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Doktora Tezi

OZET

SINIRLI KAFESLER UZERINDE UNINORMLARIN KARAKTERIZASYONU VE
UNINORMDAN ELDE EDIiLEN U-KISMEN SIRA

Umit ERTUGRUL

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigsman: Prof. Dr. Funda KARACAL
2017, 69 Sayfa

Bu tezin amaci sinirli kafesler tizerinde uninormlar1 karakterize etmek, uninormlar
ve t-normlar (t-konormlar) igin insa metotlart sunmak, U-kismen siralama bagintisi
tanimlayarak bazi 6zelliklerini incelemek ve bir genellestirmesini vermektir.

Bu calisma iki boliimden olusmaktadir. Boliim 1 de ¢alismamiza temel olan bazi
tanim, teorem ve Onermeler ifade edilmistir. Boliim 2 ise her biri iki alt boliimden olusan iki
boliimden olusmaktadir. Ik kistmda smirli kafesler iizerinde uninormlarm bir
karakterizasyonu verilmis ve uninormlar, t-normlar ve t-konormlar igin insa metotlari
sunulmustur. Ikinci kisimda uninormdan elde edilen U-kismen siralama bagintist
tanimlanmus, bazi 6zellikleri incelenmis ve bu kismen siralama bagintis1 n-uninormdan elde

edilen kismen siralama bagintisina genellestirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Uninorm, Sinirli kafes, Kismen siralama bagintisi
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PhD. Thesis

SUMMARY

CHARACTERIZATION OF UNINORMS ON BOUNDED LATTICES AND
U-PARTIALLY ORDER DERIVED FROM UNINORM

Umit ERTUGRUL

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Prof. Dr. Funda KARACAL
2017, 69 Pages

The aim of the present thesis is to characterize uninorms on bounded lattices, present
construction methods for uninorms and t-norms (t-conorms), investigate some properties of
U-partially order by defining U-partially order and give a generalization of the order.

This study consists of two main chapters. In Chapter 1, some definitions and theorems
which are crucial for our study are stated. Chapter 2 consists of two parts each of which
contains two sub-sections. In the first part, a characterization of uninorms on bounded
lattices is given and construction methods of uninorms, t-norms and t-conorms are presented.
In the second part, U-partially order derived from uninorm is defined, some properties of the
partially order are investigated and the order is extended to partially order derived from n-

uninorm.

Key Words: Uninorm, Bounded lattice, Partially ordered relation
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Aritmetik ortalama g6z Oniine alindiginda, birlestirme fonksiyonlarinin ge¢misi
matematik kadar eskiye dayanmasina ragmen yakin tarihimize kadar yogun bir ¢alisma alani
olmamustir. Son yillarda arastirmacilar tarafindan uygulamali bilimlerdeki kullanislilig
sebebiyle olduke¢a popiilerlik kazanmistir. Bu sayede teorik alt yapist da detayli bir sekilde
calisilmigtir.

Basit olarak, birden fazla niimerik degeri, tek bir deger elde edecek sekilde bir araya
getirme siireci birlestirme siireci ve bu islemi yapan fonksiyon da birlestirme fonksiyonu
olarak adlandirilir. Birlestirme fonksiyonlarinin iki temel 6zelligi azalmayan monotonluk ve
siir kosullaridir. Birlestirme fonksiyonlarinin, azalmayan monotonluk 6zelligini saglamasi
ile giris degerlerindeki herhangi bir artis i¢cin ¢ikis degerlerinde herhangi bir azalma
olmayacagi ve sinir kosullarini saglamasi ile de minimal (maksimal) giris degerleri i¢in
minimal (maksimal) ¢ikis degerleri verecegi garanti altina alinir.

Birlestirme fonksiyonlarinin 6nemli bir alt simifi da uninormlardir. Aslinda
uninormlar, birlestirme fonksiyonlarinin sahip oldugu iki temel 6zellige ek olarak birim
eleman, birlesme ve degisme Ozelliklerini de saglayan 6zel birlestirme fonksiyonlaridir.
Ayrica t-normlarin ve t-konormlarin 6zel birer uninorm oldugu goz Oniine alindiginda
uninormlar, t-normlar ve t-konormlarin daha genel bir sinifidir.

Uninormlar, ilk olarak [0,1] birim reel aralik {izerinde Yager ve Rybalov tarafindan
tanmimlanilip ([41]), Fodor, Yager ve Rybalov tarafindan ¢alisilmistir ([15]). Uninormlarin
fuzzy logic, uzman sistemler, sinir aglar1 ve fuzzy sistem modellemede kullanigh oldugu
ispatlanmistir ([38],[39],[40]). Bu sebeple halen giiniimiizde de teorik ve uygulamali
alanlarda ¢alisan bilim insanlar1 tarafindan yogun bir sekilde ¢alisilmaktadir.

Diger taraftan uninormlarin teorik acidan ¢alisilmasi1 daha kapsamli olmustur. Calvo,
De Baets ve Fodor([6]), De Baets ([7]), Drewniak ve Drygas ([11]), Fodor, Yager ve
Rybalov ([15]), Li ve Shi ([29]), Mas, Monserrat ve Torrens ([34]), Monserrat ve Torrens
([35]) uninormlari teorik agidan ele alan arastirmacilardir. Degismeli olmayan uninormlari
incelemek amaciyla uninormlarin bazi genellestirmeleri, Mas, Monserrat ve Torrens ([34])

ve Marichal ([31]) tarafindan ¢alisildi. Li ve Shi ([29]), zayif uninorm olarak adlandirilan



uninormlarin diger bir genellestirmesini ele aldilar. Wang ve Fang ([37]), bir tam kafes
tizerinde sol ve sag uninormlart ve Liu ([38]), bir tam kafes lizerinde yari-uninorm
kavramlarimi ele aldilar. Karagal ve Mesiar, sinirli kafesler tizerinde uninormlarin varligini
ortaya koyup, en biiyiik ve en kii¢iik uninormlar1 belirlediler ([22]).

Keyfi siirli kafes durumu birim reel aralik durumundan ¢ok daha genel oldugu igin,
birlestirme fonksiyonlari ve 6zel olarak uninormlar bu yapilar tizerinde tanimlandi ve detayl
bir sekilde c¢alisildi ([12], [22], [25], [37]). Uninormlar, t-normlar ve t-konormlar 6zel
birlestirme fonksiyonlaridir ve bu sebeple bu operatorlerin aralarindaki iliskiyi anlamak
olduk¢a 6nemlidir. Birim reel aralik tizerinde uninormlar; t-normlar, t-konormlar ve simetrik
birlestirme fonksiyonlari vasitasiyla karakterize edilmistir ([16]). Boylece, birim reel aralik
tizerinde bu operatorler arasindaki baglantilar {izerine ¢aligsmalarin literatiirde zaten mevcut
oldugu soylenebilir. Keyfi sinirli kafes durumu ¢ok daha genel ve bu sebeple olduk¢a 6nemli
olmasma ragmen, yapilan literatiir taramasi neticesinde keyfi sinirli kafesler iizerinde
uninormlarin bir karakterizasyonuna rastlanmamaistir.

Son zamanlarda arastirmacilarin tizerinde durdugu problemlerden bir tanesi de 6zel
birlestirme fonksiyonlarindan kismen siralama bagintisi elde edilmesi ve bu kismen siralama
bagintisinin 6zelliklerinin arastirilmasi problemidir. [21] de, t-normlardan elde edilen t-sira
ilk olarak tanimlanmis ve bazi ozellikleri incelenmistir. Ardindan t-siranin daha detayh
incelemelerini i¢inde barindiran ¢aligmalar yapilmistir ([2], [18], [21], [26]). T-normlardan
elde edilen sira fikrinden yola ¢ikilarak, fuzzy gerektirmelerden elde edilen sira tizerinde de
calisilmistir ([27]). Baz1 arastirmacilar t-normlardan sira elde edilmesi fikrinden yola
cikarak, t-normlarin daha genel bir smifi olan uninormlardan elde edilen on-siralama
tizerinde calismiglardir ([17]). Bu ¢alisma incelendiginde 6nerilen 6n-siralama taniminin ters
simetri 0zelligini saglamadig1 dolayisiyla bir kismen sira olmadigi ve dahasi literatiirde de
bdyle bir calisma olmadig1 gozlenir.

Bu calismanin ilk kisminda, genel bilgiler bashigi altinda, konu biitiinliigiiniin
saglanmasi ve anlasilirliin artirilmasi goz 6niinde bulundurularak, birim reel aralik tizerinde
ve ardindan keyfi sinirli kafesler tizerinde t-normlar, t-konormlar, birlestirme fonksiyonlari,
nullnormlar ve uninormlar ile ilgili genel bilgiler verilmistir.

Yapilan ¢aligmalar olarak adlandirilan ikinci boliim iki alt bashga ayrilir. Birinci
boliimde, birim reel aralik tizerinde uninormlarin bir karakterizasyonunun mevcudiyetinden
ve bu sekilde bir karakterizasyonun keyfi sinirli kafesler {izerinde mevcut olup olmadig:

probleminden yola ¢ikilmis ve keyfi sinirli kafesler iizerinde uninormlarin bir



karakterizasyonu sunulmustur. ikinci boliimde, t-normlar ve gerektirmelerden elde edilen
kismen sira tanimi ve bu siranin t-normlarin ¢ok daha genel bir sinifi olan uninormlar igin
mevcut olup olmama problemi motivasyonumuz olmus, béylece uninormdan elde edilen U-

kismen sira tanimlanmis, bazi 6zellikleri incelenmis ve bir genellemesi verilmistir.

1.2. Kismen Sirali Kiimeler ve Kafesler

1.2.1. Kismen Sirali Kiimeler

Tamm 1.1. [5] P bir kiime ve <, P {izerinde bir bagint1 olsun. Her x, y, z € P igin

P1l. Herx € Piginx < x (Yansima)
P2. x,y€EPicinx <y ve y<x isex =y (Ters Simetri)
P3. x,y,z€Pigchx <y ve y<zisex <z (Gegisme)

sartlar1 saglanirsa, < bagmtisina P {izerinde bir siralama (veya kismen siralama) denir.
Uzerinde bir < siralama bagintis1 mevcut olan P kiimesine sirali kiime (veya kismen sirali
kiime) denir ve bu kiime (P, <) ikilisi ile gosterilir.

Egerx < yvex # yise x < y yazilir ve ‘x, y de 6z olarak igerilir’ olarak ifade edilir.
x < y bagintis1 y > x olarak da yazilir ve ‘x, y de igerilir’ olarak ifade edilir. Benzer sekilde
x < y,y > x olarak da yazilir.

Ornek 1.2. X bir kiime olmak iizere, ($(X), €) kismen sirali bir kiimedir.

Lemma 1.3. [5] Herhangi bir kismen sirali kiimede higbir x i¢in x < x ve x < y ve
y<zisex < zdir.

Uyan 1.4. [5] (P, <) kismen siral1 bir kiime olsun.

(i) Bira € P elemani her x € P i¢in a < x kosulunu saglayacak sekilde mevcutsa
bu elemanin tek oldugu agiktir. Boyle bir a elemani (eger mevcutsa) 0 ile gosterilir ve P nin
en kiiciik elemani olarak adlandirilir.

(if) Bir b € P elemani her x € P i¢in x < b kosulunu saglayacak sekilde mevcutsa
bu elemanin tek oldugu agiktir. Boyle bir b eleman: (eger mevcutsa) 1 ile gosterilir ve P nin
en biiyiik elemani olarak adlandirilir.

Eger 0 ve 1 elemanlar1 mevcutsa, her x € P i¢in 0 < x < 1 oldugundan 0 ve 1 e

evrensel siirlar denir.



Lemma1.5. [5] (P, <) kismen sirali Ve x4, X5, ..., X, € Polsun. Egerx; < x, < -+ <
Xp < X1 158 X1 = x5 = -+ = X, (ters devir) dir.

P4.Herx ve y i¢in x < y veyay < x dir.

Tamim 1.6. [5] P4 6zelligini saglayan bir kismen sirali kiimeye tam sirali kiime, zincir
veya lineer sirali kiime denir.

Teorem 1.7. [5] (P, <) kismen siral1 bir kiime ve S € P alt kiimesi ise, (S, <) kismen
siral1 bir kiimedir. Ozel olarak, P bir zincir ise S de zincirdir.

Ornek 1.8. [5] R reel sayilar kiimesi bir zincir oldugundan N dogal sayilar kiimesi,
Ny pozitif dogal sayilar kiimesi, Z tam sayilar kiimesi ve Q rasyonel sayilar kiimesi dogal
siralamaya gore bir zincirdir.

Tamim 1.9. [5] (P, <) kismen siral1 bir kiime olsun. a, b € P i¢in ‘a Orter b’ denir: <
a > bolup, a > x > b olacak sekilde bir x € P elemani mevcut degildir.

Tamm 1.10. [21] (P, <) kismen siral1 bir kiime olsun. a,b € P icina £ bveb £ a
ise yani a ve b elemanlar1 kiyaslanmiyorsa a ve b elemanlarina kiyaslanamayan elemanlar
denirve bu a || b ile gosterilir. ¢ € P igin ¢ eleman ile kiyaslanamayan elemanlarin kiimesi

I.={x€P:xlc}
ile gosterilir.

Kapsama bagintis1 kullanilarak herhangi bir sonlu kismen sirali kiimenin asagidaki
gibi bir grafiksel gdsterimi elde edilir: P nin her bir elemanin1 géstermek i¢in kiigiik bir daire
cizilir ve a > b oldugunda a, b den daha yukari yazilir. a, b yi orttigiinde a dan b ye diiz
bir ¢izgi ¢izilir. Sonugta elde edilen sekile P nin bir diyagrami denir. Asagida baz1 kismen

siralt kiimelerin diyagram ornekleri verilmistir.

1 1 1
C
a d
a a
[a]
b C
0 0
Ms N5 P

Sekil 1.1. Diyagram ornekleri



Tamm 1.11. [5] (P, <) kismen sirali bir kiime ve X € P olsun.

(i) a € X olsun. Eger x < a olacak sekilde x € X mevcut degil ise bu a
elemanina X kiimesinin bir minimal eleman1 denir.

X kiimesinde maksimal eleman, dual olarak tanimlanir.

En kii¢lik eleman bir minimal eleman ve en biiyiik eleman da bir maksimal elemandir.
Ancak tersinin dogru olmasi gerekmez.

Teorem 1.12. [5] (P, <) kismen sirali bir kiime ve @ # X € P sonlu alt kiime olsun.
Bu takdirde X kiimesi minimal ve maksimal elemanlara sahiptir.

Teorem 1.13. [5] Zincirlerde minimal (maksimal) ve en kiigiik (en biiyiik) eleman
kavramlar1 denktir. Boylece keyfi sonlu bir zincir en kiigiik ve en biiyiik elemanlara sahiptir.

Tamim 1.14. [5] (P, <) kismen sirali bir kiime ve X € P olsun.

(1) a€ P veherx € X icinx < a ise, a elemanina X kiimesinin bir iist sinir1
denir ve X kiimesinin iist sinirlarinin kiimesi X ile gosterilir. Her ¢ € X icina <cise a
elemanina X kiimesinin en kii¢iik {ist sinir1 veya supremumu denir. a = supX veyaa =V X
ile gosterilir.

(i) be P veher x € Xicinb < x ise, b elemanina X kiimesinin bir alt sinir1 denir
ve X kiimesinin alt sinirlarinin kiimesi X ile gosterilir. Her d € X icind < b ise, b elemanina

X kiimesinin en bilyiik alt sinir1 veya infimumu denir. b = infX veya b =A X ile gosterilir.

1.2.2. Kafesler

Tanim 1.15. [5] (L, <) bir kismen sirali kiimesi olsun. Her x, y € L i¢in sup{x, y} ve
inf{x, y} mevcut ise L ye kafes denir.

L kafesinde x,y € L i¢in x Vy := sup{x,y} ve x Ay :=inf{x,y} ile gosterilir.

Eger (L, <) bir kafes ise vV ve A islemleri L tizerinde ikili iglemlerdir. Dolayisiyla
(L,V,A) bir cebirsel yapidir.

Ornek 1.16. [5] Sekil 1.1 de verilen diyagram 6rneklerinde Ms ve Ns Kafes olup P
kafes degildir.

Ornek 1.17. [5] ((X), S) kismen siral1 kiimesi bir kafestir.

Bu kafeste VA,B € go(X) icin AVB=AUB ve AAB = An B dir.

Tamm 1.18. [5] Bir L kafesine sinirl kafes denir:< L, en kiigiik eleman 0 ve en

biiyiik eleman 1 e sahiptir. Bu durum, kisaca (L, <, 0, 1) ile gosterilir.



Tamm 1.19. [5] Bir L kafesine tam kafes denir:< L nin her X alt kiimesi L de bir en
kiiciik iist sinira ve bir en biiyiik alt sinira sahiptir. Yani, her X € L alt kiimesi i¢in supX
ve infX, L de mevcuttur.

Ozel olarak Tanim 1.13 de X = L alindiginda bostan farkl1 her tam kafesin en kiigiik
elemaninin ve en biiyiik elemaninin mevcut oldugu goriilir. Bu nedenle her tam kafes
smirhdir. Her sonlu kafes tam kafestir. Keyfi bir zincir kafestir.

Ornek 1.19 da verilen bir X kiimesinin tiim alt kiimelerinin kafesi (¢ (X), €) bir tam
kafestir, burada en kii¢iik eleman 0 = @ ve en biiyiik eleman 1 = X dir. S, € X alt
kiimelerinden olusan keyfi A ailesi i¢in infA = Ny S, Ve supA = Uy S, dir.

Tamm 1.20. [5] L bir kafes ve X € L olsun. X alt kiimesine L kafesinin bir alt
kafesidir denir:< Hera,b € X icinaAb € X veaV b € X dir.

Bir kafeste bos kiime ve tek elemanli alt kiimeler alt kafestir. Daha genel olarak, (L, <)
bir kafesve a,b € L igin a < b ise

[a,b] :={x € Lla < x < b}
ile tanimlanan [a, b] kapali aralig1 bir alt kafestir.

Benzer sekilde L kafesinin

(a,b] ={x € Lla < x < b},

[a,b) :={x € L|la < x < b},
ve

(a,b) :={x € Lla < x < b}
alt araliklar1 da tanimlanabilir.

Tanmm 1.21. [5] (P,<;) ve (Q,<,) iki kismen sirali kiime olsun. P ve Q kismen
stral1 kiimelerinin

PxQ = {(x,y)lx € P,y € Q}
seklinde tanimlanan PXQ kartezyen ¢arpim kiimesi

(x1,¥1) < (x2,Y2) © X1 <1 x,vey1 <, ¥, X1,X, €P, y1,¥, €Q
bagintisi altinda kismen sirali bir kiimedir. Bu (PXQ, <) kismen sirali kiimesine P ve Q
kismen siral1 kiimelerinin direkt ¢arpim kiimesi denir.

Teorem 1.22. [5] L ve M iki kafes olsun. LxM direkt carpimi da yine bir kafestir.
Burada (x4, y1), (x5, y2) € LXM igin

(x1, 71 V (x2,¥2) = (1 VX3, 71 V ¥2)

(1, y1) A (x2,¥2) = (1 Axg, Y1 AY2)



dir.
Bir kafeste A ve Vv ikili islemleri 6nemli cebirsel 6zelliklere sahiptir.
Lemma 1.23. [5] P kismen siral1 bir kiime olsun. infimum ve supremum islemleri

(eger mevcutsa) asagidaki 6zelliklere sahiptir:

Ll. xAx=x, xVx=x, (Idempotent)
L2. xAy=yAx, xVy=yVx, (Komiitatif)
L3. xAy)Az=xAN(yAz), &Vy)vz=xV(yVz), (Birlesme)
L4. xA(xVy)=xV(xAy)=x. (Yok etme)

Ustelik x < y ifadesix Ay = x ve x Vy = y sartlarmin her birine denktir.

Lemma 1.24. [5] P, 0 en kii¢iik elemanina sahip kismen siral1 bir kiime ise her x € P
i¢in

OAx=0veOVx=x
dir. Dual olarak P, 1 evrensel iist sinirina sahip ise her x € P i¢in

xANl=xvexvli=1
dir.

Lemma 1.25. [5] Herhangi bir kafeste infimum ve supremum islemleri sira korurdur.
Yani bir L kafesinde x,y,z € L i¢in

y<zise xAy<xAzve xVy<xVz
saglanir.

Lemma 1.26. [5] L bir kafes olsun. Her x,y,z € L igin

xANyVvz)=Z((xAy)V(xAz)

xVYAzZ) S@XVY)A(xV2z)
esitsizlikleri saglanir.

Sonu¢ 1.27. [5] P kismen sirali bir kiime ve P de alinan herhangi iki elemanin
infimumu mevcut olsun. Bu takdirde, P, A ikili islemine gore bir yar1 kafestir. Boyle yari
kafeslere infimum-yar1 kafesler denir. Dual olarak, P kismen sirali kiimesinde alinan
herhangi iki elemanin supremumu mevcut ise P, V ikili islemine gore bir yar1 kafestir. Boyle

yar1 kafeslere supremum-yar1 kafesler denir.



1.3. Birlestirme Fonksiyonlari

Tamm 1.28. [16] (L, <,0,1) smurh bir kafes olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan
H: L?> — L fonksiyonuna L iizerinde birlestirme fonksiyonu denir:

(i) Her bir degiskene gore azalmayandir. ( (xq,%3), (y1,¥2) € L* ve x; <y,

Xy <y, iken H(xq,x3) < H(yq,y,) dir.)

(ii) Sinir kosullarini saglar, yani H(0,0) = 0 ve H(1,1) = 1 dir.

Ozel olarak L smirh kafesi L = [0,1] olarak segilirse bu tanmimdan [0,1] iizerinde
birlestirme fonksiyonlarinin tanimi elde edilir.

Ustelik, H: L2 — L komutatif ise yani her (x,y) € L? icin H(x,y) = H(y,x) ise H
simetrik birlestirme fonksiyonu olarak adlandirilir.

H; ve H, iki birlestirme fonksiyonu olsun. Eger her x,y € L i¢in H,(x,y) < H,(x,y)
esitsizligi saglamyor ise Hy, H, birlestirme fonksiyonundan daha zayiftir denir ve bu durum
H, < H, ile gosterilir. H; < H, ve H, # H, ise yani H; < H, Ve bir x4,y € L igin

Hl(xo, yo) < Hz(xo, yo) ISG, bu durum Hl < H2 ile gOSterlhr

Ornek 1.29. [16]

(i) AM® (x;,x,) = xlzﬂ ile tanimlanan aritmetik ortalama [0,1] birim aralig
tizerinde birlestirme fonksiyonudur.

(i) Py(xq,x3) = x1 (Py(xq,x;) == x,) seklinde tanimlanan P;, P,:[0,1]> — [0,1]
projeksiyon fonksiyonlari birer birlestirme fonksiyonlaridir.

(iii) L keyfi sinirh bir kafes olmak tizere L tizerinde en kiigiik ve en biiyiik birlestirme

fonksiyonlar1 sirasiyla asagidaki gibidir.

_(Lx=y=1
H.(xy) = { 0, aksitakdirde

. (0, x=y=0
H*(x,y) = { 1, aksitakdirde

Tamm 1.30. [28] Bir F:[0,1]> — [0,1] fonksiyonuna siireklidir denir:< Her
yakisak (%) nens Vdnen € [0,1]N dizileri igin
F (lim X, lim yn) = lim F(x,, y,)

dir.



1.4. Ucgensel Normlar ve Konormlar

1.4.1. [0,1] Uzerinde Ucgensel Normlar

Aksi belirtilmedikge, [0,1] tizerindeki dogal siralama < ile gosterilecektir.

Tanmm 1.31. [28] Bir tiggensel norm (kisaca t-norm) T, [0,1] birim aralig1 {izerinde
asagidaki Ozellikleri saglayan bir ikili islemdir; yani T:[0,1]2 — [0,1] fonksiyonu her
x,y,z € [0,1] igin

T1. T(x,y) =T(y,x) (Komiitatiflik)
T2. T(x,T(y,2)) = T(T(x,y),2) (Birlesme)
T3. y<zise T(x,y) <T(x,z) (Monotonluk)
T4, T(x,1) =x (Sinir sart1)

ozelliklerini saglar.

Ornek 1.32. [28] Ty, Tp, T, Tp Ve T™ temel t-normlari asagidaki gibi verilir:

Ty (x,y) = min(x,y) (Minimum)

Tp(x,y) = xy (Carpim)

T, (x,y) =max(x +y —1,0) (Lukasiewicz t-norm)
_(o (x,y) € [0,1)? .

Toxy) = {min(x, y), aksi halde (Drastik garpim)

0 +y<1
TnM(x’y):{ X y

min(x,y), aksi halde (Nilpotent Minimum)

Uyan 1.33. [28] T, [0,1] birim aralig1 tizerinde bir t-norm olsun.

(i) Tanim 1.31 den dolay: her T t-normu her x € [0,1] igin

T(0,x) =T(x,0) =0

T(1,x)=x
esitliklerini saglar.

(if) Bir T t-normunun ikinci bilesene gore monotonlugu, (T1) komiitatiflik ve (T3)
monotonluk 6zellikleri ile tanimlanir. Bu monotonluk her iki bilesene gore monotonluga
denktir; yani

X1 S X3 Ve yp Syp ise T(xy,y1) S T(xz,¥2)

saglanir.
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1.4.2. [0,1] Uzerinde Ucgensel Konormlar

Tamim 1.34. [28] Bir liggensel konorm (veya kisaca t-konorm) S, [0,1] birim aralig

lizerinde her x,y, z € [0,1] i¢in (T1)-(T3) sartlarini ve her x € [0,1] i¢in
(S4) S(x,0) =x (Sinir sart1)

sartim saglayan S: [0,1]2 — [0,1] fonksiyonudur.
Aksiyomatik olarak t-normlar ve t-konormlar sadece sinir sartlarinda farklilik
gosterirler.

Ornek 1.35. [28] Sm,Sp, Sy, Ve Sp temel t-konormlari siras ile

Su(x,y) = max(x,y) (Maksimum)

Sp(x,y) =x+y—xy (Probalistic toplam)

S.(x,y) =min(x +y,1) (Lukasiewicz t-konorm)
(1 , (x,y) € (0,1)? :

Sp(x,y) = {max (y)  aksihalde (Drastik toplam)

seklinde tanimlanir.
Onerme 1.36. [28] S: [0,1]> — [0,1] fonksiyonu bir t-konormdur < Her x, y € [0,1]
i¢cin

Se,y)=1-T(A—x,1—-y)

olacak sekilde bir T t-normu mevcuttur.
Uyan 1.37. [28]
(i) S:[0,1]> — [0,1] bir t-konorm ise

Tx,y)=1-S1—-x,1—-y)

ile tanimlanan T: [0,1]2 — [0,1] fonksiyonu bir t-normdur ve S t-konormunun dual t-normu
denir. Benzer sekilde Onerme 1.36. da verilen S:[0,1]> — [0,1] fonksiyonu da T t-
normunun dual t-konormudur.

(i) (Ty,Su), (Tp,Sp), (T1,S.) ve (Tp,Sp) ikiser tarzda birbirine dual t-norm ve t-
konorm ¢iftleridir.

(iii) S:[0,1]2 — [0,1] bir t-konorm olsun. Her x € [0,1] icin

S(1,x) =S(x,1)=1

S(0,x) =x
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ilave smir sartlar1 olarak adlandirilan esitlikler saglanir. Boylece, tiim t-konormlar [0,1]?

sinir1 lizerinde ¢akisiktir, yani ayni degeri alirlar.

1.4.3. Smirh Kafesler Uzerinde Ucgensel Normlar(Konormlar) ve Negasyonlar

Tamm 1.38. [23] L sinirh bir kafes olsun. Bir tiggensel norm T (kisaca t-norm) L
tizerinde komiitatiflik, birlesme, monotonluk 6zelliklerini saglayan 1- birim elemanli bir ikili

islemdir.

Uyan 1.39. [23]

(i) T, ve T, sirh bir L kafesi iizerinde iki t-norm olsun. Eger her (x,y) € L? igin
Ti(x,y) < T,(x,y) esitsizligi saglaniyor ise Ty, T, t-normundan daha zayiftir veya denk
olarak T,, T; t-normundan daha gii¢liidiir denir ve bu durum T; < T, ile gosterilir.

(i) T, <T,veT; # T,iseyani T; < T, Ve bir (x,y,) € L? elemani icin T; (xg, o) <

T, (xg, Vo) ise, bu durum T; < T, ile gosterilir.

x, y=1,
TW(x,y) = y' X = 1'

0, aksihalde
olsun. O halde Ty, L iizerinde bir t-normdur ve 6zel olarak L = [0,1] oldugunda Ty,, T}, ile
gosterilir. L lizerindeki keyfi t-norm T i¢in Ty, < T oldugundan bu t-norm, L {izerindeki en
kiigtik t-normdur.

Sinirlt bir L kafesi tizerindeki en biyiik t-norm T,(x,y) = x Ay ile verilir ve 6zel
olarak L = [0,1] oldugunda T,, = T, dir.

Tamim 1.40. [23] L siirl bir kafes olsun. Bir iiggensel konorm S (kisaca t-konorm) L
tizerinde komiitatif, birlesme, monoton 6zelliklerini saglayan 0- birim elemanli bir ikili
islemdir.

Ornek 1.41. [23] Asagida, L simirh kafesi iizerinde t-konorm 6rnekleri verilmistir:

Sy(x,¥) = x vV y, L tizerindeki herhangi t-konorm S i¢in S,, < S dir.

x, y=0,

SW(X,y)z y' x:()'
1, aksihalde

L tizerindeki herhangi t-konorm S igin S < Sy, dir.
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Tamm 1.42. [23]

(i) Sinurlt bir L kafesi tizerindeki bir t-norm T ye (bir t-konorm S ye) V- dagilmalidir
denir : < Her a, by, b, € L igin

T(a, by V by) = T(a,by) VT(a b,) (S(a b, Vby) =S(a b)) VS(ab,))
esitligi saglanir.

(i) Sl bir L kafesi tizerindeki bir t-norm T ye (bir t-konorm S ye) sonsuz V-
dagilmalidir denir: < Her a € L ve L nin {b; : i € I} alt kiimesi i¢in

T(a,Vieth)) = ViaT(a, b)) ( S(a,Vierh)) = VierS(a by) )
esitligi saglanir.

(iii) (Sonsuz) A-dagilmali t-norm (t-konorm) benzer sekilde tanimlanir.

Tamim 1.43. [21] Sinirl bir L kafesi {izerindeki bir t-norm T ye boliinebilirdir denir
;< x < yolanherx,y € Li¢in x = T(y, z) olacak sekilde bir z € L mevcuttur.

Sinirl bir L kafesi tizerindeki Ty, t-normu béliinebilir olmayan bir t-normdur. Diger
taraftan, T, infimum t-normu boéliinebilir bir t-normdur: x < y olmasi x A y = x olmasina
denktir.

Onerme 1.44. [9] T, L = [0,1] iizerinde bir t-norm olsun. T bélinebilirdir & T
stireklidir.

Tamm 1.45. [3] (L, <,0, 1) smirh bir kafes olsun. N: L? — L azalan (yani x,y € L ve
x < yiken N(y) < N(x)) fonksiyonu N(0) = 1 ve N(1) = 0 kosullarini sagliyorsa N ye L
tizerinde bir negasyon ad1 verilir. N: L — L negasyonu L nin her x elemani igin N (N (x)) =
x kosulunu sagliyorsa N ye L tizerinde gii¢lii negasyon denir.

Tamm 1.46. [3] (L, <, 0, 1) simurl bir kafes olmak tizere T, L iizerinde bir t-norm ve

N, L lizerinde bir gii¢lii negasyon olsun. x,y € L i¢in

SGx,y) =N (T(NG),N(»)))
olarak tanmimlanan S operatorii bir t-konormdur ve bu T nin N dual t-conormu olarak
adlandirilir.

Onerme 1.47. [36]. (L, <, 0, 1) smirh bir kafes, a € L\{0,1}, V:[a, 1] - [a, 1] bir t-
norm, Y:[0,a]? — [0, a] bir t-konorm olsun. L iizerinde, V nin T ye (Y nin S ye) ordinal
toplam genislemesi asagidaki gibidir:

_(V(xy),  (xy) €la1]?
T(x,y) = { XAy, aksi takdirde
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Y(x,y), (x,¥) € [0, a]z)
xVy, aksi takdirde

(5G) =
Bu sekilde tanimlanan ordinal toplam genislemeleri her sinirli kafes tizerinde her t-
norm (t-konorm) igin bir t-norm (t-konorm) iiretmemektedir. Ayn1 ¢alismada bu sekilde
tanimlanan genislemelerin hangi tip kafesler iizerinde bir t-norm olabilecegi veya hangi V t-
normlar1 (Y t-konormlar1) i¢in bu genislemelerin bir t-norm (t-konorm) olabilecegi

tartisilmastir.

1.5. Nullnormlar

Tamm 1.48. [20] Bir nullnorm (L, <,0,1) sinirh kafesi tizerinde asagidaki 6zellikleri
saglayan bir fonksiyondur; yani V: L> — L fonksiyonuna bir nullnorm denir : <

Her x,y,z € L i¢in

V1 V(x,y) =V(y,x) (Komiitatiflik)
V2. V(x,V(¥,2) =V({V(x,y),2) (Birlesme)
V3. y<zise V(x,y) <V(x,z) (Monotonluk)

V4. x <aise V(x,0)=x ve x=>a ise V(x,1) = x olacak sekilde bir a € L
mevcuttur.

Herhangi x € L elemani i¢in monotonluk kullanilirsa V(x,a) <V(1,a) =a ve
V(x,a) = V(0,a) = a olup V(x,a) = a oldugu elde edilir. Béylece a € L eleman1 V igin
bir “sifir” (“yutan” veya “abzorve”) elemandir.

Benzer sekilde, L sinirh bir kafes ve H, L iizerinde bir birlestirme fonksiyonu olmak
tizere her x € L eleman i¢in H(x,a) = H(a, x) = a esitligini saglayan a € L elemani, H

icin bir “sifir” (“yutan” veya “abzorve”) eleman olarak tanimlanir.

1.6. Uninormlar

1.6.1. [0,1] Uzerinde Uninormlar

Tamm 1.49. [41] Bir uninorm U:[0,1]> — [0,1], birim aralik {izerinde komiitatiflik,
birlesme ve monotonluk 6zelliklerini saglayan, e € [0,1] birim elemanli ( [0,1] in her x

elemani i¢in U(e, x) = x ) bir ikili islemdir.
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Dikkat edilirse uninormlar, e = 1 i¢in t-normlarla ve e = 0 i¢in t-konormlarla ¢akisir.
Ornek 1.50. [15] Asagidaki sekilde tanimlanan U:[0,1]> — [0,1], e = 1/2 birim

elemanli bir uninormdur:

0, x =0veyay = 0ise
Ul,y)=4—X i
x,y) {(1_x)(1_y)+xy, x>0vey >0 ise

Tamim 1.51. [15] U, [0,1] iizerinde e € (0,1) birim elemanli bir uninorm olsun. U,
[0,1]1\{(0,1), (1,0)} iizerinde siirekli ise U ya hemen hemen siirekli denir.
Tamm.1.52. [4] u:[0,1]? - [, + 0], u(0) = —o0, u(1) = +oo ve e € (0,1) i¢in

u(e) = 0 olacak sekilde birebir 6rten ve kesin artan bir fonksiyon olsun.

(i) Ux, y) = {”‘1@(’0 Fu®),  (xy) € [0AA\{(O,1), (1,00}
’ 0, aksi takdirde

olarak verilen U:[0,1]? - [0,1] fonksiyonu e birim elemanl: bir uninormdur ve konjanktif

(yani U(0,1) = 0) representable uninorm olarak adlandirilir.

(i) Ux, y) = {u‘l(u(x) +u(y)),  (xy) €[0,112\{(0,1),(1,0)}
’ 1, aksi takdirde

olarak verilen U: [0,1]? — [0,1] fonksiyonu e birim elemanli bir uninormdur ve disjanktif
(yani U(0,1) = 1) representable uninorm olarak adlandirilir.

Teorem 1.53. [14] e € (0,1) birim elemanl: bir U uninormu representable (temsil
edilebilir)dir ancak ve ancak U, [0,1]2\{(0,1), (1,0)} iizerinde siireklidir.

Tammm 1.54. [15] U, [0,1] tizerinde e € (0,1) birim elemanli bir uninorm olsun.
Asagidaki gibi tanimlanan Ty ve Sy sirastyla bir t-norm ve t-konormdur ayrica sirastyla U

nun belirledigi t-norm ve U nun belirledigi t-konorm olarak adlandirilirlar:

TyGy) = D)y e o)
Ue+(1—-e)x,e+(1—e)y)—e

Sylx,y) = x,y € [0,1].

1-e '
U, [0,1] iizerinde e € (0,1) birim elemanli bir uninorm olmak iizere, U uninormu
[0, e]? iizerinde Ty, t-normu ile, [e, 1]? iizerinde Sy, t-konormu ile belirlenir ([14]).
Onerme 1.55. [15] U:[0,1]? - [0,1] fonksiyonu, e € (0,1) birim elamanli bir
uninorm olsun. U hemen hemen siirekli ise Ty ve Sy siireklidir.
Asagida goriilebilecegi gibi, [0,1] birim reel aralig1 izerinde tanimli e € (0,1) birim
elemanli U uninormu, t-norm, t-conorm ve simetrik birlestirme fonksiyonlar1 yardimiyla

karakterize edilmistir ([16]):
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Onerme 1.56. [16]. U:[0,1]> — [0,1], [0,1] iizerinde e € (0,1) birim elemanli bir

uninorm olsun. Her (x,y) € [0,1]? igin

T(x,y), (x,y) € [0,e]?
U(x,y) =1S(x,y), (x,y) € [e,1]? 1)
H(x,y), aksi takdirde

olacak sekilde T bir t-norm, S bir t-konorm ve H simetrik birlestirme fonksiyonu olmak
tizere T, S, H: [0,1]% - [0,1] mevcuttur:

Ulx,y), (xy) €l0,e]?
Min(x,y), aksitakdirde

UCx,y), (%) €le1]?
Mak(x,y), aksitakdirde

Min(x,y), (x,y) € [0, e]?

H(x,y) = \Mak(x,y),  (x,y) € [e,1]?
U(x,y), aksi takdirde.

T(xy) =

S(x,y) ={

[0,1] tizerinde uninormlarin karakterizasyonu asagidaki gibi temsil edilebilir:

1
H S
e
T H
0 e 1

Sekil 1.2. [0,1] iizerinde uninormlarin karakterizasyonu

1.6.2. Stmirh Kafesler Uzerinde Uninormlar

Tamm 1.57. [22] (L,<,0,1) sl bir kafes olsun. Bir uninorm U:L? — L,
komiitatiflik, birlesme ve monotonluk &zelliklerini saglayan, e € L birim elemanli ( L nin
her x elemani i¢in U(e, x) = x ) bir ikili islemdir.

Onerme 1.58. [22] (L, <,0, 1) smirh bir kafes ve U, L iizerinde e € L\{0,1} birimli

bir uninorm olsun. O halde, asagidakiler saglanir:
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(i) Her (x,y) € (0,e]x[e,1) U[e,1)X(0,e]iginx Ay < U(x,y) <xVy.

(i) Her (x,y) € Lx[0,e] i¢in U(x,y) < x.

(iii) Her (x,y) € [0,e]XL igin U(x,y) < y.

(iv) Her (x,y) € Lx[e, 1] i¢in x < U(x,y).

(V) Her (x,y) € [e,1]XL i¢iny < U(x,y)

Tamm 1.59. [16] U, L sinirh kafesi iizerinde e € L birim elemanli bir uninorm olsun.
U(x,x) = x olan bir x € L ye U nun bir idempotent elemani denir.

U uninormunun (sirasiyla, bir T t-normunun, bir S t-konormunun) tiim idempotent
elemanlarinin kiimesi Hy (sirasiyla, Hr, Hg) ile gosterilecektir.

Tanimli oldugu kiime iizerinde, her elemani bir idempotent eleman olan bir ikili isleme

de idempotent ikili islem denir.

Uyar1.1.60. [7] U, [0,1] tizerinde e € (0,1) birim elemanli bir uninorm olsun. U
representable ise U idempotent olamaz.

Onerme 1.61. [22] (L,<,0,1) sinirh bir kafes ve U, L tizerinde e € L birimli bir
uninorm olsun. O halde,

(i) T*=U1[0,e]?:[0,e]?> - [0,e], [0, e] iizerinde bir t-normdur.

(i) S* = U | [e,1]%: [e,1]? - [e, 1], [e, 1] iizerinde bir t-konormdur.

Teorem 1.62. [22] (L,<,0,1) smurh bir kafes ve e € L\{0,1} olsun. T,, [0, e]?
iizerinde bir t-norm ve S, [e, 1]? iizerinde bir t-konorm olmak iizere L kafesi iizerinde

U;, Ug: L2 - L uninormlar sirasiyla asagidaki gibi tanimlanur.

(Te(x,y) ,(x,y) €[0,e]?
xXVy ,(x,y) €0,e]x(e, 1] U (e, 1]X][0, e]

Ut(xly) = y ;(x:y) € [O,B]XIe
X ,(x,v) € 1,X]0, e]
1 ,aksi takdirde

(Se(x,y) ,(x,y) €[e1]?
XAy ,(x,y) €]0,e)X[e,1] U [e, 1]X][0, e)
Us(x,y) =1y ,(x,y) € [e,1]XI,
x ,(x,y) € 1,X[e, 1]
0 ,aksi takdirde
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1.6.3 n-Uninormlar

2-uninorm ilk olarak Akella tarafindan [1] ile verilen kaynakta sunulmustur. 2-
uninormlar uninormlart ve nullnormlari kapsayan bir genelleme olmasindan dolay:
onemlidir. Ayni ¢calismada Akella, bu tanimi1 n-uninormlara genellestirmistir.

Tamm 1.63. [1] (L, <,0,1) bir zincir olsun. Bir 2-uninorm F: L? — L, birim aralik
tizerinde komiitatiflik, birlesme, monotonluk 6zelliklerini saglayanve 0 < e <k < f <1
sartin1 saglayan e, k, f € L igin

x < kolanher x € Licin F(e,x) = xve x = kolanherx € L i¢in F(f,x) = x
ozelliklerini saglayan bir ikili islemdir.

Tim 2-uninormlarin simifi Uy 5y ile gosterilecektir.

Tamm 1.64. [1] (L, <, 0, 1) bir zincir ve G, L tizerinde komutatif bir ikili islem olsun.
0=20<z,<<zp,=1ve i=12,..,n icin e; € [z;_4,7;] olmak iizere her x €
[zi—1, 2] i¢in G(e;, x) = x saglaniyorsa {ey, ey, ..., en};, 4, .2, , € G Nin n-birim elemam
denir.

Tamm 1.65. [1] L zinciri lizerinde tanimli ve U™ ile temsil edilen, komutatiflik
birlesme, monotonluk dzelliklerini saglayan Ve {e;, ey, ..., €}z, 7,7, _, birim elemanl ikili

islemine bir n-uninorm denir.

1.7. <1 -Ucgensel Siralama

Tamim 1.66. [21] L siurh bir kafes ve T, L tizerinde bir t-norm olsun. T-norm T igin
T-kismen sira (liggensel sira) asagidaki gibi tanimlanir ve <r ile gosterilir:

x <ry:=T(,y) =x olacak sekilde bir £ € L eleman1 mevcuttur.

Dual olarak S-kismen sira su sekilde tanimlanir:

Tamm 1.67. [21] L sinirh bir kafes ve S, L {izerinde bir t-konorm olsun. S-konorm S
i¢in S-kismen sira asagidaki gibi tanimlanir ve <jg ile gosterilir:

x <5 y:< S(¥,x) =y olacak sekilde bir £ € L eleman1 mevcuttur.

Onerme 1.68. [21]. L sinirh bir kafes ve T L iizerinde bir t-norm olsun. Bu takdirde,
(L, <) kismen siral1 bir kiimedir.

Onerme 1.69. [21]. (L, <) sinirh bir kafes, T L {izerinde bir t-norm ve <r, t-norm T~

den elde edilen kismen siralama olsun. Eger x <; y ise x <y, yani <;C<’ dir.
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Onerme 1.70. [21]. L smirh bir kafes ve T, L iizerinde bir t-norm olsun. <, ile <
siralamalariin esit olmasi igin gerek ve yeter sart T t-normunun L {izerinde boliinebilir bir
t-norm olmasidir.

Onerme 1.71. [21] L smuirh bir kafes ve T, L iizerinde bir t-norm olsun. Eger a,b € L
icina <7 b ise her ¢ € L i¢in

T(a,c) <7 T(b,c)
dir.

Onerme 1.72. [21] L sinirh bir kafes olsun. Eger T = Ty, ise keyfi a € L \ {0,1} ve
vb € L\ {0,1,a} i¢ina Ar, b =0 veaVq, b = 1dir. Boylece (L, <r,,) bir kafestir.

Teorem 1.73. [21] L bir tam kafes ve T, L {izerinde bir t-norm olsun. T sonsuz V-

dagilmali t-norm ise (Hp, <) bir tam kafestir.



2. YAPILAN CALISMALAR

Bu boéliim, her biri iki alt bolimden olusan iki béliimden olusmaktadir. ilk bsliimde
smirli kafesler tizerinde uninormlarin karakterizasyonu ve bazi uninorm insa metotlar
tizerinde durulmustur. Ikinci bolimde bir uninormdan elde edilen kismen siralama
tanimlanmis ve bazi Ozellikleri incelenmistir. Ilaveten, bu siralama 2-uninormlara
genisletilerek tiggensel normlardan (konormlardan), nullnormlardan ve uninormlardan elde
edilen siralama ile baglantis1 kurulmustur. Ardindan daha genel olarak n-uninormlar igin de

ifade edilmistir.

2.1. Simirh Kafesler Uzerinde Uninormlarin Karakterizasyonu ve Bazi Insa
Metotlari

Bu boliim iki alt boliime ayrilmistir. Birinci boliimde, sinirli kafesler iizerinde
uninormlarin bir karakterizasyonu verilmistir. Ayrica bu karakterizasyon yardimiyla ordinal
toplam ingasindan farkli olarak, herhangi bir sinirh kafes tizerinde gegerli, t-norm (t-konorm)
insa metodu verilmistir. Ikinci bdliimde ise Teorem 1.62 ([22]) de goz oniine almarak
uninormlarin karakterizasyonu yardimiyla uninormlarin insast i¢in yeni yOntemler

Onerilmistir.

2.1.1. Simirh Kafesler Uzerinde Uninormlarin Karakterizasyonu

Sinirli kafesler durumu [0,1] birim reel aralik durumunu da kapsayan ¢ok daha genel
bir durumdur. Onerme 1.56 ([16]) ile verilen, birim reel aralik iizerinde uninormlarm
karakterizasyonundan yola ¢ikilarak, [0,1] birim reel aralik durumuna indirgendiginde
literatiirdeki mevcut karakterizasyonla ¢akisacak sekilde keyfi siirli kafesler iizerinde
uninormlarin bir karakterizasyonunu énermek bu boliimiin temel motivasyon kaynagidir.

Teorem 2.2. (L,<,0,1) keyfi sinirh bir kafes ve U:L?> > L, e € L\{0,1} birim
elemanli bir uninorm olsun. O halde, L tUzerinde T bir t-norm, S bir t-konorm ve

H,, H,, H;, H, fonksiyonlar1 simetrik birlestirme fonksiyonlar1 olmak tizere,
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(T(x,y) ,(x,y) € [0,e]?
S(x,y) ,(x,y) € [e,1]?
_ ) Hi(x,y) ,(x,y) € 0,e)x(e, 1] U (e, 1]%][0, e)
VN =0y oy €[0exL, UlLx[0,e) @)
H;(x,y) ,(x,y) € (e, 1]xI, U I, %x(e, 1]
H,(x,y) ,aksi takdirde

olacak sekilde T, S, Hy, H,, Hs, H,: L* > L fonksiyonlar1 mevcuttur ve sirastyla su sekilde

verilirler:
(U(x,y) ,(x,y) €10,e]?
U(xAeyAe) ,(x,y) €1,%
U(x,y Ne) ,(x,y) €0, e]xI,
T(x,y) =4 UlxAe,y) , (x,y) €xI,X[0, e]
yAe ,(x,y) € (e, 1)XI,
xXANe ,(x,y) € I,x(e, 1)
XAy , aksi takdirde
\
(U(x,y) ,(x,y) € [e, 1]
UxVeyVe) ,(x,y) € 1,2
Ulx,yVe) ,(x,y) € [e, 1]XI,
S(x,y) =+ UxVe,y) ,(x,y) exI Xx[e, 1]
yVe ,(x,y) € (0,e)xI,
xVe ,(x,y) € 1,x(0,e)
xVy , aksi takdirde
\

U(x,y) ,(x,y) €]0,e)x(e, 1] U (e, 1]%[0, e)
H, (x,y) = Jx/\y ,(x,y) € [0,e]> U [0,e)xI, UI,x[0,e)
oy = xVy ,(x,y) € [e,1]? U (e, 1]x1, U I,x(e, 1]

\ e , aksi takdirde
(U(x,y) ,(x,y) €0,e)xI, UI,X[0,e)
0 ,(x,y) €0, e]?
H,(x,y) =
03 =1 (7)€ (e, 1
\xVy ,aksi takdirde
(U(x,y) ,(x,y) € (e, 1]1xI, U I, %x(e, 1]
0 ,(x,y) €0, e]?
H,(x, =
00 =1y (7)€ (6,1
\X Ay ,aksi takdirde

ve
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(* Ay ,(x,y) €]0,e)x(e,1] U (e, 1]X[0, )
Ha( )_40 ,(x,y) €]0,e]? U [0,e)xI, UL X[0,e)
a0 Y= ,(%,9) € (e,1]2 U (e, 1]x1, U I, x (e, 1]

kU (x,y) ,aksi takdirde.
Ispat: Onerme 1.56 (1) temel alinarak, Teorem 2.2. den L smirh kafesi iizerinde bir

uninormun yapist asagidaki gibi temsil edilebilir:

” HZ H3 H4
1

H1 S H3
e

T H, H,
0 e 1l

Sekil 2.1. Siirl kafes iizerinde uninormun karakterizasyonu

T nin L tizerinde bir t-norm, S nin L {izerinde bir t-konorm ve H,, H,, H3, H, lerin
simetrik birlestirme fonksifronlan oldugu gosterilmelidir.

[lk olarak, T nin bir t-norm oldugu gdsterilecektir. S nin bir t-konorm oldugu benzer
sekilde gosterilebilir.

T-norm T ve t-konogm S asagidaki gibi temsil edilebilir:
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1| U, yAe) yAe U(x Ae,yle)
1

XAy XAy xANe
e

U(x,y) XNy U(xAe,y)
0 e 1 I

Sekil 2.2. T t-normu

[l yve Ux,yve) |UxVeyVe)
1

xVy U(x,y) U(xVe,y)
e

xVy xVy xVe
0 e 1 I

Sekil 2.3. S t-konormu

1) Monotonluk: x < y olacak sekildeki x,y € L ve her z € L i¢in T(x,z) < T(y, z)
oldugu gosterilmelidir. Ispat, x,y,z elemanlarinin e elemamyla iliskilerinin tiim olas1

durumlari1 g6z Oniine alinarak asagidaki sekilde maddeler halinde yapilmustir.
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l.x<e
ll.y<e
l11l.z<e
T(x,z) =U(x,z) <U(y,z) =T(y,2)
1l12.e<z<1
T(x,z) =x<y=T(y,2)
113.zl e
T(x,z) =U(x,zNe) <U(y,zNe) =T(y,z)
l2.e<y<1
121.z<e
Tx,2)=U(x,2) <z=yANz=T(y,z)
122. e<z<1
Tx,z)=xANz<yANz=T(y,2)

123.z=1
Tx,z) =x<y=T(y,2)
124.z 1 e
T(x,z) =U(x,zNe)<zANe=T(y,z)
13.y=1
131.z<e

T(x,z) =U(x,z) <z=T(y,2)
132.e<z<1
Tx,z) =xNz<z=T(y,2z)

133.z=1

T(x,z) =x<1=T(y,2)
134.zle

T(x,z)=U(x,zNe) <z=T(y,2)
l4. yle
1l41.z<e

T(x,z) =U(x,z) <U(yANe,z)=T(y,z2)
l42.e<z<1
Tx,z)=xANz=x<yANe=T(y,z)
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143.z=1
Tx,z) =x<y=T(y,2)
l44.z e

T(x,z) =U(x,zNe) <U(yAe,zNe)=T(y,z)
2.e<x<1
2l.e<y<1
211.z<e
T(x,z)=xNz=z=yANz=T(y,2)
212. e<z<1
Tx,z)=xANz<yANz=T(,2)

213.z=1
Tx,z) =x<y=T(y,2)
214.z e
T(x,z)=zNe=T(y,2)
22.y=1
221.z<e

T(x,z) =xNz=z=T(y,2z)
222, e<z<1
T(x,z) =xNz<z=T(y,2z)

223.z=1
T(x,z) =x<1=T(y,2)
224.z e
T(x,z)=zNe<z=T(y,2)
3.x=1

Bu durumda x < y oldugundan y = 1 olur. Bu durum agiktir.
4.x e
41.e<y<1
411.z<e

Tx,z)=UxNe,z)<z=yANz=T(y,2z)
412.e<z<1

Tx,z)=xNe<yAz=T(y,2)
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413.z=1
T(x,z) =x<y=T(,2)
414.z e
T(x,z)=U(xANe,zNe)<zANe=T(y,z)
42.y=1
421.z<e

T(x,z)=UxNe,z)<z=T(y,2)
422.e<z<1
Tx,z)=xNe<z=T(y,z)

423.z=1
T(x,z) =x<1=T(y,2)
424.z | e
T(x,z)=UxAe,zNe) <z=T(y,2)
43.y e
431.z<e

T(x,z)=U(xNe,z) SUWyANez)=T(y,z)
432.e<z<1
T(x,z)=xNe<yAe=T(y2)

433.z=1
T(x,z) =x<y=T(y,2)
434.z | e

T(x,z) =U(xNe,zNe) <U(yNe,zNe)=T(y,z)

ii) Asosyatiflik: L nin her x,y, z eleman igin T(x,T(y, Z)) =T(T(x,y),z) oldugu
gosterilmelidir. x,y,z € L nin en az biri 1 ise, ispat agiktir. Ispat, x,y,z elemanlarinin e
elemantyla iligkilerinin tiim olas1 durumlar1 g6z Oniine alinarak asagidaki sekilde maddeler
halinde yapilmstir.
l.x<e
ll.y<e
1l11.z<e

T(x,T(y,2) =U(xU(,2) =UU®Ky),2) = T(T(x,y),2)

112 e<z<1

T(x,T(y,2)) =T(x,y) =U(x,y) =TWU(x,y),2) = T(T(x,y),2)
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113.zlle
T(x,T(y,z)) = T(x,U(y,z A e)) = U(x, U(y,z A e)) =UWU(x,y),zNe)
=T(T(x,y),2)
l2.e<y<1
121.z<e

T(x,T(y, Z)) =T(x,z) =U(x,2z) =T(T(x,y),2)
122.e<z<1
T(x,T(y, Z)) =Tx,yANz)=x=T(x,2z)=T(T(x,y),2)
123.zle
T(x,T(y, Z)) =T(x,zNe)=U(x,zNe) =T(x,z) =T(T(x,y),z)
13. yle
131.z<e
T(x,T(y, Z)) = T(x, U(yAe, Z)) — U(x, Uy Ae, z)) =UWU(x,yNe),z)
=TWUx,yANe),z)=T(T(x,y),2)
132.e<z<1
T(x,T(y, Z)) =Tx,yAhe)=Ux,yne) =T(U(x,yNe),z) =T(T(x,y),z)
133.zle
T(x,T(y,z)) = T(x,U(y/\e,Z/\e)) = U(x,U(y/\e,z/\e)) =T(U(x,yANe), z)
=TT, ), 2)
2.e<x<1
21l.y<e
211.z<e
T(x,T(,2) =T(x,U(y,2)) =U(y,2) =T(y,2) =T(T(x,y),2)
212. e<z<1
T(x,T(2)=Tkxy) =y =T¥,2) =T(T(x,y),2)
213.z e
T(x,T(y, z)) = T(x, U(y,z A e)) =U(y,zNe) =T(y,z) =T(T(x,y),2)
22.e<y<1
221.z<e

T(x,T(y, z)) =T(x,z)=z=TxAy,z)=T(T(x,y),2)
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222.e<z<1
Tx,Ty,z2))=Tx,yNz)=xANyANz=TxANy,z)=T(T(x,y),2)
223.z e
Tx,T(y,2))=T(x,zNe)=zANe=T(xAy,z) =T(T(x,y),2)
23.ylle
231l.z<e
T(x,T(y, Z)) = T(x, U(yAe, Z)) =U(yAez)=T(yANe,z)=T(T(x,y),2)
232.e<z<1
Tx,T(y,z))=T(x,yne)=yNe=T(yNe,z) =TT (x,y),2)
233.zlle
T(x,T(y,z)) = T(x,U(y/\e,Z/\e)) =U(yAe,zNe)=T(yAe,z)
=T(T(x,y),2)
3.xlle
3l.y<e
311.z<e
Tx,T(y,2))=Tx,U(y,z)) =U(xANe,U(y,z))=UU(xNe,y),z)
=T(UxAey),2) = T(T(x),2)
312.e<z<1
T(x,T(y, Z)) =T(x,y)=UxAe,y)=T(U(xAe,y),z) =T(T(x,y),2)
313.zll e
T(x,T(y,z)) = T(x,U(y,Z/\e)) = U(x/\e,U(y,z/\e)) =UU(xAey),zNe)
=TWU(xAey),z) =T(T(x,y),2)
32.e<y<1
321.z<e
T(x,T(y, z)) =T(x,z)=UlxANe,z)=T(x,z) =T(T(x,y),2)
322.e<z<1
T(x,T(y,z)) =Tx,yAz)=xNe=T(xAe,z) =T(T(x,y),2)
323.zle
T(x,T(y,z)) =T(x,zNe)=U(xNe,zNe) =T(xNe,z) =T(T(x,y),2)
33.yle
331l z<e
T(x,T(y,z)) = T(x,U(y/\e,z)) = U(x/\e,U(y/\e,z)) =UWU(xAeyAe),z)
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=TWUxAe yAe),z) =T(T(x,y),2z)
332.e<z<1
T(x,T(y,Z)) =T(x,yAe)=UxAe,yhe)=T(U(xAe,yAe),z)
=T(T(xy),2)
333.zle
T(x,T(y,Z)) = T(x,U(y/\ e,zNA e)) = U(x ANe,U(yAe zA e))
=UUxAeyAe),zNe)=T(U((xNe,yAe),z)
=T(T(x, ), 2)
T nin komutatifligi ve 1 in T nin birim eleman1 oldugu agiktir.
Sekil 2.4 teki gibi temsil edilebilen H; in simetrik birlestirme fonksiyonu oldugu

asagida gosterilmistir:

[l xAy xVy e
1

U(x,y) xVy xXVy
e

XAy Ux,y) | xAy
0 e 1 I

Sekil 2.4. H, simetrik birlestirme fonksiyonu

1) Monotonluk: x < y olacak sekildeki x,y € L ve her z € L i¢in H,(x,z) < H,(y, z)
oldugu gosterilmelidir. Ispat, x,y,z elemanlarinin e elemaniyla iliskilerinin tiim olas
durumlar1 goz ontine alinarak asagidaki sekilde maddeler halinde yapilmastir.
l.x<e
ll.y<e
1l1ll.z<eveyazle

Hi(x,z) =xANz<yAz=H(y,2)
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1l12. e<z
Hi(x,2) = U(x,2z) < U(y,z) = Hi(y, 2)
12.y=e
121.z<e
Hi(x,z)=xANz<yAz=H(y,2)
122. e<z
Hy(x,z) =U(x,z) <z<yVz=H(y2)
123.zle
Hi(x,z) =xANz<e=H(y2)
13.e<y
131.z<e
Hi(x,z) =xANz<z=U(e,z) <U(y,z) = H(y,2)
132.z=eveyazle
Hi(x,z) =xANz<yVz=H(,2)
133. e<z
Hi(x,z) =U(x,z) <U(e,z) =z<yVz=H(y2)
14. ylle
l41l.z<e
Hi(x,z) =xNz<yAz=H;(y2)
1l42.z=e
Hi(x,z)=xNz<e=H(y2)
1l43. e<z
Hi(x,z) =U(x,z) <U(e,z) =z<yVz=H(y2)
144.z e
Hi(x,z)=xANz<x<e=H(y2z)
2.x=e
21l.y=e
211.z<e
Hi(x,z)=xANz<yANz=H (Y 2)
212.z=eveyazl e

Hi(x,z) =e=H(y,2)
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213. e<z

Hy(x,z) = z = Hy(y,2)
22.e<y
221.z<e

Hi(x,z) =xNz<z=1U(ez) <U(y,z) = Hi(y,2)
222.z=c¢e

Hi(x,z) =e<y=H(y,2)
223.e<z

Hi(x,z) =xVz<yVz=H(,2z2)
224.z e

Hi(x,z) =e<yVz=H(y2)
3.e<x
3le<y
31l z<e

Hy(x,z) =U(x,2) < U(y,2) = Hi(y, 2)
312.e<zveyazl e

Hi(x,z) =xVz<yVz=H(,2z)
4.x e
41l e<y<l1
411.z<e

Hi(x,z) =xNz<z=U(e,z) <U(y,z) = H(y,2)
412.z=eveyazl e

Hi(x,z) =e<yVz=H(y2)
413. e<z

Hi(x,z) =xVz<yVz=H(,2)
42.yle
421.z<e

Hi(x,z)=xANz<yAz=H (Y 2)
422.z=eveyazl e

Hi(x,z) = e = Hy(y,2)
423.e<z

Hi(x,z) =xVvVz<yVz=H(,2)
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H; in simetrik oldugu agiktir. Dolayisiyla her iki bilesene gore azalmayandir.
i) H;(0,0) = 0 ve H,;(1,1) = 1 oldugundan sinir kosullarin1 saglar.
Sekil 2.5 teki gibi temsil edilebilen H; in simetrik birlestirme fonksiyonu oldugu

asagida gosterilmistir:

Hl U,y)| xvy xVy
1
xVy 1 xVy
e
0 xVy | Uxy)
0 e 1 [

Sekil 2.5. H, simetrik birlestirme fonksiyonu

i) Monotonluk: x < y olacak sekildeki x,y € L ve her z € L i¢in H,(x,z) < H,(y, z)
oldugu gosterilmelidir. Ispat, x,y,z elemanlarinin e elemaniyla iliskilerinin tiim olas1
durumlar1 g6z 6ntine alinarak asagidaki sekilde maddeler halinde yapilmistir.
l.x<e
ll.y<e
111.z<e

Hy(x,z) = 0 = Hy(y,2)

112. e<z

Hy(x,z) =xVz<yVz=H(y2)
1.13.z e

Hy(x,2) = U(x,2) < U(y,2) = Hy(y,2)
12.y=e
121.z<e

Hy(x,2z) = 0 = Hy(y,2)

122. e<z
Hy(x,z) =xVz<yVz=H(y2)
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123.zlle

Hy(x,z) =U(x,z) <U(e,z) =z<yVz=H,(y2)
13.e<y
131.z<e

Hy(x,2) =0<yVz=H(y2)
132.e<z

H,(x,z) =xVz<1=H,,z2)
133.zle

Hy(x,z) =U(x,z) <U(e,z) =z<yVz=H,y2)
14. ylle
141.z<e

Hy(x,2) =0 < U(y,2) = Hy(y,2)
1l42.z=e€

Hy(x,z) =0<yVz=Hy,2)
1l43. e<z

H,(x,z) =xVz<yVz=H,(y2)
l44.z e

Hy(x,z) =U(x,z) <U(e,z) =z<yVz=H,;y2)
2.x=e
21l.y=e
211.z<e

Hy(x,2z) = 0 = Hy(y,2)
212. e<zveyazl e

Hy(x,z) =xVz<yVz=H(y2)
22.e<y
221.z<e

Hy(x,z) =0<yVz=H,y,2)
222.e<z

Hy(x,z) =xVz<1=H,(y,2)
223.z e

Hy(x,z) =xVz<yVz=H(y2)
.e<x
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3le<y
31l.z<eveyazle
H,(x,z) =xVz<yVz=H,(y2)
312. e<z
Hy(x,2) =1 =H,(y,2)
4d.xle
41.e<y
411.z<e
Hy,(x,z) =U(x,z) <U(x,e) =x<y<yVz=H,(y2)
412.z=eveyazl e
Hy(x,z) =xVz<yVz=HYy2)
413.e<z
Hy(x,z) =xVz<1=H,(y,2)
42.yle
421.z<e
Hy(x,z) = U(x,z) < U(y,z) = Hy(y,2)
422.e<zveyazle
Hy(x,z) =xVz<yVz=H(yz)
H, in simetrik oldugu agiktir. Dolayisiyla H, her iki bilesene gore azalmayandir.
i) H,(0,0) = 0ve H,(1,1) = 1 oldugundan sinir kosullarini saglar.
Sekil 2.6 daki gibi temsil edilebilen H; in simetrik birlestirme fonksiyonu oldugu

asagida gosterilmistir:

l xAy Ulx,y) | xAy
1
XAy 1 U(x,y)
e
0 XNy XNy
0 e 1 I

Sekil 2.6. H; simetrik birlestirme fonksiyonu
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i) Monotonluk: x < y olacak sekildeki x,y € L ve her z € L i¢in H3(x,z) < H;(y, z)
oldugu gosterilmelidir. Ispat, x,y,z elemanlarinin e elemamyla iliskilerinin tiim olas1
durumlar1 goz oniine alinarak asagidaki sekilde maddeler halinde yapilmistir.
l.x<e
ll.y<e
111.z<e

H3(x,z) = 0 = H3(y, 2)
l1l2. e<zveyazle

H;(x,z) =xANz<yAz=H3(,2)
12.y=e
121.z<e

H3(x,z) = 0 = H3(y, 2)
l22. e<zveyazle

H;(x,z) =xANz<yAz=H;(y2z)
13.e<y
131.z<e

H3(x,z) =0 < yAz=Hz3(y,2)
132.e<z

H3(x,z) =x ANz <1=H3(y,2)

133. zl e

Hiy(x,z) =xANz<z=U(e,z) <U(y,z) = H3(y,2)
14. ylle
l41.z<e

H3(x,z) =0 < yAz=Hz3(y,2)

1l42. e<z

Hy(x,z) =xANz<x<y=U(ye) <U(y,z) = H;(y,z2)
143.z 1l e

H;(x,z) =xANz<yAz=H;(yz)
2.x=e
21l.y=e
211.z<e

H3(x,z) = 0 = Hs3(y,2)



35

212. e<zveyazle

H3(x,z) =x ANz <yAz=H3(y,2)
22.e<y
221.z<e

H3(x,z) =0 <y Az=H3(y,2)
222.e<z

H;(x,z) =xANz<1=H;3(y,2)
223.zll e

Hy(x,z) =xANz<z=U(e,z) <UW,z) = H3(y,2)
3.e<x
3le<y
311.z<e

H3(x,z) =x ANz <yAz=H3(y,2)
312.e<z

H3(x,z) =1 = Hs3(y,2)
313.zll e

Hy(x,z) = U(x,2) < U(y,2) = H3(y,2)
4.x |l e
41.e<y
411.z<e

H3(x,z) =xANz<yAz=H;3(y2z)

412. e<z

H3(x,z) =U(x,z) <1 =H3(y,2)
413.z e

Hy(x,z) =xANz<z=U(e,z) <U(y,z) = H3(y,2)
42.yle

421.z<eveyazle
H3(x,z) =x ANz <yAz=H3(y,2)
422.e<z
H3(x,2) = U(x,z) < U(y,2) = H3(y,2)
Hj lin simetrik oldugu aciktir. Dolayisiyla H; her iki bilesene gore azalmayandir.

i) H3(0,0) = 0 ve H5(1,1) = 1 oldugundan sinir kosullarini saglar.
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Son olarak Sekil 2.6 daki gibi temsil edilebilen H; in simetrik birlestirme fonksiyonu

oldugu asagida gosterilmistir:

I 0 1 U(x,y)
1
XAy 1 1
e
0 XAy 0
0 e 1 [

Sekil 2.7. H, simetrik birlestirme fonksiyonu

1) Monotonluk: x < y olacak sekildeki x,y € L ve her z € L i¢in Hy(x,z) < Hy(y, z)
oldugu gosterilmelidir. Ispat, x,y,z elemanlarinin e elemaniyla iliskilerinin tiim olas1
durumlar1 g6z 6ntine alinarak asagidaki sekilde maddeler halinde yapilmistir.
l.x<e
ll.y<e
1l1ll.z<eveyazle

Hy(x,2) = 0 = Hy(y, 2)

1l12. e<z
Hy(x,z) =xANz<yANz=Hyy2)

l2.y=e
121.z<e
Hy(x,2) = 0= Hy(y,2)
122. e<z
Hy(x,z2) =xNz<z=U(y,z) = Hy(y,2)
123.z1le

Hy(x,z) = 0 < U(y,2) = Hy(y, 2)
13. e<y
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131.z<e

Hy(x,z) =0<yAz=Hy(y,2)
132.z=e¢

Hy(x,2z) =0 < U(y,2) = Hy(y, 2)
133. e<z

Hy(x,z) =xANz<1=H,(y,2)
134.z e

Hy(x,2z) =0 <1=H,(y,2)
l4. yle
141.z<e

Hy(x,z) = 0 = Hy(y, 2)
1l42.z=eveyazl e

Hy(x,2) =0 < U(y,2) = Hy(y,2)
1l43. e<z

Hy(x,z) =x ANz <1=Hy(y,2)
2.x=e
21l.y=e
211.z<e

Hy(x,2) = 0= Hy(y,2)
212.z>eveyazl e

Hy(x,2) = U(x,2) S U(y,2) = Hy(y,2)
22.e<y
221.z<e

Hy(x,z) =0<yAz=Hy(y,2)
222.z=¢e

Hy(x,2) =0 < U(y,2) = Hy(y,2)
223.e<zveyazle

Hy(x,z) =U(x,2) <1 =H,(y,2)
3.e<x
3l.e<y
31l.z<e

Hy(x,z) =xANz<yANz=Hy(y2)
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312.z=e
Hy(x,2) = U(x,2) S U(y,2) = Hy(y,2)
313. e<zveyazle
Hy(x,z) =1 =Hu(y,2)
4.x1le
41.e<y
411.z<e
Hy(x,2) =0 <y Az=Hy(y,2)
412.z=c¢e
Hy(x,2) = U(x,2) S U(y,2) = Hy(y,2)
413.e<z
Hy(x,2) = 1= Hu(y,2)
414.z e
Hy(x,z) =U(x,2z) <1 =Hy(y,2)
42.yle
421.z<e
Hy(x,2) = 0 = Hy(y, 2)
422.z=eveyazle
Hy(x,2) = U(x,2) S U(y,2) = Hy(y, 2)
423. e<z
Hy(x,z) = 1= Hy(y,2)
H, iin simetrik oldugu aciktir. Dolayisiyla H, her iki bilesene gore azalmayandir.
i) H,(0,0) = 0ve H,(1,1) = 1 oldugundan sinir kosullarini saglar.
(2) deki gibi tanimlanin U nun e birim elemanli bir uninorm oldugu agiktir. Boylece ispat
tamamlanir m
Uyar 2.3. L sinirli kafesi {izerinde taniml1 bir U uninormu i¢in, U uninormunun [0, e]?
ye kisitlanis bir t-norm, [e, 1]? ye kisitlamis1 bir t-konormdur. O halde, Teorem 2.2. de goz
Ontine alinirsa, L siirli kafesi tizerinde tanimli bir uninormdan (kisitlanig g6z 6ntine alinirsa
t-normdan veya t-konormdan) t-norm veya t-konorm elde etmek igin Onerme 1.47 ile ifade
edilen bilindik metottan farkli bir insaa metodu sunar. Ayrica Onerme 1.47 de belirtilen
metodun yalnizca 6zel tipte kafesler iizerinde gecerli oldugu ([12]) gz Oniine alinirsa bu

metodun 6nemli bir yenilik sundugu daha anlasilir olur.
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Ornek 2.4. L = L([0,1]) = {[a,b]:0 < a < b < 1} ve L([0,1]) iizerindeki sira
[a,b] <, [c,d]: &> a<cveb<d
olarak tanimlandiginda (L([0,1]), <,) in bir kafes yapisi olusturur ve aralik degerli kafes
olarak adlandirilir ([10]). U, [0,1] tizerinde e € (0,1) birim elemanli bir uninorm ve U nun
[0, e] ye kisitlanisi ile elde edilen t-norm T ile, [e, 1] e kisitlanisi ile elde edilen t-konorm S
ile gosterilsin. [22] ile L([0,1]) tizerinde U yardimiyla [e, e] birim elemanli
U([x1, %2], [y1,¥2]) = [U(x1,y1), U (%2, y2)]
U:L([0,1])? - L([0,1]) uninormu tamimlansin. Teorem 2.2 kullanilarak, L([0,1]) iizerinde

T t-normu ve S t-konormu sirasiyla asagidaki gibi elde edilir:

([T(x1:y1) T(x2,y2)] , ([x1, %21, [y, ¥2]) € [[ 0], [e, e]]z
[T (x1,¥1), €] , ([x1, %21, [y1, v2]) € ee]
[T (x1, 1), x2] y([x1, %2), [y1, ¥2]) € [[ 0], [e, ]]Xlee]
Tl v v2l) = 10y, 31), 3] (e, %2, [, Y21) € T e X[[0,01 e, e]]
[y1, €] s ([x1, %21, [y1, v21) € ([e el [L1D) X e
[x1, €] , ([x1, %21, [y1, ¥2D) € Ije X ([e, €], [1,1])
\[x; Ay, X, Ay, , aksi takdirde
([S(X1:y1) S(x2,y2)] L ([x1, x2], [y1, ¥2D) € [[e, e], [1»1]]2
[e, S(x2, ¥2)] , ([x1, %21, [y1, ¥2]) € I[Ze,e]
[x1,S(x2,2)] (e, x2], [y, v2]) € [[e, el, [1»1]]X1[e,e]
S xl D y2D) =14 [y, 0 9] ([, %), [y2, 721) € e X[, €], [1,1]]
le, y2] , ([x1, %21, [y1, ¥21) € ([0,0], [e, e]) XIje ¢
[e, x,] , ([x1, %2, [y1, ¥21) € I1e,e1%([0,0], [e, e])
\[x1 VY1, %, VY, , aksi takdirde.

Ornek 2.5. Asagidaki hasse diagramu ile gosterilen L Diamond kafesi

/\
\/

Sekil 2.8. L Diamond Kafes

ve L iizerinde tamml1 a € L birim elemanli U: L?> - L uninormu agagidaki gibi tanimlansin.



40

Tablo 1. U uninormu

Uulojajb|1
0|0|0|Db|b
al0|a|b|1

b|b|b|b
1{b|1|b|1

Teorem 2.2. kullanilarak, T t-normu, S t-konormu, H,, H,, H3, H, simetrik birlestirme

fonksiyonlart sirasiyla asagidaki gibi elde edilir:

Tablo 2. T t-normu

T|O0Ola|b|1
0/|0|0[0|O
a|0la|0]fa

0/0|0|Db
1{0la|b|1

Tablo 3. S t-konormu

S|0
0|0

QD

QD

D
R R R T T
R R R R e

Tablo 4. H; simetrik birlestirme fonksiyonu

H |0|la|b|1
0/0|0|0|Db
a|0laja]l
b|lO|ajal|l
1|/bj1]1]1
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Tablo 5. H, simetrik birlestirme fonksiyonu

H,|O0Ola|b|1
0|0|0|b|1
al0j0oj1|1
b|b|1]|b|1
1711111

Tablo 6. H; simetrik birlestirme fonksiyonu

H;|O|la|b|1l
0/0|0]0]O0
a|0[0]|0]a
b|0|0|b|b
110ja|b|1l

Tablo 7. H, simetrik birlestirme fonksiyonu

H,|O0la|b|1
0(0]0|0|O
a|0|0|b|1
b|0|b|b|1
110111

Uyari 2.6. Zincirler lizerinde tanimli uninormlar i¢in yutan elemanlar 0 veya 1 olabilir.
Oysa yukaridaki 6rnek O ve 1 den farkli yutan elemana sahip bir uninorm Ornegi
vermektedir. Yukarida verilen 6rnek, zincirler iizerindeki bu durumun keyfi kafesler

tizerinde saglanmayabilecegine dair 6nemli bir 6rnek olarak goriilebilir.
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2.1.2. Smirh Kafesler Uzerinde Uninormlarin insas

Teorem 1.62. de ifade edilen [22, Teorem 1] ¢alismasi da goz oniine alinarak, keyfi
smurli kafesler tizerinde gegerli iki genel insa metodu asagidaki gibi verilebilir.

Sonuc 2.7. (L, <,0,1) sinirh bir kafes ve e € L\{0,1} olsun. S, L {izerinde en biiyiik t-
konorm ve H; = H, = H*, L iizerinde en biiyiikk birlestirme fonksiyonu olmak fiizere,

S,Hy,H,, Hy, Hy: L? - L sirasiyla asagidaki gibi tanimlansin:

_(xVy, x=0veyay=0
S(x,y) = { 1, aksi takdirde
Hl(xJ’) =X Vy

(v, x€[0,e]veyle
x, y€E[0,e]vexlle
i) =
=00, o) € [0,eP
1
x=y=0

, aksi takdirde
X _ (0,
H*(x,y) = {1, aksi takdirde

T 1[0,e]> =T":[0,e]*> - [0,e], [0, e] iizerinde bir t-norm olmak iizere T:L? - L
keyfi bir t-norm olsun. Bu takdirde (2) formiilii L iizerinde e birimli U: L> - L uninormunu

tiretir.

Sonu¢ 2.8. (L, <,0,1) sinirhi bir kafes ve e € L\{0,1} olsun. T, L {izerinde en kiigiik t-
norm ve H, = H, = H,, L iizerinde en kiiciik birlestirme fonksiyonu olmak iizere,
T,Hy,Hy, H3, Hy: L2 - L strastyla asagidaki gibi tanimlansin:

@) ={70" Asidnde

Hi(x,y) =xAy

(1L, x=y=1
H*(xr Y) - {O’ akSi takdirde
X, yelel]vexle

1, (x,y)€le 1]?
0, aksitakdirde

H(x,y) = {

Slle 1] =S":[e,1]?> - [e, 1], [e, 1] iizerinde bir t-konorm olmak iizere S: L? - L
keyfi bir t-konorm olsun. Bu takdirde (2) formiilii L iizerinde e birimli U:1? - L

uninormunu uretir.
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2.2. Uninormdan ve n-Uninormdan Elde Edilen Siralama

Bu boliim iki alt boliime ayrilir. Birinei kisimda, Karagal ve Kesicioglu tarafindan [21]
de tanimlanan ve bazi 6zellikleri incelenen t-normlardan elde dilen <; kismen siralama
bagintisin1 (dual olarak <g kismen siralama bagintisini) kapsayan uninormlardan iretilen
<y kismen siralama bagintis1 verilmistir ve bazi 6zellikleri incelenmistir. ikinci kisimda, <
kismen siralama bagmntist tanimi, Oncelikle 2-uninormlardan elde edilen <,z kismen
siralama bagmtisina ve ardindan n-uninormlardan elde edilen <y» kismen siralama
bagmtisina genellestirilmistir. Ayrica, <,z kismen siralama bagintisinin <7, <g, <y ve V
bir nullnorm olmak iizere bir nullnormdan elde edilecek <, kismen siralama bagintilarini

kapsadig1 gosterilmistir.

2.2.1. Uninormdan Uretilen U-Kismen Siralama (<)

Tamim 2.9. (L, < ,0,1) siurh bir kafes ve U, e birim elemanli bir uninorm olsun. x,y €

L i¢in agagidaki bagintiyr tanimlayalim:

x,y € [0,e] iken U(k,y) = x olacak sekilde k € [0, e] mevcut ise,

veya
x<yy:e1{ x,y€le 1] iken U(x,1) = y olacak sekilde [ € [e, 1] mevcutise, (3)
veya
k (x,y) € L" iken x < y ise,

burada L* = [0, e]Xx[e, 1] U [0,e]xI, U [e, 1]X][0,e] U [e, 1] XI, U I, X[0, e]
Ul,X[e, 1] U I, XI, dir.

Onerme 2.10. (3) ile tanimlanan bagint1 L iizerinde bir kismen siralama bagintisidir.

Ispat:

i) Eger x € [0, e] veya x € [e, 1] ise, U(x,e) = x oldugu i¢in, x <, x dir. x &€ [0, e]
ve x & [e, 1] ise x < x oldugundan x <; x dir. Béylece <, yansima 6zelligini saglar.

i) x,y € Ligin x <y yvey <y x olsun.

ox,y €[0,e] olsun. x <y y ve y <y x oldugundan U(ly,y) =xveU(ly,x) =
y olacak sekilde [;, [, € [0, e] mevcuttur. U nun monotonlugu kullanilirsa

x=U(,y)sU(e,y) =y
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ve
y=U(,,x) <U(e,x) =x
elde edilir. Boylece x = y dir.
ex,y € [e, 1] olsun. Bu durumda ispat x,y € [0, e] durumuyla benzer olarak yapulir.
ex,y € L' olsun. x <y y vey <y x oldugundan x < y ve y < x elde edilir. Buradan
x = ydir.
Boylece <y ters simetri 6zelligini saglar.
i) x,y,z€L i¢in x <y y ve y<yz olsun. Bu durumda asagidaki durumlar
gerceklesemez:
ex€[0,e],y€elel]lvezeEl,
ex€[0,e],yel,vez€|[0,e]
ex€lel1],y€le 1]lvezeEl,
ex€lel],yel,vezEL
ex€l,y€e[0,e]vez €L
ex€l,,y€le1]vez€|[0,e]
ex€l,y€lel]lvez €l
ex€el,,yel,vez€|0,e]
Kalan tiim olas1 durumlar asagida verilmistir:
3.1.x€[0,e]
3.11.y€|0,e]
3.11.1.z€[0,e]
x <y y vey<y zoldugu i¢in U(y,l;) = x ve U(l,,z) = y olacak sekilde [;,[, €
[0, e] mevcuttur. Buradan
x=U(,y) = U(lp U(lzfz)) =UWU(y, 1), 2)
elde edilir. [, [, < e oldugundan U(l4,1,) < e dir. Boylece x <y z elde edilir.
3.112.z¢[0,e]
y <y z oldugundan y < z elde edilir. x <; y oldugundan U(l,y) = x olacak sekilde [ < e
mevcuttur. x = U(l,y) < U(e,y) = y < z oldugundan x <y z elde edilir.
3.1.2. y€le 1]
3.121.z€[0,e]
y <y z oldugundan e < y < z < e elde edilir ve boylece y =z =-e dir. U(z,x) =

U(e, x) = x oldugundan, x <; z dir.
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3122 .z € [e, 1]

x < e < z oldugundan, x < z dir.
313. ylle
3.131.z¢[0,e]

x <y yvey <y zoldugundan, x < y ve y < z dir. x < z oldugundan, x < z dir.
3.2.x € [e, 1]
3.21.y€|[0,e]

x <y y oldugu i¢in, e < x <y <e olup x =y =e dir. y <y z olmasindan x =
y <y z elde edilir.

3.22.y € e 1]
3.221.z€[0,e]

y <y zoldugundan e <y < z < e ve buradan day = z = e dir. x <y y oldugundan
U(x, k) =y olacak sekilde e < k mevcuttur. Boylece, x = U(x,e) < U(x,k) =y =12z
oldugu kullanilarak x <; z bulunur.

3.222.z € [e 1]

x <yyVvey<y zoldugu i¢in U(l;,x) =y ve U(l,,y) = z olacak sekilde l,1, €
[e, 1] mevceuttur. Buradan z = U(ly,y) = U(ly, U(l, x)) = U(U(ly, 1), x) elde edilir. e <
U(l3,1;) oldugundan x < z bulunur.
33.xlle
331 y€]e1]
3.3.1.1. z € [e 1]

y <y z oldugundan U(y,l) = z olacak sekilde e <[ mevcuttur. Ayrica x <;, y
oldugundan x < y elde edilir. Boylece, x <y = U(y,e) < U(y,l) = z dir ve buradan da
x <y z elde edilir.
332.yle
3.321.z¢[0,e]

x <y yvey <y zoldugundan, x < y ve y < z dir. Boylece x <; z elde edilir.
Boylece gegisme 6zelligi saglanir. O halde <; bir kismen siralama bagintisidirm

Onerme 2.11. (L, <,0,1) smurlt bir kafes ve U, e birim elemanli bir uninorm olsun.
x,y € Licinx <y yise, x < ydir.

Ispat:

x,y € L igin x <y y olsun.
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ex,y €[0,e] ise, U(l,y) =x olacak sekilde [ <e mevcuttur. x = U(l,y) <
U(e,y) = y oldugundan, x < y dir.

ex,y €le, 1] ise, U(k,x) =y olacak sekilde e < k mevcuttur. x = U(e, x) <
U(k,x) = y oldugundan, x < y dir.

ex,y € L"ise, x <y y oldugundan x < y oldugu elde edilir m

Uyari 2.12. Onerme 2.11. in tersi dogru olmayabilir, Srnegin:
1 \
/ e

4 |
N\
|

0

Sekil 2.9. (L ={0,a,b,d, e, 1},<)

Kafes diyagrami Sekil 2.9. ile gosterilen (L = {0,a,b,d,e, 1},<,0,1) kafesi ele

alinsin ve L tizerinde e birim elemanli U uninormu su sekilde tanimlansin

Tablo 8. L ={0,a,b,d, e, 1} lizerinde U uninormu

Ul0 |a |b |e |d |1
0 |0 |0 (0O |0 |d |1
a [0 |0 (0 |a |d |1
b |0 |0 |0 (b |d |1
e |0 |a [b e |d |1
d |d (d |d |d |1 |1
1 /1 |1 (1 |1 |1 |1

a = U(k, b) olacak sekilde k € [0, e] mevcut olmadigindan a < b olmasina ragmen

a %, b dir. Gergekten L lizerinde <y sirasi su sekildedir:
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Sekil 2.10. (L = {0,a,b,d, e, 1},<y)

Onerme 2.13. (L, <,0,1) smurh bir kafes ve U, e birim elemanli bir uninorm olsun.
O halde (L, <) smurli kismen siral1 bir kiimedir.

Ispat:

Onerme 2.10 dan (L, <) nun bir kismen sirali kiime oldugu aciktir.

ex € [0,e] olsun. U(0,x) < U(0,e) = 0 oldugundan, U(0,x) =0 dir. [:==0<e
olarak distintiliirse U(0,x) = 0 dan 0 <, x elde edilir.

ex ¢ [0,e] olsun. 0 < x oldugundan 0 <; x elde edilir.

Boylece her x € L i¢in 0 <; x elde edilir. O halde 0 1n en kiigiik eleman oldugu elde
edilir. Benzer sekilde 1 in en biiyiik eleman oldugu da gosterilir. O halde (L, <;) sinirh bir
kismen siral1 kiimedirm

Uyan 2.14. (L, <, 0,1) smurh bir kafes ve U, e birim elemanli bir uninorm olsun.

i) e =1 (e = 0) oldugunda, <y siras1 <y (<) siralamasi ile gakisir.

i) (L, <,0,1) bir zincir olsa bile (L, <) kismen sirali kiimesi zincir olmak zorunda

degildir. Ornegin, L = [0,1] kafesini ve e € (0,1) olmak iizere

OI (x'y) e [O’ e]z
Ues(x,y) =< Mak(x,y), (x,y) € [e,1]?
Min(x,y), Aksi takdirde

U,:[0,1]% - [0,1] en kiigiik uninormu ele alinsmn ([16]). g ve -, <y, siralamasina

e
4’

gdre kiyaslanabilir degildir. Gergekten, Onerme 2.11 kullanilarak §< E olmadigindan,

<u, Z olamaz. ZSUe % oldugu varsayilsin. O halde U, (l, g) :Z olacak sekilde [ < e

N | ®

mevcuttur. U, nin tanimindan, 0 = U (l, g) = Zolur, bu bir ¢eligkidir.

i) X., (X<,) notasyonu ile L nin herhangi X alt kiimesinin <; siralamasma gdre

tim Ust  (alt) smirlarmin kiimesi  gosterilecektir.  Ayrica, a,b €L igin
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aVy b (a Ay b) notasyonu ile a ve b elemanlarinin <; sirasina gore tist (alt) sinirlarinin en
kiigiigii (biliyligli) yani <; sirasina gore supremumu (infumumu) gosterilecektir. Benzer
notasyonlar <, ve <; siralamalari i¢in de kullanilacaktir.

Uyari 2.15. L kafesi, <; sirasina gore bir kafes olmak zorunda degildir.

Gergekten, L = [0,1] kafesini ve

(0 Grefod] vexsy<
| 0, X,y '3 ve x+y< >
U e 1Y) = 4 1 7
Min(T™.5wz) Mak(x,y), (x,y)€ [E’ 1]
L Min(x,y), Aksitakdirde

olarak tanmimlanan U = U Min (T 53,2) (x,v):[0,1]2 > [0,1] uninormunu alalm ([4]). Bu

durumda ([0,1], <) infimum yar1 kafestir fakat supremum yari1 kafes degildir.
Ik olarak, ([0,1],<,) infimum yar1 kafes oldugunu gosterelim. x,y € [0,1] keyfi

olsun. x ve y elemanlar1 <; sirasina gore kiyaslanabilir ise x Ay y mevcuttur. x ve y

elemanlar1 <; sirasina gore kiyaslanabilir olmasin. O halde x,y # 0,1 ve x # y dir. Bu

durumda, x Ay y = 0 dir. Varsayalim, x Ay y = k # 0 olsun.

°X,y E [O,%] ve x +y S% olsun. x Ay y = k oldugundan, k <; x ve k <y, y dir.

Onerme 2.12. den k < x,y dir. x,y € [0, %] oldugundan, k S% dir. Ayrica, k <, x Ve
k <y y esitsizliklerinden U(ly,x) =k # 0 ve U(l,y) = k # 0 olacak sekilde 1,1, €
[O, %] nin mevcut oldugu elde edilir. U nun tanimi ile I; + x > % vel,+y> % elde edilir.
Boylece, U(l;,x) = Min(l,x) =k ve U(l,,y) =Min(l,,y) =k olur. U(l;,x) =
Min(ly, x) = k esitliginden k = x veya [, = k elde edilir. k =x ise, U(l,,y) =k =x
esitliginden x < y elde edilir ki bu varsayimla gelisir. O halde [, = k olmalidir. Benzer
sekilde I, =k elde edili. k+x=0L+x> k+y=L+y>5 ve x+y<-
oldugundan, k > % —x =y elde edilir. Bu ise k = U(l,,y) = U(k,y) = Min(k,y) =y
olmasi ise ¢elisir.

°X,y € [0, %] ve x +y >% olsun. x,y € [0,1] i¢in, x <y oldugu varsayilsin. Bu
durumda U(x,y) = Min(x, y) = x oldugundan x <; y elde edilir ki x ve y nin <, sirasina

gore kiyaslanamaz olmasi ile gelisir. Benzer sekilde x,y € [0,1] i¢in, y < x ise, y <y x

edilir ve bu da benzer sekilde bir ¢eliskidir.
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°X,y € E, 1] ve x<y olsun. l:=y> % secilirse U(l,x) = Mak(l,x) =
Mak(y,x) = y olup x <y y olur ki bu da x ve y nin < sirasina gore kiyaslanamaz olmasi
ile gelisir. Benzer sekilde y < x iken y <, x geliskisi bulunur.

ox,y & [O, %] ve x,y & E, 1] olsun. Boylece U nun tanimindan, x <y den x <, y
veya y < x olmasi durumunda ise y <; x olur ki bu da x ve y nin <, sirasina gore
kiyaslanamaz olmasi ile celisir.

Boylece, x ve y <; sirasina gore kiyaslanamaz ise x Ay y = 0 olur. Yani, ([0,1], <y)

infimum yari1-kafestir.

(10,1], <y) supremum yari-kafes olmadigi gosterilsin.

)

D=
el W

1.1 .

€ [0,1] alinsin. JVves nin
. . 9 1 1

<y strasina gore kiyaslanabilir olmadig1 agiktir. <; nun tanimindan her 5 < k icin 2 Su k

.- 1 11 1
elde edilir. t <-vet € {—,—} olsun. - <, t ve
2 4" 8)< 4

1 P . 11
ve - <y k elde edilir. Boylece k € {Z’ E}SU <u

S <yt oldugundan, U(l;,t) = ve U(lpt) =< olacak sekilde Iy,1, <~ mevcuttur.

Buradan, [; +t > % vel,+t> % elde edilir. U nun tamimindan, U(ly,t) = Min(l;,t) =

N N N

ve U(l,t) = Min(ly, t) = = elde edilir. Min(ly,t) = t = ise, U (lz'i) =2 olup: <y

elde edilir, bu bir geliskidir. Min(l,,t) =t =§ ise, benzer geliski elde edilir. O halde,

Min(l,t) =1, = ive Min(l,,t) =1, = %olmahdlr. lLL+t> % vel,+t> % oldugundan

t> §e|de edilir.
Tersine t > > alahm. U (l t) —lveu (1 t) — L oldugundan =,1 <, t elde edilir
8 : 4’ 4 8’ 8 gu 4’g U '
Boylece t € {3, %}SU oldugu elde edilir.

O halde {%, %} = (z, 1] oldugu elde edilmis olur. (g , 1] kiimesinin en kii¢iik eleman1
sy

olmadigindan i ve % in supremumu mevcut degildir. Boylece ([0,1], <) supremum yari-
kafes degildir. O halde kafes degildir.

Onerme 2.16. (L, <,0,1) smurh bir kafes ve e € L\{0,1} olmak tizere U, e birim
elemanli bir uninorm olsun. T* ve §* boliinebilirdir ancak ve ancak <;=<.

Ispat:

Onerme 2.11.den a,b € L icina <y b ise a < b dir. Tersine, a < b olsun.
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ea,b € [0,e]olsun. T* bolinebilir oldugundan <;-=<dir. Yani, a <+ b dir. O halde
T*(l,b) = a olacak sekilde [ <e mevcuttur. [ <e icin U(l,b) =U !l [0,e] (l,b) =
T*(l,b) = a oldugundan a < b dir.

ea,b € [e, 1] olsun. S* boliinebilir oldugundan <g-=< dir. Yani, a <g- b dir. O halde
S*(l*,a) = b olacak sekilde [* = e mevcuttur. I* > e i¢in U(l*,a) = U ! [e, 1] (I*,a) =
S*(I*,a) = b oldugundan a <y b dir.

ea,b ¢ [0,e]vea,b ¢ [e, 1] olsun. Budurumdadaa < b ikena < b oldugu agiktir.

Boylece T* ve ™ boliinebilir iken <;=< oldugu elde edilir.

Tersine, varsayalim ki <;=< olsun. a,b € [0,e] i¢in a < b olsun. Varsayimdan
a <y b elde edilir. a,b € [0,e] oldugundan, a <; b olmast a <+ b oldugunu verir.
Buradan, T*(I,b) = a olacak sekilde | < e mevcut oldugu elde edilir ki bu da T* n
boliinebilir oldugunu verir. Benzer sekilde S* in da boliinebilir oldugu elde edilir. Boylece
<y=<iken T* ve S* boliinebilir oldugu sonucuna varilirm

Sonug¢ 2.17. U:[0,1]?> - [0,1], e € (0,1) birim elamanli bir uninorm olsun. T}; ve S,
siireklidir ancak ve ancak <;=<. Ustelik U, L kafesi iizerinde idempotent uninorm ise T* =
T, ve S* =S, dur. Boylece <, ve < sirasi1 gakigir.

ispat:

U:[0,1]> - [0,1], e € (0,1) birim elamanl bir uninorm olsun O halde U nun
belirledigi t-norm ve t-konorm sirastyla Ty ve Sy dur ([14]). Onerme 1.44. den Ty ve Sy
siireklidir ancak ve ancak T} ve Sy béliinebilirdir. O halde, Onerme 2.16 ile T, ve Sy
siireklidir ancak ve ancak <;=<. Ayrica, T, ve S, boliinebilir oldugundan Onerme 2.16 ile
<y=<dir. Boylece U idempotent bir uninorm ise <;=< oldugu elde edilir m

Sonu¢ 2.18. U:[0,1]2 - [0,1], e € (0,1) birim elamanli bir uninorm olsun. U
representable ise, <y =< dir.

Ispat:

U representable ise, Teorem 1.53 den, U uninormu [0,1]2\{(0,1), (1,0)} iizerinde
stireklidir. Yani, U hemen hemen siireklidir. Teorem 1.54. den Ty ve Sy siireklidir. Boylece
<yp=<dirm

Uyan 2.19. Sonug 2.18. in tersi dogru olmak zorunda degildir. Yani, <y;=< ise, U
representable olmak zorunda degildir. Gergekten, keyfi bir idempotent U uninormu alinirsa,
Sonug 2.17 den agik¢a <, =< dir. Fakat Uyar1 1.60. dan bilinir ki, U idempotent bir uninorm

oldugundan representable degildir.
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Onerme 2.20. T: L? - L, L iizerinde bir t-norm ve S, T nin N-dual t-konormu olsun.
Bu takdirde, (L, <r) infimum (supremum) yar1 kafestir ancak ve ancak (L, <g) supremum
(infimum) yar1 kafestir.

Ispat:

(L, <7) infimum yar1 kafes olsun. S, T nin N-dual t-konormu oldugundan her x,y € L
icin N: L - L giiclii negasyon olmak iizere S(x,y) = N(T(x),T(y)) dir. x,y € L keyfi
olmak tizere N(x), N(y) € L dir ve (L, <y) infimum yar1 kafes oldugundan N(x) ve N(y)
nin <; sirasina gore infimumu mevcuttur. N(x) A; N(y) =k olsun. Buradan
k < N(x),N(y) elde edilir. O halde, T(N(x),k;) = kve,T(N(y), k,) = k olacak sekilde
ki, k, €L mevcuttur. N giiclii negasyon oldugundan, N(T(N(x), kl)) = N(k) ve
N(T(N(y),k;)) = N(k) elde edilir. Buradan da S(x, N(k,)) = N(k) ve S(y,N(k,)) =
N (k) oldugu bulunur. O halde x <; N(k) ve y <; N(k) olup N(k) € WSS dir. m €
{Ty}ss keyfi alinsin. Boylece, x,y <; m dir. <; nin tanimindan S(x,m;) =m ve
S(y,m,) = m olacak sekilde m;, m, € L mevcuttur. S nin, T nin N-dual t-konormu olmasi
kullanilirsa, N(T(N(x),N(my)) = S(x,m;) =m ve N(T(N(y),N(my)) = S(y,m,) =
m oldugu gorilir. N giigli negasyon oldugundan, T(N (x),N (ml)) =N(m) ve
T(N(y), N(ml)) = N(m) elde edilir. Buise N(m) < N(x), N(y) oldugunu verir. O halde
N(m) € {N(x),N(y)}<, dir. N(x) Az N(y) = k oldugundan, N(m) <r k dir. O halde
T(l, k) = N(m) olacak sekilde [ € L mevcuttur. N nin giiglii negasyon oldugu kullanilirsa
m=N (T (N(N(l)),N(N(k)))) = S(N(D), N(k)) elde edilir. Boylece N(k) <, m olup

xVsy = N(k) dirm

Tersine, (L, <s) supremum yar1 kafes iken (L, <7) nin infimum yar1 kafes oldugu da
benzer sekilde gosterilir.

Sonuc 2.21. T: L? — L, L iizerinde bir t-norm ve S, T nin N-dual t-konormu olsun. Bu
takdirde, (L, <) smurl kafestir ancak ve ancak (L, <g) smirl kafestir.

Ispat:

Onerme 2.20 ile (L, <7) infimumum (supremum) yar1 kafestir ancak ve ancak (L, <g)
supremum (infimum) yar1 kafestir . O halde (L, <;) hem infimum hem supremum kafestir
(yani kafestir) ancak ve ancak (L, <) hem supremum hem infimum kafestir (yani kafestir).

Ustelik (L, <7) sinirh kafes ise yani her x € L i¢in a <7 x <7 b olacak sekilde a ve b
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mevcut iken (L, <g) de sinirh kafestir ve her y € L i¢in N(b) <s y <g N(a) dir. Tersi de
dogrudur. O halde, (L, <) sinirli kafestir ancak ve ancak (L, <) sinirli kafestir.

Onerme 2.22. (L, <,0,1) sinirh bir kafes ve e € L\{0,1}, L nin tiim elemanlar ile
kiyaslanabilir bir birim eleman olmak iizere U, e birim elemanli bir uninorm olsun.
([0, e], <7+) ve ([e, 1], <s-) kafestir ancak ve ancak (L, <) kafestir.

Ispat:

([0, e], <7+) ve ([e, 1], <s+) kafes olsun.

oex,y € [0,e] keyfi alinsin. ([0,e],<y+) kafes oldugundan x Vy-y ve xAgp-y
mevcuttur. x Vo= y =k € [0,e]vex Ap=y =m € [0,e]olsun.x Vy y =kvexAyy =m
oldugu gosterilsin. x Vy«y =k olmast sebebiyle x <+ k ve y <;« k oldugundan,
T*(ly, k) =x ve T*(l,,k) =y olacak sekilde [;,l, € [0,e] mevcuttur. U(l,k) =U !
[0,e] (1, k) =T*(ly,k) =x ve U(l,, k) =U 1 [0,e] (I,,k) = T*(l,, k) = y oldugundan,
x <y kvey <y kyanik € {x,y}, dur. t € {x,y}, keyfi alalm. O halde x <, tvey <, t
dir. e tiim elemanlarla kiyaslanabilir oldugundan, t < e veya e < t dir.

t<e olsun. x=U(,t)=U!][0,e](l,t)=T"(,t) ve y=U(,t)=
Ulpe (2, t) =T*(I, 1) olacak sekilde li,l, <e mevcuttur. Buradan,
x <p+ tvey <;- t oldugu elde edilir. Boylece t € {x, y};~ oldugu goriiliir. x Vo y = k
oldugu bilindiginden, k <g- t bulunur. Buradan, U(t,s) = U ! [0,e](t,s) =T*(t,s) =k
olacak sekilde s € [0, e] oldugu elde edilir. Bu ise k <; t oldugunu gosterir.

e < tolsun.O halde k < t dir. k € [0,e] ve t € [e, 1] oldugundan k < t elde edilir.

Boylece x Vi y = k dir. Benzer sekilde x Ay y = m oldugu gosterilir.

ex,y € [e, 1] keyfi alinsin. ([e, 1], <g+) kafes oldugundan x Vg¢- y = k* € [e, 1] ve
x Ag+y = m* € [e, 1] olacak sekilde mevcuttur. Ik kisimda yapilanlara benzer sekilde,
XVyy=k*vexAyy=m"oldugu gosterilir.

o Aksi takdirde, e L nin biitiin elemanlari ile kiyaslanabildiginden x < e < yveyay <
e < x olmalidur.

x < e < yolsun. x <y oldugundan x < y elde edilir. Bu durumda x vy, y =y ve
xAyy = xdir.

y < e < x olsun. Benzer sekilde x Vyy y = x ve x Ay ¥y = y oldugu elde edilir.

Boylece (L, <;) kafestir.

Tersine, (L, <y) kafes ise ([0, e], <7+) ve ([e, 1], <s+) de kafestirm
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Sonug 2.23. L bir zincir, e € L\{0,1} olacak sekilde U, e birim elemanli bir uninorm
olsun. $*, T* in N-dual t-konormu olsun. ([0, e], <;-) kafestir ancak ve ancak (L, <)
kafestir.

ispat:

Sonug 2.21 ile S*, T* in N-dual t-konormu iken ([0, e], <;+) kafestir ancak ve ancak
([e, 1], <s+) de kafestir. Onerme 2.22 ile ([0,e], <7+) ve ([e, 1], <) kafestir ancak ve
ancak (L, <) kafestir. Bu iki sonucu birlestirerek ([0, e], <~) kafestir ancak ve ancak
(L, <y) kafestirm

Sonug¢ 2.24. U, [0,1] tizerinde e € (0,1) birim elemanli bir uninorm olsun. U nun
belirledigi t-norm ve t-konorm sirasiyla T, ve Sp olsun. O halde ([0,1], <;;) kafestir.

ispat:

U nun altindaki t-norm Tp, olsun. Onerme 1.71 den ([0, e], STD) kafestir. Sonug 2.21
den ([e, 1], —SD) kafestir. Boylece Onerme 2.22 den ([0,1], <) kafestirm

Uyan 2.25. Onerme 2.16 ve Sonug 2.24 iin bir genellemesi olarak, U nun belirledigi
t-normu T, lar Schweizer-Sklar, Hamacher, Frank, Yager, Aczel-Alsina, Dombi, Sugeno-
Weber ve Mayor-Torrens t-norm aileleri ([28]) olmak tizere T, lar olarak ve U nun belirledigi
t-konormu da T larin dual t-konormlart olarak alinirsa ([0,1], <) Kafestir.

Uyan 2.26. Onerme 2.22 deki kosul kaldirilirsa, yani e, L nin tiim elemanlarn ile
kiyaslanmiyorsa, asagidaki drnekte oldugu gibi iddia dogru olmak zorunda degildir.

Ornek 2.27. Kafes diagrami asagidaki gibi olan (L, <,0,1) kafesi goz oniine alimsimn.

N\,
N,

S — Q=T

Sekil 2.11. (L = {0,a,b, t,e, 1}, <)

L kafesi tizerinde tanimli e birim elemanli U uninormu su sekilde tanimlansin:
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Tablo 9. L = {0, a, b, t, e, 1} lizerinde U uninormu

Ul0 |a |b |t |e |1
0 [0 |O0O |O |t |O |12
a |0 |0 (0 |t |a |1
b |0 |0 |0 |t |b |1
t |t t |t 1 |t 1
e [0 |a (b |t e |1
1 /1 |1 (1 |1 |1 |1

Yukarida tanimli olan U uninormunun altindaki T* t-normu ve S* t-konormu su

sekildedir:

Tablo 10. T* t-normu

T* | 0 | a | b | e
0 0 0 0 0
a| 0|00

b | 0| 0| 0|6Db
e | 0] a|b|e

Tablo 11. S* t-konormu

S*le |1
€ e 1
1 |1 |1

Asagida ([0, e], <7-) ve ([e, 1], <) kafes diyagramlar1 gosterilmistir:
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Sekil 2.12.([0, e], <7+)

0

Sekil 2.13. ([e, 1], <s+)

Son olarak (L, <p) kafes diagrami asagida gosterilmistir:

t/l\e
1 ><|

0
Sekil 2.14. (L ={0,a,b,t,e,1},<y)

Yukaridaki kafes diagramlarindan da agikga gorilir ki ([0, e], <;+) ve ([e, 1], <s+)
kafes iken (L, <y) kafes degildir.

Onerme 2.28. L bir zincir, e € L\{0,1} olmak iizere U, e birim elemanli bir uninorm
ve Hy, U nun tim idempotent elemanlarinin kiimesi olsun. Bu takdirde, (Hy, <y) bir
zincirdir.

Ispat:

a, b € Hy olsun. L zincir oldugundan, herhangi a,b € Li¢inyaa < byadab < a dir.

a < b oldugu varsayilsin.
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ea,be[0,e]olsun.a=U(a,a) <U(a,b) <U(a,e) = aoldugundan U(a,b) = a
elde edilir. Yani a <; b dir.

ea,b €le1]olsun. b =U(e,b) < U(a,b) < U(b,b) = b oldugundan U(a,b) = b
elde edilir. Yani a <; b dir.

e Aksi takdirde a < b oldugundan,a < e < bolupa <y b dirm

Onerme 2.29. L smirhi bir kafes, e € L\{0,1} olmak iizere U, e birim elemanl bir
uninorm ve Hp+ ve Hg-, sirasiyla T ve S in tiim idempotent elemanlarinin kiimesi olsun.
Eger T*, V-dagilmali t-norm ve S*, A-dagilmali t-konorm ise, (Hy+ U Hg+, <;) sinirli bir
kafestir.

ispat:

a,b € Hr+ U Hg+ keyfi alinsin.

e a,b € Hp- olsun. O halde, U(a,a) = T*(a,a) = a ve U(b,b) = T*(b,b) = b dir.
a,b € [0,e] i¢gin U(a,b) =U(a,b) oldugundan U(a,b) <y a,b elde edilir. Boylece
U(a,b) € {a, b}, dir.  €{a b}, keyfi almnsin. O halde I <, a,b dir. Bu takdirde,
U(ly,a) =1 ve U(l,,b) =1 olacak sekilde [y,[, € [0,e] mevcuttur. Buradan, U(l,a) =
U(U(l,a),a) =U(l,U(a,0)) = U(ly,a) =1 ve U(,b) =U(U(l,,b),b) =
U(l,, U(b,b)) =U(ly,b) =1 elde edilir. U(,U(a, b)) =UU(,a),b)=U(b) =1
oldugundan, [ <; U(a, b) dir. Béylece a Ay b = U(a, b) oldugu goriiliir.

a,b € [0,e] oldugundan, aVv b <e dir. a=T"(a,a) <T*(aV b,aV b) ve benzer
sekilde b = T*(b,b) < T*(aV b,aV b) oldugundanaVb <T*(aVb,aVb)< T*'(aV
b,e) = aV b elde edilir. Buise T*(a V b,aV b) = a V b oldugunu verir. Buradan da a Vv
b € Hy« elde edilir. Ustelik a=T*(a,a) <T*(aVvh,a) <T*(e,a)=a ve b=
T*(b,b) <T*(aVb,b) <T"*(e,b) = b oldugundan, a =T*(aVb,a) =U(aVb,a) ve
b=T*(aVvb,b)=U(aVb,b) oldugu elde edilir. Bu ise a,b <y aV b oldugunu ve

buradan aVv b € {aq, b}SU oldugunu verir.

k € {a, b}, keyfialmsin. Ohalde a,b <y k dir. k € [0, €] ise T* (I, k) = U(ly, k) =
a ve T*(l,,k) = U(l,, k) = b olacak sekilde [y,l, € [0,e] mevcuttur. T*, V-dagilmali
oldugundan, aVv b =T*(l;,k) VT*(l,,k) =T*(k, 1, v 1,) olur. Buradan da aVvb <y k
eldeedilir. k ¢ [0,e] ise a,b <y k oldugundan a, b < k elde edilir. Béylece a V b < k olur.
Buradan a vV b <y k oldugu elde edilir. O halde a vy b = a Vv b dir.



57

e a,b € Hy+ olsun. Benzer sekilde aVy b =U(a,b) ve aAyb =aAb oldugu
goruliir.

e a € Hy+ ve b € Hg- olsun. Bu takdirde, a < e < b dir. <y nun tanimindan, a <; b
oldugu elde edilir. Boylece a Vy b = b ve a Ay b = a oldugu elde edilir. Benzer sekilde,
a € Hg-veb € Hp-ikenaVy b = ave a Ay b = b oldugu goriiliir.

Boylece, (Hp+ U Hg+, <;) bir kafestir. Ustelik, 0 € Hy- ve 1 € Hg- oldugundan,
(Hp+ U Hg+, <p7) sinirh bir kafestirm

Sonug 2.30. L bir tam kafes, e € L\{0,1} olmak iizere U, e birim elemanli bir uninorm
olsun. Eger T*, sonsuz V-dagilmali t-norm ve S*, sonsuz A-dagilmali t-konorm ise,
(Hp+ U Hg+, <y) bir tam kafestir.

Ispat:

Teorem 1.73 kullanildiginda istenen sonug elde edilirm

Uyan 2.31. (L,<,0,1) sinirh bir kafes ve e € L\{0,1} olmak tizere U, e birim
elemanl bir uninorm olsun. T* ve S* boliinebilirken <;=< oldugundan, <; sirasina gore
monotonlugun saglandig1 agiktir. Fakat genel durumda U, < sirasina gére monotonlugu
saglamak zorunda degildir. Ornegin, 0 <a<b<c<d<e<1 smasiyla L=
{0,a,b,c,d,e, 1} kafesini ve asagidaki gibi tanimlanan c¢ birim elemanh U: 1> > L

uninormunu alalim:

Tablo 12. L = {0,a, b, c,d, e, 1} lizerinde U uninormu

Ujoja|bjc|dje|1l
0o/,o0{0j0J0]0|0/|O0
al0Ojalaja|d|d|1
b|Oja|b|b|d]je|1l
c|O|a|bjc|d|e]|1l
d|o|d|d|d|1l]|]1]1

0|d|e 1111
1101|111 ]|1]1

a < ciginU(a, b) = a oldugundan, a <y b oldugu agiktir. Varsayalim U, < sirasina

gore monoton olsun. O halde, d = U(a,e) <y U(b,e) = e olmalidir. Fakat, U(d,t) = e
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olacak sekilde ¢ < t mevcut degildir. Bu sebeple d £, e dir ve U, < sirasina gére monoton

degildir.

2.2.2.

Nn-Uninormdan Elde Edilen Siralama

Bu boliimde, Boliim 2.2.1 de tanimi verilen ve bazi ozellikleri incelenen uninormdan

elde edilen

<y kismen sira, dncelikle L zinciri lizerinde 2-uninormdan elde edilen <,z ye

genellestirilerek <, <, <,z ve V bir nullnorm olmak iizere bir nullnormdan elde edilen

<ypstrailei

edilen <yn

liskisi verilmis, ardindan daha genel olarak L zinciri tizerinde n-uninormdan elde

ye genellestirilmistir.

Tanim 2.32. L bir zincir olmak iizere U? € Uy, sy Olsun. x,y € L igin

=25

( x,vy € [0,e] iken U%(l,y) = x olacak sekilde [ € [0, e] mevcut ise,

veya
x,y € [e k] iken U%(x, m) = y olacak sekilde m € [e, k] mevcut ise,
veya
x,y € [k, f] iken U?(y,n) = x olacak sekilde n € [k, f] mevcutise, (4)
veya
x,y € [f, 1] iken U%(x,p) = y olacak sekilde p € [f, 1] mevcut ise,
veya
\ Aksi takdirde x < y ise.

Onerme 2.33. (4) ile tammlanan <, bagmtisi L zinciri {izerinde bir kismen

siralamadir

ispat

(i) x € L keyfi bir eleman olmak iizere x <,z x oldugu, yani yansima 6zelligini

sagladigi gosterilmelidir. Tiim olast durumlar asagida incelenmistir:

1.1. x € [0, €]
Bu takdirde U2(x, e) = x oldugundan x <;2 x dir.
1.2. x € [e, k]
Bu takdirde U2(x, e) = x oldugundan x <2 x dir.
13.x € [k, f]
Bu takdirde U?(x, f) = x oldugundan x <;2 x dir.
14.x € [f1]
Bu takdirde U2(x, f) = x oldugundan x <2 x dir.
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(if) x,y € Ligin x <,z y ve y <z x olsun. x = y oldugu, yani ters simetri 6zelligini
sagladig gosterilmelidir. Tiim olas1 durumlar asagida incelenmistir:

2.1. x,y €[0,¢]

Bu takdirde x <2 y ve y <y2 x oldugundan U?(y,1;) = x ve U%(x,l,) = y olacak
sekilde 11,1, < e meveuttur. x = U%(y, ;) < U%(y,e) =yvey = U%(x,1,) < U?(x,e) =
x oldugundan x = y elde edilir.

2.2.x,y € [e, k]

Bu takdirde x <2 y ve y <y2 x oldugundan U?(x,[,) = y ve U?(y,1;) = x olacak
sekilde 1,1, € [e,k] mevcuttur. x = U?(x,e) < U?(x,1,) =y ve y=U?(y,e)<
U?(y,l;) = x oldugundan x = y elde edilir.

2.3.x,y € [k, f]

Bu takdirde x <2 y ve y <y2 x oldugundan U2(y, ;) = x ve U%(x,,) = y olacak
sekilde [, 1, € [k, f] mevcuttur. x = U2(y, L) < U%(y,f) =y ve y=U%(x1,) <
U?(x, f) = x oldugundan x = y elde edilir.

24.x,y € [f,1]

Bu takdirde x <2 y ve y <y2 x oldugundan U2(x,l,) = y ve U%(y, ;) = x olacak
sekilde I3,1, € [f,1] meveuttur. x = U?(x, f) < U%(x, 1) =y ve y=U2(y,f) <
U?(y,l;) = x oldugundan x = y elde edilir.

2.5. Aksi takdirde,

Kalan tiim olas1 durumlarda x <,z y ve y <;2 x olmas1 x < y ve y < x oldugunu
verir. Buradan x = y oldugu elde edilir.

(i) x,y,z€ L i¢in x <yzy ve y <yzz olsun. x <,z z oldugu, yani gegisme
ozelligini sagladigi gosterilmelidir. Tiim olas1 durumlar asagida incelenmistir:

3.1.x€[0,e]

3.1.1. y€[0,e]

3.1.1.1.z €0, €]

Bu takdirde x <,z y ve y <,z z oldugundan U%(y,m) = x ve U?(z,n) = y olacak
sekilde m,n < e mevcuttur. x = U?(y,m) = U*(U?(z,n),m) = U?(z,U?(n,m)) elde

edilir. U%(n,m) < e oldugundan x <2 z elde edilir.
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3.1.1.2.z ¢ [0,e]

Bu takdirde x <,z y oldugundan U?(y,m) = x olacak sekilde m < e mevcuttur ve
y <y z oldugundan y < z elde edilir. x = U?(y,m) < U%(y,e) =y < z elde edilir ki bu
da x <y2 z oldugunu verir.

3.1.2. y € [e k]

z € [0, e] olmas1 durumu, y <;2 z oldugundan y = z olmasi gerektirir. Bu durum
aciktir. z & [0, e] olsun:

3.1.21. z € [e, k]

x <y2 y oldugundan x < y vey <,z z oldugundan U?(y, m) = z olacak sekilde m €
[e, k] nin mevcut oldugu elde edilir. x <y = U2(y,e) < U?(y,m) = z elde edilir, buradan
x <y2z z dir.

3122 .z ¢ [e k]

Bu takdirde x <,z y vey <,z z oldugundan sirasiylax < yvey < zyani x < z elde
edilir. Bu ise x <2 z oldugunu verir.

313.y €[k f]

y <y2 z oldugundan z € [0, k] olmasi durumu y = z olmasin gerektirir ki bu durum
aciktir. z & [0, k] olsun:

3.131.z€ [k, f]

x <py2 y oldugundan x < y vey <,z z oldugundan U?(z, m) = y olacak sekilde m €
[k, f] nin mevcut oldugu elde edilir. x <y = U?%(z,m) < U?(z,f) = z oldugundan,
x <yz z dir.

3.132.z ¢ [k, f]

Bu takdirde x <,z y vey <,z z oldugundan sirasiylax < yvey < zyani x < zelde
edilir. Bu ise x <2 z oldugunu verir.

314.y€|[f,1]

y <yz z oldugundan z € [0, f] olmasi durumu y = z olmasi gerektirir ki bu durum
aciktir. z & [0, f] olsun:

3.14.1. z€[f,1]

x <yz y oldugundan x < yve y <,z z oldugundan U?(y, m) = z olacak sekilde m €
[f,1] in mevcut oldugu elde edilir. x <y = U?(y,f) < U?(y,m) =z oldugundan,

X SUZ Z dir.
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3.2.x € [e, k]

y € [0,e] olmasi durumu ise x <;z ¥y oldugundan x =y olmasin1 gerektirir, bu
durum agiktir. y € [0, e] olsun

3.21. y € [e k]

z € [0, e] olmasi durumu ise y <2 z oldugundan y = z olmasini gerektirir, bu durum
aciktir. z € [0, e] olsun

3.2.1.1. z € [e, k]

Bu takdirde x <,z y ve y <y2 z oldugundan U%(x,m) = y ve U(y,n) = z olacak
sekilde m,n € [e, k] meveuttur. z = U%(y,n) = U?(U?(x, m),n) = U?(x, U%(m,n)) elde
edilir. U2(m, n) € [e, k] oldugundan x <2 z elde edilir.

3.2.1.2.z ¢ [e, k]

Bu takdirde x <;2 y oldugundan U?(x,m) = y olacak sekilde m € [e, k] mevcuttur
ve y <y2 z oldugundan y < z elde edilir. x = U%(x,e) < U%(x,m) = y < z elde edilir ki
bu da x <,z z oldugunu verir.

322.y €[k f]

Yy <y2 z oldugundan, z € [0, k] olmas1 y = z olmasm gerektirir, bu durum agiktir.
z ¢ [0, k] olsun:

3.22.1.z€ [k, f]

x <y2 y oldugundan x < y vey <,z z oldugundan U?(z, m) = y olacak sekilde m €
[k, f] nin mevcut oldugu elde edilir. x <y = U?(z,m) < U?%(z f) =z oldugundan,
x <y2 z dir.

3222.z¢ [k, f]

Bu takdirde x <,z y vey <,z z oldugundan sirasiylax < yvey < zyani x < zelde
edilir. Bu ise x <2 z oldugunu verir.

323.y € [f, 1]

y <yz z oldugundan, z € [0, f] olmas1 y = z olmasin1 gerektirir ki bu durum agiktir.
z & [0, f] olsun:

3.23.1. z€[f, 1]

x <y2 y oldugundan x < y ve y <,z z oldugundan U?(y, m) = z olacak sekilde m €
[f,1] in mevcut oldugu elde edilir. x <y = U?(y,f) < U?(y,m) =z oldugundan,

X SUZ Z dir.
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33.x €[k, f]

x <yz y oldugundan, y € [0,k] olmast x =y olmasii gerektirir, bu durum
aciktir. y € [0, k] olsun:

331 ye€lkf]

y <yz z oldugundan, z € [0, k] olmast y = z olmasini gerektirir, bu durum agiktir.
z ¢ [0, k] olsun:

3311 .z €[k, f]

Bu takdirde x <,z y ve y <,z z oldugundan U%(y,m) = x ve U%(z,n) = y olacak
sekilde m, n € [k, f] meveuttur. x = U?(y,m) = U%(U%(z,n),m) = U?(x, U%(n,m)) elde
edilir. U2(n,m) € [k, f] oldugundan x <2 z elde edilir.

3312 .z ¢ [k, f]

Bu takdirde x <,z y oldugundan U?(y, m) = x olacak sekilde m € [k, f] mevcuttur
ve y <y2 z oldugundan y < z elde edilir. x = U2(y,m) < U%(y, f) = y < z elde edilir ki
bu da x <,z z oldugunu verir.

3.32.y€e|[f,1]

y <y2 zoldugundan z € [0, f] olmas1 y = z olmasin1 gerektirir, bu durum agiktir. z &
[0, f] olsun:

3321 z€|[f,1]

x <y2 y oldugundan x < y vey <,z z oldugundan U?(y, m) = z olacak sekilde m €
[f,1] in mevcut oldugu elde edilir. x <y = U2(y,f) < U?(y,m) =z oldugundan,
x <y2 z dir.

34.x €[f,1]

x <yz y oldugundan y € [0, f] olmasix = y olmasini gerektirir, bu durum agiktir y &
[0, f] olsun:

34.1. y€|[f, 1]

y <y2 zoldugundan z € [0, f] olmas1 y = z olmasin1 gerektirir, bu durum agiktir. z €
[0, ] olsun:

34.11.z € [f,1]

Bu takdirde x <,z y ve y <,z z oldugundan U?(x,m) = y ve U%(y,n) = z olacak
sekilde m,n € [f, 1] meveuttur. z = U?(y,n) = U?(U?(x, m),n) = U?(x,U%(m,n)) elde
edilir. U?(m, n) € [f, 1] oldugundan x < z elde edilir.

O halde i, ii, iii den <2 sirasinin bir kismen siralama bagintisi oldugu elde edilir m



63

Uyari 2.34. L bir zincir olmak iizere U? € Uy olsun.

()0 =k < f =1ise, U2 2-uninormu f = 1 birim elemanl bir T {iggensel normdur
ve bu durumda <;2=<y dir.

(i) 0 = e < k = 1ise, U? 2-uninormu e = 0 birim elemanli bir S iiggensel konormdur
ve bu durumda <;2=<; dir.

(ii)0=k<f<1(0<e<k=1)ise U? 2-uninormu f (e) birim elemanh bir U
uninormudur ve bu durumda <,2=<; dur.

(iv)e =0 ve f =1 ise, U? 2-uninormu k sifir elemanh bir V nullnormudur ve bu

durumda <,2=<y, dir.

(4) ile verilen siralama n-uninormlara asagidaki gibi genellestirilebilir:

Onerme 2.35. U™, L zinciri iizerinde {e;, €,, ..., €4}, 5, .o, birim elemanli bir n-
uninorm olsun.

Bu takdirde i = 1,2, ..., n i¢in

X SUn y:
(x,V € [zi_1,e;] iken U™(l,y) = x olacak sekilde [ € [z;_;, e;] mevcut ise,
veya
<=3 X,y € e, 7] iken U™(m, x) = y olacak sekilde m € [e;, z;] mevcut ise, (5)
L veya
Aksi takdirde x < y ise,

olarak tanimlansin. (5) ile verilen bagmnti L lizerinde bir kismen siralamadir.

Ispat: Onerme 2.33 iin ispatina benzer sekilde yapilirm



3. IRDELEME

Bu tezin amact sirl bir L kafesi iizerinde uninormlar i¢in bir karakterizasyon
sunmak, ordinal toplamlardan farkli olarak t-normlar (t-konormlar) ve uninormlar igin bazi
inga metotlar1 vermek, sinirh kafesler iizerinde uninormlardan elde edilen <; sira tanimini
sunarak bazi 6zelliklerini arastirmak ve bu siranin genel bir formunu ifade etmektir.

Uninormlar, [0,1] birim reel aralik {izerinde ilk kez 1996 yilinda Yager ve Rybalov
tarafindan “Uninorm aggregation operators” adli ¢alismada ([41]) ortaya konmustur. Daha
sonra bu konuda bir¢ok calisma yapilmistir ([7], [22], [29], [32], [37]). Birim reel aralik
tizerinde uninormlar, “Aggregation functions” isimli kaynakta karakterize edilmistir ([16,
Onerme 3.95]). Fakat sinirli kafesler iizerinde uninormlarin bir karakterizasyonu literatiirde
mevcut degildir. Bu ¢calismanin birinci bdliimiinde literatiirdeki bu boslugu doldurmak esas
amactir. Ayrica sinirh kafesler tizerinde uninormlarin karakterizasyonu yardimiyla bilinen
insa metotlarindan farkli olarak t-normlar ve t-konormlar i¢in insa metodu sunulmustur.
llaveten, [22] ve elde edilen karakterizasyon kullanilarak uninormlar igin insa metotlar1 da
onerilmistir. Ayrica, zincirler lizerinde uninormlar 0 veya 1 sifirlayan elemanlarina sahip
olabilirken, keyfi sinirli kafeslerde uninormlarin 0 veya 1 den farkli olarak bir sifirlayan
elamana sahip olabilecegine dair 6rnek verilmistir.

Literatiirde t-normlardan ve dual olarak t-conormlardan elde edilen <; (<;) kismen
siralama calismalarina ([2],[18],[21],[25]) ilaveten, fuzzy gerektirmelerden elde edilen sira
tizerine de ¢alisilmistir ([27]). Uninormlardan elde edilen 6n-siralama iizerine Hlinéna,
Kalina ve Kral bir ¢alisma yapmustir ([17]) fakat onerdikleri sira, ters simetri 6zelligini
saglamadigindan bir kismen siralama bagmtis1 degildir. Calismanin ikinci kisminda
uninormlardan elde edilen <; kismen siralama tanimlanmis, <; (<s) kismen siralamalar
ile iligkisi arastirilmig, hangi durumlarda kafes iizerindeki dogal sira (<) ile ¢akistigi
incelenmis ve bu kismen siranin daha genel bir formu olarak 6nce 2-uninormlar igin <2
kismen sirast sunulmustur. Ek olarak, <,z swrasmmn <, <, <, siralart ve bir V
nullnormundan elde edilen <, sirasi ile iligkisi ortaya konmustur. Son olarak ise <2 sirast,

n-uninormlardan elde edilen <;n sirasina genellestirilmistir.



4. SONUCLAR

Yaptigimiz calismada elde edilen baslica sonuglar sunlardir:

1. Keyfi sinirlt L kafesi lizerinde uninormlar i¢in bir karakterizasyon onerilmistir.

2. Bilinen ordinal toplam insasindan farkli olarak, sinirli kafesler tizerinde t-normlar
ve t-konormlar i¢in inga metotlar1 sunulmustur.

3. Sinirli kafesler lizerinde uninormlar i¢in iki genel insa metodu verilmistir.

4. Smirlt L kafesi tlizerinde 0 ve 1 den farkli yutan elemana sahip uninorm O6rnegi
verilmistir (Zincirler tizerinde uninormlar i¢in bu durum miimkiin degildir).

5. Uninormlardan elde edilen <; kismen siralama bagintis1 tanimlanmustir.

6. <y kismen siralama bagintisinin <7 (<s) kismen siralama bagntilar ile iligkisi
ortaya konmustur.

7. <y kismen siralama bagintisinin hangi durumlarda L iizerindeki mevcut < siralama
bagintisi ile ¢cakistig1 arastirilmistir.

8. 2-uninormlar igin <2 kismen siralama bagntis1 tanimlanmis ve <;2 siralama
bagintisinin <, <g, <, kismen siralama bagintilar1 ve bir ¥V nullnormundan elde edilen <,
kismen siralama bagintisi ile iligkisi ortaya konmustur.

9. <,z kismen siralama bagintisi, n-uninormlardan elde edilen <;» kismen siralama

bagintisina genellestirilmistir.



5. ONERILER

1. L siirli kafesi tizerinde uninormlar i¢in 6nerilen karakterizasyondan faydalanarak
benzer bir karakterizasyonun nullnormlar i¢in verilip verilemeyecegi arastirilabilir.

2. <y kismen sira i¢in incelenen ozellikler, <2 ve <yn i¢in de arastirilabilir.

3. (L, <) sinirli kafesi iizerinde e birim elemanli U uninormundan elde edilen sira <;
olmak iizere, L kafesinde ayni sira elde edilecek sekildeki uninormlar ve bu uninormlar

arasindaki iliskiler arastirilabilir.
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