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ONSOZ

Bu tezde, (Ej kongriians alt gruplarinin alt yoriingesel graflar1 incelendi.
°\Lh

Bilim bir iilkenin 15181dir. Bilim insanlar1 ise; bu 15181 elinde tutan neferlerdir. Her
zaman o ellerden biri olmak istedim. Kiigiik bir ¢ocukken basladim bu yola ve artik son
basamaga ulastim. Yiki agir, sorumlulugu yiiksek, aydinlik yarinlarin anahtar1 olan bu
yolda ¢ok emek harcadim. Bazen yoruldum ama hi¢ bikmadim ve pes etmedim. Hep ¢ok
sey Ogrenmek istedim. Bir derya olan bu bilim dalinda ne o6grensem azdi ¢iinkii.
Ogrenilenlerin 6tesinde 6grenilmesi gereken ¢ok fazla sey vardi. ..

Bu zorlu yolu tek basina yiiriimek elbette miimkiin degildi. Uzerimde bir¢ok kisinin
emegi var. Oncelikle, bu tezi hazirlamam da bana danismanlik eden, bilgilerini paylasan,
yol gosteren ve tiim iiniversite hayatim boyunca manevi destegini iizerimden esirgemeyen
saygideger hocam sayin Prof. Dr. Mehmet AKBAS’ a hersey icin can- 1 goniilden tesekkiir
ediyor ve saygilarimi sunuyorum. Emekli olmasina ne kadar tiziilmiis olsam da kendisinin
ogrencisi olabilmenin sansim1 her zaman hissettigim, beni yetistiren, bu yolda kendim
olabilmemi saglayan, bakis acist kazandiran kiymetli hocam saym Prof. Dr. Abdullah
CAVUS’ a bana verdigi tiim emekleri i¢in sonsuz tesekkiirlerimi sunuyorum. Tez Izleme
Komitemde olan sayin Prof. Dr. Ugur CEVIK’ e katkilar1 i¢in tesekkiir ediyorum.

KTU Matematik Béliimiindeki iizerimde emegi olan biitiin saygideger hocalarima
tesekkiir ediyorum.

[lkokul siralarindan iiniversite siralarina ulasana kadar iizerimde emegi olan biitiin
ogretmenlerime tesekkiirii bir borg bilirim. Bu yolda goniil yoldaslig1 yaptigim her zaman
yanimda olan canim dostum Ozlem GEDIKLI basta olmak iizere; Emine AKBAS, Havva
BASKAN ve adin1 buraya sigdiramayacagim biitiin dostlarima ve arkadaslarima tesekkiir
ediyorum. Doktora egitimim boyunca 2211-A Genel Yurt i¢i Doktora Burs Programi
kapsaminda, bana maddi destek saglayan TUBITAK ’a ¢ok tesekkiir ediyorum.

Son ve en biiyiik tesekkiirlim; beni biiyiiten, bugiinlere getiren, her zaman arkamda
duran ve beni kosulsuz sartsiz seven canim annem Nuran OZTURK ve babam Osman
OZTURK ’e. Hersey i¢in sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Seda OZTURK
Trabzon, 2017
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Doktora Tezi
OZET
KONGRUANS ALT GRUPLARININ GRAFLARI
Seda OZTURK

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigsman: Prof. Dr. Mehmet AKBAS
2017, 77 Sayfa

n A — : :
Bu tezde; I', [—] kongriians alt grubunun (Q(h) izerindeki hareketi ve bu hareketin
h

dogurdugu alt yoriingesel graflar incelenmistir.

Birinci boliimde; ikinci boliim i¢in gerekli olan tanim ve teoremler verilmistir.

. n 2
Ikinci boliimde ise; I [H] kongriians alt grubunun (Q(h) iizerindeki hareketi ve bu

hareketin dogurdugu alt yoriingesel graflar ve graflarin kenar olma sartlari verilmistir.
Daha sonra VN € N igin F alt ydriingesel graflari detayh bir sekilde incelenmis ve bu
graflarda birbirini en uzak koselere resmeden yol bagintisi ve sayilar teorisine katki

saglayacak baz ilging sonuglar ispatlanmugtir. Son olarak; F U € N alt yoriingesel

u,2u+1?

grafi ve [1]’deki Teorem 10°un ko = 2 olma sart1 incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Graf Teori, Grup Hareketi, Sayilar Teorisi, Modiiler Grup
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PhD Thesis
SUMMARY
THE GRAPHS OF CONGRUANCE SUBGROUPS
Seda OZTURK
Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematic Graduate Program

Supervisor: Prof. Dr. Mehmet AKBAS
2017, 77 Pages

n A
In this thesis, the action of the group I, [E] on Q(h) and suborbital graphs arising

from this action are investigated.

In the first chapter, we give some definitions and theorems requiring for second
chapter.

n A
In the second chapter, the action of the group I, [F] on Q(h), the suborbital

graphs arising from this action and the conditions being edge in these suborbital graphs are

given. After that, the suborbital graphs F, | for all N €N, are investigated comprehensively and

in these graphs the relation of path connecting to the largest vertices one another and some

interesting results contributing to the Number Theory are proved. Finally, the suborbital graphs

F. .11, U € Nand the condition k, = 2 of Theorem 10 in [1] are examined.

Key Words: Graph Theory, Modular Group, Group Action, Number Theory

Vil
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O(e, ) : («,3) nin yoriingesi
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1. GENEL BiLGILER
1.1. Giris

19. yiizy1lin sonlarma dogru ayrik gruplar teorisine temel teskil edecek bazi 6nemli
sonuglar ilk defa Henry Poincare tarafindan goz Oniine getirilmis ve eliptik fonksiyonlar
teorisinin genellestirilmesi i¢in kullanilmistir. Fuchsian gruplari adi verilen ve sistematik
calismasint Henry Poincare’nin gelistirdigi bu ayrik gruplarin invaryant birakti§i
fonksiyonlar {izerinde bir¢ok bilim adami ¢alismalar yapmistir. Lineer kesirli doniisiimler
grubu ozellikle 19. yiizyillda Oklid olmayan geometriler ve Invaryant teorinin kesfiyle
birlikte biiyiikk 6nem kazanmis, topolojik grup yapisina uygun olmasi nedeniyle gerek
analiz, gerekse cebirsel yoOntemlerle derinlemesine incelenmistir. Eliptik egrilerin
aritmetigi, integral kuadratik formlar ve eliptik modiiler fonksiyonlar teorisindeki dnemi
nedeniyle en ¢ok I'  modiiller grubunun kongriians alt gruplar1  olan
T'(N), I[;(N), To(N), T°(N) gruplan iizerinde galisilmistir. Son yillarda sayilar teorisinde
de I modiiler grubunun kongriians alt gruplari Pierre de Fermat’in 1637 yilinda ifade ettigi
son teoremin ispatinda olduk¢a 6nemli bir yer teskil ettigi gortilmektedir.

Charles C. Sims tarafindan 1967 yilinda yayimlanan “Graphs and Finite Permiitation
Groups” adl1 caligmada graf teorisi ve permiitasyon gruplari incelenmis ve Gareth A.Jones,
David Singerman ve K. Wicks’ in 1991 yilinda yayimlanan “The Modular Group and
Generalized Farey Graphs” adli ¢alismada alt yoriingesel graflar, devre uzunluklar1 ve
orman olma durumlari arastirilmis ve 2001 yilinda M. Akbas’in “On Suborbital Graphs for
The Modular Group” adli calismasinda orman olma konjektiirii, devre uzunluklar ile
modiiler grupta eliptik elemanlar arasindaki iliski ortaya koyulmustur.

Bu tezin ilk kisminda, ikinci kisim i¢in gerekli olan tanim ve teoremler verilmistir.

. o . n
Tezin ana kismini olusturan ikinci bélimde ise; I, [H] Kongriians alt grubu tanitilmus,

@(h) kiimesi iizerindeki hareketi incelenmis, bu hareketin olusturdugu alt yoriingesel

graflart ve kenar olma sartlart verilmistir. Daha sonra Vn €N i¢inF,, alt yoriingesel



graflar1 incelenmis ve bu graflarda sayilar teorisiyle ilgili bazi ilging sonuglar bulunmustur.

Ozel olarak; N =5 i¢in F, g grafinda “Fibonacci Sayr” dizisi elde edilmistir.

Bu boliimiin 1. 2-1.10 numarali paragraflar [2, 3, 4, 5, 6, 7] esas alinarak hazirlanmis

ve ¢alisma i¢in ihtiya¢ duyulan bazi teorem ve sonuglarin ispatlart verilmistir.

1.2. Topolojik Gruplar

Tamm 1.2.1: (G, e) hem bir grup hem de bir topolojik uzay olsun.

F:GxG—G
(X, y) = F(X,y)=Xey

f:G—G
X— f(X)=x"

doniistimleri siirekli ise; (G,e) grubuna bir topolojik grup denir.
Kisalik olsun diye xey =Xy seklinde gosterilecektir.

Ornek 1.2.2: Bilindigi iizere; (R,+) bir grup ve (R,7,) bir topolojik uzaydir.

F:RxR—IR
ve
(X,y) = F(X,y) =x+y
f:-R—DR

X— f(xX)=—x
dontigiimleri siirekli oldugundan (RR,+) bir topolojik gruptur.
Tamm 1.2.3: (X,¢),(Y,7) ikitopolojik uzay ve f:X —Y olsun.
f, 1-1, orten, siirekli ve f *siirekli ise; f ye bir homeomorfizma denir.
Teorem 1.2.4: (G,e) bir topolojik grup olsun. Bu takdirde;
f:G—G

Xx— f(x)=x"
doniisiimii bir homeomorfizmadir.

Ispat: VX< G igin (f o f)(x) = x oldugundan f o f =1 6zdeslik doniisiimiidiir, yani;
f = f ! dir. O halde; f doniisiimii 1-1 ve ortendir. f siirekli ve f = ft oldugundan

f de siireklidir. Dolayisiyla, f bir homeomorfizmdir.



Teorem 1.2.5: (G, e) bir topolojik grup ve U C G agik bir alt kiime olsun. Bu takdirde;
U't= {ufl‘ ueU} kiimesi agik bir alt kiimedir.

Ispat: (G, e)bir topolojik grup oldugundan Teorem 1.2.4’ten
f:G—G

dontigiimii bir homeomorfizmdir. O halde; f bir acik doniigiimdiir.
X— f(X)=x

-1

Dolayisiyla; f(U)={f (u)|ucU} :{ufl‘ u €U}=U * kiimesi acik bir alt kiimedir.

Teorem 1.2.6: (G,e) hem bir grup hem de bir topolojik uzay olsun. Bu takdirde;

(G, e) topolojik gruptur & m:GxG —G dontigiimii siireklidir.
(X,y) > m(x,y)=xy

Ispat: (G,e) topolojik grup olsun. m:GxG — G doniistimiiniin sitirekli
(xy)—mxy)=xy "

oldugunu gosterelim. (G,e) topolojik grup oldugundan F:GxG — G ve
(xy) = F(xy) =xy

f:G—G doniisiimleri mevcut ve siireklidir.

X— f(X)=x"

(1.1) F
m:GxG —- GxG—G doniigiimiinii tanimlayalim. (I, f), F doniistimleri

X y) =y H—mxy) =xy"

stirekli ve m=F o (I, f) oldugundan m siirekli bir doniigiimdiir.

Tersine olarak; m:GxG — G doniistimii siirekli ise; (G, e) 'nin bir
(X, y) = mxy)=xy"

topolojik grup oldugunu gosterelim. Bunun i¢in; F:GxG — G
(xy) = F(xy)=xy



ve F:G—G dontistimlerinin siirekli oldugunu gosterirsek ispat biter.
Xx— f(X)=x"
V C G keyfi bir agik kiime olsun. F*(V) *nin a¢ik oldugunu gosterelim.
(x,y) € F (V) keyfi alaim. F(x,y)=xy eV dir. m(x,y )=xy €V ve m siirekli

oldugundan (x,y ') €m (V) dir. V CG acik ve m siirekli oldugundan AV,.V,. € G

-1

agik kiimeleri dyleki (x,y ) €V, XV, . C m*(V) dir. Ote yandan; Teorem 1.2.5’ten V _
agiktir ve y €V ~*dir. O halde; (x,y) €V, ><V’1y,1 C F (V) olup F (V) agiktur.

Dolayisiyla F doniisiimii siireklidir.

Simdi f:G—G doniisiimiiniin siirekli oldugunu gosterelim.

X— f(x)=x"

m doniisiimii siirekli oldugundan M, =m | ({e}xG) :{e}xG — G
(e,X) —m(e,x)=x"

kisitlanmis doniisiimii de siireklidir. Ote yandan; ¢ - G —{e}xG tanimlanan
X — a(X) = (e, X)

doniistimii bir homeomorfizmdir. Gergekten; V C G bir agik kiime oldugundan

{e}xV, {e} <G *de aciktir. Ayrica, o *({€}xV) =V oldugundan « siirekli bir
m

doniisiimdiir. 1-1 ve Ortenlik agiktir. O halde; GH{G}XG;G, fi=m, o« almirsa;

M., siirekli oldugundan, f doniisiimii sirekli ve Vx€G icin f(x)=x" dir.



Teorem 1.2.6: (G, e) bir topolojik grup ve ac G olsun.

. a:G—G (sol 6teleme)
X — a(X) = ax

ii. (:6—-G (sag oteleme)
X — B(X) = xa

ii. ¢:G—G
X — p(X)=axa
doniistimleri birer homeomorfizmdir.
Sonug 1.2.7: (G, e) bir topolojik grup, AC G acik kiime ve X € G olsun. Bu takdirde;
XA, Ax, A* kiimeleri birer acik kiimedir.
Tamm 1.2.7: (G, e) bir topolojik grup ve (X, 7) herhangi bir topolojik uzay olsun.

f:GxX —X W A
doniistimii siirekli ve

(9,x) = f(g,x) =g*x
)Vg,heG ve ¥xe X i¢in g*(h*x) =gh*x
ii) e € G birim eleman olmak iizere; Vxé&€ X i¢in e*X=X kosullarini saglayan [G, X]

ikilisine bir topolojik doniisiim grubu ve G ’ye X {izerinde bir hareket grubu denir .

— az+g a,b,c,d eC ve ad —bc:to} ve

Ornek 1.2.8: G:=PGL(2,C) = {T 1 Z

X =C_, olarak alimirsa; [PGL(2,C),C_ ] ikilisi bir topolojik déniisiim grubudur.
Teorem 1.2.9: [G, X] bir topolojik doniisiim grubu ve X,y € X olsun.
"X~y & y=gx olanbir g €G vardwr. "

"~" bagintis1 X iizerinde bir denklik bagintisidir.
Tamm 1.2.10: " ~" bagintisinin olusturdugu her bir denklik sinifina bir G — yoriingesi
veya yoOriinge denir.

Bir x € X noktasini igeren yoriinge; Gx:={gx|g € G} kiimesidir.
Biitiin yoriingelerin olusturdugu kiime % veya X/N ile gosterilecektir.

Yani, % :{GX| x € X} dir. Ote yandan; % tizerindeki topoloji



01X = X4 | | - )
fonksiyonunu siirekli yapan topolojidir. Bu topoloji;
X — ¢(X) = Gx

7,={U C % ‘ »(U), X deacik} olup (%,T@) ikilisi bir topolojik uzaydir.
Tamm 1.2.11: [G, X] bir topolojik doniisiim grubu ve X,y € X olsun.

gx=1y olan bir g € G elemani mevcut ise; Gye X iizerinde transitiftir denir.
Acgikea goriiliiyor ki G, X Tizerinde transitif olarak hareket ediyorsa;
Vxe X igin Gx={gx|g € G}={y|y € X}= X dir. Bu durumda, " ~" bagmntisinin

olusturdugu tek bir yoriinge vardir.

Tamim 1.2.12: [G, X] bir topolojik doniisiim grubu ve X € X olsun.
S, ={g ¢ G| gX = X} kiimesine, X € X noktasinin sabitleyeni denir.
Sonug 1.2.13: [G, X] bir topolojik doniisiim grubu ve y € Gx olsun.
S, ve S, esleniktir.
Yani; Ayni yoriingede bulunan iki elemanin sabitleyenleri esleniktir.
ispat: S, ve S, esleniktir. Yani bir g € GiginS, = 0S,9 ™" oldugunu gosterelim.
y € Gx oldugundan 3g € G .".y = gx dir. O halde; h € S keyfi olsun. Boylece;
hes, & hy=y < hgx=gx< g hgx =X
< g'hgeS, <hegS g™
oldugundan S, C 0S,9 ' ve gS,g ' C S, dir. Dolayisiyla, S, = gS,g ' olup S, ve
Sy esleniktir.
Tamm 1.2.14: G bir grup ve H < G olsun. H alt grubunun G igindeki sol yan
siniflarinin sayisia, H alt grubunun G igindeki indeksi denir ve |G : H| ile gosterilir.
Lemma 1.2.15: [G, X] bir topolojik doniisiim grubu ve X € X olsun.
o =[c:6,
dir.
Tamim 1.2.16: X herhangi bir topolojik uzayn alt kiimesi olsun.

vxe X igin U, N X ={x} olacak sekilde X € X in bir U, a¢ik komsulugu varsa X alt

kiimesine ayriktir denir.



Ornek 1.2.17: (R, 7,) olmak iizere;

1- Z tamsayilar kiimesi ayriktir.

2- R nin her sonlu alt kiimesi ayriktir.

3- {— ne Z*} kiimesi ayriktir.

4- {l nez' } U{O}kiimesi ayrik degildir.
n

Tamm 1.2.18: n€N i¢in T" =1 vesayet T =1 ise n|k kosulunu saglayan T lineer
doniistimiine n. dereceden periyodiktir denir
Tanim 1.2.19: n € N olmak iizere; U ::{a\lg a<n, (a,n) =1} olsun.
p(n) = ‘{a|1 <a<n, (a,n)= l}‘ seklinde tanimlanan ¢ : N — N fonksiyona Euler
fonksiyonu denir.
Sonug 1.2.20: meN, m= p,"p,?...p,* ; M nin asal parcalanisi ise;

go(m):mH[1—%]:m[l—i][l—i]...[l—i] dir.

pjm

Py P, Ps

p asal

1.3. Oklid Olmayan Kristalize Gruplar

1. C= Cu{oc} genisletilmis kompleks sayilar kiimesi olmak tizere; G ile a,b,c,d e R

olmak iizere;

(A) z—>?::3; ad —bc=1
(B) za%; ad —bc=-1
+

ve

doniistimlerinin grubunu gosterelim.

Bu grup, C ’nin déniisiimlerinin bir grubudur. G nin her bir elemant
U = {Z eC:lmz> 0} iist yar1 diizleminin bir konform veya ters-konform
homomorfizmasidir.

(A) tipindeki doniisiimlerin kiimesi PSL(2,RR) ile gosterilir ve PSL(2,R)nin,



G grubundaki indeksi 2’dir. Ote yandan; Z/ *nun her konform homomorfizmasi
PSL(2,IR)de kalir.

G tizerinde bir topolojik yap1 asagidaki bigimde olusturulabilir:
R*’in M = {(a, b,c,d)eR*:ad —bc= il} alt kiimesini goz oniine alalim.
M kiimesi R*’ten indirgenen Oklid metrigi ile bir metrik uzaydir. O halde M iizerinde
R* deki Oklid topolojisinin olusturdugu alt uzay topolojisini géz dniine alalim. M alt
uzayinda (a,b,c,d) ile (—a,—b,—c,—d) noktalarimi 6zdeslestirelim. 3 doniisiimii,

G:M—=M
(a,b,c,d) — B(a,b,c,d) = (—a,—b,—c,—d)

seklinde tanimlanirsa bir homeomorfizmdir.

Bu 6zdeslik ile (3, M iizerinde 2. mertebeden bir devirli grup olarak hareket eder.

Simdi; I\%ﬁ> kiimesi lizerine bolim topolojisi koyalim. G ile h%ﬁ) arasinda

birebir ve orten bir doniisiim vardir.

f:M —>I\%5>

(a,b,c,d) — f (a,b,c,d) ==(a,b,c,d)
seklinde tanimlanan projeksiyon siirekli bir dontistimdiir. G grubunun {izerindeki

topolojiyi I\%B> tizerindeki topoloji olarak alabiliriz. Bdylece G grubunun topolojik

yapisi olusturulur. Ayrica G,Z7 iizerinde bir hareket grubu ve G’ nin de her doniisiimii
Z{ {izerinde siirekli oldugundan [G, Z/] bir topolojik dontisim grubudur.

Ustelik G, Z7 iizerinde transitif olarak hareket eder.

G topolojik grubunun, PSL(2,IR) ve G/PSL(2,IR) olmak iizere iki bileseni vardir.

G topolojik grubunun ayrik alt gruplarina, Oklid olmayan Kristalize Gruplar (Kisaca NEC
Gruplar) ad1 verilir. Bir NEC grubu PSL(2,R) *de ise; bu gruba bir Funchsian Grubu adi
verilir. Z7 iist yari diizlemi, Oklid olmayan diizlemin (hiperbolik) bir modeline asagidaki
gibi doniistiiriilebilir:

Bir yay elemanmin ds hiperbolik uzunlugu, zZ = X + 1y olmak iizere;



, X +dy® |dZ|2
- 2 - 2

y y

ds

ile tanimlanir.

Boylece pargali siirekli ve diferansiyellenebilir bir C egrisinin hiperbolik uzunlugu

I(C):zfds:fﬁmzpf\/dxzyﬂ
C C C

ve Olgiilebilir bir E kiimesinin hiperbolik alani

w(E)= [f dx?y
£ Y

olarak tanimlanir. Yukaridaki metrigin geodezikleri, reel eksene dik yar1 cemberler ve yari

dogrulardir. Bunlar hiperbolik dogrular olarak adlandirilir.

Sekil 1. Hiperbolik Dogrular

J( st yan diizlemde iki nokta arasindaki hiperbolik uzaklik, bu iki noktayi
birlestiren bir tek hiperbolik dogru parg¢asinin uzunlugudur. Bu metrikle tanimlanan
topoloji, bilinen Oklid topolojisine es degerdir. Hiperbolik uzaklik ve alan PSL(2,R) *nin
doniistimleri altinda invaryant kalir.

2) Simdi G grubunun elemanlarini yon durumlarina ve sabit nokta kiimelerine gore

siniflandiralim:

1) TePSL(2,R)/l doniisiimiiniin sabit noktalarini bulalim.
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T(z) = z denklemin kokleri T *nin sabit noktalaridir. O halde; a +§ =2z olup
CZ+
—(d—a)*4(a+d)*—4

cz’ +(d —a)z —b =0 dir. Buradan; z,, = e

olarak bulunur.

Burada {i¢ durum s6z konusudur:
) |a + d| > 2 ise; T ’ye bir hiperbolik doniistim denir.
i) |a + d| = 2ise; T ye bir parabolik dontisiim denir.
iii) |a + d| < 2ise; T’ye bir eliptik doniigiim ad1 verilir.
I1. Simdi; T € G/PSL(2,R) olsun.

az +b

O halde;
cZ +d

=2z olup czz+dz—az —b =0 dir.

Z=X+iy ve Z=X—Iy’ yi denklemde yerine yazarsak ¢(x* + y*)+(d —a)x —b =0
ve (a+d)y =0 bi¢iminde iki denklem elde edilir. Burada;

i) (a+d)=0ise y = 0 dir. O halde; cx* 4+(d —a)x —b =0
denklemi elde edilir. Bu denklemin diskriminanti;

A = (d —a)®+4bc

dir. Buradan ad —bc = —1 esitligi kullamlirsa A = (d +a)® + 4 elde edilir.
Dolayisiyla; T nin iki farkli sabit noktasi vardir ve bunlar R U{oc}iizerindedirler. Bu
durumda; T ye bir kayan-yansima denir.

i) (a+d)=0ise; c(x* + y*) +(d —a)x —b =0 esitligi geregi

T nin sabit noktalari kiimesi C = 0 ise; bir gemberdir. (a+d) =0 ve ad —bc=—-1

a 1
esitliklerinden, bu cemberin merkezinin [— : 0] ve yarigapinin — oldugu goriiliir.
C

]
Eger c=0 ise; (d —a)x —b =0 diisey dogrusu elde edilir. Bu durumda; T déniisiimiine
bir yansima adi verilir.
Buna gore G grubunun hiperbolik, parabolik, eliptik, kayan-yansima ve yansima

diye adlandirilan bes tip eleman1 vardir.
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Tamm 1.3.1: T, ve T, €G olsun.
T, =T 'T,T T, olacak sekilde bir T € G mevcutsa T, T, ye esleniktir denir
Lemma 1.3.2: T, ve T, birbirinin eslenigi ise ayni tiptendirler.

G nin eslenik elemanlarinin ayni tip oldugu gergegi kullanildiginda, doéniisiimlerin

her biri bir dogal gosterime sahiptir. Dogal gosterimler asagidaki sekilde siniflandirilir:

Eleman Tiiri Dogal Gosterim

Hiperbolik Z— Az, A>1

Eliptik 7w, Y _ g0 270 g ong
W1 Z+1

Parabolik z—z7+1

Kayan-yansima Z—MZ, A\<-1

Yansima 71— —7

1.4. Modiiler Grup ve Modiiler Grubun Q iizerindeki Hareketi

PSL(2,R) grubunun bilinen en énemli alt grubu olan Modiiler Grup

I'=PSL(2,Z) = {T 17— az+b a,b,c,d €Z ve ad —bc :1}
cz+d
dir.
Bu grup asagidaki gibi 2x 2 lik tamsayilar matrisleriyle temsil edilir:
a b
A= ] , detA=1
c d

A ve —A ayni doniisiimii temsil ettiginden s6z konusu matris negatifi ile es alinir.

Boylece, matris ve doniisiim arasinda bir ayrim yapilmayacaktir.

11
Teorem 1.4.1: I’ modiiler grubu, A*> =B*> =1 ile verilen A= [0 1] ve

0 -1
B= [ 0 ] elemanlari tarafindan turetilir.

1
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A

Q genisletilmis rasyonel sayilar kiimesinin her bir elemani X,y € Z ve (X,y) =1 olmak

X X —
lizere; — indirgenmis kesri olarak yazilabilir. — = —— oldugundan bu gdsterim tek
y -y
degildir.
. e <.
Ozel olarak; oo = 6 = — ile goOsterecegiz.

Simdi " ’nin, @ tizerindeki hareketini agsagidaki sekilde tanimlayalim.

a

|
c

b
d] el ve Vs= X icin v doniistimiinii,
y

v I'xQ—Q
(M’S) _>¢ (M,S) :¢[[

a b] x]__ ax + by

c d|'y] cx+dy

seklinde tanimlayalim.

oldugundan v doniistimii

M[X]— ax+by M[—_x]:—ax—by: ax + by

y] cx—+dy —y] —cx—dy cx+dy
« . ax+b
iyi tammlidir. Ote yandan; (X,y) =1 ve ad —bc =1 ise; oy kesri de indirgenmis
cx + dy
bir kesirdir.
Teorem 1.4.2:

i) ' nin @ tizerindeki hareketi transitiftir.

i) Q nin herhangi bir noktasinin sabitleyeni sonsuz devirlidir.

ispat: i) V

oo

C_a .. aj ¢ : y iy .
g € Q igin M (B] =3 olan bir M €T oldugunu gostermeliyiz.

€ Q keyfi alalm. O halde; (a,b) =1ve (c,d) =1 oldugundan

o |
oo

IX,yeZ.:.ax—by=1ve Ju,n€Z. . cu—dn =1 dir. Buradan;

N L O ) a y|l) _afc nl) ¢
9l x) " ld u)T b x)lo] b'ld u)lo)” g Cldugundan

g(o0) = %, h(o) :% dir. O halde; M = hg " alinirsa; M [%]:% elde edilir.
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Acikea goriilityor ki coun yoriingesi [oo] = @ dirve I' nin @ tizerindeki transitif
hareketinin tek bir yoriingesi vardir o da [oo] dir.

i) @ nin herhangi iki elemaninin sabitleyenleri I da eslenik olduklarindan oo un

b1

1
sabitleyeni olan I"_ u goz oniine almak yeterlidir. I',, = {[0 ]

a b

c d] €' olsun. O halde; M (00) = oo dir. Buradan;

dir. Gergekten; M Z[

abl—11d“d 1 0 dir. O d abel“cl“
c do—oougunana—,c— 1r. Ote yandan; c d 0o

oldugundan ad —bc =1 ve a=1,¢ =0 oldugundan d =1 elde edilir. O halde;

M=[t ° bezar van T ={[F Plbezl=(I> 1) ar e G
=lo 1l ir. Yani; I' = 0 1 =\lo 1 dir. Boylece; QQ

nin herhangi bir noktasinin sabitleyeni sonsuz devirlidir.

1.5. Modiiler Grubun Kongriians Alt Gruplar

Tanmim 1.5.1: n €Z" olmak iizere; I" nin

b
r(n) = l[i j

kongriians alt grubu denir. I' nin I'(n) temel kongriians alt grubunu igeren herhangi bir alt

a=d =1=mod(n), b=c=0=mod n] alt grubuna temel

grubuna kongriians alt grubu denir. Uzerinde en ¢ok ¢aligilan kongriians alt gruplarinin

bazilar1 agagidaki gibidir.

b
(n) = : d a=d —1mod(n),c—0modn}
L a b
[“(n) = c d a=d =1mod(n), b=0modn
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b
1“0(n):li1 cOmodn}

Fo(n):{zl b—Omodn’

a b
r,(n) =1 [C ; ]‘ b =c = 0mod n] seklindedir.

Buradan; T'(n) <T,(n) <T°(n)<T,(n)<T ve I'(N)<T*(n)<T°(n)<T°(n)<T
elde edilir. Ayrica; I'(n) <t T" dir. Dolayistyla; I'(n) grubu I',(n),I';(n) gruplarinin da alt

grubudur. Buna gore; N > 2 i¢in

IC:T,(n)|= nH[l+ %]
pin

RSNTLR & (I S
|r.r1(n)|_2]‘[[1 p2]

pln

IC:T(n)|= %31—[[1— #] dir.

pln

1.6. Imprimitif Hareket

Tanmm 1.6.1: G, X in bir transitif hareket grubu ise; (G, X) ikilisine bir transitif
permiitasyon grubu denir.

Tamm 1.6.2: (G,Q) bir permiitasyon grubu olmak iizere; «,Be€Q ve a=pf ise;
Vg eG i¢in g(a)~g(Lf) kosulunu saglayan € {izerindeki bir “~” denklik bagintisina
G — invaryanttir denir.

Bu bagintinin denklik siniflarina blok adi verilir.

Bazi 6zel (trivial) G —invaryant bagintilar:

(i) Ozdeslik Bagintisi: Vo, f € X i¢in a~f<a=f

(ii) EvrenselBagntisi: Vo, feQigina ~

Bu bagmtilar disinda bir G—invaryant denklik bagintisi varsa (G,Q) ya “impirimitif” ;

aksi halde “primitif’ tir denir.



15

Onerme 1.6.3: (G,Q)bir transitif permiitasyon grubu olsun. Bu takdirde; (G,Q)

impirimitiftir < Vo € Q i¢in o € () noktasinin sabitleyeni olan G_, G nin maksimal bir

a

alt grubudur.

Onerme 1.6.4: (G,Q)bir transitif permiitasyon grubu olsun. Bu takdirde; (G,Q)

impirimitiftir & Ja€Q icin H <G .-. G, <H <G dir.

Boylece; bir a¢eQ igin G, <H <G ise; bir imprimitif G—invaryant denklik

bagintisi vardir ve g(a) =~ g'(a) < g’ e gH ile verilir.

n>1i¢in I, <Ij(n)<T esitliginden r , Xe Q olmak iizere;
sy

LISUR.IDIN ry —sx=0mod(n) dir.
Sy

Bloklarin sayisi;

F:FO(n)|:nH(1+%] ve oo ’un blogu [oo]:{ge@:yEOmod n} dir.
pln

1.7. Graf Teori

Tamm 1.7.1: X =z J bir kiime, A C X X X bir bagint1 olsun.

G = (X,A) ikilisine bir graf denir. X in elemanlarma grafin kdseleri ve A nin
elemanlarina grafin kenarlar1 denir.

Bu durum; (a,b) € A ise; @ — b ile gosterilir.

Eger; a — b veya a<—b ise; a ve b ye bir kenar ile baglanmistir denir.
a ve b bir kenar ile baglanmis ise; a ve b ye komsu koseler ad1 verilir.

Tamm 1.7.2: G = (X,A)bir graf ve AC X olsun. G'= (A AN Ax A) grafina kose

kiimesi A olan G nin bir alt grafi denir.

Tamm 1.7.3: a=V,,V,,...,v, =b; bir G grafininm koseleri olsun.
Vi<i<n igin V,, —V, veya V., <V, kosulu saglamyorsa; a@’dan D’ye n
uzunlugunda bir yol denir. Eger & = b ise; bu yola M — uzunluklu bir devre denir.

V, >V, >..—>V, >V, yoluna "N~ uzunluklu yénlii bir devre denir.

Ote yandan; M — uzunluklu bir devreye kisaca; bir M — gen denir.
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Ikigen Ucggen Dértgen

Sekil 2. Devreler

Teorem 1.7.4: n >3 olmak tlizere; N kenarli bir devre igermeyen grafa orman denir.
Sonug 1.7.5: G = (X, A)bir graf olsun. Bu takdirde;

X iizerinde "axb:i<a=Db veyaa=b ise; a’dan b ye bir yol vardir" seklinde
tanimlanan " ~" bagintis1 bir denklik bagmtisidir.

Tamm 1.7.5: X , "~ "bagintisinin bir denklik sinifi ise; G grafina baglanitil bir graftir
denir. Aksi takdirde; G grafina baglantisizdir denir.

Tanim 1.7.6: Herhangi iki grafin kdseleri arasinda 1-1 ve drten bir doniisiim mevcut ve bu

dontisiim komsu kdseleri, komsu kdselere resmediyorsa bu iki grafa izomorf graflar adi

verilir.

1.8. I'min Q Uzerindeki Alt Yoriingesel Graflar:

(G,Q)bir transitif permiitasyon grubu olsun. Gnin  QxQ iizerindeki hareketi

g € G olmak iizere;
f:Gx(QxQ) > (AxQ)
(9.(a, p)) > 1(9.(a, B)) =g *(a, B) = (9(), 9(B))

seklinde tanimlanir.

Bu hareketin yoriingelerine G nin alt yoriingeleri denir ve (a, 3) y1 igeren alt yoriinge
O(«, B) ile gosterilir. O(cv, 3) yoriingesinden bir & (v, 3) alt yoriingesel grafini
asagidaki sekilde elde ederiz:
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* Qnn elemanlart &(a, 5) nin koseleri,

** (v, 3) nin kenarlart (&,b) €O(a, ) nin elemanlaridir. (a,b)eO(a, B) olmas
a—b ile gosterilir.

Agik olarak; O(3,«) da bir alt yoriingedir ve O(cy, 5) ile O(5, ) yoriingeleri ya esittir
ya da ayriktir. O halde;

(i ) @) (a p ) =0 ( p.a ) ise; &(a, B3)grafinin &(53, ) grafindan farki oklarin yonleridir.
Bu graflara Eslesmis graf adi verilir.

(ii)O(a, ,B) = O(ﬂ, a) ise; &(a,B)ile &(5,a)yaKendi-eslesmis graflar adi verilir. Bu
durumda a <> b dir. Bu durum; a—b ile de gosterilir.

Onerme 1.8.1: & bir (G,Q) transitif permiitasyon grubu i¢in bir alt yoriingesel graf
olsun. Bu takdirde;

i. G, & nin otomorfizmalarinin bir grubu olarak hareket eder.

ii. G, ¢ nin koseleri lizerinde transitif olarak hareket eder.

iii. ¢ kendi eslesmis bir grafise; G, & nin ardisik koselerinin sirali giftleri tizerinde

transitif olarak hareket eder.

iv. G, & nin kenarlari iizerinde transitif olarak hareket eder.
Ornek 1.8.2: O(c, ) ={ (7,7) "y €}, 2% nin kdsegenidir. Buna karsilik gelen

graf trivial graf diye adlandirilan, & («, ) grafi kendi eslesmistir. Bu durumda; her bir
v € () kosesinde bir diigiimden varmus gibi diisiiniilebilir. Genel olarak trivial olmayan
alt yortingesel graflar1 inceleyecegiz.

Simdi; [ nin @ iizerindeki hareketi ile olugan alt yoriingesel graflari inceleyelim:
I' nin @ tizerinde transitif olarak hareket ettiginden v € Q olmak tizere;
g(a, B) = (00,V) olan bir g € G vardir. Dolayisiyla her bir O(c, 3) alt yoriingesi bir
(00, V) ¢ifti igerir. Yoriingeler ya esit ya da ayrik oldugundan O(c, 5) ve O(oo,V) ayni

yoriingeyi temsil eder. Yani; O(a, 3) = O(co, V) dir. v e Q oldugundan
u u

v=—,n>0, (u,n) =1 bigimindedir. O(co,Vv)=0(c0,—) alt yoriingesini O(u,n)
n n

(veya O, , ) ile buna karsilik gelen alt yoriingesel grafi da &(u,n) (veya &, ) ile
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1

gosterecegiz. V=00 = 5="0 oldugu durumda &, = &, ; trivial alt yoriingesel

graflar1 elde edileceginden biz V € Q varsayalim.
Teorem 1.8.3: V,V'€ Q olmak iizere; O(o0,V) =0O(oo,V) <V ve V', I'  unaym

yoriingesindedir. Yani; g(V) =V' olacak sekilde bir g € I"__ mevcuttur.

Sonug 1.8.4: O(c0,~) = 0(c0,—) <n=n"ve u=u'(n) dir.
n n

. u u' .
Dolayst ile O(oco,—) ve O(oo,—)alt yoriingelerine karsilik gelen gum ve gun alt
n n
yortingesel graflari i¢in de 9:,,,] = Ql:n < N=n" ve u=u'(n) dir.

rx ro x ro x
[—,—]eoun oldugunda — — — veya — — —c &, dir.
Sy ’ sy sy ’

Teorem 1.8.5: Laﬁegjn < a)x=urmodn,y=usmodn, ry—sx=n veya
S ,
b)x=-urmodn,y=-usmodn, ry—sx=-n dir.
Sonug 1.8.6: u® £ —1(n) ve uv=—1(n) olsun. Bu takdirde; &, , ile &, eslesmistir.
Sonug 1.8.7: &, , kendi eslesmistir <> u® =—1(n) dir.

Tanm 1.88: uune N, meN,m>2 ve a,4a,,..,4, € F,, olmak iizere;

N

VX, y € Aigin X=a, — a, —...— a, =Y olan sonlu bir yol varsa; Fu,n nin A alt

grafina baglantilidir denir .

Aksi takdirde; F,, nin A alt grafina baglantisizdir denir.

Sekil 3. Baglantil1 Graf
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Sekil 4. Baglantisiz Graf
1.9. Farey Grafi

9,1,1 koseleri @ olan bir alt yoriingesel graftir. Burada; g‘;,n — 911 oldugundan

u=n=1dirve 1* = —1(1) oldugundan g’l,l kendi eslesmistir. Bu yiizden; 9’1,1 i

yonlendirilmemis bir graf olarak diisiinebiliriz.

r X ; .
Burada; —,— ardisik koselerdir < ry —sXx = +1 dir. Buna gore; oo ile ardisik kdseler
Sy

rl
tamsayilardir. Gergekten; —, o ardisik koseler olsun. O halde; r.0—s.1=+1, s=+1
S

. r -
dir. O halde; — = +£r € Z elde edilir. 971,1 alt yoriingesel grafina Farey dizileriyle olan
S

bagintisindan dolayi “Farey Grafi” denir ve F ile gosterilir.

Vm >1i¢in F_ Farey dizisi, terimleri artan sirada diizenlendiginde,

y|<m olangeQ

elemanlarindan olusur.

Ornegin; F,: .. 1 _103112§15 4 dir.

Acikea goriiliiyorki F CF, CF C... ve U F,=Q dir. Gergekten;
m>1
) 1, €N, i< ] olmakiizere; K CF; oldugunu gosterelim.

%e F, olsun. O halde; |b| <i < j = % € F, = R CF, elde edilir.

i) U F., CQ oldugu agiktir. (*)

m>1
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Simdi; Q C U F., oldugunu gosterelim. P € @ keyfi olsun. N dogal sayilar kiimesi
q

m>1

iistten sinirli olmadigindan Ime N -, |q| <'m dir. Dolayisiyla; P € F, elde edilir. O
q

halde; QC | JF, olur. (**). (*)ve(**)dan | JF, =Q dir.

m>1 m>1
r X
Lemma 1.9.1: — ve— € QQ indirgenmis rasyonel sayilar olsun. Bu takdirde asagidakiler
S y
denktir:
. r X . .
i. — ve— € Q, F de ardisik koselerdir.
S y
ii. ry —sx==+1 dir.

T N X .
iii. Bir meN igin — ve—, F_ de ardisik koselerdir.
s Yy

Sekil 5. Farey Grafi

Sekil 5 deki rasyonel sayilar F, iin elemanlaridir. Kolaylikla gdsterilebilir ki Sekil 5
periyodiktir ve periyodu 1 dir.
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F nin kenarlarimi 27 = {Z eC:lmz> 0} iist yar1 diizleme dik yar1 Oklid ¢emberleri
veya R ye dik yar1 dogrular olarak goz 6niine aliyoruz.

Sonuc¢ 1.9.2: F nin kenarlan &/ = {Z eC:lmz> 0} tist yar1 diizleminde kesismez.

1.10. “u,n ve Fu,n Graflan

Bu bélimde F = 51,1 Farey grafinin 6zelliklerini diger g’um alt yortingesel
graflarina nasil genisletebilecegimizi gorecegiz.
r X

—— =€, @ry—3x=in¢>ry—5xz0(n)@£mn

X
— dir. Her bir &
sy S y

u,n?

Y (n) tane alt grafin ayrik birlesiminden olusur.

Bu ~,, I invaryant denklik bagintisina gore, her bir alt grafin kdseleri bir tek blok

~

olusturur. I', Q iizerinde transitif hareket ettiginden dolay1 I" bu bloklar: transitif olarak
permiite eder. Bu da alt yoriingelerin her birinin birbiriyle izomorf olduklari anlamina

gelir. &, , nin, késeleri 0o u igeren

el

g,u,n grafi, Fu,n nin W(n) tane ayrik kopyasindan olusur.

y= O(n)} blogunda olan alt grafin Fu,n ile gésterecegiz. Boylece

Teorem 1.10.1:

ro x
——>—eF,,<a)x=urmodn, ry—sx=n veya

sy
b) x=—-urmodn, ry—sx=-n dir.
Teorem 1.10.2: I'_(n), F,, nin koselerini ve kenarlarini trasitif olarak permiite eder.
Lemma 1.10.3:

i. Fyn nin tim V késeleri icin F, , — F ,, ye T(v) =—V ile verilen fonksiyon bir
izomorfizmadir.

ii. Eger m|n ise; Fu,n nin tim V koseleri i¢in Fu,n den Fu,m nin bir alt grafina

nv
T (v) = — ile verilen fonksiyon bir izomorfizmadir.
m
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Sonug 1.10.4: F, ; nin tiim V késeleri igin Fy , den F(= &, =F,,) inbir alt grafina
f :v— —v ile verilen bir izomorfizma vardir.

Tanim 1.10.5: v,,V,,V, ii¢ kose olmak iizere;

V, >V, = V; =V, ise; buna yonlendirilmis tiggen,

V, >V, <= V; —V, ise; buna ters yonlendirilmis ticgen denir.

Kendi eslesmis grafta bu iki kavram birbirine denktir.

Teorem 1.10.6:

I. Fu,n yonlii tiggen igerir < u” £u+1=0modn

. n>1 ise; Fu,n ters yonlil tiggen icermez.



2. YAPILAN CALISMALAR, BULGULAR VE IRDELEME

n A ..
21. T, (Ej Kongriians Alt Grubu Q(h) Uzerindeki Hareketi

h e Z sayisi hz‘ n olan 24 ’iin en biiyiik béleni ve N € Z, N >1 olmak iizere;

a b
n n
I, (—J = n ad —bc—=1,a,b,c,d € Z { grubunu ele alacagz.
h Cﬁ d h

Oncelikle; (Ej nin transtif oldugu en biiyiik kiimeyi bulalim. Bir grup, bir kiime
°\Lh

tizerinde transitif olarak hareket ediyorsa bu grubun tek bir yoriingesi vardir. Dolayisiyla,

n ] .
eger I, (H] nin o u igeren yoriingesini hesaplarsak bu aradigimiz kiime olur. O halde;

a b a b
- el e
°Lh c— d{\0)]|c= d °Lh
h h
a
= nlaceZ
C_
h
a
dir. Dolayisiyla; T, (E) grubu, @(h) = n | a,ceZ} kiimesi lizerinde transitif olarak
C_
h
a
hareket eder. Simdi; 1 (ﬂj nin @(h) — n |l a,c ez | tizerindeki hareketini
o] h -

tanimlayalim.
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o, (ij@(h) NG

b b n

a b X a X a X ax+byh
L L s P D e P L T n
2 n i n 2 n nge
yh h yh h yh chx+ yh

seklinde tanimlanan doniisiim, @(h) tizerinde bir hareket grubudur.

Gergekten,;

a b)y(fp g 0 X A
) V| p , el (—j ve V— e Q(h) i¢in

c— d||[r— s h yﬂ

h h

a b a b a byfa b
AT Y X | dir.
c— djf|lc—= d n c— dj|lc— d n
2 h y h

10 n X - 1 0) «x X

||) e= [O 1] € Fo (Ej 1@11’1 ve VF S Q(h) 1g:1n (0 1) y—n = F dir.
h h h
Dolayisiyla; T, [Ej grubu @(h) lizerinde hareket eder.
ax + by —
NOT: X . Q(n) indirgenmis formda bir kesir oldugundan n—hn kesri de
yﬂ C—X+dy—

h h h

indirgenmis formda bir kesirdir. Ayrica X _ - oldugundan bu gosterim tek tiirlii
n n
n

belirli degildir.

n n n n
Gercekten; | X,y— |=1ise | ax+by—,c—x+dy— [=1 dir.
ercekten ( yhj ( yh N yhj

ispat: (ax+byE cﬂx+dyﬂj=n>1 olsun. O halde; n|ax+byE ve n|cﬂx+dyE
par h"“h™ h | ’ h '



25

n n n
dir. O halde; 3k,l e Z..ax + byﬁ =nk ve CHX + dy—=nl dir. Buradan; birinci
esitligi d ile ikincisini —b ile carpip alt alta toplarsak

n n n
d /ax+byH=nk : —b/cﬁx+dyﬁznl = X =nt olup N|X dir. Eger; birinci
esitligi CH ile ikincisini a ile ¢arpip toplarsak

cﬂlax+byﬂ—nk a/cﬂx+dyﬂ—nl = yﬂ—nu olup n|yE dir. Dolay1siyla;
h h h" " h h poo R

n|(x, y%) =1 dur.

n
Teorem2.1.1: VT el (—j igin I' | (Ej =TI, (Ej T dir.
h h T () h 0

. n A A n
Ispat: ', (Ej' Q(h) tizerinde hareket ettigi igin we Q(h) ve T €I, (Ej icin

n n A
I, (—j =TT, (H) T dir. O halde; Q(h) nin herhangi iki elemaninin sabitleyeni,
T(w) w

n
I, (H) grubunda esleniktir.
Teorem 2.1.2: @(h) nin herhangi bir noktasinin sabitleyeni sonsuz devirlidir.

. n LY . .
Ispat: T, (H), Q(h) tizerinde transitif oldugundan oo un sabitleyenine bakmak

n 11
yeterlidir. Yani; I'; (Hj =<[O J> oldugunu gosterelim.

a b " a b 1 1
el" | — | keyfiolsun. O halde; = oldugundan
g (hj 4 e~ d (0] (Oj =
h
a b 1 b
a=1 c=0,d =1 dir. O halde; n = , beZ dir. Buradan;
c— d 01

h
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B B E R

Biliyoruz ki (G,Q) bir transitif permiitasyon grubu ve G, < H <G olmak iizere;

Q iizerinde g(a)~h(a) < g heH ile verilen “~” bagmtis: bir G invaryant

impirimitif denklik bagmtist idi. O halde; v~w<>g~hel (n) dir.Burada;

ol
T, (El <T,(n)<T, (Ej dur.

A n
Simdi; Q(h) tizerinde bir T’ (Hj invaryant denklik bagintisi elde edelim:

ad —bcn=1,a,b,c,d € Z} grubunu gdz dniine alalim. N >1 igin

r X A n
V= _n’W - e Q(h) igin g(0) =V,h(0) =w olan g,heT, (Hj vardir. Boylece;
Si —
h yh
r * X *
g=| n vh=| n formundadir. Buradan,
s— * y— *
h h
* * X * * *
r X o
V=—-r=W=—"">-0 h= n n = n n eFo(n)
Sl yﬂ —-Ss— rjly— * ry——sx— *
h h h h h h
n n
< ry——sx—=0(n
Yo TSy (n)
< ry —sx=0(h)
elde edilir.

Simdi bu denklik bagintisinin dogurdugu bloklarin sayisini hesaplayalim:

Teorem 2.1.3: Yukarida tanimlanan “~" denklik bagmtisinin tam h tane blogu vardir ve

bu bloklar | 1 ke{0,1,2..,h-1} seklindedir.

k"
h
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ispat: in e Q(h) keyfi olsun, in ~- olan bir tek k < {0,1,2..,h -1} sayismin

b p? k1
h h o h

. n
mevcut oldugunu gosterelim. (a, bﬁ) =1 oldugundan
n
EIp,IeZ.'.ap—blﬁzl ™

n
dir. Buradan; h’|n oldugundan u e Z.-.n=h’u = —=hu selindedir. O halde; (*)

beZ
esitliginin her iki tarafinin hya gére modunu alirsak ap =1(h) = apb = b(h) dir ve

pb =k(h) olan bir tek k €{0,1,...,h —1} mevcuttur. O halde;

ak =b(h) = ak —b =0(h) olur. Bu ise bize; & _ 1 oldugunu soyler.
(AL
h h

Sonug 2.1.4: ‘FO(EJ:FO(H) =h dur.

1 0
Ispat: C:= {k n 1} ke{0,12,...h-1} + kiimesinin koset temsilcilerinin kiimesi oldugu

aciktir.

Ayrica; T, (n) <I, (%) oldugundan I, (EJ = U ¢l (n) oyleki ¢, eC
ief

0,..,h-1}

seklindedir.
n " ..
22. T, (Hj min (Q(h) Uzerindeki Alt Yoriingesel Graflari
n N A
r, (Hj , Q(h) iizerinde transitif olarak hareket ettiginden U,V € Q(h) i¢in

dgel, (Ej g(u) =oodir. g(v) =w dersek; g(u,v)=(c0,w) olur. Ote yandan;
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g(u,v) € O(u,v) ve g(u,v) = (o0,w) € O(o0,W) oldugundan O(u,Vv) = O(co, W) dir.

A u n u
ve Q(h) oldugundan v=——, (u,n, E) =1 seklindedir. (o0,V) = (oo, —n) ¢iftini

n n,—

n
" h h

n n, .
iceren alt yoriingeyi O (u, n, E) ve bu yoriingeye karsilik gelen grafi da G(u,n, H) ile

gosterecegiz.
V =00 durumunda; G(1,0) = G(-1,0) trivial alt yoriingesel graftir. Simdi; V # o0

durumlarini inceleyelim.

Onerme 2.2.1: V,We Q(h) olmak iizere;

n
O(o0,V) =O(0, W) = v,w; I, (Hj un ayni yoriingesindedir.

0

. n
Ispat: O(o0,V) =0O(o0,W) olsun. g(v) =w olan bir g €T, [Hj oldugunu gosterirsek

o0

ispat biter. (00,Vv) € O(o0,V) igin (o0,V) € O(c0, W) dir. O halde;

dgel’, (E) . g(0) =00 ve g(v) =w dir. g(o0) =00 oldugundan g €, (Ej olup

0

A n
ispat tamamlanir. Tersine olarak; V,w e Q(h), I, (Hj un ayni yoriingesinde olsun. O

o0

n
halde; 39 €T, (Ej Sg(v)=wdr. gel, (Ej oldugundan g(o0) =oco dir.

Dolayisiyla; O(o0,V) =O(o0, W) dir.

u u n n n .

Sonug 2.2.2: O(o0,——) =0(0c——) < u=u'(n,—) ve n,—=n_ '— dir.

n N h h h

nO N nO N

h h
. A . u u' n 5
Ispat: v,w e Q(h) oldugundan v = — W= — dir. gel, (—j oldugundan

n,— n,'— h/e
h h

1 k
g :( 1) kK € Z formundadir. g(v) =w oldugundan
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u u' u+kn n u'
1 k °h
ni|= n|= = n
0 1)in— n '— n n'—
°h °h N, — °h
h
1 n 1 1 n n In
dir. O halde; U =u'+kn,—, n, =n, " dir. Dolayisiyla; u=u'(n,—), n,—=n,'— dur.
h h h h
Tersi aciktir.
u u' n n n .
Sonug 2.2.3: G(00,——) =G(0,——) < u=u'(n,—)ve n,—=n_ '— dir.
n n h h h
noi nO o
h h

n n
Gosterim: Euler fonksiyonu; U = {u| (u,n, H) =l,u<n, H} olmak tizere;

> |

o

u|(u,n0 Ejzl, u< noE
h h

n n n

Sonu¢ 2.2.4: U€U  olmak iizere; toplam O(i]( ) tane farkli Q(u,no H) alt

n
°h

yoriingesel grafi vardir.

n
o(n, H) = seklindedir.

Teorem 2.2.5:

n
a) xEur(nOHj, ry —sx=n,

n
T x : g(u,no —j da bir kenardir <>
sﬂ yn h b) x = n B
h h ) X=-ur noﬁ , Ty —sX=-n,

. n r n
Ispat: Ln_)in g(u,noﬁj da bir kenar olsun. O halde; _nin eO(u,noEj

S— — S— y—

h yh h yh

n r u X
dir. Dolayisiyla, 9 € I, (Ej g (oo) =— ve ¢ — = dir. O halde;

s— n,— —
h °h yh



a
n
h

a

c

n
h

a

c

n

C_

h
a

n
h

c

esitliklerinden birini verir.

(1) esitligini goz dniine alahm.

a

n
C_
h

b1 wu
d| O noE
h
b1 u
dj|o noE
h
b1 u
dj|o noE
h
b1 u
dj|o noE
h

bY1 u

d||0 n —

r

n
S_
h
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X
n (1)
’h
—X
n (1)
_yH
X
n ()
’h
—X
n . (1V)
_yH
X
n | oldugundan
’h
X
yn dir. Buradan; a=r, C=S§, qur(nogj dir.

Her iki tarafin determinantini alirsak ry —sx =n_ elde edilir.

(Il esitliginden benzer sonuglar elde edilir.

(1) esitligini goz niine alahm.

n
C_
h

b1 wu
djo noE

h
au +bn, —

ucﬂ+dnoE
h h

elde edilir.

n | oldugundan

n
n | dir. Buradan a=-r, c=-s§, XE—ur(nOHj
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Her iki tarafin determinantini alirsak ry —sx =—n_ elde edilir.

(1V) esitliginden benzer sonuglar elde edilir.

Tersine olarak;

L n
Farz edelimki X=ur|{ n_— |, ry —sx=n_olsun.
(o] h (o]

r X n . . . )
) — W g (U, n, Hj da bir kenar oldugunu gosterelim.

Si J—
h yh

n n
X= UI’(I‘]o E) oldugundan It e Z..X=ur +1tn H ve ry —sx =n, dir. Simdi;

,
g(oo):—n ve g
Si
h
r t 1
n y-us
n

determinant1 alinirsa;

n, h
r t

g.= sﬂ y—-Us
h n

X n
—3 olanbir g eI’ (Hj oldugunu gosterelim.

ni .
°h yh

ve ry —sx =n, oldugundan her iki tarafin

(ry — SX) :{r[ Y- US] —st EJ =1dir. Dolayisiyla;

0

Benzer sekilde b) elde edilir.

n n
Sonug 2.2.6: U° = nO(no Hj ve uv = —1(n0 Hj olsun. Bu taktirde;

n n
g(u,noﬁj ve Q(V,I‘lo H) eslesmistir.

. X r n :
Ispat: T Q(u, n, Hj da bir kenar olsun.

h °h
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n
a)r= ux(no H) SX—ry=n, veya
n
b)r= —UX(I‘I0 E)’ SX —ry =—n, dir. Farz edelim ki &) sikki dogru olsun.
n n n . .
r= ux(no H) oldugundan VI = VUX[I’I0 Hj =>Vr= —X(n0 Ej dir. Yani;
n : . o
X =-Vr (no Hj' ry —sx =n, dir. Benzer sekilde D) i¢in de gosterilir.

. u u
Ote yandan; O(oo, —n) N O(—n ,00) = dir. Farz edelim ki
n — n —

°h °h
u u u u :
O(oo, —) O(— ) # & olsun. O halde; O(oo, n) =0O( - ,00) dir. O halde;
— n,— n,— n,—
h h h
JgeT (5) (oo)_—, g(—) =0 dir. Yani; g(eo,——) = (——, ) dir.
h n n n
07 noi noi noi
h h h h
a b)1l wu u -1 a au+bn — u -1
Buradan; = olu =
cE dj|l0 n n n 0 P n 0
h °h h C— uc—+dn — h

—u
dir. O halde; a=u, c=1, d =— dir. Dolayisyla;
n

0

a b u b
n =ln -u|=g€el, (Ej dir. detg =1 oldugundan
CH d n n—o h
-u* o n N 2 ny oo
—— bﬁ =1=u’ +bn, - =—n, elde edileceginden U” =-n, (no Hj celigkisi elde

0

u u .
edilir. Dolayistyla; O (oo, —n) N O(—n ,00) = Jdir.

n, — n, —
h h
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n n .
Sonug olarak; G (U, n, H) ve Q(V, n, Hj eslesmistir.

n . . 2 ny .
Sonu¢ 2.2.7: G u,noﬁ kendi eslesmistir <> U° =-1 n"H dir.

. n u u
Ispat: Q(u, n, E) kendi eslesmistir. Bu takdirde; O(co, —) = O(— o) dir.
n J— .

° h
a b " a 1
O halde; 3| np el | —| oyleki | n n dir.
c— d (hj c— df|o n— -0
h
Buradan;
a au+bn — u 1 ’
L dir.OhaIde;a=u,c:n0veu2+bnoH:1,
c— cu—+dn — h

uc% +dn, % =0 :%(uc +dn,)=0=uc+dn, =0=d =—u dir. Buradan;

a b u b u b

dir. Biliyoruz ki det
—u n

n n n =1 oldugundan
c— d n,— ,— —u
h h h
2 n . 2 n .
-u” —bn, H =1 dir. O halde; u” = -1(n, H) dir.

n n
Tersine olarak; u®=-1(n, H) olsun. Bu takdirde; 3k € Z ..u° = —knoﬁ—l dir.

u k
n "
—u’ - kn,— =1 dir. Buradan; n el (Ej olur. Ote yandan;
h n— -u h
h
u k 1 u u k u 1 1 o
= ve = = 1r. Yani;
n, T ullo n, n n, L n, n 0 0
h h h h
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u u n . ..
O(OO,—n) = O(—n,OO) olup Q(U, n, Hj kendi eslesmistir.

noi noi
h h

n
2.3. Q(U, n, E) ve F (U, n) Graflan
n
Bu bolimde G (U, n, E) alt yoriingesel grafinin, kdseleri oo 'u igeren

X N
[o0] = {% e Q(h)

X,y € Z} blogundan olusan alt grafim1 F(u,n) ile gosterecegiz.

Kisalik olmasti igin F(u,n) ’yi Fu’n ile gosterecegiz. Ayrica; Farey grafi ile F1,1 grafi

aynidir. Simdi Fu,n ’de kenar olma sartlarini verelim.

r X
Lemma23.1l: ——>—ekF <« a) x=ur(n), ry-sx=1 veya

snyn

n

b) x=—-ur(n), ry—sx=-1
dir.
Ispat: Teorem 2.2.5° ten agiktir.

Teorem 2.3.2: // iist ya1 diizleminde, F,, alt grafinin kenarlar1 kesismez.

u

Teorem2.3.3: I, (n) , Fu’n nin koselerini ve kenarlarini transitif olarak permiite eder.

Ispat: Oncelikle T, (n) nin Fu,n nin koselerini transitif olarak hareket ettigini gosterelim.

A

n
V,We [oo], F, ., niniki kdsesi olsun. T, (H)'@(h) iizerinde hareket ettiginden

u,n

a b
n _ r X
39=| n el (—j.’.g(v)zw dir. v,w €[] oldugundan v =—,w=—
CH d h sn yn

a b
r X
seklindedir. Bu durumda; g(V)=wW=| n = oldugundan
CE d [\sn yn

n
crﬁ +dsn = yn =>cr +dsh = yh = h|c dir. Dolaysiyla; g €T, (n) dir.

Yani; T, (n), [OO] nin koseleri lizerinde transitif olarak hareket eder. Ayrica;
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g :[oo]—)[oo],g el O(n) birebir ve oOrtendir. Dolayisiyla; g koseler tizerinde bir
permiitasyondur.

Simdi; I, (n) nin Fu,n nin kenarlarini transitif olarak permiite ettigini gosterelim.

L BN F,, ve 2 — S e F, , iki kenar olsun. Buradan;
sn yn ’ bn dn ’
L,i ,(i,ij O(oo,noﬂ) dir. O halde;
sn yn /) \bn dn h
k| n r a ¢
X
Jh = el | —|.9g(—,—)=(—,—) dir. Yani;
mY °(hj g(sn yn) (bn dn)
k |

r X a c n
= oldugundan mr— +tsn =bn= h| m dir. Dolayisiyla;
sn yn bn dn h

n
gel, (n) elde edilir. Diger taraftan; her g €', (HJ doniistimii kenarlar kiimesinden

kenarlar kiimesine bir permiitasyondur. Sonug olarak; I"; (n), F, , nin kenarlar1 {izerinde

transitif olarak hareket eder. I", (n), F, , nin koselerini transitif olarak permute ettiginden

her bir koseye farkli koseler karsilik gelir. Boylece; farkli kenarlara, farkli kenarlar karsilik
gelir.

Teorem 2.3.4: V, F, | de bir kése olmak iizere;

T(v) =—V ile verilen doniisiimii Fu,n - F_u’n bir izomorfizmadir.

Ispat: F,

u,n

X
nin koselerinin kiimesi [oo]n = {—
yn

X,y € Z} ve F—u,n nin koselerinin

kiimesi [o0] =[oo] dir. T(v) =—v fonksiyonunun, oo | kiimesi iizerinde birebir ve

. . a c
orten oldugu agiktir. Simdi T nin yap1 koruyan oldugunu gosterelim. b— - d_ ek,
n n ’

olsun. O halde; X =Fur(n), ry —sx =7F1 dir. Farz edelimki Xx=ur(n),ry—sx=1

olsun. Yani; ¢ =ua(n), ad —bc =1 dir. Buradan; —¢ = —(-u)(-a)(n), (-a)d —bc=-1
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—a —C
dir. Dolayisiyla; o — an € F_, , elde edelim. Benzer sekilde; X =—ur(n),ry —sx=-1
n n ’

kabul edilerek ayni sonug elde edilir. Sonug olarak; T doniistimii bir izomorfizmadir.

., Din bir kdsesi olmak

Teorem 2.3.5: V, Fu’n de bir kdse olmak iizere M

n ise; V,F’

tizere; T (V) = — ile verilen doniigiim F,  den F, = nin bir alt grafina bir
m , ,

izomorfizmadir.

Ispat: Fu,n nin koselerinin kiimesi [oo]n ve Fu’m nin koselerinin kiimesi [oo]m dir.

nv e
T: [oo]n - [oo]n , T(V) = — déniisiimiiniin birebir oldugu agiktir. T yap1 koruyandir.
m

r X r X

V=——>—=weF olsun. T(V)=— — —=T(wW) € F, , oldugunu gérelim. Farz
’ sn yn ’

snyn o
edelim ki Lemma 2.3.1 (a) saglansin. Bu durumda; X =ur(n),ry —sx =21dir. m|n
. r X . .
oldugundan X =ur(m), ry —sx=1 dir. — — —F, _ dir. Benzer sekilde Lemma 2.3.1
sm ym "

(b) sikki i¢in de yapilir. Bu bize; T nin den Fu’m ye bir monomorfizma oldugunu

u,n

soyler. Dolayisiyla; Fu,m nin bir alt grafina izomorfizmadir.
Sonuc 2.3.6: Yukaridaki Teoremde N =1 alinirsa; Fu’n nin biitliin koseleri i¢in

f :v—nv ile verilen déniisiim Fu,n den |:1,1 nin bir alt grafina bir izomorfizmadir.

Lemma2.3.7: F, ’de higbir kenar, Rez =1 dogrusunu kesmez.
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ispat: 00 o0

Sekil 6. Fu n Grafi

) . F X r X r X o
Farz edelim ki —,—eF ; —<1<— ve — — — kosullarm: saglayan iki kose
sn-yn """ sn yn  sn o yn

r X r X ..
olsun. O halde; — <1< — esitsizligini N ile ¢arparsak — <N < — dir. Ote yandan;
sn yn S y

r X ro x
— — —oldugundan ry—sx=-1 vyani; ——>—eFdir. Bu ise; co—>neF ve
sn yn sy

r X
— — — € F oldugundan bu iki kenarin F de kesismesiyle ¢elisir. Dolayisiyla;
S Y

r X

— —c Fu koseleri Rez =1 dogrusunu kesmez.

snyn "

3n+2 - 3n+2 3n-1

—— e F , kosesi; > olmak
3(n+1) 7 3(n+1)  3n

Lemma 2.3.8: Vne NuU {0} igin

3n+2 3n-1
_)
3(n+1) 3n

lizere; sartin1 saglayan en uzak kosedir.

. X 3n-1
Ispat. — —
3y 3n

€ F, olsun. O halde; nx—y(3n-1)=1ve 3n-1=x(3) dir.

Buradan y =

. ve X=2(3) =3k eZ .. x=3k + 2 dir. O halde;
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~n@Bk+2)-1 3nk+2n-1
3n-1 3n-1
olmalidir. Buradan; k =n(3n—1) dir. O halde; 3l € Z ..k = (3n—1)I + n olup

dir. y € Z oldugundan 3nk +2n—-1=0(3n-1)

y=3nl+n+1dir. f:NU{0}— Q fonksiyonunu VI e N U {0} igin

3(@Bn=-DI+n)+2

olarak tanimlayalim. VI e NU0¢ icin f'(1) <0
33nl+n+1) g {0} isin £

f(1):=

oldugundan f fonksiyonu azalandir. Dolayisiyla; maksimum degeri | = 0 noktasinda alir.

3n+2 o
O halde; f(0) = — dir. Buradan; Xx=3n+2 ve y =n+1 elde edilir. Dolayisiyla;
n+
X 3(h+1)-1 .
3y  3(n+1) '
.. 3n+4 . . 3n+1 3n+4 .
Lemma 2.3.9: VneN igin € F,, kosesi; > olmak tizere;
3(n+1) 3n  3n+3
3n+1 3n+4 vl
- sartini saglayan en uzak kosedir.
3n 3n+3
. 3n+1 X :
Ispat: 3 — 3y olsun. O halde; y(3n+1) —nx=1ve X=3n+1(3) =>x=1(3) dir.
n y
nx +1 o
O halde; y = P~ vex=13) =3k € Z .. x=3k +1 dir. Ote yandan;
n+

_nx+1 nEBk+1)+1
3n+1 3n+1

k=n+1(3n+1) olup 3l € Z ..k =(Bn+1l + n+1 dir. O halde;

ve Y € Z oldugundan 3nk + n+1=0(3n+1) dir. Buradan;

= nB(En+l+n+1)+1)+1

=3nl +n+1dir. f:VIeNU{0} >Q
3n+1

3(Bn+)l+n+1)+1
fonksiyonunu VI e NU {0} icin f(1):= (Gn+Hl+n+1)+ olarak tanimlayalim.

3(3nl +n+1)

VieNuU {O} igin f'(I) >0 oldugundan f fonksiyonu artandir. Dolayisiyla; minimum

3n+4
degeri | =0 noktasinda alir. O halde; f(0) =
3n+3

dir. Buradan; | = 0oldugundan
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o X 3(n+)+1 .
Xx=3n+4 ve y=n+1 elde edilir. Dolayisiyla, — = —————— dir.
3y  3(n+1)
3n—-1 3k +1 3n-1
Lemma 2.3.10: , ke Nu {O} ,ne N/ kiimesinde elemanini
3n 3k 3n
3k +1 o . :
elemanina birlestiren en kisa yoldaki kenar sayist n+ Kk +1 dir.
. 3n-1 3k +1
Ispat: 2 ve 3 k,ne NuU {O} koselerini birlestiren en kisa uzunluklu yol L
n
3n-1 3k +1 o ,
olsun. 3 <1< oldugundan Lemma 2.3.10 dan agik¢a goriiliiyor ki
n
. 3n-1 1 1 2 5 8 11 3n-1
lim =lve - — o> ———— yolu; n+1 kenardan
>+ 3 0O 3 3 6 9 12 3n
. . 3k+1
olugur. Diger taraftan; lim ” =1 ve
k—+00
4 7 10 13 3k +1
——> s — S — > yolu; k —1 tane kenardan olusur. Buradan;
3 6 9 12
3k+1 0 7 4 1 1 2 5 8 1 3n-1
S R S e e i S S i e e SRR dir.
3k 9 6 3 0 3 3 6 9 12 3n
k-1 tane 1ltane n-+ltane
Sonug olarak; N+ K +1 tane kenar vardir.
o0 00

o e

N e/ ‘W\
- /

W y i ‘I

1

Sekil 7. F ; Grafi
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3n-1 3k +1
3n 3k

Lemma 2.3.11: X ::{

ke NuU {O} Ne N} olmak tizere;

d: X xX —>R"U{0} fonksiyonu, V(x,y)e X x X igin

d(x,y)="xile y yi birlestiren en kisa yoldaki kenar sayis1"
seklinde tanimlanirsa; d fonksiyonu, X kiimesi iizerinde bir metriktir.
Ispat: i) V(X, y) e X x Xigin d(X,Yy) >0 oldugu agiktir.
i) V(x,y)e X x Xigin

d(x,y)=xiley yi birlestiren en az kenar sayis1
=y ilex 'yi birlestiren en az kenar sayis1 = d(y, X)

dir.

i) d(X,y) =0 olsun. O halde; “X iley yi birlestiren en az kenar sayis1” sifirdur.
Buradan; X =y dir. Ciinkii; X kiimesinin herhangi iki elemant birbiri ile birlestirilebilir.
Tersine olarak; “ X ile y "yi birlestiren kenar sayis1” sifir ise; tamim geregi d(X,y) =0
dir.

Yani; d(x,y)=0< x=y dir.

iv) VX,y,ze X igin d(X,y) <d(x,z)+d(z,y) dir. (*)

Gergekten;

a) x=y =2z ise; (*) esitsizligi saglanir.

b) x=y = zolsun.

d(x,x) <d(y,z)+d(z,y)=0<d(y,z) olur. Dolayisiyla, (*) esitligi saglanr.
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¢) x=y=2z ise; (*) esitligi saglanir.
b) sikkina benzer sekilde yapilir.
d) x=z =y ise; (*) esitligi saglanir.
b) sikkina benzer sekilde yapilir.

e) X # Yy # z olsun. Bu durumda; asagidaki kosullar: incelemek gerekir:

73, o=~
NN BNy \\W\
.
R YA

1

Sekil 8. F, ; Grafinda bir yol

1
1) 3 <X<y<z<1olsun. Farzedelimki d(X,y)=u, d(z,y) =t olsun. O halde;

Sekil 8 den d(X,z) =u +t dir. O halde; d(X,y)<d(x,z)+d(z,y)=u<u+t+t

oldugundan (*) esitsizligi saglanir.

1 1 1 1
2) —<x<z<y<l,—<y<x<z<l, —<y<x<z<l, —<y<z<x<l1,
3 3 3 3
1 1 : .
§< Z<y<x<l, §< Z < X< Yy <1 kosullar1 da 1)’dekine benzer sekilde yapilir.

4
I l<x<y<z< 3 olsun. Farz edelim ki d(x,y) =u, d(z,y) =t olsun. O halde;

Sekil 8 den d(X,z) =u +t dir. O halde; d(X,y)<d(x,z)+d(z,y)=u<u+t+t
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oldugundan (*) esitsizligi saglanir.

4 4 4 4
4) 1<x<z<y<§,l<y<x<z<§,1<y<x<z<§,l<y<z<x<—,

4 4
l<z<y<x< g yl<z<x<y< E kosullar1 da 3)’dekine benzer sekilde yapilir.

N - -o 7T,

\ e o ‘W\
~ G

W y ALY .

1

X 1 Z ﬂ
y 3

Sekil 9. F, ;Grafinda bir yol

1 4
5) §< x<l<y< z<§ olsun. Farz edelim ki d(X,y)=u, d(z,y)=t olsun. O halde;

Sekil 9 dan u >t ve d(X,z) =u—t dir. O halde;

d(x,y)<d(x,z)+d(z,y)=u<u—t+t=uU oldugundan (*) esitsizligi saglanr.

1 4 1 4 1 4
B) —<X<l<zZ<y<—,=<y<l<x<z<—,—=-<y<l<z<Xx<—,
3 3 3 3 3 3

1 4 1 4
g <z<l<x<y< 5 g <z<l<y<x< g kosullar1 5)’dekine benzer sekilde yapilir.
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PES o
TN s Y
m\ﬁ\ o e

1

Sekil 10. F, ;Grafinda bir yol

1 4
7) §< x<y<l<z <§ olsun. Farz edelim ki d(x,y)=u, d(z,y)=t olsun. O halde;

Sekil 2.10 dan t >u ve d(x,z) =t —u dir. O halde;

d(x,y)<d(x,2)+d(z,y) >u <2t —u= U<t oldugundan (*) esitsizligi saglanir.

1 4 1 4 1 4
8) —<X<Z<l<y<—,—-<y<z<l<Xx<—,—-<y<x<l<z<-—,
3 3 3 3 3 3

1 4 1 4 , ,
5 <zZ<y<l<x< g, g <z<x<l<y< 5 kosullar1 da 7)’dekine benzer sekilde

yapilir. Dolayisiyla; VX, Y,z € X i¢in d(X,y) <d(x,z)+d(z,y) oldugundan d, X
tizerinde bir metriktir.

Sonu¢ 2.3.12: n,me N, n<m olsun. Bu takdirde; X,V € X ayn1 formda ise;

3n-1 3m-1 .

X, = Y = ise;
3n 3m

« = 3n+l ~ 3m+1

" 3n """ 3m

Yani;  d(x,y)=m-n-1=
ise;

dir.
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. 3n-1 3m-1
Ispat: X ,Y, € X ayn1 formda oldugundan ya X, = = Y, = am

ya da

3n+1 3m+1
. = ’ym =
3n

seklindedir. Biliyoruz ki n,me Nve n<mise; 3k eN ..

m=n-+k dir. O halde; Lemma 2.3.10 ile Lemma 2.3.11°den d(X,y) = |m—n—]4 dir.

Sonug 2.3.13: X =] _1, mk +1 neNkeN U{O}} olsun. Bu takdirde;
mn mk |
.. mn—=1 mn+1 L.
YymeN,m>3, VneN ve vk € NU{O} i¢in o elemanlarini birbirine

baglayan en kisa yoldaki kenar sayist n+k 41 dir.
Ispat: YmeN,m>3 VneN ve vk e NU{0} i¢in

1

m—-1 2m-1 mn—1 1 m+1 mmn+1

1
—_— — e — ve —— — —
0 m m 2m mn 0 m

oldugundan icin

mn—1 mn+1 . 3 : .
, elemanlarini birbirine baglayan en kisa yoldaki kenar sayis1 n+k +1 dir.

mn mn

mn-+1 m+1 1 1 m—-1 2m-1 mn—1

e ————— — — — — e —
m ;0 m m 2m mn
k-1 nt1

seklindedir. )

( Agikca;

Sonug 2.3.14: n,r,me N,m>3, n<r olsun. Bu takdirde; X, ,Y, € X ayni formda ise;

d(x,y)=[r-n-1 dir.
. mn-1 mr-1
Ispat. X ,Y, € X ayn1 formda oldugundan ya X, = Y, = ya da
mn mr
mn+1 mr+1 . e . .
X, = Y = o seklindedir. Biliyoruz ki n,meNve n<rise; I3k eN ..

r =n+kdir. O halde; Lemma 2.3.10 ile Lemma 2.3.11°den d(X,Y) = |r -n —Zq dir.

Simdi u=1n=>5igin F alt graflarini inceleyelim:



45

o0 o0
5n-1 5n+1
5n 5n
1 4 6
— — l —
5 5 5

Sekil 11. F ¢ Grafi

5n+1 5n+6
Teorem 2.3.15. VneN i¢in € F . kosesinin gidebilecegi en uzak kose EniE ek,
: + ,
kosesidir.
. . 5n+1 . . 5n+l1 5n+6 ._
Ispat: VneN igin € F 5 kosesi; > olmak {iizere;

5n+5

5n+1 5n+6
%
5n 5n+5

on+1 S Xe F.s olsun. O halde; y(5n+1)—nx=1 ve x=5n+1(5) dir. O halde;

5n 5y

sartin1 saglayan en kiigiik kose oldugunu gosterelim.

n(5k +1)+1
on+1

_nx+1
Sn+1

5nk +n+1=0(5n+1) dir. Buradan; 5nk +k —k +n+1=0(5n+1) =k =n+1(5n+1)
nG(Gn+)l+n+1)+1)+1
on+1

5(Gn+)l+n+1)+1
5(5nl +n+1)

ve Ik e Z.. x=5k+1 dir. Ote yandan; y = , Y € Z oldugundan

=5nl+n+1

=3l eZ.. k=6Bn+)l+n+1dir. O halde; y =

olarak

dir. f:NU{0} - Q fonksiyonunu VI e NU{0}igin f(1):=

tanimlayalim. VIeN U{O} icin f'(I)>0 dir. O halde; f fonksiyonu artandir.

5(n+1)+1 5n+6
5(n+1) 5n+5

Dolayistyla minumum degerini | =0 noktasinda alir. O halde; f(0) =

olup ispat tamamlanir.
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Teorem 2.3.16: VneN igin € F ; kosesinin gidebilecegi en uzak kose

n+4
ontd € F . kosesidir.
5n+5 ~
. .. 5n-1 . . on=1 5n+4 ; 5n+4 5n-1
Ispat: VneN igin € F . kosesi, ——< olmak tizere; -
‘ 5n 5n+5 S5n+5 on

sartin1 saglayan en biiyiik kdse oldugunu gosterelim.

Si —>52—_1 e F,, olsun. O halde; nx—y(5n-1) =1 ve 5n-1= x(5) dir. O halde;
y n '
nx-1 ) -
y= ve 3k e Z.. x=5k +4 dir. Ote yandan; y = nEk+4)-1 € Z oldugundan

5n-1 5n—1
5nk +4n—1=0(5n-1) dir. Buradan; 5nk —k + k +4n—-1=0(5n-1)
—=k=1-4n(5n-1) = k=n(n-1) dir.=3l €Z.. k=(5n-1)I +n dir. O halde;

~nB(Gn-Dl+n)+4)-1
/= 5n-1
5(5n-DI+n)+4

5(5nl+n+1)

=5nl+n+1 dir. f:NU{0} >Q,VlIeNU{0} icin

f(l)= fonksiyonunu tanimlayalim. VI e Nu {0} icin f'(1)<0 dir. O

halde; f fonksiyonu azalandir. Dolayisiyla maksimum degerini | =0 noktasinda alir. O

5n+4

halde; f(0) =
5(n+1

olup ispat biter.

Simdi Sekil 2.6 ‘daki (%,gj N Q araligini inceleyelim.

Teorem 2.3.17: T :[ c

1
4j eI, (5) olmak iizere; VneN igin T" (%j —>T" (éj dir.

Ispat: Tiimevarim yontemiyle yapalim. n=1 i¢in T (%) = % ->T (%j = % oldugundan

dogrudur. n igin dogru olsun. Yani; n igin T" (%) —>T" (%J dogru olsun. n+1 igin

. . . 1 1
dogru oldugunu gosterelim. ne N igin T" (6) —T" (gj dogru oldugundan

T (%j =T (T " (%D T (T " (%D =T™ (%) dir. Dolayisiyla, VneN i¢in
(3] (2]
0 5
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Sonuc 2.3.18: vk eN icin T* (%) — Tk (%) dr.

ispat: Vk eN i¢in T* [lj STk [lj oldugundan T* (lj Tk Llj =Tk (T (ED =T k+1(1)
0 5 0 5 0 0

14

. -1 1 . . -z+1
dir. T = £ 4 eI, (5) olmak tizere; T : c'E NQ—>Q,vzeQ i¢in T(z) =

-52+4

dir. Simdi doniisiimiin sabit noktalarini bulalim. T (z) = z olsun. Buradan,

-z+1
-52+4

=2=>52°-5z+1=0dur. O halde; z,, = % dir.

Ozel olarak; a,,b, €Z,(a,,b,)=1 olmak iizere; T* (lj =% olsun. 0 halde;

k

B _qx (1]—>Tk”(lj=T Tk (lj =T & _ _akFb. dir. O halde;
sh, L0 0 0 5b, | —5a, + 20D,
by

a — bk d
5(3bk a2 (ak 5 bk))

1 .
—= Ir.
5 5,

1
— =+
5

a, — bk
5h,

b,
5(3bk - (ak - bk))

1 1
=+ -+
5 5

LT
’ ’ N
ml ‘ y

ol
ol

Sekil 12. F,; Grafinda bir yol
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-1 1
Lemma23.19: T :( : 4)&1}(5) olmak iizere; {T"(%j} dizisi kesin monoton
- keN
1 2( 1 s 1 :
artanve T 0 ->T 0 ->T 0 — -+ yolu, sonsuz bir yoldur.

-z+1
-5z+4

. -1 1
Ispat: T :( 5 4} eI, (5) olmak tizere; T :E,gjm(@ —0Q,vzeQ ic¢in T(2) =
idi. Acikca goriiliiyor ki T dontistimii {g , gj N Q aralig1 iizerinde kesin monoton

1 C
artandir. Dolayisiyla, {Tk (6)} dizisi kesin monoton artandir.
keN

-

yolunun sonsuz bir yol oldugu agiktir.

Lemma 2.3.20: a,b; 1si<5_\/g
5 5b 10

kosulunu saglayan herhangi iki dogal say1 olsun.

Bu takdirde;

) i<T[ij<—5“/g dir.
5

5b 10

e 5b%+4=u? olan

_ ’ 2
i) % ->T (%j F s de bir kenardir < a= w

JueN dir.

) a5

= < 10 oldugundan 5b—2a > /5b = (5b— 2a)2 >5b? dir. Buradan;

4a® —20ab + 20b* > 0=> a® —5ab +5b” > 0 dir. Her tarafi 5 ile ¢arparsak

5a” — 25ab + 25b* > 0 dir. Buradan;

e T E a0
5b —5a+20b 5b
a’ —5ab+5b” > 0 oldugundan 5(a—4b)* < (3a—10b)* dir. Ote yandan; % < > _18/5 < %

oldugundan %< 2 dir. Buradan; a—4b <0,3a—-10b <0 dir. 5(a—4b)* <(3a-10b)’
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esitsizliginin her iki tarafinin karekokiinii alirsak J5 (a—4b) >3a-10b olur.

O halde;
3a-10 10b-2a
5« =5+
\/_ a—4b a—4b
:>£<1+——2(a—5b)
5 5a—20b
:35—J§<-2@—5m
5 5a—-20b
:5—\/§> a—5b _T[aJ

10 ~5a-20b \5b

dir. ()

dir. Dolayisiyla; T a < 5-+5
5b 10

(*), (**) *den -5<T(—a—j<§il/E dir.
5 (5b) 10

i) 2,72 , F, . ’de bir kenar ise; a=
5b 5b) ~

ve 5b% +4 =u? olan bir

5b —+/50% + 4
2

u € N sayisinin mevcut oldugunu gdsterelim.

% ->T (%j, F, de bir kenar olsun. i) sikkindan a®—5ab+5b” > 0 dir. Ayrica; F,; de

kenar olma sartlar1 g6z Oniine alinirsa a’—5ab +5b? =1 dir. O halde;

4a% —20ab +20b? = 4 = 4a* —20ab + 20b? + 5b* = 4+ 5b? dir. Buradan;

(5b—2a)” =5b? + 4= ,/(5b—2a)? =/5b +4 = [5b—2a| = \/5b? + 4 elde edilir.

%s%< 518/6 oldugundan 5b—2a > Qdir. (5_1(\)/g <%dir.Gergekten; 5-J5<5=-+/5<0 )

_ 2 ..
Ohmda5b—2a:J&f+4:>a=§9—i§Lii<m:owymmmu5b—2aeN

oldugundan v5b*+4 €N dir. O halde; JueN .. u®> =5b*+4 dir.

5b —~/50% + 4

Tersine olarak; a= — e 5b° + 4 =u? olan bir u e N sayisinm mevcut

olsun. a ->T (ij F. s de bir kenar oldugunu gosterelim.

5b
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—5b++/5b° +4 b
T = 2 doniisiimiinii ele alalm. Agike¢a goriiliiyor ki
5 5b +/5b% + 4
2

detT" =1 ve T eI, (5) dir. Ote yandan; T~ 1122 e m[2)o1( 2] dir. 0 halde
0) 5b 5 5b

Teorem 2.3.15’den % =T (lj ST Gj =T [ij dir.

0 5b

Sonug 2.3.21:

: 1 1 1 1 1 3 1 a 1

I. —o 0+t —> o>+ >+ —T—— - yolu

0 5 5 53 5 58 5 5b, 5 5(3b-a,)

F, s de sonsuz bir yoldur.

ii. i) sikkindaki yolun biitiin koseleri — dan kiicuktur.

3b, —4/5b.2+4 —
TR ke e P Ty (O 8 55
2 noio( 5 Bp 10
. 1 . .
iv. g+% kosesindeki a,b e N sayilar i¢in 5a° +4,50° +4 birer tam karedir.

. Lemma 2.3.17’den agik.
ii. Lemma 2.3.18den agik.
iii. Lemma 2.3.18 ve Lemma 2.3.19°dan agik.
iv. Lemma 2.3.20’den agik.

—
Il

-1 1 4
[ : 4) e T (5) matrisinin ters matrisi; T =S = (5 J eI, (5) dir. Simdi;

{3 5+\/§

5 10 j araliginda, S déniisiminiin olusturdugu sonsuz yolu inceleyelim:
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kosulunu saglayan

4
Teorem 2.3.22: S:[S 1jel‘o(S)ve a,b de gs

herhangi iki dogal say1 olsun. Bu takdirde;

[ 2 S(i]<5+\/g

5b 5b 10
2 f—
. N ij,Fls de bir kenardir <> a =227V =4 o g2 42 olan
5b 5b ’ 2
JueN dir.
Ispat
i) % 5::— oldugundan 2a—5b < +/Bb = (2a—5b)" <5b? dir. Buradan;

4a’ —20ab + 20b* < 0= a® —5ab +5b” < 0 dir. Her tarafi 5 ile carparsak

5a% — 25ab + 25b? < 0 dir. Buradan;

i<4a_5b28(ij dir. (I)

5b 5a-5b 5b

3 5+45

10

Ote yandan; S déniisiimii {5 Jm Q tlizerinde monoton artan ve

dir. ....(I1

S[5+\/§J 5++/5

10

a) 5+/5

oldugundan S
5b 10

aj 5+4/5 d

(1), (1) ’den %<S[5b 10

a

i) — 8 (%j F,; de bir kenar ise; a = ve 5b° —4=u’ olan bir

5b ++/5b* — 4
2

5b
u € N sayisinin mevcut oldugunu gdsterelim.

2 s (ij, F., de bir kenar olsun. a”—-5ab+5b* <0 ve F.s de kenar olma sartlar1 g6z

5b 5b

oniine alinirsa; a” —5ab +5b* = —1 dir. O halde;

—4a? +20ab—20b? = 4 = —4a? + 20ab — 20b? —5b? = 4—5b? dir. Buradan;

(2a—5b)* =—4+5b° = |2a—5b| = \5b* -4 elde edilir. E < % 5:(\)/_ oldugundan
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\‘ 2 - .o
2a—5b>0dir. O halde; 2a—-5b=+/5b* -4 = a= w dir. Ote yandan;

2a—5b e Noldugundan +/5b° —4 € N dir. O halde; JueN ... u? =5b% — 4 dir.

’ 2
Tersine olarak; a= W ve 5b° —4 =u? olan bir u e N sayisinin mevcut

olsun. & 5§ (ij, F. s de bir kenar oldugunu gosterelim.
5b 5b '
5b +/5b* —4 10b + 4+/5b* + 4
Hipotezden; a._ 4, S [ij = 2 dir. Buradan;
5b 5b 5b 3b++/5b% — 4
)
5b++/5b° —4 3b++/5b° —4 _p 1ob +44/50° -4
2 ' 2 ' 2
_ 150° +5by5b° 4 +3by/5b —4 +5b° —4—200° ~8b\5b* —4 ..
2 :
=-1
2 2
Ote yandan: 10b +4+/5b* + 4 _d 5b ++/5b° —4 () dir.
2 2
[ER2 [ch2 _ [eh2 _
Gergekten; 10b+4 25b 4 + S0+ gb 4 = 5(3b il gb 4) =0(5) dir. Dolayisiyla;

kenar olma sartlar g6z 6niine alindiginda % —3S (%j F.s de bir kenardir.

Sonuc¢ 2.3.23:
4 1 4 1 4 2 4 a 4 b

I. —— s — - —-— - 5 ——— 1 ... yolu
55 5 52 5 55 5 5b, 5 5(3b,-a,)

F,; de artan sirada sonsuz bir yoldur.

ii. 1) sikkindaki yolun biitiin koseleri

5+\/§
0

dan kiigtiktiir.

N—+co

30, /50,24
i, e =R e |im(f—i)=% drr.

5 5b ) 10

4 a

iv. = kosesindeki a,b € N sayilari i¢in 5a* —4,5b% —4 birer tam karedir.
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Ispat: Acik.
Sonu¢ 2.3.24:  5b* +4 sayisini tam kare yapan beN U{O} sayilari,
0,1,3,8,....X,¥,3y—=X,... (¥

seklindedir.
Ispat: Lemma 2.3.20 ve Sonug 2.3.21’den agiktir.

Sonuc 2.3.25: 5b° —4 sayisii tam kare yapan b e N sayilari,
1,2,513,....,% ¥,3y = X,... (*%)

seklindedir.
Ispat: Teorem 2.3.22 ve Sonug 2.3.23’den agiktir.

Sonug 2.3.26: {an}neN '{bn}neN dizileri sirasiyla, (*) ve (**) kosulunu saglayan iki dizi
olsun. Bu takdirde;

Bu iki dizinin elemanlaryla elde edilen (a,,b;,...,a,,b,,...) dizisi Fibonacci dizisidir.

aa,b,...
Ispat: vneN i¢cin b, =b,_,+a, ve a,=a_,+b, , oldugundan ispat timevarim
yontemiyle kolayca goriliir.

Simdi; F,, alt grafin1 goz 6niine alalim.

n-1 n+1
n 7n

1 6

Sekil 13. F ; Grafi
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Bu alt grafda; {E} ’{7n +1} dizilerinin elemanlari, F,, alt grafinin kdseleri
7n neN 7n neNu{O}

olup bu koselerin gittigi en uzak kenarlar1 olusturur. Ote yandan; |=,—| aralig1 gdz dniine

alindiginda ise; % — % € F, olsun. O halde; F,, deki kenar olma sartlarindan y—Xx=-1
y ot :

ve X =-1(7) dir. Buradan; k € Z olmak iizere; X =————elde edilir. O halde;
Ty 7(7k +5)
71+6

f :NU{O}—N@, VI eNU{O} i¢in f(|)=7

(71+5)

icin '(I) <0 olur. O halde; f fonksiyonu monoton azalan olup | =0 noktasinda

seklinde tanimlarsak; VIeNuU {O}

6 .
maksimum degerini alir. Buradan; f(0)= - dir.

Bu sekilde devam edildiginde agikca goriiliiyor ki bu kdselerin gittigi en uzak
koselerin olusturdugu yol;

i1 1.6 29 & A&y 58 4 — 8 ¥

%
0 7 75 724 7, b,  7(5b..-b,)

-1 1
seklindedir. Ayrica; T :[ . 6]€F0(7) dontisiimii, (*)’daki sonsuz yolunu olusturur.

TF~3.7
7.2

Bu doniisiimiin sabit noktalar ise; z,, = dir.

Bu sekilde devamla asagidaki sonuglar elde edilir.

e neN saysi tek ise;
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o0 o0
nk -1 nk +1
\ nk nk
1 n-1 n+1
— - 1 -
n n n

Sekil 14. F, | Grafi

{nk -1 } ’{nk +1} dizilerinin elemanlari, F,, alt grafinin kdseleri olup bu
nK oy nk keNU{0}

aralig1 g6z Oniine

koselerin gittigi en uzak kenarlari olusturur. Ote yandan;

alindiginda ise;

l_)1_>_)i ] (n-2)a,, -3 e (%%
0 n nb, nb, n((n-2)b, -b)

sonsuz yolu olusur.
-1 1

0n J € F,,, doniisiimii, (**) *daki sonsuz yolunu olusturur.

nF a/(n -4).n dir

n.2

Daha fazlasi olarak; T :[

Bu doniistimiin sabit noktalari ise; z,, =

Simdi; neN ve n> 6 olmak iizere; n sayisinin CIFT say1 olma durumlarini

inceleyelim.n=6 olsun. F, ¢ alt grafin1 goz &niine alalim.
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o0 o0
6n-1 6n+1
\ 6n 6n
1 5 7
_ _ 1 _
6 6 6

Sekil 15. F, ¢ Grafi

Bu alt grafda; {6n =L } ,{Gn +1} dizilerinin elemanlari, F, g alt grafinin koseleri
6n neN 6n neNU{0}

olup bu koselerin gittigi en uzak kenarlar1 olusturur. Ote yandan; aralig1 g6z Oniine

alindiginda ise; 1 — X e F. ¢ olsun. O halde; F, ;’deki kenar olma sartlarindan y —x=-1

ve x=—1(6) dir. Buradan: k e Z, olmak iizere; —- = —25 "2 _elde edilir. O halde:
7y 6(6k+4)

f :NU{O} —>Q, Vle NU{O} icin f(I)= 5 6+5 seklinde tanimlarsak; VI e NU{O}

(61+4)
icin '(I) <0 olur. O halde; f fonksiyonu monoton azalan olup | =0 noktasinda
. .. 5 .
maksimum degerini alir. Buradan; f(0)= 64 dir.

Bu sekilde devam edildiginde agikca goriiliiyor ki bu koselerin gittigi en uzak
koselerin olusturdugu yol;

1 1 S 19 a A 4ak+1 — & (***)

S>———
0 6 64 615 6b,  6h.,  6(4b.,—b)

seklindedir. Ayrica; T :( 6

1
5} eI, (6) doniigiimii, (***) *daki sonsuz yolunu olusturur.
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Bu déniisiimiin sabit noktalar1 ise; z,, = % dir.

Bu sekilde devamla asagidaki sonuglar elde edilir.

e neN,n2>06 sayisi ¢ift ise;

{nk -1 } ,{nk +l} dizilerinin elemanlari, F,  alt grafinin kdseleri olup bu
K e nk keNU{0}

aralig1 gbz online

koselerin gittigi en uzak koseleri olusturur. Ote yandan;

n
alindiginda ise;
1 N 1 ey Ay B (n-2)a.; ~ & —--+(I) sonsuz yolu olusur.
0 n nb, nb, n((n-2)b,,—b)
© 0
nk -1 nk +1
nk nk

1 n-1 n+1
- - - 1 -
n n n

Sekil 16. F, | Grafi, n cift

-1 1
je I',(n) doniigimii, (1) *deki sonsuz yolunu

nF./(n—4).n dir.

olusturur. Bu doniisiimiin sabit noktalar1 z,, = >
’ n.

Daha fazlasi olarak; T =(

Yukaridaki sonuglar g6z 6niine alindiginda asagidaki teorem elde edilir:



58

nk +1
nk

Teorem 2.3.27: VneN,n>4 icin {L_l} {
nk keN

} dizilerinin elemanlari,
keNu{O}

F, , alt grafinda koseler olup keyfi bir diziden alinan iki ardisik kose birbirlerine bir h-

dogrusu ile baglanabilen en uzak koselerdir.

nk -1
nk

nk+1) -1
n(k +1)

noktasinin,

Ispat: Oncelikle { } dizisini ele alalim ve
keN

n(k+1)—-1 - nk —1Ve nk+1)-1 R nk —1
n(k +1) nk n(k +1) nk

kosullarini saglayan en uzak kose

oldugunu gosterelim. n € N,n > 3 olan sabit bir dogal say1, K € N keyfi alinan bir nokta

ve X,yeN, X0 olan keyfi iki nokta olsun. O halde; kx — y(nk —1) =1 ve

ny nk
nk —1= x(n) dir. Buradan; X =mn+n—1 olan bir m dogal sayisi1 vardir ve

kx —1 k(mn+n-1)—1
= dir. y=
nk —1 nk —1

halde; m=(nk —1)I +k olan bir | €Z sayis1 vardir. f:NU{0}—>Q, Vle NuU{0}

ve Yy € Z oldugundan m = k(nk —1) dir. O

i¢cin
n((n—Pt+k)+n-1
n(nkt +k +1)

ft)= seklinde tanimlayalim. Buradan; Vt € NU{0} i¢in

f '(t) <O dir. Buradan; t = 0 noktasi bu fonksiyonun maksimum noktasidir. Dolayisiyla;

_ n(k+1) -1

1O n(k +1)

dir. Bu ise aradigimiz kose olup ispat biter.

{nk +1} dizisi ise; benzer sekilde yapilir.
Nk J e

1
Teorem 2.3.28: YneN,n>4, K :( J eI’ (n) olmak tizere; Vk € N ve

vVneN igin

i) Kk[l]ﬁ Kk[l] dir.
0 n

i) KX [%] — Kk“[%] dir.
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iii) {Kk[l]} dizisi kesin monoton artan ve Kl[l]—> Kz[l] — K3[1] — -~ yolu
0)], . 0 0 0

sonsuz bir yoldur.

1
:J el',(n) ve n, n>4 keyfi fakat sabit bir dogal say1 olsun.

. . -1
Ispat: i) K :( .

Tiime varim yontemiyle;

k=1i¢in K [1] = 1 — K [E] " -1 oldugundan dogrudur.
0/ n n) (n—2)n

Kk i¢in dogru olsun.

1 1) .
k +1 icin dogru oldugunu gosterelim. kK igin dogru oldugundan K* [6] — K* [—] dir. O

o el el anen

n n
1]_> Kk[l] dir.
0 n

i) vk €N ve YneN igin K" [%] — KX [1] oldugundan

YneN igin KX

n

el

-1 1
i) K :[ . J e I',(n) matrisine karsilik gelen doniisiim,

l,n__l]m(@—w@, Vz € Q igin K(Z)zL—H— dir. Vz € Q i¢in

K:
n n —nz+(n—1)

K'(z) >0 dir. Ote yandan; Kk[l] — K< [1] oldugundan Kk[l] dizisi kesin
O O O keN

monoton artan ve Kl[%] — Kz[%] — K3[%] —s -+ yolu, sonsuz bir yoldur.
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-1 1 —Jn(n=4
Teorem 2.3.29: VneN,n>4, K = el,(n) ve a,b; 1_a _n-yn(n-4)
-n n-1 n nb 2n

kosulunu saglayan herhangi iki dogal say1 olsun. Bu takdirde;

I. i<K(ij<—n_“n(n_4)

nb nb 2n

N nb—\/n n—4)b?+4

i, ieK(i F. de bir kenardr <a= (n=4)b” + ve
nb nb ’ 2

n(n—4)b*+4=u? olan JueN dur.

ib < n—g& oldugundan 2a—nb<—/n(n—4)b=>(nb —2a)2 > (n* —4n)b®
n n

dir. Buradan; 4a” —4nab+4nb® > 0= a’* —nab+nb* > 0 dir. Her tarafi n ile carparsak

na’—nab+n°b® > 0dir. Buradan;

a __ -atnb K(ij dir. .1
nb -an+(n-1)b nb

N n—. /n n-4 .
Ote yandan; K dontigiimii {1 , #J N Q ilizerinde monoton artan ve

n 2n
K(”—x/gﬁ”—“)]:“‘\/;ﬁ”“‘) oldugundan s[ni‘t)j<r'_— W dir. ....(1)

(1),(11) *den n%< K(ij<n_— =4 g

nb 2n

N : . nb—./n(n-4)b* +4

i) RN (ij F, , de bir kenar ise; a= (n-4) ve
nb ’ 2

n(n—4)b” +4 =u?olan bir u e N sayisimnin mevcut oldugunu gosterelim.

2 LK (ibj F,, de bir kenar olsun. a’—nab+nb’ >0 ve F,, de kenar olma
- , ,

nb

sartlar géz oniine alinirsa; a* —nab+nb” =1 dir. O halde;

4a’ —4nab + 4nb® = 4 = 4a° —4nab + 4nb® + n(n—4)b*> = 4+ n(n—4)b? dir. Buradan;

(2a—nb)* =4+n(n—4)b* = [2a—nb|=+/n(n—4)b* +4 elde edilir.



61

—Jn(n-4
% < ni:J < % oldugundan 2a—nb < 0dir. O halde;

—_ —_ 2 .
nb—2a=n(n_A)b? +4 = a= LN =DO+E e vandan: nb—2a e N

2

oldugundan /n(n—4)b?+4 e N dir. O halde; JueN .. u®> =n(n-4)b*+4 dir.

_ _ 2
Tersine olarak; a= nb Vn(nz Do +4 ve u?=n(n—4)b®+4 olan bir ue N

sayisinin mevcut olsun.

RN (ibj’ F, , de bir kenar oldugunu gosterelim.
n :

nb
nb—/n(n-4)b* +4 nb+n(n—4)b® + 4

Hipotezden; 2 2 , K ijz 2 dir.
nb nb nb n((n—z)b+\/n(n—4)b2+4)

Buradan;

2
nb—/n(n—4)b*+4 (n—=2)b+4/n(n—4)b*+4 b nb++/n(n—4)b® + 4 _
2 ' 2 ' 2 -
b+yn(n—4)b°+4  nb—n(n—4)b>+4
nb +yn(n - 4)b” + n n(n-4)o° + (n) dir. Gergekten;

2

2
b+.n(n-4)b*+4 nb—/n(n-4)b*+4
m+ n(n2 o~ + A n(n2 Jo”+ = 22b =nb =0(n) dir. Dolayisiyla; kenar

dir. Ote yandan;

olma sartlar1 goz oniine alindiginda ib —->K (ibj F,, de bir kenardir.
n n ’

Sonug¢ 2.3.30: Vn <€ N,n >4 olsun. Bu takdirde;

n¢— M] dir ve

-1 1
I. K =( " J eI',(n) doniisiimiin sabit noktalar1 z,, =

- - n.2
T I <
K déntistimii, [HT} araliginda
1_)04_1_)1_'_ 1 _)14_&_)1_'_ bk ... (*)
n n n(n-2) n nb n n((n-2)b -a)

sonsuz yolunu olusturur.

. n—4n(n-4
I. 1) sitkkindaki yolun biitiin koseleri % dan kiictiktir.
n
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1 .
iii. H+r% kosesindeki a,beN sayilart icin n(n—4)a’*+4,n(n—4)b>+4 birer
tam karedir.
n—2)b, 1/nn 4)b* +4 _Jnn=
iv. a, = (n=2) (n=4) ve lim| =+ 2 _n=yn(n-4) dir.
| n nbk 2n

nF(n-4).n
J eI',(n) doniisiimiin sabit noktalarinin z,, = %
' n.

. -1
Ispat: i) K =

pat: i) (_n -
oldugu agiktir. Ote yandan; Teorem 2.3.28’in iii) sikk1 (*) daki sonsuz yolunu olusturur.

ii) Teorem 2.3.29’dan agiktir.
iii) Teorem 2.3.29’dan agiktur.

V) a, = (n—2)b, —«/r;(n—4)bk2 +4

oldugu Teorem 2.3.29’dan aciktir. Ayrica; 1 + a_l::
n nb,

sayis1 (*) daki sonsuz yolun genel terimidir. Ote yandan; Teorem 2.3.28’in iii) stkkindan

. n—/n(n-4) dan
2n

bu yol monoton artan ve ii) sikkindan (*) yolunun biitiin koseleri

n—.n(n—4) a,
2n

kiigtiktiir. say1s1 {— + —} dizisinin bir iist sinir1 hatta en kiiciik st
n np, KeN

siiridir. Bilindigi lizere; monoton artan ve tistten sinirli dizilerin limiti vardir ve bu limit

dizinin en kiigiik iist sinirina esittir. Dolayisiyla; klirpw(% + na—ij _Nh=ynin=4) ‘/2:1_4) dir.
Teorem 2.3.31: ¥ne N,n>4 olsun. Bu takdirde;
n(n-4)b® +4 =u?® sayisini tam kare yapan be NuU {0} sayilart;
0,L(n-2),...,x,¥,(n=2)y—X,... dir.

Ispat: Teorem 2.3.29 ve Sonug 2.3.30’dan agik.
NOT: Teorem 2.3.31 deki n(n—4)b® +4 =u’sayismin, n=3m-+2€ N degeri i¢in
[8]’deki Teorem 2.3.20 elde edilir. Dolayisiyla; Teorem 2.3.31, [8]’deki Teorem 2.3.20 nin
genellestirilmis halidir.
Teorem 2.3.32: Vne N,n>4 olsun. Bu takdirde;

n(n— 4)b2 —4 sayisi bir tam karedir & N=5 dir.

spat: n=5 i¢in Nn(n—4)b>—4 sayisimin tam kare oldugu Teorem 2.3.22"den agik.
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Tersine olarak; n(n—4)b® —4 sayis bir tam kare olsun. O halde; ue N -,
n(n—4)b* -4 =u” dir. Buradan; n’b’ —4nb®> —4=(nb-2)*-8=u’ dir. Nnb—2:=t

olsun. O halde; u®> —t* =8 olup (u+t)(u—t) =8 seklindedir. Carpanlar (1,8) ve (8,1)

1

N A=

8
2
4
olarak alinirsa u,t ¢ Z dir. Diger taraftan; (2,4) ve (4,2) ¢oziildigiinde ise u=3,t =1 elde
- . . 5
edilir. Yani; u=nb—2=3 dir. O halde; nb=5 ve b Z oldugundan b = - den n=5
dir.
Sonug¢ 2.3.33: Vne N—{5},n>4 i¢cin n(n— 4)b2 —4 sayis1 bir tam kare olamaz.

Teorem2.3.34: F, de, ue N,n>2 ve n=2u+1 olmak iizere; Y % olsun. Bu
n o yn

uu+3)+1
n(u—+3)

takdirde; Y kosesinin gittigi en uzak kose dir.

Ispat: ucN,n>2 ve n=2u+1 olmak iizere; LI 'S oldugundan

n yn
. Xx—1 '
uy —x =—1,x=—u’(n) dir. O halde; y = ——,x =nt—u?® olan bir t €Z mevcuttur.
u
_ nt—u®—1 ) 5
Buradan; y=———=nt—u®—-1=0(u),nt—1=0(u) dir. n=2u+1 oldugundan
u

2u+1 t=1(u) =t =1(u) dir. O halde; t =uk +1 olan bir k € Z mevcut,
y=2uk+2+4+k—u ve x=2u’k 4 2u+uk +1—u? elde edilir. Buradan;

2 2
f :NU{0} > Q, VIe NU{0} i¢in f(k)::i_ 2u°k +2u+uk +1—u

ny (2u+1)(2uk +2+k —u)

fonksiyonunu tanimlayalim. f fonksiyonu monoton artandir ve k =1 i¢in

uP+3u+1l uP+3u+l
Qu+u+3) n(u+3)

'@

elde edilir ve ispat tamamlanir.

. e < U )
Yukaridaki teorem g6z oniine alindiginda; — kosesinin gittigi en uzak kose
n

2 J—
uu+3)+1 dir. uu+3)+1 nin gittigi en uzak kose ise; (v +3u+1)(l:+3) . dir
n(u +3) n(u +3) n[(u+3)° -1
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u(u+3)+1 . (u*+3u+1)(u+3)—u — -+ sonsuz yolu olusur
n(u+3) n[(u +3)2 —1] .

u
Sonug olarak; - —

UL B Ba Ber | 3l ma e edilir, Ote
n nb.  nb,, nb,, n[bk+1(”+3)_bk]

yandan;
_[ —u u+1

—(u+1) 2u+ 3] €T'y(n) doniisimi bu yolu olusturur.

Gergekten;
—u u+lijfa |  —au+b(u+I)(u+1) I
—(2u+1)=-n 2u+3J{nb, | —a (2u+1)+b (2u+1)(2u+3) nb, .,

- _uak+1+n(u +l)bk+1 — ak+2 dir
—na,, +n(2u+3)b,,, nb,,

—u u+1 S
—(2u+1)=-n 2u+3){nb,,

Teorem 2.3.35.[1]: u,neN, 1<k, <n ve k,, u?*+k,u+21=0(n) kosulunu saglayan en

Cui+ku+l
kiigiik say1 olmak iizere; ¢ = n € I',(n) doniisiimiinii goz oniine alalim.
—n u+Kk,
& doniisiimii ;
1 uju, b w1 A& A Ae Auk-d
0 n n nk, n nk?-2) nb, nb,, nb,, n, Kk —b)

sonsuz yolunu verir.

Ispat: Acik.

Teorem 2.3.36: u,neN, (U+1)°=0(n), u+1<n olmak iizere;
(u+1)>°

Y= n
-n u+2

e€l',(n) donilisiimiinii gbz 6niine alalim. Bu takdirde;

I. ¢ donlistimii paraboliktir.

1 .
ut dir.

ii. Sabit noktasi
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iii. Vk €N olmak iizere; %—>E—>2u+1—>3u+2—>---—>w_>--.

n 2n 3n kn

ku+ (k—1)
kn

sonsuz yolu olusur. Dahasi; bu yolun koseleri { ]» dizisinin
keN

elemanlaridir.
Ispat: i. Acik.

2
iy D

2
g, WY

u+1* u+1
n

=z= nz’—z,(2u+2)+ 0 esitliginden 2z, = 0 elde

—NZ, +U+2

edilir.

iii. n

Ly U1’ [1]
-n u+2

n

(u+1)? [
-n u+2

n

(u+1)° [
-n u+2

2u +1] ~ 3u+2
2n 3n

Bu sekilde devamla sonsuz yolu olusur. Ote yandan; acik¢a goriiliiyor ki

k k—1 oL e
{—u +k( )} dizisi sonsuz yolunun kdselerini olusturur.
n keN

Teorem 2.3.37: u,neN, (U+1)°=0(n), u+1<n olsun.

ku+ (k —1)

Bu takdirde; sonsuz yol olusturan { o
n

} dizisinin ardisik koseleri arasindaki
keN

uzaklik Vk € N,k >2 i¢in ——— dir
(k —Dkn

Ispat: Tiimevarim yoluyla ispatlayalim.

_ ! dir.

u_ 2u+1
1.2.n

k =2 icin
gn 2n
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k igin dogru olsun. (k—l)u+k—2_ku—|—(k—1)|: !
(k—1)n kn | k(k—D)n
ku+(k-1) (k+Du+k| 1

k +1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.

dir
kn (k+Dn | k(k+Dn
Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Teorem 2.3.38: u,ne N, (U+1)°=0(n), u+1<n olmak iizere;

Ly WD 1
= n el'y(n) nin, n=B(u+1) ve 5|u +1 olmak lizere; sabit noktas1 —
—n u+2 g

dir. Dahas;; 1<I<k ve o, <folmak iizere; (U+1)=P"...P", n=PR%*...R* i¢in

u+1 oy —/ Oy — oy —f 1 o —L o —f
— lel ﬂl”.F)l m 'ﬁm...Pl 1Bk :>_:Pl~1 31':)' 1 gi

n r.

Sonug 2.3.39: (U+1)=peP ise; u_+1:1 veya Ldir.
n u+1

Sonuc 2.3.40.[1]: (u+1)*> =0(n) oldugundan F ’

L, Ucgen igermez.

Teorem 2.3.41.[9]: u,neN, (U+1)*=0(n), u+1<n icin

RS (U+D)  (U+n+1)
p= n ,h=| n n olmak iizere;
-n  u+2 1 -1

. g=h"opoh déniisimii g(z)=z+n dir.

2
ii. ¢ nin sabit biraktig1 cemberler kiimesi [X—ﬁ] +(y—|v)? :|V|2 dir.
n
1 u+n+1) i
Ispat: i) h ™' = n oldugundan, g =h‘opoh = Lon = L1 yani
| U+ ’ 0 1) (0 1
n
g(z) =z+n dir.

ii) Oncelikle g nin bir sabit gemberini bulalim. g(z) =z +n oldugundan L ; 0 ve
g(0) =n den gegen g nin bir sabit gemberi, R W{ec} dur. g nin biitiin sabit gemberleri

K, = L, U{x} dogrusuna paralel dogrulardir. Bu durumda;
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Sekil 17. ¢ nin sabit biraktig1 cemberler

u+1 , :
veR olmak iizere; [i,v] merkezli ve |V| yarigapli cemberlerdir.
n

2
Yani; M, : [X—u—:l] + (y—|v|)2 = |V|2 cemberleridir.



3. iRDELEME

n A . .
Bu tezde; I', [E] kongriians alt gruplar tanitilmis, QQ(h) kiimesi tizerindeki

hareketleri incelenmis, bu hareketlerin olusturdugu alt yoriingesel graflar1 ve kenar olma

sartlari verilmistir. Yapilan galismalar sonucu Vn € N i¢in F = alt yoriingesel graflarinda

vYneN,n>4 i¢in {nk -1 } ,{nk +1} dizilerinin birbirini en uzak koselere
nk keN nk kENu{O}

resmeden koselerin dizileri oldugu ve bu koselerin belli bir doniisiim altinda resmedildigi

ispatlanmustir. Ote yandan; bu koselerin olusturdugu sonsuz yolun elemanlarinin belli bir

kural altinda olustugu ve 6zel olarak N =25 igin F1y5 grafinda Fibonacci Say1 dizisi elde
edilmistir. Daha sonra Vn € N i¢in F, | alt yoriingesel graflarinda kenar olma kosulunu
incelenirken Yn€N,n>4 i¢in n(n—4)b® +4=u® sayilarm tam kare yapan be N
sayilart;

0,L(n-2),...,x,¥,(n=2)y—X,... ve
n(n—4)b? —4 sayilarimin birer tam kare olmast icin gerek ve yeter sartn N =5 olmast
gerektigi yani; Vne N—{5},n=>4icin N(n—4)b* —4 sayisilarinin birer tam kare
olamayacag ispatlanmustir. Daha sonra; Yu € N i¢in F, ,, ., alt yoriingesel graflari

incelenmis ve bu graflarda da biribirini en uzak koselere resmeden koseler bulunmustur.

Son olarak; [1] deki Teorem 10 un K, = 2 olma durumu incelenmistir.



4. SONUCLAR

Bu tezde elde edilen 6nemli sonuglar asagidaki verilmistir.

1. Teorem 2.1.3: “~” denklik bagmtisinin tam h tane blogu vardir

ve bu bloklar | 1 ke{0,2,2..,h-1} seklindedir.

k"
h

2. Teorem 2.2.5:

n
a) XEUF(HOEJ, ry —sx=n,

L—>L , g(u,no Ej da bir kenardir <
$Noyn h b) x = n -
h " ) X=-ur noﬁ , Ty —SX=-n,

2 n n ) n
3. Sonu¢ 2.2.6: U” = n r]JH ve uv=-1 nf’ﬁ olsun. Bu takdirde; G u,noﬁ ve
n
Q(V,I’l0 Fj eslesmistir.

n . . 2 ny .
4. Sonu¢ 2.2.7: G u,noﬁ kendi eslesmistir <> U =-1 noﬁ dir.

r X
5.Lemma231l: ——>—eF, < a) x=ur(n), ry—sx=1 veya
sn yn ‘
b) x=-ur(n), ry—sx=-1

dir.
3n+2 3n+2 3n-1

6. Lemma2.3.8: Vne NuU0{ icin e F, ., kosesi; >
{0 3(n+1) ¥ 3(n+1) 3n

olmak

3n+2 3n-1
_)
3(n+1) 3n

lizere; sartin1 saglayan en uzak kosedir.
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3n+4 - 3n+1 3n+4

e F,, kosesi; > olmak tizere;
3(n+1) - 3n  3n+3

7.Lemma 2.3.9: VneN i¢in

3n+1 3n+4
_)
3n 3n+3

sartin1 saglayan en uzak kosedir.

3n-1 3k+1
8. Lemma 2.3.10: ,
3n 3k

elemanini

keNu{O},n e N} kiimesinde 3
n

3k+1

elemanina birlestiren en kisa yoldaki kenar sayis1 n+ K +1 dir.

{Sn 1 3k +1
9. Lemma2.3.11;: X = :

ke Nu {0} ,Ne N ¢ olmak iizere;
3n 3k

d: X xX —R"U{0} fonksiyonu, V(x,y)e X x X igin
d(x,y)="xile y yi birlestiren en kisa yoldaki kenar sayis1"

seklinde tanimlanirsa; d fonksiyonu, X kiimesi iizerinde bir metriktir.

10. Sonug 2.3.12: n,me N, n<m olsun. Bu takdirde; X,,Y, € X ayni formda ise;

3n-1 3m-1
X = =

3n T Tam Ise;
i d(xy)=|m-n-1= n m
vani;  4(xy)=| | 3n+1 3m+1 .
X = Y= ise;

" 3n Y 3m
dir.

mn—1 mk+1
11. Sonuc 2.3.13: X = , - |
mn mk |

neNkeNU 0 } olsun. Bu takdirde;

. mn—-1 mn+1 o
YymeN,m>3, VneN ve Yke NU 0 i¢in o mn elemanlarini birbirine

baglayan en kisa yoldaki kenar sayis1 n+k -+1 dir.

12. Sonug 2.3.14: n,r,meN,m >3, n<r olsun. Bu takdirde; X,,Y, € X ayn1 formda ise;

d(x,y)=|r-n-1
dir.
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S5n+1
13. Teorem 2.3.15. VneN i¢in € F, 5 kosesinin gidebilecegi en uzak kdse

sn+6 € F  kosesidir.
5n+5 ”

14. Teorem 2.3.16: VneN i¢in

€ F ; kosesinin gidebilecegi en uzak kose

4
il € F . kosesidir.
Sn+5 ’
. -11 . (1 (1
15. Teorem 2.3.17: T = £ 4 eI, (5) olmak iizere; VneN igin T o —-T c

dir.

16. Sonuc 2.3.18: Vk eN icin T* (%) — Tk (%) dr.

-1 1
17. Lemma 2.3.19: T :( . 4jero(5) olmak iizere; {Tk[%j} dizisi kesin monoton

keN

artanve T (%} —>T? (%) —>T? [%) — -+ yolu, sonsuz bir yoldur.

a 5-
—<
5b 10

18. Lemma 2.3.20: a,b; % < kosulunu saglayan herhangi iki dogal say1

olsun. Bu takdirde;

) 1<T[5%j<ﬁ dir.

5b 10

5b—+/5b%* + 4
2

ve 5b%+4=u? olan

i) 2 ,rl2 ,F,¢’de bir kenardir < a=
5b 5b) ~
JueN dir.
19. Sonug 2.3.21:
: 1 1 1 1 1 3 1 a 1 X
I. —>0+=o>t—>-F—>> >+ >+ —"—— ... yolu
0 5 5 53 5 58 5 5b, 5 5(3b-a,)
F,; de sonsuz bir yoldur.
ii. 1) sitkkindaki yolun biitiin koseleri — dan kiigiiktiir.

ii. a, =

3b —«/5b2 4 _
L 5 h " ve lim [1+ijzﬁ dir.
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. 1 a . .
iv. e kosesindeki a,b e N sayilar i¢in 5a° +4,5b° +4 birer tam karedir.

20. Sonuc 2.3.24:  5b° +4 sayisimi tam kare yapan be N U{O} sayilart,
0,1,3,8,....X,¥,3y=X,... (¥
seklindedir.

21. Sonug 2.3.25: 5b° — 4 sayisini1 tam kare yapan b e N sayilari,
1,2,513,....,%,VY,3y = X,... (*%)
seklindedir.

22. Sonug 2.3.26: {an}neN ,{bn }nGN dizileri sirasiyla, (*) ve (**) kosulunu saglayan iki

dizi olsun. Bu takdirde; Bu iki dizinin elemanlariyla elde edilen (av b,...,a,b,,.. )

dizisi Fibonacci dizisidir.

nk —1 nk +1
23. Teorem 2.3.27: VneN,n >4 jcin { } { } dizilerinin
nk keN nk keNU{0}

elemanlari, Fl,n alt grafinda koseler olup keyfi bir diziden alinan iki ardisik kose

birbirlerine bir h-dogrusu ile baglanabilen en uzak koselerdir.

1
24. Teorem 2.3.28: YneN,n>4, K =( J eI',(N) olmak iizere; Vk € N ve

vVneN igin

)l

n
i) Kk[l]—> K"“[l] dir.
0 0
iii) {Kk [1]} dizisi kesin monoton artan ve Kl[l] — KZ[E] — K3[£] — -+ yolu
o)., 0 0 0

sonsuz bir yoldur.
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25. Teorem 2.3.29: VneN,n>4, K:( 1n

- n—.n(n-4)

<2
nb 2n

L 2ak(2)< 00
n

1
1]el“o(n) ve a,b;

1 kosulunu saglayan herhangi iki dogal say1 olsun. Bu takdirde;
n

nb 2n

nb—./n(n-4)b* +4
ii. i—) K(ij F de bir kenardr < a= ( )

nb nb) *" 2
n(n-4)b*> +4=u? olan JueN di.

26. Sonug¢ 2.3.30: Vne N,n >4 olsun. Bu takdirde;

-1 1 B T
I. K= ( J el (n) doniistimiin sabit noktalar1 z,, = w

-n n-—- n.2
dirve K doniigtimii, EE araliginda
n" n
1 1 1 1 1 a 1 b
— 20+ ——> >+ —>—+
0 n n nnh-2) n nb, n n((n-2)b,-a,)

sonsuz yolunu olusturur.

ii. 1) sikkindaki yolun biitlin koseleri nzynn=2) "rz](n_4) dan kiigtiktiir.
n

iii. %+% kosesindeki a,beN sayilar igin n(n—4)a®+4,n(n—4)b>+4 birer
tam karedir.
—2)b, —/n(n-4)b,*> +4 . (1 a n—.n(n—4
iv. an:(n 0, =N = +4 - im | =4 B | (n=4) dr.
2 k>wo{ N N, 2n

27. Teorem 2.3.31: Vne N,n >4 olsun. Bu takdirde;
n(n—4)b” +4 =u? sayisim tam kare yapan b e N sayilar;

0,L(n-2),....x,¥,(n=2)y —X,...
dir.
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28. Teorem 2.3.32: Vne& N,n >4 olsun. Bu takdirde;
n(n—4)b* —4 sayis bir tam karedir < N =15 dir.

29. Sonug¢ 2.3.33: Vne N—{5},n>4i¢in n(n - 4)b2 —4 sayis1 bir tam kare olamaz.

30. Teorem2.3.34: F,, de, ucN ve n=2u+1 olmak iizere; 42X olsun.
' n yn

u(u+3)+1
n(u-+3)

Bu takdirde; — kdosesinin gittigi en uzak kdse dir.
n

31. Teorem 2.3.35: u,ne N, 1<k, <n ve k,, u?+k,u+1=0(n) kosulunu saglayan en

o u4ku+l
kiiciik sayr olmak iizere; ¥ = n €l'y(N) doniisimiinii  goz oniine
—n u+k,
alalim.
& dontistimii ;
1_)E_>E+i_>g+#_)..._> ak — ak+1 e, ak+2 — ak+lk0_ak — 5 e
O n n nkk, n nk’>-1 nb, nb.,, nb,, nb. .k —b

sonsuz yolunu verir.

32. Teorem 2.3.36: u,n€N, (U+1?=0(n), u+1<n olmak iizere;

(u+1)°
= n e€I',(n) donilisimiinii goz oniine alalim. Bu takdirde;
—N u+2

I. ¢ donilisiimii paraboliktir.

.. u+l1 .
il. Sabit noktasi + dir.

iii. Vk €N olmak iizere; 1—>E—>2u+1%3u+2—>---ﬁw—>---
0 n 2n 3n kn

ku+(k—1)
kn

sonsuz yolu olusur. Dahasi; bu yolun koseleri { } dizisinin elemanlaridir.
keN
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33. Teorem 2.3.37: u,neN, (u+1)*=0(n), u+1<n olsun.

ku+(k—1)

} dizisinin ardisik koseleri arasindaki
kn keN

Bu takdirde; sonsuz yol olusturan {

uzaklik Vk € N,k >2 i¢in _ dir
(k —2)kn

34. Teorem 2.3.38: u,neN, (u+1?*=0(n), u+1<n olmak iizere;

. u+1 1 .
35.Sonu¢ 2.3.39: (U+1)=pE P ise; izlveya —dir.
n u-+1

36. Sonug 2.3.40: (u+1)° =0(n) oldugundan F,, iicgen icermez.

37. Teorem 2.3.41: u,neN, (U+1)*=0(n), u+1<n igin

- (u+1)2 (uU+l)  (U+n+l)
Y= n ,h=| n n olmak tizere;
—n  u+2 1 -1

i. g=h"opoh déniisimii g(z) =z+n dir.

) A . u+1y’ .
i. ¢ nin sabit biraktig1 ¢emberler kiimesi [X—T+] +(y —|V|)2 = |V|2 dir.



5. ONERILER

1. Herhangi bir u,neN i¢in F,  alt yoringesel graflarmin G6zellikleri

u

arastirilabilir.

2. Herhangi bir u,n € Nigin F, alt yoriingesel graflarinda tam kare veya farkli

ozelliklere sahip sayilar veya sayi dizileri arastiralabilir.
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