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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Isik, bir elektromanyetik dalga olarak, her dogrultuda ve her gozlemciye gore sabit
hizda yayilir. Bu kesif Einstein tarafindan, 1905 yilinda Ozel Gérelilik Teorisi’nde
aciklanmis ve matematige dokiilmiistiir. 1915 yilinda Einstein bu teorisini, Newton’un
yercekimi teorisini kapsayacak sekilde gelistirmis ve Genel Gorelilik Teorisi’ni ortaya
koymustur (URL-1, 2016).Genel gorelilik bize uzay ve zamandan olusan dort boyutlu bir
evren modeli sunar. Genel gorelilik, her seyden 6nce bir ¢ekim kuramidir ancak bu, uzaymn
egriliginden ileri gelen bir ¢ekimdir. Uzay, zamani da i¢ine alan bir dort boyutludur ve
yogun kiitle tarafindan biikiilmiis, egrilmistir. Bu kuram, 15181n dogrusal yolla yayilmadigini,
giines gibi biiyiik kiitleli yildizlarin veya karadelikler gibi yiiksek ¢ekim kuvvetine sahip
bolgelerin ¢evresinden gegerken biikiildiigiinii soyler. Biiyiik Patlama ve karadelikler
kuramlar1 genel gorelilik temelli kuramlardir. Hawking, genel gorelilikle ilgili olarak soyle
der: “Finstein’in ¢ok sayida deneyle uyum gosteren gorelilik kurami, zaman ve uzayin
birbiriyle ayrilmaz bi¢cimde bagli oldugunu kanitlar. Uzay, zaman olmaksizin biikiilemez.
Bu nedenle zamanin bir sekli vardir” (Hawking, 2001).

Fizikte ve matematikte, matematik¢ci Hermann Minkowski anisina adlandirilan
Minkowski uzay1 veya Minkowski uzay-zamani, Einstein'in 6zel gorelilik kuraminin en
uygun bi¢imde gosterimlendigi matematiksel yapidir (URL-2, 2016). Matematikgiler
Minkowski metrigini daha zarif yollarla tanimlamayr ve Gorelilik Kuramimi saglam bir
matematiksel yapi i¢cine almay1 severler. Bu yonde yapilanlar 6grenilmeye degecek zerafet
ve cekiciliktedir. Benzer sekilde, halen aktif ¢alisma alani olan Gauge Kurami, String
Kurami gibi kuramlar da Einstein’in kullandig1 tensér yerine baska matematiksel yapilar
koymaktadir (Karagay, 2016).

Minkowski uzay1 6zel bir metrik sayesinde gelistirilmis olan bir uzay bicimidir. Bu
uzayda null (lightlike) vektorler 6zel bir yere sahiptir. Bu vektorler sayesinde tanimlanan
null egriler, gorelilik teorisinden yola ¢ikilarak gelistirilen klasik string teorisinde de
kullanilmaktadir (Ferrandez vd., 2001). Kara delik teorisi de yine Einstein'in genel gorelilik
kuramiyla tanimlanmistir. Kara delikler, ¢ekim alani her tiirlii maddesel olusumun ve

1sinimin kendisinden kagmasina izin vermeyecek derecede giiclii olan, kiitlesi biiyiik kozmik



cisimlerdir. Dogrudan gézlemlenememekle birlikte, ¢esitli dalga boylarini kullanan dolayli
gozlem teknikleri sayesinde kesfedilmislerdir. Olay Ufku (Event Horizon), bir kara delikte
151k ve maddenin artik kacamadig1 bolgeyi simirlayan kusaktir. Olay ufku, herhangi bir
fiziksel incelemede bulunulamayan bir uzay parcasidir. Kara deligin olay ufkunda teorik
olarak zaman tiimiiyle durmaktadir. Olay Ufku geometrik olarak bir lightlike (1s1ks1)
hiperyiizey formundadir (URL-3).

20. yiizyilin ikinci yarisindan itibaren Riemann ve yart Riemann geometrileri,
diferansiyel geometride ve fizik alanindaki uygulamalarinda aktif rol oynamislardir.
Berger’in “Riemannian Geometry During the Second Half of the Twentieth Century” kitabi,
1950’den beri Riemann geometrisindeki onemli gelismeleri igermektedir. 1970’lerin
ortalarinda ilgi, Lorentz geometrisine ve Genel Gorelilik teorisinde kullanilan matematige
donmiistiir. Lorentz geometrisi ile ilgili ¢ogu calisma Beem vd.’nin (1996) “Global
Lorentzian Geometry” kitabinda incelenmistir.

Her Yari-Riemann manifoldunda dogal olarak null (lightlike) alt uzaylar
bulundugundan, Duggal ve Bejancu (1996) altmanifoldlarin genel teorisindeki boslugu
doldurmak adma, lightlike (dejenere) altmanifoldlarin geometrisi {izerine bir kitap
yaymlamistir. Daha sonra Duggal ve Sahin 2010°da, lightlike geometride elde ettikleri yeni
geometrik sonuclar1 ve fizik alanindaki uygulamalari igeren bir kitap yaymlamislardir.

Izumiya vd. 2004 yilinda yayinladiklar1 “The lightcone Gauss map of a spacelike
surface in Minkowski 4-space”, “Umbilicity of space-like submanifolds of Minkowski
space” ve “Singularities of evolutes of hypersurfaces in Hyperbolic space”, 2006 yilinda
yayinladiklar “Singularities of lightlike hypersurfaces in Minkowski four-space”, 1zumiya
ve Fuster 2007 yilinda yayinladiklar1 “The lightlike flat geometry on spacelike submanifolds
of codimension two in Minkowski space” adl1 ¢aligmalarinda, Lorentz-Minkowski uzayinda
ek boyutu 2 olan spacelike altmanifoldlarin lightlike geometrisini olusturmuslardir. Daha
sonra lzumiya (2014), genel ek boyutlu spacelike altmanifoldlar boyunca lightlike
hiperyiizeyleri incelemistir. Burada regle yiizeylere benzer bir yap1 olusturmuslardir.

Regle yiizeyler, klasik diferansiyel geometride, farkli geometrik sartlar altinda bircok
bilim insan tarafindan ¢alisilmistir (Baikoussis ve Blair, 1992; Baikoussis vd., 1993; Chen
vd., 1990; Kim, 2009; Kim vd., 2002, 2003, 2007; Kim ve Yoon 2000, 2004). “Null scroll*
olarak adlandirilan yiizeyler ise Minkowski uzayinda regle yiizeylerin 6zel bir sinifidir.
Bunlar, dayanak egrisi ve dogrultman vektorii null (lightlike) olan yiizeylerdir (Kim ve
Yoon, 2004). Null scroll yiizeyler hakkindaki ¢aligmalar, Choi vd. (1998), Pak ve Yoon



(2000), Balgetir ve Ergiit (2003, 2004), Abdel-Baky ve Aldossary (2013) ile verilen
referanslarda mevcuttur.
Bu tezde, spacelike altmanifoldlar boyunca lightlike hiperyiizeyler i¢in ikinci temel

form incelenmis, bu hiperyiizeylerin screen konformalligi arastirilmigtir. Ayrica, g de

lightlike altmanifoldlar boyunca null scroll hiperyiizeyler tanimlanarak, bazi geometrik

Ozellikleri incelenmistir.

1.2. Riemann Manifoldlari

Tamm 1.2.1. X bir kiime ve 7, X kiimesinin alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Eger
asagidaki sartlar saglamyorsa(X,f) ikilisine bir topolojik uzay adi verilir:
l.deTveX er,

2. | bir indis kiimesi olmak tizere, {A}ia VA erise U A er,

iel

A ccise( A e

jed

3. Jsonlu bir indis kiimesi olmak tizere, { A, } ,
je

X kiimesinin her elemanina topolojik uzayin bir noktas: ve ailesine ait olan alt

kiimelerine de topolojik uzayin agiklari denir (Sahin, 2012).

Tamm 1.2.2. M bir topolojik uzay olsun. Asagidaki 6nermeler dogru ise M ye bir n-boyutlu
topolojik manifold denir:

1.M bir Haussdorf uzayidir,
2.M nin her bir ag¢ik alt kiimesi E"veya E"in bir agik alt kiimesine homeomorftur,

3.M sayilabilir ¢oklukta agik kiimelerle ortiilebilir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 1.2.3. M bir n-boyutlu topolojik manifold veU daE"in bir agik alt kiimesi olsun. O

haldeU biry homeomorfizmi ile M nin birW agik alt kiimesine eslenebilir dyle ki,

v :UcCE" 5>WcM



olmak iizere,(l//,W) ikilisine bir koordinat komsulugu veya harita denir (Hacisalihoglu,

2000).

Tamm 1.2.4. M bir n-boyutlu topolojik manifold ve M nin bir agik 6rtiisii {U,, } _ olsun.E"

deu, ya biry_ homeomorfizmi altinda homeomorf olan agik kiime w, olsun. Boylece

(w,,,W, ) haritalarinin {(1,//0{,Wa)}ael koleksiyonuna bir atlas veya koordinat komsulugu

sistemi denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 1.2.5. M bir n-boyutlu topolojik manifold ve M nin bir atlasi S = {(y,,W, )} _ olsun.

Eger,W, N Wp #+ @ veVa, B e | olmak lizere,

Dup =Vo OW 5 Ve @, =5 o,

bi¢iminde verilen , Ve fonksiyonlar: C* sitnifindan diferensiyellenebilir iseler, S ye M
Doy Ppo

tizerinde C*sinifindan bir diferensiyellenebilir yap: denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 1.2.6. M bir n-boyutlu topolojik manifold olsun. M iizerinde C* simifindan bir

diferensiyellenebilir yap1 tanimlaniyorsa, M ye bir diferensiyellenebilir manifold denir
(Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 1.2.7. X # @ ved : X x X — Rbir fonksiyon olsun. vx,y,z e X igin,
1.X#yi¢ind(x,y) >0,
2.d(x,y) =0 x=y,
3.d(x,y) =d(y,x),
4.d(x,y) <d(x,z) +d(z,y)

sartlar1 saglaniyorsa d fonksiyonuna X iizerinde bir metrik denir (Sahin, 2012).

Tamm 1.2.8. V bir reel vektdr uzayr olsun. Birb : V xV — R bilineer fonksiyonuna

simetrik bilineer form denir eger v(v,w)eV xV iginb(v,w) = b(w,v) ise(O’Neill, 1983).



Tanim 1.2.9. M bir diferensiyellenebilir manifold ve bu manifold {izerindeki

diferensiyellenebilir vektor alanlarinin kiimesi (M) olsun. Bu durumda,
g: xM)xx(M)—>C*(M)

ile tamml: gsimetrik bilineer formu pozitif tammly ise yani VX,Y € (M) iging(X,Y) >0
veg(X, X) =0« X =0sart1 saglan1yorsa, § ye Riemann metrigi Veya metrik tensor denir.

Bu durumda (M, g) ikilisine bir Riemann manifoldu denir (Sahin, 2012).

Tamim 1.210. wm, ve wm, diferensiyellenebilir manifoldlar ve -~ : m, —»mMm,

diferensiyellenebilir 6rten doniisiim olsun. Bu durumda eger asagidaki sartlar saglaniyorsa

E(M,, M,, ) Ye M, lizerinde vektdr demeti ad1 verilir.
lvpem, ,7 (P)vektoruzayr yapisina sahiptir. Bu uzayin boyutu her zaman sabit

kabul edilmektedir. 7 ( p) vektdr uzayina vektor demetinin lifi denir ve | ile gosterilir.

2.vp e M, i¢in, m,de P noktasinin komsuluguU ve n > 0 olmak iizere,
h:UxR">7z™(U)
diffeomorfizmi vardir 6yle ki vq €U i¢in

h:R" - 7z7(VU)

q

y — h@y)
doniistimii bir izomorfizmdir. Bu durumdam, manifolduna taban manifoldu, m, manifolduna
is manifoldu, » dSniisiimiine izdiisiim, 7~ ( P)uzaymna p noktasindaki lif ve(U, h)ikilisine

dem, manifoldunun koordinat haritas: denir. EgerU, wm,olarak alinirsa E vektor demetine

asikar vektor demeti denir (Sahin, 2012).



Tamm 1.2.11. f, E vektor demetinin m, st manifoldundan m, taban manifolduna bir
diferensiyellenebilir dontisim olsun. Eger, 7o f =1 ise f doniisimine E vektor

demetinin bir ¢apraz kesiti (cross section) denir. Burada 1, M {zerindeki birim

doniisiimdiir (Sahin, 2012).

Tanmm 1.2.12. M bir ¢”- manifold olsun. M nin herhangi bir noktadaki tanjant uzay:

T mile gosterilsin. Her P noktasindaki tanjant uzaylarin ayrik birlesimine tanjant demet
denir ve
™ =UT,M
peM
ile gosterilir. Tanjant demet lizerinde bir 7~ : TM — M izdiisimii vardir oyle ki

(p,v) eTM i¢in 7[( p,V)Z p dir. Budurumda TM iizerinde C* yapi tanimlidir (Brickell
ve Clark, 1970).

Bir tanjant demetin ¢apraz Kkesiti (cross section), M manifoldu iizerindeki

diferensiyellenebilir vektor alanidir (Sahin, 2012).
Bundan sonra bir M manifoldu {izerindeki vektor alanlarinin kiimesi }((M ) ile

gosterilecektir.
Tamm 1.2.13. M bir n-boyutlu manifold olsun. M {izerinde

D:M — UM
p — D,cTM

oyle ki boy( Dp) =r doniisiimiine r boyutlu distribiisyon denir. X € y (l\/l )i(;in X, <D, ise
X vektdr alanina D distribiisyonuna aittir denir. Eger her p noktas: i¢in p alt uzayina ait r-

tane  diferensiyellenebilir  lineer bagimsiz  vektér varsa, D distribiisyonuna

diferensiyellenebilirdir denir (Sahin, 2012).



Tamm 1.2.14. Bir C* F : N — M donisiimiine immersiyon (submersiyon) denir eger, her
noktada rankF =boyN (boyM) ise (Boothby, 2003).
Eger F birebir immersiyon ise N ileM nin N = F(N) alt kiimesi arasinda birebir esleme

saglayacaktir. Bu esleme N alt kiimesini bir topoloji veC”yap: ile donatir ve N ya bir

altmanifold (veya immersed altmanifold) denir. Bu durumdarF : N — N bir diffeomorfizm

olur. (Boothby, 2003).

Ornek 1.2.1. E lemniskat egrisi olmak iizere, j : E — R2 dyle ki j(s) = (sin2s,sins)
birebir doniisiimii verilsin. Jacobien matrisi [ZCOSZS COSS] olup, ranki heryerde 1

oldugundan j bir immersiyondur ve E egrisi R* nin bir altmanifoldudur (Brickell ve

Clark, 1970).

Tanmim 1.2.15. BirF : N — M birebir immersiyonuna embedding denir 6yle ki F, N den

M ye bir homeomorfizmdir. Bu embedding doniisiimiiniin goriintiisiine bir embedded

altmanifold denir (Boothby, 2003).
Tamim 1.2.16. Ek boyutu 1 olan altmanifolda bir ziperyiizey denir (Sahin, 2012).

Tamm 1.2.17. M bir ¢* manifold olsun.

Vix(M) X x(M) — x(M)
(X,Y) = V(X,Y) = VyY

fonksiyonu i¢in, VX,Y,Z € y(M),Vf,g € C*(M,R) olmak iizere;

1) VexigrZ = fVxZ + gVyZ,
2) Vx(fY) = fVxY + (X)Y

ozellikleri saglaniyorsa V ya M {izerinde bir afin konneksiyon ve Vy ifadesine de X e

gore kovaryant tiirev operatorii denir (Hacisalihoglu, 2000).



Tanmm 1.2.18. M bir Riemann manifoldu olsun. V, M iizerinde bir afin konneksiyon ve
<,> M tizerindeki i¢ ¢arpim olsun. Asagidaki 6zellikler saglaniyorsa V ya M iizerinde bir

Riemann konneksiyonu denir:
1) V, C* smifindandir,
2) Mninbir U bolgesi lizerinde C* olan VX,Y,Z € y(M) ve VP € U igin,

Xp(Y,Z) = (VXY,Z)p + (Y, VXZ>P
dir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 1.2.19. M bir hiperyiizey ve M nin diferensiyellenebilir birim normal vektor alani

N olsun. R"de Riemann konneksiyonu V olmak tizere VX € y(M) igin, A(X) = VxN

seklinde taniml1 A doniisiimiine M {izerinde sekil operatérii denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 1.2.20. M, R" de bir hiperyiizey ve M nin diferensiyellenebilir birim normal

vektor alan1 N olmak {izere,

nmM — sm1
P —n(P) = N(P)

doniisiimii M hiperyiizeyini R" deki $™~! birim hiperkiiresine resmeder. Bu sekilde

tanimlanmis olan diferensiyellenebilir 7 doniisimiine Gauss dondisiimii  denir

(Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 1.2.21. M, R"de bir hiperyiizey ve P € M noktasinda sekil operatorii A olmak

tizere, 3A€R i¢in A = Al,,_; ise P noktasina M ftizerinde bir umbilik nokta denir.

Tamm 1.2.22. M, R" de bir hiperylizey ve P € M noktasinda sekil operatorii A olsun.
X, eT,M icin (A(Xp),Xp) = 0 oluyorsa, Xp ye M nin bir asimptotik dogrultusu denir.

M lizerinde Xp yi teget kabul eden egriye ise bir asimptotik ¢izgi denir (Hacisalihoglu,
2000).



Tamm 1.2.23. M, R" de bir hiperylizey ve M iizerinde bir C® egri a olsun. a

egrisinin teget vektor alan1 T ve M nin Riemann konneksiyonu V olmak lizere, V;T = 0 ise

a ya M lizerinde bir geodezik egri denir (Hacisalihoglu, 2000).

1.3. Yar1 Riemann Manifoldlar:

Tamm 1.3.1.Bir b simetrik bilineer formu;
1) Pozitif (negatif) tanimlidir eger, v # Oiginb(v,v) >0( <0 ) ise,
2) Pozitif (negatif) yari tanimhdir eger, Vv €V i¢inb(v,v) >0 ( <0 ) ise,
3) Non-dejeneredir eger, VW €V iginb(v,w) = 0 ikenv = Qise(O’Neill, 1983).

Tamim 1.3.2. Birbsimetrik bilineer formunun indeksi, b |, nin negatif tamml: olduguW <V

alt uzayinin boyutu olan en biiyiik sayidir (O’Neill, 1983).

Tamm 1.3.3. Bir M diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde bir g metrik tensorii, sabit

indeksli, simetrik, non-dejenere (0,2) tensor alanidir. Diger bir deyisle g , M manifoldunun

her p noktasmanM de bir g = skalar ¢arpimu karsihk getirir ve g nin indeksi her noktada

aymdir (O°Neill, 1983).

Tamm 1.3.4. Bir vyan-Riemann manifoldu, @ metrigi ile donatilmis bir
diferensiyellenebilir manifolddur. 0 <v<n=boyM indeks olmak iizere, v=0 ise M

bir Riemann manifoldudur ve bu durumda her g, pozitif tanimli bir i¢ carpimdir. Egerv=1ve

n>2ise M bir Lorentz manifoldudur(O’Neill, 1983).

g(v,w) yerine alternatif olarak (v, w) gosterimini kullanacagiz. 0<v <nolmak iizere,

indeksivolan R!yari Oklid uzay,

<vp,wp> :—Zvlviwi + Zn: viw
i=1

j=v+l
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metrigi ile verilir. v = 0oldugunda R!yari Oklid uzay1r R" Oklid uzayina indirgenir.n > 2
icin R'ye Lorentz - Minkowski n- uzay: denir ve n=4 durumu, relativistik uzay - zamanin

en basit halidir (O’Neill, 1983).

Tamim 1.3.5. Bir M yar1 Riemann manifoldunday teget vektorii,
1) (v,v)>0 veya v =0ise spacelike,
2) (v,v)<0 ise timelike,
3) {v,v)=0 ise lightlike (null)
vektor adint alir. TpM deki tiim lightlike (null) vektorlerin kiimesine null koni denir (O’ Neill,

1983).

Tamm 1.3.6.

i. x ve Yy vektdrleri R’ de timelike vektorler olsunlar. 36>0 &yle ki
<X, y>=—||x||||y||cosh49 sayist x Ve Y vektorleri arasindaki hiperbolik agidir.

ii. x ve Yy vektorleri bir timelike alt uzay: geren spacelike vektorler ise 360 >0 Oyle
ki <X, y):||x||||y||cosh9 sayis1 x Ve Y vektorleri arasindaki merkezi acidir.

iii. x ve Y vektorleri bir spacelike alt uzayr geren spacelike vektorler ise 36 >0
oyle ki (X, y):||x||||y||cosé? sayist x Ve Y vektorleri arasindaki spacelike a¢idir.

Iv. x bir spacelike vektor ve Y bir timelike vektor ise I6>0 oOyle Ki
<X, y):||x||||y||sinh0 sayist x Ve Y vektorleri arasindaki Lorentzian timelike

agidir (Birman ve Nomizo, 1984).

Tamm 1.3.6. M bir yari - Riemann manifoldu olsun. M iizerinde bir ¢(S) egrisine

spacelike, timelike veya lightlike (null) egri denir eger, tim hiz vektorleri sirasiyla

spacelike, timelike veya lightlike (null) ise (O’Neill, 1983).

Teorem 1.3.7. M bir yonlendirilmis Lorentz manifoldu ve y:lcR-—>M Yyay

paremetresi ile parametrelendirilmis bir null egri olsun. {y'(t),y”(t),...,y(”) (t)} kiimesi
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T oM nin bir baz1 olmak tizere, {L,Wl, N,WZ,...,Wm} , M=n-2 olacak sekilde bir tek

Frenet catis1 vardir dyle ki 1€ {3, vy M —1} i¢in,

L'=W,,
W,'=—k L+N,
N’ = =KW, + kW,

W, =K, L +kW,,
Wi’ = _kiWi—l + ki+1Wi+1'

Wm’ = _kam—l
dir. Burada Vi>2 icin egrilik fonksiyonlart k, >0 dir. Ayrica asagidaki 6zellikler saglanir;

1) 1<i<m-1 olmak iizere {y(t),7"(®)... 7" (®)} ve {LW,NW,,.. W ,} aym

yonlendirmeye sahiptir,

2) {L,Wl, N ,Wz,...,Wm} pozitif yonlendirilmistir (Ferrandez vd., 2002).

Teorem 1.3.8. Bir M yari - Riemann manifoldunda bir tek ¥ konneksiyonu vardir éyle

Ki vX,V,W e »(M)igin,
1) [VW]=V,W-V,V,
2) XV, W)=(V,V, W)+, V,W)

saglamir. Bu durumdaVv ya M iizerinde Levi-Civita konneksiyonu denir (O’Neill, 1983).
Tamm 1.3.7. BirM yar1 — Riemann manifoldunda ¥ konneksiyonu,
Vi x(M)x x(M) — x(M)

olacak sekilde bir fonksiyondur dyle ki,
1) VW, V ye gore s(v) lineer,
2) vVW, W ye gore R lineer,
3) fe3(M)icinV, (W)= (V)W +fV,W

dir (ONeill, 1983).
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Tanim 1.3.8. M bir yann - Riemann manifoldu ve ¥V de M iizerinde Levi Civita

konneksiyonu olsun. X,Y,Z e ;((M)olmak lizere, birR : y(M )3 — (M) dyle ki,

Ry,Z=V

[x.Y]

fonksiyonu M iizerinde (1,3) tensor alanidir ve Riemann egrilik tensorii olarak adlandirilir
(O’Neill, 1983).

Lemma 1.3.1. II, M yan - Riemann manifoldunun p noktasindaki bir non-dejenere

tanjant diizlem olsun. Bu durumda,

degeri, I1 i¢in {V,W} bazinin seciminden bagimsizdir. K(IT) ye kesit egriligi adi verilir.

Burada,
Q(v, W) = (v, v){w,w)—(v, w>2

dir. Ayrica, I1 nin non-dejenere olmasi igin gerek ve yeter sart, Q(v,w) = 0 olmasidir

(O’ Neill, 1983).

Tamm 1.3.9. BirM yar1 - Riemann manifoldunun her P noktasindaki egrilik tensérii R

sifir ise bu manifolda flat denir (O’ Neill, 1983).

Onerme 1.3.1. vp e M i¢in K =0ise R =0dir (O’Neill, 1983).
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1.3.1. Yan-Riemann Manifoldlarimin Altmanifoldlarn

Bir (M,g) yart - Riemann manifoldunun diferensiyellenebilir bir altmanifoldu

(M, g) ile gosterilsin. M {izerinde bir X vektor alani, M nin her p noktasina M de birx_
teget vektort karsihik getirir. X diizgiin vektor alamdir denir eger, f e (M) igin Xf € I(M)
ise. Bu sekildeki diizgiin vektor alanlarinin kiimesine (M) denecek olursa, her Y e ;(( M )
vektor alaninin kisitlanisi v |, « z(m) dir.

n+k boyutlu M yar1 - Riemann manifoldunun bir n-boyutlu M altmanifoldu igin,
her noktada T, (M) tanjant uzayi Tp(M) nin non-dejenere bir alt uzayidir. Dolayisiyla

asagidaki direkt toplam yazilabilir,

T,(M)=T,(M)®T (M)".

Buradanl(M) alt uzayr da non-dejeneredir. boyTpl(M) =k dir ve M nin ek boyutu

olarak adlandirilir (O’Neill, 1983).
Vi x(M)xZ(M) — Z(M)

fonksiyonu M {izerinde M den indirgenmis konneksiyondur. Bu durumda VV,W € y (M)
igin, v w =tanv,w dir oyle kitan: T, (M) —T,(M) ortogonal izdiisiimdiir. V ise M

lizerindeki Levi-Civita konneksiyonudur. Benzer sekilde, VV,W € ;(( M ) icin,

I z(M)xg(M)—> z(M)"
IV, W= nék, !

. - . - . . v 1 . o es
fonksiyonu bilineer ve simetriktir. Burada nor : T, (M) —T_ (M)~ ortogonal izdiisiim ve

Il ikinci temel form tensoriidiir. Yani VV,W € (M) gin,
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VW =V, W @IV, W)
yazilabilir (O’Neill, 1983).

Sonu¢ 1.3.1.1. K ve K sirastylaM ve M nin kesit egrilikleri olsunlar. {v,w} M de bir

non-dejenere teget diizlemin bazi olmak iizere,

(1Ev, V), 1w, W)y =TV, W), TV, w))

K (v, w) = K (v,w) + (VW W) — (V, W)?

(1.1)

dir (O’Neill, 1983).

Tamm 1.3.1.1. Bir (M, g) yart - Riemann hiperyiizeyi tamamen geodeziktir denir eger

I1 =0 ise (Duggal, 2015).

Tanimm 1.3.1.2. Bir (M, g) yart - Riemann hiperyiizeyi tamamen umbiliktir denir eger

Il = pg ise (Duggal, 2015).

1.3.2. Yar1 - Riemann Manifoldlarinda Lightlike Hiperyiizeyler

Bu béliimde, birM yar1 - Riemann manifoldunda bir M lightlike hiperyiizeyinin
diferensiyel geometrisine deginilmistir. Bu amagla, M {izerinde bir non dejenere screen
distriblisyon ve buna karsilik gelen lightlike transversal vektor demeti tanimlar1 verilmistir.
Bunlar yardimiyla, lineer konneksiyon, ikinci temel form, sekil operatorii ve benzeri

indirgenmis geometrik kavramlar tanimlanmistir.
VpeM i(;inTpM teget uzay, (Tpm g, ) uzaymnin bir hiperdiizlemidir. Her noktada

normal uzay,

TM*={veT M|g,(v,w)=0, vweT M}

ile tanimlanir.
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g metrigi M iizerinde dejenere olsun. Bu durumda, M tizerinde bir & = 0 vektor alant

vardir dyle ki VX € 7(TM ) iging (&, X)=0 dir (Duggal ve Bejancu, 1996).
Tanim 1.3.2.1. TpM de radikal (null) uzay,
RadT,M ={&eT,M}|g, (&£ X)=0, VX eT,M

ile tanimlanir. RadT,Mm nin boyutuna § metriginin nulluk derecesi denir ve M

hiperyiizeyine de M de bir lightlike hiperyiizey ad1 verilir (Duggal ve Bejancu, 1996).

vpeM noktasinda Tle ile gosterilen normal wuzay da dejenere olup,

_ L . . A L. -
RadT )M =T )M NT M~ seklinde yazilir. M hiperyiizeyi i¢inT,M~in boyutu 1 oldugundan
boy(RadT,M ) =1dir. Dolayistyla RadT,M =T M~ olur. RadTM ye M nin bir radikal

(null) distribiisyonu denir.

TM tanjant demetinde, TM * normal demetine tiimleyen bir demet S(TM) ile

gosterilsin. Bu durumda,
™™ =RadTM &@_,,, S(TM)
seklinde yazilir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tamm 1.3.2.2. S(TM)demeti M tizerinde bir screen distribiisyon olarak adlandirilir ve

non-dejenere alt uzaydir (Duggal ve Bejancu, 1996).

™ |, de, S(TM) ye ortogonal tiimleyen demet s(Tm)* ile gésterilsin. s(T™M)*

demeti de non-dejenere vektor demeti olup, ranki 2 dir. Bu durumda M boyunca,

TM |,, = S(TM) L S(TM)"*
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ayrigimi yazilabilir. Ayrica RadTM = TM * vektor demeti, s(Tm)* in bir alt demetidir.
(M, g) yar1 - Riemann manifoldunda bir lightlike hiperyiizey (M, g,S(TM))ile ifade
edilir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Teorem 1.3.2.1. (m,g) yart - Riemann manifoldunda bir lightlike hiperyiizey
(M, g,S(TM))olsun. Bu durumda M iizerinde ranki 1 olan bir tek tr (TM)Vektér demeti

vardir dyle ki TM *de birU < M koordinat komsulugunda, her sifirdan farkli £kesiti i¢in,

g(N,&)=1 g(N,N)=g(N,W)=0, YW € (S(TM))], .

olacak sekilde bir tek N € 4(tr(TM ))kesiti vardir (Duggal ve Bejancu, 1996).
TM* in sam)* deki timleyen vektor demeti F olsun. V EZ(F ly ), V0

olmak lizere g(V, &) = 0dir, aksi halde s (Tm )* dejenere olurdu. O halde,

oL {V_ GV.v) 5}
gev) L 29(6V)

biciminde yazilan vektor alan1 Teorem 1.3.2.1” in sartlarini saglar.

Vu e M igintr (TM ) bir lightlike vektér demetidir vetr (T™M )p NT,M ={0} dir. O

halde,

™ |, =TM ®tr(TM)

bigiminde yazilabilir. tr (Tl\/l ) ye M ninS(TM)ye gore lightlike transversal vektor demeti

denir (Duggal ve Bejancu, 1996).
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1.3.3. Lightlike Hiperyiizeyler Uzerinde Indirgenmis Geometrik Yap1

V ile, M iizerinde g metrigine gore Levi-Civita konneksiyonu gosterilsin. Bu

durumda, VX,Y € ;((Tl\/l )veV € ;((tl’ (Tl\/l )) olmak tlizere Gauss - Weingarten formiilleri,

VY =V,Y +h(X,Y)
. t (L.2)
V,V=-AX+V,V

ile verilir. Buradav v ve A, x vektor alanlart )((TIVI ) ye, h(X ,Y)Ve v' v vektor alanlari

ise y (tr (TM )) ye aittir. V ise M tizerinde bir torsiyonsuz indirgenmis lineer konneksiyondur.
hve a, sirastylaM ninM deki ikinci temel formu ve sekil operatérii olarak adlandirilir. vt
tr (TM ) de indirgenmis lineer konneksiyondur (Duggal ve Bejancu, 1996).

Lokal olarak birU — M komsulugu iizerinde, Teorem 1.3.2.1. deki sartlar1 saglayan
{f, N} kesitlerive vx ,Y < 4(TM |,) i¢in, bir simetrik bilineer form B ve 1-form . asagidaki

gibi tanimlanir;

B(X,Y)
7(X)

g(h(X.Y).£)

1.3
GVN, &), (3)

Bu durumda,

=V, Y +B(X,Y)N

v,Y
Vi N=-AX+7(X)N

esitlikleri lokal Gauss Weingarten formiilleri olarak adlandirilir. B ye M nin lokal ikinci
temel formu denir. Ayrica V metrik konneksiyon oldugundan, vx < »(TM |,) i¢in,
B(X,&)=0

olur (Duggal ve Sahin, 2010).
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Onerme 1.3.3.1. S(TM)veS(TM)’, M iizerinde screen distribiisyonlar olsunlar.hve h’ de
strastylatr(TM) vetr(TM)’ ye gore ikinci temel formlar olsunlar. Bu durumda birU < M

komsulugunda B=B' diir yani, M nin lokal ikinci temel formlar1 screen distribiisyonun

seciminden bagimsizdir.

Sonuc 1.3.3.1. Bir lightlike hiperyiizeyin ikinci temel formu dejeneredir (Duggal ve Sahin,
2010).

Lightlike manifoldlarda bir bagka ikinci temel form ve dolayisiyla farkli bir sekil
operatorii su sekilde tanimlanir:

P doniisimii, 5 (TM) nin »(S(TM)) lizerine bir izdiigiimii olsun. Bu durumda,

W e y(TM 1Y) VevX,Y € y(TM) i¢in,

vV, PY =V, PY +h*(X,PY)
VW =-A X +ViW

yazilabilir. Burada vy Ve a7 x vektor alanlar1 y (S(T M )) ye, h* (X ,Y) ve vy vektor
alanlar1 ise ;((TM L)e aittir. v* ise S(TM ) tizerinde bir indirgenmis lineer konneksiyondur.

h*ve p: sirastyla S(TM) nin screen ikinci temel formu ve screen sekil operatdrii olarak

adlandirilir. Benzer sekilde, vX,Y € y(TM) i¢in,

C(X,PY)=g(h*(X,PY),N)
e(X)=g(Vy& N).

Bu durumda g(X) = —z(X)olup,

V,PY =V PY +C(X,PY)¢&
V& =-AX-7(X)¢
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dir.C(X,PY)yeS(TM)nin lokal screen ikinci temel formu denir. M ve S(TM)nin lokal

ikinci temel formlar1 sekil operatorleri ile asagidaki gibi iliskilidir;

B(X,Y)
C(X,PY)

g(A:X,Y)

g(AX,PY) 4

dyle ki §(A:X,N) =0ve g(a, v, N) = odir (Duggal ve Sahin, 2010).

Onerme 1.3.3.2.

1. v*konneksiyonu S(TM)lizerinde bir metrik konneksiyondur.

2. 'V konneksiyonu M iizerinde,
(ng)(Y,Z): B(X,Y)Q(Z, N)+ B(X,Z)g(Y, N)

esitligini saglar (Duggal ve Sahin, 2010).

Onerme 1.3.33. (M,g) yart - Riemann manifoldunda bir lightlike hiperyiizey
(M, g,S(TM)) olsun. Asagidakiler saglanir;
1. M nin sekil operatérii o, , bir sifir eigen degerine sahiptir.

2. S(TM)nin screen ikinci temel formu da dejeneredir.

3. S(TM)nin screen sekil operatorii A;, M nin ikinci temel formuna gore simetriktir.

Ea

S(TM)iizerinde V* konneksiyonu bir metrik konneksiyondur.

(62}

. Ce ;(( RadTM )kesitinin integral egrisi, sirasiylaV ve V konneksiyonlarina gore,

M ve M de bir null geodeziktir (Duggal ve Sahin, 2010).

. ) 0
Ornek 1.3.2.1. (R;‘,g) 4 boyutlu yar1 Oklidyen uzay olmak {izere, {Q :8_x}

i =0,...,3 bazma gore,
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1 3 4 4
F(xy)==D %y, +>.xy, Oylekix=>"x8,,y=> Y0,
i—0 i—2 i—0 i—0

ile wverilsin. xo:x1+\/§,/(x2)2+(x3)2 ile verilen M hiperyiizeyi, r: de bir lightlike

hiperylizeydir. RadTM ,

éj:J(XZ)2 +(x3)2 (&, —61)+\/§(x262 + %303

vektor alani tarafindan gerilir. Ayrica,

N = { ()2 + (%) (=0, +8,) + V2 (%,0, + %2,)

bulunur. S(TM)ise,

W, =0,+0,
W, =—X,0, +X,0,

vektor alanlari tarafindan gerilir (Duggal ve Sahin, 2010).

1.3.4. Screen Konformal Lightlike Hiperyiizeyler

Bilinmektedir ki bir non-dejenere altmanifoldun ikinci temel formu ve sekil operatorii,
metrik tensor dolayisiyla iligkilidir. Buna karsin lightlike hiperyiizeylerde, M ve S(TM)

nin ikinci temel formlar1 ve sekil operatorleri arasinda karsilikli bir iligki vardir. Bu nedenle,
lightlike hiperyiizeylerin geometrisi bir screen distribiisyon se¢imine baglidir. Burada dikkat

edilmesi gereken, S(TM) non-dejenere oldugundan geometrisi klasik anlamdadir.

Tamim 1.3.4.1. (M, g) yar1 - Riemann manifoldunda bir lightlike hiperyilizey (M, g, S(TM))

olsun. Bu hiperyiizeye lokal screen konformaldir denir eger, birU < M komsulugunda, M

ve S(TM )izerindeki sekil operatdrleri igin,
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A = oA (1.5)

olacak sekilde sifirdan farkli bir diferensiyellenebilir  doniigiimii varsa.

Ozel olarak ¢ doniigiimii sabit ise M ye screen homotetiktir denir. U =M olmasi

durumunda screen konformallik globaldir (Duggal ve Sahin, 2010).

Teorem 1.3.4.1. Bir (™, g) Lorentz manifoldunda bir lightlike hiperyiizey (M, g) olmak

lizere,
(TM) = TM/RadTM

vem: T'(TM) — T'(TM) izdiisiimii verilsin. Burada X — z(X) Ve g(X,¥)=g(X,Y) dir.

AyricaV eTI'(RadTM) Ve X e I'(TM ) olmak tizere,
A,:T(TM) — T'(TM)

oyle ki A, (X) = —ﬂ(?XV ) ile tanimlanan doniisiim, self adjoint bir doniistimdiir. S(TM)
secilen bir screen distribiisyon ve p, : T(TM) — I'(S(TM)) Karsilik gelen izdiisiim olsun.

V eI'(RadTM) null normal kesiti i¢in,

A=A lswy + T(S(TM)) > T'(S(TM))
tanimlansin Odyle ki o>, S(TM) lizerindeki sekil operatériidiir. B (X)=p, (x) Olacak

sekilde bir Ps : T'(TM) — T'(S(TM)) déniisiimii verildiginde, bu doniisiim bir vektor

demeti izomorfizmi olup,
P (A (X)) =Py (-7 (VV ) =P (-V, V) = P (V1 V) = A, (Ps(X))

dir (Global Null Splitting Theorem, Duggal ve Sahin, 2010).
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1.3.5. river:Lorentz Uzaylarinda Lightlike Hiperyiizeyler

v-1 m-+1

g(x,y ):—ZXY.+ZX y, metrigi ile verilen yari Oklid uzay1, (RC‘*Z,Q) ile

gosterilsin. Bu uzayda bir M hiperyiizeyi,

ou

a

Xy = T, (Ug,.sU); rank{%}:mﬂ, A=0,..,m+1 a=0,..,m

esitlikleri ile wverilsin 0Oyle ki f, fonksiyonlart bir UM komsulugunda

A

diferensiyellenebilirdir. Bu durumda,

6f_o ey e g
Uy e dugy Uy e Ougy
D,=|: . : : iy (1.6)
6f0 6fA,1 afA+1 m+l
Ou, 2 Uy, Oup, e Uy,

determinanti tanimlansin (Duggal ve Bejancu, 1996).

Teorem 1.3.5.2 RCHZ de bir M hiperyiizeyi lightlike hiperyiizeydir ancak ve ancak, her

U < M komsulugunda asagidaki esitlik saglaniyorsa:

V- 1 m+1

=3.(oy)"
|=0 j=v
Ayrica RadTM =TM* distribiisyonu lokal olarak,
\ 1 m+1 a
E= D —+Z D — vektor alani tarafindan gerilir (Duggal ve Bejancu,
OX

|:0 | i
1996).
Durum 1. Rf uzayinda bir lightlike yiizey M,

Xo = fo(uovu1)1 X = fl(uO’ul)' X, = f2(u07u1)
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esitlikleri ile verilsin. O halde TM ,

0 M0 0 _ MO a1, (17)
ou, ou, OX, oOu, ou, OX,

vektor alanlart ve TM *,

éfz D0i+ Dli_ Dzi:ai_’_bi
OX, X, oX, ou, oy (L8)

aziDaf+D6f bz—iDaf+Daf

D,| "oy Cau D, | ‘éu, éu,

vektor alani tarafindan gerilir. tr (TM ) ve S(TM ) vektor demetleri sirasiyla,

N :%{_DOLQ&_D i}

2(Dy) 0X, X, OX (1.9)
Wop, 2 p0 _dh o o

o Ox, 0Ou,ou  du, du,
vektor alanlari tarafindan gerilir (Duggal ve Bejancu, 1996).
Durum 2. R!'uzayinda bir lightlike yiizey M,
Xy = To(Uy,u,u,), A=0,1,2,3

esitlikleri ile verilsin. O halde TM ,

o0 o 0 @, i,
ou, Ou, O0X, Ou, AU, OX,

vektor alanlari ve Tm *,
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£=0,2 402 D% _a% p o
0X, X, oX, ou, ou,

(1.10)
a:i Dli'FDzi ,b:_i Dli'FDzﬁ
D, ou, ou, D, ou, ou,
vektor alani tarafindan gerilir. tr (TM ) ve S(TM ) vektor demetleri sirastyla,
N :%{_DOLQQ_DZ&},
2(Dy) OX, O%, OX, (1.11)
W_p, 0 ,p o M0 oo

ox, tox, ou,ou, ou, u,
vektor alanlari tarafindan gerilir (Duggal ve Bejancu, 1996).
1.3.6. Lightlike Altmanifoldlar

(M , g),ﬁzerinde tanimli sabit indeksli § metrigi ile M+ Nboyutlu bir yar1 Riemann

manifoldu olsun.M, M de bir m boyutlu altmanifold olmak iizere p € M igin,
T,M*={v,eT,M : g, (v,,w,)=0, vw, eT,M|

alt uzay diistiniilsiin. M lightlike ise
RadT M =T,M nT M* #{0}, VpeM

radikal distribisyonu mevcuttur. RadTM nin ranki r > 0 olmak tizere M ye bir r-lightlike

altmanifold denir. M igin asagidaki 4 durum mevcuttur;

0 < r < min{m, n} = r-lightlike altmanifold,

1<r =n<m= ko-izotropik altmanifold,

1<r =m<n=izotropik altmanifold,

A

1< r=m=n=tamamen lightlike altmanifold (Duggal ve Sahin, 2010).
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Bu tezde r-lightlike altmanifold olmasi durumu g6z oniine alinacaktir. Bu durumda,
RadTM ninTM deki tiimleyen distribiisyonu S(TM ) ile gosterilir ve screen distribiisyon
admi alir. Acgikca S(TM), T metrigine gore non-dejenere alt uzaydir. Dolayisiyla

asagidaki ortogonal direkt toplam yazilabilir;

TM = RadTM @,, S(TM).

T™M* = U T,M* olmak iizere, RadTM =TM NTM* dir. Diger yandan, RadTM nin

peM
TM* de tiimleyen vektor demeti s(Tm ) ile gosterilir ve screen transversal vektor demeti

olarak adlandirilir. Bu durumda asagidaki ortogonal direkt toplam yazilabilir;

TM* =RadTM @_, S(TM ™).

S(TM*), § metrigine gore non-dejenere oldugundan,

TM |, =S(TM) L S(TM)*

yazilabilir 6yle kis(tm)*, TM de S(TM) ye dik tiimleyen vektor demetidir.
Bilinmektedir ki bir non-dejenere altmanifoldda, normal demet tanjant demete dik ve
tiimleyendir. Ancak yukarida goriilmektedir ki, lightlike altmanifoldlarda normal demet
tanjant demete diktir ancak tiimleyen degildir. Bu iki demetin arakesiti RadTM null vektor
demetidir. Bu ise M deki bir vektdrii, M de bir teet ve bir normal bilesen olarak

ayrilamayacag1 anlamina gelir. Problemi ¢ozmek adina TM , 4 tane kesismeyen tiimleyen

vektor demetine ayrilir (Duggal ve Sahin, 2010).

Teorem 1.3.6.1. (M,g,S(TM),S(TM")), M de bir r-lightlike altmanifold olsun. U ,M

nin bir koordinat komsulugu ve{& 3} (i =1.., I‘), RadTM nin bir baz1 olsun. Bu durumda

{N,}diferensiyellenebilir kesitleri mevcuttur 6yle Ki,
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saglanir (Duggal ve Sahin, 2010).

Itr(TM) =Spar{N,} Y&  lightlike  transversal  vektér  demeti  denir.

tr(TM) =ltr(TM) ®,, S(TM*) olup,
™ |, =TM ®tr(TM) =S(TM) L. S(TM ") L(RadTM (—Bltr(Tl\/l))
yazilabilir. Bu durumda M boyunca M iizerinde bir quasi-ortonormal baz,

{51""’;’ Nl""' Nr’ Xr+l""’ Xm’Wr+1""’Wn}

seklindedir. Burada {&,....& }, RadTM nin bir lightlike bazi, {N,,...,N,}, Itr(T™M)nin
bir lightlike bazi, {X, ... X} ve {WHI,...,WH}51ras1y1aS(TM)Ves(T|v| +yin ortonormal

bazlaridir. (M ,d,S5(TM),S(TM l)), M de bir r-lightlike altmanifold olmak iizere,

V.Y =V,Y+h(X,Y)
TV =-AX+VV (.12)
esitlikleri saglanir dyle ki burada ¥, M iizerindeki Levi-Civita konneksiyonu, v, y ve
vt v swasiyla, Mve tr(TM) iizerinde tammli lineer konneksiyonlardir. v, torsiyonsuz
indirgenmis lineer konneksiyondur. Ayrica, A, x Ve h(X,Y)de sirastyla M tizerindeki sekil
operatorii ve ikinci temel formdur (Duggal ve Sahin, 2010).

S(TM*) = {0} olmak iizere, L ve S sirasiyla, tr(TM) den Itr (TM) ve s(TM ) lizerine

tanimli izdiistimler olsunlar. Bu durumda,

h'(X,Y) = L(h(X,Y)) ve h*(X,Y) = S(h(X,Y))

h(X,Y)=h'"(X,Y)+h*(X,Y) (1.13)

ile tanimlanan h' ve h®sirastyla lightlike ikinci temel form ve screen ikinci temel form adini
alir (Duggal ve Sahin, 2010).



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Spacelike Altmanifoldlar Boyunca Lightlike Hiperyiizeyler

X=X %o X, ) Y = (Yoo Yireons ¥y ) €R™ olmak iizere x ve y nin pseudo skalar

carpimi,

V) = —X¥o + DXV, 2.1)

seklinde tanimlanir. Bu durumda(R"*l, <>) ikilisine Lorentz-Minkowskin+1uzay: denir ve
rrtile gosterilir. Sifirdan farkli bir x < Rt vektoriine spacelike, timelike veya lightlike
denir eger, sirasiyla (x,x)>0,(x,X)<0 veya (x,x)=0 ise. Bir vektoriin normu

[IXI|= /|(x, x| ile tammlanir. Tepe noktasia olan light-koni,

LC, ={x=(%, %, %, ) €RI™ [(x—a,x—a) =0} (2.2)
ile verilir. Burada LC" = LC, \ {0} gosterimi kullanilacaktr.
U < R*olmak lizere x : U —»R™ , €k boyutu k olan bir spacelike embedding

olsun. Bu durumda s+k=n+1 dir. M =X (U) gosterimi kullanilacak olursa, X

déniistimiiniin spacelike olmasi, her P noktasindaT m tanjant uzayinin bir spacelike alt uzay
olmasi demektir. Yani bu alt uzay, vp € M i¢in tamamen spacelike vektorlerden olusur.
Ayrica Vp = X(u) V€ u=(u,..,u,) i¢in T M Uzayl, {xLI1 (u),..., X, (u)} vektor alanlar

tarafindan gerilir (Izumiya ve Sato, 2013).

Bir p « R noktasinda pseudo normal uzay N,M ile gosterilir. .M bir spacelike alt
uzay oldugundan, N m pseudo normal uzay, T R™ de bir k boyutlu Lorentz alt uzayidir.

N, M de asagidaki gibi iki ¢esit pseudo-kiire mevcuttur,
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N, (M;-1)
N, (M;1)={veN,M [(v,v)=1]

Ve N M |(v,v)=-1}

dolayisiyla M tizerinde iki gesit kiiresel demet asagidaki gibidir:

ZUNP(M B

peM

N(M:1)= U N, (M:2)

peM
rrde M altmanifoldu igin Whitney toplam ayrisimu,
TR |, =TM @ NM

bigimindedir (Izumiya ve Sato, 2013).

& =(1, 0,...,0) M boyunca birim timelike vektor alani olmak iizere, wv eTR™ |,
iciny = v, +v, yazilabilir dyle ki , < T,MVey, e N, M. Egery bir timelike vektor ise v,
timelike vektordiir. -~ : TR |, —> NM Dir izdiisiim olmak iizere, 7y, (eo) M boyuca

bir timelike normal vektdr alanidir. Yani her zaman birn' (U) € N, (l\/l;—l)birim timelike

normal vektor alani mevcuttur. O halde N,M de bir k-1 boyutlu pseudo-ortonormal
timleyen alt uzay (Sp{nT (u)})L olacaktir ve bir pseudo-normal kesit n° (u)e
(sp{n" (u)})Lm N (M;1) secilebilir. Bu durumda, (n®,n®) =1ve(n®,n") =0 olur. Bir k-2

boyutlu spacelike birim kiire,
[n |={&eN,(M;1)[¢&n")y=0} (2.3)
mevcuttur. NM iizerinde birim spacelike k —2 kiiresel demet,

Nl(M)[nT]ngNl(M)p[nT] (2.4)
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ile tammlanir. M boyunca her n" birim normal vektdr alant igin keyfi birn® e N; (M) [nT]

birim spacelike normal vektdr alani bulunabilir. Agikga N (U)£n® (u) lightlike

vektorlerlerdir. Burada n” +n®, M boyunca bir lightlike normal vektor alani olarak

alinacaktir.
LG(nT,nS) ‘U > LC”

oyle ki LG(nT,ns)(u):nT (u)+n°(u) ile tamimlanan déniisim M = X (U) nun(nT,nS)

ciftine gore lightkoni Gauss doniistimii olarak adlandirilir.

x, ler spacelike vektor alanlari olduklarindan, M = X (U) lizerinde bir Riemann
metrigi, yani lightkoni birinci temel form, yg2 Zigijduiduj oyle ki @ =<Xui,Xuj> ile
i=1

tanimlanir. Ayrica lightkoni ikinci temel form da
h, (nT ,n® )(u) = (—(nT +ns )U| (u), X, (u)
ile verilir (Izumiya ve Sato, 2013).

Tamm 2.1.1. LG(n"): N,(M)[n" |>LC" dyle ki LG(n")(u,&)=n"(u)+¢ ile
tammlanan doniisiime N, (M )[nT] kiiresel demetinin lightkoni Gauss goriintiisii denir

(Izumiya ve Sato, 2013).

Benzer sekilde, Nl(M)[nT] nin De Sitter ve Hiperbolik Gauss doniisiimleri de

sirastyla, DG (nT )(u, £)=£veHG (nT )(u, &) =n" (u)olarak tanimlanabilir.
Tamim 2.1.2. p = X (u) olmak {izere
LHy (") : Ny(M)[n" [xR —>R}™

Oyle ki,
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LH, (p.£,t)= X (U)+t(n" +&)(u)= X () +tLG(n")(u,&) (2.5)

ile tanimlanan hiperyiizeye M boyuncan’ ye iliskin lightlike hiperylizey denir (Izumiya ve
Sato, 2013).

2.2. Spacelike Altmanifoldlar Boyunca Lightlike Hiperyiizeylerin Screen Ikinci
Temel Formu

rrxde bir spacelike altmanifold M = X (U) olmak iizere, Tanim 2.1.2. de verilen
sekilde, M boyunca bir lightlike hyperyiizey diisiiniilsiin. Islem kolaylig1 acisindan
LH,, (u,é,t):Y(U,ﬁ,t) gosterimi kullamlacaktir. J = N, (M)[n"]xR olmak iizere, bu

hiperyiizeyy (U) = M ile ifade edilsin. Goriilebilir ki poyT, N = ndir. T_n nin bir bazi,

Y, (&) =X, (u)+t(n; +&, )(u) i=1..,s
Y. (u&t)=té (u) m=1,..k-2 (2.6)

Y (u, &) =(n" +&)(u)

olarak hesaplanir dyle Ki {ui} eU (i=1..,s) ve {fm}e N,(M)[n"T ( m=1..,k-2).
Burada vy, ve Y, spacelike, v ise lightlike vektor alanlaridir. Yine islem kolaylig1 agisindan
a=u,.,a =u,a,,=35&,..,a,_, =&, a, =tgosterimleri kullanilsin. M =Y (U) lizerinde

bir pseudo Riemann metrigi, yani birinci temel form, 452 — iGijda'idaj oyle ki G; =(Y, ,Yaj>
i=1

ile tammmlanir.v e Rad(TM) Ve M iizerinde bir screen distribiisyon S(TM)= Sp {Yui ’Ysm}

olsun. Bu durumda, Teorem 1.3.4.1. géz oniinde bulunduruldugunda, s(T™m)nin lightkoni

ikinci temel formu;
hy (n")=(-=(V, )Y, ) i=1..nj=1..,n-1 (2.7)

ile tanimlanir.
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Teorem 2.2.1. s(Tm ) nin Lightkoni Weingarten esitlikleri asagidaki gibidir:

7(V )==2 R (n")Y,,i=L..n (2.8)

dyle ki h/(n")=(R, (n"))(g") . g" =(g,) " Ve » déniisimii »(TM ) nin y(S(TM))

tizerine bir izdiistimiidiir.

Ispat

(V)= irlv _Zr, = i Y,

j=1 m=s+1

seklinde s (T™ ) nin bazlari cinsinden yazildiginda, (2.7) esitligi kullanilarak,

—h, (n")=(z(V, )Y, ) = ZT Yo Ya,) = ZF O

elde edilir. Benzer sekilde, ﬁim =—I7" olacaktir O halde,

ﬂ(vai ) - _Eﬁij (n)Y,, (2.9)
j=1
olacaktir.

Sonuc 2.2.1. M bir spacelike altmanifold boyunca lightlike hiperyiizey olsun. Bu durumda

agagidaki esitlik s (tv ) ve M nin lightkoni ikinci temel formlari arasindaki iliskiyi verir;
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s t2 n-1 B
h, :Zhiﬂ Jop _Zthaﬂ +? h/lj jng (2.10)

oylekii=1,..,n,a=1..s ve 1€R.

Ispat. (2.9) esitliginden,

1 X=5+1

:iﬁiﬁ<xaﬂ +t(n"+¢) X, +t(n"+¢) >

ﬁia = <ﬂi— ﬁiﬁYa/, + nz_l ﬁixYaX 'Yaa>

R = SR, X+ +€) LX)+t (17 +€) )
p-1 s a,

2.11)
+H(n"+&) (T +€) )

ag a,

Burada (g, Xa 0= 0y 0 (0146, X0 ) =My, Ve (X, (07 4E) )= h

oldugu bilinmektedir. Diger yandan V € RadTM =Sp {Yt} oldugundan V = /1(nT +§) oyle

ki A € R yazilabilir. Bu durumda,

({0 +8), (7 +2), )= V)= SR S,
=S AG,. (@p=1..9)

elde edilir. Bulunan degerler (2.11) denkleminde yerine yazildiginda istenilen esitlik elde
edilir.
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2.3. Spacelike Altmanifoldlar Boyunca Screen Konformal Lightlike
Hiperyiizeyler

Teorem 2.3.1. Bir spacelike altmanifold boyunca lightlike hiperyiizey M screen

. | o(&xn’ )i , . .
konformaldir eger, (nT —5) =0 ve =0 oyleki i=j (I, J =1,...,n)|se.
i
. i ogxnT) o |
Ispat. (n" —&) =0 ve =0 olsun. rriizerindeki i¢ ¢arpim ve konneksiyon
i
sirasiyla, (,) ve V ile gosterilsin. N =%(§—nT) ile verilen N etr (TM) kesiti <N, N> =0,

<N,Yui>:<N,Y§m>:O, <N,Yt>=1$artlar1n1 saglar. X e;((l\7l)olmak iizere B(X,Y,)=0

n a n
oldugundan, ¢ vy = wv,y, dir. Ayrica Yt=Z(nT+§)Aa— ve X:Z:X.i

]
A=1 aA j=1 88. j

yazilabileceginden,

Tyi
elde edilir. 6" _0 ixj (i,j=1...n) oldugundan,

oa i

Y:Z:(&ﬂﬂiéiwﬁ%%ﬂiéij

0a oa,
dylekiZ e y(TM) dir.

A X +7(X)Y, +V, Y, =0

olup, (¥, N,Y,> =z(x) oldugundan ve (2.12) den, z(X)=0 oldugu goriiliir.
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n
A X =—z elde edilir. VX e Z(S(I'I\7I))ig:in X = ZX Aiyazﬂabilir. Bu durumda,

AL a,

—(n" +§)1X1+nzill(nT +&EAXA =0,

(2.12)
_ n n ia)(A a
V., X=V X = T _—

o(&E+n") e 3 - L .
olur. 6—:0 J# ] (I,j—l,...,n) oldugundan, (2.12) denkleminin kismi tiirevleri
a.

J

alinacak olursa, <VYt X ,Yt> = 0oldugu goriilir. Dolayisiyla, V, X e ;((S(I' M )) VEAY, =0
dir. X,W e z(S(T™))icin,

g (AX W) =C(X,W)=g(V,W,N)=(V,W,N)

dir. Ayrica, <§XW, N> = —<§X N ,W> oldugundan,

w7 w1 ]
1 O3y 03y
oldugundan, A, X = 3 ve AX=-Z=- elde edilir.
o o) o o(n+e)
_X aa, Jnx1 _X (aa" ) dnx1
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oy .

Artik A X — A x esitligini saglayan @ =| @ . doniisiimiinii bulmak
Ay -

nn _Inxn

yeterli olacaktir o, katsayilarim belirlemek igin,

T 1 T n T 1
aﬂxl—a(n +¢) +...+a1n><“—a(n +e) ol =¢)

oa, oa, 08,

esitliginden goriilebilir ki, ilk satirda o, hari¢ diger katsayilar sifir olmalidir. Benzer sekilde,

diagonal ¢izgi lizerindekiler hari¢, diger katsayilarin da sifir olmasi gerektigi goriiliir.

<Yt,N>=1 oldugundan, 0!11=—M , QZZZM . ann=w olarak
(n"=¢) (n"-¢) (n"-¢)

hesaplanir. O halde,

_(nT +&) 5
(<)
. (n' +§)z .
¢=-2 (n"-¢)
. n' +¢f)n
L (nT _é:)n_nxn

bulunur.

Ornek 2.3.1. (U,I’,g, ¢) Eddington - Finkelstein koordinatlarinda Schwarzschild uzay

zamani,

ds? = —(1—2—”‘] du? + 2dudr + r2dQ?
r
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metrigi ile verilir dyle ki m>0vedQ? = d.9? +sin? @d¢?sirasiyla standart kiirenin kiitlesi

ve hacim elementidir. Bu kara delikte Olay Ufku,

r=r,=2m

ile verilen hiperyiizeydir. Bu hiperyiizey, sabit r = r,yarigapl metrik kiireler ve L = zi

ou

lightlike vektor alan1 tarafindan iiretilen lightlike hiperyiizeydir. Simdi,

X (4, ¢)=(0,2m, 4, @)

spacelike altmanifoldu diisiiniilsiin. Bu durumda teget uzayin bir bam{x g = 8_631 X, = 8—2}

olur. Gortilebilir ki L vektor alani, X spacelike altmanifoldunun normal uzayinda yatar. O

halde, normal uzayin bir bazi {,7 _ 10,90 &= 10 _ﬁ} olarak hesaplanir. ¢ timelike
20u or 20u or

ve 7 spacelike oldugundan, ¢ =nT Ve p=¢ olarak alinabilir. Dolayisiyla, X

altmanifoldunun Lightkoni Gauss doniisiimii olan vektor alani, (n™ + &) =§ olacaktir. O
u

halde Olay Ufku,
Y (u,4,¢)=(0,2m, %, ¢)+u(n’ +&)

bi¢iminde, bir spacelike altmanifold boyunca lightlike hiperyiizey olarak yazilabilir.

Ornek 2.3.2.(x,y) =—x,y, + %y, + X,y, metrigi ile verilen r3uzaymda, a(u)= (0, u, u2)

spacelike egrisi diisiiniilstin. Bu egri iizerinde Frenet catisi,

1

T=———(0,12u
V1+4u? ( )
N=—L (0,-2u1)

1+ 4u?

B =(-1,0,0)
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-2u 1
olarak hesaplanir. B=n" ve N = ¢ alindiginda, n' +&= (—1 ] olup, &

JL+4u? \1+4u2
boyunca lightlike yiizey,

Y(u,

2ut t
ut)=|-tu- U+ teR
V1+4u? 1+ 4u2J

olarak bulunur. Bu yiizey Sekil 1 de goriilebilir.

Sekil 1. Lightlike yiizey

Bolim 1.3.5. deki (1.7) esitligi kullanilarak,

X, =—t xl—u——2ut X, = U+t
Jivaw? ° J1+4u?

6 8 2 0 1 9
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elde edilir. O halde,

0 2u 0

1 o 0
=
X L+ o irau® x, ot

elde edilir. Sekil 2 ve Sekil 3 de « (U) egrisinin lightkoni Gauss doniisiimii altindaki

gOriintiisii Ve bu egrinin lightkoni iizerinde resmedilisi goriilmektedir.

-0.5 _1.0

Sekil 2. Lightkoni Gauss goriintiisi

2

Sekil 3. Lightkoni lizerinde Gauss doniigiimiiniin resmi

{i , ﬁ} bazina goren' +¢& = ((nT +¢& )1 ,(nT + 5)2) = (0,1) seklinde yeniden yazilir.
ou ot

a, =u Ve a, =t oldugundan,
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o(n' +§)1 o +§)2

o0a, 0a,

olur. Teorem 2.3.1. geregince lightlike yiizeyY (u,t) screen konformaldir.

Ornek 2.3.3. S(u)= (O, cosu,sin U) spacelike egrisi diisiiniilsiin. Bu egri iizerinde Frenet

catisi,

(0,—sinu,cosu)

(0,cosu,sinu)

.
N
B =(-1,0,0)

olarak hesaplanir. B=n" veN =¢ alindiginda, n'+&= (—1, cosu,sin u) olarak hesaplanir.

O halde g egrisi boyunca lightlike yiizey,

Y (u,t)=(-t,(t+1)cosu,(t+1)sinu)
olur. Ornek 2.3.2. dekine benzer sekilde n' + & = (t +1)2 Gi = ((t +1)2 , O) olarak hesaplanir.
u

6(nT +§)1

# 0 oldugundan Teorem 2.3.1. deki sartlar saglanmaz.

Teorem 2.3.2. M bir spacelike altmanifold boyunca bir lightlike hiperyiizey olsun. Bu

durumdaM nin Gauss doniisiimii LG (nT ), M de bir geodezik ¢izgidir.

Ispat. LG(nT ) =Y, = (nT +§) bir lightlike vektdr oldugundan rr+de bir geodeziktir ve

dolayisiyla ?Yth =0 dir. Ayrica B(X,Y)=g(A:X,Y) ve A{=0, &eRadTM oldugu

bilinmektedir (Duggal ve Sahin, 2010). Bu durumda,

6\(th :6\(th +B(Y,, YON



40
esitliginden, 6Y1Yt =0elde edilir ki bu da ispati tamamlar.

2.4. rmn de Lightlike Altmanifoldlar Boyunca Null Scroll Hiperyiizeyler

rmnde bir m boyutlu r —lightlike altmanifold X (U) = M ile verilsin. {&,...,& | vektor

alanlar1 Rad (TM ) nin bir baz1 ve {Wr+1’ ...,Wn} vektor alanlar1 das(Tm *) in bir baz1 olsun. O

halde M boyunca s (tm )* de bir pseudo ortonormal baz,
{51""’;’ Nl""’ Nr’Wr+l""\Nn}

olur dyle ki{Nl,..., Nr}vektér alanlar1 Itr (TM ) nin bir bazidir. s(tm *+) bir non-dejenere alt

uzay oldugundan M igin iki durum mevcuttur:

Durum 1. {WHl,...,Wn}Vektér alanlarinin hepsi spacelike (timelike) olsunlar. Bu

durumda, genelligi bozmaksizin, bir timelike (spacelike) birim vektér alani

() - W) BN, W)
[.g() +BN, )]

birim spacelike (timelike) vektor alanlari,

(a,b, €R) olarak segilsin . Diger yandan, r —Ltane ortogonal

a.é (u)+b N, (u)

U (u)= la & W) +b N, ()|

(2.13)

(’élk,bk eR k=2,.., I’)ile tanimlansin.

p=X(u) olmak iizere W, =Span{U,(p),...U,  (P)W, ,(p),-..W,(p)}  bir

non-dejenere alt uzaydir. Budurumda, bir spacelike (timelike) birim pseudo kiire,

Syt={weWw, : (w,w)=1}
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ile tamimlansin. M iizerinde bir pseudo kiiresel demet S"* = J S olacaktir. Bir
peM

nS(u) e s"* birim spacelike (timelike) vektor alani, o, (j :L...,n—2) pseudo kiiresel
parametreler ile ifade edilebilir. Acikca <ns,nT>:0 dir. O halde n' (u)£ n® (u) vektor
alanlar1 lightlike olup {fl,...,fr, N,,..., Nr} vektér alanlarindan lineer bagimsizdir.

n' (u) +n’ (U)Vektér alan1 M boyunca bir lightlike transversal vektor alan1 belirtir.
Tamm 2.4.1.

Y : S"'xR— R;M oyle ki,

Y (U,0,t) = X (U) +t(n" +nS)(u), t e R

u=(u,..u.), @=(,..,0, ) ile verilen hiperyiizeye M boyunca bir null scroll denir.

Durum 2. Simdi {W,

Pl W, } vektor alanlar

W, } vektr alanlar spacelike ve {W.

SRR

timelike olsunlar. Bu durumda, genelligi bozmaksizin, a,,....a b, ..., b,eR, HM< r olmak

7

lizere, asagidaki ortogonal timelike vektor alanlar1 segilsin:

n(U) = aé (u)+bN,(u)

2y, (u) + b, N, ()|
nZ(U): a‘2§2(u)+b2N2(u)

”az‘fz(u)"‘szz(u)” (2.14)
,(u)= a,&,(u)+b,N, (u)

la&, W) +b,N, )

Benzer sekilde, a,.1,8,,b,,,..,b, €R olmak iizere, I — 1/ tane ortogonal spacelike vektor

alani,
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ay+l§y+l (U) + b,u+l N p+l (U)

D e, @) +b,N, )]
_ a,u+2§u+2 (U) +b,u+2N/1+2 (U)
UZ(U) - Ha,u+2 H+2 (U) +by+2Nu+2 (U)H (215)
U (U) — argr (U) +brNr(u)
0 o @)+ BN, @)

olsun. p = X (u) noktasinda W; ve W, dyle ki,

W, =Span{n,(p).....n, (P).W,,,(p)....W, (p)}
WZ =span{U,(p),...U, ,(P).W, ;(p),...W,(p)}

non-dejenere alt uzaylar meveuttur.o =s — z—1, 9=n—s+ x—1olmak iizere, smtslylaWp2

ve W; de S; ve Hg birim pseudo kiireler,

Sp

{Wesz T (W, W) :1}

HY {WEW; ; (W,W}z—l}

ile tammmlamr. O halde, M iizerinde S"=| ]S, ve H’=[JH/ pseudo Kkiiresel

peM peM

demetlerdir. Bir spacelike birim vektdr alani n®(u) e s ve timelike birim vektor alani
N’ (u) e H ?sirastyla ,, Ve (j =1..,0-11=1.., 19—1) pseudo kiiresel parametreler ile
ifade edilebilir. Agikca <nS n’ > =0dur. Dolayistylan' (U ) +n (u) vektor alanlari lightlike

olup {cfl, ey Ny N } vektor alanlarmdan lineer bagimsizdir. N (u) +n’ (U)Vektér alani

M boyunca bir lightlike transversal vektor alan1 belirtir.
Tamm24.2. Y : S’xH?XR > Ry dyle ki,

Y(U,p,¢,t)=Xu)+t(n" +n%)(u), teR



43

u=(,,...u.), ¢=(b,...4.1), w=0(,..w,,)ile verilen hiperyiizeye M boyunca bir
null scroll denir.
M boyunca null scroll hiperyiizey her iki durumda da M ile gdsterilecektir. Bir

P e M noktasindaT ni teget uzay,

Y, (u,6,t) =X, (u)+t(n' +n5)u_ (u), i=1..m
ng(u,e,t)=t(nT+ns) (u), j=1..n-2 (2.16)

9;

Y,(u,0,t)=(n" +n°)(u)

vektor alanlari tarafindan gerilir. Burada dikkat edilmesi gereken, M Durum 2 deki gibi ise
0=(6,....0, ,) = (B bo 1, W11y, ,) Olarak almir. Buradan, v, null ve Yé,j null olmayan
vektor alanlaridir. Y, vektor alanlar1 spacelike, timelike veya null olabilirler. M, m+n-1
boyutlu bir hiperyiizeydir.

a=1,..,qVe g =q+1,..., molmak lizere, Y, null olmayan ve Yu,, null vektor alanlari

olsunlar. Islem kolaylig1 agisindan,

=6 a =t

n—27*~m+n-1

gdsterimleri kullamilacaktir. M iizerinde indirgenmis pseudo Riemann metrigi, yani birinci
) m+n-1
temel form, ds” = Zl g;da,da; 6yle ki g; =<Yai,Yaj>ile tanimlanir. g =+1 Ve 2i-oYa da
i, j=
tlolmak iizere, y_ve Yaj vektor alanlarinin null veya null olmayan olmalar1 g6z 6niinde

bulundurularak, g, matris formunda,
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(e, 0 0 0 0 0 0 0 ]
0 & 0 0 0 0 0 0

0 0 g O 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 AF ..oA 0 . 0 0 A,
0 0 0 A% 0 . A" 0 . 0 0 A%,

: : ' : P : (2.17)

0 0 0 A% A2 . 0 0 .. 0 0 A"
0 0 0 0 0 0 &, 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 ¢, 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 ., O
100 0 Avina Ama Jmms O 0 0 0 ]

olarak hesaplanir.
Teorem 2.4.1. Bir lightlike altmanifold boyunca null scroll hiperyiizey flat manifolddur.

Ispat. g, bilesenlerinin hepsi sabit oldugundan, Tamm geregince tiim Christoffel

sembolleri sifirdir. Dolayisiyla Riemann egrilik tensorii her noktada sifirdir. O halde Tanim

1.3.9. geregince bu hiperyiizey flattir.

Teorem 2.4.2. Bir lightlike altmanifold boyunca null scroll hiperyiizey Ricci flat

manifolddur.
Ispat. Riemann egrilik tensorii her noktada sifir oldugundan Ricci egriligi sifirdir.

Bir yari-Riemann manifoldu Ricci flat ise bu bir vakum uzay-zamandir [O’Neill].

Yani bu bolge maddeden yoksundur. Kara delikler ise buna en giizel 6rnektir.

Sonu¢ 2.4.1. M lightlike altmanifoldu iizerindeki her parametre egrisi icin, M
hiperyiizeyinde n-boyutlu bir null scroll altmanifold ya da n-boyutlu bir regle altmanifold

mevcuttur.
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ispat.  {&....£,0,,,...0,} kimesi TM nin bir bazi olsun. Burada

iizerinde her noktada (n" +n®)(u,,...,u,) =(n" +n®)(u,) lightlike vektorii tamimlanabilir.

O halde u, parametre egrisi i¢in, M hiperyiizeyinde bir n-boyutlu,
Y (u,0,t) = X)) +t(n" +n°)(u,), teR

null scroll altmanifoldu mevcuttur. Benzer sekilde, her bir u,,...,u. parametre egrisi i¢in de

bir null scroll altmanifold bulunur.

Yine genelligi bozmaksizin, u_, parametre egrisinin teget vektorii de o, olsun.
Yani bu egri null olmayan (timelike ya da spacelike) egridir. O halde u,_ , parametre egrisi

icin, M hiperyiizeyinde bir n-boyutlu,

Y(u 9, t) - X(ur+1) +‘t(nT ain ns)(ur+l)’ t = R

regle altmanifoldu mevcuttur. Bu regle altmanifold, null olmayan dayanak egrisi ve null

dogrultman vektor alanina sahiptir. Benzer sekilde, her bir u_,,...,u, parametre egrisi i¢in

de bir regle altmanifold bulunur.

Tamim 2.4.3. M boyunca normal demetten alinan bir null olmayan vektdr alan1v e NM
olsun. Bu durumda, v indirgenmis konneksiyon olmak iizere, M {izerinde ikinci temel form
asagidaki gibi tanimlanir:

(Y, Y, ) =hV =V, V.Y, ¥ i j=1..,m+n-1. (2.18)

Onerme 2.4.1. Bir lightlike altmanifold boyunca null scroll hiperyiizey i¢in Weingarten

formiilleri,
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Zn:' ,m+n-1

=
dir. Buradah! =h, g ve g¥ =(g,) dir.

ispat.

m+n-1

VaV ZF,’Ya, =1..m+n-1

yaziliminda rj katsayilarini hesaplamak yeterlidir. Bunun igin,

m+n-1

= ; re <Yaa ,Yaﬂ>

olup, bu ifade yerine yazilirsa,

elde edilir.

Teorem 2.4.3. rm~ de bir lightlike altmanifold boyunca null scroll hiperyiizey icin

asagidaki esitlikler saglanir:

E=pReX
— 1991
1
Il
£ Q:
BN

t
0

w NP
Il
=
=g
%)
)

R Q

oyle kii, j=m+1,...m+n-2 ,a,8=1..,9.

Ispat. M lightlike altmanifoldunu diisiiniilsin. Bu bir yari-Riemann altmanifoldu

oldugundan, Sonug 1.3.1.1 de verilen kesit egriligi formiilii kullanilabilir.
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{Yaa Y, } (a, p=1.., q) tarafindan gerilen teget uzayin non-dejenere alt uzaylarini

diisiiniilsiin. ¢y, |y, y=¢ Ve <Yaﬁ ,Yaﬁ> = ¢;0lmak iizere,

QY. Y, ) = (Y Ya XY, Yo ) (Y Yo ) = 6,8, %0

dir. Weingarten formiilleri kullanilarak,

ne, .Y, )=h,V =higV
(Y, .Y,,) =h,V =hjsV

Iy, .Y, ) =h,V =he,Vv
elde edilir.¢v,V) = +1oldugundan kesit egriligi,

y _ h“h’e ¢, —h?
K(Y, Y, )=K(Y, .Y, )+ p5ap "
« « A £,

olur. gy ve M i flat oldugu bilinmektedir. O halde, K(Y, ,Y, ) =0 & h/ =hihe s,
Benzer sekilde, {Yai Yo, } (i, j=m+1..,m+n —2) tarafindan gerilen non dejenere alt uzay
igin  de  R(Y,Y,)=0 & W =hhlge, dir.  Son  olarak, Yo Yo}
(05 =1...,0,j=m+1..,m+ n—2) tarafindan gerilen non-dejenere alt uzay igin

R(Y,.Y,)=0® hh=0 olur.

Teorem 2.4.3. g de bir M lightlikealtmanifoldu iizerinde hj ve h sirastyla, lightlike ve

screen ikinci temel formlar olsunlar. Bu durumda, hi'j ve h; ile M boyunca null scroll

hiperylizey lizerindeki ikinci temel form arasinda asagidaki bagint1 mevcuttur:
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3

—r

(77ak M + 7P + U277 Pi )}

ﬁia = Zr:q |:hi|a +t
I=1 1
+y d{hﬁz >

s=r+1 k=1

=
Il

=

(77ak M + 17N, + 177,40 )}

dyleki i,a=1,...m Ve ¢ d,,

m-r

=—A X, +V V+t> 7V, V (2.19)
i o1 Uk

:_('A\/Xui "'t21,77i|<'a\/)(uk J_'_[VIX“V +tz77ikvtx Vj
k=1 ' k=1 b

olup, burada A, , V ve V'sirasiyla, M tizerindeki sekil operatérii, lineer konneksiyon ve

normal konneksiyondur. (2.18) ve (2.19) esitlikleri kullanilacak olursa,

ﬁia =-h, _tznakhik —tZUik (hka _tznakhkkj (2.20)
k=1 k=1 k=1

elde ederiz. Diger taraftan, ¢ ,d, « R olmak iizere,

v :Zr:c,N, + Z d.Ww,
1=1

s=r+1

olacagindan,

h, =(-A X, X, =S chl, + > d.he 2.21)
1=1

s=r+1

elde edilir. (2.21) esitligini (2.20) de yerine yazarsak istenilen esitlik elde edilir.
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Teorem 2.4.5. rmn de bir lightlike altmanifold boyunca null scroll hiperyiizeylerin

tamamen geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart, asagidaki esitliklerin saglanmasidir:

oylekii=1,..m+n—-1Lu=m+1,.. m+n—-2,a=1,..,q,=q+1,..,m

Ispat. Daha 6nce de bahsedildigi gibi, M hiperyiizeyinin teget uzayinda, y, null ve Y(,j null
olmayan vektor alanlanidir. Ayrica, «=1,...,q Ve f=q+1,...,m olmak lzere, vy null
olmayan ve Yu,] null vektdr alanlari olsunlar. Tanim 2.4.3. geregince ﬁij =(—6YWV,Y&>

oldugu bilinmektedir. O halde,

m+n-1
= _ i _ 1 -2 = =g+ ~m
V, V== Izl: WY, =-(nY, +hY, +...+hY, +h™Y, +..+h"Y,
m+n—1

~ ~7 ~ ~ ~ ~ 1 ~
Vp V== > Rl¥ay= =il + BV, + oot R¥y + R Wy, 4 R,

=1

rm+1 rm+n—2 rm+n—1
+hi Yam+1 +o+ hi Yam+n—2 + h'i Yam+n—1)

olup, g, metriginin matris formu g6z 6niinde bulunduruldugunda,

fli(q+1) =0+ flf”l‘éﬁ +ot fl;n/lr]n+1 + E{n+n_1/12n++1n_1

Rim = RITIALTY 4 oo b RPTIATTE 4 0 4 R
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X — pm+1
hi(m+1) - hi Em+1

7 _ jpm+n-—2
hi(m+n—2) - hi Em+n—2

- —a+1a+1 -
hi(m+n—1) = h?+ A?n++n—1 +eeet hgn/lm+n—1 +0
olarak hesaplanir. s —+1ve i—o yada %1 oldugundan,

m m
hy=0e R =0/ =0, Y FA=0 Y BAi,,=0
k=q+1 k=q+1

i=1,.m+n—-1,j=m+1,..m+n—-1lLa=1,..,q,8 =q+1,..,mdir.
Sonug¢ 2.4.2. M bir tamamen geodezik r —lightlike altmanifold olsun. Bu durumda, Y,

(i =1.., m) vektor alanlart M hiperyiizeyinin asimptotik dogrultularidir.

Ispat. M totally geodezik ise hilj =h; =0olacagindan, Teorem 2.4.3 geregincey, vektor

alanlar1 asimptotik dogrutulardir.

Sonu¢ 2.4.3. rm~ de bir lightlike altmanifold boyunca null scroll hiperyiizeyin her

noktasinda teget uzayda tanimlanan pseudo-gatidaki tiim null vektorler ortogonal ise bu null

scroll tamamen umbiliktir.

Ispat. Kabul edelim ki pseudo ¢atidaki null vektor alanlari Yuﬁ ve y ortogonal olsunlar. Bu

durumda ;i =0 olur. Teorem 2.4.4. {in ispatinda hesaplanildig iizere, flij = fl{é‘j = E!'gij

olur ki bu ise totally umbilik olmas: demektir.

Ornek 2.4.1. r2 de bir M lightlike altmanifoldunu,

a(s) =(%sinh(25),%cosh(25),sj

null egrisi olarak alalim. Bu egri lizerindeki Frenet gatisi,



o1

L

(cosh(2s),sinh(2s),1)

(%cosh(ZS),%sinh (23),—%)

W =(sinh(2s),cosh(2s),0)

N

olup, n' =

L+N [ 3 Cosh(ZS),isinh(Zs),%j timelike vektor alani segilsin.

NN 22

n® spacelike vektor alani olarak daW diisiiniilebilir. Bu durumda,

n' +W = (icosh (2s)+sinh (23),isinh(23)+cosh (2s),

%)
242 2\2 7

vektor alan1 (S) boyunca lightlike transversal vektor alanidir. Bu durumda, & (S) boyunca

bir null scroll yiizey asagidaki gibidir:

Y(s,t)=a(s)+t[$+w]
]

_ (gsinh (25)+icosh(25),gcosh(25)+isinh(23),s+ 1

2\2 2\2 ﬁj

Sekil 4. a(s) null egrisi
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Sekil 5. Null scroll

Ornek 2.4.2. Rsde birm = x (x,, x,) lightlike altmanifoldunu

X =COSX, X, =SIiNX X5 =X,

olarak alalim. Bu durumda RadTM =TM = Span {él, (,52} ve TM* =Span {(,Cl,Wl,Wz} oyle
ki,

£ =0,+0; &, =0,—sinX0,+C0SX0,
W, =—sinx,0,+0, W, =cosx0,+0,

olur. Dolayisiyla,

N :%[—az +05] ve N, =%[—al—sin X0, +€0S X0, |

1

olmak iizere, ItrTM = Span{Nl, Nz} dir. {Wl,Wz} spacelike vektor alanlar oldugundan 1.

durum s6z konusudur. Simdi,
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P &N, 3 1,

- - 0. —
Fa+N| 22t 22

birim timelike vektor alani alinsin.

otN, _ 1 Sin X0, + ——

TN 22 zf

COS X0,

3
22
vektor alam spacelike olup, p=X(u) olmak iizere, W, = Span {u ,Wl,Wz}p dir. Buradan,

birn® e S"*birim spacelike vektor alani,

n® = cos QU +sin g, cos W, +sin g, sin OW,

olarak yazilabilir. O halde M boyunca lightlike transversal vektor alanin™ + n®olup,
Y (%0 X0, 6,,8) = X (%, %)+t (" +n°)(x,%,)

bir null scroll hiperyiizeydir.

Ornek 2.4.3. RY de bir 10 boyutlu M = X (X, Xoy Xgy X4y X5y Xg» Xgs Xgs Xigs Xg7) ||ght||ke

altmanifoldunu,
X=Xy X =—X5 X3=X, X, = \/1_()(8)2
olarak alinsm. TM = Span {Zl, 2,,2,,2,,2,,2,,2,,24,Z,, ZlO} oyle ki

leal+814 Zzzaz_als Zs=83+812 Z4284 Zs=85
Zezae Z7=—X887+X788 28:89 Zg:am Zlo:an

dir. RadTM =Span{Z,,Z,,Z,}, S(TM*)=Span{W =x,0, +X,0, } ve
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Itr(TM) =Span{N1 :%[—61+614], N, = 1

1
_E[_az _813]’ N, :E[_as +812]}

olarak hesaplanir. Simdi,

v Z-N, 3 1
- S 0
B A RPN RPN A

timelike vektor alant alinsin. Ayrica,

_Z+N, 1 o 3 5
1 ||ZZ+N2|| 2\/5 2 2\/5 13
Z,+ N, 1 3

= = 0 0
2 ||ZS+N3|| 22 3+2\/§ 12

spacelike vektor alanlart segilsin. Burada dikkat edilecek olursa, (U,,U,)=0,

<U1,W> = <U2,W> =0dur. Dolayisiyla, n® = cos 68U, +sin g, cos G,U,, +sin g, sin B,W

olarak yazilabilir. O halde,

Y(X1'X2'X3'X4'Xs’xe!X87X97X10'X11'911927t)
:|:X +t(nT +ns)](Xsz’Xs’X41X5’X6’X81X9’X10’X11)

M boyunca bir null scroll hiperyiizeydir.



3. SONUCLAR

Bu tez calismasindan elde edilen sonuglar asagidaki gibi 6zetlenebilir:

1.

10.

11.

Bir M spacelike altmanifoldu boyunca M lightlike hiperyiizeyinin screen ikinci
temel formu ve M nin lightkoni ikinci temel formu arasinda bir bagint1 elde
edilmistir.

Bir M spacelike altmanifoldu boyunca M lightlike hiperyiizeyinin screen
konformal olma sartlar1 verilmistir.

Schwarzschild kara deliginde Event Horizon bdlgesinin, X (3, ¢) = (0,2M, &, ¢)
ile verilen spacelike altmanifold boyunca bir lightlike hiperylizey oldugu
gosterilmistir.

M spacelike altmanifoldunun Gauss déniisiimii LG(n™) nin, M lightlike
hiperyiizeyinde bir geodezik ¢izgi oldugu gosterilmistir.

R de lightlike altmanifoldlar boyunca null scroll hiperyiizeyler tanimlanmustir.

Bir lihgtlike altmanifold boyunca null scroll hiperyiizey i¢in g, metrigi

hesaplanarak matris formunda verilmistir.

Bir lightlike altmanifold boyunca null scroll hiperyiizeyin flat ve Ricci flat oldugu
gosterilmistir.

M lightlike altmanifoldu {izerindeki her parametre egrisi icin, M null scroll
hiperyiizeyinde, n-boyutlu bir null scroll altmanifold ya da n-boyutlu bir regle
altmanifoldun mevcut oldugu gosterilmistir.

M lightlike altmanifoldunun lightlike ve screen ikinci temel formlari ile M null
scroll hiperyiizeyinin ikinci temel formu arasinda bir baginti elde edilmistir.

M bir tamamen geodeziklightlike altmanifold oldugunda, y, (@(=1..,m)

vektér alanlarmin M hiperyiizeyinin  asimptotik ~ dogrultulart  olduklar:
gosterilmistir.
Bir lightlike altmanifold boyunca null scroll hiperyiizeyin tamamen geodezik

olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar verilmistir.
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12. Bir lightlike altmanifold boyunca null scroll hiperyiizeyin her noktasinda teget
uzayda tanimlanan pseudo-catidaki tiim null vektdrler ortogonal ise bu
hiperylizeyin tamamen umbilik oldugu gosterilmistir.

Alman bu sonuglar, XIII. Geometri Sempozyumu (Istanbul), IECMSA - 2015 (Atina),

Karatekin Mathematics Days (Cankir1) ve IECMSA - 2014 (Viyana) sempozyumlarinda

sOzlii olarak sunulmustur.



4. ONERILER

1. Lightlike hiperyiizeyler Diferensiyel Geometri’de ve Fizik’te onemli bir yere
sahiptir. Spacelike altmanifoldlar boyunca lightlike hiperyiizeyler igin yapisal
geometrik Ozellikler incelenebilir. Elde edilen sonuglar kara deliklerde event
horizon bdlgesini analiz etmek i¢in kullanilabilir.

2. Lightlike altmanifoldlar boyunca null scroll hiperylizeyler i¢in, regle
hiperyiizeylerin geometrik yapisina benzer yapilar arastirilabilir . Bu hiperylizeyler
iizerinde egriler kapsamli bir sekilde incelenebilir. Yine bu hiperyiizeylerin

gorelilik teorisinde fiziksel karsiliklar1 incelenebilir.
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