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1. GENEL BİLGİLER 

 

1.1. Giriş 

 

Işık, bir elektromanyetik dalga olarak, her doğrultuda ve her gözlemciye göre sabit 

hızda yayılır. Bu keşif Einstein tarafından, 1905 yılında Özel Görelilik Teorisi’nde 

açıklanmış ve matematiğe dökülmüştür. 1915 yılında Einstein bu teorisini, Newton’un 

yerçekimi teorisini kapsayacak şekilde geliştirmiş ve Genel Görelilik Teorisi’ni ortaya 

koymuştur (URL-1, 2016).Genel görelilik bize uzay ve zamandan oluşan dört boyutlu bir 

evren modeli sunar. Genel görelilik, her şeyden önce bir çekim kuramıdır ancak bu, uzayın 

eğriliğinden ileri gelen bir çekimdir. Uzay, zamanı da içine alan bir dört boyutludur ve 

yoğun kütle tarafından bükülmüş, eğrilmiştir. Bu kuram, ışığın doğrusal yolla yayılmadığını, 

güneş gibi büyük kütleli yıldızların veya karadelikler gibi yüksek çekim kuvvetine sahip 

bölgelerin çevresinden geçerken büküldüğünü söyler. Büyük Patlama ve karadelikler 

kuramları genel görelilik temelli kuramlardır. Hawking, genel görelilikle ilgili olarak şöyle 

der: “Einstein’ın çok sayıda deneyle uyum gösteren görelilik kuramı, zaman ve uzayın 

birbiriyle ayrılmaz biçimde bağlı olduğunu kanıtlar. Uzay, zaman olmaksızın bükülemez. 

Bu nedenle zamanın bir şekli vardır” (Hawking, 2001). 

Fizikte ve matematikte, matematikçi Hermann Minkowski anısına adlandırılan 

Minkowski uzayı veya Minkowski uzay-zamanı, Einstein'ın özel görelilik kuramının en 

uygun biçimde gösterimlendiği matematiksel yapıdır (URL-2, 2016). Matematikçiler 

Minkowski metriğini daha zarif yollarla tanımlamayı ve Görelilik Kuramını sağlam bir 

matematiksel yapı içine almayı severler. Bu yönde yapılanlar öğrenilmeye değecek zerafet 

ve çekiciliktedir. Benzer şekilde, halen aktif çalışma alanı olan Gauge Kuramı, String 

Kuramı gibi kuramlar da Einstein’in kullandığı tensör yerine başka matematiksel yapılar 

koymaktadır (Karaçay, 2016).  

Minkowski uzayı özel bir metrik sayesinde geliştirilmiş olan bir uzay biçimidir. Bu 

uzayda null (lightlike) vektörler özel bir yere sahiptir. Bu vektörler sayesinde tanımlanan 

null eğriler, görelilik teorisinden yola çıkılarak geliştirilen klasik string teorisinde de 

kullanılmaktadır (Ferrandez vd., 2001). Kara delik teorisi de yine Einstein'ın genel görelilik 

kuramıyla tanımlanmıştır. Kara delikler, çekim alanı her türlü maddesel oluşumun ve 

ışınımın kendisinden kaçmasına izin vermeyecek derecede güçlü olan, kütlesi büyük kozmik 
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cisimlerdir. Doğrudan gözlemlenememekle birlikte, çeşitli dalga boylarını kullanan dolaylı 

gözlem teknikleri sayesinde keşfedilmişlerdir. Olay Ufku (Event Horizon), bir kara delikte 

ışık ve maddenin artık kaçamadığı bölgeyi sınırlayan kuşaktır. Olay ufku, herhangi bir 

fiziksel incelemede bulunulamayan bir uzay parçasıdır. Kara deliğin olay ufkunda teorik 

olarak zaman tümüyle durmaktadır. Olay Ufku geometrik olarak bir lightlike (ışıksı) 

hiperyüzey formundadır (URL-3).  

20. yüzyılın ikinci yarısından itibaren Riemann ve yarı Riemann geometrileri, 

diferansiyel geometride ve fizik alanındaki uygulamalarında aktif rol oynamışlardır. 

Berger’in “Riemannian Geometry During the Second Half of the Twentieth Century” kitabı, 

1950’den beri Riemann geometrisindeki önemli gelişmeleri içermektedir. 1970’lerin 

ortalarında ilgi, Lorentz geometrisine ve Genel Görelilik teorisinde kullanılan matematiğe 

dönmüştür. Lorentz geometrisi ile ilgili çoğu çalışma Beem vd.’nin (1996) “Global 

Lorentzian Geometry” kitabında incelenmiştir. 

Her Yarı-Riemann manifoldunda doğal olarak null (lightlike) alt uzaylar 

bulunduğundan, Duggal ve Bejancu (1996) altmanifoldların genel teorisindeki boşluğu 

doldurmak adına, lightlike (dejenere) altmanifoldların geometrisi üzerine bir kitap 

yayınlamıştır. Daha sonra Duggal ve Şahin 2010’da, lightlike geometride elde ettikleri yeni 

geometrik sonuçları ve fizik alanındaki uygulamaları içeren bir kitap yayınlamışlardır. 

Izumiya vd. 2004 yılında yayınladıkları “The lightcone Gauss map of a spacelike 

surface in Minkowski 4-space”, “Umbilicity of space-like submanifolds of Minkowski 

space” ve “Singularities of evolutes of hypersurfaces in Hyperbolic space”, 2006 yılında 

yayınladıkları “Singularities of lightlike hypersurfaces in Minkowski four-space”, Izumiya 

ve Fuster 2007 yılında yayınladıkları “The lightlike flat geometry on spacelike submanifolds 

of codimension two in Minkowski space” adlı çalışmalarında, Lorentz-Minkowski uzayında 

ek boyutu 2 olan spacelike altmanifoldların lightlike geometrisini oluşturmuşlardır. Daha 

sonra Izumiya (2014), genel ek boyutlu spacelike altmanifoldlar boyunca lightlike 

hiperyüzeyleri incelemiştir. Burada regle yüzeylere benzer bir yapı oluşturmuşlardır.  

Regle yüzeyler, klasik diferansiyel geometride, farklı geometrik şartlar altında birçok 

bilim insanı tarafından çalışılmıştır (Baikoussis ve Blair, 1992; Baikoussis vd., 1993; Chen 

vd., 1990; Kim, 2009; Kim vd., 2002, 2003, 2007; Kim ve Yoon 2000, 2004). “Null scroll" 

olarak adlandırılan yüzeyler ise Minkowski uzayında regle yüzeylerin özel bir sınıfıdır. 

Bunlar, dayanak eğrisi ve doğrultman vektörü null (lightlike) olan yüzeylerdir (Kim ve 

Yoon, 2004). Null scroll yüzeyler hakkındaki çalışmalar, Choi vd. (1998), Pak ve Yoon 
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(2000), Balgetir ve Ergüt (2003, 2004), Abdel-Baky ve Aldossary (2013) ile verilen 

referanslarda mevcuttur.  

Bu tezde, spacelike altmanifoldlar boyunca lightlike hiperyüzeyler için ikinci temel 

form incelenmiş, bu hiperyüzeylerin screen konformalliği araştırılmıştır. Ayrıca, Rm n



  de 

lightlike altmanifoldlar boyunca null scroll hiperyüzeyler tanımlanarak, bazı geometrik 

özellikleri incelenmiştir. 

 

1.2. Riemann Manifoldları 

 

Tanım 1.2.1. X  bir küme ve ,  X  kümesinin alt kümelerinin bir ailesi olsun. Eğer 

aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa  ,X  ikilisine bir topolojik uzay adı verilir: 

1. ∅ ∈ 𝜏 ve ,X    

2. I bir indis kümesi olmak üzere, i i I
A


 ,

iA  ise ,i

i I

A 


   

3. J sonlu bir indis kümesi olmak üzere, j j J
A


 ,

jA  ise .j

j J

A 


   

X  kümesinin her elemanına topolojik uzayın bir noktası ve  ailesine ait olan alt

kümelerine de topolojik uzayın açıkları denir (Şahin, 2012).  

 

Tanım 1.2.2. M bir topolojik uzay olsun. Aşağıdaki önermeler doğru ise M ye bir n-boyutlu 

topolojik manifold denir: 

1. M  bir Haussdorf uzayıdır, 

2. M  nin her bir açık alt kümesi nE veya nE in bir açık alt kümesine homeomorftur, 

3. M  sayılabilir çoklukta açık kümelerle örtülebilir (Hacısalihoğlu, 2000).  

 

Tanım 1.2.3. M bir n-boyutlu topolojik manifold veU da nE in bir açık alt kümesi olsun. O 

haldeU bir homeomorfizmi ile M nin birW açık alt kümesine eşlenebilir öyle ki,  

 

: nU E W M     
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olmak üzere,  ,W ikilisine bir koordinat komşuluğu veya harita denir (Hacısalihoğlu, 

2000). 

 

Tanım 1.2.4. M bir n-boyutlu topolojik manifold ve M nin bir açık örtüsü 
I

U 
olsun. nE

de U
ya bir

 homeomorfizmi altında homeomorf olan açık küme W
 olsun. Böylece

 ,W  haritalarının   ,
I

W  



koleksiyonuna bir atlas veya koordinat komşuluğu 

sistemi denir (Hacısalihoğlu, 2000).  

 

Tanım 1.2.5. M bir n-boyutlu topolojik manifold ve M nin bir atlası   ,
I

S W  



 olsun. 

Eğer,𝑊𝛼 ∩ 𝑊𝛽 ≠ ∅ ve , I   olmak üzere,  

 

1 1 ve               

 

biçiminde verilen
 ve

 fonksiyonları kC sınıfından diferensiyellenebilir iseler, S ye M

üzerinde kC sınıfından bir diferensiyellenebilir yapı denir (Hacısalihoğlu, 2000).  

 

Tanım 1.2.6. M bir n-boyutlu topolojik manifold olsun. M  üzerinde kC  sınıfından bir 

diferensiyellenebilir yapı tanımlanıyorsa, M  ye bir diferensiyellenebilir manifold denir 

(Hacısalihoğlu, 2000).  

 

Tanım 1.2.7. 𝑋 ≠ ∅ ve R:  XXd bir fonksiyon olsun. Xzyx  ,,  için, 

1. yx  için ,0),( yxd   

2. ,0),( yxyxd    

3. ),,(),( xydyxd    

4. ),(),(),( yzdzxdyxd    

şartları sağlanıyorsa d  fonksiyonuna X  üzerinde bir metrik denir (Şahin, 2012).  

 

Tanım 1.2.8. V bir reel vektör uzayı olsun. Bir R: VVb bilineer fonksiyonuna 

simetrik bilineer form denir eğer   VVwv  , için ),(),( vwbwvb   ise(O’Neill, 1983). 
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Tanım 1.2.9. M  bir diferensiyellenebilir manifold ve bu manifold üzerindeki 

diferensiyellenebilir vektör alanlarının kümesi  M  olsun. Bu durumda,  

 

     MCMMg :  

 

ile tanımlı g simetrik bilineer formu pozitif tanımlı ise yani  ,X Y M  için ( , ) 0g X Y 

ve ( , ) 0 0g X X X   şartı sağlanıyorsa, g  ye Riemann metriği veya metrik tensör denir. 

Bu durumda  ,M g  ikilisine bir Riemann manifoldu denir (Şahin, 2012). 

 

Tanım 1.2.10. 
1M ve

2M diferensiyellenebilir manifoldlar ve
1 2: M M 

diferensiyellenebilir örten dönüşüm olsun. Bu durumda eğer aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa

1 2( , , )E M M  ye
1M üzerinde vektör demeti adı verilir. 

1.
2p M   ,  1 p 

vektör uzayı yapısına sahiptir. Bu uzayın boyutu her zaman sabit 

kabul edilmektedir.  1 p 
vektör uzayına vektör demetinin lifi denir ve

pL ile gösterilir. 

2.
2p M  için,

2M de p noktasının komşuluğuU ve 0n  olmak üzere, 

 

 1: Rnh U U    

 

diffeomorfizmi vardır öyle ki q U  için  

 

 1: R

( , )

n

qh U

y h q y

 


 

 

dönüşümü bir izomorfizmdir. Bu durumda
1M manifolduna taban manifoldu,

2M manifolduna 

üs manifoldu, dönüşümüne izdüşüm,  1 p 
uzayına p noktasındaki lif ve  ,U h ikilisine 

de
1M manifoldunun koordinat haritası denir. Eğer ,U  

2M olarak alınırsa E vektör demetine 

aşikar vektör demeti denir (Şahin, 2012). 
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Tanım 1.2.11. ,f  E  vektör demetinin
2M üst manifoldundan

1M taban manifolduna bir 

diferensiyellenebilir dönüşüm olsun. Eğer, f I  ise f dönüşümüne E vektör 

demetinin bir çapraz kesiti (cross section) denir. Burada ,I  M  üzerindeki birim 

dönüşümdür (Şahin, 2012). 

 

Tanım 1.2.12. M  bir C - manifold olsun. M  nin herhangi bir noktadaki tanjant uzayı

pT M ile gösterilsin. Her p  noktasındaki tanjant uzayların ayrık birleşimine tanjant demet 

denir ve  

 

p
p M

TM T M


  

 

ile gösterilir. Tanjant demet üzerinde bir : TM M   izdüşümü vardır öyle ki 

 ,p v TM  için  ,p v p   dir. Bu durumda TM  üzerinde C  yapı tanımlıdır (Brickell 

ve Clark, 1970).  

Bir tanjant demetin çapraz kesiti (cross section), M  manifoldu üzerindeki 

diferensiyellenebilir vektör alanıdır (Şahin, 2012). 

Bundan sonra bir M manifoldu üzerindeki vektör alanlarının kümesi  M ile 

gösterilecektir. 

 

Tanım 1.2.13. M bir n-boyutlu manifold olsun. M üzerinde  

 

: p

p p

D M T M

p D T M



 
 

 

öyle ki  pboy D r dönüşümüne r boyutlu distribüsyon denir.  X M için
p pX D ise 

X vektör alanına D distribüsyonuna aittir denir. Eğer her p noktası için
pD alt uzayına ait r- 

tane diferensiyellenebilir lineer bağımsız vektör varsa, D distribüsyonuna 

diferensiyellenebilirdir denir (Şahin, 2012). 
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Tanım 1.2.14. Bir C
:F N M dönüşümüne immersiyon (submersiyon) denir eğer, her 

noktada rankF boyN ( )boyM ise (Boothby, 2003).  

Eğer F birebir immersiyon ise N ile M nin ( )N F N alt kümesi arasında birebir eşleme 

sağlayacaktır. Bu eşleme N alt kümesini bir topoloji ve C yapı ile donatır ve N ya bir 

altmanifold (veya immersed altmanifold) denir. Bu durumda :F N N bir diffeomorfizm 

olur. (Boothby, 2003).  

 

Örnek 1.2.1. E lemniskat eğrisi olmak üzere, 2: Rj E  öyle ki ( ) (sin 2 ,sin )j s s s

birebir dönüşümü verilsin. Jacobien matrisi  2cos2 coss s  olup, rankı heryerde 1 

olduğundan j  bir immersiyondur ve E  eğrisi 2R  nin bir altmanifoldudur (Brickell ve 

Clark, 1970).  

 

Tanım 1.2.15. Bir :F N M birebir immersiyonuna embedding denir öyle ki ,F  N den

M ye bir homeomorfizmdir. Bu embedding dönüşümünün görüntüsüne bir embedded 

altmanifold denir (Boothby, 2003).  

  

Tanım 1.2.16. Ek boyutu 1 olan altmanifolda bir hiperyüzey denir (Şahin, 2012). 

 

Tanım 1.2.17. M  bir C  manifold olsun. 

 

∇: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) ⟶ 𝜒(𝑀) 

(𝑋, 𝑌) ⟶ ∇(𝑋, 𝑌) = ∇𝑋𝑌 

 

fonksiyonu için, ∀𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀), ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀, R) olmak üzere; 

 

1) ∇𝑓𝑋+𝑔𝑌𝑍 = 𝑓∇𝑋𝑍 + 𝑔∇𝑌𝑍, 

2) ∇𝑋(𝑓𝑌) = 𝑓∇𝑋𝑌 + (𝑋𝑓)𝑌 

 

özellikleri sağlanıyorsa ∇ ya M  üzerinde bir afin konneksiyon ve ∇𝑋 ifadesine de 𝑋 e 

göre kovaryant türev operatörü denir (Hacısalihoğlu, 2000).  
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Tanım 1.2.18. M  bir Riemann manifoldu olsun. ∇, M üzerinde bir afin konneksiyon ve 

, M üzerindeki iç çarpım olsun. Aşağıdaki özellikler sağlanıyorsa ∇ ya M  üzerinde bir 

Riemann konneksiyonu denir: 

1) ∇, 𝐶∞ sınıfındandır, 

2) M nin bir 𝑈 bölgesi üzerinde 𝐶∞ olan ∀𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀) ve ∀𝑃 ∈ 𝑈 için, 

 

𝑋𝑃〈𝑌, 𝑍〉 = 〈∇𝑋𝑌, 𝑍〉𝑃 + 〈𝑌, ∇𝑋𝑍〉𝑃 

 

dir (Hacısalihoğlu, 2000).  

 

Tanım 1.2.19. M  bir hiperyüzey ve M nin diferensiyellenebilir birim normal vektör alanı 

𝑁 olsun. Rn de Riemann konneksiyonu ∇ olmak üzere ∀𝑋 ∈ 𝜒(𝑀) için, 𝐴(𝑋) = ∇𝑋𝑁 

şeklinde tanımlı 𝐴 dönüşümüne M  üzerinde şekil operatörü denir (Hacısalihoğlu, 2000).  

 

Tanım 1.2.20. M , Rn  de bir hiperyüzey ve M nin diferensiyellenebilir birim normal 

vektör alanı 𝑁 olmak üzere, 

 

𝜂: 𝑀 ⟶ 𝑆𝑛−1 

   𝑃 ⟶ 𝜂(𝑃) = 𝑁(𝑃) 

 

dönüşümü M  hiperyüzeyini Rn deki 𝑆𝑛−1  birim hiperküresine resmeder. Bu şekilde 

tanımlanmış olan diferensiyellenebilir 𝜂  dönüşümüne Gauss dönüşümü denir 

(Hacısalihoğlu, 2000).  

 

Tanım 1.2.21. M , Rn de bir hiperyüzey ve P M noktasında şekil operatörü 𝐴 olmak 

üzere, ∃𝜆𝜖𝑅 için 𝐴 = 𝜆𝐼𝑛−1 ise 𝑃 noktasına 𝑀 üzerinde bir umbilik nokta denir. 

 

Tanım 1.2.22. M , Rn  de bir hiperyüzey ve P M noktasında şekil operatörü 𝐴 olsun. 

p pX T M için 〈𝐴(𝑋𝑃), 𝑋𝑃〉 = 0 oluyorsa, 𝑋𝑃 ye M nin bir asimptotik doğrultusu denir. 

M üzerinde 𝑋𝑃 yi teğet kabul eden eğriye ise bir asimptotik çizgi denir (Hacısalihoğlu, 

2000).  
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Tanım 1.2.23. M , Rn  de bir hiperyüzey ve M  üzerinde bir 𝐶∞  eğri 𝛼  olsun. 𝛼  

eğrisinin teğet vektör alanı T ve M nin Riemann konneksiyonu ∇ olmak üzere, ∇𝑇𝑇 = 0 ise 

𝛼 ya M  üzerinde bir geodezik eğri denir (Hacısalihoğlu, 2000).  

 

1.3. Yarı Riemann Manifoldları 

 

Tanım 1.3.1.Bir b  simetrik bilineer formu; 

1) Pozitif (negatif) tanımlıdır eğer, 0v  için ( , ) 0b v v  ( 0  ) ise, 

2) Pozitif (negatif) yarı tanımlıdır eğer, v V  için ( , ) 0b v v  ( 0  ) ise, 

3) Non-dejeneredir eğer, w V  için ( , ) 0b v w  iken 0v  ise(O’Neill, 1983).  

 

Tanım 1.3.2. Birb simetrik bilineer formunun indeksi, |Wb nın negatif tanımlı olduğuW V

alt uzayının boyutu olan en büyük sayıdır (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 1.3.3. Bir M diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde bir g metrik tensörü, sabit 

indeksli, simetrik, non-dejenere  0,2 tensör alanıdır. Diğer bir deyişle g  , M manifoldunun 

her p noktasına pT M de bir 
pg  skalar çarpımı karşılık getirir ve

pg nin indeksi her noktada 

aynıdır (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 1.3.4. Bir yarı-Riemann manifoldu, g  metriği ile donatılmış bir 

diferensiyellenebilir manifolddur. 0 v n boyM    indeks olmak üzere, 0v   ise M  

bir Riemann manifoldudur ve bu durumda her
pg pozitif tanımlı bir iç çarpımdır. Eğer 1v  ve

2n  ise M bir Lorentz manifoldudur(O’Neill, 1983).  

( , )g v w yerine alternatif olarak ,v w  gösterimini kullanacağız. 0 v n  olmak üzere, 

indeksi v olan n

vR yarı Öklid uzayı, 

 

1 1

,
v n

i i j j

p p

i j v

v w v w v w
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metriği ile verilir. 0v  olduğunda Rn

v
yarı Öklid uzayı Rn Öklid uzayına indirgenir. 2n 

için 
1

nR ye Lorentz - Minkowski n- uzayı denir ve n=4 durumu, relativistik uzay - zamanın 

en basit halidir (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 1.3.5. Bir M yarı Riemann manifoldunda v teğet vektörü, 

1)  , 0v v   veya 0v  ise spacelike, 

2)  , 0v v   ise timelike, 

3)  , 0v v   ise lightlike (null) 

vektör adını alır. pT M deki tüm lightlike (null) vektörlerin kümesine null koni denir (O’Neill, 

1983).  

 

Tanım 1.3.6.  

i. x  ve y  vektörleri 3

1R de timelike vektörler olsunlar. 0   öyle ki 

, coshx y x y    sayısı x  ve y  vektörleri arasındaki hiperbolik açıdır.  

ii. x  ve y  vektörleri bir timelike alt uzayı geren spacelike vektörler ise 0   öyle 

ki , coshx y x y   sayısı x  ve y  vektörleri arasındaki merkezi açıdır. 

iii. x  ve y  vektörleri bir spacelike alt uzayı geren spacelike vektörler ise 0   

öyle ki , cosx y x y   sayısı x  ve y  vektörleri arasındaki spacelike açıdır. 

iv. x  bir spacelike vektör ve y  bir timelike vektör ise 0   öyle ki 

, sinhx y x y   sayısı x  ve y  vektörleri arasındaki Lorentzian timelike 

açıdır (Birman ve Nomizo, 1984). 

 

Tanım 1.3.6. M  bir yarı - Riemann manifoldu olsun. M üzerinde bir  s eğrisine 

spacelike, timelike veya lightlike (null) eğri denir eğer, tüm hız vektörleri sırasıyla 

spacelike, timelike veya lightlike (null) ise (O’Neill, 1983). 

 

Teorem 1.3.7. M  bir yönlendirilmiş Lorentz manifoldu ve :  I R M  yay 

paremetresi ile parametrelendirilmiş bir null eğri olsun.  ( )( ), ( ),..., ( )nt t t     kümesi 
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( )tT M
 nin bir bazı olmak üzere,  1 2, , , ,..., mL W N W W , 2m n   olacak şekilde bir tek 

Frenet çatısı vardır öyle ki  3,..., 1i m   için, 

1

1 1

1 1 2 2

2 2 3 3

1 1 1

1

,

,

,

,

,i i i i i

m m m

L W

W k L N

N k W k W

W k L k W

W k W k W

W k W

  



 

  

   

  

   

  

  

dir. Burada 2i   için eğrilik fonksiyonları 0ik   dır. Ayrıca aşağıdaki özellikler sağlanır; 

1) 1 1i m    olmak üzere  ( )( ), ( ),..., ( )it t t     ve  1 2 2, , , ,..., iL W N W W  aynı 

yönlendirmeye sahiptir, 

2)  1 2, , , ,..., mL W N W W  pozitif yönlendirilmiştir (Ferrandez vd., 2002). 

 

Teorem 1.3.8. Bir M  yarı - Riemann manifoldunda bir tek   konneksiyonu vardır öyle 

ki , , ( )X V W M  için, 

1)  , ,V WV W W V    

2) , , ,X XX V W V W V W          

sağlanır. Bu durumda ya M  üzerinde Levi-Civita konneksiyonu denir (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 1.3.7. Bir M yarı – Riemann manifoldunda  konneksiyonu,  

 

: ( ) ( ) ( )M M M      

 

olacak şekilde bir fonksiyondur öyle ki, 

1) ,VW  V  ye göre ( )M lineer, 

2) ,VW  W ye göre R lineer, 

3) ( )f M için ( ) ( )V VfW Vf W f W      

dır (O’Neill, 1983). 
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Tanım 1.3.8. M  bir yarı - Riemann manifoldu ve  de M üzerinde Levi Civita 

konneksiyonu olsun.  , ,X Y Z M olmak üzere, bir    
3

:R M M  öyle ki, 

 

 ,
,XY X YX Y

R Z Z Z       

 

fonksiyonu M üzerinde (1,3) tensör alanıdır ve Riemann eğrilik tensörü olarak adlandırılır 

(O’Neill, 1983).  

 

Lemma 1.3.1.  , M yarı - Riemann manifoldunun p noktasındaki bir non-dejenere 

tanjant düzlem olsun. Bu durumda, 

 

,
( , )

( , )

vwR v w
K v w

Q v w

 
  

 

değeri,   için  ,v w bazının seçiminden bağımsızdır. ( )K  ye kesit eğriliği adı verilir. 

Burada, 

 

2
( , ) , , ,Q v w v v w w v w    

 

dir. Ayrıca,   nin non-dejenere olması için gerek ve yeter şart, ( , ) 0Q v w  olmasıdır 

(O’Neill, 1983).  

 

Tanım 1.3.9. Bir M yarı - Riemann manifoldunun her p  noktasındaki eğrilik tensörü R

sıfır ise bu manifolda flat denir (O’Neill, 1983).  

 

Önerme 1.3.1. p M  için 0K  ise 0R  dır (O’Neill, 1983).  
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1.3.1. Yarı-Riemann Manifoldlarının Altmanifoldları 

 

Bir ( , )M g  yarı - Riemann manifoldunun diferensiyellenebilir bir altmanifoldu 

( , )M g  ile gösterilsin. M üzerinde bir X vektör alanı, M nin her p  noktasına M  de bir
pX

teğet vektörü karşılık getirir. X düzgün vektör alanıdır denir eğer, ( )f M için ( )Xf M

ise. Bu şekildeki düzgün vektör alanlarının kümesine ( )M denecek olursa, her  Y M

vektör alanının kısıtlanışı | ( )MY M dir. 

n k  boyutlu M yarı - Riemann manifoldunun bir n-boyutlu M altmanifoldu için, 

her noktada ( )pT M tanjant uzayı ( )pT M nin non-dejenere bir alt uzayıdır. Dolayısıyla 

aşağıdaki direkt toplam yazılabilir, 

 

( ) ( ) ( ) .p p pT M T M T M    

 

Burada ( )pT M
 alt uzayı da non-dejeneredir. ( )pboyT M k   dır ve M nin ek boyutu 

olarak adlandırılır (O’Neill, 1983).  

 

: ( ) ( ) ( )M M M      

 

fonksiyonu M üzerinde M den indirgenmiş konneksiyondur. Bu durumda  ,V W M 

için, tanV VW W   dır öyle ki tan : ( ) ( )p pT M T M ortogonal izdüşümdür. ∇ ise M  

üzerindeki Levi-Civita konneksiyonudur. Benzer şekilde,  ,V W M  için, 

 

     :II M M M  


   

     ( , ) VI I V W nor W   

 

fonksiyonu bilineer ve simetriktir. Burada : ( ) ( )p pnor T M T M  ortogonal izdüşüm ve

II ikinci temel form tensörüdür. Yani  ,V W M  için, 
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( , )V VW W II V W    

 

yazılabilir (O’Neill, 1983).  

 

Sonuç 1.3.1.1. K ve K sırasıyla M ve M nin kesit eğrilikleri olsunlar.  ,v w  M  de bir 

non-dejenere teğet düzlemin bazı olmak üzere, 

 

2

( , ), ( , ) ( , ), ( , )
( , ) ( , )

, , ,

II v v II w w II v w II v w
K v w K v w

v v w w v w


 

     
        (1.1) 

 

dir (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 1.3.1.1. Bir ( , )M g  yarı - Riemann hiperyüzeyi tamamen geodeziktir denir eğer 

0II   ise (Duggal, 2015). 

 

Tanım 1.3.1.2. Bir ( , )M g  yarı - Riemann hiperyüzeyi tamamen umbiliktir denir eğer 

II g  ise (Duggal, 2015). 

 

1.3.2. Yarı - Riemann Manifoldlarında Lightlike Hiperyüzeyler 

 

Bu bölümde, bir M  yarı - Riemann manifoldunda bir M  lightlike hiperyüzeyinin  

diferensiyel geometrisine değinilmiştir. Bu amaçla, M üzerinde bir non dejenere screen 

distribüsyon ve buna karşılık gelen lightlike transversal vektör demeti tanımları verilmiştir. 

Bunlar yardımıyla, lineer konneksiyon, ikinci temel form, şekil operatörü ve benzeri 

indirgenmiş geometrik kavramlar tanımlanmıştır. 

p M  için pT M teğet uzay,  ,p pT M g uzayının bir hiperdüzlemidir. Her noktada 

normal uzay, 

 

  | , 0,  p p p pT M v T M g v w w T M       

 

ile tanımlanır.  
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g  metriği M üzerinde dejenere olsun. Bu durumda, M üzerinde bir 0   vektör alanı 

vardır öyle ki  X TM  için  , 0g X   dır (Duggal ve Bejancu, 1996).  

 

Tanım 1.3.2.1. pT M de radikal (null) uzay, 

 

   | , 0,  p p p pRadT M T M g X X T M       

 

ile tanımlanır. 
uRadT M nin boyutuna g metriğinin nulluk derecesi denir ve M

hiperyüzeyine de M de bir lightlike hiperyüzey adı verilir (Duggal ve Bejancu, 1996). 

  

p M  noktasında pT M 
ile gösterilen normal uzay da dejenere olup, 

p p pRadT M T M T M   şeklinde yazılır. M hiperyüzeyi için pT M 
in boyutu 1 olduğundan

  1pboy RadT M  dir. Dolayısıyla p pRadT M T M  olur. RadTM ye M nin bir radikal 

(null) distribüsyonu denir. 

TM tanjant demetinde, TM  normal demetine tümleyen bir demet ( )S TM ile 

gösterilsin. Bu durumda,  

 

( )orthTM RadTM S TM   

 

şeklinde yazılır (Duggal ve Bejancu, 1996). 

 

Tanım 1.3.2.2. ( )S TM demeti M üzerinde bir screen distribüsyon olarak adlandırılır ve 

non-dejenere alt uzaydır (Duggal ve Bejancu, 1996).  

 

|MTM de, ( )S TM ye ortogonal tümleyen demet ( )S TM  ile gösterilsin.  ( )S TM   

demeti de non-dejenere vektör demeti olup, rankı 2 dir. Bu durumda M boyunca, 

 

| ( ) ( )MTM S TM S TM    
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ayrışımı yazılabilir. Ayrıca RadTM  TM   vektör demeti, ( )S TM   in bir alt demetidir. 

( , )M g yarı - Riemann manifoldunda bir lightlike hiperyüzey ( , , ( ))M g S TM ile ifade 

edilir (Duggal ve Bejancu, 1996). 

 

Teorem 1.3.2.1. ( , )M g yarı - Riemann manifoldunda bir lightlike hiperyüzey

( , , ( ))M g S TM olsun. Bu durumda M üzerinde rankı 1 olan bir tek  tr TM vektör demeti 

vardır öyle ki TM  de birU M koordinat komşuluğunda, her sıfırdan farklı kesiti için, 

 

       , 1,  , , 0,  ( ) | .Ug N g N N g N W W S TM       

 

olacak şekilde bir tek N   TMtr kesiti vardır (Duggal ve Bejancu, 1996). 

TM   in ( )S TM   deki tümleyen vektör demeti F  olsun.  | ,UV F  0V   

olmak üzere ( , ) 0g V   dır, aksi halde ( )S TM  dejenere olurdu. O halde, 

 

1 ( , )

( , ) 2 ( , )

g V V
N V

g V g V


 

 
  

 
 

 

biçiminde yazılan vektör alanı Teorem 1.3.2.1’ in şartlarını sağlar. 

u M  için  tr TM bir lightlike vektör demetidir ve    0pp
tr TM T M   dır. O 

halde, 

  

 |MTM TM tr TM   

 

biçiminde yazılabilir.  tr TM ye M nin ( )S TM ye göre lightlike transversal vektör demeti 

denir (Duggal ve Bejancu, 1996). 
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1.3.3. Lightlike Hiperyüzeyler Üzerinde İndirgenmiş Geometrik Yapı 

 

 ile, M üzerinde g metriğine göre Levi-Civita konneksiyonu gösterilsin. Bu 

durumda,  ,X Y TM  ve   V tr TM olmak üzere Gauss - Weingarten formülleri, 

  

 ,X X

t

X V X

Y Y h X Y

V A X V

   

   
                   (1.2) 

 

ile verilir. Burada
XY ve

VA X vektör alanları  TM ye,  ,h X Y ve t

XV vektör alanları 

ise   tr TM ye aittir. ise M üzerinde bir torsiyonsuz indirgenmiş lineer konneksiyondur.

h ve
VA sırasıyla M nin M deki ikinci temel formu ve şekil operatörü olarak adlandırılır. ,t

X  

 tr TM de indirgenmiş lineer konneksiyondur (Duggal ve Bejancu, 1996). 

Lokal olarak birU M komşuluğu üzerinde, Teorem 1.3.2.1. deki şartları sağlayan 

 , N kesitlerive , ( | )UX Y TM  için, bir simetrik bilineer form B ve 1-form aşağıdaki 

gibi tanımlanır; 

 

 ( , ) ( , ),

( ) ( , ).t

X

B X Y g h X Y

X g N



 



 
              (1.3) 

 

Bu durumda,  

 

( , )

( )

X X

X N

Y Y B X Y N

N A X X N

  

   
 

 

eşitlikleri lokal Gauss Weingarten formülleri olarak adlandırılır. B ye M nin lokal ikinci 

temel formu denir. Ayrıca metrik konneksiyon olduğundan, ( | )UX TM  için, 

 
( , ) 0B X    

 

olur (Duggal ve Şahin, 2010). 
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Önerme 1.3.3.1. ( )S TM ve ( ) ,S TM   M üzerinde screen distribüsyonlar olsunlar. h ve h de 

sırasıyla ( )tr TM ve ( )tr TM  ye göre ikinci temel formlar olsunlar. Bu durumda birU M

komşuluğunda B B dür yani, M nin lokal ikinci temel formları screen distribüsyonun 

seçiminden bağımsızdır.  

 

Sonuç 1.3.3.1. Bir lightlike hiperyüzeyin ikinci temel formu dejeneredir (Duggal ve Şahin, 

2010). 

 

Lightlike manifoldlarda bir başka ikinci temel form ve dolayısıyla farklı bir şekil 

operatörü şu şekilde tanımlanır: 

P  dönüşümü, ( )TM nin ( ( ))S TM üzerine bir izdüşümü olsun. Bu durumda,

( )W TM  ve , ( )X Y TM  için, 

 

( , )X X

t

X W X

PY PY h X PY

W A X W

 

 

  

   
 

 

yazılabilir. Burada
XY ve

WA X vektör alanları  ( )S TM ye,  ,h X Y
ve t

XW
 vektör 

alanları ise  TM  e aittir.  ise ( )S TM üzerinde bir indirgenmiş lineer konneksiyondur.

h ve
WA sırasıyla ( )S TM nin screen ikinci temel formu ve screen şekil operatörü olarak 

adlandırılır. Benzer şekilde, , ( )X Y TM  için, 

 

 ( , ) ( , ),

( ) ( , ).t

X

C X PY g h X PY N

X g N 







 
 

 

Bu durumda ( ) ( )X X   olup, 

 

( , )

( )

X X

X

PY PY C X PY

A X X
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dir. ( , )C X PY ye ( )S TM nin lokal screen ikinci temel formu denir. M  ve ( )S TM nin lokal 

ikinci temel formları şekil operatörleri ile aşağıdaki gibi ilişkilidir; 

 

( , ) ( , )

( , ) ( , )N

B X Y g A X Y

C X PY g A X PY






             (1.4) 

 

öyle ki ( , ) 0g A X N

  ve ( , ) 0Ng A Y N  dır (Duggal ve Şahin, 2010). 

 

Önerme 1.3.3.2. 

 

1.  konneksiyonu ( )S TM üzerinde bir metrik konneksiyondur. 

2.  konneksiyonu M üzerinde, 

 

      , ( , ) , ( , ) ,X g Y Z B X Y g Z N B X Z g Y N    

 

eşitliğini sağlar (Duggal ve Şahin, 2010). 

 

Önerme 1.3.3.3. ( , )M g yarı - Riemann manifoldunda bir lightlike hiperyüzey

( , , ( ))M g S TM olsun. Aşağıdakiler sağlanır; 

1. M nin şekil operatörü
NA  , bir sıfır eigen değerine sahiptir. 

2. ( )S TM nin screen ikinci temel formu da dejeneredir. 

3. ( )S TM nin screen şekil operatörü ,A


 M  nin ikinci temel formuna göre simetriktir. 

4. ( )S TM üzerinde  konneksiyonu bir metrik konneksiyondur. 

5.  RadTM  kesitinin integral eğrisi, sırasıyla ve konneksiyonlarına göre,

M ve M de bir null geodeziktir (Duggal ve Şahin, 2010). 

 

Örnek 1.3.2.1.  4

2R , g  4 boyutlu yarı Öklidyen uzay olmak üzere, i

ix

 
  

 
 

0,...,3i   bazına göre, 
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1 3 4 4

0 2 0 0

,  öyle ki ,i i j j i i i i

i j i i

g x y x y x y x x y y
   

           

 

ile verilsin.    
2 2

0 1 2 32x x x x    ile verilen M hiperyüzeyi, 4

2R de bir lightlike 

hiperyüzeydir. RadTM , 

  

       
2 2

2 3 0 1 2 2 3 32x x x x          

 

vektör alanı tarafından gerilir. Ayrıca, 

 

    
        2 2

2 3 0 1 2 2 3 32 2

2 3

1
2

4
N x x x x

x x
        


 

 

bulunur. ( )S TM ise,  

 

1 0 1

2 3 2 2 3

W

W x x

   

    
 

 

vektör alanları tarafından gerilir (Duggal ve Şahin, 2010). 

 

1.3.4. Screen Konformal Lightlike Hiperyüzeyler 

 

Bilinmektedir ki bir non-dejenere altmanifoldun ikinci temel formu ve şekil operatörü, 

metrik tensör dolayısıyla ilişkilidir. Buna karşın lightlike hiperyüzeylerde, M  ve ( )S TM  

nin ikinci temel formları ve şekil operatörleri arasında karşılıklı bir ilişki vardır. Bu nedenle, 

lightlike hiperyüzeylerin geometrisi bir screen distribüsyon seçimine bağlıdır. Burada dikkat 

edilmesi gereken, ( )S TM  non-dejenere olduğundan geometrisi klasik anlamdadır. 

 

Tanım 1.3.4.1. ( , )M g yarı - Riemann manifoldunda bir lightlike hiperyüzey ( , , ( ))M g S TM

olsun. Bu hiperyüzeye lokal screen konformaldir denir eğer, birU M komşuluğunda, M

ve ( )S TM üzerindeki şekil operatörleri için,  
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NA A                      (1.5) 

 

olacak şekilde sıfırdan farklı bir diferensiyellenebilir dönüşümü varsa. 

Özel olarak  dönüşümü sabit ise M ye screen homotetiktir denir. U M olması 

durumunda screen konformallik globaldir (Duggal ve Şahin, 2010). 

 

Teorem 1.3.4.1. Bir ( , )M g Lorentz manifoldunda bir lightlike hiperyüzey ( , )M g olmak 

üzere,  

 

(𝑇�̌�) = 𝑇𝑀/𝑅𝑎𝑑𝑇𝑀 

 

veπ: Γ(𝑇𝑀) ⟶ Γ(𝑇�̃�)  izdüşümü verilsin. Burada ( )X X  ve ( , ) ( , )g X Y g X Y dir. 

Ayrıca ( )V RadTM ve ( )X TM olmak üzere, 

 

A�̃�: Γ(𝑇�̃�) ⟶ Γ(𝑇�̃�) 

  

öyle ki  ( )V XA X V   ile tanımlanan dönüşüm, self adjoint bir dönüşümdür. ( )S TM

seçilen bir screen distribüsyon ve : ( ) ( ( ))SP TM S TM  karşılık gelen izdüşüm olsun. 

( )V RadTM  null normal kesiti için, 

 

( )| : ( ( )) ( ( ))V V S TMA A S TM S TM     

 

tanımlansın öyle ki
VA , ( )S TM üzerindeki şekil operatörüdür. ( ) ( )S SP X P X olacak 

şekilde bir �̃�𝑆 ∶  Γ(𝑇�̃�) ⟶ Γ(𝑆(𝑇𝑀)) dönüşümü verildiğinde, bu dönüşüm bir vektör 

demeti izomorfizmi olup, 

 

   ( )( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )
SS V S X S X S P X V SP A X P V P V P V A P X         

 

dir (Global Null Splitting Theorem, Duggal ve Şahin, 2010). 
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1.3.5. 3

1R ve 4

1R Lorentz Uzaylarında Lightlike Hiperyüzeyler 

 

 
1 1

0

,
v m

i i j j
i j v

g x y x y x y
 

 

    metriği ile verilen yarı Öklid uzayı,  2R ,m

v g ile 

gösterilsin. Bu uzayda bir M hiperyüzeyi,  

 

0( ,..., );  1,  0,..., 1,  0,...,A
A A m

a

f
x f u u rank m A m a m

u

 
      

 
 

 

eşitlikleri ile verilsin öyle ki
Af fonksiyonları bir U M komşuluğunda 

diferensiyellenebilirdir. Bu durumda, 

 

0 11 1

0 0 0 0

0 11 1

... ...

... ...

mA A

mA A

m m m m

f ff f

u u u u

A

f ff f

u u u u

D

 

 

  

   

  

   

                          (1.6) 

 

determinantı tanımlansın (Duggal ve Bejancu, 1996). 

 

Teorem 1.3.5.2 
2Rm

v


de bir M hiperyüzeyi lightlike hiperyüzeydir ancak ve ancak, her

U M komşuluğunda aşağıdaki eşitlik sağlanıyorsa: 

 

   
1 1

22

0

.
v m

i j

i j v

D D
 

 

   

 

Ayrıca RadTM TM   distribüsyonu lokal olarak, 

   
1 1

1

0

1 1
v m

i j

i j

i j vi j

D D
x x


 



 

 
   

 
   vektör alanı tarafından gerilir (Duggal ve Bejancu, 

1996). 

Durum 1. 3

1R  uzayında bir lightlike yüzey M, 

 

0 0 0 1 1 1 0 1 2 2 0 1( , ),  ( , ),  ( , )x f u u x f u u x f u u    
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eşitlikleri ile verilsin. O halde TM , 

 

0 0 1 1

,  ,  0,1,2A A

A A

f f
A

u u x u u x

     
   

      
                (1.7) 

 

vektör alanları ve ,TM    

 

0 1 2

0 1 2 0 1

2 1 2 1
1 2 1 2

0 1 1 0 0 0

1 1
,  

D D D a b
x x x u u

f f f f
a D D b D D

D u u D u u


    

    
    

     
       

      

           (1.8) 

 

vektör alanı tarafından gerilir. ( )tr TM ve ( )S TM vektör demetleri sırasıyla, 

 

 
0 1 22

0 1 20

0 0
2 1

1 2 0 1 1 0

1
,

2
N D D D

x x xD

f f
W D D

x x u u u u

   
    

   

    
   

     

           (1.9) 

 

vektör alanları tarafından gerilir (Duggal ve Bejancu, 1996). 

 

Durum 2. 4

1R uzayında bir lightlike yüzey M , 

 

0 1 2( , , ),  0,1,2,3A Ax f u u u A   

 

eşitlikleri ile verilsin. O halde TM , 

 

0 0 1 1

,  ,  0,1,2A A

A A

f f
A

u u x u u x

     
   

      
 

 

vektör alanları ve ,TM   
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0 1 2

0 1 2 0 1

2 1 2 1
1 2 1 2

0 1 1 0 0 0

1 1
,  

D D D a b
x x x u u

f f f f
a D D b D D

D u u D u u


    

    
    

     
       

      

      (1.10) 

 

vektör alanı tarafından gerilir. ( )tr TM ve ( )S TM vektör demetleri sırasıyla, 

 

 
0 1 22

0 1 20

0 0
2 1

1 2 0 1 1 0

1
,

2
N D D D

x x xD

f f
W D D

x x u u u u

   
    

   

    
   

     

        (1.11) 

 

vektör alanları tarafından gerilir (Duggal ve Bejancu, 1996). 

 

1.3.6. Lightlike Altmanifoldlar 

 

 , ,M g üzerinde tanımlı sabit indeksli g metriği ile m n boyutlu bir yarı Riemann 

manifoldu olsun. M , M de bir m boyutlu altmanifold olmak üzere p M için, 

 

  : , 0,  p p p p p p p pT M v T M g v w w T M       

 

alt uzayı düşünülsün. M  lightlike ise 

 

{0},  p p pRadT M T M T M p M      

 

radikal distribüsyonu mevcuttur. RadTM nin rankı 0r  olmak üzere M ye bir r-lightlike 

altmanifold denir. M  için aşağıdaki 4 durum mevcuttur; 

 

1.  0 min{ , }r m n  r-lightlike altmanifold, 

2.  1 r n m    ko-izotropik altmanifold, 

3.  1 r m n    izotropik altmanifold, 

4.  1 r m n    tamamen lightlike altmanifold (Duggal ve Şahin, 2010). 
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Bu tezde r-lightlike altmanifold olması durumu göz önüne alınacaktır. Bu durumda,

RadTM ninTM deki tümleyen distribüsyonu ( )S TM ile gösterilir ve screen distribüsyon 

adını alır. Açıkça ( ),S TM  g  metriğine göre non-dejenere alt uzaydır. Dolayısıyla 

aşağıdaki ortogonal direkt toplam yazılabilir; 

 

( ).ortTM RadTM S TM   

 

p

p M

TM T M 



 olmak üzere, RadTM TM TM   dir. Diğer yandan, RadTM  nin

TM   de tümleyen vektör demeti ( )S TM  ile gösterilir ve screen transversal vektör demeti 

olarak adlandırılır. Bu durumda aşağıdaki ortogonal direkt toplam yazılabilir; 

 

( ).ortTM RadTM S TM    

 

( )S TM  , g  metriğine göre non-dejenere olduğundan, 

 

| ( ) ( )MTM S TM S TM    

 

yazılabilir öyle ki ( ) ,S TM   TM  de ( )S TM  ye dik tümleyen vektör demetidir. 

Bilinmektedir ki bir non-dejenere altmanifoldda, normal demet tanjant demete dik ve 

tümleyendir. Ancak yukarıda görülmektedir ki, lightlike altmanifoldlarda normal demet 

tanjant demete diktir ancak tümleyen değildir. Bu iki demetin arakesiti RadTM null vektör 

demetidir. Bu ise M deki bir vektörü, M de bir teğet ve bir normal bileşen olarak 

ayrılamayacağı anlamına gelir. Problemi çözmek adına TM , 4 tane kesişmeyen tümleyen 

vektör demetine ayrılır (Duggal ve Şahin, 2010). 

 

Teorem 1.3.6.1.  , , ( ), ( ) ,M g S TM S TM   M de bir r-lightlike altmanifold olsun. U , M

nin bir koordinat komşuluğu ve{ }i   1,..., ,i r  RadTM nin bir bazı olsun. Bu durumda

{ }iN diferensiyellenebilir kesitleri mevcuttur öyle ki,  

 

 

 

,

, 0,   , 1,...,

i j ij

i j

g N

g N N i j r
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sağlanır (Duggal ve Şahin, 2010). 

( ) { }iltr TM Span N ye lightlike transversal vektör demeti denir.

( ) ( ) ( )orttr TM ltr TM S TM   olup, 

 

 | ( ) ( ) ( ) ( )MTM TM tr TM S TM S TM RadTM ltr TM       

 

yazılabilir. Bu durumda M boyunca M üzerinde bir quasi-ortonormal baz, 

 

 1 1 1 1,..., , ,..., , ,..., , ,...,r r r m r nN N X X W W     

 

şeklindedir. Burada  1,..., r  , RadTM  nin bir lightlike bazı, 1,..., rN N , ( )ltr TM nin 

bir lightlike bazı,  1,...,r mX X  ve  1,...,r nW W sırasıyla ( )S TM ve ( )S TM  in ortonormal 

bazlarıdır.  , , ( ), ( ) ,M g S TM S TM   M  de bir r-lightlike altmanifold olmak üzere,  

 

( , )X X

t

X V X

Y Y h X Y

V A X V

  

   
           (1.12) 

 

eşitlikleri sağlanır öyle ki burada ,  M  üzerindeki Levi-Civita konneksiyonu, 
XY ve

t

XV  sırasıyla, M ve ( )tr TM  üzerinde tanımlı lineer konneksiyonlardır. , torsiyonsuz 

indirgenmiş lineer konneksiyondur. Ayrıca,
VA X ve ( , )h X Y de sırasıyla M üzerindeki şekil 

operatörü ve ikinci temel formdur (Duggal ve Şahin, 2010). 

( ) {0}S TM   olmak üzere, L ve S sırasıyla, ( )tr TM den ( )ltr TM ve ( )S TM  üzerine 

tanımlı izdüşümler olsunlar. Bu durumda, 

 

( , ) ( ( , )) ve ( , ) ( ( , ))l sh X Y L h X Y h X Y S h X Y   

( , ) ( , ) ( , )l sh X Y h X Y h X Y            (1.13) 

 

ile tanımlanan lh ve sh sırasıyla lightlike ikinci temel form ve screen ikinci temel form adını 

alır (Duggal ve Şahin, 2010). 
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2. YAPILAN ÇALIŞMALAR 

 

2.1. Spacelike Altmanifoldlar Boyunca Lightlike Hiperyüzeyler 

 

    1

0 1 0 1, ,..., , , ,..., Rn

n nx x x x y y y y    olmak üzere x ve y  nin pseudo skalar 

çarpımı, 

 

0 0

1

,
n

i i

i

x y x y x y


                 (2.1) 

 

şeklinde tanımlanır. Bu durumda  1R , ,n ikilisine Lorentz-Minkowski 1n uzayı denir ve

1

1Rn ile gösterilir. Sıfırdan farklı bir 1

1Rnx  vektörüne spacelike, timelike veya lightlike 

denir eğer, sırasıyla , 0, , 0x x x x      veya , 0x x   ise. Bir vektörün normu 

,x x x   ile tanımlanır. Tepe noktası a olan light-koni, 

  

  1

0 1 1, ,..., R | , 0n

a nLC x x x x x a x a                 (2.2) 

 

ile verilir. Burada  0 \ 0LC LC  gösterimi kullanılacaktır. 

R sU  olmak üzere 1

1: RnX U   , ek boyutu k  olan bir spacelike embedding 

olsun. Bu durumda 1s k n   dir. ( )M X U gösterimi kullanılacak olursa, X

dönüşümünün spacelike olması, her p noktasında
pT M tanjant uzayının bir spacelike alt uzay 

olması demektir. Yani bu alt uzay, p M  için tamamen spacelike vektörlerden oluşur. 

Ayrıca ( )p X u  ve
1( ,..., )su u u için

pT M uzayı,  
1
( ),..., ( )

su uX u X u vektör alanları 

tarafından gerilir (Izumiya ve Sato, 2013). 

Bir 1

1Rnp  noktasında pseudo normal uzay
pN M ile gösterilir.

pT M bir spacelike alt 

uzay olduğundan,
pN M pseudo normal uzay, 1

1Rn

pT   de bir k  boyutlu Lorentz alt uzayıdır. 

pN M  de aşağıdaki gibi iki çeşit pseudo-küre mevcuttur, 
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; 1 | , 1

;1 | , 1

p p

p p

N M v N M v v

N M v N M v v

      

    
 

 

dolayısıyla M üzerinde iki çeşit küresel demet aşağıdaki gibidir: 

 

   

   

; 1 ; 1  

 ;1 ;1

p

p M

p

p M

N M N M

N M N M





  


 

 

1

1Rn de M altmanifoldu için Whitney toplam ayrışımı, 

 

1

1R |n

MT TM NM    

 

biçimindedir (Izumiya ve Sato, 2013). 

 0 1,0,...,0e   M  boyunca birim timelike vektör alanı olmak üzere, 1

1R |n

Mv T  

için
1 2v v v  yazılabilir öyle ki 

1 pv T M ve
2 .pv N M Eğer v bir timelike vektör ise

2v

timelike vektördür. 1

1: R |n

NM MT NM    bir izdüşüm olmak üzere,  0NM e  M boyuca 

bir timelike normal vektör alanıdır. Yani her zaman bir  ( ) ; 1T

pn u N M  birim timelike 

normal vektör alanı mevcuttur. O halde
pN M de bir 1k  boyutlu pseudo-ortonormal 

tümleyen alt uzay   ( )TSp n u


olacaktır ve bir pseudo-normal kesit  Sn u 

    ( ) ;1TSp n u N M


  seçilebilir. Bu durumda, , 1S Sn n   ve , 0S Tn n   olur. Bir 2k   

boyutlu spacelike birim küre,  

 

    1 ;1 | , 0T T

pp
N M n N M n                  (2.3) 

 

mevcuttur. NM  üzerinde birim spacelike 2k   küresel demet,  

 

   1 1

T T

p
p M

N M n N M n


                  (2.4) 
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ile tanımlanır. M boyunca her Tn birim normal vektör alanı için keyfi bir  1

S T

p
n N M n   

birim spacelike normal vektör alanı bulunabilir. Açıkça  ( )T Sn u n u lightlike 

vektörlerlerdir. Burada T Sn n , M  boyunca bir lightlike normal vektör alanı olarak 

alınacaktır.  

 

 , :T SLG n n U LC  

 

öyle ki     , ( )T S T SLG n n u n u n u   ile tanımlanan dönüşüm ( )M X U nun  ,T Sn n

çiftine göre lightkoni Gauss dönüşümü olarak adlandırılır.  

iuX ler spacelike vektör alanları olduklarından, ( )M X U üzerinde bir Riemann 

metriği, yani lightkoni birinci temel form, 2

1

n

ij i j

i

ds g du du


 öyle ki ,
i jij u ug X X   ile 

tanımlanır. Ayrıca lightkoni ikinci temel form da 

 

        , ,
j

i

T S T S

ij uu
h n n u n n u X u      

 

ile verilir (Izumiya ve Sato, 2013). 

 

Tanım 2.1.1.    1:T TLG n N M n LC    öyle ki   , ( )T TLG n u n u   ile 

tanımlanan dönüşüme  1

TN M n    küresel demetinin lightkoni Gauss görüntüsü denir 

(Izumiya ve Sato, 2013). 

Benzer şekilde,  1

TN M n   nin De Sitter ve Hiperbolik Gauss dönüşümleri de 

sırasıyla,   ,TDG n u   ve   , ( )T THG n u n u  olarak tanımlanabilir. 

 

Tanım 2.1.2. ( )p X u olmak üzere 

 

    1

1 1: R RT T n

MLH n N M n      

 

öyle ki, 
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       , , ( ) ( ) ,T T

MLH p t X u t n u X u tLG n u              (2.5) 

 

ile tanımlanan hiperyüzeye M boyunca Tn ye ilişkin lightlike hiperyüzey denir (Izumiya ve 

Sato, 2013). 

 

2.2. Spacelike Altmanifoldlar Boyunca Lightlike Hiperyüzeylerin Screen İkinci 

Temel Formu 

 

1

1Rn de bir spacelike altmanifold ( )M X U  olmak üzere, Tanım 2.1.2. de verilen 

şekilde, M  boyunca bir lightlike hyperyüzey düşünülsün. İşlem kolaylığı açısından

   , , , ,MLH u t Y u t  gösterimi kullanılacaktır.
1( )[ ] RTU N M n  olmak üzere, bu 

hiperyüzey ( )Y U M ile ifade edilsin. Görülebilir ki 
PboyT M n dir. 

PT M nin bir bazı, 

 

  

 

  

( , , ) ( )   1,...,

( , , )  1,..., 2

( , , )

   

  

 

T

i i i i

m m

u u u u

T

t

Y u t X u t n u i s

Y u t t u m k

Y u t n u

 

 

 

 

         (2.6) 

 

olarak hesaplanır öyle ki  iu U   1,...,i s  ve   1( )[ ]T

m N M n     1,..., 2m k  . 

Burada 
iuY ve 

m
Y

spacelike, 
tY ise lightlike vektör alanlarıdır. Yine işlem kolaylığı açısından

1 1 1 1 1 2,..., , ,..., ,s s s n k na u a u a a a t        gösterimleri kullanılsın. ( )M Y U üzerinde 

bir pseudo Riemann metriği, yani birinci temel form, 2

1

n

ij i j

i

ds g da da


 öyle ki ,
i jij a ag Y Y  

ile tanımlanır. ( )V Rad TM ve M üzerinde bir screen distribüsyon  ( ) ,
i muS TM Sp Y Y

olsun. Bu durumda, Teorem 1.3.4.1. göz önünde bulundurulduğunda, ( )S TM nin lightkoni 

ikinci temel formu; 

 

    ,  1,..., , 1,..., 1     
i j

T

ij a ah n V Y i n j n          (2.7) 

 

ile tanımlanır. 
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Teorem 2.2.1. ( )S TM nın Lightkoni Weingarten eşitlikleri aşağıdaki gibidir: 

 

   
1

1

, 1,...,




  i j

n
j T

a i a

j

V h n Y i n            (2.8) 

 

öyle ki      j T T kj

i ikh n h n g  ,  
1

kj

kjg g


 ve  dönüşümü  TM nin  ( )S TM

üzerine bir izdüşümüdür. 

 

İspat 

 

 
1 1

1 1 1

 

   

       i j l m

n s n
j l m

a i a i a i a

j l m s

V Y Y Y  

 

şeklinde ( )S TM nın bazları cinsinden yazıldığında, (2.7) eşitliği kullanılarak, 

 

   

 

1 1

1 1 1

, ,
i l

s s
T l l

i a a i a a i l

l l

s s s
l l l l l

i i i l i

l

h n V Y Y Y g

h h g g g

  

 

 

 


 

  

         

     

 

 
 

 

elde edilir. Benzer şekilde,
m m

i ih   olacaktır O halde,  

 

   
1

1





 i j

n
j T

a i a

j

V h n Y             (2.9) 

 

olacaktır. 

 

Sonuç 2.2.1. M bir spacelike altmanifold boyunca lightlike hiperyüzey olsun. Bu durumda 

aşağıdaki eşitlik ( )S TM ve M nin lightkoni ikinci temel formları arasındaki ilişkiyi verir; 
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2 1

2
1 , 1

2
s n

l q

i i lq

l q

t
h h g th h h g

    

 



 

 
   

 
                 (2.10) 

 

öyle ki 1,..., , 1,...,i n s   ve R.   

 

İspat. (2.9) eşitliğinden, 

 

 
1 1

1 1 1

 

   

     i j x

n s n
j x

a i a i a i a

j x s

V h Y h Y h Y






  

 

dir. 1,...,i n  , 1,..., s  için   ,  
ii a ah V Y

  ve , 0
xa aY Y


   olduğundan, 

 

   

1

1 1

1

,

,

x

s n
x

i i a i a a

x s

s
T T

i a aa a

h h Y h Y Y

h X t n X t n

 

 
 











 



  



 

    

 



  

   

   
1

2

( , , ,

, )

s
T T

i i a a a aa a

T T

a a

h h X X t n X t X n

t n n

   
 

 







 

 



          

    


     (2.11) 

 

Burada ,a aX X g
      ,   ,T

aa
n X h




     ve  , T

a a
X n h




    

olduğu bilinmektedir. Diğer yandan  tV RadTM Sp Y   olduğundan  TV n   öyle 

ki R yazılabilir. Bu durumda, 

 

   
1 1

2

1 1

1

, 1

, , ,

 ,        ( , 1,..., )

l q

n n
T T l q

a a a aa a
l q

n
l q

lq

l q

n n V V h Y h Y

h h g s

 
 

 

 

  

 

 

 





       

 

 



 

 

elde edilir. Bulunan değerler (2.11) denkleminde yerine yazıldığında istenilen eşitlik elde 

edilir. 
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2.3. Spacelike Altmanifoldlar Boyunca Screen Konformal Lightlike 

Hiperyüzeyler 

 

Teorem 2.3.1. Bir spacelike altmanifold boyunca lightlike hiperyüzey M  screen 

konformaldir eğer,   0
i

Tn    ve 
 

0

i
T

j

n

a

 



 öyle ki i j  , 1,...,i j n ise. 

İspat.   0
i

Tn    ve 
 

0

i
T

j

n

a

 



 olsun. 1

1Rn üzerindeki iç çarpım ve konneksiyon 

sırasıyla, ,  ve  ile gösterilsin.  
1

2

TN n  ile verilen  N tr TM kesiti , 0,N N   

, , 0,
i muN Y N Y   , 1tN Y  şartlarını sağlar.  X M olmak üzere  , 0tB X Y 

olduğundan,
X tY  X tY dir. Ayrıca  

1

n
A

T

t

A A

Y n
a





 


 ve

1

n

j

j j

X x
a







yazılabileceğinden,  

 

1 1

( )T An n

X t j

A j j A

n
Y x

a a



 

  
 

 
  

 

elde edilir.
( )

0
T i

j

n

a

 



 , i j   , 1,...,i j n  olduğundan, 

 

X tY Z 

1

1

1

( ) ( )
,...,

T T n

n

n

n n
x x

a a

     
  

  
 

 

öyle ki  Z TM  dir.   

 

( ) 0
tY t X tA X X Y Y     

 

olup, , ( )X tN Y X    olduğundan ve (2.12) den, ( ) 0X   olduğu görülür.  
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tYA X Z   elde edilir.  ( )X S TM  için
1

n
A

A A

X X
a





 yazılabilir. Bu durumda,  

 

1
1 1

2

( ) ( ) 0,
n

T T A A

A

n X n X 




              (2.12) 

 

 
1 1

t t

An n
i

T

Y Y

A i i A

X
X X n

a a


 

 
   

 
  

 

olur. 
( )

0
T i

j

n

a

 



 , i j   , 1,...,i j n olduğundan, (2.12) denkleminin kısmi türevleri 

alınacak olursa, , 0
tY tX Y  olduğu görülür. Dolayısıyla,  ( )

tY X S TM  ve 0N tA Y 

dır.  , ( )X W S TM için, 

 

 , ( , ) ( , ) ,N X Xg A X W C X W g W N W N      

 

dir. Ayrıca, , ,X XW N N W    olduğundan, 

 

 
1 1

1

2

i
Tn n

A

X

A i A i

n
N X

a a



 

  
 

 
  

 

yazılır. 
( )

0,
T i

j

n

a

 



 i j   , 1,...,i j n ve  

 

 , ,N Xg A X W N W    

 

olduğundan,

 

 

1

1

1

1

1

2

T

n
T

n

n

a

N

nn

a
n

X

A X

X





 



 




 
 
  
 
 
  

 ve 

 

 

1

1

1

1

T

t

n
T

n

n

a

Y

nn

a
n

X

A X Z

X







 



 




 
 
    
 
 
  

elde edilir.  
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Artık
tN YA X A X eşitliğini sağlayan

11 1

1

...

...

n

n nn n n

 

 


 
 

 
 
  

dönüşümünü bulmak 

yeterli olacaktır
ij katsayılarını belirlemek için,  

 

     
1 1

1 1

11 1

1 1

...

n
T T T

n

n

n

n n n
X X X

a a a

  
 

     
  

  
 

 

eşitliğinden görülebilir ki, ilk satırda
11 hariç diğer katsayılar sıfır olmalıdır. Benzer şekilde, 

diagonal çizgi üzerindekiler hariç, diğer katsayıların da sıfır olması gerektiği görülür.

, 1tY N   olduğundan, 
 

 

1

11 1

T

T

n

n







 


 , 

 

 

2

22 2

T

T

n

n










 ,..., 

 

 

n
T

nn n
T

n

n










 olarak 

hesaplanır. O halde, 

 

 

 

 

 

 

 

1

1

2

2

... 0

0 0
2

0 ...

T

T

T

T

n
T

n
T

n n

n

n

n

n

n

n







 






 
 
 
 
 

 
   
 
 
 
 
 
 
 

 

 

bulunur. 

 

Örnek 2.3.1.  , , ,u r   Eddington - Finkelstein koordinatlarında Schwarzschild uzay 

zamanı, 

 

2 2 2 22
1 2

m
ds du dudr r d

r
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metriği ile verilir öyle ki 0m  ve 2 2 2 2sind d d     sırasıyla standart kürenin kütlesi 

ve hacim elementidir. Bu kara delikte Olay Ufku, 

 

0 2r r m   

 

ile verilen hiperyüzeydir. Bu hiperyüzey, sabit 
0r r yarıçaplı metrik küreler ve 2L

u






lightlike vektör alanı tarafından üretilen lightlike hiperyüzeydir. Şimdi,  

 

( , ) (0,2 , , )X m     

 

spacelike altmanifoldu düşünülsün. Bu durumda teğet uzayın bir bazı ,X X 
 

  
  
  

olur. Görülebilir ki L  vektör alanı, X spacelike altmanifoldunun normal uzayında yatar. O 

halde, normal uzayın bir bazı 1 1
,

2 2u r u r
 

    
    

    

olarak hesaplanır.   timelike 

ve  spacelike olduğundan, Tn  ve   olarak alınabilir. Dolayısıyla, X  

altmanifoldunun Lightkoni Gauss dönüşümü olan vektör alanı, ( )Tn
u




 


olacaktır. O 

halde Olay Ufku, 

 

( , , ) (0,2 , , ) ( )TY u m u n        

 

biçiminde, bir spacelike altmanifold boyunca lightlike hiperyüzey olarak yazılabilir. 

 

Örnek 2.3.2.
0 0 1 1 2 2,x y x y x y x y       metriği ile verilen 3

1R uzayında,    20, ,u u u 

spacelike eğrisi düşünülsün. Bu eğri üzerinde Frenet çatısı, 

 

 

 

 

2

2

1
0,1,2

1 4

1
0, 2 ,1

1 4

1,0,0

T u
u

N u
u

B
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olarak hesaplanır. TB n ve N  alındığında,
2 2

2 1
1, ,

1 4 1 4

T u
n

u u


 
   

  
 olup,

boyunca lightlike yüzey, 

 

2

2 2

2
( , ) , ,   R

1 4 1 4

ut t
Y u t t u u t

u u

 
     

  
 

 

olarak bulunur. Bu yüzey Şekil 1 de görülebilir. 

 

 

 
 

         Şekil 1. Lightlike yüzey 

 

Bölüm 1.3.5. deki (1.7) eşitliği kullanılarak, 

 

2

0 1 2
2 2

2
    

1 4 1 4

ut t
x t x u x u

u u
     

 

 

   
3/2 3/2

2 2
1 2

2 2
0 1 2

2 4
1 2

1 4 1 4

2 1

1 4 1 4

t ut
u

u x xu u

u

t x x xu u
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elde edilir. O halde,  

 

2 2
0 1 2

2 1

1 4 1 4

T u
n

x x x tu u


   
     

    

 

 

elde edilir. Şekil 2 ve Şekil 3 de  u  eğrisinin lightkoni Gauss dönüşümü altındaki 

görüntüsü ve bu eğrinin lightkoni üzerinde resmedilişi görülmektedir. 

 

 
 

   Şekil 2. Lightkoni Gauss görüntüsü 

 

 
 

           Şekil 3. Lightkoni üzerinde Gauss dönüşümünün resmi 

 

,
u t

  
 
  

bazına göre       
1 2

, 0,1T T Tn n n       şeklinde yeniden yazılır.

1a u ve
2a t olduğundan,  
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1 2

2 1

0

T Tn n

a a

    
 

 
 

 

olur. Teorem 2.3.1. gereğince lightlike yüzey ( , )Y u t screen konformaldir. 

 

Örnek 2.3.3.  ( ) 0,cos ,sinu u u   spacelike eğrisi düşünülsün. Bu eğri üzerinde Frenet 

çatısı, 

 0, sin ,cos

(0,cos ,sin )

( 1,0,0)

T u u

N u u

B

 



 

 

 

olarak hesaplanır. TB n ve N   alındığında,  1,cos ,sinTn u u    olarak hesaplanır. 

O halde  eğrisi boyunca lightlike yüzey, 

 

    ( , ) , 1 cos , 1 sinY u t t t u t u     

  

olur. Örnek 2.3.2. dekine benzer şekilde     2 2
1 1 ,0Tn t t

u



    


olarak hesaplanır.

 
1

2

0

Tn

a

 



olduğundan Teorem 2.3.1. deki şartlar sağlanmaz.  

 

Teorem 2.3.2. M bir spacelike altmanifold boyunca bir lightlike hiperyüzey olsun. Bu 

durumda M nin Gauss dönüşümü   ,TLG n  M de bir geodezik çizgidir. 

 

İspat.    T T

tLG n Y n    bir lightlike vektör olduğundan 1

1Rn de bir geodeziktir ve 

dolayısıyla 0
tY tY  dır. Ayrıca ( , ) ( , )B X Y g A X Y

 ve 0,A
   RadTM  olduğu 

bilinmektedir (Duggal ve Şahin, 2010). Bu durumda, 

 

( , )
t tY t Y t t tY Y B Y Y N    
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eşitliğinden, 0
tY tY  elde edilir ki bu da ispatı tamamlar. 

 

2.4. Rm n



  de Lightlike Altmanifoldlar Boyunca Null Scroll Hiperyüzeyler 

 

Rm n



 de bir m boyutlu r lightlike altmanifold ( )X U M ile verilsin.  1,..., r  vektör 

alanları ( )Rad TM nin bir bazı ve 1,...,r nW W vektör alanları da ( )S TM  in bir bazı olsun. O 

halde M boyunca ( )S TM  de bir pseudo ortonormal baz, 

 

 1 1 1,..., , ,..., , ,...r r r nN N W W    

 

olur öyle ki 1,..., rN N vektör alanları ( )ltr TM nin bir bazıdır. ( )S TM  bir non-dejenere alt 

uzay olduğundan M için iki durum mevcuttur: 

 

Durum 1.  1,...,r nW W vektör alanlarının hepsi spacelike (timelike) olsunlar. Bu 

durumda, genelliği bozmaksızın, bir timelike (spacelike) birim vektör alanı 

1 1 1 1

1 1 1 1

( ) ( )
( )

( ) ( )

T a u b N u
n u

a u b N u









  1 1, Ra b  olarak seçilsin . Diğer yandan, 1r  tane ortogonal 

birim spacelike (timelike) vektör alanları,  

 

1

( ) ( )
( )

( ) ( )

k k k k
k

k k k k

a u b N u
U u

a u b N u










          (2.13) 

 

 , R, 2,...,k ka b k r  ile tanımlansın. 

( )p X u olmak üzere  1 1 1( ),..., ( ), ( ),..., ( )p r r nW Span U p U p W p W p   bir 

non-dejenere alt uzaydır. Budurumda, bir spacelike (timelike) birim pseudo küre,  

 

 1 : , 1n

p pS w W w w     
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ile tanımlansın. M üzerinde bir pseudo küresel demet 1 1n n

p

p M

S S 



 olacaktır. Bir

1( )S nn u S  birim spacelike (timelike) vektör alanı,
j  1,..., 2j n  pseudo küresel 

parametreler ile ifade edilebilir. Açıkça , 0S Tn n  dır. O halde  Tn u   Sn u vektör 

alanları lightlike olup  1 1,..., , ,...,r rN N  vektör alanlarından lineer bağımsızdır.

   T Sn u n u vektör alanı M boyunca bir lightlike transversal vektör alanı belirtir. 

 

Tanım 2.4.1. 

 

1: R Rn m n

qY S     öyle ki, 

 

( , , ) ( ) ( )( ), RT SY u t X u t n n u t      

 

 
1( ,..., ),mu u u 1 2( ,..., )n    ile verilen hiperyüzeye M boyunca bir null scroll denir. 

 

Durum 2. Şimdi 1,...r sW W vektör alanları spacelike ve 1,...,s nW W vektör alanları 

timelike olsunlar. Bu durumda, genelliği bozmaksızın,
1 1,..., , ,..., R,a a b b  

 r  olmak 

üzere, aşağıdaki ortogonal timelike vektör alanları seçilsin: 

 

1 1 1 1
1

1 1 1 1

2 2 2 2
2

2 2 2 2

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

a u b N u
n u

a u b N u

a u b N u
n u

a u b N u

a u b N u
n u

a u b N u

   



   




























          (2.14) 

 

Benzer şekilde,
1 1,..., , ,..., Rr ra a b b    olmak üzere, r  tane ortogonal spacelike vektör 

alanı, 
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1 1 1 1

1

1 1 1 1

2 2 2 2

2

2 2 2 2

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

   

   

   

   


















r r r r
r

r r r r

a u b N u
U u

a u b N u

a u b N u
U u

a u b N u

a u b N u
U u

a u b N u

   

   

   

   















        (2.15) 

 

olsun. ( )p X u noktasında 
1

pW  ve 
2

pW  öyle ki, 

 

 

 

1

1 1

2

1 1

( ),..., ( ), ( ),..., ( )

( ),..., ( ), ( ),..., ( )

p s n

p r r s

W Span n p n p W p W p

W Span U p U p W p W p







 




 

 

non-dejenere alt uzayları mevcuttur. 1,s     1n s     olmak üzere, sırasıyla
2

pW

ve 
1

pW  de pS
 ve pH

 birim pseudo küreler, 

 

 

 

2

1

: , 1

: , 1

p p

p p

S w W w w

H w W w w





    

     
 

 

ile tanımlanır. O halde, M üzerinde
p

p M

S S 



  ve 
p

p M

H H 



 pseudo küresel 

demetlerdir. Bir spacelike birim vektör alanı ( )Sn u S ve timelike birim vektör alanı

( )Tn u H  sırasıyla
j ve

l   1,..., 1, 1,..., 1j l     pseudo küresel parametreler ile 

ifade edilebilir. Açıkça , 0S Tn n  dır. Dolayısıyla  Tn u   Sn u vektör alanları lightlike 

olup 1 1,..., , ,...,r rN N  vektör alanlarından lineer bağımsızdır.    T Sn u n u vektör alanı

M boyunca bir lightlike transversal vektör alanı belirtir. 

 

Tanım 2.4.2. : R Rm n

qY S H      öyle ki, 

 

( , , , ) ( ) ( )( ),    RT SY u t X u t n n u t       
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1( ,..., ),mu u u  
1 1( ,..., ),     

1 1( ,..., )    ile verilen hiperyüzeye M  boyunca bir 

null scroll denir. 

M boyunca null scroll hiperyüzey her iki durumda da M  ile gösterilecektir. Bir

P M noktasında
PT M teğet uzay,  

 

   

   

  

( , , ) ( ) ,       1,...,

( , , ) ,        1,..., 2

( , , )

i i
i

j
j

T S

u u u

T S

T S

t

Y u t X u t n n u i m

Y u t t n n u j n

Y u t n n u

 







   

   

 

       (2.16) 

 

vektör alanları tarafından gerilir. Burada dikkat edilmesi gereken, M  Durum 2 deki gibi ise

1 2 1 1 1 1( ,..., ) ( ,..., , ,..., )n            olarak alınır. Buradan, 
tY  null ve 

j
Y null olmayan 

vektör alanlarıdır.
iuY vektör alanları spacelike, timelike veya null olabilirler. ,M  1m n 

boyutlu bir hiperyüzeydir. 

1,...,q  ve 1,...,q m   olmak üzere, 
uY


 null olmayan ve uY

 null vektör alanları 

olsunlar. İşlem kolaylığı açısından, 

 

1 1 1 1 2 2 1,..., , ,..., ,m m m m n n m na u a u a a a t            

 

gösterimleri kullanılacaktır. M  üzerinde indirgenmiş pseudo Riemann metriği, yani birinci 

temel form,
1

2

, 1

m n

ij i j

i j

ds g da da
 



  öyle ki ,
i jij a ag Y Y   ile tanımlanır. 1i    ve 0j

i  ya da

1 olmak üzere, 
iaY ve 

jaY vektör alanlarının null veya null olmayan olmaları göz önünde 

bulundurularak,
ijg matris formunda, 
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1

2

2 1

1 1 1

1 2

2 2 1

1 2

1

0 ... 0 0 0 ... 0 0 ... 0 0 0

0 ... 0 0 0 ... 0 0 ... 0 0 0

0 0 ... 0 0 ... 0 0 ... 0 0 0

0 0 ... 0 0 ... 0 ... 0 0

0 0 ... 0 0 ... 0 ... 0 0

0 0 0 ... 0 0 ... 0 0

0 0 ... 0 0 0

q

q m q q

q q m n

q m q q

q q m n

q q m q

m m m n







  

  

  

  

   

  

   

  

 

1

2

2

1 2

1 1 1

... 0 ... 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 ... 0 0 0 ... 0 0 ... 0 0

0 0 0 ... 0 ... 0 0 0

m

m

m n

q q m q

m n m n m n







  





 

  

     

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    (2.17) 

 

olarak hesaplanır. 

 

Teorem 2.4.1. Bir lightlike altmanifold boyunca null scroll hiperyüzey flat manifolddur. 

 

İspat. 
ijg  bileşenlerinin hepsi sabit olduğundan, Tanım gereğince tüm Christoffel 

sembolleri sıfırdır. Dolayısıyla Riemann eğrilik tensörü her noktada sıfırdır. O halde Tanım 

1.3.9. gereğince bu hiperyüzey flattır. 

 

Teorem 2.4.2. Bir lightlike altmanifold boyunca null scroll hiperyüzey Ricci flat 

manifolddur. 

 

İspat. Riemann eğrilik tensörü her noktada sıfır olduğundan Ricci eğriliği sıfırdır.  

 

Bir yarı-Riemann manifoldu Ricci flat ise bu bir vakum uzay-zamandır [O’Neill]. 

Yani bu bölge maddeden yoksundur. Kara delikler ise buna en güzel örnektir.  

 

Sonuç 2.4.1. M lightlike altmanifoldu üzerindeki her parametre eğrisi için, M

hiperyüzeyinde n-boyutlu bir null scroll altmanifold ya da n-boyutlu bir regle altmanifold 

mevcuttur. 
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İspat.  1 1,..., , ,...,r r mO O    kümesi TM nin bir bazı olsun. Burada 

 1,..., ( )r mO O S TM   dir. 
1( ,..., )mu u u  olup, genelliği bozmaksızın 

1 , 
1u  

parametre eğrisi için teğet vektör olarak düşünülsün. Açıkça bu bir null eğridir. Bu eğri 

üzerinde her noktada    1 1( ,..., ) ( )T S T S

mn n u u n n u    lightlike vektörü tanımlanabilir. 

O halde 
1u  parametre eğrisi için, M  hiperyüzeyinde bir n-boyutlu, 

 

1 1 1( , , ) ( ) ( )( ), RT SY u t X u t n n u t      

 

null scroll altmanifoldu mevcuttur. Benzer şekilde, her bir 
2 ,..., ru u  parametre eğrisi için de 

bir null scroll altmanifold bulunur. 

Yine genelliği bozmaksızın, 
1ru 
 parametre eğrisinin teğet vektörü de 

1rO 
 olsun. 

Yani bu eğri null olmayan (timelike ya da spacelike) eğridir. O halde 
1ru 
 parametre eğrisi 

için, M hiperyüzeyinde bir n-boyutlu, 

 

1 1 1( , , ) ( ) ( )( ), RT S

r r rY u t X u t n n u t       

 

regle altmanifoldu mevcuttur. Bu regle altmanifold, null olmayan dayanak eğrisi ve null 

doğrultman vektör alanına sahiptir. Benzer şekilde, her bir 
2 ,...,r mu u

 parametre eğrisi için 

de bir regle altmanifold bulunur. 

 

Tanım 2.4.3. M boyunca normal demetten alınan bir null olmayan vektör alanıV NM  

olsun. Bu durumda, indirgenmiş konneksiyon olmak üzere, M üzerinde ikinci temel form 

aşağıdaki gibi tanımlanır: 

 

( , ) ,      , 1,..., 1
i j a ji

a a ij Y aII Y Y h V V Y V i j m n       .      (2.18) 

 

Önerme 2.4.1. Bir lightlike altmanifold boyunca null scroll hiperyüzey için Weingarten 

formülleri, 
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1

1

, 1,..., 1
a ji

m n
j

Y i a

j

V h Y i m n
 



       

 

dir. Burada
j kj

i ikh h g ve  
1

kj

kjg g


 dir. 

 

İspat. 

 

1

1

,  1,..., 1
a ji

m n
j

Y i a

j

V Y i m n
 



       

 

yazılımında j

i katsayılarını hesaplamak yeterlidir. Bunun için, 

 

1

1

,
m n

i i a ah Y Y
 






 



    

 

olup, bu ifade yerine yazılırsa, 

 

1 1 1

1 1 1

m n m n m n
j j j j

i i i ih h g g g  

 

  

     

  

         

 

elde edilir. 

 

Teorem 2.4.3. Rm n

v

  de bir lightlike altmanifold boyunca null scroll hiperyüzey için 

aşağıdaki eşitlikler sağlanır: 

 

1.

2.

3. 0

j i j

i i j i j

i

i

h h h

h h h

h h

  

    





 

 







 

 

öyle ki , 1,..., 2i j m m n     , , 1,...,q   . 

 

İspat. M  lightlike altmanifoldunu düşünülsün. Bu bir yarı-Riemann altmanifoldu 

olduğundan, Sonuç 1.3.1.1 de verilen kesit eğriliği formülü kullanılabilir. 
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 ,a aY Y
 

  , 1,...,q    tarafından gerilen teğet uzayın non-dejenere alt uzaylarını 

düşünülsün. ,a aY Y
     ve ,a aY Y

     olmak üzere, 

 

  2, , , , 0a a a a a a a aQ Y Y Y Y Y Y Y Y
                    

 

dır. Weingarten formülleri kullanılarak, 

 

( , )

( , )

( , )

a a

a a

a a

II Y Y h V h V

II Y Y h V h V

II Y Y h V h V

 

 

 



  



  



  







 

 

 

 

 

elde edilir. , 1V V    olduğundan kesit eğriliği, 

 

( , ) ( , )a a a a

h h h
K Y Y K Y Y

   

  

    

 

 

 


   

 

olur. Rm n

v

  ve M  nın flat olduğu bilinmektedir. O halde, ( , ) 0a aK Y Y
 

  .h h h  

       

Benzer şekilde, ,
i ja aY Y   , 1,..., 2i j m m n    tarafından gerilen non dejenere alt uzay 

için de  , 0
i ja aK Y Y   j i j

i i j i jh h h   dir. Son olarak,  ,
ja aY Y


 

 1,..., , 1,..., 2q j m m n       tarafından gerilen non-dejenere alt uzay için

 , 0
i ja aK Y Y   0i

ih h

   olur. 

 

Teorem 2.4.3. Rm n

v

  de bir M  lightlikealtmanifoldu üzerinde
l

ijh ve
s

ijh sırasıyla, lightlike ve 

screen ikinci temel formlar olsunlar. Bu durumda,
l

ijh ve
s

ijh ile M boyunca null scroll 

hiperyüzey üzerindeki ikinci temel form arasında aşağıdaki bağıntı mevcuttur:  
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1 1

1 1

r m r
l l l l

i l i k ik ik k ik k kk

l k

n m r
s s s s

s i k ik ik k ik k kk

s r k

h c h t h h t h

d h t h h t h

    

   

   

   



 



  

 
    

 

 
    

 

 

 

 

 

öyle ki , 1,...,i m   ve , , R.l s ikc d     

 

İspat.  
i

i

T S

uu
n n Z  ile gösterelim.

1
i k

m r

u ik u

k

Z X




  , Rik  yazabiliriz. O halde, 

 

1

1 1

u u ui i i

t

i u ui k

t t

i k u ui k

Y X Z

m r

V u X ik X

k

m r m r

V u ik V u X ik X

k k

V V t V

A X V t V

A X t A X V t V



 





 

 

   

    

   
         

   



 

     (2.19) 

 

olup, burada ,VA  ve t sırasıyla, M üzerindeki şekil operatörü, lineer konneksiyon ve 

normal konneksiyondur. (2.18) ve (2.19) eşitlikleri kullanılacak olursa,  

 

1 1 1

m r m r m r

i i k ik ik k k kk

k k k

h h t h t h t h      
  

  

 
     

 
         (2.20) 

 

elde ederiz. Diğer taraftan, , Rl sc d  olmak üzere, 

 

1 1

r n

l l s s

l s r

V c N d W
  

    

 

olacağından,  

 

1 1

,
i

r n
l s

i V u u l i s i

l s r

h A X X c h d h
  

  

              (2.21) 

 

elde edilir. (2.21) eşitliğini (2.20) de yerine yazarsak istenilen eşitlik elde edilir. 
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Teorem 2.4.5. Rm n

v

  de bir lightlike altmanifold boyunca null scroll hiperyüzeylerin 

tamamen geodezik olması için gerek ve yeter şart, aşağıdaki eşitliklerin sağlanmasıdır: 

 

ℎ̃𝑖
𝛼 = 0, ℎ̃𝑖

𝜇
= 0 

∑ ℎ̃𝑖
𝑘𝜆𝛽

𝑘

𝑚

𝑘=𝑞+1

= 0 

∑ ℎ̃𝑖
𝑘𝜆𝑚+𝑛−1

𝑘

𝑚

𝑘=𝑞+1

= 0 

 

öyle ki 𝑖 = 1, … , 𝑚 + 𝑛 − 1, 𝜇 = 𝑚 + 1, … , 𝑚 + 𝑛 − 2, 𝛼 = 1, … , 𝑞, 𝛽 = 𝑞 + 1, … , 𝑚.  

 

İspat. Daha önce de bahsedildiği gibi, �̃� hiperyüzeyinin teğet uzayında, 
tY  null ve 

j
Y null 

olmayan vektör alanlarıdır. Ayrıca, 1,...,q  ve 1,...,q m   olmak üzere, 
uY


 null 

olmayan ve uY


 null vektör alanları olsunlar. Tanım 2.4.3. gereğince ,
a ji

ij Y ah V Y    

olduğu bilinmektedir. O halde, 

 

1 2 1

1
1 2 1

1

(
a l q q mi

m n
j q q m

Y i a i a i a i a i a i a

l

V h Y h Y h Y h Y h Y h Y


 




           

∇̃𝑌𝑎𝑖
𝑉 = − ∑ ℎ̃𝑖

𝑗

𝑚+𝑛−1

𝑙=1

𝑌𝑎𝑙
= −(ℎ̃𝑖

1𝑌𝑎1
+ ℎ̃𝑖

2𝑌𝑎2
+ ⋯ + ℎ̃𝑖

𝑞
𝑌𝑎𝑞

+ ℎ̃𝑖
𝑞+1

𝑌𝑎𝑞+1
+ ⋯ + ℎ̃𝑖

𝑚𝑌𝑎𝑚
 

    +ℎ̃𝑖
𝑚+1𝑌𝑎𝑚+1

+ ⋯ + ℎ̃𝑖
𝑚+𝑛−2𝑌𝑎𝑚+𝑛−2

+ ℎ̃𝑖
𝑚+𝑛−1𝑌𝑎𝑚+𝑛−1

) 

 

olup,
ijg metriğinin matris formu göz önünde bulundurulduğunda, 

 

ℎ̃𝑖1 = ℎ̃𝑖
1𝜀1 

⋮ 

ℎ̃𝑖𝑞 = ℎ̃𝑖
𝑞𝜀𝑞 

ℎ̃𝑖(𝑞+1) = 0 + ℎ̃𝑖
𝑞+2𝜆𝑞+1

𝑞+2 + ⋯ + ℎ̃𝑖
𝑚𝜆𝑞+1

𝑚 + ℎ̃𝑖
𝑚+𝑛−1𝜆𝑞+1

𝑚+𝑛−1 

⋮ 

ℎ̃𝑖𝑚 = ℎ̃𝑖
𝑞+1𝜆𝑚

𝑞+1 + ⋯ + ℎ̃𝑖
𝑚−1𝜆𝑚

𝑚−1 + 0 + ℎ̃𝑖
𝑚+𝑛−1𝜆𝑚

𝑚+𝑛−1 
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ℎ̃𝑖(𝑚+1) = ℎ̃𝑖
𝑚+1𝜀𝑚+1 

⋮ 

ℎ̃𝑖(𝑚+𝑛−2) = ℎ̃𝑖
𝑚+𝑛−2𝜀𝑚+𝑛−2 

ℎ̃𝑖(𝑚+𝑛−1) = ℎ̃𝑖
𝑞+1𝜆𝑚+𝑛−1

𝑞+1 + ⋯ + ℎ̃𝑖
𝑚𝜆𝑚+𝑛−1

𝑚 + 0 

 

olarak hesaplanır. 1i   ve 0j

i   ya da 1  olduğundan,  

 

ℎ̃𝑖𝑗 = 0 ⇔ ℎ̃𝑖
𝛼 = 0, ℎ̃𝑖

𝑗
= 0, ∑ ℎ̃𝑖

𝑘𝜆𝛽
𝑘

𝑚

𝑘=𝑞+1

= 0, ∑ ℎ̃𝑖
𝑘𝜆𝑚+𝑛−1

𝑘

𝑚

𝑘=𝑞+1

= 0 

 

𝑖 = 1, … , 𝑚 + 𝑛 − 1, 𝑗 = 𝑚 + 1, … , 𝑚 + 𝑛 − 1, 𝛼 = 1, … , 𝑞, 𝛽 = 𝑞 + 1, … , 𝑚dir. 

 

Sonuç 2.4.2. M  bir tamamen geodezik r lightlike altmanifold olsun. Bu durumda,
iuY  

 1,...,i m vektör alanları M hiperyüzeyinin asimptotik doğrultularıdır. 

 

İspat. M totally geodezik ise 0l s

ij ijh h  olacağından, Teorem 2.4.3 gereğince
iuY vektör 

alanları asimptotik doğrutulardır. 

 

Sonuç 2.4.3. Rm n

v

  de bir lightlike altmanifold boyunca null scroll hiperyüzeyin her 

noktasında teğet uzayda tanımlanan pseudo-çatıdaki tüm null vektörler ortogonal ise bu null 

scroll tamamen umbiliktir. 

 

İspat. Kabul edelim ki pseudo çatıdaki null vektör alanları uY

 ve 

tY  ortogonal olsunlar. Bu 

durumda 0j

i   olur. Teorem 2.4.4. ün ispatında hesaplanıldığı üzere, ℎ̃𝑖𝑗 = ℎ̃𝑖
𝑗
𝜀𝑗 = ℎ̃𝑖

𝑗
�̃�𝑖𝑗 

olur ki bu ise totally umbilik olması demektir. 

 

Örnek 2.4.1. 3

1R  de bir M  lightlike altmanifoldunu, 

 

     
1 1

sinh 2 , cosh 2 ,
2 2

s s s s
 

  
 

 

 

null eğrisi olarak alalım. Bu eğri üzerindeki Frenet çatısı, 
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cosh 2 ,sinh 2 ,1

1 1 1
cosh 2 , sinh 2 ,

2 2 2

sinh 2 ,cosh 2 ,0

L s s

N s s

W s s



 
  
 



 

 

olup,    
3 3 1

cosh 2 , sinh 2 ,
2 2 2 2 2 2

T L N
n s s

L N

  
   

  
timelike vektör alanı seçilsin.

Sn spacelike vektör alanı olarak daW düşünülebilir. Bu durumda, 

 

       
3 3 1

cosh 2 sinh 2 , sinh 2 cosh 2 ,
2 2 2 2 2 2

Tn W s s s s
 

    
 

 

 

vektör alanı  s boyunca lightlike transversal vektör alanıdır. Bu durumda,  s boyunca 

bir null scroll yüzey aşağıdaki gibidir: 

 

 

       

( , )

3 3 3 3 1
sinh 2 cosh 2 , cosh 2 sinh 2 ,

2 22 2 2 2 2 2

T

T

n
Y s t s t W

n

s s s s s


 
   
 
 

 
    
 

 

 

 

 Şekil 4. ( )s  null eğrisi 
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                     Şekil 5. Null scroll 

 

Örnek 2.4.2. 5

2R de bir
1 2( , )M X x x lightlike altmanifoldunu  

 

3 1 4 1 5 2cos   sin   x x x x x x    

 

olarak alalım. Bu durumda  1 2,RadTM TM Span    ve  1 1 2, ,TM Span W W  öyle 

ki, 

 

1 2 5 2 1 1 3 1 4

1 1 1 3 2 1 1 4

  sin cos

sin   cos

x x

W x W x

         

      
 

 

olur. Dolayısıyla, 

 

   1 2 5 2 1 1 3 1 4

1 1
 ve sin cos  

2 2
N N x x           

 

olmak üzere,  1 2,ltrTM Span N N dir. 1 2,W W spacelike vektör alanları olduğundan 1. 

durum söz konusudur. Şimdi, 
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1 1
2 5

1 1

3 1

2 2 2 2

T N
n

N





 
     

 
 

 

birim timelike vektör alanı alınsın.  

 

2 2
1 1 3 1 4

2 2

1 3 3
sin cos

2 2 2 2 2 2

N
U x x

N






      


 

 

vektör alanı spacelike olup, ( )p X u  olmak üzere,  1 2, ,p p
W Span U W W  dir. Buradan, 

bir 1S nn S  birim spacelike vektör alanı, 

 

1 1 2 1 1 2 2cos sin cos sin sinSn U W W        

 

olarak yazılabilir. O halde M boyunca lightlike transversal vektör alanı T Sn n olup,  

 

  1 2 1 2 1 2 1 2( , , , , ) ( , ) ,T SY x x t X x x t n n x x      

 

bir null scroll hiperyüzeydir. 

 

Örnek 2.4.3. 14

4R de bir 10 boyutlu
1 2 3 4 5 6 8 9 10 11( , , , , , , , , , )M X x x x x x x x x x x lightlike 

altmanifoldunu, 

 

 
2

1 14 2 13 3 12 7 8      1x x x x x x x x       

 

olarak alınsın.  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10, , , , , , , , ,TM Span Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z öyle ki 

 

1 1 14 2 2 13 3 3 12 4 4 5 5

6 6 7 8 7 7 8 8 9 9 10 10 11

        

        

Z Z Z Z Z

Z Z x x Z Z Z

            

            
 

 

dir.  1 2 3, , ,RadTM Span Z Z Z   7 7 8 8( )S TM Span W x x      ve 
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     1 1 14 2 2 13 3 3 12

1 1 1
( ) , ,

2 2 2
ltr TM Span N N N

 
          

 

 

 

olarak hesaplanır. Şimdi, 

 

1 1
1 14

1 1

3 1

2 2 2 2

T Z N
n

Z N


    


 

 

timelike vektör alanı alınsın. Ayrıca, 

 

2 2
1 2 13

2 2

3 3
2 3 12

3 3

1 3

2 2 2 2

1 3

2 2 2 2

Z N
U

Z N

Z N
U

Z N


    




    



 

 

spacelike vektör alanları seçilsin. Burada dikkat edilecek olursa, 1 2, 0,U U   

1 2, , 0U W U W  dır. Dolayısıyla, 
1 1 1 2 2 1 2cos sin cos sin sinSn U U W        

olarak yazılabilir. O halde,  

 

   

1 2 3 4 5 6 8 9 10 11 1 2

1 2 3 4 5 6 8 9 10 11

( , , , , , , , , , , , , )

, , , , , , , , ,   
 

T S

Y x x x x x x x x x x t

X t n n x x x x x x x x x x

 
 

 

M  boyunca bir null scroll hiperyüzeydir. 
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3. SONUÇLAR 

 

Bu tez çalışmasından elde edilen sonuçlar aşağıdaki gibi özetlenebilir: 

1. Bir M  spacelike altmanifoldu boyunca M lightlike hiperyüzeyinin screen ikinci 

temel formu ve M nin lightkoni ikinci temel formu arasında bir bağıntı elde 

edilmiştir. 

2. Bir M  spacelike altmanifoldu boyunca M lightlike hiperyüzeyinin screen 

konformal olma şartları verilmiştir. 

3. Schwarzschild kara deliğinde Event Horizon bölgesinin, ( , ) (0,2 , , )X M     

ile verilen spacelike altmanifold boyunca bir lightlike hiperyüzey olduğu 

gösterilmiştir. 

4. M  spacelike altmanifoldunun Gauss dönüşümü ( )TLG n  nin, M  lightlike 

hiperyüzeyinde bir geodezik çizgi olduğu gösterilmiştir. 

5. m n

vR   de lightlike altmanifoldlar boyunca null scroll hiperyüzeyler tanımlanmıştır. 

6. Bir lihgtlike altmanifold boyunca null scroll hiperyüzey için 
ijg  metriği 

hesaplanarak matris formunda verilmiştir. 

7. Bir lightlike altmanifold boyunca null scroll hiperyüzeyin flat ve Ricci flat olduğu 

gösterilmiştir. 

8. M lightlike altmanifoldu üzerindeki her parametre eğrisi için, M  null scroll 

hiperyüzeyinde, n-boyutlu bir null scroll altmanifold ya da n-boyutlu bir regle 

altmanifoldun mevcut olduğu gösterilmiştir. 

9. M lightlike altmanifoldunun lightlike ve screen ikinci temel formları ile M  null 

scroll hiperyüzeyinin ikinci temel formu arasında bir bağıntı elde edilmiştir. 

10. M  bir tamamen geodeziklightlike altmanifold olduğunda, 
iuY  ( 1,..., )i m  

vektör alanlarının M hiperyüzeyinin asimptotik doğrultuları oldukları 

gösterilmiştir. 

11. Bir lightlike altmanifold boyunca null scroll hiperyüzeyin tamamen geodezik 

olması için gerek ve yeter şartlar verilmiştir. 
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12. Bir lightlike altmanifold boyunca null scroll hiperyüzeyin her noktasında teğet 

uzayda tanımlanan pseudo-çatıdaki tüm null vektörler ortogonal ise bu 

hiperyüzeyin tamamen umbilik olduğu gösterilmiştir. 

Alınan bu sonuçlar, XIII. Geometri Sempozyumu (İstanbul), IECMSA - 2015 (Atina), 

Karatekin Mathematics Days (Çankırı) ve IECMSA - 2014 (Viyana) sempozyumlarında 

sözlü olarak sunulmuştur. 
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4. ÖNERİLER 

 

1. Lightlike hiperyüzeyler Diferensiyel Geometri’de ve Fizik’te önemli bir yere 

sahiptir. Spacelike altmanifoldlar boyunca lightlike hiperyüzeyler için yapısal 

geometrik özellikler incelenebilir. Elde edilen sonuçlar kara deliklerde event 

horizon bölgesini analiz etmek için kullanılabilir.  

2. Lightlike altmanifoldlar boyunca null scroll hiperyüzeyler için, regle 

hiperyüzeylerin geometrik yapısına benzer yapılar araştırılabilir . Bu hiperyüzeyler 

üzerinde eğriler kapsamlı bir şekilde incelenebilir. Yine bu hiperyüzeylerin 

görelilik teorisinde fiziksel karşılıkları incelenebilir. 
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