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Doktora tezi olarak hazirlanan bu c¢alisma dort ana boliimden olusmaktadir. Birinci
boliimde konunun tarihsel gelisimine yer verdikten sonra bu tezde ele alinan problemler
sunuldu. Daha sonra ise Riemann manifoldlar ile ilgili temel tanim ve teoremler ifade
edilerek Riemann submersiyonlar hakkinda genel bilgiler verildi. Ayrica Hermitiyen
manifoldlar arasinda tanimli olan Hermitiyen submersiyonlar ile ilgili bazi temel
kavramlara yer verildi. Ozel olarak, Kaehler manifoldlardan Riemann manifoldlara taniml
olan Lagrangian Riemann submersiyonlar ele alindi ve 6zellikleri verildi.

Ikinci béliimde Riemann manifoldlar arasinda tanimli Riemann submersiyonlar igin
kesit egriligi, skalar egrilik ve ortalama egrilik gibi egrilik invaryantlarini igeren
esitsizlikler kuruldu. Kurulan bu esitsizlikler yardimiyla bazi karakterizasyonlar elde
edildi. Ayrica bu submersiyonlar igin Chen-Ricci esitsizligi hesaplandi ve Chen-Ricci
esitsizligini saglayan Riemann submersiyon drnekleri sunuldu. Diger yandan, Lagrangian
Riemann submersiyonlar i¢in egrilik invaryantlar1 kullanilarak bazi esitsizlikler verildi ve
bu esitsizliklerin esitlik durumlart da incelendi. Ayrica Lagrangian Riemann
submersiyonlarin harmonikligi ¢alisildi ve bu submersiyonlarin harmonik olmalari i¢in
gerek ve yeter sartlar belirlendi.

Uciincii boliimde bu tez calismasindan elde edilen sonuclar sunuldu ve dordiincii

boliimde konu ile ilgili 6nerilere yer verildi.

Anahtar Kelimeler: Riemann Manifold, Riemann Submersiyon, Egrilik, Harmonik
Donitisim
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This study as a philosophy doctoral thesis covers four main chapters. In the first
chapter, the historical developments and the problems which are discussed in the thesis are
presented. Then, the basic definitions and theorems on Riemannian manifolds are
expressed and general facts about Riemannian submersions are given. Moreover, some
basic notions are given on Hermitian submersions between Hermitian manifolds. In
particular, we focus on a Lagrangian Riemannian submersion from Kaehler manifold to
Riemannian manifold and their properties are examined.

In the second chapter, some inequalities are established involving curvature
invariants such as sectional curvature, scalar curvature and mean curvature for Riemannian
submersions between Riemannian manifolds. Using these inequalities, some
characterizations are obtained. Also, Chen-Ricci inequality is established for such a
submersion and some basic examples are presented which is satisfied Chen-Ricci
inequality. On the other hand, some inequalities are given for Lagrangian Riemannian
submersions using curvature invariants and the equality case of these inequalities are
considered. Moreover, the harmonicity of Lagrangian Riemannian submersion is studied
and the necessary and sufficient conditions for which such a submersion is harmonic are
provided.

In the third chapter, the results are presented which are obtained from this philosophy

doctoral thesis and some suggestions on this topic are given in the last chapter.

Key Words: Riemannian Manifold, Riemannian Submersion, Curvature, Harmonic Map
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1. GENEL BILGILER
1.1. Giris

Riemann manifoldlar arasinda tanimli diferensiyellenebilir doniistiimler diferensiyel
geometride onemli rol oynamaktadir. Cilinkii bu tip doniisiimler Riemann manifoldlar
arasindaki c¢esitli geometrik 6zellikleri karsilastirmak i¢in oldukga kullanishidir. Riemann
manifoldlar arasinda tanimlanan diferensiyellenebilir dontisiimlerin en ¢ok kullanilani ise
izometrik immersiyonlar ve Riemann submersiyonlardir. Izometrik immersiyonlarin teorisi
ve altmanifoldlarin geometrisi 1827 yilinda C. F. Gauss’ un “Theorema Egregium” adli
calismasiyla ortaya koymus oldugu 3-boyutlu Oklidyen uzayda yiizeyler iizerinedir [31].

Diger yandan, J. F. Nash 1956 yilinda her n—boyutlu bir Riemann manifoldun

izometrik olarak m:g(n+1)(3n+ll) olmak sartiyla R™ Oklidyen uzaymmn bir

altmanifolduna gomiilebilecegini gostererek Riemann manifoldlar ile ilgili ¢igir agan
caligmasini ortaya koymustur [47]. J. F. Nash’in gdomme teoreminden sonra altmanifold
teorisinin en temel problemlerinden biri ise bir Riemann manifoldun igsel ve digsal
invaryantlar: arasindaki iliskiyi belirlemek olmustur.

Altmanifoldlar {izerine ilk kapsamli derleme B.-Y. Chen’ in sunmus oldugu
“Geometry of Submanifolds” ¢alismasidir. Gliniimiizde de bu kitap 6zellikle altmanifold
teorisi ¢alisanlar igin en temel kaynaklardan biridir [12].

Riemann invaryantlar, modern diferensiyel geometrinin teorisini olusturur. Riemann
invaryantlar, Riemann manifoldlarin igsel ve dissal karakteristikleridir ve bu invaryantlar,
bir Riemann manifoldun genelindeki davranmisini etkiler. Bir benzetme yapilacak olursa
Riemann invaryantlar, Riemann manifoldun DNA’ s1 gibidirler. Sabun kopiiklerinin
sekillerinden kan hiicrelerinin sekillerine kadar tiim sekiller aslinda egrilikler tarafindan
belirlenebilir [13, 16, 19, 21].

1973 yilinda B.-Y. Chen ve M. Okumura, eger M manifoldu c sabit egrilikli bir

reel uzay formunun n— boyutlu bir altmanifoldu ise herhangi bir p e M noktasinda

2¢c > (n-2)||o|f +(n-2)(n-Dc (1.1.1)



esitsizliginin saglandigin1 gostermislerdir [11]. Burada 7 ve o sirasiyla M manifoldunun

skalar egriligini ve ikinci temel formunu gostermektedir. 1996 yilinda ise B.-Y. Chen,
R™(c) bir reel uzay formunun n-boyutlu bir altmanifoldu olan M > nin herhangi bir

noktasinda
1 2 1
r < En(n—1)||}[|| +§n(n—1)c (1.1.2)

esitsizliginin saglandigin1 gostermistir [15]. Burada r ve #, M manifoldunun sirasiyla
skalar egriligini ve ortalama egrilik vektoriinii géstermektedir. Ayrica (1.1.2) esitsizliginin

esitlik durumunun saglanmasi igin gerek ve yeter sartin p € M noktasmnin bir total umbilik

nokta olmasi gerektigini gostermistir. Literatiirde bu tip esitsizlikler, Chen-tipi esitsizlikler
veya Chen esitsizlikleri olarak adlandirilir. Ayrica bir manifoldun temel i¢sel invaryantlar:
kesit egriligi, Ricci egriligi ve skalar egrilik iken, ortalama egrilik vektorii ise bir digsal
invaryanttir. Chen esitsizlikleri ise bir altmanifoldun i¢sel ve dissal invaryantlar1 arasinda
iliski elde etmeyi sagladigindan altmanifold teorisi ¢alisan kisiler icin bu konu son
donemlerin en popiiler konularindan biridir. Bu nedenle literatiirde bu konu iizerine birgok
calismalar mevcuttur. Ornegin 1996 yilinda B.-Y. Chen [14] deki ¢alismasinda, kompleks
uzay formunun bir altmanifoldunun Ricci egriligini ve ortalama egriligini igeren bir
esitsizlik kurduktan sonra bunu takiben S. Hong, K. Matsumoto ve M. M. Tripathi ise B.-
Y. Chen’in kurmus oldugu esitsizligin daha genel bir formunu ¢alismislardir [38]. Boylece
bu alanda c¢alisan birgok kisi, farkli geometrik yapilarla donatilmis manifoldlarin
altmanifoldlarin1 ele alarak yeni Chen esitsizlikleri kurmus ve cgesitli karakterizasyonlar
vermislerdir [17, 18, 19, 23, 25, 42, 46, 49, 59, 60, 64].

Diger yandan, Riemann submersiyonlarin teorisi yaklagik 50 yil Oncesine
dayanmaktadir. O zamanlarda B. O’Neill ve A. Gray bu teori iizerine olduk¢a onemli
formulasyonlar vermis olup, bu kavramin kisa zamanda gelismesine biiylik katki
saglamiglardir [32, 48]. B. O’Neill bu ¢alismasinda Riemann submersiyonlar igin iki
onemli tensor alani tanimlamig olup bu tensor alanlarin izometrik immersiyonlardaki
ikinci temel forma ve sekil operatoriine karsilik geldigini gostermistir. Dolayistyla bu
tensor alanlar1 O’Neill tensorleri veya temel tensorler olarak bilinir. Daha sonra B. O’Neill,

Riemann submersiyonlar i¢in kesit egrilikleri ile ilgili baz1 esitlikleri ortaya koydu.



Ozellikle matematiksel fizikte bu déniisiimlerin uygulamasi oldukca sik kullanilmaktadir.
Ornegin Kaluza-Klein teorisinde Einstein denklemlerini saglayan harmonik déniisiimler
cinsinden ifade edilebilen bir modelin en genel ¢éziimlerinin Riemann submersiyonlar
oldugu belirlendikten sonra yaklasik son 30 yildan beri bu teori modern diferensiyel
geometrinin en popiiler konularindan biri haline gelmistir [8, 9, 22, 29, 30, 35, 39, 40, 57].

B.-Y. Chen, [19] daki g¢alismasinda Riemann submersiyonlar i¢in asagidaki
esitsizligi kurmustur:

7:M — B, total jeodezik liflere sahip bir Riemann submersiyon olsun. Bu durumda

M manifoldunun bir ¢ sabit egrilikli m—boyutlu R™(c) altmanifoldu igin,

2
A < ”I||¢[||2 +b(n-b)c, (1.13)

esitsizligi vardir. Burada Aﬁzzb:i”AXIVSHZ seklinde olup, {X;, X,,...,X,} Ve

i=1 s=b+1
{Vb+1,Vb+2, ...,Vm} sirasiyla yatay ve dikey uzayin bazlarin1 géstermektedir.
P. Alegre, B.-Y. Chen ve M. |. Munteanu, [I1]’ deki g¢alismalarinda,
7:S*™ — CP™(4) Hopf titresimi kullanarak & —invaryantlar1 iceren CP™(4) kompleks

projektif uzayin altmanifoldlar i¢in

n’(n-2)

sh < _
2(n-1)

ol +[PI +3 (0 -n-2), 114

esitsizligini vermislerdir. Burada #, CP™(4) de N altmanifoldu igin ortalama egrilik

vektoriinii gostermektedir.

Bu tezde ele alinan problemler,

e Riemann manifoldlar arasinda tanimli bir Riemann submersiyon icin egrilik
invaryantlarini igeren bazi esitsizliklerin kurulmasi,

e Riemann submersiyonlar i¢in Chen-Ricci esitsizliginin kurulmasi ve bunu saglayan

orneklerin verilmesi,



e Kaehler manifoldlardan Riemann manifoldlara tanimli olan Lagrangian Riemann
submersiyonlar ele alinarak bu submersiyonlar i¢in egrilik invaryantlarini igeren bazi
esitsizliklerin elde edilmesi,

e Lagrangian Riemann submersiyonlarin harmonikliginin incelenmesi,

seklindedir.

1.2. Tensorler

Bu alt bolimde, manifoldlar teorisinin Onemli kavramlarindan biri olan tensor

kavramu tanitilacaktir. Oncelikle lineer doniisiim tanimi verilecektir.

Tanmm 1.2.1. V ve W, aym1 F cismi lizerinde iki vektor uzayr 7 :V —W bir doniisiim
olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa 7 doniistimiine bir lineer doniisiim ad1 verilir:

(1) Vvv,weV igin, T(v+w) = T(V)+T(w)

(2) v AeF veveV igin T(Av) = AT(v) [53].

Tamm 1.2.2. V, F cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun. Bir f :V — F doniisiimii her
u,veV ve 4,4, eF igin

FAU+AY) = ATW)+A4T)
ise f doniisiimiine lineer fonksiyonel adi verilir. Boylece bir lineer fonksiyonel V vektor
uzayinin elemanlarina skalarlar karsilik getiren bir doniisiimdiir ve lineer fonksiyonellerin
kiimesi F cismi ilizerinde bir vektor uzayidir. Bu vektdr uzayina V uzaymin dual uzayi

denir ve V™ ile gosterilir. Dual uzaymn elemanlarma ise dual vektdr adi verilir. Bir V

vektor uzayimin bazi {Vl,. Y/ } ise

Vg

S L =]
¢(v;)) = ¢ —{0 ]

ile tanimlanan {¢1, v ¢n} lineer fonksiyonellerinin kiimesi V" dual uzayinin bir ortonormal

bazidir [53].



Tamm 1.2.3. V bir vektdr uzay1 ve V' da V vektdr uzaymin dual uzayr olsun. Bu

durumda

r—tane s—tane

/—/% * * *
¢ 1 VxVx..xVxV xV x.xV' — R

ile tamimlanan 4,4, € R, v,,V,,...,v, €V ve v ,v,,...,v. eV olmak iizere

¢(V11""Vk—l’ ﬂluk +ﬂQVk’Vk+l"") = ﬂl¢(vl""’vk—l’ uk’vk+1"")
+4,0(V Vi 15 Vis Vi gy --e)

sartin1 saglayan ¢ doniisimiine r. mertebeden kovaryant ve s. mertebeden kontravaryant

tensor denir. Genel olarak r. mertebeden kovaryant ve s. mertebeden kontravaryant

~r

tensorlerin kiimesi 3 ile gosterilir ve bu durumda 3, K iizerinde bir vektdr uzayi

yapisina sahiptir [53].
Ornek 1.2.1. Bir dual vektér v :V — R, 1. mertebeden bir kovaryant tensrdiir [53].

Ornek 1.2.2. V bir vektor uzayr olsun. V ile (V')" 6zdes oldugundan, her bir veV

vektorii V' 1V — R lineer doniisiimii olarak ele almabilir. Bu nedenle her bir vektor, 1.

mertebeden kontravaryant tensordiir [53].

Ornek 1.2.3. Her bilineer form, 2. mertebeden bir kovaryant tensordiir [53].

1.3. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tamm 1.3.1. X bostan farkli bir kiime ve d : XxX — R bir fonksiyon olsun.
Eger her X,y,Z e X igin,

(i) X#Y i¢in d(X,y) >0, d(x,y)=0 < x=Yy,

i) dxy) = d(y,x),

(i)  d(xy) d(x,z)+d(z,y),

sartlar1 saglaniyorsa d fonksiyonuna X iizerinde bir metrik ve (X,d) ikilisine de bir

IA

metrik uzay denir. (X,d) metrik uzayinda, d metrigi X {izerinde bir tek topoloji tiretir

[53].



Ornek 1.3.1. R reel sayilar kiimesi olmak iizere,

R™ ={X=(%, %, %,) | X €R}

kiimesi verilsin. V x,y e R" igin,

d(xy) = a/i(xi—yi)z

seklinde tanimlana d fonksiyonu, R™ iizerinde bir metrik tanimlar, ve bu metrik ile R"

bir metrik uzaydir. Bu (R™,d) metrik uzayma Oklid uzayr denir ve bu metrik uzay

X,r

B = {y eR" | d(x,y) < r} acik yuvari ile tiretilen topolojiye sahiptir [53].
Tamm 1.3.2. V bir K cismi {izerinde vektor uzayi ve
[,]:VxV 5>V
doniisiimii de
1. 2-lineer
2. Alterne (VX,Y €V icin [X,Y]=-Y, X])

3. VX,Y,Z eV icin, [X,IY, Z]]+[Y,[Z, XTI +[Z,[X,Y]] =0

olarak verilsin. [, ] dontisiimiine V istiinde bir Lie operatorii (Lie parantez operatorii)

denir [36].

Teorem 1.3.1. R" iistiinde vektdr alanlarimin ctimlesi y(R") olsun. Bu durumda

[.] @ x®)xxR") - x(R")
(X,Y) S [X,Y]

doniisiimii, Vf € C*(R",R) i¢in,
[X,Y]f = X(Yf)-Y(Xf) (1.3.1)

seklinde tanimlanirsa, [ , ] bir Lie operatoriidiir [36].



Teorem 1.3.2. y(R") iistiinde [, ] Lie operatorii verilsin. Bu durumda, VX,Y € y(R")
ve Vf,g eC”(R",R) igin,

L [X\YI(fg) = fIX,Y](9)+9[X.Y](T),
2. [fX,gY] = f(Xg)Y —g(¥f)X + fg[X,Y]
3.[X,X]=0

esitlikleri saglanir [36].

Yukaridaki kavramlar verildikten sonra manifoldun tanimi igin dncelikle asagidaki

kavramlar verilecektir.

Tamm 1.3.3. M bir topolojik uzay olsun. M i¢in asagidaki 6nermeler dogru ise M’ ye n-
boyutlu bir topolojik manifold denir.

1. M bir Hausdorff uzayidir.
2. M’nin her bir agik alt ciimlesi R"’ e veya R"’ nin bir agik alt cimlesine homeomorftur.
3.M sayilabilir ¢oklukta agik climlelerle ortiilebilir [36].

M bir topolojik n-manifold ve bir p e M noktasmnin agik komsuluklar: da W, olsun.
p noktasinin lokal koordinatlari, W, lar degistik¢e, y, degiseceginden W, larn sayisi
kadar w, vardir. Her bir a¢€ A i¢in (y, W, ) tzerindeki lokal koordinat sistemi
(X5 X)) ile gosterilsin. p noktasinin iki agik komsulugu W, ve W, ise W, "W, =
ise W, "W, nin her bir noktasinda (x;,...,X7) Ve (x/,...,x”) seklinde iki koordinat

sistemi vardir. Burada
l//;l © l//a ll”;l (\Na mWﬂ) - W/_il (\Na mWﬂ)

W;l Yp :l//;(vva mWﬁ) _”V;l(vva mWﬁ)



fonksiyonlart ikiser homeomorfizmin birlesimi olduklarindan birer homeomorfizmdirler

[36].

Tamm 1.3.4. M bir topolojin n-manifold ve M’ nin bir atlast S={(y_,W,)},., olsun.
Eger S atlasi igin W, "W, # @ olmak iizere Ve, 8 € A ya karsihk v oy, ve v, oy,

fonksiyonlar1 C* smifindan diferensiyellenebilir iseler S ye C smifindan
diferensiyellenebilirdir denir. S atlast M iizerinde C* smifindan oldugu zaman S’ ye M
lizerinde C* smifindan diferensiyellenebilir yapi1 denir. Eger M iizerinde C* simifindan bir

diferensiyellenebilir yap: tanmimlanabilirse M’ ye C* sinifindan diferensiyellenebilir

manifold denir [36].

Tamm 1.3.5. M bir manifold ve manifold {izerindeki vektor alanlarinin kiimesi y(M)
olsun. Bu durumda X,Y,Z € (M) ve f eC*(M,R) igin,
Vi x(M)xx(M) —  z(M)
ile tanimli olan ve
@ VvV Z = V,Z+V,Z,
)y v,¥+z2) = vV,Y+V,Z,
(i) VoY = fv,Y,
(iv) V,(fY) = X[flY+fV,Y,
sartlarin saglayan V doniisiimiine afin veya lineer konneksiyon adi verilir. Ayrica V,Y

vektor alanma Y vektor alaninin X vektor alan1 boyunca kovaryant tiirevi ad1 verilir. Afin
konneksiyonunun tanimindan agiktir ki bir afin konneksiyon M {izerindeki bir vektdr

alanini yine bir vektor alanina tasiyan bir doniistimdiir [53].

1.3.1. Distribiisyonlar

Bu alt boliimde bir manifold lizerinde distribiisyon kavrami ve temel 6zellikleri
verilecektir.

Tamim 1.3.6. M , m— boyutlu bir manifold olsun. M {izerinde



D: M —» UM
p — D,cTM, boy(D,)=r

ile tammli D déniigiimiine r —boyutlu distribiisyon denir. X € (M) igin X €D, ise X
vektor alanina D distribiisyonuna aittir denir. Eger her p noktasi i¢in D, alt uzayimna ait

r—tane diferensiyellenebilir lineer bagimsiz vektér var ise D distribiisyonuna

diferensiyellenebilirdir denir [53].
Ornek 1.3.2. M manifoldu iizerindeki bir vektdr alan1 1-boyutlu bir distribiisyondur [53].

Tamim 1.3.7. M bir C”-manifold ve D, M iizerinde r —boyutlu bir distribiisyon olsun.

I'(D), D distriblisyonuna ait vektor alanlarmin kiimesini géstermek {izere, eger her

X,Y eT'(D) i¢in [X,Y]eT'(D) ise D distriblisyonuna integrallenebilirdir denir [53].

1.4. Riemann Manifoldlar

Tammm 1.4.1. M Dbir diferensiyellenebilir manifold ve M manifoldu {izerindeki

diferensiyellenebilir vektor alanlarinin kiimesi  y(M) olsun. Bu durumda,
g x(M)xxM) — C"(M,R)
ile tanimli ¢ bilineer formu simetrik ve pozitif tanimli ise, yani VX,Y € (M) igin

(i) 9(X,Y)=g(Y, X)
(i) g(X,X)>0 ve VX icing(X,X)=0< X =0,

sartlar1 saglaniyorsa, ¢ bilineer formuna Riemann metrigi veya metrik tensor adi verilir.

Bu durumda (M, g) ikilisine ise Riemann manifold denir [53].

Ornek 1.4.1. R" Oklidyen uzayin ve bu uzay iizerinde
<X’Y> - %Xi Yi
i¢ ¢arpimini gz Oniine alalim. Bu durumda kolayca goriilebilir ki < , > bilineer, simetrik

ve pozitif tanimlidir. Dolayisiyla < , > bir Riemann metrik ve (JR”,< , >) ikilisi ise bir

Riemann manifoldudur [53].
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Asagida verilecek olan teorem bir Riemann manifoldu iizerinde 6zel bir lineer

konneksiyonun varligin1 garanti etmektedir.

Teorem 1.4.1. (M,g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda M iizerinde
torsiyonsuz ve ¢ metrigi ile uyumlu olan (Vg =0) bir tek V lineer konneksiyonu vardir

[53].

Ispat. M {izerindeki torsiyon tensor alam 7 ile gdsterilmek iizere kabul edelim ki T'=0

ve Vg =0 olacak sekilde bir V lineer konneksiyonu var olsun. Bu durumda X,Y € y(M)

icin 7(X,Y) =0 oldugundan
[X,)Y] = V,Y-V,X (1.4.2)
dir. Diger taraftan Z € y(M) i¢in (V,9)(Y,Z) =0 oldugundan

Xg(Y,Z) = g(ViY,2)+g(Y,V2) (1.4.2)

olur. Yukarida verilen (1.4.1) ve (1.4.2) denklemleri kullanilirsa
g(ViY.Z) = Xg(¥,2)-g(Y,V,X)+9([Z, X].Y)
bulunur. Bu islem devam ettirilirse
9(VyY,Z) = Xg(Y,Z)+Yg(Z, X)-Zg(X,Y)+9g(Z,[X,Y])
+9(Y.[Z, X]) - g(X.[Y,Z]) - g(V«Y.Z)

elde edilir. Burada Koszul formili adi verilen

0(V,Y.Z) = %{Xg(Y,Z)wg(z,X)—Zg(x,v)
+Q(Z.IX. YD) + g(Y.[Z, X~ g(X.[Y. Z]}

(1.4.3)

denklemi bulunur. Bu ifadede M iizerinde (1.4.1) ve (1.4.2) sartlarin1 saglayan her V

konneksiyonu i¢in saglandigindan ve g Riemann metrigi pozitif tanimli oldugundan V

tektir.
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X ve Y secilmis vektor alanlar1 olmak iizere V konneksiyonu (1.4.3) ile
tanimlansin. Bu durumda kolayca goriilebilir ki V lineerdir. Dogrudan islemlerle (1.4.1)
ve (1.4.2) sartlariin saglandigi da goriliir.

Boylece Teorem 1.4.1. de verilen konneksiyona Levi-Civita konneksiyon, Riemann

konneksiyonu veya metrik konneksiyon denir.

1.4.1. Egrilikler

Bu alt boliimde, bir Riemann manifoldu {izerinde tanimli olan Riemann Christoffel
egrilik tensor alani, Ricci tensor alani ve skalar egrilik kavramlari tanitilacaktir. Ayrica bir
manifoldun kesit egriligi tanimlanarak, manifoldun sabit kesit egrilikli olma durumlari

tartigilacaktir.

Tamim 1.4.2. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve V, g metriginin bir Riemann

konneksiyonu olsun. Bu durumda herhangi bir X,Y,Z € (M) ig¢in,

R x(M)xy(M)xy(M)xx(M) — C*(M,R)
(X,Y,Z,W) — R(X,Y,Z,W)=g(R(X,Y)Z,W)

olarak tanimli 4. mertebeden kovaryant tensére M lizerinde Riemann-Christoffel egrilik

tensoru denir. Burada

R : y(M)xxy(M)xx(M) — x(M)
(X,Y,2) = R(X\Y)Z=V,V,Z-V,V,Z-V, ,Z

ifadesine de Riemann egrilik tensorii denir. Boylece, R Riemann egrilik tensorii i¢in
R(X,Y,ZW) = —-R(X,Y,W,Z),
R(X,Y,Z,W)

—R(Y, X,Z,W),
R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y = O,
R(X,Y,ZW) = R(ZW,X.Y),

ozellikleri saglanir [37].
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Tammm 1.4.3. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve pe M noktasindaki tanjant
uzay T,M olsun. @, T)M tanjant uzayimn 2-boyutlu bir altuzay1 ve ¢ diizlemini geren

vektorler x ile y olmak iizere

K(®) = K(x, y) = g(R(X, Y)Y, Xx) 144
(F)=Kb) g(x,x)g(y,y)—9(x, y)* (144

degerine M manifoldunun ? diizlemine gore kesit egriligi denir [53].

Tammm 1.4.4. (M,g) n-boyutlu bir Riemann manifold ve pe M noktasindaki tanjant
uzay T,M olsun. T M *deki herhangi bir ortonormal baz {e,, ...} ile gosterilmek

tizere, herhangi bir X,Y eTpM icin S Ricci tensori
S(X,Y) = D R(e;,X.,Y,g) (1.4.5)
j=1

ile tammlanir. Ayrica yukarida verilen (1.4.5) ifadesinden agiktir ki v X,Y € T M igin
S(X,Y) = S(Y,X)
dir, yani S Ricci tensorii simetriktir. v X e T,M i¢in Ricei egriligi Ric(X) ile gdsterilir

ve

Ric(X) = S(X,X) (1.4.6)

ile tanimlanir. Diger yandan, i€ {1, 2,0 n} i¢in,

Ric(e) = S(ei,ei):zn:R(ej,ei,ei,ej) :Zn:R(ei,ej,ej,ei)

Zn:R(ei,ej,ej,ei) =Zn:KM (e, ~€))

i#] i#]

elde edilir. Yukaridaki ifadede X =g, olarak alinirsa,
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Ric(X) = Zn:KM (& ~€)) (2.4.7)

bulunur [58].

Tammm 1.4.5. (M,g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda, peM

noktasindaki skalar egrilik

(p) = D Ky(gnre) (1.4.8)

I<i<j<n
ile tanimlanir. Burada {el,ez,...,en}, TpM > nin herhangi bir ortonormal bazin1 ve
Ku (& A€;), peM noktasinda € ve e; ortonormal vektorleri tarafindan gerilen diizlem

kesitinin egriligini gostermektedir. Ozel olarak, 2-boyutlu bir Riemann manifoldu igin,

skalar egrilik ayn1 zamanda manifoldun Gauss egriligine esittir. Ayrica, burada

(p) = %anzn: Ky(e ne) = %ans(ei,ei) = %Zn:Ric(ei) (1.4.9)

i=l i=j=1

yazilabilir. Baz1 kaynaklarda skalar egrilik

r= Z S (ei | ei)
i=1
ile de tanimlanir. Bu durumda r =27 dir [58].

Teorem 1.4.2. (M,qg) bir Riemann manifoldu ve peM olsun. Eger p noktasindaki

biitiin kesit egrilikleri biliniyorsa p noktasindaki Riemann egrilik tensorii tek olarak bilinir

[53].

Yukarida verilen Teorem 1.4.2° ye gére T,M deki biitiin ¢ diizlemleri i¢in elde edilen

kesit egriligi manifoldun egrilik tensoriinii belirlemektedir. Kesit egriligi 2. mertebeden
kovaryant tensor oldugundan, 4. mertebeden olan egrilik tensoriine biiyiik kolaylik saglar.

Eger her peM noktasindaki M manifoldunun tiim ® diizlemleri igin K, sabit ise
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manifolda sabit egrilikli uzay veya sadece uzay formu denir. Oklidyen uzayda kesit egriligi
Gauss egriligine karsilik geldiginden asagidaki iki 6rnek siralanabilir [53].
Ornek 1.4.2. R" Oklidyen uzayi, 0 kesit egrilikli bir uzay formudur [53].
Ornek 1.4.3. R""de S"(r) kiiresi, iz egrilikli bir uzay formudur [53].

r
Sonug¢ 1.4.1. (M,g) bir Riemann manifoldu olsun. Eger M manifoldu k sabit egrilikli
ise, her X,Y,Z € y(M) igin,

R(X,Y)Z = k(g(Y,Z)X-g(X,2)Y)
seklindedir [53].

1.5. Riemann Altmanifoldlar

Bu kisimda, yiizeyler teorisinin genellestirilmisi olan bir Riemann manifoldunun
altmanifoldu tanimlanacak ve bu altmanifoldun geometrisi incelenecektir. Bu

altmanifoldlar i¢in bazi1 temel teoremler ve sonuglar verilecektir.

1.5.1. indirgenmis Konneksiyon ve Ikinci Temel Form

Bu alt boliimde altmanifold {izerine indirgenmis olan metrik tensér ve konneksiyon
gibi baz1 geometrik yapilar incelenecektir. Ayrica altmanifoldlar i¢cin Weingarten temel
tensorii ve ikinci temel form kavramlarinin tanimlart verilecek ve onlarin ozellikleri

incelenecektir.

Tammm 1.5.1. (M, g) ve (N, §) birer Riemann manifoldlari olsunlar. Bu durumda

@) =9 (15.1)

olacak sekilde metrik tensorleri koruyan ¢ : M — N diffeomorfizmine bir izometri

denir. Herhangi bir pe M ’ nin bir U ¢ M komsulugu i¢in

g,(Uv) = G(e, ()@, (v), VuveT M
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ise ¢ : U — ¢@U) donisiimine bir lokal izometri ve. M ile N Riemann

manifoldlarina da lokal izometriktir, denir [33].

Tanim 15.2. (M,g) ve (N,§) birer Riemann manifoldlart ve ¢ : M — N
dontisiimii verilsin. Eger her peM i¢in, ¢, : TM — T N tirev donisimi
birebir ise ¢’ ye bir immersiyon denir. Ayrica ¢ immersiyonu bir homeomorfizm ise yani
@’ nin tersi var ve siirekli ise ¢’ ye bir embedding denir.

o : M — N immersiyonu i¢in daima boyM < boyN dir. Boylece

boyN —boyM farkina ¢ immersiyonunun ek boyutu denir [33].

Tanmm 15.3. (M,g) ve (N,§) birer Riemann manifoldlart ve ¢ : M — N

immersiyonu verilsin. Bu durumda, her u,veT M ve peM igin

9, (UV) = Gy (@, (U), 2 (V) (1.5.2)

ise ¢’ ye bir izometrik immersiyon ve M’ ye N manifoldunun bir altmanifoldu denir.
(M,g) ve (N,d) Riemann manifoldlart arasindaki bir izometrik immersiyon
@ : M — N olsun. Bu durumda, her bir peM i¢in p noktasinin dyle bir U

komsulugu vardir ki ¢ : U — N bir embeddingdir ve her ueT M vektdriine bir

@.(u) €T, )N vektorii karsilik gelir. Bu nedenle her ueT M vektorii ¢.(u) eT N ile

gosterilebilir. Boylece ¢.(T M), T ;N nin bir non-dejenere alt uzayi olup

T

»(p)

N = TM®T,M* (15.3)

olarak yazilabilir. Burada T

»yN nin non-dejenere alt uzay: olan T M~ uzayma peM

de M’ nin normal uzay1 denir. Yukarida verilen (1.5.3) ifadesi goz Oniine alinarak her

Ve T(p(p) N vektoru

v = tanv+norv (1.5.4)
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olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir. Burada tanveT,M ve norveT M *+ dir. Ayrica

tanv : T N — TM ve norv : T N — TM" (1.5.5)

ortogonal projeksiyonlari lineerdir [33].

Diger yandan N, n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve M, N Riemann
manifoldunda gémiilii olan m-boyutlu bir manifold olsun. Bu durumda M, N iizerinden
indirgenmis olan bir Riemann metrigi ile birlikte N manifoldunun bir Riemann

altmanifoldudur. Burada TM*, M ye dik olan normal demetini ve g, M ve N

{izerindeki Riemann metriklerini gdstersin. Ayrica V ve V sirasiyla N ve M iizerindeki

Levi-Civita konneksiyonlarin1 géstermek tizere herhangi bir X,Y € (M) i¢in,

V.Y = V,Y+o(X,Y), (1.5.6)

ayrisimi yazilabilir. Burada o @ y(M)x (M) — z(M)" seklinde tanimli olan bir

normal demetidir. Boylece (1.5.6) esitligi ile tanimli olan ifadeye Gauss formiilii ve o’ ya

ise M Riemann altmanifoldunun ikinci temel formu denir [5].
Xey(M) ve Vey(M) igin —A X ve V,V, ﬁXV > nin sirasiyla teget ve normal

kisimlarini gostermek tlizere

VV = —AX+VV (1.5.7)

seklinde yazilabilir. Boylece herhangi bir V € y(M)" icin

g(e(X,Y)V) = g(AX)Y) (1.5.8)

esitligini saglayan A, : y(M)— y(M) bir lineer operatorii mevcuttur. A, lineer

operatoriine V. normal Kkesitine gore Weingarten temel tensorii ve (1.5.7) ile verilen
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ifadeye ise Weingarten formiilii denir [5].

Diger yandan, V' operatéri TM* normal demeti iizerinde bir lineer operator
tanimlar ve bu V* diferensiyel operatdriine M nin normal konneksiyonu denir.

R ve R sirasiyla M ve N manifoldlar iizerindeki egrilik tensorlerini gdstermek

tizere, herhangi bir X,Y,Z,U € (M) igin,

g(R(X,Y)Z,U) = g(R(X,Y)Z,U)+g(c(X,Z),a(Y,U))

(1.5.9)
_g(O-(Y ) Z)! O-(X 1U ))

elde edilir ve (1.5.9) ile verilen ifadeye Gauss denklemi denir. Ayrica M manifoldunun

normal demetinin egrilik tensorii
RE(X,Y)N = VRViN-V,V,N-V; N (1.5.10)

ile tanimlanir. Burada eger R*=0 ise M manifoldunun V* konneksiyonuna asikar
(trivial) veya flat denir [5].
Gauss ve Weingarten formiilleri kullanilarak, herhangi bir X,Y € y(M) ve

U,V e y(M)" igin,

g(R(X,YV,U) = g(R*(X,YV,U)+g([A,,AlX.Y) (15.11)

bulunur. Yukaridaki gibi verilen (1.5.11) esitligine Ricci denklemi denir [5].

Tamm 1.5.4. M bir C*-manifold ve D, M iizerinde r—boyutlu bir distribiisyon olsun.

M, M manifoldunun bir altmanifoldu olmak iizere, eger M nin her p noktasinda M
manifoldunun tanjant uzayi ile D, ayni ise M’ ye D distribiisyonunun integral manifoldu
denir. Yani

f: M > M
bir imbedding olmak iizere Vp €M igin

(T M) = D

p
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dir. Eger D distribiisyonunun M manifoldunu kapsayan baska bir integral manifoldu

yoksa bu manifolda distribiisyonun maksimal integral manifoldu denir [53].

Ornek 1.5.1. Bir vektdr alanina ait bir integral egrisi 1-boyutlu distribiisyon olan vektor

alaninin integral manifoldudur [53].

Tammm 1.5.5. M bir diferensiyellenebilir manifold ve M, M manifoldununun bir
altmanifoldu olsun. Eger YpeM igin D distribiisyonunun p noktasini kapsayan bir

maksimal integral manifoldu varsa D distribiisyonuna integrallenebilirdir denir [53].

Tamm 1.5.6. N n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve M, N Riemann manifoldunun bir

altmanifoldu olsun. Bu durumda, eger ikinci temel form sifir, yani o =0 veya buna denk

olarak V'V € y(M)" i¢in A, =0 ise M altmanifolduna N * de total jeodeziktir denir [5].

Tamm 1.5.7. N n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve M, N Riemann manifoldunun bir

altmanifoldu olsun. Burada « diferensiyellenebilir bir fonksiyonu ve |, y(M) iizerinde
birim déniisiimii gdstermek iizere V V € y(M)" igin, eger
A = «al

ise M altmanifolduna V normal kesitine gore N de total umbiliktir denir [5].

Tammm 1.5.8. N n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve M de N Riemann manifoldunun

bir altmanifoldu olsun. X € M noktas: i¢in {el,ez,...,em}, T,M de bir ortonormal bazi

gostermek lizere

3

(o) = {(7(6i : ei)} (1.5.12)

i=1

esitligine o ikinci temel formunun izi denir. Ayrica o ikinci temel formunun izi baz

segiminden bagimsizdir. Ayrica yukarida (1.5.12) ifadesinde verilen /z(c) kullanilarak,

H = 11'z(a) (1.5.13)
m
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yazilabilir. Bu sekilde tanimlanan # > ya M manifoldunun ortalama egrilik vektorii denir.

Eger # =0 ise M > ye N Riemann manifoldunun bir minimal altmanifoldu denir [5].
Bu durumda total umbilik altmanifoldlar i¢in asagidaki karakterizasyon verilebilir:

Teorem 1.5.1. N n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve M de N Riemann manifoldunun
bir altmanifoldu olsun. Bu durumda #, altmanifoldun ortalama egrilik vektor alanini

gostermek ilizere, M altmanifoldunun total umbilik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

v X,Y € (M) igin
o(X,Y) = gX,Y)H (1.5.14)

olmasidir [50].

. 3 1
TpI\/I tanjant uzaymin bir ortonormal bazi {el,ez,...,em} ve e, TpM normal

uzaymin {€,.,,....€,} ortonormal bazina ait olsun. Bu durumda

o; = 9(o(e.e)e) ve ||a||2 = ig(a(ei,ej),a(ei,ej))

i,j=1

tanimlanir. Diger yandan, K; ve Kij,

sirastyla. M ve N manifoldlarmm peM
noktasindaki €, ve e; vektorleri tarafindan gerilen diizlem kesitinin egriligini gdstersin.
Boylece K; ve Kij , P €M noktasinda Span {ei,ej}’ nin sirastyla “igsel” ve “digsal” kesit
egrilikleridir. Gauss denkleminden,

Ky = Kij + Z (Gizajrj _(Gi;)z) (1.5.15)

)
r=m+1

yazilabilir. (1.5.15) den

2

2ec(p) = 28(T,M)+n?|# )| —|o]| (1.5.16)

elde edilir, burada
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FT,M) = > K|

I<i<j<m

ile N esas manifoldunda T )M * nin m-diizlem kesitinin skalar egriligi gosterilmektedir.

Boylece z(p) ve 7(T,M)’ ye sirasiyla altmanifoldun p noktasindaki “igsel” ve “digsal”

skalar egrilikleri denilebilir.

Ayrica ikinci temel form ve ortalama egrilik arasindaki iliski

1 1< r r r ot r
lo|* = §n2||}[(p)||2+§ Y (0L =05 = 0p) 42 D) D (o)
r=m+1 r=m+l j=2 (1517)

-2 i Z (Uiriajrj _(O-i;)z)

r=m+12<i<j<m

seklindedir [58].
[45] calismas1 goz Oniine alindiginda asagidaki lemma verilebilir:

Lemma 1.5.1. b ve c birer negatif olmayan reel sayilar olsun. Bu durumda b ve c

sayilarinin aritmetik ve geometrik ortalamalar1 kullanilirsa

b+c

— 2 Jbe (1.5.18)

esitsizligi s6z konusudur. Yukarida verilen (1.5.18) esitsizliginin esitlik durumunun

saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart b =c olmasidir.

Diger yandan asagidaki lemmalar verilebilir:

Lemma15.2. Eger, a,a,,...,a, (n>1) reel sayilar ise, bu durumda

%(éaﬁ)z < 2@y, (15.19)

esitsizligi vardir. (1.5.19) esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter

sart & =a, =...=a, olmasidir [58].
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Lemma 1.5.3. n>k =2 olmak iizere a,a,,a,,...,a, reel sayilari igin,

>a)

olmak lzere

(n—k +1)(Zn:(ai)2 +a)

2> aa = a, (1.5.20)

1<i< j<k

esitsizligi vardir. Yukarida verilen (1.5.20) ifadesinin esitlik durumunun saglanmasi igin

gerek ve yeter sart
a+8,=.=8 =8,=..=3,

olmasidir [58].

1.6. Riemann Submersiyonlar

Bu alt boliimde Riemann submersiyonlarin geometrisi verilecektir. Bunun igin
oncelikle Riemann submersiyonlarin tanimi verilecek ve bunlarla ilgili ¢esitli ornekler
sunulacaktir. Ayrica O’Neill tensorleri tanimlanarak ve onlarin 6zellikleri incelenecektir.
Daha sonra ise Riemann submersiyonlarin total uzay: ve baz uzaymin egrilikleri arasindaki

iligkiler ortaya konulacaktir.
Oncelikle submersiyon kavrami verilecektir.

Tamm 1.6.1. M ve B diferensiyellenebilir manifoldlar ve 7z:M —B bir

diferensiyellenebilir doniisiim olsun. Eger peM noktasindaki z.:T,M —T_ B tirev

doniigiimii 6rten ise, bu durumda 7z doniisiimiine bir submersiyon denir [24].
(M,g) ve (B,g") manifoldlari arasinda tanimhi olan = : (M,g) — (B,g’)
doniisiimii bir submersiyon olsun. Herhangi bir X € B iizerindeki lif, 7*(X) olmak iizere

=m-n sartini saglayan M ’ nin kapali r —boyutlu bir altmanifoldudur. Burada peM
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icin V, =c¢ekr., ile gosterildiginde 7 doniisiminin lifleri ile belirlenen ve M
manifoldunun bir folasyonuna karsilik gelen V integrallenebilir distribiisyonu elde edilir.
Burada her bir V° ye peM noktasindaki dikey uzay, V ’ ye dikey distribiisyon ve V ’

nin kesitlerine ise dikey vektor alanlar1 denir.

Diger yandan H, ¢ Riemann metrigi tarafindan belirlenen V  dikey
distriblisyonunun bir tamamlayan distriblisyonu olsun. Bdylece herhangi bir peM
noktasindaki ortogonal ayrisim

T,(M) = V,®&H,
seklindedir. Burada H > ye, yani H yatay distriblisyonunun kesitlerine peM

noktasindaki yatay uzay denir. Yani Herhangi bir E € (M) i¢in VE ve hE sirasiyla E

vektor alaninin dikey ve yatay bilesenlerini gostermektedir [29].

Teorem 1.6.1. z:(M,g)—(B,g") bir submersiyon ve M manifoldunun dikey
distribisyonu V olsun. Bu durumda z(p)=x ve peM icin her V, dikey distribiisyonu
7H(X) altmanifoldunun tanjant uzayi ile gakisir [53].
ispat. Tpil'_l(X) de bir v vektorii ve

c(@=p, cO)=v
olacak sekilde

c:[0,1] - 7 (x)

egrisi segilebilir, bu durumda (7z-c)(t) =x, te[0,1] igin
2 (C(0) = (o). 5 =0
’ " dt

elde edilir. Buradan v=c'(0) €V, bulunur. O halde szz‘l(x) , V,” nin r =(m-n)-boyutlu
alt uzayma doniisiir. Boyutlarin esitliginden

Vv, =Tp7z'"1(x)
olur. Boylece x € M noktasinda, M Riemann manifoldu

TM=V ®H =V &V

ortogonal ayrigimina sahiptir.

Submersiyona bir 6rnek asagidaki sekilde verilebilir:
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Ornek 1.6.1.
r . R — RR?
1
(X11X21X3|X4) - %(X1+X3’X2+X4)

doniisiimii verilsin. Bu durumda goriilebilir ki rankz. =2 olur. Béylece 7 doniisiimii bir

submersiyondur ve lifleri
o 0 7 0 0

T x| ok, ox,

1

vektorleri tarafindan gerilir. Yani Z;, ve Z, birer dikey vektdrlerdir [29].

Tamm 1.6.2. (M, g) ve (B,g") birer Riemann manifoldu olmak {izere, eger
7+ (M,g) - (B,g)
diferensiyellenebilir doniisiimii asagidaki sartlar1 sagliyorsa 7 doniisiimiine bir Riemann

submersiyon denir.

1) 7 doniisimi maksimal ranka sahiptir.
2) Her peM noktasinda 7., doniisiimii X, € 2"(M) yatay vektorlerinin uzunlugunu

korur.
Yukarida verilen tanim g6z Oniine alindiginda birinci sart 7 donilislimiiniin

submersiyon olmasimi garantilerken, ikinci sart ise peM noktasinda 7., tirev

doniigiimiiniin  H, yatay uzayindan T

~(nB Uzerine bir lineer izometri oldugunu

gostermektedir. Yani p e M noktasinda herhangi bir X,Y € y"(M) igin
gp(x ’Y) = g,(ﬂ*px ’ ﬂ-*pY)

seklindedir [53].
Riemann submersiyonlara bir 6rnek asagidaki gibi verilebilir:

Ornek 1.6.2. o < (0,%) olmak tizere

7 . R* - R?

(X, %, %, %X,) = (X cosa+X;sina, X, sina + X, Cosa)
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doniisiimii verilsin. Burada {X,X,,X;,X,} ile R* Oklidyen uzaymn bir koordinat sistemi

gosterilmistir. Dogrudan islemlerle
_ (cosa O sina O
~ L0 sina 0 cosa
elde edilir. Dolayisiyla rank 7=boy(R?)=2 dir. Yani 7 bir submersiyondur. Diger
yandan
V = c¢ekz. = SpqX,=sin ai—cos(xi, X, = COSai—Sinai
OX, OX, OX, oX,
ve
V' = H = Sp:iX, =c03ai+sinai, X, _sina—"+cosa -2~
o, OX, OX, oX,
elde edilir. Ayrica kolayca goriilebilir ki

mX) ==, m(X)=—

Y, Y,
dir, burada {yl,yz}, R? Oklidyen uzaymnim bir koordinat sistemidir. Béylece R* ve R?
tizerindeki i¢ ¢arpimlar g ve g’ ile gosterilirse
9(Xs, X5) = 9'(m(X5), m(X,)) =1
ve
9(X,, X,) =9'(m(X,), 7(X,)) =1
bulunur. Bu ise 7z doniisiimiiniin bir Riemann submersiyon oldugunu gosterir [53].

Asagidaki lemma bir Riemann submersiyonun temel 6zelliklerini gostermektedir.
Lemma 1.6.1. (M,qg) ve (B,qg’), sirasiyla V ve V' Levi-Civita konneksiyonlarina sahip
birer Riemann manifoldu olmak iizere

z : (M,g9) —> (Bg)
bir Riemann submersiyon olsun. M iizerindeki X, Y temel vektor alanlarina 7 -bagh

vektor alanlar1 X', Y' olmak iizere
1. g(X)Y) = dg(X"\YNer,
2. h[X,Y] temel vektor alani, [X',Y'] vektor alanina 7 -baghdir,

3. h(V,Y) temel vektor alani ve V4 Y’ 7 -baghdir,



25

4. Herhangi bir V € V(M) icin, [X,V] dikey vektor alanidir [53].

1.6.1. Riemann Submersiyonlar i¢in Temel Tensérler

Burada Riemann altmanifoldlarda Gauss ve Weingarten formiillerinin oynadigi role
benzer rolii Riemann submersiyonlarda oynayan temel tensorleri verilecek onlarin ve
ozellikleri incelenecektir.

(M,g) ve (B,g’) birer Riemann manifoldu ve ~ : (M,g) — (B,g’) bir
Riemann submersiyon olsun. 7 Riemann submersiyonu, M iizerinde (1,2)-mertebeli T
ve A temel tensor alanlari belirler. Bu tensor alanlarmma 7z Riemann submersiyonun temel

tensOr alanlari, O’Neill tensorleri veya 7 doniisiimiiniin invaryantlar: denir. T ve A
temel tensér alanlart V:y(M)— (M) ve h:y(M)— #"(M) dikey ve vyatay
projeksiyonlar araciligiyla, herhangi bir E,F € (M) igin,

T(E,F)=T.F = hV, .VF +VV .hF (1.6.1)
A(E,F) = A.F =WV, _hF +hV, vF (1.6.2)

seklinde tamimlanir. Burada V, (M,g) Riemann manifoldunun Levi-Civita
konneksiyonunu gostermektedir. Yukarida verilen tanimdan asagidaki 6zellikler kolayca
goriilebilir. Yani herhangi bir E€ y(M) icin T, ve A. lineer operatorlerdir ve T., A
operatorleri yatay ve dikey alt uzaylarin rollerini degistirir. Boylece T ve A sirasiyla
dikey ve yatay tensor alanlaridirlar. Yani E € y(M) i¢in T, =T ve A. = A dir [29].
Lemma 1.6.2. Herhangi bir E,F,G € (M) igin,

9(TeF.G)+9(TcG,F) = 0, (1.6.3)

9(AF,G)+9(AGF) = 0, (1.6.4)

esitlikleri saglanir [29].
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Ispat. Yukarida verilen (1.6.1) ifadesinden
9(T:G,F) =g(hV VG, hF)+g(VV .hG,VF)
dir. Buradan
9(T:G,F) =9(V VG, hF)+9(V .hG,VvF)
olur. V Levi-Civita konneksiyonu oldugundan
9(T:G, F) =vEQ(VG,hF)-g(vG, V .hF)+VvEQ(hG,vF)-g(hG,V .VF)
elde edilir. Burada g(vG, hF) =0 oldugundan dolay1
9(TeG,F)=—9(vG,V chF)+g(hG,V .VF)
olur. Bu ise
g(T:G, F) =—(9(vG,vV .hF)+g(hG,hV .vF))
demektir. (1.6.1) sag tarafa uygulanirsa
9(TeG, F) =—g(G,TcF)
elde edilir. Bu ise (1.6.3) ifadesidir. Benzer sekilde (1.6.4) ifadesi de gosterilebilir.
Onerme 1.6.1. Herhangi bir UW e ' (M) ve X,Ye#"(M) igin T ve A tensér

alanlari
W =T,U, (1.6.5)
1
AY =-AX =EV[X,Y]. (1.6.6)

ozelliklerini saglarlar [29].

Ispat. (M,g) manifoldunun V Levi-Civita konneksiyonu simetrik oldugundan ve dikey
distribiisyon integrallenebilir oldugundan yukarida verilen (1.6.5) ifadesi dogrudan elde
edilir. (1.6.6) esitligini gostermek igin ise 6ncelikle herhangi bir X € ¥"(M) olmak iizere
A, X *nin sifir oldugu gosterilmelidir. Kabul edilsin ki X bir temel vektor alan1 olsun. Bu
durumda herhangi bir W € y"(M) igin,

GUAXW) = 97, X W) =—g(X, ¥y, X) == W(g(X, X)) =0
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elde edilir, ¢linkii her bir lif iizerinde g(X,X) sabittir. Boylece, A, X bir yatay vektor
alanina doniisecektir ve A X =v(V, X) oldugundan sifir olmalidir. Son olarak, eger
X,Y € 7"(M) alinirsa

VX, Y]=v(V,Y -V, X) =AY -AX=2AY

elde edilir.

Lemmal1l.6.3. (M,qg) ve (B,g’) birer Riemann manifoldlari ve
7 : (Mg) — (BJ)

bir Riemann submersiyon olmak iizere X,Y € y"(M) ve V,W € y"'(M) igin,

VW = TW+V,W (1.6.7)
V,X = hv,X+T,X (1.6.8)
V.V = AV+W,V (1.6.9)
V.Y = hV,Y+AV (1.6.10)

A

esitlikleri saglanir, burada @VW =VV W’ dir. Liflere ait diger geometrik yapilar
sembolii ile gosterilecektir. Ayrica X temel vektor alani ise [X,V] dikey vektor alani

oldugundan,
hv,X = hv,V = AV
dir [29].

1.6.2. Invaryantlarin Geometrik Anlamlar

Yukarida verilen (1.6.6) esitligi gdz Oniine alindiginda A temel tensoriiniin

7"(M)x x"(M) iizerine kisitlanmis1 yatay distribiisyonun integrallenebilirligini &lger.
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Dahasi (1.6.6) esitligi ve Lemma 1.6.1. ele alinirsa U € y'(M) igin, A, =0, yani A=0
dir. Boylece H yatay distribiisyonu integrallenebilirdir.
Diger yandan, T temel tensoriiniin ' (M)x y'(M) iizerine kisitlanmisi ise herhangi

bir lifin ikinci temel formuna karsilik gelir. Boylece T temel tensoriiniin sifir olmasinin

anlami, herhangi bir lifin M manifoldunun bir total jeodezik altmanifolduna karsilik
gelmesidir. Ayrica bunun tersi de dogrudur, yani Lemma 1.6.1 den, X e y"(M)igin
T, =0 olmasidir [29].
Onerme 1.6.2. (M, q) ve (B,g’) birer Riemann manifoldu olmak iizere
7 (Mg — (Bg)
bir Riemann submersiyon olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir:
i)  Eger A paralelise, A=0 dir.
i) Eger T paralelise, T =0 dur.
Bir Riemann submersiyonunun lifleri tanim manifoldunun altmanifoldlar

olduklarindan altmanifoldlar i¢in tanimlanan kavramlar lifler icin de verilebilir. Eger lifler

total umbilik ise, yani U,V € ¥'(M) i¢in
WV = gUV)i (1.6.11)

saglaniyorsa submersiyona total umbilik liflere sahip bir Riemann submersiyon denir.

Burada # ile liflerin ortalama egrilik vektor alan1 gosterilmektedir. {U i}1<j<r’ V dikey

uzayinin bir yerel ortonormal bazi olmak tizere herhangi bir lifin ortalama egrilik vektor

alanmi

1. 17r
H = FIZ(T) = =2T,U; (1.6.12)

riji= '

ile tanimlanir. Eger # =0 ise submersiyona minimal liflere sahip Riemann submersiyonu
denir [53].
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1.6.3. Riemann Submersiyonlar i¢in Temel Denklemler ve Egrilikler

Bu alt boéliimde bir Riemann submersiyonun total uzayi ile yatay ve dikey uzaylarin

egrilikleri arasindaki bagintilar ortaya konulmustur. (M,g) ve (B,g") birer Riemann

manifoldu ve ~ : (M,g) — (B,g’) bir Riemann submersiyonu olsun.
Vv U,V,W € ¥'(M) igin (1.6.7) denkleminden,

RUVW = V,TW+V VW=V, TW-V,V,W-T, ,W-V, W
yazilabilir. Burada (1.6.7) - (1.6.10) kullanilirsa ve yukaridaki ifadenin her iki tarafi

F € ' (M) ile i¢ carpima tabi tutulursa

g(RUVIW,F) = g(RU,VIW,F)-g(T,F,TW)+g(T,F,T,W) (1.6.13)
elde edilir. Benzer hesaplamalar diger vektor alanlari i¢in de yapilirsa, sonug olarak

g(RU VW, X) = g((VyT)W, X)=g((VyT),W, X) (1.6.14)

bulunur. Yukarida elde edilen (1.6.13) ve (1.6.14) ifadeleri submersiyonlar i¢in Gauss ve
Codazzi denklemleridir.

(M,g) ve (B,g’) birer Riemann manifoldlart ve = : (M,g) — (B,g’) bir
Riemann submersiyonu olsun. H, (M, g) manifoldunun yatay distribiisyonunu ve R’, B

manifoldunun  egrilik  tensér  alanmini gostermek  lizere peM i¢cin
R, (7 (P)X,, 7.(p)Y,)7(p)Z, vektdriinin yatay gdonderileni R; (X,,Y,)Z, olsun.
Daha agik olarak herhangi bir X,Y,Z € ¥"(M) igin

n.(R'(X,Y)Z) = R(#zX,nY)nZ

ile tanimlanabilir. Ayrica herhangi bir X,Y,Z € y"(M) igin

R'(X,Y,Z,H)

g(R'(X,Y,Z),H)

(1.6.15)
R'(m. X, nY, nZ,n.H)ex
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dir. Diger yandan, herhangi bir X,Y,Z vektor alanlarini temel vektor alanlari ve
[X,Y], [Y,Z], [Z,X] braketlerini dikey olarak kabul edebiliriz. Ayrica hV,Y vektor
alan1 ile V.Y’ vektor alanlari 7 -bagli olduklarindan, VY' vektor alaninin yatay

gonderileni V.Y ile gosterilirse, (1.6.7) ve (1.6.8) denklemlerinden

g(R(X,Y)Z,H) = g(R(X,Y)Z,H)+2g(AH,AY)

(1.6.16)
+9(AH,AZ)-9(AH,AZ)

g(R(X,Y)Z,V) = _g((va)foV)_ g(I'VZ, AxY)_ g(sziTvY) (1.6.17)
+9(AZ,T, X)

gROCYIVW) = g((Vy ALY W) =a((ViA)Y.V)
+g(AV, AW)-g(AW,AV) (1.6.18)
_g(TvX ’TWY) at g(TWX ’TVY)

g(RIX, V)Y, W) = —g((VT)W,Y)+g((Vy A)x Y, W)

g, X, TLY) + gAY, AW) (1.8.19)

esitlikleri elde edilir [29].
Asagidaki teoremde (1.6.13), (1.6.16) ve (1.6.19) denklemleri yardimiyla M ve B

manifoldlariin kesit egrilikleri arasindaki bagintilar verilmistir.

Teorem 1.6.2. (M,g) ve (B,g’) birer Riemann manifoldlar, z:(M,g)—(B,g’) bir

Riemann submersiyon olsun. K, K’ ve K sirasi ile M manifoldunun, B manifoldunun
ve pe M noktasindan gegen lifin kesit egriliklerini gdstermek iizere ¥V X,Y € y"(M) ve
v U,V € (M) ortonormal yatay ve dikey vektorleri igin

K(U,V) KU V) +[T V[ -gMU,T,V) (1.6.20)

K(X,Y) K'(X",Y") oz =3|AY| (1.6.21)
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KOXV) = gV TV, X) +[T X =AM (1.6.22)

esitlikleri bulunur [29].

(M,g) ve (B,g’) birer Riemann manifoldlart ve = : (M,g) — (B,g’) bir
Riemann submersiyon olsun. Yukarida verilen (1.6.20), (1.6.21) ve (1.6.22) denklemleri

kullanilarak M manifoldunun p € M noktasindaki z(p) skalar egriligi

(p) = D, KU U)+ D] K(xi,xj)+ii|<(uj,xi) (1.6.23)

<i<j<r 1<i<j<n =L i1
seklindedir. Ayrica herhangi bir lif tizerindeki #(p) ortalama egrilik vektor alani
N = (1.6.24)

ile verilir, burada
N = >T,U,
=
seklindedir. {Ul,UZ,...,Ur} , #'(M)’ nin bir ortonormal bazin1 géstermek lizere herhangi
bir E € y(M) ve X € y"(M) igin
g(vEN! X) = zg((vET)(Uj!Uj)a X)
j=1

esitligi verilebilir [29].
7" (M) iizerindeki herhangi bir X yatay vektor alanmim yatay diverjanst 5(X) ile

gosterilmek tlizere

S(X) = ig(vxix, X.) (1.6.25)

ile tanimlanir. Burada {Xl, Xy Xn} , ;(h(M) > nin bir ortonormal bazin1 géstermektedir.

Boylece
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SN) = Y 9(venU,U ). X) (1.6.26)
elde edilir [7].

1.7. Lagrangian Riemann Submersiyonlar

Oncelikle asagidaki kavramlar verilebilir:

Tamm 1.7.1. M, m-boyutlu bir Riemann manifoldu ve #={L},_,, M manifoldunun

baglantili altkiimelerinin bir ailesi olsun. Ayrica kabul edilsin ki #, M manifoldunun bir
pargasi olsun, yani t #S igin

M=UL ve LnL=9

tel

saglansin. Burada M iizerinde bir lokal harita (U,@) ve n<m pozitif sayist ele alinsin.
Bu durumda eger tel icin L, "U #0 oldugunda ¢ doniisiimii her bir baglantili L, "U

nin bilesenini R™’ nin n-plagi tizerine gonderir ise bu durumda (U, ¢) ’ye n-folasyonlu
harita denir. M izerinde F ile iligkili olan n-folasyonlu atlas, M manifoldunu tamamen
orten n-folasyonlu haritalarin bir toplulugudur. Eger, M ilizerinde bir maksimal F ile
iliskili olan bir n-folasyonlu atlas varsa bu durumda  ’* ye n-boyutlu bir folasyon denir.
Boylece F’ ye M’ nin bir n-folasyonu ve (M,F) ikilisine de n-folasyonlu manifold
denir [6].

Bir F folasyonu, herhangi bir manifoldun ayni boyutlu yapraklari olan baglantili
altmanifoldlarinin birlesimi ayni1 zamanda bu manifoldun ayrigtmina karsilik gelir.

Tanim 1.6.2 deki gibi verilen 7 Riemann submersiyonu ayni zamanda M
manifoldu tizerinde bir folasyon tanimlar. Boylece lif demetinin total uzayr 7 Riemann
submersiyonun liflerinin birlesimi, yapraklart olan bir n-folasyondur. Dolayisiyla 7
Riemann submersiyonun lifleri ile belirlenen F folasyonunun teget distribiisyonuna dikey
distribiisyon denir ve V ile gosterilir [6].

M Dir diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger M iizerindeki her X noktasinda

T.(M) tanjant uzayinin J? =—I sartim saglayan bir J endomorfizmi varsa bu durumda
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J tensOr alanina M iizerinde bir hemen hemen kompleks yap1 denir. J hemen hemen
kompleks yapisi ile donatilmis M manifolduna bir hemen hemen kompleks manifold
denir. Ayn1 zamanda, eger M iizerinde torsiyonu 7 =0 ve VJ =0 sartin1 saglayan bir
lineer konneksiyon varsa M ’ ye bir kompleks manifold denir [63].

M manifoldu J hemen hemen kompleks yapist ile donatilmis bir hemen hemen

kompleks manifold olsun. Eger V X,Y € (M) i¢in

g(JIX,JY) = g(X,Y) (1.7.1)

ise bu durumda g Riemann metrigine M iizerinde bir Hermitiyen metrik denir.

Hermitiyen metrik ile donatilmis bir hemen hemen kompleks manifolduna hemen hemen
Hermitiyen manifold ve benzer sekilde Hermitiyen metrik ile donatilmis bir kompleks

manifolda da Hermitiyen manifold denir. Ayrica (M,J,g) (hemen hemen) Hermitiyen
manifoldu tizerinde herhangi bir X,Y € (M) i¢in

Q(X,Y)=g(X,JY)
seklinde bir temel 2-form tanimlansin. Eger Q kapali ise yani dQ =0 ise bu durumda
(M,J,g) (hemen hemen) Hermitiyen manifolduna (hemen hemen) Kaehler manifold
denir [6].

M, g Hermitiyen metrigi ve J hemen hemen kompleks yapisi ile donatilmis bir
Hermitiyen manifold ve B ise g’ Riemann metrigi ile birlikte bir Riemann manifoldu
olsun. Eger 7:(M,J,g) — (B,g’) Riemann submersiyonu i¢in, V dikey distriblisyonu J
hemen hemen kompleks yapisina goére anti-invaryant ise yani, JV < H ise bu

durumda 7 Riemann submersiyonuna bir anti-invaryant submersiyon denir [3, 26, 43, 51,
52, 54, 55, 61].

Diger yandan, H. M. Tastan’in [56] calismasi g6z Oniine alinarak asagidaki tanim
verilebilir:
Tammm 1.7.2. M, kompleks n—boyutlu bir g Hermitiyen metrigi ve J hemen hemen
kompleks yapisi ile donatilmis bir hemen hemen Hermitiyen manifold ve B Riemann

manifold olsun. z:(M,J,g) —(B,g’) bir anti-invaryant Riemannian submersiyon olmak

tizere, eger V dikey distribiisyonunun boyutu H yatay distriblisyonunun boyutuna esit
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ise  yani boy(cekz.) = boy(cekz.)" saglanirsa, 7’ye Lagrangian Riemann
submersiyon denir. Bu durumda, M manifoldunun J hemen hemen kompleks yapisi
yatay ve dikey distribiisyonlar1 birbirine doniistiiriir, yani JV =H ve JH =V dir.

Diger yandan kompleks geometri ile simplektik geometri arasinda yakin bir iligki
vardir. (M, J,g) bir hemen hemen Kaehler manifold olsun. Bu durumda, M iizerindeki
Q temel 2- formu her E,F € (M) i¢in

Q(E,F) = g(E,JF)
sartin1 saglar. Eger, Q temel 2- formu kapali ve non-dejenere ise (M,Q) ikilisine bir
simplektik manifold denir. Bu durumda, (M,Q) simplektik manifoldu iizerinde bir J
hemen hemen kompleks yapisi ve g Riemann metrigi vardir, 6yle ki (M,J,g) bir
Kaehler manifoldudur. Bdylece diferensiyellenebilir bir manifold iizerinde simplektik
yapinin olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu manifoldun {izerinde bir hemen hemen Kaehler
yapinin olmasidir.

(M,Q) 2n-boyutlu bir simplektik manifold ve , tim lifleri M ’nin birer
Lagrangian altmanifoldu olan bir folasyon ve V , & folasyonunun bir tanjant
distribiisyonu olsun. Bu durumda V ’nin tiim lifleri TM ’nin birer Lagrange altmanifoldlar1
olduklarindan dolay1 F ’ye bir Lagrangian folasyon denir [6].

7:(M,J,9) —>(B,g") bir Lagrangian Riemann submersiyon olsun. Bu durumda

asagidakiler saglanir:
1) ¥ bir Lagrangian Riemann folasyondur.
i) 7 Riemann submersiyonun total uzayi lizerinde bir simplektik yap1 vardir [6].

Diger yandan, [4] calismas1 goz Oniine alinarak asagidaki tanim verilebilir:

Tamm 1.7.3. M ve B birer Riemann manifoldlar1 olmak tizere

r : (M"g) — (B".9)

bir doniisiim ve V ile VA sirastyla M manifoldu tizerindeki Levi-Civita konneksiyonu
ve geri-cekme konneksiyonu olsun. Bu durumda, 7 doniistimiiniin harmonik olmasi igin

gerek ve yeter sart, o(7) tensiyon alaninin sifir olmasidir. Yani

o(r) = iz,(V.re) = i(vﬂ*)(ei,ei) - 0 (1.7.2)
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esitliginin saglanmasidir. Burada {ei}i:m lllll _» M manifoldunun ortonormal bazim
gostermektedir. Ayrica 7z donlisimiiniin ikinci temel formu olan V., herhangi
E,F e y(M) igin,

(VZ)E,F) = VZnF-m(V.F),

seklinde tanimlanir.



2. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR

Riemann submersiyonlar, 1966 yilinda B. O’Neill tarafindan ve 1967 yilinda ise A.
Gray tarafindan tamimlandi1 [32, 48]. Bu tarihten itibaren Riemann submersiyonlar, iKi
manifold verildiginde bunlarin geometrisini karsilastirmada etkin bir arag olarak kullanildu.

Riemann submersiyonlar teorik fizikte ve kinematikte onemli rol oynamaktadir.
Ozellikle teorik fizigin en popiiler konularindan biri olan Kaluza-Klein teorisinde Riemann
submersiyonlar genis bir uygulama alanina sahiptir. Kaluza-Klein teorisi, Einstein’in genel
gorelilik teorisi ile Maxwell’in elektromanyetik teorisini birlestirmek i¢in ortaya ¢ikan bir
teoridir. 5-boyutta bu iki teori arasinda yakin bir iliski oldugu da Kaluza-Klein modelde
gosterildi. Son zamanlarda bu modelin uzay zaman modeli i¢in boyutun 5+ m durumu goz
Oniine alindi ve modelin ¢ozlimlerinin ekstra boyutlu uzaydan skalar alanlarin deger aldig:
uzaya olan Riemann submersiyonlar oldugu gosterildi [29].

Riemann submersiyonlarin bir diger uygulamasi ise C. Altafini tarafindan ortaya
atilmigtir. C. Altafini, Riemann submersiyonlarin gereginden ¢ok serbestlik derecesine
sahip robot manipiilatérlerin modellenmesinde ve kontroliinde kullanilabilecegini
gostermistir. Robotikte kinematik, hareket inceleme bilimidir. Robot kolu uzuvlari referans
koordinat cergcevesine gore donebilir veya oOtelenebilir. U¢ noktasinin koordinatlarinin
verilmesi durumunda, geriye dogru gidilerek uzuv degiskenleri elde edilebilir. Bu islem
ters kinematik olarak adlandirilir. Altafini Riemann submersiyonlarda yatay gonderilen
vektor alan1 kavramini robot teoride belli sartlar altinda ters kinematik islemine karsilik

geldigini gostermistir [2].

2.1. Riemann Submersiyonlar I¢in Chen-Tipi Esitsizlikler

Bu boliimde, herhangi iki Riemann manifold arasinda tanimli olan Riemann
submersiyonlar i¢in kesit egriligi, skalar egrilik, ortalama egrilik ve Ricci egriligi gibi
taban manifoldun igsel ve digsal invaryantlarini i¢eren bazi esitsizlikler hesaplanacak ve bu

esitsizlikler yardimiyla submersiyonlar i¢in bazi karakterizasyonlar verilecektir.
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Lemma 2.1.1. (M™,g) ve (B”, g') birer Riemann manifoldlari olmak tlizere 7:M — B

bir Riemann submersiyon olsun. Bu durumda,

L1021 ()| + 3| Avn ||

2t(p) = 2¢(p)+27 (p)—|Tuw

SN+ [T Al o
seklindedir, burada
() = T RUU)
ve
F) = X KX

sirastyla M manifoldunun dikey ve yatay uzaylarinin skalar egriligini gostermektedir.

Ispat. Eger (1.6.13), (1.6.16) ve (1.6.19) esitlikleri goz oniine alinirsa ve asagidaki

esitlikte yerine konulursa

7(p) = —zR(u,,U j,ui)+%iR(xi,x LX)+ ZZR(X,,UJ,UJ,X)

| j=1 i,j=1 —lj—l

elde edilir. Bu durumda

2r(p) = ¥ RU,U,U,U)-3 3T +zzT,fT”+__i_ R'(X,, X, X, X,)

i,j=1 i,j=1s=1 i,j=1s=

3y (A —zm«v T)U,U)), ><)+zzza,.)

i,j=1s=1 1i=1s=1

—ZZZ(A,)

j=li=ls=1

bulunur. Ayrica yukaridaki ifadede (1.6.25) esitligi géz oniine alinirsa (2.1.1) elde edilir. o

Lemma 2.1.1 kullanilarak asagidaki teorem ve sonuglar dogrudan verilebilir:

Teorem 2.1.1. (M™,g) ve (B", g’) birer Riemann manifoldlar1 olmak iizere 7:M — B

bir Riemann submersiyon olsun. Bu durumda,

+ ||TV><H ’

L2 ) ~S(N) || Ax |’ (2.1.2)

2¢(p) = 24(p)+27 (p)—|T,.y
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2

“r|#H @)~ S(N)+[T,.0, (2.1.3)

2¢(p) < 28(p)+27°(p)—[Ty. “+3|A

esitsizlikleri vardir. VpeM ig¢in, (2.1.2) ve (2.1.3) esitsizliklerinin esitlik durumlarinin

saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart H yatay distribiisyonun integrallenebilir olmasidir.

Yukaridaki Teorem 2.1.1° den asagidaki sonu¢ dogrudan verilebilir:

Sonu¢ 2.1.1. (M",g) ve (B”, g') birer Riemann manifoldlar1 olmak iizere 7:M — B

total jeodezik liflere sahip bir Riemann submersiyon olsun. Bu durumda,

2

\%

2z(p) 2¢(p)+27 (p) —|Avy

(2.1.4)

2

IA

2z(p) 2¢(p)+27 (p) +3| Ay

(2.1.5)

seklindedir. VpeM igin, (2.1.4) ve (2.1.5) esitsizliklerinin esitlik durumlarinin

saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart H yatay distriblisyonun integrallenebilir olmasidir.

Teorem 2.1.2. (M™,g) ve (B”, g') birer Riemann manifoldlar1 olmak iizere 7:M — B

bir Riemann submersiyon olsun. Bu durumda,

IA

2¢c(p) < 28(p)+2°(p)+r2|H (D) + 3| Aul” —SN)~ | Apw |* +[Ton | (2.2.6)

v

> (2.1.7)

2¢(p) = 28(p)+2°(P)+r (P +3| Agunsl =S (N) = A | =T

esitsizlikleri vardir. VpeM igin, (2.1.6) ve (2.1.7) esitsizliklerinin esitlik durumlarinin
saglanmasi igin gerek ve yeter sart - Riemann submersiyonunun p e M noktasindan

gecen lifin, M Riemann manifoldunun bir total jeodezik altmanifolduna karsilik

gelmesidir.

Yukaridaki Teorem 2.1.2 den asagidaki sonug verilebilir:
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Sonug 2.1.2. (M™,g) ve (B",g’) birer Riemann manifoldlar1 olmak tizere 7:M — B bir

Riemann submersiyon ve H yatay distribiisyon integrallenebilir olsun. Bu durumda,

IA

22(p) + 27" () +|[ Ty | + 2|7 ()| = S(N) (2.1.8)

2z(p)

\

“ar2||g(p)| - S(N) (2.1.9)

2z(p) 2¢(p)+27 (p)— [Ty

esitsizlikleri vardir. VpeM igin yukaridaki (2.1.8) ve (2.1.9) esitsizliklerinin esitlik
durumlarimin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart 7 Riemann submersiyonunun p e M

noktasindan gegen lifin M Riemann manifoldunun bir total jeodezik altmanifolduna

karsilik gelmesidir.

Lemma 1.5.1. kullanilarak asagidaki teoremler verilebilir:

Teorem 2.1.3. (M™,g) ve (B", g’) birer Riemann manifoldlar1 olmak tizere 7:M — B

bir Riemann submersiyon olsun. Bu durumda,

2

2¢(p) < 2#(p)+27°(p)—-2[T,., +r2|#H ()| +3] A

~S(N)+|[Ty.n [

A (2.1.10)

esitsizligi vardir. Vpe M igin (2.1.10) esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi i¢in

= ||TV || olmasidir.

gerek ve yeter sart || Ay

Teorem 2.1.4. (M™,g) ve (B", g’) birer Riemann manifoldlar1 olmak iizere 7:M — B

bir Riemann submersiyon olsun. Bu durumda,

2

2¢(p) > 2¢(p)+27"(p)+2v3|| Ay +12 | (P ~ | A

~5(N) [T, |

.
Mo (2.1.12)
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esitsizligi vardir. Vpe M igin (2.1.11) esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi i¢in

= || olmasidur.

gerek ve yeter sart | A,
Lemma 1.5.2. géz Oniine alinarak asagidaki teoremler verilebilir:

Teorem 2.1.5. (M™,g) ve (B", g’) birer Riemann manifoldlar1 olmak tizere 7:M — B

bir Riemann submersiyon olsun. Bu durumda,

F-5(N)

2¢(p) < 28(p)+27°(p) —r@—n)|#H(P)| +3] A

(2.1.12)
_||A1'|><V i +||TV><H |2

esitsizligi vardir. Vpe M igin (2.1.12) esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi i¢in
gerek ve yeter sart

i) 7 Riemann submersiyonunun total umbilik liflere sahip olmasi,

i) herhangi bir i+ je{12,.,r} i¢in T; =0,

sartlarinin saglanmasidir.

Ispat. Burada (2.1.1) esitligi ele alindiginda,

20(p) = 26(p)+2c (p)-EEM) LS ()41 T

s=1i= s=li%] (2113)
2 = 2 2
3 A" = SN+ [T = Av [
yazilabilir. Yukaridaki ifadede (1.5.19) esitsizligi kullanilirsa
. . 1n r s nor s
2e(p) < 28(p)+20°(P) - X(ETR) - X X () +r o (p)]]
Is=1 i=1 s=lix] (2114)

2

SN [T = 1A

+3||AH><H

esitsizligi elde edilir ki bu da (2.1.12) ifadesine denktir. Boylece Vpe M igin (2.1.12)

esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi icin gerek ve yeter sart
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Tu=Tp=w=T, Ve IX()° = 0 (2.1.15)
s=li#]j
olmasidir. Dolayisiyla bu da ispati tamamlar. O

Teorem 2.1.6. (M™,g) ve (B”, g') birer Riemann manifoldlar1 olmak iizere 7:M — B

bir Riemann submersiyon olsun. Bu durumda,

2c(p) 2 28(p)+27 () =T

~5(N)+|T,.

e a(p)f +%iz(A4XH)2

2 2
_||AH><V

(2.1.16)

esitsizligi vardir. VpeM igin (2.1.16) esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi i¢in
gerek ve yeter sart
A, =A,=..=A, ve herhangibiri=je{l2..n} i¢in A =0,

olmasidir.

Ispat. Bu teoremin ispati, yukarida verilen Teorem 2.1.5° in ispatina benzer sekilde

gosterilebilir.

Sonu¢ 2.1.3. (M",g) ve (B”, g') birer Riemann manifoldlar1 olmak iizere 7:M — B

total jeodezik liflere sahip bir Riemann submersiyon olsun. Bu durumda,

2r(p) = Zf(p)+22'*(p)+%iz(AHxH )? (2.1.17)

esitsizligi vardir. (2.1.17) esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi igin gerek ve yeter

sart
A,=A,=..=A, ve herhangibiri=je{12..,n} i¢in A, =0

olmasidir.

Sonu¢ 2.1.4. VpeM igin (2.1.6) - (2.1.9) ve (2.1.12) esitsizliklerinin esitlik durumlarinin

saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart 7 Riemann submersiyonunun harmonik olmasidir.
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Teorem 2.1.7. (M",g) ve (B",g’) birer Riemann manifoldu olmak iizere 7:M — B bir

Riemann submersiyon olsun. @, U, ve U, dikey vektorlerinin gerdigi diizlemi gostermek

lizere,

rz((r 2Dlse(pf + +25(N)
(2.1.18)

1
E”AHXV i E”AHXH i

7(p)-Kp < #(p)+77(p)+Kp—

1
E”TVXH ’

esitsizligi vardir. VpeM igin (2.1.18) esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi gerek
ve yeter sart x'(M)’ nin {U,U,,..,U,} ve z"(M)’ nin {X,,X,,..,X,} ortonormal

bazlari igin M manifoldunun dikey uzaymnin Sy ,Sy ,...,Sy sekil operatorlerinin

0 0
b 0 ..
S, = |00 2 .. 0f, A=ath (2.1.19)
000 A

ve

S, =|/0 0 0 .. 0| 2<s<n (2.1.20)

formunda olmasidir.

Ispat. Eger
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. . r’(r-2
R R 102 I LY L Y P
+3]Al -5 (N)
yazilir ve bu ifade (2.1.1) esitliginde yerine konursa
2 r 2
- H 2.1.22
L L e A Q) (2.1.22)

elde edilir. Diger yandan, peM noktasindaki ortalama egrilik vektoriniin yonii X,

olarak segilir ve (2.1.22) ifadesi goz oniine alinirsa

(L) - (r—l)( WS S @3 S ) j (2.123)

i#j=1 s=21i,j=1

bulunur. Ayrica (2.1.23) ifadesinde Lemma 1.5.3 kullanilirsa,

T, 2 _E+_ Z (T.) += Z Z (T.J) (2.1.24)

2|¢11 25 2i,j=1

elde edilir. Diger yandan ®, y'(M) iizerindeki U, ve U, ortonormal vektorlerinin

gerdigi 2-diizlem kesitini gostermek tizere (1.6.13) ve (2.1.23) ifadelerinden,

K < Kot 20505 X AN D S (0 + 3 LT,
< K@_g-’_% n (Tli ) ZZ(Tu)
s=2 s=21i,j>2 (2125)
+ZZ(( 7 ()
< R, _W

9
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yazilabilir. Bu ise (2.1.18) ifadesine denktir. Ayrica VpeM igin (2.1.18) esitsizliginin

esitlik durumunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

n 2
SzZZ(leJrsz) = 0,
L5(@reay) - o
ZZ (I-ijSZ = 01
s=21i,j>2

1

olmasidir. Bdylece peM noktasindaki dikey uzayin sekil operatorleri le,...,SXn,

(2.1.19) ve (2.1.20) seklindedirler. o

Ornek 2.1.1. S*"*, 1 sabit egrilikli ve CP"(4), 4 sabit holomorfik kesit egrilikli

kompleks projektif 4-uzaymi gostermek iizere 7 : S — CP"(4) bir Riemann

submersiyon olsun. Bu durumda agiktir ki 7z kompleks Hopf titresimi (2.1.18) esitsizligini

saglamaktadir.

2.2. Riemann Submersiyonlar Icin Ricci Egriligini Iceren Bazi Esitsizlikler

Bu kisimda, Riemann submersiyonlar igin yatay ve dikey distribiisyonlarn Ricci
egriligini iceren bazi esitsizlikler verildi. Ayrica verilen bu esitsizliklerin esitlik durumlar
diisiiniilerek Riemann submersiyonlar i¢in bazi karakterizasyonlar elde edildi.

Diger yandan, Riemann submersiyonlar i¢in Chen-Ricci esitsizligi kurularak bu
esitsizligin esitlik durumunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sartlar belirlenecektir. Ayrica

Riemann submersiyonlar i¢in Chen-Ricci esitsizligini saglayan bazi drnekler sunulacaktir.

Bu boliim igin dncelikle asagidaki lemmayi verelim:

Lemma 2.2.1. (M™,g) ve (B”, g') birer Riemann manifoldlar1 olmak lizere 7:M — B
bir Riemann submersiyon olsun. Ayrica T,M ’ nin herhangi bir p e M noktasinda 6yle bir
{Ul,Uz,...,Ur, X Xy Xn} ortonormal bazi vardr ki V= Span{Ul,...,Ur} ve

H =span{X,,..., X,} seklindedir. Bu durumda,
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Ric(U;) = RicU))+X(g(T,U,.T,U)-9(T,U;.T,U))
n = (2.2.1)
+J_Z_:l(g(TUiXj'TUixj)_g(ijUi'AXjUi)_g((VXjT)(Ui’Ui)7 Xj))

Ric(X,) = Ric’(X)+ X (9(Ty X, T, X,)~9(AU; AU)
- n (2.2.2)
“9(( DU, U) X)) 32 9(A X A X))

esitlikleri vardir. Burada

RicU,) = ji_lfz(ui,uj,uj,ui)
ve

RiC’(X,) = jilR*(xi,xj,xj,xi)
seklindedir.

ispat:  Herhangi bir U, e7'(M) ve X, €z"(M) igin Ricci egrilikleri asagidaki

formdadir:
RicU) = YRU,U,U,U)+3RU, X, X,U) (2.2.3)
=1 j=1
Ric(X,) = YR(X,U,U,X)+ZR(X, X, X, X,). (2.2.4)
j=1 j=1

Yukarida verilen (2.2.3) ve (2.2.4) ifadelerinde (1.6.13), (1.6.16) ve (1.6.19) esitlikleri
kullanilirsa (2.2.1) ve (2.2.2) esitlikleri dogrudan elde edilir. O

(M™,g) ve (B”, g') birer Riemann manifoldlart olmak iizere 7:M — B bir
Riemann submersiyon olsun. Bu durumda asagidaki lineer doniisiimler mevcuttur:

T M) > (MY
U - T'"U)=TNV
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T M) > (M)

U - T'U)=T'X
T, © M) > (M)

X - T)(X)=T'X

ve

A M) > (MY

X - A'(X)=AY
A (M) o> MY

X — A'(X)=AU
A (M) > (MY

U — A'(U)=AU.

Burada #"(M)" ve z'(M)" sirasiyla

7"(M) ve z'(M) yatay ve dikey vektor

uzaylarinin dual vektor uzaylarini gostermektedir. Ayrica yukarida verilen lineer

doniistimlerin normlarmin kareleri

o) =

T’ (U )HZ =

T (0|

A [

INeSlk

B -

ji_lg(ru“U,-,Tu“Uj),
ji_lg(FJX,-,TJX,-),
> 9T X, T %),
ji_lg(A;xj,A;xj),
> g(AU; AU)).

Y g(Ah U, A" U),
= j i

seklinde olup burada {U,,...,U,} ve {X,,.., X} sirasiyla "(M) dikey distribiisyonunun

ve ;(h (M) yatay distribiisyonunun ortonormal bazlarmi gostermektedir.

Yukarida verilen notasyonlar géz dniine alinarak asagidaki teoremler verilebilir:

Teorem 2.2.1. (M™,g) ve (B", g’) birer Riemann manifoldlar1 olmak iizere 7:M — B

bir Riemann submersiyon olsun. Bu durumda,
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RicU) < Ric(U)+rg(T'U,N)+ Tlv(U)Hz—g(TU“U) (2.2.5)

esitsizligi vardir. Birim dikey vektér alan1 U € y'(M) icin yukarida verilen (2.2.5)
esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart V'V € y'(M) ve
X e ¥"(M) icin

TV =

0,
AU = 0,

olmasidir. Ayrica her U € y'(M) icin (2.2.5) esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi

icin gerek ve yeter sart T" ve A" lineer doniisiimlerinin sifir olmasidir. Diger yandan,
. A 2 2 —
RicU) > Ric(U)+rg(U, #(p) [T O -[A W) -6(U)  (2.26)

esitsizligi vardir. Birim dikey vektor alani U € '(M) igin yukarida verilen (2.2.6)

esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi igin gerek ve yeter sart vV X € )(h (M) igin,
X =0 (2.2.7)

olmasidir. Ayrica vV U € y'(M) igin (2.2.6) esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi

i¢in gerek ve yeter sart T" lineer doniisimiiniin sifir olmasidir.
Ispat. V peM icin, birim dikey vektor alan1 U € y*(M) igin (2.2.1) ifadesi goz 6niine

alinirsa

RicU) = Ric(U,)+rg(ToU, 7 (p)~[TW)| +
A -smu,)

T U)[

(2.2.8)



48

yazilabilir. 1<i<r i¢in yukarida verilen (2.2.8) esitliginde U =U, kullanilirsa istenen

ifade dogrudan elde edilir. O

Teorem 2.2.2. (M™,g) ve (B", g’) birer Riemann manifoldlar1 olmak tizere 7:M — B

bir Riemann submersiyon olsun. Bu durumda,

Ric(X) < Ric'(X)+g(V, N, X)+[Ty O +3| A o) (2.2.9)

esitsizligi vardir. Birim yatay vektor alam X € ¥"(M) icin yukarida verilen (2.2.9)

esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi igin gerek ve yeter sart vV V € ' (M) icin
: (2.2.10)

olmasidir. Ayrica, V X € Zh(l\/l) icin (2.2.9) esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi

i¢in gerek ve yeter sart A" lineer doniisiimiiniin sifir olmasidir. Diger yandan
Ric(X) > Ric’(X)+g(V, N, X)~|A" ()| (2.2.11)

esitsizligi vardir. Birim yatay vektor alam X € 7"(M) icin (2.2.11) esitsizliginin esitlik

durumunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart VY € 7"(M) ve Ve y'(M) vektor

alanlar i¢in,

T/X =
AY =

(2.2.12)
olmasidir. Ayrica burada V X € 7"(M) birim yatay vektor alani i¢in (2.2.11) esitsizliginin

esitlik durumunun saglanmast igin gerek ve yeter sart T' ve A" lineer déniisiimlerinin sifir

olmasidir.
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ispat. V peM noktasinda birim yatay vektor alani X € y"(M) icin (2.2.2) esitligi goz
Oniine alinirsa
Ric(X;) = Ric"(X,)+g(VxN,X)+|

OO Ao +3Aa e 213)

yazilabilir. 1<i<n i¢in, yukarida verilen (2.2.13) esitliginde X = X, kullanilirsa istenen
ifade dogrudan elde edilir. O
Burada daha once verilmis olan (1.6.20), (1.6.21) ve (1.6.22) esitlikleri gbz Oniine
alinarak denilebilir ki, eger M pozitif olmayan sabit kesit egrilikli bir manifold ise bu
durumda H yatay distribiisyon integrallenebilirdir ve B Riemann manifoldu pozitif
olmayan kesit egriligine sahiptir. Ayrica [50] ¢calismasi ele alindiginda goriilebilir ki C. Pro
ve F. Wilhelm, pozitif Ricci egrilikli herhangi bir kompakt Riemann manifoldundan pozitif
olmayan Ricci egrilikli bir B Riemann manifolduna tanimli bir Riemann submersiyon

olmadigini gdéstermislerdir.

Sonuc¢ 2.2.1. (M™,g) ve (B", g’) birer Riemann manifoldlar1 olmak tizere 7:M — B bir
Riemann submersiyon olsun. Yukarida verilen notlar goz Oniine alinirsa 7z Riemann
submersiyonunun pozitif Ricci egriligini korudugu goriiliir. Ozel olarak, eger M
manifoldu bir Einstein manifoldu ise ve herhangi bir birim yatay vektor alan1 X € ;(h (M)

icin (2.2.9) esitsizliginin esitlik durumu saglanirsa, bu durumda M ve B manifoldlarinin

her ikisi de diizlemseldir.

2.2.1. Chen-Ricci Esitsizligi

Bu kisimda, Riemann submersiyonlar i¢cin Chen-Ricci esitsizligi kurulacaktir. Burada
temel tensor alanlari ile total uzaym icsel ve digsal invaryantlar1 arasindaki baglantilar

calisilacak ve Riemann submersiyonlar i¢in bazi karakterizasyonlar verilecektir.

(M™,g) ve (B”,g') birer Riemann manifoldlari olmak iizere 7:M — B bir

Riemann submersiyon ve M iizerindeki bir lokal ortonormal ¢at1 alani {Xi,U j}

I<i<nI<j<r

olsun. Bu durumda temel tensorlerin normlarinin karesi asagidaki gibi verilebilir:



50

2 r
HThH - __Zlg(TUhin,TU“in) (2.2.14)
i,j=
v 2 rn v v
Tl = 2290y X1, X)) (2.2.15)
1=l J=
h||? h h
HA H - Zizlg(ijUi’ijUi) (2.2.16)
1=l |=
v 2 n v v
|AT = X a(a X AL X)) (2.2.17)

i,j=1

Lemma2.2.2. (M",g) ve (B”, g') birer Riemann manifoldlar1 olmak iizere 7:M — B

bir Riemann submersiyon ve M iizerindeki bir lokal ortonormal c¢at1 alani

{Xi U, }Ki<nKj<r olsun. Burada H yatay ve V dikey distribiisyonlari, sirastyla {X;} __ ve

I<i<n

{U j} _tarafindan gerilmek tizere
<j<r

2

20(p) = 2é(p)+27 (p)+ra(p) [T +3[A"
= 2 2 (2.2.18)
—S(N)+]T —HA"H,
seklindedir. Burada
#p) = ¥ KU,U)

I<i<j<r

ve

7(p) = ¥ K(X,X))

Ki<j<n

sirasiyla dikey ve yatay distriblisyonlarin skalar egriliklerini gostermektedir.

Ispat. v peM noktasinda M manifoldunun z(p) skalar egriligi
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o(p) = %z R(ui,uj,uj,ui)%i R(X,, X, X, X,)
l”ﬂ e (2.2.19)
SEER(XU,U,X)
i=1 j=

seklindedir. Yukarida verilen (2.2.19) ifadesinde (1.6.26) esitligi g6z Oniine alinirsa
(2.2.18) dogrudan elde edilir. O

Teorem 2.2.3. (Chen-Ricci Esitsizligi) (M™,g) ve (B", g’) birer Riemann manifoldlari

olmak tizere 7:M — B bir Riemann submersiyon ve M {izerindeki bir lokal ortonormal

cat1 alani {Xi,Uj} olsun. Burada H yatay ve V dikey distribiisyonlar sirasiyla

I<isnI<j<r

{Xi}.., ve {U j }Kjg tarafindan gerilmek {izere asagidaki durumlar s6z konusudur:

i) VU ey (M) birim dikey vektor alan1 igin,

3

Ric, (U)— Ric(U) -7 (p) < %r2||}[(p)||2+% I 2+%5(N),

(2.2.20)

esitsizligi vardir ve burada
Ric,U) = YRU.U,U,U)
=1
seklindedir.
ii) Birim dikey vektor alam U e y'(M) olmak flizere, (2.2.20) esitsizliginin esitlik
durumunun saglanmasi igin gerek ve yeter sart A"’ nmn sifir ve U vektor alanina

ortogonal olan tiim V € y'(M) vektor alanlar1 igin

TV = 0,
(2.2.21)

r
TUhU E }[( p)l

ifadelerinin saglanmasidir.
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iii) VUey'(M) birim dikey vektor alani i¢in yukarida verilen (2.2.20) esitsizliginin

esitlik durumunun saglanmasi icin gerek ve yeter sart A" sifirdir ve asagidaki sartlardan
herhangi biri saglanir:
a) eger r=2 ise 7 Riemann submersiyonu total umbilik liflere sahiptir,

b)  eger r=2 ise 7 Riemann submersiyonu total jeodezik liflere sahiptir.

Ispat. (2.2.18) ifadesinde (1.5.17) esitligi kullanilirsa,

a * 1 1o s s s
2e(p) = 22(p)+ 20 (p)+ - [H(P) —5 2 (T3 -Tp = ~T)’

2

_221 ZZ(T1SJ)2 + 2212 2 TiiSTj? _(Tijs)2 +3‘ A’ (2.2.22)
s=1]= s=12<i<j<n
SN+ [

yazilabilir. Ayrica burada

> S (LT-0)) = (p)-Ric, (U,)+Ric(U,) - 2(p),

s=12<i<j<n

ifadesi kullanilirsa

7 (p)+Ric(U,) ~Ric, (U,) < %r2||}[(p)||2+g‘sz+% TVZ+%5(N), (2.2.23)

elde edilir. Yukarida verilen (2.2.23) ifadesinde U =U, kullanildiginda (2.2.20) esitsizligi
bulunur.
Birim dikey vektor alan1 U € y'(M) i¢in (2.2.20) esitsizliginin esitlik durumunun

saglanmasi igin gerek ve yeter sart A"’ min sifir ve se{1,2,...,n} i¢in

T,=T5=..=T; =0,
T =T,+.+T;

rr?

(2.2.24)

olmasidir ve bu da (2.2.21) ifadesine denktir.
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Siradaki adimi géstermek i¢in kabul edilsin ki tim U € y'(M) birim dikey vektor
alanlar1 i¢in (2.2.20) esitsizliginin esitlik durumu saglansm. Bilindigi gibi = T",
2 (M)x y'(M) {izerinde bir simetrik operator oldugundan ve yukaridaki (2.2.24) ifadesi

g0z Oniine alinirsa 1 # j € {1, 2,..., r} Ve Se {1,2,..., n} icin

T: =0, (2.2.25)
2T, =T +T,, +..+T,

o

bulunur. Bu durumda yukarida verilen (2.2.25) esitlikleri ele alinirsa
(r=2)(T5;+T,+..+T;) = 0 (2.2.26)

elde edilir. Boylece ya Ti+T,+..+T,=0" dir ya da r=2" dir. Eger
TS +T,+...+T; =0 ise (2.2.25) ifadesinden tim i# je {1, 2., r} ve s E{ZL 2,...,n} icin
T =0’ dir. Ayrica (2.2.26) esitligi de kullanilarak tim i# j e {1, 2,..., r} ve Se {1, 2,..., n}
igin TijS =0 seklindedir ve bunun anlami ise V peM noktasinda 7z Riemann
submersiyonunun liflerinin total jeodezik olmasidir. Eger r =2 ise (2.2.24) ifadesinden

tim se{l2,..,n} i¢in 2T;=2T,, =(T;+T,) bulunur. Bunun anlami ise V peM

noktasinda 7 Riemann submersiyonunun liflerinin total umbilik olmasidir. Dolayisiyla

ispat tamamlanir. O

Baz1 6zel durumlar goz oniine alinarak asagidaki sonuglar verilebilir:

Sonuc 2.2.2. (R™,g) ve (B,g") sirastyla m-boyutlu Oklidyen uzay: ve n-boyutlu Riemann
manifoldu olmak iizere #z:R—B bir Riemann submersiyon olsun. Bu durumda,

VU e y'(R) birim dikey vektor alani igin

AV

Ric, (U)—Ric(U) < %r2||}[(p)||2+g‘ 2+%5(N), (2.2.27)
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esitsizligi vardir. Birim dikey vektér alam U e y'(R) i¢in yukaridaki (2.2.27)
esitsizliginin esitlik durumu saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart (2.2.21) ifadesinin

saglanmasidir.
vV Uey (R) birim dikey vektor alani i¢in yukaridaki (2.2.27) esitsizliginin esitlik
durumunun saglanmasi igin gerek ve yeter sart A"’ nin sifir olmasi Ve bunun yaninda ya

r=2 ve x Riemann submersiyonu total umbilik liflere sahip ya da 7 Riemann

submersiyonunun total jeodezik liflere sahip olmasidir.

2.2.2. Chen-Ricci Esitsizligini Saglayan Riemann Submersiyonlar ile Ilgili Baz
Ornekler

Bu kisimda (2.2.20) esitsizligini saglayan iki 6rnek verilecektir.
Ornek 2.2.1. M, R® Oklidyen uzayinin {Xl,Xz,X3, Xy Xs} koordinatlarina sahip 5-boyutlu

bir altmanifoldu olmak tizere

cotx, = ﬁ, X,#0 ve X e (0%} (2.2.28)
X2

olsun. Burada
r: M > R
doniistimi
(X, Xy, %50 X, %) = (X COSX; + X, COS X5, X,, X)) (2.2.29)

seklinde olmak tizere 7z donilisiimiiniin J Jakobiyan matrisi

sinx, cosx, 0 0 O
J =10 0 010 (2.2.30)
0 0 0 01
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seklindedir. Burada rank 7=boy R® oldugundan 7 déniisiimii bir submersiyondur. Diger

yandan, M manifoldunun yatay ve dikey uzaylari

H = Span Xlzsinx3i+cosx3i, Xzzi, XS:i (2.2.31)
X, OX, oX, OXs

V = Span Ulz—cosx3i+sinx3i, U2:i , (2.2.32)
o, oX, 0X,

seklindedir. Buradan acikca goriilebilir ki 7:M —R® déniisimii bir Riemann
submersiyondur. Ayrica dogrudan hesaplamalarla
Tuvle = U,
TU“IUZ = X,
elde edilir. T", TY, A" ve A’ operatorlerinin diger bilesenleri ise sifirdir. Dahas,
7"(p)=0, Ric(U,)=0, Rig, (U,)=0
bulunur. Buradan agik¢a goriilebilir ki Ornek 2.2.1 deki 7 Riemann submersiyonu
(2.2.20) esitsizligini saglar.
Yukaridaki (2.2.20) esitsizligini saglayan bir diger 6rnek ise asagidaki gibidir:

Ornek 2.2.2. B bir profil egrisi olmak iizere, C Katenoidi
X(u,v) = (coshvcosu,coshvsinu,v) (2.2.33)

parametrizasyonu ile verilsin. Bu durumda = : C — B bir submersiyondur ve =
projeksiyonu  (coshvcosu,coshvsinu,v) © yi (coshv,v)’ ye tasiyan bir doniisiimdiir.
Boylece C katenoidinin yatay ve dikey uzaylari

H = span{X, =(sinhvcosu,sinhvsinu,1)},

V = span{X, =(—coshvsinu,coshvcosu,0)}.

seklindedir. Dogrudan hesaplamalarla,
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(X,, X,)=cosh®v, (X, X,)=0, (X,,X,)=cosh®v
elde edilir. Burada “< , >” [R® deki i¢ carpimi gdstermektedir. Diger yandan,

(Xs X, )= <uu, =Xy, >=coshvsmhv

X Xo) = (X %)= (X X, =0

seklindedir. T,C'* nin ortonormal bazi

1 1
= X , e = X,
{el coshv =" > coshv }

secilirse

Tee, = -—sinhve,
Tge, = sinhve,
Ae, = Ae =0
bulunur. Bu durumda C katenoidinin Gauss egriligi

1

R(el’ezve2’e1) = _m

elde edilir.

2.3. Lagrangian Riemann Submersiyonlarin Skalar Egriligi ve Harmonikligi

Bu boliimde, Kaehler manifoldlardan Riemann manifoldlara tanimli olan Lagrangian
Riemann submersiyonlar ¢alisildi. Lagrangian Riemann submersiyonlarin total uzaymin
i¢sel ve digsal invaryantlar1 arasindaki bagintiy1 elde edebilmek i¢in bazi temel esitsizlikler
kuruldu ve kurulan bu esitsizlikler kullanilarak Lagrangian Riemann submersiyonlarin
liflerinin total jeodezik veya total umbilik olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar belirlendi.
Ayrica tanimlanan bu submersiyonlarin harmonikligi de incelendi ve burada tensiyon alani
hesaplanarak 7:M — B seklinde tanimli olan Lagrangian Riemann submersiyonunun

harmonik olmas1 i¢in gerek ve yeter sartlar verildi.
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2.3.1. Lagrangian Riemann Submersiyonlar I¢in Chen Esitsizlikleri

Bu bolimde 7 Lagrangian Riemann submersiyonu igin egrilik invaryantlari
kullanilarak  Chen esitsizlikleri  hesaplanacaktir. Ayrica Lagrangian Riemann
submersiyonlarin harmonikligi incelenerek bu submersiyonlarin harmonik olmalar1 igin

gerek ve yeter sartlar verilecektir.

Lemma 2.3.1. M ve B sirasiyla Kaehler manifold ve Riemann manifold olmak iizere

7:(M,J,9) —(B,g") bir Lagrangian Riemann submersiyon olsun. Bu durumda,

20°(p) = 28(p)-[T | 02 rc (), (23.1)

2r(p) = 2?(p)+27*(p)—5(N)+n2||}[(p)||2, (2.3.2)

esitlikleri mevcuttur. Burada

ip) = T KU
r(p) = 1<iEj_jqK*(JUi,JUj)

ifadeleri T (M) uzaymin sirasiyla dikey ve yatay n-diizlem kesitlerinin skalar egriliklerini

gostermektedir.

Ispat. M bir Kaehler manifold oldugundan,

> RU,U,,U,,U) = ¥ R@U,,JU,JU,,JU,) (2.3.3)

i,j=1 ij=1

yazilabilir. Burada R, M Kaehler manifoldunun Riemann egrilik tensoriinii
gostermektedir. Yukarida verilen (2.3.3) ifadesinde Riemann submersiyonlar igin verilen

Gauss-Codazzi denklemleri kullanilirsa,
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> R'(JU,,JU,,JU,,JU,) = D R(U,U,U,U)

i1 =

- Z (( ) +T|| jj

i,j,k=1

(2.3.4)

bulunur. (2.3.4) esitliginden (2.3.1) ifadesi elde edilir.
Ayrica (M, J, g) manifoldu Kaehler sartin1 sagladigindan, yani
Vydv = JvpV

yazilabilir. Dolayisiyla buradan
T,V = JIV

bulunur. Burada gerekli notasyonlar kullanildiginda,

2

H V=V V><H

esitligi elde edilir. Diger yandan, (2.3.2) esitligini ispatlamak i¢in, 7z Lagrangian Riemann

submersiyonunun skalar egriligi ele alinirsa,

z(p) = 1Z R(Ui,U,-,U,-,Ui)+%i R(JU,,JU,,JU,,JV,)
g W (2.3.5)
+L 3R, U, 30Uy

2ij=1

yazilabilir. Burada {Ui} 7 Lagrangian Riemann submersiyonun dikey uzayinin bir

1<i<n’

ortonormal bazini1 gostermektedir. Burada Gauss-Codazzi denklemleri yeniden kullanilirsa,

2r(p) = 2 RU,U,U,U)=- > (T5)?+2 3 T/

n 1)

hi=L i, j.k=1 ijk=1
_ijzilg((vJUiT)(Uj’Uj)"JUi)

2r(p) = RU,U,U,U)- ¥ (rijk)2+ > TT

i,jk=1 i,j.k=1

+z R"(JU,, U;,9U;,90) = 2 g((V 5, Ty, U, U)) (2.3.6)
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bulunur. Burada yukarida verilen (2.3.6) ifadesinde (1.6.26) kullanilirsa (2.3.2) esitligi
elde edilir. 0

Diger yandan, burada not edilmelidir ki H. M. Tastan [56]" daki ¢alismasinda
Kaehler manifoldtan Riemann manifolda tanimli Lagrangian Rieman submersiyonlari ele
almis ve bu submersiyonlarin yatay distriblisyonunun integrallenebilir oldugunu
gostermistir. Dolayisiyla buradan soylenebilir ki Lagrangian Riemann submersiyonlar i¢in

A temel tensorii her zaman sifirdir.
Yukaridaki kavramlardan asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 2.3.1. M ve B sirasiyla Kaehler manifold ve Riemann manifold olmak iizere

7:(M,J,9) — (B, g’) bir Lagrangian Riemann submersiyon olsun. Bu durumda,
2¢(p)—n@-n)#(p) = 27°(p), (2.3.7)
“_5(N), (2.3.8)

v
TV><H

2e(p) < 28(p)+2¢ (p)—n(—n)|(p) +

esitsizlikleri mevcuttur.  Yukarida verilen (2.3.7) ve (2.3.8) esitsizliklerinin esitlik
durumlarinin saglanmasi igin gerek ve yeter sart asagidaki durumlardan herhangi birinin

saglanmasidir:

1) 7 Lagrangian Riemann submersiyonu total umbilik liflere sahiptir.

i) & bir total umbilik folasyondur.

Ispat. Lemma 1.5.2 ve (2.3.1) ifadesi goz oniine alinirsa,
27 () =28p) - (Y - 25 ()" + X T,
i.s= s=1 i ijs=
yazilabilir. Yukaridaki ifadede (2.1.13) esitsizligi kullanilirsa
27 (p) < 20(R) -2 X (1) - 317+ (P

i,s=1 s=1 i#]
esitsizligi elde edilir. Bu ise (2.3.7) ifadesine denktir. Boylece VpeM i¢in (2.3.7)

esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart
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n=Tp=..=T, ve ZZ(T”S)Z:O

s=1 i#]j

T

olmasidir. Dolayisiyla (2.3.7) ifadesinin ispati tamamlanir. (2.3.8) ifadesinin ispati ise

benzer sekilde gosterilebilir.

Lemma 2.3.2. M ve B sirasiyla Kaehler manifold ve Riemann manifold olmak tizere

7:(M,J,9) — (B, g’) bir Lagrangian Riemann submersiyon olsun. Bu durumda,

27(p) “ron?|ar(p)|f -S5(N), (2.3.9)

42(p) [T,

2r(p) = 47 (p)+[To[ —5(N), (2.3.10)

\2
TV><H

esitlikleri saglanir.

Ispat. Riemann submersiyonlar igin skalar egrilik
w(p) = ERUULULU)H E ROULU,LU,IU)
i,j=1 i,j=1

seklindedir. Yukaridaki ifadede Gauss-Codazzi denklemleri kullanildiginda

T kT-k

2t(p) = 22“: IQ(Ui’Uj’Uj’Ui)__ (Tijk)2+2_. i 1

n n
i,j=1 i,j,k=1 i,j,k=1

~> g((VyyTU,,U,),3U)

i,j=1
bulunur. Buradan (2.3.9) ifadesi dogrudan elde edilir. Ayrica Riemann submersiyonlar i¢in
skalar egrilik
o(p) = 3 R(JUi,JUj,JUj,JUi)+% > R(JU,,U,,U;,JU,)
ij=1 ij=L

ile de yazilabilir. Boylece yukaridaki ifadelerin esitleri yerlerine yazildiginda

2¢(p) = 2% R'(JU,JU,,3U,,dU)+ 3 (T)?

n
ij=1 i,j,k=1

-3 g((V,, THU,U,),3U)

i,j=1

elde edilir. Bu ise (2.3.10) esitliginin ispatini verir. O
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Sonu¢ 2.3.1. M ve B sirasiyla Kaehler manifold ve Riemann manifold olmak iizere

7:(M,J,g9) —(B,g’) total jeodezik liflere sahip bir Lagrangian Riemann submersiyon

olsun. (2.3.9) ve (2.3.10) ifadeleri g6z Oniine alindiginda yatay ve dikey uzaylarin skalar

egriliklerinin ayni oldugu goriiliir.

Yukarida verilen (2.3.9) ve (2.3.10) esitlikleri kullanilarak asagidaki

karakterizasyonlar verilebilir:

Teorem 2.3.2. M ve B sirasiyla Kaehler manifold ve Riemann manifold olmak {izere

7:(M,J,9) —(B,g") bir Lagrangian Riemann submersiyon olsun. Bu durumda,

IA

2¢(p) < 4z(p)+2n?|#H(p)| —5(N), (23.11)

\

2z(p) 47'(p)-5(N), (23.12)
esitsizlikleri vardir. Yukaridaki (2.3.11) ve (2.3.12) esitsizliklerinin esitlik durumlarinin
saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart x Lagrangian Riemann submersiyonun peM
noktasindan gecen lifin M ’ nin bir total jeodezik altmanifoldu olmasi veya F ’nin total

jeodezik bir folasyon olmasidir. Ayrica buna ek olarak,

IA

27(p) 4z(p)+n(2n-2) |7 (p)|* - 5(N), (2.3.13)

\%

27(p) 47" (p)+n?|#(p)| —S(N), (2.3.14)

esitsizlikleri vardir. Vpe M i¢in yukaridaki (2.3.13) ve (2.3.14) esitsizliklerinin esitlik

durumlariin saglanmasi igin gerek ve yeter sart 7 Lagrangian Riemann submersiyonu

total umbilik liflere sahip veya & ’ nin bir total umbilik folasyon olmasidir.
Lemma 1.5.2 g6z Oniine alinarak asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 2.3.3. M ve B sirasiyla Kaehler manifold ve Riemann manifold olmak {izere

7:(M,J,g) — (B, g’) bir Lagrangian Riemann submersiyon olsun. Bu durumda,
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n (n 2)||

7(p)-Kyp < #(p)+77(p)—Kp + H(p)| +

V><H

—%5@0 (2.3.15)

esitsizligi vardir. VpeM icin yukaridaki (2.3.15) esitsizliginin esitlik durumunun

saglanmasi igin gerek ve yeter sart T" tensoriine karsilik gelen matrislerin

00 .. 0
b 0 .. 0

Sw, = [0 0 2 .. 0] A=a+b
000 A

ve

0O O 0O ... 0
formunda olmasidir.

Ispat. Burada eger

2 n*(n-2) 2
+—(n—1) l#(p)|" =S5 (N) (2.3.16)

W =

V><H

ve T,V = JT )V esitlikleri kullanilirsa,

+ H VxV

bulunur. Ayrica, y"(M) dikey distribiisyonun 2-diizlem kesiti @ = {Ul, Uz} olmak {iizere,
RULUU, U = RULU, U U )+ Tl + 2 (TAT, —(T:2)°)

elde edilir. Burada Lemma 1.5.3 kullanilirsa,
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Tl 2 _54‘5';]:_1(1- )’ + 2%:12 (T.,) (2.3.17)

yazilabilir. Boylece

R(Ul’UZ’UZ’Ul) 2 R(Ul'UZ’UZ’Ul) + za-ll +T22)
1

2k =21i,j>2

(TU ) + Z Z ((le) +(TZJ) )
esitsizligi elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapildiginda
A w
R(U1!U2’U21U1) < R(U1'U2’U21U1)__
bulunur ki bunun anlam1 da
Ke < Kp——
olmasidir. Ayrica (2.3.16) ve (2.3.17) ifadeleri de goz oniine alindiginda
: - . (n 2)
RU,U, U, U)) = RU,U, U, U)-7(p)—7 (p)+z(p)- ” ( )”

1‘TV
2

VxH

f+Zam)

seklindedir. Buradan ise (2.3.15) ifadesi elde edilir. Ayrica herhangi bir peM igin,

(2.3.15) esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi igin gerek ve yeter sart

Z (T +T2) =0,

23 (15 + (7)) =0
23 (1) =0

1 1 1 1
T11 +T22 :T33 = _Tnn’

olmasidir. Dolayisiyla bu ifadeler T" tensériine karsilik gelen matrislerin istenen formda

oldugunu gosterir. O

Onerme 2.3.1. M ve B sirasiyla Kaehler manifold ve Riemann manifold olmak iizere

7:(M,J,g9) —(B,g’), total jeodezik liflere sahip bir Lagrangian Riemann submersiyon

olsun. Bu durumda, (M, J,g) total uzaymin bir Einstein manifoldu olmasi igin gerek ve
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yeter sart, B manifoldunun ve 7 submersiyonun liflerinin Einstein manifoldu olmasidir
[42].

Ornek 2.3.1. M ve B sirasiyla Kaehler manifold ve Riemann manifold olmak iizere
7:(M,J,9) —(B,g’), total jeodezik liflere sahip bir Lagrangian Riemann submersiyon
olsun. Eger M manifoldu bir Einstein manifoldu ise ve Onerme 2.3.1 goz 6niine almnirsa
7:(M,J,g) —(B,g’) Lagrangian Riemann submersiyonunun (2.3.15) esitsizligini

sagladig goriiliir.

2.3.2. Lagrangian Riemann Submersiyonlarin Harmonikligi

Lemma 2.3.3. M ve B, sirasiyla, Kaehler manifold ve Riemann manifold olmak tizere

7:(M,J,9) —(B,g’) bir Lagrangian Riemann submersiyon olsun. Bu durumda =
submersiyonunun harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart 7 submersiyonunun bir pe M

noktasindan gegen lifin minimal olmasidir.

Ispat. Daha 6nce verilen (1.7.2) ifadesindeki tensiyon alaninin tanimi kullanilarak,

o) = iz,(V.re)= i(vﬂ*)(Ei, E)

N

n

- {vngBmEi — (Ve Ei)}

N
LN

I
™=

> V5,20, (VU )+ 2{V5, 20U, ~ 7.7, 3U,)|

i=1

Il
iN

+y (VirPrU, -2 (VU + ¥ {V” TB;z*JUi—m(vU,JU_)}
50 j i

ij i j=1
elde edilir. Burada{E,,E,,...,E,,}, {U,,U,,..,.U,} ve{JU,,JU,,.., U}, sirasiyla M total
uzayinin, dikey ve yatay uzaylarin ortonormal bazlarin1 gostermektedir.

Diger yandan, (1.6.7) - (1.6.10) esitlikleri géz Oniine alinirsa ve Kaehler sarti

kullanilirsa,
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n . n N n 1
olm) = 2Vi, U+ 2V, P QU)+ 3 Vi,U,

=1 i,j=1

+3 VG’leB\]Ui - Zlﬂ*(rUjUj) —Z‘iﬂ;(hVJUiJUi)
1= i=

i,j=1

_ i ﬂ*(thJ\]Ui) —_Zn: ”*(AJU,UJ')

i,j=1 i,j=1

bulunur. Béylece dogrudan hesaplamalarla

o(r) = —_Zlﬂ*(TUjUj) (2.3.18)
i=
elde edilir. Dolayisiyla yukarida verilen (2.3.18) ifadesi ispati tamamlar. a]

Boylece asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 2.3.4. M ve B sirasiyla Kaehler manifold ve Riemann manifold olmak {izere

7:(M,J,9) —(B,g") bir Lagrangian Riemann submersiyon olsun. Bu durumda asagidaki

herhangi ii¢ sart diger bir sart1 saglar:

i) 7z donilisiimii harmoniktir,
i) V dikey distribiisyon minimaldir,
iii) H yatay distriblisyon minimaldir.

iv) F bir minimal folasyondur.



3. SONUCLAR

Bu tez calismasindan elde edilen sonuglar asagidaki gibi verilebilir:

1. Bir Riemann submersiyonun taban manifoldu iizerinde skalar egrilik hesaplandi.
Taban manifoldun, hedef manifoldun ve liflerin skalar egriligini igeren bazi esitsizlikler
kuruldu ve bu esitsizliklerin esitlik durumlarinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sartin
M — B Riemann submersiyonunun liflerinin total jeodezik veya total umbilik olmasi

gerektigi sonucuna varildi.

2. Ozel olarak, total jeodezik liflere sahip bir 7:M — B Riemann submersiyonunun
taban manifoldu, hedef manifoldu ve liflerinin skalar egriliklerini igeren bazi esitsizlikler
kurulmus olup M manifoldunun her noktasinda elde edilen bu esitsizliklerin esitlik

durumunun saglanmasi igin gerek ve yeter sartin A, =A, =..=A  ve A =0 olmasi

gerektigi bulundu.

3. M. M. Tripathi’ nin [58] ’de verdigi lemma gbz Oniine almarak 7:M — B
Riemann submersiyonu icin kesit egrilik, skalar egrilik, ortalama egriligi ve Riemann

submersiyonunun temel tensorlerini igeren

A . s ri(r-2) 2,1
-K, < Kp ——— 17 ;o
7(p) - Ky T(f)”(p)i e 2(r;1) (I +500N) (3.1.1)
# oMol =5 1A 45 1Al

esitsizligi elde edildi. Burada (3.1.1) esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi i¢in gerek

ve yeter sartin M manifoldunun dikey uzaymin S, ,Sy ,..,Sy sekil operatorlerine

karsilik gelen matrislerin hangi formda olmasi gerektigi ortaya konuldu.

4. Riemann manifoldlar arasinda tanimli olan 7:M — B Riemann submersiyonu
icin Chen-Ricci esitsizligi hesaplanarak herhangi bir birim dikey vektor alam1 U € y"(M)

igin,
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2 3

Ric, (U)-RicU) 7' (p) = 5 [P +[T°[ +> |

i +%5(N), (3.1.2)

esitsizligi elde edildi. Birim dikey vektor alan1 U € y'(M) igin (3.1.2) esitsizliginin esitlik
durumunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sartin A"’ nimn sifir ve U vektor alanina

ortogonal olan tiim V € y'(M) vektor alanlar1 igin

TV = 0

U % o) (3.1.3)

ifadelerinin saglanmasi gerektigi bulundu. Ayrica tiim birim dikey vektor alam1 U € 3" (M)
icin yukarida verilen (3.1.3) esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi igin gerek ve yeter
sartn A"’ nm sifir olmasi gerektigi ve r=2 olmasi durumunda 7z Riemann

submersiyonunun total umbilik liflere sahip oldugu ya da r #2 olmasi durumunda ise 7z

Riemann submersiyonu total jeodezik liflere sahip oldugu sonucuna varilmstir.

5. M bir Kaehler manifold ve© B de bir Riemann manifold olmak iizere
7:(M,J,9) > (B,qg’) ile tamimh Lagrangian Riemann submersiyonu i¢in bazi esitsizlikler
kuruldu. Bu esitsizliklerin esitlik durumlarinin saglanmasi durumunda ise gerek ve yeter

sartlar belirlendi.

6. Son olarak, Kaehler manifoldtan Riemann manifoldlara tanimli olan
7:(M,J,g) > (B,g") Lagrangian Riemann submersiyonunun harmonikligi incelenmis
olup sonug olarak asagida verilen herhangi ii¢ sartin saglanmasi durumunda dordiincii

sartin da dogrudan saglandigi sonucuna varildi.

i) 7 Lagrangian Riemann submersiyonu harmoniktir,
i) V dikey distribiisyonu minimaldir,
iii) H yatay distribiisyonu minimaldir,

iv) & folasyonu minimaldir.
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Alinan bu sonuglar birgok ulusal ve uluslararasi konferanslarda sunulmus olup ayrica
elde edilen sonuglar [27] ve [34] makalelerinde kabul edilmistir. Ayrica
e Scalar Curvature of the Lagrangian Riemannian Submersions and Their
Harmonicity,

adli galisma dergiye gonderilmistir.



4. ONERILER

Riemann manifoldlar arasinda tanimli diferensiyellenebilir doniisiimlerin teorisi
Riemann geometride genis bir yer kaplamaktadir. Bu tiir donligiimler, Riemann manifoldlar
arasindaki geometrik ozellikleri kiyaslamada etkin bir ara¢ olarak kullanilmaktadir. Bu
donlistimlerin  en iyl Dbilinenleri ise izometrik immersiyonlar ve Riemann
submersiyonlardir. Bu tezde Riemann submersiyonlar i¢in taban manifoldunun igsel ve
dissal invaryantlar1 kullanilarak esitsizlikler kurulmus olup, bu submersiyonlar i¢in ¢esitli
karakterizasyonlar verilmistir. Boylece bu tezde elde edilen sonuglar, Riemann
submersiyon teorisinin gelisimine ve alt manifold teorisine katki saglayacaktir.

Farkli manifoldlar arasinda yeni submersiyonlar tanimlanabilir ve manifoldlar
tizerinde tanimli olan c¢esitli geometrik yapilar ile submersiyonun temel tensdrleri
arasindaki iligkiler ortaya konulabilir. Daha sonra bu tip submersiyonlar i¢in Chen
esitsizlikleri kurulabilir ve kurulan bu esitsizliklerin esitlik durumlarinin saglanmasi

durumunda ise yeni karakterizasyonlar elde edilebilir.
1. M , tizerinde tanimli J kompleks yapist ile birlikte bir hemen hemen Hermitiyen
manifold ve M de M nin bir CR-altmanifoldu olsun [5]. (B,J’,g’) bir hemen hemen

Hermitiyen manifold olmak tizere 7:M — B doéniisiimiine bir CR-submersiyon denir,
eger asagidaki sartlar saglanir ise.

a) V dikey distribisyonu TM ’de H yatay distriblisyonunun ortogonal
tamamlayanidir.

b) J kompleks yapis1 V ile TM "’ i birbirine doniistiiriir.

¢) Herhangi bir peM igin, 7., :H, —>T

N bir kompleks izometridir, yani

— 4 pd
Trep 0 =" 0., saglanir.

Bu sekilde tanimli olan CR-submersiyonlar i¢in Chen esitsizlikleri kurulabilir,
dolayisiyla bu submersiyonlar i¢in ¢esitli karakterizasyonlar verilebilir.

2. Diger bir Oneri olarak, taban manifoldu hemen hemen kontak manifold, hedef
manifold ise Riemann manifold alinarak hemen hemen kontak Riemann submersiyonlar
icin Chen-Ricci esitsizligi incelenebilir. Elde edilmesi planlanan esitsizlik taban manifold
tizerinde taniml1 olan bazi geometrik yapilar1 da i¢ereceginden yeni sonuglar bulunabilir.

3. Benzer hesaplamalar Einstein Riemann submersiyonlar i¢in de incelenebilir.
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