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Doktora Tezi

OZET

MANYETIK ORTAMDA MHD KANAL AKIM PROBLEMLERININ SINIR ELEMANLAR VE
SONLU ELEMANLAR YONTEMLERI BIRLESIMI ILE COZUMU

Harun SELVITOPI

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Dog. Dr. Selguk Han AYDIN
2016, 96 Sayfa
Bu tez de manyetik alanca iletken cisim etrafinda ve manyetik alanca iletken sonsuz
boyutlu ortamda bulunan kanal igerisindeki akiskan akim probleminin sinir elemanlar ve
sonlu elemanlar yontemlerinin birlesimi ile ¢6ziimii incelenmistir. Bu kapsamda ilk olarak
i¢ ve dis bolge Laplace problemlerinin ve kanal igcerisindeki MHD problemlerinin sayisal
¢oziimleri elde edilmistir. Daha sonra kanal bolgesinde sonlu elemanlar ve dig bolgede
siir elemanlar yontemi kullanilarak problemin en genel halinin sonlu elemanlar ve sinir

elemanlar yontemi birlesimi formiilasyonu elde edilmis ve elde edilen formiilasyon ile

problem degisik parametre degerleri i¢in test edilmis ve sonug¢lar yorumlanmustir.

Anahtar Kelimeler: Manyetik alan etkisi altinda dis bolge akiskan akim problemi, Sinir
elemanlar ve sonlu elemanlar yontemleri birlesimi
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PhD. Thesis

SUMMARY

THE SOLUTION MAGNETOHYDRODYNAMIC DUCT FLOW PROBLEMS IN A
CONDUCTING MEDIUM BY USING THE COUPLING OF BOUNDARY ELEMENTS AND
FINITE ELEMENTS METHODS

Harun SELVITOPI

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Assoc. Dog. Dr. Selguk Han AYDIN
2016, 96 Pages

In this thesis, we have analyzed the finite element and boundary element coupling
solution of the MHD duct flow problem around a conducting solid and inside an
unbounded conducting medium. Firstly, the numerical solution of interior and exterior
Laplace equations and MHD duct equations are considered. Then, the most general form of
the proposed problem is solved numerically with finite element and boundary element
coupling approach by using the finite element method in the duct domain and the boundary
element method on the external region. Proposed formulation is tested for different values

of the problem parameters and obtained solutions are analyzed.

Key Words: The magnetohydrodynamic duct flow problem, finite element method and
boundary element method coupling.
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Bu tezde manyetik alanca iletken ortamda ve manyetik alanca iletken cisim
etrafindaki kanal icerisindeki Magnetohidrodinamik (MHD) akim problemlerinin sinir
elemanlar ve sonlu elemanlar yontemleri birlesimi ile ¢dziimii incelenecektir. Oncelikle
fiziksel problemin matematiksel formiilasyonu elde edilip, problemin sayisal ¢oziimii
bulunacaktir. Daha sonra ise elde edilen sonuglar yorumlanacaktir.

Coziimii elde edilecek problem matematiksel olarak Laplace denklemi ve MHD
denklemleri tiirlinden ifade edileceginden dolayi, ilk olarak bu denklemler hakkinda genel

bilgiler verilecektir.

1.2. Laplace Denklemi Tarihsel Gelisimi

Laplace kismi diferensiyel denklemi V2¢ = 0 ilk olarak Pierre-Simon Laplace
tarafindan ortaya konulmustur. Laplace denklemi bir¢ok fiziksel problemin matematiksel
modelini vermektedir. Uygulamali matematik ve miihendisligin bir¢ok dalinda karsimiza
cikar. Ornegin; ¢ iki boyutlu uzayda sikismaz bir kanalin girdapsiz akisinin hiz potansiyeli
ve akis fonksiyonu, iki boyutlu uzayda sabit iletkenligin sabit 1s1 dagilimi, sabit 6z direngli
bir alanin manyetik potansiyel veya elektrik dagitimi olup Laplace denklemi ile tanimlanir.

Laplace denkleminin ¢oziimleri, ozellikle elektrik ve yer ¢ekim potansiyeli ile
akiskan potansiyelinin davranisim agikladigi i¢in elektromanyetizma, astronomi ve
akigkanlar dinamigi gibi bir¢ok bilim alaninda 6nemlidir.

Laplace denklemi bazi 6zel durumlarda (6zel siir sartlar1 altinda) analitik olarak
coziilebilmektedir. Genel durumdaki ¢oziimii icin ise birgok sayisal ¢O6zlim yoOntemi
kullanilmistir. Southwell (1946) ve Allen (1959) Laplace denkleminin sayisal ¢éziimlerini
sonlu farklar yontemi ile elde etmislerdir. 1962 yilinda ise R. D. Bhargava ve H. C.
Radhakrishnar tarafindan Laplace denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in Green formiiliine
dayanan yeni bir sayisal yontem Onerilmistir [1]. 1986 yilinda R. Rangogni ve R. Occhi
genellestirilmis Laplace denklemini siir elemanlar yontemini kullanarak sayisal olarak

¢ozmiislerdir [2]. Ge JI ve O. Burkan Isgor (2006) dogrusal olmayan (non-linear) sinir



sartlar1 altindaki Laplace denklemi i¢in dogrudan asamali ¢éziim yontemi ve asamali
¢Ozlim iterasyon yoOntemlerini kullanarak sayisal ¢oziimlerini elde etmislerdir [3]. 2014
yilinda ise Cynthia Anne Sabonis tarafindan yapilan yiiksek lisans tezinde, Laplace

denklemi i¢in yerel konformal doniisiim teknikleri ile sayisal ¢6ziim verilmistir [4].

1.3. MHD- Magnetohidrodinamik Denklemleri ve Tarihsel Gelisimi

Magnetohidrodinamik-MagnetoHydroDynamics (MHD), plasmalar, akict metaller,
tuzlu su ve elektrolitler gibi elektrik¢e iletken akiskanlarin manyetik alan etkisi altinda
dinamigini inceleyen bir bilim dalidir. Isminden de anlasilacag: iizere, MHD kisaltmasi,
Magneto (manyetik alan), Hydro (akiskan) ve Dynamics (hareket) kelimelerinin
birlesiminden olusmaktadir.

MHD konusunda bilinen ilk calisma 1937 yilinda Hartmann tarafindan kanal
icerisindeki sivi metal ilizerinde gergeklestirilmistir [5]. MHD alanindaki diger 6nemli
calisma ise 1950 yilinda baslatilan ve 1970 yilinda Nobel Fizik odiiliine layik goriilen
Hannes Alfven’in dis bélgeden uygulanan manyetik alan etkisi altindaki gaz dinamiginin
incelenmesidir. MHD nin en 6nemli 6zelligi, akiskan iizerinde gii¢ olusturan ve manyetik
alam1 kendisi degistiren hareketli iletken bir akiskandaki akimlara neden olabilecek
manyetik alan olmasidir [6].

Miihendislik, fizik ve diger pek cok alanda pratik uygulamalar1 olan (niikleer
reaktorlerdeki sogutma sistemlerinde, kan basing cihazlarindaki akim dl¢limlerinde,
elektromanyetik pompalarda, v.b.) kanal icerisindeki MHD akim iizerinde Hartmann ve
Lazarus (1937) ve Shercliff (1953,1956)’den baslamak {izere, analitik ve sayisal pek ¢ok
caligmalar gergeklestirilmistir [5,7].

MHD problemleri fiziksel ve matematiksel olarak, akiskan dinamiginin temel
denklemleri olan Navier-Stokes denklemleri ve elektromanyetizmanin Maxwell
denklemleri kullanilarak kismi diferensiyel denklem takimlar1 ile modellenirler. Bu
diferensiyel denklemler iliskili ve es zamanli olacak sekilde analitik ya da sayisal olarak
¢Oziilmelidirler.

MHD teorisini 1942 yilinda ilk ortaya atan Hannes Alfven Magneto-Hydrodynamic
Waves and Sunspots (1944) isimli g¢alismasinda giinesin manyetik alaniyla ilgili
calismasini ortaya koymus ve manyetik alanin giines lekeleri yiizeyine yakin olusmadigi

onun gilines merkezine yakin ortaya ¢iktig1 ve gilinesin genel manyetik alanmin giiciinden



manyetik dogrular boyunca disa dogru tasinan yeni bir tiir dalga olarak “mangneto-hydro-
dinamik dalga” olusturdugunu savunmustur. Bu teoriye gore dalga giines merkezine yakin
bir yerdeki bozunumdan, ilk 6nce kutuplara yakin bolgelerdeki giines yiizeyine ulasir ve
daha sonra ekvatora dogru ilerler. Daha sonralart MHD bir¢ok alanda ilgiyle ¢alisilan bir
konu haline gelmistir. 1960’11 yillarda Nasa’dan Papell uygun siirfaktanla 10nm’nin altinda
magnetit pargaciklart ¢ok iyi karistirdi ve bdylece nanomagnetit, kutupsuz ¢oziiciilerde
etkileyici bir sekilde dagilabildi. Papell’in bu ¢alismasini kendisine 6zgii birgok fiziksel
Ozellik gosteren bir manyetik akim tiretmesi izledi [8,9].

Genel olarak manyetik akim, bu manyetik akimin dogal elektrik iletkenligine bagh
olarak iletken veya iletken olmayan olarak siniflandirilabilir. Bir dis bolge manyetik alan
etkisi altinda bir iletken manyetik alan hareketi akim i¢in baslatilmis (indiiklenmis) bir
elektrik akima sebep olan bir elektromotor giicii iiretir. Bu baslatilmis elektrik alanin
varlig1, baglatilmis bir manyetik alanin olusturulmasina doniisiir. Ayn1 zamanda baslatilmig
elektrik alan, akigskan elemanlarin iizerinde Lorentz giicii olusturmak i¢in biitiin manyetik
alan ile reaksiyona girer. Ancak Lorentz giicii kendisini olusturan mekanizmaya karsi
koyacak sekilde hareket eder. Bu nedenle Lorentz giicii (0), genelde akim elemaninin hiz
alanin1 diistirecek sekilde hareket eder. Aslinda Hartmann, Papell’in ¢alismasindan once
1937 yilinin baglarinda teoriksel ve deneylere dayanarak manyetik Poiseuille akiminin
dogasini basarili bir sekilde gostermistir. Hartmann’in bu ¢aligmasi daha sonralari ¢ok iyi
bilinen Hartmann akisi olarak adlandirilmistir. Hartmann’in bu ¢alismasindan hareketle
kendisinden sonra Hartmann sayis1 olarak adlandirilan boyutsuz bir parametre ortaya
c¢ikmistir. Hartmann parametresi (sayisi) temelde manyetik alan ve i¢ gii¢ler arasindaki
yakinligin 6nemini tasvir eder [8].

Finlayson 1970 yilinda diizgiin dikey dis manyetik alan etkisi altinda manyetik
akimin davranigini teorik olarak ortaya koyan bir ¢alisma yapmistir. Chang ve Lundgren,
Hartmann akimiyla ilgili kapsamli bir calisma yapmistir. Chang ve Lundgren, yaptiklari bu
calismada daha iist ve daha alt yiizeyler arasindaki akimin Hartmann sayist yiikselirken
diizlesme egilimi gosterdigini ortaya koymuslardir. Ayrica, akimin biitiin hizinin Hartmann
sayisinin degisiminden etkilendigini gostermislerdir [8,10,11].

1999 yilinda Yamaguchi ve arkadaslar1 niimerik ve deneysel simiilasyonlar ile bir
digsal manyetik alana bagli olarak iki boyutlu kapali bir alanda manyetik akimin
kararsizligini ¢alismiglardir [8,12]. 2012 yilinda ise Sheng Lun Hung ve Jik Chang Leong

i¢ silindir sabit bir doniis hiziyla hareket ederken dis silindirin sabit fakat diizgiin olmayan



digsal manyetik alan etkisi altindayken, manyetik bir akigkanin dolu oldugu halka bolgede
niimerik calismalar yaptilar. Yapilan bu calismalardan hareketle manyetik akim; genis

oOl¢iide ¢esitli mithendislik uygulamalarinda kullanild: [8].

1.4. Sonlu Elemanlar Yontemi ve Tarihsel Gelisimi

Bu kisimda, miihendislik problemleri basta olmak iizere pek cok fiziksel ve
matematiksel problemin ¢éziimiinde kullanilan Sonlu Elemanlar Yontemi (SEY) hakkinda
bilgiler verilecektir.

Sonlu elemanlar yontemi, diferensiyel denklemlerle ifade edilen problemlerin
¢oziimil i¢in kullanilan etkin bir sayisal yontemdir. Sonlu elemanlar yontemi, karmasik
veya biiyiik bolgelerde tanimli olan problemlerin, daha basit alt bolgelere ayristirilarak, her
bir alt bolge iizerinde daha esnek kosullar altinda elde edilen ¢oziimlerin birlesiminden,
tam ¢oziime yaklasik bir ¢éziimiin bulundugu sayisal bir yontemdir.

Sonlu Elemanlar Yo6nteminin ii¢ temel niteligi vardir;

1. Ik olarak, geometrik olarak karmasik olan ¢dziim bolgesi sonlu elemanlar olarak
adlandirilan geometrik olarak daha basit alt bolgelere ayrilir. Bu alt bolgeler “Eleman”
olarak adlandirilir. Elemanlar arasindaki baglanti, diigiim noktalar1 adi verilen noktalarla
saglanir.

2. Ikinci olarak, her elemandaki ¢oziim, cebirsel polinomlarin lineer
kombinasyonundan olusan elemanlar arasinda da siirekli fonksiyonlar olarak tanimlanir.

3. Son olarak, bilinmeyen fonksiyonlar, her bir eleman iizerinde tanimlanan
denklemlerin belirli noktalardaki ¢oziimleri ile elde edilir.

Kullanilan yaklasim fonksiyonlar1 genellikle polinomlardan secilir. Segilen
polinomlarin derecesi ise ¢oziilecek problemin tanim denkleminin derecesine ve ¢dziim
yapilacak elemandaki ayriklagtirma nokta sayisina baglidir. Sonlu elemanlar yonteminde,
eleman bazinda bilinmeyenler, denklemin ¢oziimiiniin ayriklagtirma noktalarindaki
degerleridir.

Sonlu elemanlar yontemi her ne kadar yeni bir sayisal ¢oziim yontemi gibi
algilantyor olsa da, kullanimi ¢ok eski donemlere dayanmaktadir. Sonlu elemanlar
yonteminin ilk kullanimi iki bin yil 6nce geometri alaninda olmustur. Eski geometriciler
sonlu elemanlar yontemini, 7’ nin yaklasik degerini bulmak, dairenin alanini ve c¢evresini

hesaplamak i¢in kullanmiglardir. Daire Orneginde, daireyi diizenli poligonlara ayirip



basitlestirilmis problemi ¢6zmek, sonlu elemanlar yonteminin Onemli karakteristigini
gostermektedir. Sonlu elemanlar yonteminin kullanim yayginligi ve basarisi bilgisayarin
hizli gelisimi ile artmis ve yaygmlagmistir [13].

Sonlu elemanlar yontemi modern anlamda yapi analizi alaninda kullanilmistir.
Alexander Hrennikoff (1941) ve Mc Henry (1943)’nin yar1 analitik analiz metotlarini
gelistirdikleri ¢aligmalari bu alandaki ilk calismalardir. Hrennikoff ve Henry gerilme
¢Ozlimleri i¢in bir boyutlu dogru elemanlarini kullanmislardir. Richard Courant gerilme
¢Ozlimlerini varyasyonel bir formda kullanmay1 6nermistir. Daha sonra, Courant yaklasik
niimerik ¢ozlimler elde etmek icin problemin tiim tanim bolgesini olusturan alt {iggensel
bolgeler lizerinde parcali sekil fonksiyonlarini tanitmistir. Levy 1947 yilinda esnek (diger
ad1 ile kuvvet) yontemini gelistirmistir. Levy’nin bu yontemle elde ettigi denklemler
analitik olarak kolayca ¢oziilebilecek denklemler oldugundan ¢ok fazla tercih edilmemistir.
Ancak, bilgisayar yazilimlarimin gelismesi ile Levy’nin onerdigi yontem kullanilmaya
baglanmistir. Argyis ve Kelsey (1954) enerji prensibini kullanarak “matrix structural
analysis” (matrislerin yapisal analizi) yontemini gelistirmislerdir. Bu gelisme, enerji
prensibinin sonlu elemanlar yonteminde 6nemli bir rol oynamasini saglamistir. Turner ve
dig. (1956) iki boyutlu elemanlar iizerinde ¢alismalar yapmislardir. Kafes eleman, kiris
eleman, iki boyutlu tiggen ve dikdortgen elemanlar i¢in eleman matrisini (rijitlik matrisini)
olusturmuglardir. “Sonlu elemanlar” terimi ilk defa Ray W. Clough (1960) tarafindan
ticgen ve dikddrtgen elemanlarin diizlemsel gerilme analizinde uygulanmaya baglandiginda
kullanilmistir. Sonlu elemanlar ydnteminin ii¢ boyutlu problemlere uygulanmasi, iki
boyutlu teoriden sonra kolayca gergeklenmistir (Argyis (1964)).

Melosh (1961) diizgiin biikiimli dikdortgensel plaka elemaninin eleman matrisini
gelistirmistir. {1k gercek kabuk elemanlar eksenel ve simetrik elemanlar olup ii¢c boyutlu
yapt analizinde kullanilmislardir (Grafton ve Strome (1963)). Bu kabuk elemanlari
silindirik ve diger kabuk elemanlart izlemistir (Gallagher (1962)). 1960’11 yillarin
baslarinda dogrusal olmayan (non-linear) problemlerle ilgilenilmeye baglanmistir. Turner
ve dig. (1960) geometrik olarak dogrusal olmayan problemler i¢in bir ¢ézliim teknigi
gelistirmiglerdir. Sonlu elemanlar yontemiyle kararlilik analizi ise ilk olarak Martin (1965)
tarafindan incelenmistir. Daha sonralar1 statik problemlerin yanisira dinamik problemler de
sonlu elemanlar yontemiyle incelenmeye baslanmistir (Olgierd Zienkiewicz ve dig. (1966)
ve Koening ve davids (1966)). 1943 yilinda ise Richard Courant bir burulma problemini

bolgesel siirekli dogrusal yaklasim kullanarak ¢ézmiistiir.



Yap1 alant disindaki problemlerin sonlu elemanlar yontemiyle ¢oziimii 1960’1
yillarda baglamigtir. Olgierd Zienkiewicz ve Cheung (1965) sonlu elemanlar yontemini
kullanarak Poisson diferensiyel denklemini ¢6zmiistiir. Doctors (1970) da sonlu elemanlar
yontemini potansiyel akisa uygulamistir. Sonlu elemanlar yonteminde sik¢a kullanilan
“varyasyonel formiilasyon” terimi ilk kez Melosh (1963) tarafindan kullanilmis ve
“agirlikli rezidii yontemi” nin sonlu elemanlar yonteminde uygulanmasi ise Szabo ve Lee
(1969) tarafindan gergeklestirilmistir. Daha sonralar1 sonlu elemanlar yontemi gelistirilerek
181 transferi, yeralt1 sularinin akisi, manyetik alan ve diger bir¢ok alandaki problemlerin
¢cozliimlerinde kullanilmistir [14,15].

1970’11 yillardan itibaren genel amacgli sonlu elemanlar paket programlari ortaya
cikmaya baslamistir. Gilinlimiizde Ansys, Abaqus, Adina, COMSOL Multiphysics,
Nastran, Sap 2000 gibi ticari, FreeFEM, Calculix, ElImer, GetFEM++, OOFEM gibi agik
kaynak kodlu pek ¢ok sonlu elemanlar analizi yapan paket program mevcuttur. Ayrica
giintimiizde, sonlu elemanlar metodu ve miihendislik problemlerine uygulamalariyla ilgili
binlerce makale ve pek c¢ok kitap yaymlanmustir. Ilerleyen bilgisayar teknolojisi
dogrultusunda sonlu elemanlar yontemi de gelistirilerek daha verimli ve hizli yontemleri

gerceklestirilmektedir [15].

1.4.1. Kararh Sonlu Elemanlar Yontemi

Sinir  katman problemlerinde ve konveksiyon agirhikli akiskanlar mekanigi
problemlerinde esit aralikli ayriklagtirmada, standart sonlu elemanlar yontemi ile elde
edilen sayisal sonuglarda, gercek c¢oziimde olmayan Kkararsizliklar ve salinimlar
(osilasyonlar) meydana gelmektedir. Meydana gelen bu sayisal hatalar1 ve kararsizliklar
gidermek icin kararli (stable) sonlu elemanlar yontemleri gelistirilmistir. Gelistirilen bu
kararli sonlu elemanlar yontemlerinden bazilar; “Streamline Upwind Petrov-Galerkin
(SUPG) sonlu elemanlar yontemi”, ‘“Pressure-Stabilization Petrov-Galerkin (PSPG) sonlu
elemanlar yontemi”, “Bubble-stabilized sonlu elemanlar yontemi”, “Galerkin Least-
Squares Stabilization yontemi‘ vs. gibidir.

Kararlt sonlu elemanlar yontemlerinin gelistirilmesine 1970’li yillarin sonlarina
dogru daha c¢ok yogunlasilmistir. Hughes ve Brook [16]’daki calismalarinda, kararh

yontemlerin varligim1 6zetlemislerdir. Hughes ve Brook 1979 yilinda Streamline Upwind



Petrov-Galerkin yontemini ortaya attilar [17] ve daha sonralart Hughes, Tezyuvar ve
arkadaslar1 bu konuyla ilgili pek ¢ok ¢alisma yaptilar [18,19].

Johnson SUPG yontemini “Streamline Diffusion Methods (SD)” olarak benimsedi ve
Johnson-arkadaslar1 zaman bagimli problemlerle ilgili birgok ¢alisma yaptilar. 1981 yilinda
Johnson ve Néavert yontemi ilk defa teoriksel ve sayisal olarak sistematik bir sekilde analiz
ettikleri caligmay1 bir konferans kitap¢iginda yayinladilar [20]. Navert 1982 yilinda sonlu
elemanlar yonteminin kararlilig: ile ilgili tez ¢alismasini yayinladi [21]. Johnson, Hansbo
ve Szepessy [22,23,24,25,26] sikisabilir Euler denklemi ve sikismaz Navier-Stokes
denklemlerini iceren korunum yasasi icin Streamline Diffusion yonteminin kararligi,
yakinsakligi ve dogrulugu (accuracy) iizerine ¢alismalar yapmuislardir.

Diger bir kararlilik (stabilizasyon) yaklagimi ise Guermond, tarafindan onerilmistir.
Bu yaklasimda sonlu elemanlar yonteminin uygulandigi bolge iki alt bolgeye ayrilmistir.
Bu alt bolgelerden birisi kaba ag ile ayriklastirilip, diger bolge ise daha ince ag ile
ayriklagtirtlmistir. Kararlilik parametresi sadece daha ince ag ile ayriklastirilan bolgede
probleme uygulanmistir [27,28]. Bu son yontem daha sonra Hughes ve arkadaslari
tarafindan varyasyonel ¢ok 6lgekli yontemler olarak gelistirilmistir [29,30,31,32].

Burman ve Hansbo konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denklemleri ve Stokes
problemleri i¢in bir kenar (edge) kararlilik yontemi Onermistir. Bu yontemde elemanin
simirlart boyunca hareket eden gradyantin en kii¢iik kareler kararliligi kullanilmistir
[33,34].

Son donemlerde ise Guermond ve arkadaslar1 entropi fonksiyonelinin rezidiisiinii
kullandiklar1 yeni bir kararlilik yontemi onermislerdir [35,36]. Zingan ve arkadaslar1 2013
yilinda entropi yonteminin smir sartlar1 ve zaman ayriklastirilmasi ile ilgili etkili bir
caligma yapmuslardir [37].

Kararli sonlu elemanlar yontemleri arasinda en ¢ok kullanilan yontem Streamline
Upwind Petrov-Galerkin (SUPG) sonlu elemanlar yontemidir. Bu tezde de SUPG sonlu

elemanlar yontemi kullanilacaktir.

1.5. Simir Elemanlar Yontemi ve Tarihsel Gelisimi

Sinir elemanlar yontemi, sinir deger problemlerini ¢ozmek i¢in en ¢ok kullanilan
sayisal ¢ozliim yontemidir. Bu yontemin ana fikri orijinal diferensiyel denkleme karsilik

gelen bir integral denklemi bulmak ve bu integral denklemini ayriklastirma teknigi ile



¢ozmektir. Homojen kismi diferensiyel denklemler i¢in sadece sinir ayriklastirmasi
yeterlidir, bu tiir ayriklagtirma gercek ¢oziime daha yakin sayisal ¢oziimler elde edilmesini
saglar ve yontemin temel avantaji bu sekilde yapilan ayriklastirmadir [38].

Sinir elemanlar yontemi hakkinda ilk kitap Brebbia (1978) tarafindan yaymlanmistir.
Brebbia bu kitabinda sinir elemanlar yonteminin de, sonlu elamanlar yontemi ve diger
birgok sayisal yontemde oldugu gibi, agirlikli kalanlar yonteminin 6zel bir hali oldugunu
ispatlamustir.

Siir elemanlar yontemi ile ilgili ilk kapsamli ¢alisma ve miihendislik biliminin
birgok alaninda ki uygulamalar1 Banerjee ve Butterfield (1981), tarafindan yayinlanan
kitapta verilmistir. Ayni1 konu hakkinda baska bir genel ve kapsamli ¢alisma ise Brebbia,
Telles, ve Wrobel (1984) tarafindan yayinlanan kitapta verilmistir. Sinir elemanlar yontemi
giin gectikce daha da ¢ok kullanilan bir sayisal yontem haline gelmektedir. Sinir elemanlar
yontemi, akiskanlar mekanigi, elastik olmayan problemler, potansiyel teori,
elektromanyetikler ve manyetik alan etkisi altindaki akigskan problemlerinin ¢6ziimiinde
kullanilmaktadir.

Sinir elemanlar yonteminde, integral denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan
biiyiikliiklere bagl olarak direkt sinir elemanlar yontemi ve direkt olmayan sinir elemanlar
yontemi olmak ftizere, iki farkli yaklagim kullanilmaktadir. Direkt olmayan sinir eleman
yaklasiminda integral denklemler fiziksel anlami olmayan biiyiikliikler kullanilarak
¢oziliip, siur biiyiikliikleri belirlenmektedir. Direkt olmayan sinir elemanlar yaklagiminda
ya birinci temel ¢6ziimiin (fundamental solution) ya da ikinci temel ¢oziimiin siiper
pozisyonlar1 kullanilir. Direkt yaklagimda ise, integral denklemler dogrudan simir
biiyiikliikleri cinsinden yazilip, bilinen ve bilinmeyen smir biytklikleri birbirine
baglanmaktadir [39]. Brebbia ve Butterfield (1978) direkt ve direkt olmayan sinir
elemanlar yaklasgiminin esdeger oldugunu gostermis olmasina ragmen; bilim insanlar1 ve
Ozellikle miihendisler tarafindan c¢ok tercih edildigi i¢in, smir elemanlar yaklagimi
denildigi zaman direkt sinir eleman yaklasimi anlagilmaktadir.

Sinir elemanlar yontemi, genel potansiyel teori, potansiyel akigkan akimi, akustik,
elektrik ve manyetik alan teorisi, elastostatik, elastodinamik, siireksiz 1s1 transferi, akismaz
esneklik, esneklik, su dalgalari, akismaz akigkan akimi, Navier-Stokes akimi, dalga
yayilimi, termoelastik ve diger bir¢ok zaman bagimli miihendislik problemlerinin

¢oziimiinde kullanilir [40].



1.6. MHD Akim Denklemleri ile Tlgili Yapilan Calismalar

Dairesel veya karesel kesitli kanal ig¢erisindeki, kanal duvari1 ve dig ortamin yalitkan
oldugu, MHD akim problemi i¢in hiz ve baslatilmis (indiiklenmis) manyetik alan ile ilgili
bazi teoriksel (analitik) formiiller Dragos L. ve Shercliff J.A. tarafindan elde edilmistir
[7,41]. Kanal igerisindeki MHD akim problemiyle ilgili sayisal bazi yaklasimlar sonlu
elemanlar yontemi ile Carabineanu A., Dinu A. ve siir elemanlar yontemi ile de Meir A.
J. tarafindan verilmistir [42,43]. Meir A. J. problemin zayif formunun, hata analiziyle
birlikte, varlik ve tekligini incelemistir [43]. Dis ortam yalitkan iken gesitli duvar sartlar
ile birlikte kanal ve boru igerisindeki MHD akim probleminin ¢6ziimii i¢in bir¢ok sayisal
yontem kullanilmistir. Bu ¢aligmalar; Sheu ve Lin [44] sonlu farklar yontemi, Sing ve Lal
[45], Barnett [46], Neslitiirk ve Tezer-Sezgin [47] sonlu elemanlar yontemi, Liu ve Zhu
[48], Tezer-Sezgin ve Aydin [49], Tezer-Sezgin ve Bozkaya [50] sinir elemanlar yontemi
kullanilarak yapilmistir. Nesliturk ve Tezer-Sezgin [47] yiiksek Hartmann sayisi igin MHD
akim problemini kararli(stabilize)-sonlu elemanlar yontemi ile ¢ozmiistiir. Keyfi arakesit
ve duvar sartlar1 i¢in MHD denklemlerinin sayisal ¢oziimii baz1 agsiz yontemler
kullanilarak da yapilmistir [51,52].

Tezer-Sezgin ve Bozkaya [53] sinir elemanlar yontemini kullanarak MHD
denklemlerinin sonsuz bdlgede sayisal ¢oziimiinii yapmislardir. Bozkaya ve Tezer-Sezgin
sinir elemanlar yontemini kullanarak sonsuz bir seritte MHD denkleminin sayisal
¢ozlimlerini elde etmislerdir [54]. MHD akiminin dig bélgenin iletken oldugu diistiniilen
modeli i¢in bir sonlu elemanlar-sinir elemanlar yontemleri birlesim yaklagimi Lungu [55]
tarafindan verilmistir ancak bu genel durum igin hesaplamalar elde edilememistir. Tezer-
Sezgin ve Aydin dis bolgenin iletken olarak diisiiniildiigii MHD akimi i¢in 2012 yilinda
sinir elemanlar yontemini (BEM) ve 2014 yilinda ise ikili karsilikli sinir elemanlar

yontemini (DRBEM) kullanarak sayisal ¢6ziim elde etmislerdir.



2. YAPILAN CALISMALAR

Bu bdliimde, tezde kullanilan sayisal yontemler ve problemin matematiksel
modellemesinden ortaya ¢ikan diferensiyel denklemler tanitilacak. Daha sonra ilgili sayisal

yontem ile denklemlerin nasil formiile edilecegi ve ¢oziim asamalar1 verilecektir.

2.1. Sonlu Elemanlar Yonteminin Diferensiyel Denklemlere Uygulanmasi

Bu boliimde sonlu elemanlar yonteminin diferensiyel denklemlere uygulanmasi

incelenecektir.
Bu asamada izlenecek adimlar sunlardir: [56]

e Bolgenin sonlu elemanlara boliinmesi.

o Zayif veya agirlikli integral formiilasyonunun elde edilmesi.

e Sekil fonksiyonlariin se¢imi.

e Zayif form iizerinden sonlu elemanlar yonteminin gelistirilmesi.

e Alt eleman matrisinde elde edilen denklemlerin ana matrise yerlestirilmesi.

e Sinir sartlarinin uygulanmasi

e Elde edilen cebirsel denklem sisteminin ¢ozimii.

2.1.1. Ayriklastirma

Sonlu elemanlar probleminin ilk ve en 6nemli adimlarindan biri, eleman tiiriiniin
belirlenmesi ve problemin ¢oziim bolgesinin belirlenen elemanin tiiriine gore alt bolgelere
(elemanlara) ayrilmasidir. Problemin tanim bolgesinin ayriklastirilmasi, problemin
¢oziimiinde gerekli olacak bellek miktarini, islem siiresini ve yaklasik ¢6zlimiin
yakinsakligin1 etkilemektedir. Problemin ¢oziim boélgesine en uygun eleman tiirii
kullanilmalidir. Eleman tiirline ek olarak, elemanlarin boyutlar1 ve sayilar1 da, tanimlanan
problemi en iyi diizeyde temsil edecek ve hesaplamalar1 da en aza indirgeyecek sekilde
secilmelidir. Ornegin, fonksiyon belli bolgelerde ani degisim gosteriyor ise, bu bolgelerde
elemanlar daha yogun olarak seg¢ilmelidir. Sayisal ¢dziim, segilen elemanlarin ¢6ziim

bolgesini temsil etme oraninda elde edilecek sonuglar gergek ¢oziime yaklasmis olacaktir.
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Uygun eleman segmek kadar bu elemanlar ve onlarin ayriklagtirma noktalarinin (diigim
noktalarinin) yerleri ve bu diigim noktalarinin numaralandirma siras1 da elde edilecek
sayisal sonuglarin yakinsakligini etkileyen faktorler arasindadir [57].

Bir bolgenin sonlu elemanlar yontemi ile ¢Oziimii i¢in ayriklastirilmasi, bolgenin
daha kiigiik ve basit alt bolgelere ayrilmasidir. Boylece, alt bolgelere ayriklastiran
problemin, her bir alt bolge {izerinde yapilan sade yaklasimlar ile elde edilen ¢oziimlerin

birlesimi ile orijinal problemin ¢éziimiine yaklagik bir ¢6ziim elde edilmektedir.

16 17 18 19 20
o
4™ FEleman
11{p 15
6 10
) {== Diigiim Noktas1
1 2 3 4 5

Sekil 1. Ayriklastirma noktalarinin numaralandirma sirasi [15]

2.1.2. Elemanlar

Sonlu elemanlar yonteminde problemin tanim bolgesi, eleman olarak adlandirilan
daha basit alt bolgelere parcalanir (ayriklagtirma iglemi). Bu elemanlar belli noktalarla
birbirlerine baglanir. Bu noktalara diiglim noktas1 (node) denir. Diigiim noktalar1 haricinde
elemanin kenarlar1 {izerinde veya eleman icerisinde de noktalar segilebilir. Sec¢ilen bu

noktalar ve diiglim noktalarinin tamamina ayriklastirma noktalar1 denir.
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—{=== Diigiim Noktasi

?‘.’- Ayriklastirma Noktalari

Sekil 2. Bir sonlu elemanlar modelinde ayriklastirma noktalar1 ve
elemanlar

2.1.3. 2-D Elemanlar

Iki boyutlu uzayda genelde iiggen ve dortgen tiirii elemanlar tercih edilmektedir. Bu
grubun temel elemany, ii¢ diigiimlii iiggen elemandir. Uggen eleman iizerinde alt1, dokuz ve
daha fazla ayrigtirma noktalar1 da secilebilir. Ayriklastirma nokta sayisi, secilecek sekil
fonksiyonunun derecesine gore belirlenir. Diizgiin olmayan bdlgeler, daha diizgiin ve
geometrik olarak daha basit alt bolgelere ayristirilabildiginden, bu tiir bdlgelerin
ayriklagtirilmasinda genellikle iiggen eleman kullanilir. Bu sebeplerden dolay1 tiggen
eleman, daha kullanish ve daha c¢ok tercih edilen eleman tiirtidiir. Ayriklastirma noktalar
sadece liggenin kose noktalarinda alinirsa bu tiir liggen elemana dogrusal (lineer) liggen
eleman, ayriklastirma noktalari iggenin kdse noktalarinda ve her bir kenarlarinda bir nokta
olacak sekilde secilirse bu tiir eleman tiirline ise kuadratik (quadratic) ticgen eleman denir.
Dortgen eleman ise daha ¢ok tanim bdlgesinin geometrik yapisina uygun oldugu
problemlerde tercih edilen eleman tiiriidiir. Dortgen elemanda dort ya da daha fazla
ayriklastirma noktasi olabilir. Dortgen eleman, problem bolgesi diizgiin bir yapida ise,

daha ¢ok 6zel durum olan dikdortgen eleman seklinde segilir [15, 56].
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Sekil 3. Iki boyutlu elemanlar [58]

2.1.4. Sekil Fonksiyonlar:

Sonlu elemanlar yonteminde bilinmeyen fonksiyon, bolgenin ayriklastirilmast ile
elde edilen eleman {zerinde secilen ayriklagtirma noktalarinda tanimlanan sekil
fonksiyonlarmin (N;) dogrusal (lineer) kombinasyonu olarak; bilinmeyen fonksiyon u(x),

e eleman tizerinde yaklagik olarak diigiim noktalarindaki uf degerleri kullanilarak

n

u() = uf () = ) ufNE () (2.1)

i=1
formunda tamimlanir. iki boyutlu uzayda sekil fonksiyonlarinin 6zellikleri, segimi ve bu

calismada kullanilan sekil fonksiyonlar1 asagida tanitilmistir.
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2.1.5. Ucgen Eleman Sekil Fonksiyonlari

Uggen elemanlarla modelleme de ilk adim, ¢oziim bolgesinin {icgenlerle
ayriklastirilmasidir. Ayriklastirma yapilirken dikkat edilmesi gereken temel sart bélgenin
hic bosluk kalmayacak sekilde Tti¢genlere ayrilmasi ve tiggenlerin birbiri iizerine
¢ikmamasidir. Standart ayriklastirmalarda tiggenlerin birbirlerine kdselerinden bagli olmasi
gerekir. Yani; bir iiggenin kosesi diger bir licgenin kenarna gelmemelidir. Bu temel
sartlarin yani sira sayisal ¢oziimiin gercek ¢oziime yakinsakligini etkileyen baska sartlarda
vardir. Uggenlerin eskenar iiggene yakin segilmesi sayisal ¢oziimiin gercek ¢oziime daha
yakin olmasini saglamaktadir. Uggenlerin i¢ acis1 kiiciildiikce sayisal ¢oziim ile gergek
¢dziim arasindaki hata artmaktadir. Uggenin i¢ acisim kiigiiltmek yerine ayn1 bélge icin
birden fazla boyutu daha kiigiik fakat i¢ acis1 daha biiyiik tiggen kullanmak gergek ¢oziime
daha yakinsak sayisal ¢oziim elde etmemizi saglar. Ucgenleri tammlamak icin kose
noktalardan faydalanilir. Uggenlerin kose noktalar1 diigiim noktalarmi olusturmaktadir.
Dolayistyla bir liggen elemanin {i¢ diigim noktasi ve {i¢ kenar1 bulunmaktadir.

Uggenlerin kdse noktalar1 yazilirken biitiin {iggenler igin aym doniis yonii
kullanilmalidir. Bu déniis yonii ya saat yoniinde ya da saat yoniiniin tersi yonde olmalidir.
Bir iiggenin kdse noktalart yazilirken istenilen koseden baslanabilir. Dikkat edilmesi
gereken husus hangi noktadan baslanirsa baslansin diger iki noktanin kullanilan doniis
yoniine gore secilmesi gerekliligidir. Bu kurallar dogrultusunda bdlge {tggenlere
ayriklastirilir. Her bir {iggen tizerinde de noktalar segilerek kullanilacak sekil fonksiyonlar
belirlenir.

Bu calismada kullanilan sadece liggenin kose noktalar1 géz oniinde bulundurularak
birim tiggen tizerinde [0,1] araliginda tanimhi (&,7n) degiskenleri ile tanimlanan boyutsuz

dogrusal (lineer) sekil fonksiyonlari agagidaki gibidir:

N1(f'77) = f
N,(§,m) =1
N3(€'77) = 1_5_77'



15

2.2. Laplace Denklemi i¢in Sonlu Elemanlar Yontemi Formiilasyonu

Sonlu elemanlar yontemi formiilasyonu elde edilirken dnce problemin gii¢lii hali,
zayif hale indirgenir. Daha sonra ise problemin zayif hali iizerinden, varyasyonel hal elde

edilir.

2.2.1. Laplace Denklemi i¢in Zayif Hal

[k olarak bazi fonksiyon uzaylarini tanimlayalim.

L*(Q) = {u:ﬂ - R| j lu(x)|?dx < 00}
Q

HY(Q) = {u € L2(Q)|u’ € L*(Q)}
V=H}Q) ={u€H(Q)u=0,00}
Burada;
L*(Q); Q bolgesindeki ikinci dereceden integrallenebilir fonksiyonlar uzayi,
H(Q) ; L*(Q) uzayinin alt uzayu,
V = H}(Q) ; H1(Q) uzaymn, Q sinirinda sifir degeri alan alt uzayini simgelemektedir.
Verilen diferensiyel denklemin giiclii halini saglayan u € V ig¢in, problemin giiclii
hali homojen formda yazilir. Sonra denklem bir w agirlik (test) fonksiyonu ile garpilir ve
problemin tanim bolgesi iizerinden integrali alinir ve sifira esitlenir. Bu yonteme agirlikli
rezidii yontemi (weighted residual method) denir.
2-boyutlu uzayda Q bélgesinin smir1 dQ = dQ,; U 0Q, olmak {lizere Dirichlet ve
Neumann tiirii smir kosullari tiirinden u(x,y) bilinmiyen fonksiyonu i¢in Laplace

denklemi agagidaki gibi ifade edilir.

(Vu(x,y) =0 (x,y) €Q
! u(x, ¥)(xy)ea0, = Uo 00, 2.2)
ou(x,y) '
Ton mpeon, = ® 20,
[(x,¥)€0Q,

2-boyutlu uzayda 0Q; iizerinde Dirichlet tirti sinmir kosulu oldugu igin w agirhk
fonksiyonu, dyleki Vw € H}(Q) olacaktir. Baska bir ifade ile dQ, iizerinde w = 0 alinr.
w agirlik fonksiyonu olmak iizere Laplace denklemine Q bdlgesi iizerinde agirlikli rezidii

yontemi uygulanirsa; ilk olarak
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f (V2wW)wdQ = 0 (2.3)
Q
esitligi elde edilir. (2.3) esitliginde V?u. w terimi i¢in Divergence teoremi uygulanirsa;

J. (V*u)wdQ = — f Vu.VwdQ + (1.Vu). wds + (M.Vu).wds =0 (2.4)
Q Q 0Qq 0Q;

esitligi elde edilir. Q; simir1 tizerinde w = 0 olacagindan, gﬁaﬂl(ﬁ. Vu).wds = 0 olur.

Burada 7 = (n,,n,), 0Q s izerindeki birim normal vektorii gostermektedir. Sinir

integralinde;
ou
. Ax ou ou
nvVu=gq, = (nx,ny).\a_u =£nx+@ny (2.5)
dy
olarak alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa; (2.4) denklemi, asagidaki gibi ifade edilir.
f Vu.Vwd() —jg qn.-wds =0 (2.6)
Q 20,

Elde edilen denklem, alan integralleri igin bi-lineer formda
a(u,w) = f (u. w)dQ
Q
ve sinir integrali i¢in lineer formda
(G @) = | (qn-0)dQ
a0,
seklinde tanimlanir ise denklemin zay1f hali
a(Vu,Vw) — 2(q,, ) =0 (2.7)
esitligi ile yazilabilir.
Problemin (2.7)’deki haline, (2.4)’deki halinin zayif hali denir.
Problemin zayif haline ihtiya¢ duyulmasinin sebebi;
e Tiirev mertebesi bir derece diiser.
e Tiirev mertebesindeki bu bir derece diisiis, secilen sekil fonksiyonlarinin birinci
mertebeden tlirevlenebilmesini yeterli kilacaktir.
e Denklemin zayif halinin sadece diigiim noktalarinda saglanmasi kosulunu
saglamasi beklenir.
Sayisal ¢oztiimdeki bu esnekliklerden dolayi (2.7), denklemin zayif hali olarak adlandirilir.
Ancak, denklemin gii¢lii hali zayif halini de saglarken, zayif halinin gii¢lii halini saglamasi

gerekmez.
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2.2.2. Laplace Denklemi i¢in Varyasyonel Hal

Bilinmeyen u fonksiyonu ( bolgesindeki her bir e elemani {izerinde;

n

u(x) ~ uf() = ) uf NE()

i=1
ayriklastirilmis formda tanimlansin.

Yukaridaki esitlikte uf = u(x;) ve Nf(x), &;; kronecker delta fonksiyonunu
gostermek lizere,

e =a={o] 5] e
0zelligini saglayan lineer sekil fonksiyonlaridir.

Yaklagik ¢oziimiin gergek ¢oziime yakinsamasi i¢in uf(x) yaklagimi iizerinde
asagidaki kosullar belirtilir: [59]

eu;(x) her bir eleman iizerinde ve elemanlarin baglanti noktalarinda stirekli

olmalidir.

¢ Baz polinomlari her biri lineer bagimsiz olan terimlerden olugmalidir.

e uj (x) yaklagimini temsil eden polinomlar tam olmalidir.

Sonlu elemanlar yaklagiminin problemin zayif halinde yerine yazilarak elde edilen
integral esitligi, problemin tanim (¢6zlim) bolgesinin ayriklastirildigi her bir alt bolge
tizerinde hesaplanir. Bu islemler sonucu elde ettigimiz integral denklemine problemin
varyasyonel (ayriklastirilmig) hali denir.

Sonlu elemanlar yontemi formiilasyonunda (2.7) denkleminde u fonksiyonu yerine

(2.1) esitligindeki yaklasim yazilirsa;

n n e

j sz eaNf_l_awz . ON; dxd jg ds =0 28
. Ox U; Ox ay U; ay Xdy aﬂeqn'w s = ()

integral denklemi elde edilir. Problemin (2.8) deki hali, problemin her bir eleman iizerinde
ayriklastirilmis hali olarak adlandirilir. Galerkin yonteminde w agirlik fonksiyonu da sekil
fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu olarak ifade edilir. Agirlik fonksiyonunun da sekil

fonksiyonlart tiiriinden ifadesi;

o _Z": NS ONf o _Z”: ONf ONf -
(D__lax’ay ve u—' ox ' dy (2.9)
]:

seklindedir.
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Bi-lineer ve lineer formda problemin varyasyonel hali

a(Vup, Vo) — £(qp, wp) = 0
esitligi ile tanimlanabilir. Daha ayrintili olarak (2.9)’daki ifadeler (2.8)’de kullanilarak j.
eleman tizerindeki diigim noktalarinda bilinmeyen fonksiyon degerleri i¢in cebirsel

denklemler asagidaki gibi elde edilir.

f O ONE | ONTONEY ol i jg Nfds=0
0 \\& 0x ox oy ay JU T T L T 12,0

veya

i .f alvjeaNl'e-l_a]VjeaNie dxd e f Neds =0 i s
L (Jg, \ Ox Ox ~ Oy Oy XY aﬂeq”'f s=0 j=1,2,..n (2.10)

(2.10) denklemindeki terimleri gruplandirmak i¢in asagidaki tanimlar yapilsin.

e _f ONf ONE | ONfONFY |
v ox ax « ay ay |V

Qf = jg qn-Nfds
IO

Bu tanimlar (2.11) denkleminde kullanilirsa;

Z KE uf = i=12,...n 2.11)
seklindeki denklem sistemi formunda ifade edilebilir. (2.11) denklem sistemi

[Ke]{u®} = {Q°} (2.12)

seklinde ifade edilir.
(2.12) esitliginde [K€] matrisi n X n tipinde, pozitif tanimli ve simetrik eleman matrisini,
{Q¢}ise n x 1 tipinde eleman vektoriinii géstermektedir.

Her bir eleman i¢in, eleman matris ve vektorii hesaplanir. Elde edilen eleman matris
ve vektorleri kullanilarak elemanlar tizerindeki noktalarin birbirlerine olan etkileri problem
¢oziim bolgesindeki tiim bilinmeyenlere karsilik gelen biiylik (ana) sisteme etki ettirilir

(global assembly procedure). Elde edilen biiyiik sistem ise asagidaki gibi ifade edilir.

[KT{u} = {Q} (2.13)

Biiyiik sistemin ¢oziimii yapilmadan dnce sinir kosullar1 sisteme etki ettirilir [15].
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2.2.3. Ucgen Eleman I¢in Sayisal integral

Sonlu elemanlar yonteminde, tiggen eleman iizerinde alan integralleri sayisal olarak
hesaplanirken genellikle birim iiggen bolge iizerinde Gauss-Kuadratiir yontemi kullanilir.
Bu yontemi uygulayabilmek i¢in gerekli olan Gauss noktalari ve karsilik gelen agirlik
katsayilari ise literatiirde tablo halinde sonlu sayida verilmistir. Bu tez de, alternatif olarak
Farzana Hussain ve M. S. Karim [60] tarafindan Onerilen sayisal integral hesaplama

yontemi kullanilacaktir.

C(-1,1)
n
s ¢
-
—_ —_ L»

A-1,-1) B(1,-1)

B

X

(2) (s,t) koordinat sisteminde (3) (Cn) koordinat sisteminde

(1) (x,y) koordinat sisteminde herhangi bir iicgen normallestirilmis iicgen Karesel bilge

Sekil 4. Sayisal integral Bolge Doniisiimii

Herhangi bir ii¢gensel bolge itizerinden integral hesaplanirken; Sekil-4’deki (1)
ticgensel bolgesi, once (2)’deki licgensel bolgeye, daha sonra ise (2)’deki licgensel bolge,
(3)’deki karesel bolgeye donmiistiiriiliir. Bu doniisiim sayesinde karesel bolge iizerinde
istenilen derecede Legendre polinomunun kdokleri hesaplanarak, istenilen sayida nokta
kullanilip sayisal integral hesaplanir.

Yukaridaki bolge dontistimleri asagidaki gibidir.

Sekil-4’de (1)’deki herhangi bir tiggensel bolgeyi (2)’deki normallestirilmis tiggensel
bolgeye dontistiirelim:

(1)’deki tiggensel bolgenin kose noktalart A(xq,y;), B(x3,v,),C(x3,v3) olsun. Burada

X1, Y1, X2,¥Y2,X3,Y3 S Rdlr aq, bl’ a,, bz, as, b3 € R olmak ﬁzere;
I = Jf(x,y)dxdy (2.14)
Q

integralini hesaplayalim. Once bdlge doniisiimleri verilecek olursa;
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x=aq+bys+cqt

(2.15)
Yy =a, + bys +cyt
esitlikleri ile yapilir. Sekil fonksiyonlari ise;
Ny == (s +1t), Ny =5 (s +1), Ny = 2 (¢t + 1) gibidir.
(2.15)’deki esitliklerde Sekil-4 (1) ve (2)’deki bolgelerin kdse noktalart kullanilirsa;
X1 =a;—b—c
Y1 =0a; — by — ¢
X, =a;+by—c
s (2.16)

Y2 =a;+b;—c;
x3=a1—b1+C1
Y3 =a; —by;—c;

esitlikleri elde edilir. (2.16)’deki esitlikler matris-vektor formunda yazilirsa;

1 -1 —1](% X1
1 1 —=1|{bi}=1{x
1 -1 11lg X3

1 —1 —17(% Y1
1 1 —=1|3b2} =1{y2
1 -1 11l V3

$eklinde olacaktir. (216) e$itliklerinden aq, bl, a,, bz, as, b3 |fade|er|, X1,Y1,X2,Y2,X3,Y3

tiiriinden asagidaki gibi elde edilir.

Xy + X3
a1 = 2
X2 — X1
bl ==
2
X3 — X1
Cl ==
2 2.17)
_Y2tY3
)
Y2—Y1
b2 - 2
Y3 —Y1
C2 = 2

Jacobian matrisinin determinant ise;
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a_x a_x Xy — X1 X3— X
Ul= g; g)t/ = |2 E)’l Y3 E)ﬁ - (xz 2 xl) (y3 2 yl)_ (X3 2 xl) (yz 2 yl)
ds ot 2 2

1 ALAN
= Z{(xz —x)z—y1) — (3 —x) 2 —y)} = 7

olarak bulunur. Bu durumda (2.14)’deki integral;

_ ALAN f f f(x(s, ), y(s, ) dtds (2.18)
=—1Js=-1

integraline dontistir. Bu islemlerle Sekil-4 (1) bolgesi (2) bolgesine doniistliriilmiis olur.
Son olarak (2) bélgesini (3) bolgesine doniistiirmek igin

_a-9a+n _
_{ >

alinip (2.17)’deki esitliklerle birlikte (2.15) esitliklerinde kullanilirsa;

X =

X2 ‘;xs it (xz ;x1)(+ (x3 ;xl) ((1—()2(1'*‘77) _ 1)

:y2‘;}I3+(:V2;}I1)(+(y3;y1)<(1_€)2(1+77)_1>

elde edilir. Yine bu bolge doniisiimii i¢in Jacobain matrisinin determinanti

(2.19)

hesaplandiginda;

ds O0s ) 0

a¢ an 1-¢
Ul=15 a¢ ‘(2+77) 2( >

a¢  dn

olarak bulunur. Bu doniistimleri, (2.18) integralinde kullanirsak;

_ ALAN 1-9@+n) >
—-1],
f=—1 n=-1 ( ( 2

(2.20)
(1-1+n) —{
}’<{» > —1>>( > >dtds
elde edilir. Dolayisiyla; I integrali
I= ALANZ Z (1 ; qi) w;w; f <Zi, a- gi)z(l ) _ 1) (2.21)

i=1 j=1

seklinde sayisal olarak hesaplanir.
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Sekil fonksiyonlari ise;
N=2@n—=¢—n+1, Ny =2 +1), Ny =2 —{—{n+1)
gibi olacaktir [60].

2.3. Siir Elemanlar Yonteminin Diferensiyel Denklemlere Uygulamasi

Sinir elemanlar yonteminde verilen problem, problemin temel ¢6ziimii kullanilarak,
¢Ozlim bolgesinin sinir1 {izerindeki bir sinir integral denklemine donistiiriilir. Coziim
bolgesinin siniri, smir elemanlarina bdliinlir ve tizerindeki biitiin diiglim noktalar1
diisiiniildiglinde sonugta bir integral denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢6ziimiinden,
¢cozlim bolgesi siirindaki tim diigiim noktalarina karsilik gelen birim normal vektorler
bulunur. Bulunan bu birim normal vektorler ve problemin sinir kosulu da kullanilarak

¢Oziim elde edilir.

2.3.1. Laplace Denklemi I¢in Simir Elemanlar Yontemi

Q bolgesinin sinirt dQ = dQ; U 9, olmak iizere sonlu elemanlar yonteminde

oldugu gibi Dirichlet ve Neumann tiirii sinir kosullarinda tanimli Laplace denklemi

( Vu(x,y) =0 (x,y) €Q
! u(x, ¥)|(xy)ean, = Uo 0y =T (2.22)
du(x,y) |
La— = qO a‘QZ = FZ
n o |(xy)€dQ;

esitlikleri ile tanimlanmis olsun. Burada n, dQ =T =T + I, smin {izerinde, yoni disa
dogru olan ve belirli noktalardaki degerleri bilinen normal vektorii gostermektedir.
Yukaridaki denklemde bilinmeyen fonksiyon u ve normal tiirevi ¢ nun gergek

degerleri ile yaklasik degerlerinin yer degistirmesinden dogan hatayr minimize etmek icin

ou*
an

denklem u* agirlik fonksiyonu ile ortogonallestirilir. Burada q* = —, problemin tanim

bolgesinin sinir1 boyunca normal tiirevi ifade etmektedir.
Yani, € rezidiileri, u ve q yaklasik degerleri gostermek iizere, asagidaki denklemler

elde edilir;
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€q=Vu+0 Q bolgesinde
€eE=u—uy#*0 ['; lizerinde (2.23)
€E,=q—qy*0 [, lizerinde

Agirlikl rezidii yontemi kullanilarak yukaridaki rezidiiler, u* ve g* agirlik fonksiyonlar
olmak tizere (2.23) asagidaki gibi elde edilir.
fegu*dﬂ+f er,q dl —f er,u"dl, =0 (2.24)
Q ry r,
Bu yontemdeki asil amag rezidiileri sifir yapmaya caligmaktir. (2.24) denkleminde

rezidiiler yazilirsa;
[ vuwdas [ w-wadn - [ @-awdr, =0 2.25)
Q F1 FZ

integral denklemi elde edilir.
Green esitligi agagidaki gibidir.
Ju
f wVudQ = f w— 00 — f VwVudQ (2.26)
Q oo On Q
(2.25) denkleminde Green esitligi kullanilirsa (2.25) denklemi;

ou
f —u*dl' — j VuVu*dQ +j (u—up)q*dl; — | (@ —qo)u*dl,
I 4T, Q Ty Iy

on (2.27)
=0
seklinde ifade edilir. Bir kez daha Green esitligi uygulanirsa;
f qu*drl + f uViu*dQ — f uq*dl + | (u—uy)q*dly
Fl +F2 Q l“1"’1—‘2 Fl
—| (@—qou'dl; =0 (2.28)
)
esitligi elde edilir.
(2.28) denklemindeki u* agirlik fonksiyonu asagidaki gibi se¢ildi.
fuvzu*dﬂ = —cu; (2.29)
Q

Burada i = (x;,y;) ve u; = u(x;,y;) olmak tizere c¢; = c(x;,y;) katsayisinin degeri i,
noktasinin yerine baghdir. (2.29) daki esitligi ve (2.22) deki smir sartlarii (2.28)
denkleminde kullanirsak (2.28) denklemi;
ciu; — | (qu” —ueqM)dly — | (qou” —uq™)dl; =0 (2.30)
Iy I
seklini alir [61].
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u* agirlik fonksiyonu ¢oziimii aranan Laplace diferensiyel denklemin temel ¢oziimii

olarak alinir.

2.3.2. Laplace Denklemi i¢in Temel Céziim

Laplace denkleminin temel ¢oziimii u*, denklemi saglamalidir ve temel ¢6ziim bir i,
noktasinda hareket eden birim kaynak tarafindan tiretilen alan olarak tanimlanir.

*

u®, temel c¢oziimii kutupsal koordinatlarda tanimli Laplace denklemini u* =

ou*
19050

=, T rlZ saglar. Laplace denkleminin radyal yonde simetrik 6zelliginden dolay1 sadece

r degiskenine baglidir. Bagka bir deyisler u* = u*(r).

Ayrica u*, temel ¢oziimii asagidaki Poisson denklemini saglar.
Viu*r + A= 0 (2.31)

Burada A; Dirac delta fonksiyonunu gostermektedir. Dirac delta fonksiyonu i =
(x;,y;) noktasinda sonsuza yaklasir ve diger noktalarda ise sifirdir. A;, Dirac delta

fonksiyonunun bolge lizerindeki integrali 1’dir. Bu esitlikler kullanildiginda

ou*
10050 A e sy 1
= denkleminin ¢6ziimiinden u*(r) = 2ﬂln(r) + ¢, In(r) + ¢,

¢, Ve ¢, sabitleri tiiriinden ¢6ztimii elde edilir. ¢, sabiti genellikler sifir alinir. ¢; sabiti igin

2nr 66_1;* = —1 impulse kosulu saglatildiginda c¢; = 0 olarak elde edilir.

Sonug olarak Laplace denklemi icin temel ¢6ziim,;

u* = iln(r) olarak elde edilir.

Dirac delta fonksiyonunun bdlge iizerinden integrali;

fuvzu*dﬂ = f u(—A)dQ = — cuy; (2.32)
Q Q

seklindedir. Burada;

1
{5 (xpy) €T

seklinde tanimlanir.
1 (x, 1) € Q

u=u(x;,y)Vvec =

(2.32) denkleminin temel ¢oziimiinde yer alan r, Dirac delta fonksiyonun uygulandigi

nokta ile ¢6zlim bolgesindeki herhangi bir nokta arasindaki uzaklig1 gostermektedir.
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(2.30) denkleminde bazi sadelestirmeler yapilarak, u,, u’nun bilinen degeri ve g4, g’nun
bilinen degeri olmak {izere;

- u [, Uzerinde
= N
uy I lzerinde

ve

~ { q [ lzerinde
1= qo I, lizerinde

i ve § degerleri elde edilir. Elde edilen bu degerler (2.30) denkleminde kullanilir ise; 7 =

(x,y) ve 7, = (x;,y;) olmak iizere denklem;

1 ( 1
ci; —— ~ln|?—?|—ﬁﬁ(?—?)ﬁ>dF=0 2.33
[ a4 27_[ 20 q l |7‘ _ ril 4 ( )
seklini alir [62].

2.3.3. Simirin Ayriklastirilmasi

Bu kisimda ¢6ziim bolgesinin smirinin ayriklastirilmas: verilecektir. Iki boyutlu
uzaydaki ¢6ziim bolgesinin sinir1 N tane elemana (araliga) boliiniir. Coziim bolgesinin
sinirindaki degerleri bilinmeyen noktalara diigiim noktalar1 (node) ad1 verilir. Eger diigiim
noktasi elemanin orta noktasi olarak segilirse bu tiir elemana sabit (constant) eleman,
elemanin u¢ noktalar1 diigiim noktalar1 olarak segilirse bu tiir elemana dogrusal (linear)
eleman, diigiim noktalar1 elemanin u¢ noktalariyla birlikte orta noktasi olarak segilir ise bu
tiir elemana ise kuadratik (quadratic) eleman denir. Bu tezdeki problemin ¢éziimii i¢in sinir
elemanlar yonteminde dogrusal eleman tiirii kullanilacaktir. Son olarak (2.33) denkleminin

ayriklastirilmis sekli asagidaki gibi elde edilir.

1 N n
i1 —gijr (z qum> In|F — 7,|dT,
N 1if z G- R
ol ) Um [z e = (2.34)
e=1 e \m=1

Burada i, ve §,, fonksiyonlart m. diigiim noktasindaki ¢6ziim ve normal tiirevlerdir. N,,
ise e elemant i¢in sekil (shape) fonksiyonu, N, ¢cdziim bolgesinin sinir1 {izerindeki eleman

sayisi, 1, iSe e elemani iizerindeki diigiim nokta sayisini gostermektedir.
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2.3.4. Sabit Eleman

Problemin ¢odziim bdlgesinin smirinin N elemana boliindiigii kabul edilsin. u ve
q’nun degerleri eleman lizerindeki her bir noktada esit ve elemanin orta noktasindaki
diigiim noktasinin degerine esit oldugu varsayilir. Bu tip elemanlarda elemanin u¢ noktalari
sadece problemin ¢6ziim bdlgesinin sinirin1 geometrik olarak tanimlamak ic¢in kullanilir.
Bu tip elemanlarin diiglim noktalarinda sinir her zaman diizgiindiir ve diiglim noktasi

elemanin orta noktasindadir. Dolayisiyla c; sabit katsayisi % ‘ye esittir. Sabit elamanda N,,

sekil fonksiyonlar1 her bir eleman igin sabit ve 1’dir. Bu kistaslardan hareketle (2.34)

denkleminde sabit eleman yontemi kullanilir ise denklem,;

N N
=1 =1
olarak ifade edilir. H;; ve G;; ise asagidaki gibidir.

1 [ GF-7)R

N =

i = A - - dl—‘
oo 2nm r; |7 — 72
1
G--=—f In|#t — #|dT;
7oy, o (2.36)

1; = (x;,¥;) ve r = (x,y) smir boyunca diiglim noktalarinda degismektedir ve r = (x,y)

Jj’nci elemanda bulunmaktadir.

6;i = 0, lfj fonksiyonuna Kronecker-delta fonksiyonu (Kronecker-deltasi)
J 1, i=j

denilmektedir. i = j iken %ﬁi = %ve i # jiken %ﬁi = 0 olacagindan
A 1
Hij = Hij +E5ij

olarak ifade edilebilir. Boylece (2.35) denklemi;
N

N

j=1 j=1
olarak yazilir. i, diiglim noktasinin 1’den N’e kadar hareket ettigini ve temel ¢6ziimiin her
bir diigiim noktasina sira ile uygulandigimi diisiinelim. Bu durumda (2.37) denkleminin
strasi ile her bir sinir noktasina uygulanmasi ile bir denklem sistemi elde edilir. Elde edilen

bu denklem sistemi agagidaki gibi ifade edilir.
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[H]{u} = [G){q} (2.38)

Bu denklem sisteminde H ve G, N X N tipinde matrisler ve u ile q ise N, boyutlu
vektorlerdir. Bu denklem sisteminde u vektoriiniin N; ve q vektoriiniin ise N, noktada
degeri bilinmektedir (N; + N, = N). Dolayisiyla (2.38) denklem sisteminde sadece N
bilinmeyen vardir. (2.38)’de bu siir sartlarini tiretmek i¢in sistemde H ve G matrislerinin
siitunlar1 bir taraftan diger tarafa tasmarak yeniden diizenlenir. Biitiin bilinmeyenlerin

sistemin sol tarafina tasinmasi ile sistem;
Ax =F (2.39)

matris-vektor sistemine donistir.

Burada x, u ve q vektorlerindeki bilinmeyen siir degerlerinden olusmaktadir. F ise
u ve q vektorlerindeki bilinen degerler ile H ve G matrislerindeki karsilik gelen siitunlarin
carpilmasi ile elde edilir.

Boylece (2.39) denklemi ¢ozilebilir ve bu ¢oziim ile sinirdaki biitiin degerler
bulunur. Dolayisiyla sinirdaki degerlerin bilinmesi ¢6ziim bolgesinin i¢indeki u veya
u’nun tiirev degerlerinin de bulunmasim saglar. I¢ bélgedeki herhangi bir i, noktasinda

u’nun degerini agsagidaki esitlik ile bulunur
i; = fr Gu*dr — frﬁq*dr'. (2.40)

Burada temel ¢oziim i i¢ noktasinda hareket eder ve u ve g’nun biitiin degerleri
bilinmektedir. Dolayisiyla ¢6ziim direkt olarak integrasyona bagli olmus olur.

Simdi ise ayn1 ayriklastirmayi sinir integralleri i¢in kullanirsak;

N N
j=1 j=1

elde edilir.

Son denklemdeki G;; ve ﬁij katsayr matrisleri her bir i¢ nokta igin ayri ayri
hesaplanmalidir. i # j durumunda G;; ve H;; katsayr matrisleri farkli sayisal integrasyon
yontemleri kullanilarak hesaplanabilir.

i =j olmasi durumunda ise temel ¢Oziim singiiler (singular) olur. Dolayisiyla
singiilerligi devre dis1 birakmak i¢in daha kesin veya en az hata veren bir sayisal

integrasyon algoritmasina ihtiya¢ vardir. Bu tiir integraller i¢in yliksek mertebeden
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integrasyon yontemleri veya logaritmik integrasyonlar gibi 6zel formiiller kullanilmasi
gerekmektedir.
Sabit eleman icin G;; ve H;; analitik olarak hesaplanabilir. 7.7 = 0 oldugu igin H;; =

0’dir. G;; ise analitik olarak, [ elemanin boyu olmak iizere

Gy = %{m (%) + 1} (2.42)

degerini alir.

2.3.5. Dogrusal Eleman

Bu tiir elemanlarda diigiim noktalar1 elemanin u¢ noktalari olarak se¢ilir. N elemana

ayriklastirilan sinir i¢in sinir elemanlar yontemi uygulanirsa, denklem;

i 1i iwv In|F — 7,|dT; Z r_r‘)"dr—o
Cl'ui_% 1L} 161] j nlr rll +_ f |T—T|2 ;=
e= j=

(2.43)
seklinde yazilir.

Lineer eleman yonteminde eleman iizerinde ki herhangi bir noktada u ve g’nun
degerleri elemanin diigiim noktalart ve Ny, N, gibi iki interpolasyon fonksiyonunun bir
lineer kombinasyonu olarak tanimlanabilir. Bu lineer kombinasyon boyutsuz koordinatlar
da;

u(§) = Nyuqg + Nyu, = [Ny N,] [Z:]

(2.44)

q
q(€) = N1q; + Noq; = [N; N,] q:]

seklinde yazilir.
& koordinati boyutsuzdur ve —1’den 1’e degisir. Bu ¢ koordinatinda tanimlanan

interpolasyon fonksiyonlari asagidaki gibidir:
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1
M =70-9

. (2.45)
No(§) =51+

Herhangi bir j, elemani tizerindeki integraller asagidaki gibi yazilabilir. (2.43) denkleminin

sol tarafi:
u u
| @arar=[ e wyqar [ =g ][] (2.46)
rj rj Us
seklinde ifade edilir. Bu esitlikteki h1 ve h2 terimleri her bir j elemani igin asagidaki gibi
hi; = j Nyq*dr (2.47)
T
ve
hi = f N,q*dr (2.48)
T

esitlikleri ile yazilir.

Yine (2.44) denkleminin sag tarafi asagidaki gibi ifade edilir.

SO q q
f (@u'dr = f [Ny N,]udr [ 1] l9% 92] [ 1] (2.49)
Lj Lj

Bu denklemdeki g/; ve g terimleri.

gij = ] Nyu*dr (2.50)
T

ve

g5 = ] Npu*drl (2.51)
T

olarak yazilir.

Coziim bolgesinin sinir1 dogrusal elemanlara ayriklastirildigi zaman j. elemanin 2.
diigiim noktast ile j + 1. elemanin 1. diiglim noktas1 c¢akismaktadir. Dolayisiyla ﬁij
matrisinin elemanlart; j. elemanin h terimi ile j — 1. elemanin h teriminin toplamina
esittir.

Ayriklastirilmig halde yazilan



30

N 2N
Ciu; + ZHU u]' = Z GU CI]
j=1 j=1

esitligi matris-vektor formunda

[H{u} = [G]{q}

olarak yazilir [63].

ig bolge
problemi igin

birim normal vektor

° ° ° ﬁ> ° ic ﬂblgc ° o

é\ problemi igin

diigiim noktalarimn

L]
hareket yonii

Dis bolge

>
n
Dis bolge

problemi i¢in

diigiim noktalarmm

problemi i¢in

» hareket yonii
birim normal vekior

Q

Sekil 5. I¢ ve dis bolge problemlerinde birim

(2.52)

(2.53)

normal

vektorlerin yonii ve diiglim noktalarinin hareket

yont

Sinir elemanlar yonteminde eger problem i¢ bdlge problemi ise, problemin ¢ozim

bolgesinin sinir1 lizerindeki her bir elemanin birim normal vektoriiniin yonii ¢6ziim

bolgesinin disina dogru olacaktir [Sekil 5]. Dolayisiyla birim normal vektorlerin yonii dis

bolgeye dogru olacaktir. Sinir tizerindeki diiglim noktalarinin hareket yoniinii tayin etmek

icin sag el kurali uygulanir. Bu durumda sinir {izerinde saat yoniiniin tersi yonde hareket

edilir.



31

Eger problem dis bdlge problemi ise sinir iizerindeki her bir elemanin birim normal
vektoriiniin yonii yine ¢oziim bolgesinin disina dogru olacaktir. Bu durumda birim normal
vektorlerin yonii i¢ bolgeye dogru olacaktir. Sinir iizerindeki diiglim noktalarinin doniis
yonii i¢in i¢ bolge probleminde oldugu gibi sag el kurali uygulanir. Bu durumda hareket

yonii saat yoniinde olacaktir. Ayrica, dis bolge problemlerinde

N

i g ij

Hit = 277 ZH % icin (2.54)
j=1

olarak hesaplanir [64].

2.4. Manyetik Ortamca Yahtkan Duvarh MHD Kanal Problemi i¢in Sonlu
Elemanlar Yontemi

Bu bdliimde yeterince uzunluktaki bir kanal icerisinde, manyetik alanca iletken bir
stvinin akisinin manyetik alan etkisi altindaki hiz ve manyetik alan profilleri elde edilmeye
calisilacaktir. Kanal duvarlarinin sabit (duvarlarda hiz sifir) ve manyetik alanca yalitkan
oldugu kabul edilmektedir. Problem, kanalin kesiti tizerinde ¢oziilmektedir. Kanal kesitinin

¢ember, dikdortgen veya annular oldugu kabul edilmektedir [Sekil 6].

Sekil 6. MHD kanal problemi i¢in ¢ember ve kare kesit ¢oziim bdlgeleri

Disardan etki ettirilen sabit degerli manyetik alanin x yoniinde 6-acis1 ile uygulandigi
kabul edilmektedir. iki boyutlu uzayda MHD akim probleminin modeli, V = V(x,y) hiz

alan1 ve B = B(x, y) manyetik alan degiskenleri tiiriinden
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ViV (x,y)+ M <c059 g—i (x,y) + sin6 Z—i (x, y)) = —1 Q bolgesinde

(2.55)
VZB(x,y) + M (cos@ il (x,y) + sin@ il (x, y)) =0
0x dy
iliskili haldeki kismi diferensiyel denklem sistemi ve
V=0 B=0 [" sinir1 lizerinde (2.56)

smir kosullari ile tanimlanir. (2.55)’de M Hatmann sayisin1 gostermektedir.
Denklemler iligkili halde olduklarindan dolayi, denklemler ayni anda ¢oziilmelidirler.
Denklemlerin ~ sayisal  olarak  ¢6ziimii  sonlu elemanlar  yontemi ile
gerceklestirilecektir.
M, = M.cos8, M, = M.sinf ve w; Ve w, agirlik (test) fonksiyonlari olmak iizere
(2.55)’deki denklemler agirlik fonksiyonlar ile ¢arpilip ¢6ziim bolgesi lizerinden integral

alinirsa;

0B JdB
f (VZV)(A)ldQ+fo _(l)ldQ+Myf _(A)ldﬂ = _ledﬂ
Q o 0x a0y Q

av o (2.57)
B Q+M f r— Q+M f & Q=
fQ(V Jw,dQ + M, 9% w,dQ + M, 3y w,d 0
esitlikleri elde edilir.
(2.57) denklemlerine 2-boyutlu uzay igin Divergence teoremi uygulanirsa
0B 0B
Q Q a0y Q
(2.58)

jVBV dQ+MjaV dQ+MjaV dQ=0
o . 0)2 x an(l)z y Qaywz =

esitlikleri elde edilir. I' sinirinda Dirichlet tiiri (V = B = 0) smir kosulu oldugundan
Divergence teoreminden gelen sinir integralleri diisecektir. Denklemler bi-lineer form

kullanilarak

0B 0B
a(VV,Vw,) — M,.a (a, w1> - Mya (—, w1> =a(l,w,)
(2.59)

av av
a(VB,Vw,) — M,a (E,wz) —Mya (—,w2> =0

esitlikleri ile tanimlanabilir.
Galerkin yaklagimi kullanildig i¢in (2.59) denklemlerinde agirlik fonksiyonlari da sekil

fonksiyonlar tiiriinden ifade edilip, asagidaki esitlikler kullanilir ise



33

o — T — & (ONF NP oy — O (ONf ONf v
@1 = “’Z‘Z ox ' ady | __2 ax 'y |t

j=1 i=1

ON{ aN
=3 (0020
0x

eleman tizerindeki diigiim noktalarindaki bilinmeyen fonksiyon degerleri i¢in cebirsel

denklemler;

= ((ONF ON? | ONF one
2, )ve
f ox 6x dy ady ) !

=1

T

) }dxdy f Nfdxdy
Q

e

" (2.60)
A
0.4 ox dx dy ady ) !
e — -
< f rm + M f 6 )V }dxdy 0 j=12,..,n
seklinde elde edilir. Elde edilen bu cebirsel denklemleri gruplandirmak igin,
ON; dN; ON; dN;
K. = J ¢ ] —_L)lda R, = fN- dQ 261
5] ]Q(ax Ox + ay ay d ] Q J ( )
Cj=M ]aNiN +M jaNiNdQ 2.62

tanimlart yapilir ve bu tanimlar (2.60) denklem sisteminde kullanilirsa; asagidaki matris-

vektor sistemi elde edilir.

¢ xlst={o} (263

2.4.1. MHD Kanal Problemi I¢in Kararh (Stabilize) Sonlu Elemanlar Yontemi
Formiilasyonu

MHD kanal probleminin biiyiikk Hartmann sayisi degerleri i¢in denklemler

konveksiyon baskin oldugundan dolay1 standart sonlu elemanlar yontemi ile sayisal olarak
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¢oziimiinde elde edilen sonuglarda, gercek ¢oziimde olmayan kararsizliklar ve salinimlarin
oldugu gozlemlenmektedir. Bu kararsizliklart ve hatalar1 gidermek igin sonlu elemanlar
yonteminde stabilizasyon kullanilmalidir. Bu béliimde MHD kanal problemi igin kararli
(stabilize) sonlu elemanlar yontemi formiilasyonu verilecektir.

Problemin elde edilen ¢6ziimiinii kararli hale getirebilmek i¢in kararlilik parametresi
olarak adlandirilan bir parametre carpimi altinda probleme bazi terimler eklenir ve
problemin yeni halinin her bir eleman tizerinde ¢6ziimii elde edilir. Elde edilen bu sayisal
¢oziimler kararli olacaktir. Kararlilik parametresinin degeri ve formiilasyonu, degisik
kararl1 sonlu eleman yontemleri i¢in farklilik gostermektedir. Bu tezdeki problemlerin
kararl1 sayisal ¢oziimleri i¢in, Streamline Upwind Petrov-Galerkin (SUPG) kararli sonlu
elemanlar yontemi kullanilacaktir [15].

SUPG yontemini uygulayabilmek i¢in, bilinmeyen fonksiyonlarin iliskili halde
olduklar1 halinin ayriklagtirilmig denklemlere doniistiiriilmesi gerekmektedir.

Bunun i¢in ilk olarak

{Ul(x, y)=V(xy)+B(xy)
UZ(x'y) = V(X,y) T B(X,y)

dontistimlerini tanimlanir. bu doniisiimleri taraf tarafa toplar ve ¢ikarirsak;

V(x,y) = Ui(x,y) ‘; Uy(x,y) B(x,y) = Ui(x,y) ; U,(x,v)

olarak elde edilir. Bu esitlik (2.55) denklem sisteminde yerine yazilir ise; (2.55) sistemi

U U a(Ul(xﬂy)_Uz(x'y))
v2< 1(x'y)-; Z(xﬂy)>+Mx aj
Ui(x,y) —Uy(x,y)
P i i I
y ay
Q bolgesinde  (2.64)
V2< 1(96}’); z(x:y)>+Mx aj
Uy (x,y) + U (x,y)
T
y 6_’)/

olarak elde edilir. (2.64)’deki denklemler taraf tarafa toplanir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa;
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d(Us(x,y)) M d(U1(x,y)
ox Y dy B

denklemi elde edilir. ikinci olarak (2.70)’deki denklemler taraf tarafa cikarilip gerekli

—V2(U,(x,¥)) — My 1 (2.65)

diizenlemeler yapilirsa;

d(Uz(x,¥)) M d(Uz(x,y)) _

—VEU2 06 y)) + My ———- R 1 (2.66)
denklemi elde edilir. Benzer islemler sinir kosullarina uygulandiginda ise
U;=0 U,=0 I" izerinde (2.67)

sinir kosullar1 elde edilir.

Bir birinden bagimsiz haldeki konveksiyon diflizyon formuna doniistiiriilen bu
denklemlere kararlilik (stabilizasyon) terimlerini eklemeden Once, kararlilik (stabilizasyon)
parametresi 7, nin tanimlanmasi gerekir.

Konveksiyon-difiizyon formundaki denklemler igin stabilizasyon parametresi; hy
sonlu elemanlar bélgesindeki k. tiggen elemanin boyutu (en uzun kenarini), a konveksiyon
teriminin katsayisi olmak tizere; ||a||, k. eleman tizerindeki a katsayisinin normunu, Py, k.
eleman igin Peclet sayisini, 7j, k. eleman i¢in kararlilik parametresini, € ise diflizyon
teriminin katsayisini gdstermek lizere; Peclet sayisi

llallg-h
Pk — k-"tk
6¢&

seklinde tanimlanir. 7, kararlilik parametresi ise;

hy

Pe>1
o= ) 2lalle "
k Ry
= P, <1

olarak tanimlanir.

Buna gére MHD denklemleri igin stabilizasyon parametresi

M.h , .
Peclet sayis1 P, = Tk olmak tizere 7, kararlilik parametresi ise;
L P, >1
7. =M
k= p,2
& P, <1
12

olarak elde edilir.
(2.65) ve (2.66) denklemlerine t,, kararlilik parametresi eklenip , w agirlik

fonksiyonu olmak tizere, denklemlerin zayif halleri bulunursa;
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ou. ou.
(VUlJ V(‘)l) ( — +M _lr (1)1)

*ax Y dy
+Tk.a<Mx%+M %,M %+M %
0x Yoy ¥ ox LY
=a(1,w1)—rk.a<1 M, — A My%>
ox dy

aU2 Y au, )
a y ay ] (‘)2
au, au, Jdw, Jdw,

+Tk-a(an_ + MyW;an—x-l- My W)

(VU,,Vw,) + a(

ow 0
=a(1,w2)+rk.a(1 M, +M ﬂ)

denklemleri elde edilir.
_ U1Gey)+Uz(xy)
V(X, y) - 2
_ UiGey)-U(xy)
B(X, y) - 2
(2.70) geri doniistim esitlikleri kullanilir ise bi-lineer formda

0B 0B
a(VVle)—a( *3x —+M,— ay )

av av Jdw, Jdw,
+Tk.a<an+ My@,Mx o + M, 3y ) =a(1l,wq)

(VB,Vw,) (M6V+M6V )
a\Vb,Vwy) —a X5 yay,wz

0B 0B dw, dw,
+Tk.a<an+My@,Mx ax +My ay)

Jdw dw,
:—Tk.G,(l M a +Myw)
denklemleri elde edilir.

Elde edilen bu cebirsel denklemleri siniflandirmak igin,

_ oN; oN; dN;
K;j = VN;VN; + 7, M? || cos§ — L + sing — (cosH —+ sinf _y

dx dy dx

oN; oN;
Cij=M cosea smHW .N;

(2.68)

(2.69)

(2.70)

(2.71)

(2.72)
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_ dN; dN;
R; = N; F, = -1 M [(cos@ B + sinf@ W)]

tanmimlar1 yapilir ve bu tanimlar (2.72) denklem sisteminde kullanilirsa; asagidaki matris-
vektor sistemi elde edilir.

Kij G R;
I

2.5. Manyetik Ortamda MHD Denklemlerinin  Fiziksel Yorumu ve
Matematiksel Formiilasyonu

le§ de

Y
r |y
T

>
'

B
. X

kanal

Sekil 7. Manyetik ortamda MHD kanal problemi i¢in ¢ember ve kare kesit
¢6ziim bolgeleri

Manyetik alan etkisi altindaki (MHD) akimi; iletken akiskanlar i¢in Navier-Stokes
denklemleri ile Ohm kanununa gore Maxwell denklemlerinden elde edilen denklem
kiimesinden {retilen iliskili bir kismi diferensiyel denklem sistemidir. MHD akimini
yeterince uzun diiz bir boru igerisinde diisiinelim ve xy-uzayinda (diizleminde) kare veya
¢ember kanal kesitini ele alalim [Sekil 7]. Elektrik¢e iletken olan ve sabit bir basing
uygulanan akiskanin kanal boyunca aktig1 kabul edilmektedir. Dis bolgedeki akigskanin ise
elektriksel iletkenliginin ve manyetik gegirgenliginin birbirine ¢ok yakin oldugunu ve

hareketsiz oldugunu kabul edelim. Kanalin ekseni z-ekseni ile cakisik ve y-ekseni



38

sonsuzda manyetik indiiksiyon ile paraleldir. Dolayisiyla distan uygulanan B, yogunluklu
manyetik alanin y-ekseni dogrultusunda oldugu kabul edilir. Kanal duvarinin ve dis
bolgenin elektriksel iletken oldugunu, elektriksel iletkenlikleri ile manyetik
gecirgenliklerinin ayni oldugu kabul edilmektedir. Boyutsuz formdaki kararli MHD
denklemleri asagidaki gibi verilir;

Sireklilik denklemi:
divV =0 (2.74)
Navier-Stokes denklemleri:
1
(V.V)V = —gradp + R—VZV +R,JXB (2.75)
e

Maxwell denklemleri:

curlE=0, divB=0, curlB=], divE=0 (2.76)
Ohm kanunu:
J=R,(E+V XB) (2.77)

seklindedir. Burada V, B, E ve J sirasiyla hiz alani, manyetik alan, elektrik alani ve elektrik
akimini gostermektedir. R,, Ry, R;, sirast ile Reynold sayisi, manyetik basing ve manyetik

Reynold sayisin1 gostermektedir. Bu parametreler asagidaki gibi tanimlanmaktadir.

LoV, B?
R, = ~ ) Ry = > 21
Vo Pou1Vg

Rm = O-HL()VO

Lo, Vo, po swrastyla karakteristik uzunluk, karakteristik hiz ve boru igerisindeki akiskanin

yogunlugu, B, dis bolgedeki manyetik alanin yogunlugu, 4 ve o ise ortamin manyetik

[ =

gecirgenlik ve elektriksel iletkenligini gostermektedir. vy = — , i akiskanin akigsmazlik

he)

0

(vizkozite) katsayisidir.
Simdi (2.1)-(2.4) denklemlerini kanalin i¢ bolgesi Qygnq, Kanal duvart Qg0 Ve
dis bolge Qg olarak kabul edilirse, tiim bolge Q = Qianai U Qaypar U Qg5 lizerinde,

denklemler:
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1
R—VZV + R,(B-V)B =VP (2.78)
e

V2B + Rpy(B - V)V = 0 (2.79)
seklinde ifade edilir. x ve y’nin fonksiyonlar1 olarak sadece z-yoniinde bilesenlere sahip
hiz alam1 V =V(0,0,V(x,y)) ve manyetik alan B =V (0, By, B(x,y)) olarak yazilir. z-
yoniinde hicbir varyasyon yoktur. V(x,y) ve B(x,y) asagidaki gibi ifade edilmektedir.

Vz(x: y) -Qkanal Bz (x' y) -Qkanal
V(x,y) = 0 Qayvar Ve B(x,y) =4 Bawvar Qauvar (2.80)
0 'le$ Bdls (X' Y) -les

P toplam basinc1 gostermek lizere asagidaki gibi tanimlanir.

B2 ap 1
P=p+RhFZ ve £=—R—e

Kanalin duvarinin; duvardaki elektriksel iletkenlik ile dis ortamdaki elektriksel iletkenligin
esit olabilecegi kadar ¢ok ince oldugu diisiiniiliir. Boylece; indiiklenmis manyetik alan,

Bguvar = Bas olarak alinabilir. Bu sartlar altinda MHD denklemi kanal igerisinde ve dis

bolgede asagidaki forma donisiir.

5 0B, 0B,
V-V, (x,y) + R.Ry, | cos6 M (x,y) + sm@w (xx,y) | =-1

Qranar bOlgesinde (2.81)
v, ;) A
V2B, (x,y) + R, (cos@ I (x,y) + sinb E (x, y)) =0
V?Bgs(x,y) = 0 Qa5 bdlgesinde (2.82)

kanal duvari (T' = 0Q;.)’inda; V, = 0 ve indiiklenmis manyetik alanlar igin siireklilik sart1
ise, n ve n', sirastyla Q; ve Qg bolgelerinin simirlarindaki birim dis normal vektrleri,
Ry, Ve Ry, ise sirastyla borunun igerisi ve dis bolgedeki manyetik Reynold sayilarini

gostermek lizere, asagidaki gibidir:



40

B,(x,y) = Bas(x,y) I tizerinde (2.83)
1 0B,(x, 1 0Bg,(x, .
:(0y) _ as(%,Y) [ tizerinde (2.84)
le an Rm2 an,
x2-+l-:i)/r£1—>oo Bas(x,y) =0 (2.85)

Kanal igerisinde denklem (2.81) V, hizina ve B, manyetik alanina gore iliskilidirler.
Yine kanal duvarinda (kanal sinirinda) sinir sartlarint veren denklemler (2.83) ve (2.84) B,
ve By, indiiklenmis manyetik alanlarma gore iligkilidirler. Bu yiizden (2.81) ve (2.83)
denklemleri, V, = 0 sart1 ve (2.83), (2.84) kanal icerisindeki ve disarisindaki indiiklenmis

manyetik alan sartlar1 da goz 6niinde bulundurularak, birlikte ¢oziilmelidirler.

2.5.1. Smr Elemanlar ve Sonlu Elemanlar Yoéntemleri Birlesimi Formiilasyonu

MHD akim probleminde denklemlerin ve sinir sartlarinin (kosullarinin) birbirleriyle
iligkili oldugu agik¢a goriilmektedir. Dolayisiyla biitiin denklemler es zamanli olarak (ayni
anda) c¢ozilmelidir. Sinir elemanlar ve sonlu elemanlar birlesimi  yontemi
formiilasyonunda, dis bolge sinir deger probleminde sinir elemanlar yonteminin avantaji
kullanilacaktir. Bu nedenle dis bolgede tanimli Laplace denklemi sinir elemanlar yontemi

ile, kanaldaki MHD akim denklemleri ise sonlu elemanlar yontemi ile ayriklastirilacaktir.

Laplace denkleminin B*=$ln(r) temel ¢ozimii ve 2. Green Ozdesligi, T

di
siirindaki standart sinir elemanlar yontemi integralleri icin kullamilir ise, B*S ve al;—ns
bilinmeyenleri i¢in;

0B* B9
dis di *
B; —B* —B dl =0 2.86
B+ | ( — " ) 2.86)

esitligi elde edilir.
N; ve N, interpolasyon fonskiyonlarini kullanarak dogrusal eleman ile B bilinmiyen
fonksiyonu yaklagik olarak B = N; Bld Y+ N, Bzd ¥ esitligi ile ifade edilebilir.

Boylece; ayriklastirilmis smir integral denklemleri asagidaki standart sinir

elemanlar yontemi matris-vektor denklemlerini meydana getirir.

s - o) {72 287
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Burada;

dl$ f (o) aln(r)dF : ijls = fF aa¢kln(r) ar, ; k=1,2

seklindedir.

MHD akim denklemi kanal igerisinde Galerkin sonlu elemanlar yontemi ile
¢Oziilebilir.
V = (H}(Q))? fonksiyon uzayindan segilen (V, B) bilinmeyenlerine karsilik (u, w) agirlik

fonksiyonlari ile b-lineer ve lineer formlarda

0B, 0B,
a(VV,,Vu) — ReRh a (cose o (x,y) + sinb 6_ (x, y),u) —a(l,u)

av, av,
+ a(VB,,Vw) — Rmya (cos@ —Z(x,y) + sm@ (x y), a))

0B,
—a( ,w)=0
n

esitligi elde edilir.
Problemin varyasyonel formiilasyonu ;¢ bolgesinin ayriklastirilmast ile elde edilen

uzayda secilen (V},, By) bilinmeyenlerine karsilik (uy, wy) agirlik fonksiyonlar tiiriinden

0B, 0B,
a(VV,,,Vuy) — ReRh a | cos6 % (x,y) + sin6 3y oY), up | —a(l,up)

v, v,
+a(VB,,,Vw,) — Rm; a cos@ (x y) + sm@ (x y), wp,
9B,
-1 an ) (Dh =0

Qg ana bOlgesini lineer liggensel elemanlar kullanarak ayriklastirirsak, lineer denklemlerin

ifade edilir.

sistemi matris-vektor formunda asagidaki gibi elde edilir.

V,
£ g o)
C, K Q})oas, 0
on.

kanal,kanal mkanal,dl§

Burada; K, C,, C, ve Q matrisleri M = [m ] formunda matrisin
m

dis,kanal mdls,dls

boliintiileri olarak tanimlanir ve agik olarak asagidaki gibi ifade edilirler.

" _f aNiaNj_I_aNl-aNj 40
v Qpangy \ 0X 0x 0y 0Oy
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aN; . _ON;
Cp;; = ReRh o cosHa—x(x,y)+sm9@(x,y),uh N;dQ

¢, =R f 02 (2 ) + sing 2 N;dQ
v = Rmy o cosd —~(x,y) + sin W(x,y),uh ;

Qi = f NldF ) Ri = f Nldﬂ
Tkanal Qkanal
Eger normal tlirev sinir sartlar1 kullanilirsa; I' sinir1 tizerinde
1 oB¥ 1 9B, _ 3B, _ Rm, 0B
Rm, 0n - Rmq On on Rm, dn

bagintisi elde edilir.

Bu sartlar altinda denklemlerin biiyiik matris-vektor formu asagidaki gibi olur

[ Kkk cld  chk 0 1%

1 (R
Rm
k.d _ 3" na d
I I < R = H’; _|o|
Z
ldf’k Kkd  gRE 0 Jllaszl 8
0 H 0 -G n

2.5.2. Manyetik Ortamda ve Manyetik Kati Cisim Etrafinda MHD Kanal

Problemi
Q 1S
" y
Tll
Qkanal "l 2
i
By 37
/(i Qcisim X
I,
r,

Sekil 8. Manyetik ortamda manyetik kat1 cisim etrafinda MHD kanal
problemi i¢in ¢ember ve kare kesit ¢oziim bolgeleri

Bir 6nceki boliimde tanimlanan kanal igerisinde manyetik alanca iletken kati bir

cisim oldugu durumda [Sekil 8] probleme ilave denklem ve ilave sinir sartlar1 eklenir.
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Problemin bu halinin matematiksel modeli

aBkanal

V2V + Re.Rh. =-1
Camal ov Qranai, boOlgesinde
2
vepranat 4 Rmf =0
VZB4s =0 Qay,  bolgesinde
V2Rcisim — ( Qcisim»  bolgesinde
kismi diferensiyel denklemleri ve
Vkanal(x' )’) =0 { Vkanal(x’ y) =0
Bkanal(x., y) — Bcisim(x’ ) Ly ET, ve { Bkanal(x y) _ Bdls(x' )
1 9BCSIM 1 jkanal 1 gBkanal 1 gais
RM¢isim  On B RMygnar 0N kRmkanal on’ Rmdl$ on'
(x,y) €I}

Burada kanal, cisim,dis sirasi ile kanal, kanal igerisindeki manyetik ortam ve dis
bolgedeki manyetik ortami temsil etmektedir. Yine Re, Rh, Rm siras1 ile Reynold sayisi,

manyetik basing ve manyetik Reynold sayisini temsil etmektedir.
Laplace denkleminin temel ¢oziimii B* = iln(r) ve 2. Green Ozdesligini I'; ve I,

sirindaki standart smir elemanlar yontemi integralleri igin kullamlir ise; B€S'™ ve

cisim di

95 5 Ve B%s ve alzns bilinmeyenleri i¢in,

o OB* chisim
CiBiaSlm + f <%BS — B* on >dF =0 (288)

Iy
0B* B4
;B + f (—Bdls — B >dl“ =0 (2.89)
r, \ on on

denklemleri elde edilir.

MHD kanal probleminin c¢oziimiinde kullanilan adimlar tekrar edilirse; ¢, ve ¢,
interpolasyon fonksiyonlarim kullanarak lineer eleman ile B€'™ ve B bilinmeyenlerine
yaklagilirsa, BCSim = ¢, BSSIM 4 ¢, BSSIM ye B3 = ¢, BfuS + ¢, BzdlS elde edilir.
Boylece; ayriklastirilmis sinir integral denklemleri asagidaki standart sinir elemanlar

yontemi matris-vektor denklemlerini olusturur.
§BCisim

[Hcisim]{Bcisim} — [Gcisim]{ — } ve [Hdls]{Bdl$} — [Gdl$] {33_‘115} .

on
Yukaridaki denklemlerdeki H ve G matrisleri ise;

f ¢k 6ln(r)

d
sz : ll]k = fnj%m(r) dFl]. , l=kanal,disvek = 1,2

formundadir.
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Kanal igerisindeki (Qpqna: bOlgesinde) iliskili denklemler standart Galerkin sonlu
elemanlar yontemi kullanilarak ¢oziileceginden bir Onceki kisimda yapilan islemler
problemin bu modeli i¢in de aynen uygulanir.

Normal tiirev sinir sartlar1 kullanilarak;

Bkanal  Rmynal dBeisim kanal _ RMygnq 0B

[} s iizerinde

. d
ve I, smir {izerinde
on Rm¢isim On

an' Rmg, on'
elde edilir.

Bu islemler sonucunda elde ettigimiz ¢6ziim denklemlerinin biiyiik sistem denklemleri

asagidaki gibidir
[ kK ke kd Kk 0 0 1(Vk)
K ) Cb Cb Cb Rmk p 0 BC (R\
kE, y : :
Cv K¢c¢ ch ch Rmc Q BZ | OL |
K,k k, 0 0 B _{ 0 }
A G S S |4 S
) d, , ,
Cy ke K Kk Rmy ¢ on IKO J
0 H¢ 0 0 G°¢ 0 B¢ 0
0 0 H¢ 0 0 G4 1 \on)

2.5.3. Manyetik Ortamda ve Manyetik Ortamda Manyetik Kati Cisim Etrafinda
MHD Kanal Problemleri I¢in Kararh (Stabilize) Sonlu Elemanlar
Yontemi

Manyetik ortamda ve manyetik ortamda manyetik kati cisim etrafindaki MHD kanal
problemlerinde kanal igerisindeki denklemler yiiksek Hartmann sayis1 degerleri
durumunda kararlh sayisal sonuglar elde edilebilmesi i¢in kararli sonlu elemanlar yontemi
ile ¢ozlilmelidir. Kanal igerisindeki denklemlere kararli sonlu elemanlar yontemini
uygularken ilk once gerekli bazi doniisiimler kullanilacaktir. Kanal icerisindeki MHD

denklemleri asagidaki gibi verilsin.

kanal kanal
v2ykanal(x vy + M (cos@ aBax (x,y) + sind aBay (x, )’)> =-1
Qkana bolgesinde  (2.90)
kanal kanal
vipkanal(x, y) + M <cos€ . (x,y) + sind (x,y) | =0
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R, Ry, Ry, sirast ile Reynold sayisi, manyetik basing ve manyetik Reynold sayisini

gostermek tizere, M = v Re. Rh. Rm , Hartmann sayisini1 ifade etmektedir.

M, = M.cos8 ve M, = M.sinf olmak lizere;

{Ul (x.y) = Vi(x,y) + Bi(x,y) {Bloc, y) = T2 planal(y, y)

Uy (x,y) = Vi(x,y) — B1(x,y) Vilx,y) = Vkanal(x' y)
doniistimleri tanimlansin. Bu dontisiimdeki denklemler taraf tarafa toplanip gerekli

diizenlemeler yapilir ise;

Ul(x'y) + Uz(x»J’)
2

Vl(xJ y) = Vkanal(x, y) =

elde dilir.

Doniistimdeki denklemler taraf tarafa cikarilip gerekli diizenlemeler yapilir ise;

ReRh U1 (x,3)—Uz (x,) M Ui (y)-Uz(x,y)
Bl(x, _'V) — TBkanal(x’ y) — % = Bkanal(x‘ y) i — 1 - 2

elde edilir. Elde edilen Vkanal ye pkanal (3 90) denkleminde kullanilirsa;

72 <U1(x, y) + U, (x, y)) 1 9 (U1(X, y) E U, (x, y))
2 * dx
] (Ul(x' y) > Uy (%, y))
+M, 5 _ 1
Qeana; bolgesinde  (2.91)
v2 <U1(x, y) — Uy (x, y)> . P (U1 (x.y) er Uy (x, y))
2 * 0x
P (U1(X, y) -; U, (x, y))
M, 5 “ 0o

kismi diferensiyel denklemleri elde edilir. (2.91)’deki denklemler taraf tarafa toplanir ve

gerekli diizenlemeler yapilirsa;

d(U1(x,y)) M d(U1(x,y)) _
0x Y dy B

denklemi elde edilir. (2.91)’deki denklemler taraf tarafa ¢ikarilip gerekli diizenlemeler

1 (2.92)

_VZ (Ul (x' }/)) - Mx

yapilirsa;

d(U,(x,¥)) M d(Ux(x,y)) _

—V2(Uy(x,y)) + M, 3% y 3y

1 (2.93)

denklemi elde edilir.
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h; sonlu elemanlar bolgesindeki k. tiggen elemanin en uzun kenarini, a konveksiyon
teriminin katsay1 olmak tizere; ||a||, k. eleman {lizerindeki a katsayisinin normunu, Py, k.
eleman i¢in Peclet sayisini, 7y, k. eleman i¢in kararlilik parametresini, ¢ ise diflizyon

teriminin katsayisini géstermek iizere; Peclet sayisi

llallg-h
Pk — k-"tk
6¢&

seklinde tanimlanir. 7, kararlilik parametresi ise;

P P, >1
)2l
k hkz
e P, <1

gibi segilir.
(2.92) ve (2.93) denklemlerine t, kararlilik parametresi eklenip , w agirlik

fonksiyonu olmak iizere, denklemlerin zay1f halleri asagidaki gibi elde edilir.

Uy oU;
VU, Vw) — ( * O +M jg— wds
(2.94)
N [(M 6U1+M 6U1) (M 6w+M 6@)] _ (M 6w+M aw)
T [\ gy Yoy /) '\ ox Y 0y @7 e\ Mgy Y 0y
aU aU.
(VU,, Vw) +( x5 ——Z+M 36—2 wds
o (1,22 4 f’Uz) (M 0 O orn (i, 220w 22)
e [\(Mx g WMy ) \Mae gy WMy gy )| = @ T B (Mg W% 5y,
denklemleri elde elde edilir.
(2.94) ve (2.95) denklemleri taraf tarafa toplanip gerekli diizenlemeler yapilir ise;
0B, oV,
(VV,Vw) — ( *ox f —.wds
(2.96)
N [(M av; Y 6V1> (M dw Y aa)>] B
e [\Mx Y 0y * 0x Y 0y - ¢

denklemi elde edilir. (2.96) denkleminde, kanal duvarinda V = 0 Dirichlet tiirii sinir sart1
oldugundan ﬁr%. wds sinir integrali sifir olacaktir.

(2.94) denkleminden (2.95) denklemi ¢ikarilip gerekli diizenlemeler yapilir ise;
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av. 0B
(VB;,Vw) — ( *3r —Li+M jg—l wds

N [(M aBl+M 631) (M 6w+M aa))] _ [M 6w+M aa)]
T [\ gy Y 0y * Ox Yoyl Tk [P gy Y oy

(2.97)

denklemleri elde edilir. (2.96) ve (2.97) denklemlerinde

ReRh
Bl(ny) = TBkanal(x’y)
Vilx,y) = VEnal(x,y)

oldugu kullanilip (2.97) denklemi % ifadesi ile garpilirsa;

o + sin@ 3y

(vvkanal 'yuy) — ReRh <c050

N MZ HaVkanal-l- . Bavkanal ( 96W+ . Baw) ~
Tk cos Ox sin ay .| Ccos Ox sin ay =w

aBkanal aBkanal

(VBkanal 'y4y) — R (cosé) .wds
" on (2.98)

aBkanal ; aBkanal ow ; ow
+1,M? || cosO 7t siné o) (cose — + sinf —)

+ sin@

aVkanal aVkanal aBkanal
) (l)) _ f
r

0x ady
B R [( 9 ow + sind 6W)]
= —1R,, || cos I sin 3y

Qpanar bolgesinde

denklem sistemi elde edilir.
Elde edilen bu cebirsel denklemleri siniflandirmak i¢in Galerkin yonteminde agirlik

fonksiyonu ve sekil fonksiyonlari esit alinir, ve

_ ] (azvi ON; , ON; 9N,
Q

b= dx dx 0dy dy

+ 1, M? 96N+ eaN( 96N+ 96N> dQ
Tk coS ay sm ay coS ax SlTl ax
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_ ON; ON; ON; dN;
.\ 0x dx  0Jy dy

Tk coS ay sin ay Ox Ox
_ N
ron’

oN; oN;
Cbij = ReRhJ.Q cosHa—x+ sm@w .N; |dQ
ic

oN;
,,U Rm.f c050—+ smHW .N; |dQ

_ dN; JdN;
R; = f N;dQ F, = —TkRmf (cos@— + sin@ —) aq
o _ dx ady
ic ‘ng

tanimlar: elde edilir.

Eger normal tiirev sinir sartlar1 kullanilirsa; I' sinir1 tizerinde

1 9B 1 9BY N dBY% _ Rm, 9B
Rm, 0dn Rmy 0on on Rm, 0n

bagintisi elde edilir.
Yukarida yapilan tanimlar ve elde edilen simir sartlart altinda manyetik ortamda

MHD kanal problemi i¢in, denklemlerin biiyiik matris-vektor hali asagidaki gibi olur.

Ko G gl [
| Co©  LRF K* " Rmy < || gie | = [ Fi
[CLc.k Kk Kok 0 [ aBdJ 0

0o H 0 —¢ 1571 Lo

Manyetik ortamda manyetik kati cisim etrafinda MHD kanal problemi i¢in normal

tiirev sinir sartlart,

aBkanal _ RMygnai chisim

on Rmgisim On

OBkanal _ RMygna s

[; sinir1 uzerinde
1 an' Rmg,s 0n'

ve I3, st lizerinde

seklinde elde edilir.

Problemin manyetik ortamda manyetik kati cisim etrafindaki modelinin biiyiik
matris-vektor halini elde etmek i¢in, yukarida kullandigimiz cebirsel denklem
siniflandirmalarim1  ve normal tiirev sartlarmmi  kullanarak elde ettigimiz ¢6zim

denklemlerinin biiyiik sistem denklemleri asagidaki gibidir
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3. BULGULAR

Bu boliimde, bir 6nceki boliimde verilen matematiksel modellemede kullanilan kismi
diferensiyel denklemlerin sayisal ¢ozlimleri ilgili sayisal yontem veya yontemler ile elde

edilecek ve varsa gercek ¢6ziim ile karsilastirmalari yapilacaktir

3.1. Laplace Denklemi

Manyetik ortamda MHD kanal akim probleminin modellemesinde, dis ortamda,
manyetik alanca iletken cisim ilizerinde ve MHD denklemlerinde Laplace operatorii
bulunmuktadir. Bundan dolay1 bu béliimde Laplace denkleminin sonlu elemanlar ve sinir
elemanlar yontemleri ile ¢oziimleri iizerine incelemeler yapilacaktir.

flk olarak Laplace denkleminin sonlu elemanlar yontemi ile ¢dziimii iki farkli
analitik ¢6ziimii olan problem i¢in test edilecektir. Daha sonra sinir elemanlar yontemi ile
Laplace denkleminin i¢ bolge ve dis bdlge problemi olarak ¢oziimleri incelenecektir. Dis

bolge problemlerinde sinir elemanlar yonteminin avantaji kullanilacaktir

3.1.1. Sonlu Elemanlar Yontemi ile Laplace Denkleminin Sayisal Coziimii

[Ik 6rnek olarak iki boyutlu uzayda birim ¢ember iizerinde Laplace denklemini
saglayan u(x,y) = e*.sin(y) fonksiyonunun sinir degerleri kullanilarak, sonlu elemanlar
yontemi ile Dirichlet tiiri sinir kosullari ile ¢oziimi elde edilmistir. Tablo 1 de farkli
eleman sayilar1 kullanilarak elde edilen sayisal ¢oziim ile gercek ¢oziim kullanilarak
hesaplanan L2 normu ve en biiyiik hata degerleri verilmistir. Kaba ag (176 dogrusal iiggen
eleman) ile elde edilen sonuglarin yakinsak olmasina ragmen, eleman sayis1 artirildiginda
beklendigi {iizere L2 normunun ve en biiyiik hata degerinin oldukc¢a kiigiildigi

gozlemlenmektedir.
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Tablo 1. Sonlu elemanlar yonteminde Laplace denklemi igin L2 norm

Eleman Sayis1 L2 Norm En Biiyiik Hata

176 0.000120 —» 107* 0.0039 - 1073

718 0.0000169 — 10~° 0.0021 -» 1073
2812 0.00000200 - 107° 0.000611 —» 10~*
11394 0.000000252 - 1077 0.000109 - 10~*
45702 0.0000000318 —» 1078 0.0000509 — 10~°

Sekil 9. de sonlu elemanlar yontemi ile elde edilen ¢oziim (sol) ile gergek ¢oziimiin
(sag) iz diisiim egri grafikleri gosterilmektedir. Gergek ¢oziimde yer alan ve hizli degisim
gosteren lstel fonksiyon yapisina ragmen sayisal ¢oziim ile gercek ¢oziimiin uyumu bu

grafikten de gézlemlenmektedir.

Gergek

14
1
06
02
-02
-06
-1
-14

\

Sekil 9. Laplace denklemi i¢in sonlu elemanlar yontemi ile sayisal ¢oziim
(solda) ve u(x,y) = e*.sin(y) gergek ¢oziim (sagda)

2. Ornek olarak birim ¢ember iizerinde kutupsal koordinatlarda Laplace denklemini
saglayan u(r,0) = r’(cos(s@) + sin(sf)) fonksiyonu kullanilarak, yine Drichlet tiri
siir kosullart ile sayisal ¢oziim elde edilmis ve iki farkli s degeri (s=1 ve s=2) i¢in fakl
sayilarda elemanlar kullanilarak elde edilen ¢oziimler i¢in L2 norm ve en biiyiik hata

degerleri Tablo 2. de gosterilmistir. s degeri arttik¢a gercek ¢oziimdeki dalgalanma periodu
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arttigindan dolay1 sayisal ¢oziimdeki yakinsakligin da etkilendigi L2 norm ve en biiyiik

hata degerlerinden gozlemlenmektedir.

Tablo 2. Kutupsal koordinatlarda sonlu elemanlar yonteminde Laplace denklemi i¢in
L2 norm ve en biiyiik hata

Eleman S L2 Norm En Biiyiik Hata
Sayisi
176 1 0.00..0137 - 10711 0.00...0507 - 10713
2 0.000288 —» 10~* 0.00...0982 - 1073
718 1 0.00...0584 — 10712 0.00...0982 —» 10713
2 0.0000387 — 10~° 0.00277 —» 1073
2812 1 0.00..0121 —» 10712 0.00..0111 —» 10712
2 0.00000436 — 107 0.000758 - 10~*
11394 1 0.00...0199 — 10715 0.00...0328 —» 10712
2 0.00...0546 - 1077 0.000191 -» 10~*
45702 1 0.00...0627 —» 10714 0.00...0543 —» 10712
2 0.00...0682 — 1078 0.0000650 — 1075

Sekil 10. da s=1 ve Sekil 11. de s=2 i¢in sayisal ¢oziim ve gercek ¢oziim ile elde edilen

sonuglarin iz diisiim egrileri gosterilmektedir.
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Gergek
14

0 . o 0. 0
X X

Sekil 10. Laplace denklemi ig¢in sonlu elemanlar yontemi ile sayisal
¢oziim (solda) ve wu(r,0) =r(cos(0) + sin(0)) gergek ¢Oziim
(sagda)

0
X

0
X

Sekil 11. Laplace denklemi i¢in sonlu elemanlar yontem ile sayisal ¢6ziim
(solda) ve u(r,8) = r?(cos(20) + sin(20)) gercek ¢dziim (sagda)

3.1.2. Smir Elemanlar Yénteminde Laplace Denklemi i¢in L2 Norm

Bu bolimde smir elemanlar yontemi ile i¢ ve dis bolge Laplace denklemlerinin
¢oziimleri incelenecektir. Manyetik alanca iletken ortamda MHD denklemlerinin
matematiksel modellemesinde dis bolgede dis bolge Laplace denklemi ve manyetik alanca
iletken cisim durumunda ise cisim iizerinde i¢ bolge Laplace denklemi ile
karsilagilmaktadir. Problemin ¢6zlimiinde i¢ bolge ve dis bolge Laplace denklemleri sinir

elemanlar yontemi ile ¢oziileceginden dolayi, denklemlerin bagimsiz ¢oziimlerinin gergek
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¢oziim oldugu durumlardaki durum incelenecek ve L2 norm ve en biiyiik hata degerleri

hesaplanacaktir. Kutupsal koordinatlarda ¢cembersel bdlgede i¢ bolge Laplace denklemi

icin u(r,0) = r2.cos(2.0) + r2.sin(2.0) ve dis bdlge Laplace denklemi igin u(r,0) =

r1.cos(—0) + r~l.sin(—0) fonksiyonlar: kullanilarak denklemler smir elemanlar

yontemi ile ¢oziilmiistiir. Tablo 3. de i¢ bdlge Laplace problemi i¢in, Tablo 4. de dis bolge

Laplace problemi i¢in farkli sayida sinir nokta sayisi ile dogrusal eleman kullanilarak

denklemlerin sinir elemanlar yontemi ile ¢oziimlerinden elde edilen L2 Norm ve en biyiik

hata degerleri listelenmistir. Siir elemanlar yonteminin yakinsakligi ve sinir nokta sayisi

arttikca L2 Norm ve en biiyiik hata degerlerinin diistiigii gozlemlenmektedir.

Tablo 3. 2-Boyutlu uzayda sinir elemanlar yénteminde u(r,8) = r2.cos(2.0) +
r2.sin(2.0) gercek ¢dziimii ile i¢ bolge problemi icin L2 norm ve en

biiyiik hata
Sinir Nokta Sayisi L2 Norm En Biiyiik Hata

64 0.0000217 —» 107° 0.00107 —» 1073
128 0.00000294 — 10°° 0.000279 —» 10~*
256 0.000000379 - 1077 0.0000703 —» 107>
512 0.000000047 —» 1078 0.0000179 - 107>

1024 0.0000000059 — 10~° 0.00000449 — 107

2048 0.0000000008 — 10710 0.00000112 - 10~

Tablo 4. 2-Boyutlu uzayda sinir elemanlar yonteminde u(r,8) = r~1.cos(—8) +
r~Lsin(—0) gergek ¢oziimii ile dis bdlge problemi igin L2 norm ve en

biiyiik hata
Siir Nokta Sayist L2 Norm En Biiyiik Hata
64 0.0000178 — 1075 0.00101 - 1073
128 0.00000229 - 107 0.000268 —» 10~*
256 0.000000284 — 1077 0.0000689 — 107>
512 0.0000000346 — 1078 0.0000175 - 107>
1024 0.00000000455 — 10~° 0.0000044 — 107°
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Sekil 12. de i¢ bolge Laplace problemi ve Sekil 13. de dis bolge Laplace problemi
icin elde edilen sayisal ¢6ziim ve gergek ¢oziimiin iz diisiim egrileri gosterilmektedir.

Sekil 12. Laplace denklemi i¢ bdlge igin sinir elemanlar ydntemi ile
sayisal ¢dziim (solda) ve u(r,8) = r?(cos(26) + sin(26)) gergek
¢Oziim (sagda)

Sayisal

14
1
06
0z
02
06
-1
14

Sekil 13. Laplace denklemi i¢ bdlge i¢in sinir elemanlar yontemi ile
sayisal ¢oziim (solda) ve u(r,0) =r~t.cos(—0) +r~L.sin(—0)
gergek ¢ozlim (sagda)

3.2. MHD Kanal Probleminin Sonlu Elemanlar Yontemi ile Coziimii

Bu boliimde duvarlari manyetik alanca yalitkan ve yeterince uzunluktaki kanal

icerisindeki MHD kanal probleminin sonlu elemanlar yontemi ile 2-boyutlu kanal kesitinde
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¢oztimleri incelenecektir. Kanal kesiti olarak, kare, cember, cembersel ve karesel anular

bolgeler olmak tizere dort farkli durum incelenecektir.

3.2.1. Kare Kanal Icerisindeki MHD Kanal Probleminin Sonlu Elemanlar
Yontemi ile Coziimii

Problemin kare kesitli kanal i¢in analitik ¢6ziimii literatiirde seri formunda J.A.
Shercliff tarafindan verilmektedir [7]. Tablo 5. de hiz (V) ve Tablo 6. da manyetik alan (B)
i¢cin sayisal yontemle elde edilen sonuglar ile analitik ¢6ziim kullanilarak L2 norm ve en
biiyiilk hata degerleri farkli Hartmann sayilart i¢in verildi. Tablodan gorildigi {izere
sayisal ¢oziim yOntemi olarak stabilize edilmis sonlu elemanlar yontemi kullanildigindan

dolay1 ¢ok biiylik Hartmann sayilari i¢in bile yakinsak sonugclar elde edilmistir.

Tablo 5. 2-Boyutlu kare kanal kesitinde MHD probleminde hiz i¢in L2 norm ve

en biiyiik hata
Hartmann L2 Norm En Biiytik Hata
Sayisi
1 0.000000101 —» 1077 0.00..01 - 10710
10 0.000000364 — 10~ 0.000113 -» 107*
50 0.00000108 —» 10~° 0.00..01 - 1071°
100 0.00000158 —» 107° 0.00..01 - 1071
500 0.000000647 — 10~ 0.00000122 - 107°
1000 0.000000283 - 1077 0.00000437 - 107°
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Tablo 6. 2-Boyutlu kare kanal kesitinde MHD probleminde manyetik alan i¢in
L2 norm ve en biiyiik hata

Hartmann L2 Norm En Biiyiik Hata
Sayisi
1 0.0000000333 —» 1078 | 0.00000676 — 107°
10 0.000000364 — 10~ 0.000113 -» 107*
50 0.00000108 - 107° 0.000642 - 10™*
100 0.00000158 - 107° 0.00115 - 1073
500 0.000000647 — 10~ 0.000470 - 10™*
1000 0.000000283 —» 1077 0.000205 - 10~*

0.025
0.015
0.005
0
-0.005
-0.015
-0.025

Sekil 14. Kare kanal kesitinde MHD probleminin sonlu elemanlar yontemi
kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz
disim egrileri, M =1,0 =n/2



58

0.05
0.03
0.01
0
-0.01
-0.03
-0.05

Sekil 15. Kare kanal kesitinde MHD probleminin sonlu elemanlar yontemi
kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz
disiim egrileri, M = 10,0 = /2

0.019
0.016
0.012
0.008
0.004
0.001

0.015
0.01
0.005

-0.005
-0.01
-0.015

Sekil 16. Kare kanal kesitinde MHD probleminin sonlu elemanlar yontemi
kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz
diisiim egrileri, M = 50,0 = /2
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0095 0.05
008 0.03
0065 0.01
005 0
0035 -0
002 -0.03
0.005 -0.05

Sekil 17. Kare kanal kesitinde MHD probleminin sonlu elemanlar yontemi
kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz
disiim egrileri, M = 100,80 = /2

0.0016
0.0012
0.0008
0.0004

000195
= 0.0018
00014
0.001

0.0006

0.0002 -0.0004

-0.0008
-0.0012
-0.0016

Sekil 18. Kare kanal kesitinde MHD probleminin sonlu elemanlar yontemi
kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz
diisiim egrileri, M = 500,80 = /2
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| 0.00085

0.0005
0.00025

= 0.0002

0.0001 05

-05 -0.5

T -0.5 0 0.5 ] 1y -0.5 0 0.5 1
X X

Sekil 19. Kare kanal kesitinde MHD probleminin sonlu elemanlar yontemi
kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz
disiim egrileri, M = 1000,0 = m/2

Sekil 14. ile Sekil 19. arasinda M=1 den M=1000’e kadar ki Hartmann sayilar1 i¢in
hiz ve manyetik alan iz disiim egrilerinin grafikleri verildi. Elde edilen sonuglarin
stabilligi grafiklerden de goriilmektedir. Ayrica Hartmann sayis1 arttikca, MHD
problemlerinin bilinen karakteristik 6zelligi olan sinir katmaninin olusumu da ¢ok agik

sekilde grafiklerden gozlemlenmektedir. Teoriden de bilindigi tizere sinir katman kalinligi

paralel duvarlarda 1/M dik duvarlarda ise 1/v/M oraninda oldugu hesaplanmustir.

05

0.05
0.03
0.01
0
-0.m
-0.08
-0.05

-05

0 05 1 -1 -08 0 05 1
X X
Sekil 20. Kare kanal kesitinde MHD probleminin sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz
diistim egrileri, M =10, 8 =0



0095

008

0085

005 00007
0035 00007
002 R

ooos 05 -

-05
_1_1

Sekil 21. Kare kanal kesitinde MHD probleminin sonlu elemanlar yontemi
kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz
distim egrileri, M = 10, 0 = /4

X

Sekil 20. ile Sekil 21. arasinda ise M = 10 i¢in disardan etki ettirilen manyetik alanin
farkl1 agilardan (0 = 0 ve 6 = m/4) uygulandigi durumlar gosterilmistir. Grafiklerden de
goriilecegi tizere, 8 = /2 durumundaki yapinin korundugu sadece disardan etki ettirilen

manyetik alanin agis1 kadar donme oldugu gozlemlenmektedir.

0.0032
0.0026
0.002
0.0014
0.0008
0.0002

Sekil 22. Kare kanal kesitinde MHD probleminin sonlu elemanlar yontemi
kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz
diisiim egrileri, M = 500,80 = m/2

Sekil 22. de ise sonlu elemanlar yonteminde stabilizasyon kullaniminin etkisi

gosterilmistir. Stabilizasyon kullanilmadiginda, standart sonlu elemanlar yontemi ile elde
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edilen sonuglardaki bozukluklar biiylik Hartmann say1r degerleri i¢in 0Ozellikle hiz

bileseninde gézlemlenmektedir.

3.2.2. Cember Kanal icerisindeki MHD Kanal Probleminin Sonlu Elemanlar
Yontemi ile Coziimii

Bu boliimde ise bir onceki boliimde kare kanal kesiti i¢in elde edilen sonuglarin

¢cember kesitli kanal durumu incelenmistir.

025 0.02
021 0.01
017 0.001
013 -0.001
009 -0.01
005 -0.02
00 05

Sekil 23. Cember kanal kesitinde MHD probleminin sonlu elemanlar
yontemi kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve manyetik alan
(sagda) iz distim egrileri, M = 1,0 =m/2
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0085 0.05
0.085 0.03
0045 0.01
0.025 0

0.005 -0.01
-0.03
-0.05

Sekil 24. Cember kanal kesitinde MHD probleminin sonlu elemanlar
yontemi kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve manyetik alan
(sagda) iz diisim egrileri, M = 10,0 =1 /2

Sekil 25. Cember kanal kesitinde MHD probleminin sonlu elemanlar
yontemi kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve manyetik alan
(sagda) iz disiim egrileri, M = 50,0 = /2
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00098
0.0085
0007
0.0055
0004
0.0025
0001 05

0.008

0.004

0.0005
-0.0005
-0.004
-0.008

-05

Sekil 26. Cember kanal kesitinde MHD probleminin sonlu elemanlar
yontemi kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve manyetik alan
(sagda) iz diisiim egrileri, M = 100,60 = /2

0.0019
00016
00013
0.001

0.0007
0.0004
0.0001

0.0018
0.0012
0.0008

0
-0.0006
-0.0012
-00018

Sekil 27. Cember kanal kesitinde MHD probleminin sonlu elemanlar
yontemi kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve manyetik alan
(sagda) iz distim egrileri, M = 500,80 = m/2
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\ 1
0.00088 L
0.00085
0.0007
000055
0.0004
000025
00001 05

0.0008

0.0004

5E-05
-5E-05
-0.0004
-0.0008

-05

Sekil 28. Cember kanal kesitinde MHD probleminin sonlu elemanlar
yontemi kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve manyetik alan
(sagda) iz diisiim egrileri, M = 1000,0 = /2

017 0.02
013 0.01
009 0.001
005 -0.001
001 001
-0.02

Sekil 29. Cember kanal kesitinde MHD probleminin sonlu elemanlar
yontemi kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve manyetik alan
(sagda) iz disiim egrileri, M =1,0 =0
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025 0.02
021 0.01
017 0.001
0.13 -0.001
009 001
005 -0.02
001

Sekil 30. Cember kanal kesitinde MHD probleminin sonlu elemanlar
yontemi kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve manyetik alan

(sagda) iz diisiim egrileri, M =1, 8 = /4

0.008

0.004

0.0004
-0.0004
-0.004
-0.008

Sekil 31. Cember kanal kesitinde MHD probleminin sonlu elemanlar
yontemi kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve manyetik alan

(sagda) iz diistim egrileri, M = 100, 6 =0
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0.008
0.004
0.001
-0.001
-0.004
-0.008

Sekil 32. Cember kanal kesitinde MHD probleminin sonlu elemanlar
yontemi kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve manyetik alan
(sagda) iz diisiim egrileri, M = 100, 8 = /4

Sekil 23. ile Sekil 32. arasindaki grafiklerden goriilecegi lizere, kare kesitli kanal ile benzer
sekilde, Hartman say1 degeri arttikca manyetik alana paralel duvarlarda olusan yogun sinir
katmani, farkli aci ile manyetik alan uygulandiginda yapidaki dénme ¢ember kesitli

kanalda da gézlemlenmektedir.

3.3. Kare ve Cember Anular Bélgede MHD Akim Probleminin Sonlu Elemanlar
Yontemi ile Coziimii

Bu kisimda ¢ember ve kare anular bolgede MHD kanal probleminin sonlu elemanlar

yontemi ile ¢oziimleri incelenecektir.

3.3.1. Kare Anular Biolgede MHD Akim Probleminin Sonlu Elemanlar Yontemi
ile Coziimii

[lk olarak, iki kare arasinda kalan anular bdlgede duvarlarin manyetik alanca yalitkan

oldugu kanal igerisindeki MHD probleminin sayisal yontemle ¢oziimii incelenecektir.
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055
045
035
025
015
005

0.08

0.02

Sekil 33. Kare kesitli anular kanal icerisinde MHD probleminin sonlu
elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve
manyetik alan (sagda) iz diisiim egrileri, M = 1,0 = n/2

0.16

0.08

0
-0.08
-0.16

Sekil 34. Kare kesitli anular kanal igerisinde MHD probleminin sonlu
elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve
manyetik alan (sagda) iz diisiim egrileri, M = 10,0 = /2
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0055 005
0,045 003
0035 0.01
0025 001
0.005 -003
-0.05

Sekil 35. Kare kesitli anular kanal icerisinde MHD probleminin sonlu
elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve
manyetik alan (sagda) iz diistim egrileri, M = 50,0 = /2

0.028
0.024
0.0z

0.016
0.012
0.006
0.002

0.026
0.02
0.014
0.006
0

-0.006
-0.014
-0.02

-0.026

Sekil 36. Kare kesitli anular kanal icerisinde MHD probleminin sonlu
elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve
manyetik alan (sagda) iz diisiim egrileri, M = 100,06 = /2
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h 0.0055
0.004

h 0.0025
0.0005

Sekil 37. Kare kesitli anular kanal icerisinde MHD probleminin sonlu
elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve
manyetik alan (sagda) iz diistim egrileri, M = 500,60 = /2

Sekil 38. Kare kesitli anular kanal igerisinde MHD probleminin sonlu
elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve
manyetik alan (sagda) iz diisiim egrileri, M = 1000,6 = /2

Sekil 33. ile Sekil 38. arasindaki grafiklerde farkli Hartmann sayilar i¢in elde edilen
hiz ve manyetik alan iz diisiim egrileri gosterilmektedir. Grafiklerden goriilecegi iizere
sinir katmanlar1 disaridan uygulanan manyetik alana parelel olarak olugsmakta ve Hartmann

sayist arttikca i¢ duvarlar genisligince kanal igerisinde hemen hemen bir duraganlik

gozlemlenmektedir.
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3.3.2. Cember Anular Bolgede MHD Akim Probleminin Sonlu Elemanlar
Yontemi ile Coziimii

Bu boliimde, bir dnceki boliimde karesel anular bolge icin elde edilen sonuglarin

cembersel anular bolgedeki durumlari incelenecektir.

05

045
035
025
015
005

0.07
0.05
0.03
0.01
-0.01
-0.03
-0.05
-0.07

Sekil 39. Cember kesitli anular kanal igerisinde MHD probleminin sonlu
elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen hiz (solda) wve
manyetik alan (sagda) iz diisiim egrileri, M = 1,0 =m/2

0.12
0.08
0.04

-0.04
-0.08
-0.12

Sekil 40. Cember Kkesitli anular kanal i¢cerisinde MHD probleminin sonlu
elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve
manyetik alan (sagda) iz diisiim egrileri, M = 10,60 = /2
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0.026 0.02
0.023 0.015
0.017 0.005
0.009 0

0.005 -0.005
-0.015
-0.02

Sekil 41. Cember kesitli anular kanal igerisinde MHD probleminin sonlu
elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve
manyetik alan (sagda) iz diisiim egrileri, M = 100,60 = /2

0.0054 0.0045
0.004 0003
00025 00015
0.0005 0
-0.0015
-0.002
-0.0045

Sekil 42. Cember kesitli anular kanal i¢erisinde MHD probleminin sonlu
elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve
manyetik alan (sagda) iz diisiim egrileri, M = 500,80 = n/2
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0.0028
0.0024
0.002

0.0016
0.0012
0.0006
0.0002

Sekil 43. Cember kesitli anular kanal i¢erisinde MHD probleminin sonlu
elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve
manyetik alan (sagda) iz diisiim egrileri, M = 1000,0 = /2

Sekil 39. ile Sekil 43. arasindaki grafiklerde gézlemlenecegi iizere, karesel anular
bolgedeki yapilara benzeri yapilar cembersel anular bolge de elde edilmektedir. Hartmann
sayist arttik¢a i¢ duvarlar genisligince olusan yigilmanin ¢embersel anular bolgede daha az

olustugu goriilmektedir.

3.4. Manyetik Ortamda MHD Kanal Probleminin Sinir Elemanlar ve Sonlu
Elemanlar Yontemleri Birlesimi ile Coziimii

Bu boliimde tezde sayisal ¢6ziimii incelenen ana problemin, kanal igerisinde cisim
olmadig1 durumunda dista sinir elemanlar ve icte sonlu elemanlar yontemi birlesimi ile

elde edilen sonuglar incelenecektir.

3.4.1. Kare Bolgede Manyetik Ortamdaki MHD Kanal Probleminin Sinir
Elemanlar ve Sonlu Elemanlar Yontemleri Birlesimi ile Coziimii

Bu béliimde bir 6nceki bolimde manyetik ortamda MHD kanal probleminin Kare

kanal durumu incelenecektir.
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026
022
018
0.14
0.1

006
002

0.075
005
0.025
0

-0.025
-0.05

05 -0.075

-05

-05 0 05
X

Sekil 44. Kare kesitli kanal igerisinde MHD probleminin sinir elemanlar ve
sonlu elemanlar yontemleri birlesimi ydntemi kullanilarak elde
edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz diisim egrileri,
RMygna = 1,Rmgg =1, Rh=1,Re =1,M = 1,0 = /2

0053
0045
0035
0025
0015
0.005

05

-05

-05 0 05
X

Sekil 45. Kare kesitli kanal icerisinde MHD probleminin sinir elemanlar ve
sonlu elemanlar yontemleri birlesimi yontemi kullanilarak elde
edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz diisiim egrileri,
Rmyana = 10,Rmgy, = 1,Rh =10,Re = 1,M = 10,6 = /2
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0.01 0.016
0.007 0.01
0.004 0.004
0.001 0
-0.004
-0.01
-0.016

Sekil 46. Kare kesitli kanal icerisinde MHD probleminin sinir elemanlar ve
sonlu elemanlar yontemleri birlesimi yontemi kullanilarak elde
edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz diisim egrileri,
RMyana = 50,Rmg,s = 1,Rh = 10,Re = 5,M = 50,0 = /2

0.0055 0.009
0,0045 0.005
00035 0.001
0.0025 -0.001
0.0015 -0.00%
0.0005 -0.009

Sekil 47. Kare kesitli kanal icerisinde MHD probleminin sinir elemanlar ve
sonlu elemanlar yontemleri birlesimi yontemi kullanilarak elde
edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz diisim egrileri,
Rmygna = 100,Rmg = 1,Rh = 10,Re = 10,M = 100,60 = /2
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-1 -0.5 1] 056 1
X

Sekil 48. Kare kesitli kanal igerisinde MHD probleminin sinir elemanlar ve
sonlu elemanlar yontemleri birlesimi yontemi kullanilarak elde
edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz diisim egrileri,
RMyana = 500,Rmg, = 1,Rh = 50,Re = 10,M = 500,60 = 1/2

v

0.00055

0.0004
0.00025
0.0001

Sekil 49. Kare kesitli kanal icerisinde MHD probleminin sinir elemanlar ve
sonlu elemanlar yontemleri birlesimi yontemi kullanilarak elde
edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz diisiim egrileri,
Rmygna = 1000, Rmy,s = 1,Rh = 100,Re = 10,M = 1000,6 = 7/2

Sekil 44. ile Sekil 49. arasinda farkli problem parametre degerleri ile elde edilen
sonuglarin grafikleri verilmistir. Grafiklerden gorilecegi lizere RMyqng = RMg,s oldugu
durumda kanal bolgesinden dis ortama dogru ¢ikarken manyetik alan iz diisiim egrilerinin
diizgiin bir sekilde devamlilik géstermesine ragmen Rmy,,,; degeri arttik¢a ayni iz dlisim
egrilerinin bir kirllma ile dis ortama dogru devam ettigi gozlemlenmektedir. Duvarlar

manyetik alanca yalitkan MHD kanal problemine benzer sekilde, problem parametre
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degerleri arttiginda Hartmann sayisinin da biiyiimesinden dolayr hem hiz hem de manyetik
alan bilesenlerinde kanal duvarlarina dogru siir katmaninin olusumu goriilmektedir.

Ayrica, Ozellikle problem parametre degerleri biiylidiikce kose noktalarinda ve bu

0.07
0.05
0.03
0.01
-0.01
-0.03
-0.05
-0.07

noktalara yakin yerlerde bozukluklarin olustugu gézlemlenmektedir.

0053
0045
0035
0025
0015
0.005

Sekil 50. Kare kesitli kanal icerisinde MHD probleminin sinir elemanlar ve
sonlu elemanlar yontemleri birlesimi yontemi kullanilarak elde
edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz diisim egrileri,
Rmyana = 10,Rmg, = 1,Rh =10,Re = 1,M = 10,0 =0

0.084
005
0.035
002
0.005

Sekil 51. Kare kesitli kanal igerisinde MHD probleminin sinir elemanlar ve
sonlu elemanlar yontemleri birlesimi yontemi kullanilarak elde
edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz diisim egrileri,
RMyana = 10,Rmy,s = 1,Rh =10,Re = 1,M = 10,0 = /4
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Sekil 50. ile Sekil 51. grafiklerinde ise yine duvarlart manyetik alanca yalitkan MHD
kanal problemine benzer sekilde disardan etki ettirilen manyetik alanin farkli agilardan
uygulanmasinda hem kanal igerisinde hem de dis ortamda olusan yapmin da ayn aci

miktari ile dondiigi gozlemlenmektedir.

3.4.2. Cember Bolgede Manyetik Ortamdaki MHD Kanal Probleminin Sinir
Elemanlar ve Sonlu Elemanlar Yontemleri Birlesimi ile Coziimii

Bu boéliimde bir 6nceki boliimde kare kanal icin elde edilen sonuglarin ¢ember kanal

durumu incelenecektir.

0.06
0.04
0.02
0.01

-0.01
-0.02
-0.04
-0.06

Sekil 52. Cember kesitli kanal icerisinde MHD probleminin sinir elemanlar
ve sonlu elemanlar yontemleri birlesimi yontemi kullanilarak elde
edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz diisim egrileri,
Rmygna = 1L,RMgs =1, Rh=1,Re=1,M =1,0 = m/2
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0055
0045
0035
0025
0015
0.005

0.06
0.04
0.02
0.01

-0.01
-0.02
-0.04
-0.06

Sekil 53. Cember kesitli kanal igerisinde MHD kanal probleminin sinir
elemanlar ve sonlu elemanlar yontemleri birlesimi yontemi
kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz
disim  egrileri,  Rmygnq = 10,Rmg =1, Rh =10,Re = 1,M =
10,60 =m/2

0.0104 0.018
0.009 0.01
0.007 0.004
0005 0
0003 -0.004
0.001 -0.01
-0.016

Sekil 54. Cember kesitli kanal igerisinde MHD kanal probleminin sinir
elemanlar ve sonlu elemanlar yontemleri birlesimi yontemi
kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz
disim  egrileri,  Rmygnq = 50,Rmg =1,Rh =10,Re =5 M =
50,0 =m/2
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00052 0.009
0.0045 0.005
00035 0.001
0.0025 -0.001
00015 -0.005
00005 -0.009

Sekil 55. Cember kesitli kanal igerisinde MHD kanal probleminin sinir
elemanlar ve sonlu elemanlar yontemleri birlesimi ydntemi
kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz
diistim egrileri, Rmygng = 100,Rmg, = 1,Rh = 10,Re = 10,M =
100,80 = /2

v
000103 0.0018
0.0009 0.001
0.0007 0.0002
0.0005 -0.0002
0.0002 -0.001
0.0001

-0.0018
05

-05

Sekil 56. Cember kesitli kanal igerisinde MHD kanal probleminin sinir
elemanlar ve sonlu elemanlar yontemleri birlesimi yodntemi
kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz
disim egrileri, Rmygng = 500,Rmgs =1,Rh =50,Re = 10,M =
500,60 =m/2
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v

0.000515
0.00045
0.00025
000025
0.00015
5E-05

B

0.0008
0.0004
000015
5E-05
-5E-05
-0.00015
-0.0004
-0.0008

05

-05

Sekil 57. Cember kesitli kanal igerisinde MHD kanal probleminin sinir
elemanlar ve sonlu elemanlar yontemleri birlesimi yontemi
kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz
diistim egrileri, RMygnq = 1000,Rmg,s = 1,Rh = 100,Re = 10,M =
1000,60 = m/2

0055 0.06

0045 0.04

0035 0.02

0025 0.01

0015

0.005 -0.01
-0.02
-0.04
-0.06

Sekil 58. Cember kesitli kanal igerisinde MHD kanal probleminin sinir
elemanlar ve sonlu elemanlar yontemleri birlesimi yodntemi
kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz
diistim  egrileri,  Rmygnqg = 10,RMmg,s =1, Rh =10,Re = 1,M =
10,6 =0
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0055
0045
0035
0025
0015
0.005

0.06
0.04
0.02
0.01

-0.01
-0.02
-0.04
-0.06

Sekil 59. Cember kesitli kanal igerisinde MHD kanal probleminin sinir
elemanlar ve sonlu elemanlar yOntemleri birlesimi yOntemi
kullanilarak elde edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz
disim  egrileri,  Rmygnq = 10,Rmg =1, Rh =10,Re = 1,M =
10,60 =m/4

Sekil 52. ile Sekil 59. arasindaki grafiklerde kare kanal i¢in uygulanan farkli problem
parametre degerleri ile aymi sekilde ¢ember kanal icin elde edilen sonuglar
gosterilmektedir. Kare kanala benzer yapilar ¢ember kanal i¢in de elde edildigi
goriilmektedir. Kare kesitli durumda koselerde karsilasilan bozukluklarin ¢ember kesit
durumunda goriilmedigi, bundan dolay1 boélgenin tamaminda diizgiin bir yapinin oldugu
goriilmektedir.

3.5. Manyetik Ortamda Manyetik Kati Cisim Etrafinda MHD Kanal
Probleminin Simir Elemanlar ve Sonlu Elemanlar Yontemleri Birlesimi ile
Cozimii

Bu bolimde bir onceki bdliimde verilen problemin daha genel hali olan kanal
icerisinde manyetik alanca iletken bir cismin oldugu durum incelenecek ve problemin,
kanal i¢indeki cisim bolgesinde ve dis ortamda sinir elemanlar yontemi, ve akiskanin
bulundugu kanal kesit bolgesinde ise sonlu elemanlar yontemleri birlesimi ile ¢6ziimii
verilecektir. Kanal igerisindeki cismin de kanal ile ayn1 kesite sahip ve kanal gibi yeterince

uzunlukta oldugu kabul edilmektedir.
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3.5.1. Kare Bolgede Manyetik Ortamda Manyetik Kati Cisim Etrafinda MHD
Kanal Probleminin Smir Elemanlar ve Sonlu Elemanlar Yontemleri
Birlesimi ile Coziimii

Ik olarak kanalin ve kanal icerisindeki cismin kesitinin de kare oldugu durum

incelenecektir.

045
0.35
0.25
0.15
0.05

0
X

Sekil 60. Kare kesitli kanal i¢cerisinde MHD probleminin sinir elemanlar ve
sonlu elemanlar yontemleri birlesimi yontemi kullanilarak elde
edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz diisiim egrileri,
Rmcisim = 1,Rmkanal = 1,R7‘n.dl$ = 1,Rh = 1,Re = 1,M = 1,0 = 7'[/2

023
0.16
008

-008
-0.16
-023

Sekil 61. Kare kesitli kanal igerisinde MHD probleminin sinir elemanlar ve
sonlu elemanlar yontemleri birlesimi yontemi kullanilarak elde
edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz diisim egrileri,
Rm isim = 1, RMygnq = 10,Rmg, = 1, Rh = 10,Re = 1,M = 10,0 =
/2
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0022 L 005
0018 003
0014 0.01
001 o 0

0,006 0.01
0.002 I -0.03

-0.05

Y

———

Sekil 62. Kare kesitli kanal igerisinde MHD probleminin sinir elemanlar ve
sonlu elemanlar yontemleri birlesimi yontemi kullanilarak elde
edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz diisim egrileri,
Rma-sim = 1,Rmkanal = 50, Rmdls = I,Rh = 10, Re = S,M = 50,0 =

/2
0.025
0.015
0.005
5E-05
-5E-05
-0.005
-0.015
-0.025

Sekil 63. Kare kesitli kanal i¢erisinde MHD probleminin sinir elemanlar ve
sonlu elemanlar yontemleri birlesimi yontemi kullanilarak elde
edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz diisim egrileri,
Rm isim = 1, RMygnq = 100, Rmg,s = 1,Rh = 10,Re = 10,M =
100,60 =m/2
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0.0026
0.0022
0.0018
0.0014
0.001

0.0006
0.0002

0.005
0.003
0.001
0
-0.001
-0.003
-0.005

Sekil 64. Kare kesitli kanal igerisinde MHD probleminin sinir elemanlar ve
sonlu elemanlar yontemleri birlesimi yontemi kullanilarak elde
edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz disim egrileri,
Rm isim = 1, RMygnq = 500, Rmy,s = 1,Rh = 50,Re = 10,M =

500,60 = 1/2
00013
0.0011
0.0009
0.0007
0.0005
0.0003
0.00071

Sekil 65. Kare kesitli kanal igerisinde MHD probleminin sinir elemanlar ve
sonlu elemanlar yontemleri birlesimi yontemi kullanilarak elde
edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz diisim egrileri,
Rmeisim = 1, RMygng = 1000, Rmy,s = 1,Rh = 100,Re = 10, M =
1000,0 = m/2

Sekil 60. ile Sekil 65. arasindaki grafiklerde farkli problem parametre degerleri ile
elde edilen sonuglarin grafikleri gosterilmektedir. Bir onceki probleme benzer sekilde
RMygnar = RMmgs V& RMygnar = RMeigim oldugu durumda manyetik alan iz diigtim

egrilerinin diizgiin sekilde devam ettigi, Rmyg,q sayisi arttikca egrilerin siirekli fakat
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artim oraninda kirillarak devam ettigi gézlemlenmektedir. Kanal igerisindeki yapinin anular
bolgedeki MHD probleminde goriilen yapi ile benzer oldugu da gozlemlenmektedir.
Ozellikle problem parametre degerleri biiyiidiikge kdse noktalarinda ve bu noktalara yakin
yerlerde bozukluklarin bir 6nceki probleme benzer sekilde bu durumda kanalin hem dig

hem de i¢ duvarlarina yakin kdse bolgelerinde olustugu gézlemlenmektedir.

3.5.2. Cember Bolgede Manyetik Ortamda Manyetik Kati Cisim Etrafinda
MHD Kanal Probleminin Smr Elemanlar ve Sonlu Elemanlar
Yontemleri Birlesimi ile Coziimii

Son olarak bu boliimde kanal ve kanal igerisindeki cismin kesitlerinin ¢gember oldugu

durum incelenecektir.

035
025
0.15
005

-0.05
-0.15
-025
-035

Sekil 66. Cember kesitli kanal icerisinde MHD probleminin sinir elemanlar
ve sonlu elemanlar yontemleri birlesimi yontemi kullanilarak elde
edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz disim egrileri,
Rm isim = 1, RMygna = LRMgys =1, Rh=1,Re=1,M =1,0 =7/2
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0.105 016
0.085 008
0.065 0
0.045 -008
0.025 -016
0.005

Sekil 67. Cember kesitli kanal igerisinde MHD probleminin sinir elemanlar
ve sonlu elemanlar yontemleri birlesimi yontemi kullanilarak elde
edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz disim egrileri,
Rm isim = 1, RMygnq = 10, Rmy, = 1,Rh = 10,Re = 1,M = 10,0 =
/2

0.021 0.045
0017 003
0.013 0.015
0.009 0
0.005 -0.015
0.001 -0.03
-0.045

Sekil 68. Cember kesitli kanal icerisinde MHD probleminin sinir elemanlar
ve sonlu elemanlar yontemleri birlesimi yontemi kullanilarak elde
edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz disim egrileri,
Rmeisim = 1, RMygnq = 50, Rmy, = 1,Rh = 10,Re = 5,M = 50,0 =
/2
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0.0105 0.02
0.008 0.01
0.0055 0.002
0003 -0.002
0.0005 001
-0.02

Sekil 69. Cember kesitli kanal icerisinde MHD probleminin sinir elemanlar
ve sonlu elemanlar yontemleri birlesimi yontemi kullanilarak elde
edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz diisim egrileri,
Rmeisim = 1, RMygnq = 100, Rmgy,s = 1,Rh = 10,Re = 10,M =
100,60 = m/2

0.0021
00018
0.0015
00012
0.0009
0.0006
0000358
0.0001

0.005
0.003
0.002
0.0003
-0.0002
-0.002
-0.003
-0.005

Sekil 70. Cember kesitli kanal igerisinde MHD probleminin sinir elemanlar
ve sonlu elemanlar yontemleri birlesimi yontemi kullanilarak elde
edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz diisiim egrileri,
Rmcisim = 1,Rmkanal = 500, Rmdl$ = 1, Rh = SO,Re = 10,M =
500,80 = m/2
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00011
0.00095
0.0008
0.00085
0.0005
0.00035
0.0002
0.0001

0.0025
0.0015
0.0005

-0.0005
-0.0015
-0.0025

Sekil 71. Cember kesitli kanal igerisinde MHD probleminin sinir elemanlar
ve sonlu elemanlar yontemleri birlesimi yontemi kullanilarak elde
edilen hiz (solda) ve manyetik alan (sagda) iz disiim egrileri,
Rm isim = 1, RMygnq = 1000, Rmy,g = 1,Rh = 100,Re = 10, M =
1000,0 = m/2

Sekil 66. ile Sekil 71. arasindaki grafiklerde kare kanal ve kare cisim i¢in uygulanan
farkli problem parametre degerleri ile ayn1 sekilde ¢ember kanal ve ¢ember cisim i¢in elde
edilen sonuglar gosterilmektedir. Grafiklerden gozlemlendigi gibi kare kanala benzer
yapilarin elde edilmesine ragmen ¢ember kanalda 6zellikle problem parametre degerleri
bliylidiikce kose noktalarinda ve bu noktalara yakin yerlerde olusan bozukluklarin ¢ember

kanala nazaran daha az olustugu gézlemlenmektedir.



4. SONUCLAR

Tezde kullanilan yontem ve elde edilen sonuglar dogrultusunda;

e Sonlu elemanlar yonteminde kararlilik (stabilizasyon) kullanarak konveksiyon
baskin problemlerin kararli ¢éztimlerinin elde edilebildigi

e Smir elemanlar yonteminin dis bolge problemlerine uygulanabilme avantajindan
dolay1 sanal bir dis sinir tanimlamasina gerek duyulmadan dis bolge problemlerinin
etkin bir sekilde ¢oziilebildigi

e Sonlu elemanlar ve sinir elemanlar yontemi birlesimi kullanarak daha kiigiik
boyutlarda matris-vektor sistemi elde ederek bilgisayar hesaplama agisindan daha
ekonomik ¢oziimlerin elde edilebildigi

e Elde edilen sonuglarin literatiirdeki sonuglarla karsilastirilmasinda kullanilan

yontemin etkinligi

gozlemlenmistir.



5. ONERILER

Bu tezde kullanilan kararli (stabilize) sonlu elemanlar ve siir elemanlar yontemi
birlesimi daha farkli problemlere uygulanip bilgisayar hesaplamasi bakimindan ekonomik

ve sayisal yontem olarak daha yakinsak sonuglar elde edilebilir.

Problemin 3 boyutlu modellemesinin yapilmasi durumunda tezde kullanilan yontem

ile problemin daha genel halinin de ¢ézlimii elde edilebilir.
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