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Bu ¢alismanin amaci, literatiirdeki dnemli stok kontrol modellerinden biri olan (s,S)
tipli stok kontrol modellerini agir kuyruklu dagilima sahip talep miktarlar ile incelemek ve
agir kuyruklu talep miktarlarinin (s,S) tipli stok kontrol modelleri iizerindeki etkisini
arastirmaktir. Talep miktar1 agir kuyruklu dagilima sahip stok kontrol modellerini teorik
olarak incelemek, taleplerde meydana gelebilecek beklenmedik dalgalanmalarin bu
modeller tizerindeki etkilerini tahmin edebilmek agisindan 6nemlidir.

Bu calismada oncelikle agir kuyruklu dagilimlar ve tiim altsiniflar ile ilgili genel
bilgiler verilecektir. (s,S) tipli stok kontrol modeli “Odiillii Yenileme Siireci” olarak
adlandirilan yari-Markov bir model ile temsil edilecek ve bu modeli ifade eden stokastik
siire¢ matematiksel olarak insa edilecektir. Agir kuyruklu dagilimlarin kuyruk davranisinin
modeli ifade eden siire¢ lizerindeki etkisi incelenecektir. Bu hedefe ulasmak i¢in dncelikle
stirecin ergodik dagilim fonksiyonu ve ergodik dagilim fonksiyonunun n. mertebeden
sonlu momentleri i¢in asimptotik agilimlar elde edilecektir. Daha sonra siirecin ergodik
dagilimi i¢in zayif yakinsama teoremi ispat edilecektir. Ayrica elde edilen asimptotik
acilimlarin yardimi ile hesaplanan moment degerlerinin kesin degerlere yakinligi Monte-

Carlo simiilasyon yontemi ile test edilecektir.

Anahtar Kelimeler: (s,S) tipli stok kontrol modelleri, Odiillii yenileme siiregleri, Ergodik
dagilim fonksiyonu, Ergodik dagilimin momentleri, Agir kuyruklu
dagilimlar, Yenileme fonksiyonu, Zayif yakinsama.
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The aim of this study is to investigate an inventory model of type (s,S) with heavy
tailed demands and to observe the impact of heavy tailed distributions on this model. It is
important to investigate stock control models with heavy tailed demand quantities in order
to analyze the effects of unexpected fluctuations of demands on these models.

As a first step all subclasses of heavy-tailed distributions and their properties will be
discussed. Then an inventory model of type (s,S) will be represented with a semi-
Markovian model called a renewal- reward process. A stochastic process which expresses
this model will be constructed mathematically. Our goal is to observe the impacts of the
different tail structure of heavy tailed distributions on inventory model of type (s,S). To
achieve this goal an asymptotic expansion for ergodic distribution function and n™ order
moments of the ergodic distribution function will be obtained by using asymptotic
methods. Then weak convergence theorem will be proved for the ergodic distribution
function. Moreover by using Monte-Carlo simulation method, the accuracy between the

moments obtained by using asymptotic formulas and exact formulas will be tested.

Key Words: Inventory model of type (s,S), Renewal reward process, Ergodic distribution
function, Moments of ergodic distribution, Heavy tailed distributions,
Renewal function, Weak convergence.
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Stokastik siirecler, rasgele degisken dizileri arasindaki iligkileri inceleyen olasiligin
onemli ¢alisma alanlarindan biridir. Rasgelelik ¢evremizde meydana gelen pek ¢ok olayin
ayrilmaz bir pargast oldugundan, doga ve miihendislik bilimlerindeki problemlerin
modellenmesinde stokastik siiregler énemli bir rol oynamaktadir. Ozellikle yenileme,
odilli yenileme, Markov siiregleri ve rasgele yiiriiyiis siiregleri uygulama alanlari
bakimindan stokastik siireclerin en énemli siniflarini olustururlar.

Poisson siireclerinin bir genellemesi olarak ortaya g¢ikan yenileme siirecleri, teorik
yapist nedeniyle pek c¢ok gercek hayat probleminin modellenmesinde kullanilmaktadir.
Gilintimiizde hisse senedi fiyatlarindan internet trafigine, stokastik finanstan giivenilirlik
teorisine kadar zamana bagli ve rastlantisal olarak degisen pek cok problem yenileme
stirecleri yardimi ile modellenmekte ve incelenmektedir.

Yenileme siiregleri, envanter modeller ile ilgili problemlerin modellenmesinde ve
¢oziimiinde de Onemli bir rol oynamaktadir. Literatiirde en ¢ok kullanilan envanter
modellerden biri (s,S) tipli envanter modellerdir. Bu ¢alismada (s,S) tipli bir envanter
model, odiillii yenileme siireci olarak adlandirilan kesikli miidahaleli yar1 Markov bir
stokastik siire¢ yardimi ile modellenecek ve modeli ifade eden siire¢ matematiksel olarak
kurulacaktir. Daha sonra talep miktarin1 ifade eden rasgele degiskenler agir kuyruklu
dagilimlarin alt iistel dagilimlar ve diizenli degisen dagilimlar alt siniflarina sahipken, (s,S)
tipli envanter modeli ifade eden siirecin belirli bazi1 karakteristikleri incelenecektir.

(s,S) tipli envanter modeller ile ilgili literatiirde pek ¢ok 6nemli ¢alisma mevcuttur.
Bu ¢alismalarda (s,S) tipli envanter modeli temsil eden siire¢ miidahaleyi ifade eden kesikli
sans karigimlart i¢in farkli dagilimlar kullanilarak ele alinmis, siirecin sinir fonksiyonelleri
ve kendi karakteristikleri incelenmistir. (s,S) tipli envanter modeller ile ilgili mevcut
literatiirtin biiylik bir kism1 talep miktarlarinin hafif kuyruklu ve sonlu varyansh dagilima
sahip olmasi varsayimina dayanmaktadir.

Hafif kuyruklu dagilimlar, son yillara kadar doga bilimleri ve sosyal bilimler de dahil
olmak tizere pek c¢ok problemin modellenmesinde yaygin olarak kullanilmiglardir. Bu

durumun nedeni hafif kuyruklu dagilimlarin merkezi limit teoremini saglamalaridir.



Merkezi limit teoremi, rasgele degiskenlerin orijinal dagilimi ne olursa olsun,
orneklem bilyiikliigi “n” arttikca 6rneklem ortalamasinin dagilimmin normal dagilima
zaylf anlamda yakinsadigmi sdyler. Bu durum hafif kuyruklu dagilimlarin seklinin
deneysel verilere, 6zellikle ortalama bir deger etrafinda kiimelenen verilere gayet uyumlu
olmalar1 anlamina gelmektedir. Otoyoldaki otomobillerin hizi, hava basmci, Yyaz
mevsiminde 6gle saatlerinde Ankara’da Olgiilen sicaklik degerleri gibi giinlik hayatta
karsilagilan pek cok veri, ortalama bir deger etrafinda kiimelenen veri tanimlamasina
uymaktadir. Bu verilerin i¢inde son derece nadir olarak rastlanan biiyiik sapmalar bile her
iki yonde de ortalamanin en fazla iki kati kadar bir deger alir. Ornegin Tiirkiye'deki
yetiskin kadimnlarin boy ortalamalar1 1.60 cm dir. Her bir bireyin boyu nadir olarak bu
degerden ¢ok fazla sapma gosterir dolayisi ile bu tip verilerin dagilimini beklenen deger ve
varyans 1iyi bir sekilde karakterize eder. Kisacasi, temelde bu orneklerin hepsini iireten
stirecler merkezi limit teoremini saglayan genel bir sinifa dahildirler.

Bununla birlikte giinimiizde normal dagilim varsayimindan sapma gosteren pek ¢ok
olayin oldugu bilinmektedir. Bazi durumlarda sapma bir kusur ya da sorun degil, liretim
siirecinde ilging bir karmasikligin oldugunun géstergesidir. Ozellikle son 15 yilda sosyal,
biyolojik ve teknolojik sistemlerin modellenmesinde normal dagilim varsayimina uymayan
ve igerisinde u¢ degerler bulunduran sayisiz veri ile karsilasildigi gozlemlenmistir. Boyle
verileri temsil eden dagilimlarin bazi durumlarda varyanslart veya birinci momentleri
sonsuz olabilmekte, dolayis1 ile bu verileri karakterize etmek igin beklenen deger ve
varyans yeterli olmamaktadir. Ayrica bu verilerin dagilimlar1t merkezi limit teoremini
saglamamaktadirlar. Biitiin bu nedenlerden dolay1 igerisinde boyle ug degerler bulunduran
verilerin, 6zel dagilimlar ile modellenmeleri gerekmektedir. Normallik varsayiminin disina
¢ikan bu dagilimlar literatiirde agir kuyruklu dagilimlar olarak isimlendirilmislerdir [46].

Agir kuyruklu dagilimlar i¢in dagilimlarin kullanildigr modele gore, literatiirde farkl
tanimlamalar mevcuttur. Genel olarak kuyruk kisimlar tstel dagilima gore daha yavas
sifira giden dagilimlar1 ya da sonlu moment ¢ikaran fonksiyonu olmayan dagilimlar
nitelendirmek i¢in agir kuyrukludur ifadesi kullanilir ([34], [73]). Uygulamada ise agir
kuyruklu dagilimlar, sira dist olaylari, yani gergeklesme olasilign diisiik fakat
gerceklestiginde olumsuz etkileri biiyiik olabilecek olaylara ait verileri modellemek i¢in
kullanilirlar. Bu tiir sira dis1 olaylarla tip biliminden insaat miihendisligi uygulamalarina,

meteorolojiden finansal risk yonetimine ve stoklama problemlerine kadar hayatin birgok



alaninda karsilasildig1 icin, agir kuyruklu dagilimlarin ele alman model iizerindeki
etkilerinin arastirilmasi son yillarda ¢ok 6nemli bir ¢alisma alani haline gelmistir.

Agir kuyruklu dagilima uyan verilerin gozlemlendigi 6nemli uygulama alanlarindan
biri de envanter modeller ile ilgili problemlerdir. Talep miktarini ifade eden rasgele
degiskenlerin kuyruk yapilarinin bazi kosullar altinda envanter sistemler tizerinde 6nemli
etkilerinin oldugu bilinmektedir. Ornegin {iretilen herhangi bir as1 icin talep normal
kosullar altinda istikrarhidir, fakat 6nemli bir salgin karsisinda aniden 10-20 kat artabilir.
Ayrica bir iirline olan talebi ifade eden rasgele degiskenlerin agir kuyruklu bir dagilima
sahip olmasi i¢in mutlaka sira dis1 bir olay ile karsilasilmasi gerekmez. Son yillarda
Ozellikle moda sektorii tirlinleri, teknoloji iriinleri ve Kitap, DVD gibi yaratict iriinler
kategorisinde yer alan iriinlerin internet iizerinden yapilan satislart ile ilgili pek c¢ok
arastirma, talep miktarlarinin agir kuyruklu dagilim gosterdigine dair somut oOrnekler
sunmaktadir ([14], [22], [35]). Ayrica belli basl {irlinler igin mdsterilerin satin alma
egilimlerini belirlemek tizere yapilan baska bir g¢alismanin sonucunda miisterilerin
magazalardan satin aldiklar1 iirlinlerin hafif kuyruklu dagilim yapis1 gosterdigi, internet
tizerinden satin aldiklari {riinlerin ise genellikle agir kuyruklu dagilim yapisina sahip
oldugu gozlemlenmistir [8]. Dolayisi ile 6zellikle internetten satis yapan perakendecilerin
envanter politikalarin1  olustururken taleplerin kuyruk davramslarini g6z Oniinde
bulundurmalar1 oldukca 6nemlidir.

(s,S) tipli envanter modeller literatiirde pek ¢ok farkli hafif kuyruklu dagilim ile
incelenmistir. Fakat agir kuyruklu talep miktarlarinin (s,S) tipli envanter modeli ifade eden
siirecin karakteristiklerine etkisi bugiine kadar incelenmemistir. Bu ¢alismanin amaci agir
kuyruklu talep miktarlarinin (s,S) tipli envanter modeli ifade eden siirecin karakteristikleri
tizerindeki etkisini arastirmaktir. Bu maksatla sirast ile yapilmis olan calismalar su
sekildedir. Oncelikle agir kuyruklu dagilima sahip rasgele degiskenler hakkinda genel
bilgiler ve bu rasgele degiskenler tarafindan iretilen yenileme fonksiyonlarina iliskin
ayrintilt bir literatlir arastirmast verilecektir. Talep miktarlar1 farkli alt siniflardan agir
kuyruklu dagilimlara sahipken (s,S) tipli envanter modeli ifade eden siirecin ergodik
dagilim fonksiyonu igin asimptotik acilimlara ulasilacak ve bu asimptotik agilimlar igin
zayif yakinsama teoremi ispat edilecektir. Ayrica siirecin ergodik dagilim fonksiyonunun
n. dereceden momentleri i¢in asimptotik acgilimlara ulasilacaktir. Son olarak elde edilen
yaklagik sonuglarin kesin formiiller ile uyumlulugu Monte Carlo simiilasyon yontemi ile

test edilecektir.



1.2. Temel Tanim ve Teoremler
1.2.1. Sonsuz Kiigiik, Sonsuz Biiyiik Fonksiyonlar ve Asimptotik Denklik

Bu kisimda g¢aligmanin ilerleyen boliimlerinde kullanilacak olan sonsuz kiigiik ve
sonsuz biiyiik fonksiyonlar olarak bilinen bazi 6nemli fonksiyonlar ile asimptotik denklik
kavrami kisaca ele alinacaktir. Ayrica bu kavramlar ile ilgili belli basli Ozelliklere
deginilecektir.

Tanmm 1.2.1.1 [43] f(x) ve g(x) reel sayilarin yeterince biiyiik bir araliginda tanimli iki
fonksiyon olsunlar. x > x, olmak iizere

lf Ol < clg(x)]
olacak sekilde x, ve c sabitleri mevcut ise f(x) = O(g(x)) bigiminde yazilir ve f(x),
O(g(x)) smifindandir denir. Burada ¢ sayisina O sabiti, x = x, araligina da gegerlilik
aralig denir.

Ornek 1.2.1.1 [43] x = 0(e*) tir. Bunu ispatlamak i¢in her x > x, icin x < c e* olacak
sekilde x, ve c sabitinin bulundugunu goéstermek gerekir. Yani oOyle bir x, sayisi
bulunmalidir ki g(x) = x/e* fonksiyonu [x,, ) araliginda sonlu olsun. Dikkat edilir ise,
q(x) fonksiyonu [0,00) aralifinda negatif olmayan siirekli bir fonksiyondur. Ayrica
x - o i¢gin q(x) = 0 dir. Dolayis: ile, bu fonksiyon [0, ) araliginda sonludur. Yani
Xo = 0 ve ¢’nin herhangi bir degeri i¢in x = 0(e*) asimptotik ifadesi dogrudur.

Tamim 1.2.1.2 [43] f(x) ve g(x) reel sayilarin yeterince biiyiik bir araliginda tanimli iki
fonksiyon ve g(x) # 0 olsun. Eger

lim @ =0

x=e0 g(x)
sart1 saglaniyor ise f(x) = o(g (x)) bi¢giminde yazilir ve f(x), o(g(x)) simifindan bir
fonksiyondur denir.

Not 1.2.1.1 [43] f(x) = o(g(x)), (x > ) Ozelliginin saglanmasi f(x)’in g(x)’ ten
daha kiiciik dereceden oldugunu gésterir. Dolayist ile f(x) = o(g(x)) ise ayn1 zamanda
f(x) = 0(g(x)) tir. Bu durumun tersi dogru degildir, yani “o” asimptotik iliskisi “0”
asimptotik iliskisinden daha giicliidiir.



Tanmm 1.2.1.3 [43] g(x) # 0 olmak iizere reel sayilarda tammh f(x) ve g(x)

fonksiyonlart icin eger,

wion
Jim o = 1

sartt saglaniyor ise x — oo i¢in f(x), g(x)’e asimptotik denktir denir ve f(x) ~ g(x)
biciminde yazilir. Asimptotik denklik ¢ok kiiciik ve ¢ok biiyiik fonksiyonlar ile yakindan
ilgilidir. Bu durum asagidaki 6zellik ile agiklanabilir:
Ozellik 1.2.1.1 [43] f(x) ~ g(x) oldugunda f(x) = g(x) + o(g(x)) tir.
Not 1.2.1.2 [43] o fonksiyonu her zaman O fonksiyonundan daha giigliidiir fakat, O
fonksiyonu yakinsama hizi hakkinda o fonksiyonundan daha fazla bilgi igerir. Ayrica
asagida verilen Ozelliklerinden dolayr O fonksiyonu ile islem yapmak her zaman o
fonksiyonu ile islem yapmaktan daha kolaydir.
Ozellik 1.2.1.2 (O Fonksiyonu ile Tlgili Temel Ozellikler) [29]
(i) C pozitif sabit bir sayr ise, f(x)=0(C g(x)) olmasi ile f(x) = 0(g(x))
olmasi birbirine denktir. Ozel olarak f(x) = 0(C) ise f(x) = 0(1) dir.
(i) f(x) =0(g(x)) ve g(x) = 0(h(x)) oldugunda f(x) = O(h(x)) dir.
(iii) fi(x) = 0(g;(x)), i = 1,2 olsun. Bu durumda f;(x)f;(x) = 0(g,(x)g2(x))
dir.
(iv) f(x) = O(g(x)h(x)) oldugunda f(x) = g(x)O(h(x)) dir.
(v) f(h) =p(h) + 0(h™), g(h) = q(h) + O(h™) ve r = min{m, n} olmak lizere
f(W) +g(h) =ph) +q(h) + 0(h") ve f(h) g(h) = p(R)q(h) + O(h") dir.
(vi) f(x) ve g(x) sonlu araliklarda integrallenebilir iki fonksiyon ve

f(x) = 0(g(x)) olsun. Bu durumda

[roray=o [l9wiay ). =)

dir.
Ozellik 1.2.1.3 (Asimptotik Denklik (~) ile Tlgili Temel Ozellikler) [25]
(i) f(x) ~g(x) olsun. r herhangi bir sabit olmak iizere; f(x)" ~ g(x)" ve
lim,_, g(x) = oo ise log(f(x)) ~ log(g(x)) dir.
(i) f(x) ~ g(x) ve h(x) ~ k(x) olsun. Bu durumda f(x)h(x) ~ g(x)k(x) ve
fO)/h(x) ~ g(x)/k(x) dir.



Teorem 1.2.1.1 f(x) ve g(x), [a, ) araliginda siirekli pozitif fonksiyonlar olmak iizere

f(x) ~ g(x) olsun. Bu durumda

fw F(o) dt

yakinsaktir ancak ve ancak

[00]

f g(t) dt

a

yakinsaktir.

Teorem 1.2.1.2 f(x) ~ g(x) olsun. Eger faoog(t)dt = o0 isg;

X

jxf(t)dt~ jg(t)dt

a

dir.

1.2.2. Rasgele Degisken Dizileri icin Yakinsaklik Cesitleri

Tamm 1.2.2.1 [75, 80] {X,}, n = 1 Q ornek uzayinda tanimli rasgele degiskenlerin

bir dizisi ve X ayn1 Q 6rnek uzayinda tanimli bir rasgele degisken olsun.

(i) {X,,} rasgele degiskenler dizisi X rasgele degiskenine noktasal yakinsaktir ancak
ve ancak Vw € Q igin {X,,(w)}, X(w)'ya yakinsaktir. Noktasal yakinsaklik
rasgele degiskenler aras1 mesafeyi tanimlamak i¢in kullanilan bir yakinsaklik
cesididir.

(i) V&> 0 igin lim,_ . P(|X,, — X| > €) = 0 saglamyor ise {X,}, n = 1 rasgele
degiskenler dizisi X rasgele degiskenine olasilik anlaminda yakinsaktir denir. Bu

sarti saglayan X rasgele degiskenine {X,}, n = 1 rasgele degiskenler dizisinin

olasiliga gore limiti denir ve X, i X seklinde gosterilir.

(iii) F,(x) ve F(x) swras1 ile {X,} dizisinin ve X rasgele degiskeninin dagilim
fonksiyonlar1 olsunlar. {X,} rasgele degiskenler dizisi X rasgele degiskenine
dagilima gore yakinsaktir & F(x)'in siirekli oldugu her x € R i¢in F,(x), F(x)'e
yakinsaktir. Dagilima gore yakinsaklik literatiirde zayif yakinsaklik olarak da

d
bilinmektedir ve X,,(w) - X(w) bi¢iminde gosterilir.



(iv) {X,,(w)} dizisi, X(w) noktasina hemen hemen her yerde yakinsaktir ancak ve
ancak {w € Q:{X,,(w)} » X(w)} € E olacak sekilde Ol¢iisii sifir olan bir E
kiimesi mevcuttur. Bu yakinsama 1 olasiligi ile yakinsama olarak da adlandirilir.

(V) E(JX,(W)|") < oo olsun. lim,_. E[|X,(W) — X(W)|"] = 0 olacak sekilde r.
mertebeden integrallenebilen bir X rasgele degiskeni mevcut ise {X,}, n =1
rasgele degiskenler dizisi X(w) rasgele degiskenine n. mertebeden ortalama
yakisaktir denir. Ozel olarak lim,,_,., E[|X,,(W) — X(W)|?] = 0 olacak sekilde
karesel integrallenebilen bir X rasgele degiskeni mevcut ise bu yakinsakliga
ortalama karesel yakinsaklik denir ve l.i.m. X,,(w) = X(w) bi¢iminde gosterilir.

Not 1.2.2.1 [80] Noktasal yakinsaklik her w € Q sartin1 gerektirdiginden saglanmasi zor
bir kosuldur. Burada “her w € Q yerine”, “Q’ nin yeterince biiyiik bir altkiimesi” ifadesi
kullanildiginda kosul zayiflatilmis olur ve hemen hemen her yerde yakinsaklik kavrami

elde edilir. Hemen hemen her yerde yakinsaklik literatiirde 1 olasiligr ile yakinsaklik

olarak ifade edilmektedir. 1 olasiligi ile yakinsaklik X, (w) o X (w) bi¢iminde gosterilir.
Not 1.2.2.2 [80] Yakinsaklik ¢esitleri arasinda asagidaki baglantilar mevcuttur:
(i) {X,}, rasgele degiskenler dizisi X rasgele degiskenine hemen hemen her yerde
yakinsak ise ayn1 zamanda olasilia gore de yakinsaktir.
(i) {X,}, rasgele degiskenler dizisi X rasgele degiskenine olasiliga gore yakinsak ise
ayni zamanda dagilima gore de yakinsaktir.
(iii) {X,,}, rasgele degiskenler dizisi X rasgele degiskenine hemen hemen her yerde
yakinsak ise ayn1 zamanda dagilima gore de yakinsaktir.
(iv) {X,,}, rasgele degiskenler dizisi X rasgele degiskenine ortalama karesel yakinsak
ise ayn1 zamanda olasiliga gore de yakinsaktir.
(V) {X,}, rasgele degiskenler dizisi X rasgele degiskenine ortalama karesel yakinsak

ise ayn1 zamanda dagilima gore de yakinsaktir.



1.3. Agir Kuyruklu ve Hafif Kuyruklu Dagilimlar
1.3.1. Agir Kuyruklu Dagilimlar

Agir kuyruklu dagilimlar ilk defa pamuk fiyatlarindaki degisimin modellenmesi i¢in
Mandelbrot [60] tarafindan kullanilmistir. Giiniimiizde agir kuyruklu dagilimlar kavrami
kayit degerleri sira dig1 davranig gosteren gergek hayat problemlerinde verileri modellemek
icin siklikla kullanilmaktadir. Sira dis1 olaylar meydana gelme olasiligi ¢ok diisiik olmasina
ragmen gercgeklestiginde kisi veya kurumlar i¢in kayip degeri yiiksek olaylardir. Ayni
zamanda bu olaylar meydana gelme zamani ve meydana geldigi takdirde olasi etkileri
hakkinda belirsizlik tastyan olaylardir. Agir kuyruklu dagilimlar bu belirsizligin belli bir
diizeyde tahmin edilebilmesi amaci ile kullanilirlar.

Literatiirde agir kuyruklu dagilimlar teriminin kullanimu ile ilgili baz1 farkliliklar s6z
konusudur. Bazi kaynaklarda her dereceden momenti sonlu olmayan dagilimlar agir
kuyruklu olarak nitelendirilirken, bazi kaynaklarda varyansi sonlu olmayan biitiin
dagilimlar agir kuyruklu olarak nitelendirilmektedir [73]. Aslinda bu tanimlamalarin ¢ogu
agir kuyruklu dagilimlarin farkl alt siniflarina isaret etmektedir. Calismanin bu kisminda
uygulamali olasiligin pek ¢ok alaninda biiyiik 6neme sahip bu dagilimlar ile ilgili alternatif
tanimlara ve hafif kuyruklu dagilimlar ile aralarindaki temel farklara deginilecektir. Ayrica
agir kuyruklu dagilimlarin bu ¢alismada kullanilacak olan 6nemli iki alt sinifi hakkinda
temel teoremler ispatsiz olarak verilecektir.

Tamim 1.3.1.1 [23] X, F dagilim fonksiyonuna sahip bir rasgele degisken olsun. [0, o)

araliginda tanimli F dagilim fonksiyonu her 8 > 0 igin

E(eex) = J+weeXdF(X) = o0 (1)
0

sartin1 sagliyor ise X rasgele degiskenine sagdan agir kuyruklu dagilima sahiptir denir.
Bazi kaynaklarda E(eex) ifadesi i¢in listel moment terimi kullanilmaktadir [23].

Tamm 1.3.1.2 [23] X, [0, c0) araliginda tanimli F dagilim fonksiyonuna sahip bir rasgele
degisken olsun. Eger 0 < t < ¢t i¢in

g(t) = j+wethF(x) < o
0



olacak sekilde bir t, > 0 mevcut ise, X rasgele degiskeni hafif kuyruklu dagilima sahiptir
denir. Burada “g(t)” moment ¢ikaran fonksiyon olarak adlandirilmustir.

Agir kuyruklu dagilimlar ile hafif kuyruklu dagilimlari ayiran temel fark hafif
kuyruklu dagilimlarin sonlu iistel momente sahip olmasidir. Ayrica hafif kuyruklu
dagilimlarin her dereceden momentleri mevcutken, agir kuyruklu dagilimlarin belli
derecelerden momentleri mevcut olmayabilir. Mesela agir kuyruklu dagilimlarin en genis
alt smiflarinin ¢ogu zaman yalnizca birinci ya da ikinci dereceden sonlu momentleri
mevcuttur. Bu ifadenin tersi genelde dogru degildir. Yani her dereceden momenti mevcut
olan biitiin dagilimlar hafif kuyruklu olmayabilir. Ornegin lognormal rasgele degiskenin
her dereceden momenti mevcuttur fakat sonlu iistel momente sahip olmadigi icin agir
kuyruklu dagilimlar i¢inde siniflandirilir. Bu kisimda agir kuyruklu dagilimlarin alternatif
tanimlarina yer verilecektir:

Tamm 1.3.1.3 [2] Herhangi bir dagilimin kuyruk kismi istel dagilima gore daha yavas
sifira gidiyor ise bu dagilima agir kuyruklu dagilim denir. Dolayisi ile kendisi de bir hafif
kuyruklu bir dagilim olan istel dagilim, agir kuyruklu dagilimlar ile hafif kuyruklu

dagilimlar1 ayiran sinir niteligindedir.

Agir Kuyruklu Dagilim:

Ustel Dagilm: ====--

Sekil 1. Ustel dagilim ile agir kuyruklu dagilimim Kuyruk kisminin Karsilastiriimast

Bilindigi gibi gergeklesme olasilig diisiik olan olaylara iliskin olasiliklar, dagilimin

kuyruk kisminda yer almaktadirlar. Dagilimin agir kuyruklu olmasi durumunda ise,
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kuyruklardaki verilerle modellenen olaylarin meydana gelme olasiligi normal dagilimin

kuyruk kismindaki olaylara gore daha biiyiliktiir. Bu durum Sekil 2’ deki grafikte

gorilmektedir.
P(x)
PENS Standart Cauchy
0.4 2 N Dagilimi:
/ N Standart Normal
’ N Dagilim : - -

Sekil 1. Ustel dagilim ile agir kuyruklu dagilimim kuyruk kisminin karsilastirilmasi

Tammm 1.3.1.4 [63] X, F dagilim fonksiyonuna sahip bir rasgele degisken olsun. Eger
asagidaki iki kosul saglaniyor ise F dagilimina (ya da X rasgele degiskenine) agir
kuyrukludur denir:
(i) Vx=0, F(x) >0
F(x+y) B

(i) vy=0, ng_)r(r}oP{X>x+y|X>x} )gl_)rg 7o) 1

Agir kuyruklu dagilimlarin alternatif tanimlar1 bozulma orani fonksiyonu ve agir
kuyruklu fonksiyon adi verilen 6zel fonksiyonlar kullanilarak verilir. Bu fonksiyonlar
strast ile asagidaki gibi tanimlanir:

Tanm 1.3.1.5 (Bozulma Oram Fonksiyonu) [63]

Ax) = —log(F(x)) (2)

bigiminde taniml1 fonksiyona bozulma fonksiyonu denir.
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F (x) tiirevlenebilir olsun, bu durumda

Ax) = A'(x) 3)

biciminde tanimlanan fonksiyona bozulma oram1 fonksiyonu denir. Bozulma orani
fonksiyonlar1 sag kalim analizinden giivenilirlik teorisine kadar pek c¢ok alanda
kullanilmaktadir.

Tamim 1.3.1.6 (Agir Kuyruklu Fonksiyon) [63] f negatif olmayan bir fonksiyon olsun.
Eger f fonksiyonu her 8 > 0 igin

. f)
limsup, e el (4)
sartin1 sagliyor ise, f fonksiyonuna agir kuyruklu fonksiyon denir.
Teorem 1.3.1.1 ile agir kuyruklu dagilimlarin alternatif bazi tanimlar1 verilmistir.

Teorem 1.3.1.1 [63] F bir dagilim fonksiyonu ve

E(e%%) = f+weexF(dx) = o0 (5)

olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

(i) F agir kuyruklu dagilimdir.

(ii) F agir kuyruklu fonksiyondur.

(iii) lim inf Lo A(x)x™1 = 0.
Tanmm 1.3.1.7 [45] X, F dagilim fonksiyonunu sahip bir rasgele degisken ve n > 1 igin
E(X™) = u, olsun. Eger

A=2ts3

M3
kosulu saglaniyor ise, F dagilim fonksiyonuna agir kuyrukludur denir.

Agir kuyruklu dagilimlar i¢in baz1 6zel 6rnekler asagidaki gibi verilebilir:
Ornek 1.3.1.1 (Pareto Dagilimi) [45] Pareto dagilimi, 6lgek parametresi b > 0 ve sekil
parametresi a > 0 diye isimlendirilen iki parametre yardimi ile tanimlanir. Pareto

dagilimimin dagilim fonksiyonunun kuyruk kismi asagidaki gibi ifade edilir:
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~ 1, 0<x<b
F(x):{ é) ’ Y5 b (6)

Pareto dagilimi ismini bu dagilimi ilk defa gelir dagilimin1 modellemek i¢in ortaya

atan, Vilfredo Pareto isimli Italyan ekonomistten almistir. Pareto dagilimi giiniimiizde
sehirlerdeki popiilasyonlarin 6l¢iimiinden bir dilde kullanilan kelimelerin sikliginin
Olclilmesine kadar pek ¢ok farkli alanda kullanilmaktadir.
Ornek 1.3.1.2 (Weibull Dagilimm) [45] Agir kuyruklu Weibull dagilimi, 6lgek parametresi
A >0 ve sekil parametresi a € (0,1) olmak iizere iki parametre yardimi ile tanimlanir.
Agir kuyruklu Weibull dagilimmin dagilim fonksiyonunun kuyruk kismi asagidaki gibi
ifade edilir:

F(x) = exp(—1x%) ©)

Weibull dagilimi, ismini Isvicreli fizikci Waloddi Weibull’dan almistir. Weibull
dagilimi  ozellikle giivenilirlik teorisi ve hata analizi alanlarinda yogun olarak
kullanilmaktadir.

Ornek 1.3.1.3 (Lognormal Dagihm) [45] Lognormal dagilim konum parametresi u € R
ve sekil parametresi o > 0 ile tamimlanir. Lognormal dagilimin olasilik yogunluk

fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir:

fx) = (8)

1 o {_ [log(x)—,u]z}
xo\2m P 202 '

Bir X rasgele degiskeni lognormal dagilima sahip ise log(X), u ortalamasi ve g2 varyansi

ile normal dagilima sahiptir. Lognormal dagilim ismini bu 6zelliginden almistir.

1.3.2. Agir Kuyruklu Dagilimlarin Bazi Ozel Altsiniflar

Simdiye kadar verilmis olan tanimlar agir kuyruklu dagilimlari tespit etmek ve
kuyruk agirligint belirlemek igin ¢ok genel tanimlardir. Bu tanimlar uygulamada
modelleme ve analiz i¢in her zaman yeterli olmayabilir. Ornegin Tanim 1.3.1.7 ile verilen
tanim yalnizca 4. dereceye kadar olan momentlerin hepsi mevcut ve sonlu oldugu durumda

kullanilabilir. Uygulamadaki bu zorlugu agmak i¢in, agir kuyruklu dagilimlar genel sinifina
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bazi kosullar eklenerek bu dagilimlarin alt siniflart olusturulmustur. Bu kisimda agir
kuyruklu dagilimlarin 6nemli alt siniflar1 ve bu alt siniflarin birbiri ile baglantilarindan
bahsedilecektir. Ayrica bu tez ¢alismasinin bundan sonraki kisimlarinda kullanilacak olan
iki onemli alt simif (alt listel dagilim ve diizenli degisen kuyruklu dagilim) ayrintili olarak

ele alinacak ve bu alt siniflar ile ilgili 6nemli baz1 teoremler ispatsiz olarak verilecektir.

1.3.2.1. Alt Ustel Dagilimlar

Alt tstel dagilimlar sinifi ilk defa Chsityakov [23] tarafindan tanimlanmistir. Alt
tistel dagilimlar risk 6l¢iimii, sigorta ve finans modellerinde siklikla kullanilan 6zel bir alt
smiftir. Alt tistel dagilimlar, bu ismi dagilimin sag kuyrugunun iistel dagilima goére daha
yavas sifira gitmesinden dolayr almislardir. Bu durum bir &rneklemde cok biiylik
degerlerin g6z ardi edilemeyecek bir olasilikla gozlemlenebilecegi anlamina gelir. Bu
yiizden alt iistel dagilimlar bir 6rneklemde verilerin ortalama biiyiikliigline gore ¢ok biiyiik
degerler gézlemlendigi zaman kullanilmaya uygun dagilimlardir. Alt {istel dagilima sahip
rasgele degiskenler dagilim fonksiyonlarinin kuyruk kisminin konviiliisyon g¢arpimlari
yardimi ile tanimlanirlar.

Tanmm 1.3.2.1.1 [34] X ve Y bagimsiz ve sirast ile Fy ile Fy dagilim fonksiyonlarina sahip

rasgele degiskenler olsunlar. Z = X + Y rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu

[oe]

PX+Y <x) = Fyay(x) = f Fe(x — y)dFy () ©)

—00

bi¢iminde tanimlanir. (9) ifadesine Fy ve Fy dagilim fonksiyonlarinin konviiliisyon ¢arpimi
denir ve Fy * Fy bigciminde gosterilir. Burada Fy * Fy = Fy * Fy dir.
X1, X5, ... Xy, bagimsiz aynm1 F dagilim fonksiyonuna sahip rasgele degiskenler olmak

lizere,

oo

Frx)=PXy+ X, + 4+ X, <x) = j F*®=D(x — y)dF (y) (10)

— 00

bi¢iminde tanimlanan F*"(x) ifadesine F’ in n. konvuliisyon ¢arpimi denir. F**(x), F’ in

n. konvuliisyon ¢arpiminin kuyruk kismini ifade eder ve asagidaki gibi gosterilir:
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F(x)=1—-F"(x) = P{X; + X, + -+ X, > x}.
Tamm 1.3.2.1.2 [34] X, F dagilim fonksiyonuna sahip bir rasgele degisken olsun. Eger
F(x) > 0 ve herx > 0i¢in

. ™ (x)
lim =

Y a2 11
X—00 F(x) n, n ()

sartt saglaniyor ise F dagilimina alt {istel dagilim ve X rasgele degiskenine de alt {istel
dagilima sahip rasgele degiskendir denir. Burada “*” konvuliisyon c¢arpimini ifade
etmektedir.

Alt Gstel dagilimlar sinifit S ile gosterilir. Alt iistel dagilimlar ve alt iistel dagilima
sahip rasgele degiskenler sirasiile, F € § ve X € § biciminde ifade edilirler.

Tanim 1.3.2.1.3, (11) ifadesinin bir sonucu olarak ortaya ¢ikmistir ve alt istel
dagilimlarin alternatif bir tanimidir.
Tamm 1.3.2.1.3 [61] X, X4, X;, ..., X;, bagimsiz ve aym1 F dagilim fonksiyonuna sahip

rasgele degiskenler olsunlar. F(x) > 0 ve her x > 0 i¢in

Plmax {X{, X5, .. Xp} > x] ~P{X; +Xo + -+ X, >x}, n=>2 (12)

sart1 saglaniyor ise F € § dir.

Bir dagilimm alt iistel dagilim olup olmadigina tanim kullanarak karar vermek
oldukca zordur. Bu nedenle uygulamada farkli yontemler kullanilmaktadir.

Bu yontemlerden bir tanesi de bozulma ve bozulma orani fonksiyonlar ile yakindan
ilgilidir. Daha 6nce Tanim 1.3.1.5’te A(x) = f/F fonksiyonu bozulma oram fonksiyonu

ve

AG) = j A(y)dy = —log F(x)
0

bozulma fonksiyonu olarak tanimlanmiglardir. Asagida ifadesi verilen Teorem 1.3.2.1.1,
bozulma ve bozulma orani fonksiyonlart kullanilarak bir dagilimin alt iistel olup
olmadigina karar vermek icin kullanilir.

Teorem 1.3.2.1.1 (S Smmfi icin Karakterizasyon Teoremi) [61] F mutlak yakinsak bir

dagilim fonksiyonu olmak tizere, X rasgele degiskeni F dagilim fonksiyonuna ve f
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olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip bir rasgele degisken olsun. Ayrica F’ in bozulma
orani fonksiyonu A(x) i¢in, A(x) = 0, x — oo olsun. Bu durumda;

(i) F € S ancak ve ancak

lim.c, 5 exp(y 2(x)) f(»)dy = 1
dir.
(if) Eger “ exp{x A(x)} f(x)“ fonksiyonu [0, co) araliginda integrallenebilir ise,
F € Sdir.
Teorem 1.3.2.1.2 [61]
(i) F € S olsun. Bu durumda her y € (0, ) i¢in

[ . (x—y)] (13)
o Fx)

(i) (13) sart1 saglansin. Bu durumda her £ > 0 igin e®* F(x) — o0, x > o dur.
(iii) F € § olsun. Bu durumda her € > 0 ve n > 2 igin asagidaki esitsizlik dogrudur:
F™(x)
F(x)

Tablo 1’ de alt iistel dagilimlar sinifina ait nemli baz1 6rnekler verilmistir.

<c(l+&m" x=0.

Tablo 1. Alt iistel dagilimlar

Dagilim F(x) veya f(x) Parametreler
Weibull F(x) = exp(—Ax%) A>0,
0<a<l1
Lognormal 1 (logx — u)* LER, 0>0
fO) = ——exp -
\V2m ox 20
Benktander 2. _ @\ _q_p xh a>0,
Tip F(x)=exp <E) X exp —a? 0<B<1
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Alt iistel dagilimlar sinifi agir kuyruklu dagilimlarin en genis alt siniflarindan biridir
ve bugiine kadar her yonii ile arastirllmistir. Alt tistel dagilimlarin uygulamalar ile ilgili
teorik bilgi [9], [30], [70] kaynaklarinda ayrintili bir bigimde bulunabilir. § sinifi, agir
kuyruklu dagilimlarin pek ¢ok alt smifi ile dogrudan iligkilidir. Bu alt siniflardan biri her
a €Ricin F (x+a)~ F(x), x > o sartim saglayan ve uzun kuyruklu dagilimlar (£)

altsinifi olarak bilinen siniftir. Diger bir sinif ise, baskin degisen kuyruklu dagilimlar (D)

olarak adlandirilan ve her a > 0 icin limsupy . F(ax)/ F (x) < oo sartim saglayan
dagilimlardir. § sinifi ile bu siniflar arasinda S € £ ve LND c § iliskisinin oldugu
bilinmektedir [34]. § sinifinin {izerinde durulmasi gerekli olan énemli alt siniflarindan biri
de giiglii alt iistel dagilimlar olarak adlandirilan siniftir.

Tamim 1.3.2.1.4 [9] X rasgele degiskeni F dagilim fonksiyonuna sahip bir rasgele degisken
ve u = E(X) < oo olsun. F dagilim fonksiyonu

X _

Fix—y) -
li ——— F(y)dy =2
xl—g}oo F(x) (y) dy U

sartin1 sagliyor ise X giicli alt iistel dagilima sahip rasgele degiskendir denir. Gliglii alt
tistel dagilimlar $* ile gosterilir.

S* smifi ile ilgili daha ayrintili bilgi [9], [34], [56] kaynaklarinda bulunabilir. S*
sinifi Tablo 1’ deki biitiin dagilimlart kapsayan 6nemli bir alt siniftir. Alt iistel dagilimlarin
pek cogunun ortak ozelligi bu dagilimlarin ortak dagilm fonksiyonu F i¢in F/F,
ifadesinin O diizenli degisen fonksiyonlar diye adlandirilan 6zel bir fonksiyon olmasidir.

Tamm 1.3.2.1.5 [39] f pozitif ve dlgiilebilir bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu

f(tx)
JICI

sartin1 sagliyor ise, f fonksiyonuna O diizenli degisen fonksiyon denir ve f € RO

lim sup¢_ e x>0

biciminde gosterilir. Kliippelberg [56] F € $* = F € § ve F; € § oldugunu ispatlamistir.
S, 8" ve L smiflar1 arasindaki iliski Teorem 1.3.2.1.3 ile verilmistir.
Teorem 1.3.2.1.3 [39] X, F dagilim fonksiyonuna sahip pozitif bir rasgele degisken ve
u = E(X) < oo olsun. Ayrica F/F, € RO olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:
(i) FFeSveF € L.
(i) Fes™.
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Sonug¢ 1.3.2.1.1 F;’ nin bozulma orani fonksiyonu RO smifindan oldugunda
FNFES>FES

dir. Burada

X

F(x)—ifﬁ()d
1 _H y) ay

1
0

biciminde tanimlanir ve integrallenmis kuyruk fonksiyonu olarak adlandirilir.

1.3.2.2. Diizenli Degisen Dagilimlar

Diizenli degisen dagilimlar agir kuyruklu dagilimlarin en 6nemli alt siniflarindan
biridir. Diizenli degisen dagilimlar matematikte “diizenli degisen fonksiyonlar” olarak
isimlendirilen fonksiyonlar araciligi ile tanimlanirlar. Diizenli degisen fonksiyonlar,
lizerinde ayrintili aragtirmalar yapilmis ve birgok 0Ozelligi bilinen fonksiyonlardir. Bu
fonksiyonlarin bilinen biitiin 6zellikleri, genel durumda diizenli degisen dagilimlar ile
calismay1 agir kuyruklu dagilimlarin diger alt siniflar ile ¢alismaktan daha kolay hale
getirmistir. Bu kisminda diizenli degisen dagilimlar ve bu dagilimlar ile ilgili ¢calismanin
geri kalan kisminda kullanilacak olan belli bash 6zellikler verilecektir.

Tammm 1.3.2.2.1 (Diizenli Degisen Fonksiyonlar) [61] f pozitif ve Oolgiilebilir bir
fonksiyon, ayrica f fonksiyonu herhangi bir A > 0 igin [A, o) araliginda tanimlanmis

olsun. Eger her t > 0 i¢in

fe L,

xow f()

(14)

olacak sekilde bir @ € R mevcut ise, f fonksiyonuna sonsuzda « € R indeksi ile dizenli

degisen fonksiyondur denir ve RV (@) ile gosterilir.

Tamim 1.3.2.2.2 (Yavas Degisen Fonksiyonlar) [61] L pozitif ve 6l¢iilebilir bir fonksiyon,

ayrica L fonksiyonu herhangi bir A > 0 i¢in [A, o0) araliginda tanimlanmis olsun. Eger her

t > 0i¢in

_L(tx)

lim =
xoo L)

1

sart1 saglaniyor ise, L fonksiyonuna sonsuzda yavas degisen fonksiyondur denir. Yavas

degisen fonksiyonlar sinifi S ile ifade edilir.
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Ornek 1.3.2.2.1 [61] Yavas degisen fonksiyonlarn tipik ornekleri pozitif sabitler,
sonsuzda pozitif bir sayiya yakinsayan fonksiyonlar ve logaritma fonksiyonudur. Yavas
degisen fonksiyonlar tamimindan da goriilecegi tizere “0” indeksi ile diizenli degisen
fonksiyonlardir.

Diizenli degisen fonksiyonlar ile ilgili pek ¢cok dnemli ¢alisma literatiirde mevcuttur
([15], [30], [32], [44], [61], [68] ve [74]). Bu kisimda diizenli degisen fonksiyonlarin temel
Ozellikleri ile ilgili ispatsiz olarak verilen teoremler, ¢alismanin ilerleyen asamalarinda
kullanilacaktir.

Teorem 1.3.2.2.1 [61] L(x) yavas degisen bir fonksiyon olsun. f diizenli degisen bir

fonksiyondur ancak ve ancak f asagidaki gosterime sahiptir:

f(x) =x%L(x), 0 <a < oo. (15)

Teorem 1.3.2.2.2 (Gosterim Teoremi) [61] [x,, ) araliginda pozitif dlgiilebilir bir L
fonksiyonu yavas degisen fonksiyondur ancak ve ancak, L fonksiyonu (16) gosterimine

sahiptir:

L(x) = c(x) exp{ s(y_y) dy}. (16)

Xo

Burada, c(.) fonksiyonu, limy_,. c(x) = ¢y € (0,) olacak bi¢imde Ol¢iilebilir, negatif
olmayan bir fonksiyondur. Ayrica e(x) — 0, x — oo dir.
Sonu¢ 1.3.2.2.1 [61] e(x) ve c(x) Teorem 1.3.2.2.1° de belirtilen sartlar1 saglasin. Bu

durumda her diizenli degisen fonksiyon

f(x) = x%c(x) exp{ g(y—y) d)’} (17)

X0

bi¢iminde bir gésterime sahiptir.
Sonug¢ 1.3.2.2.2 [61] Diizenli degisen fonksiyonlarin tanimindan f, a indeksi ile diizenli
degisen bir fonksiyon olmak iizere, x — oo iken

o, a>0
f(x)_’{o a<0

sonucu elde edilir.
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Ayrica eger L yavas degisen fonksiyon ise; her € > 0 i¢in x — oo iken, x ¢L(x) - 0 ve
x€L(x) — oo dir.
Teorem 1.3.2.2.3 [15] L, L;ve L, yavas degisen fonksiyonlar olsunlar. Bu durumda
asagidaki ifadeler dogrudur:
(i) Hera € Rigin (L(x))* yavas degisen fonksiyondur.
(i) Ly(x).Ly(x) ve Ly(x)+ L,(x) yavas degisen fonksiyondur. Ayrica eger
lim,_,o L,(x) = oo ise bu durumda L, (L,(x)) yavas degisen fonksiyondur.
(iii)Her @ > 0 i¢in x*L(x) = oo ve x " *L(x) — 0 dur.
Teorem 1.3.2.2.4 [15]
(i) Eger f(x) € RV () ise f(x)P € RV(ap) dur.
(ii) f; € RV(ay), (i =1,2) Ve fo(x) - o, (x > o) ise fi(fo(x)) € RV (ay.a,) du.
Diizenli degisen fonksiyonlar ile ilgili en dnemli teoremlerden biri de asagida ifadesi
verilen Karamata Teoremi’dir. Karamata Teoremi diizenli degisen fonksiyon igeren
integrallerin ¢oziilebilmesi i¢cin ¢ok Onemli bir teoremdir. Karamata Teoremi’ne gore

diizenli degisen fonksiyonlarin integralleri de diizenli degisen fonksiyonlardir.

Daha agik bir ifade ile diizenli degisen fonksiyonlari integrallerken diizenli degisen
fonksiyonun yavas degisen kismi integral disina ¢ikarilabilir. Burada 6nemli noktalardan
biri, yavas degisen fonksiyonlarin reel sayilarin biitiin sonlu alt araliklarinda sonlu
olduklaridir. Bu 6zellikten dolay1 kolayca goriilebilir ki diizenli degisen fonksiyonlar da

reel sayilarin sonlu her alt araliginda sonludur.

Teorem 1.3.2.2.5 (Karamata Teoremi) [61] x, = 0 olmak tizere L(x), [xg, ) araliginda
tanimli herhangi bir yavag degisen bir fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki dnermeler

dogrudur:

(i) a>—1igin
X a+1l

X
lim | t*L(t)dt~
x>0 ) a+1

L(x)

dir.
(i) a < —1igin
o) a+1

X
lim t*L(t)dt~ —
x-0 ) a+1

L(x)

dir.
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Teorem 1.3.2.2.6 [21] a > —1 olmak iizere R(t), a indeksi ile diizenli degisen herhangi

bir fonksiyon olsun. Her t > A i¢in

o

fR(t) dt = o

A

saglanir.
Teorem 1.3.2.2.7 [74] L(x), (0, ) araliginda tanimli yavas degisen ve (0,00) araligimin
her alt araliginda sonlu bir fonksiyon olsun. Ayrica verilen reel degerli herhangi bir f
fonksiyonu ve n > 0 igin

B

f t™™ f(t)dt

(0]
integrali mevcut olsun. Bu durumda; x — oo i¢in

B B
f FOL(xt) dt ~ L(x) f £(0) dt
0 0

asimptotik iliskisi dogrudur.

Diizenli degisen fonksiyonlar, uygulamali olasiligin risk teorisi, u¢ degerler teorisi,
yenileme teorisi gibi pek c¢ok alaninda dogal bir sekilde ortaya ¢ikar. Biitiin bu alanlarda
diizenli degisen kuyruklu rasgele degiskenlerin pek ¢ok uygulama alani vardir.

Diizenli degisen kuyruklu rasgele degiskenlerin tanimi, diizenli degisen fonksiyonlar

ile yakindan ilgilidir. Dolayis1 ile diizenli degisen fonksiyonlar ile ilgili teoremler ve
ozellikler de diizenli degisen kuyruklu rasgele degiskenler ile ilgili yapilacak olan biitiin
islemlerde kullanilmaktadir.
Tamim 1.3.2.2.3 (Diizenli Degisen Rasgele Degiskenler ve Dagihimlar) [74] X negatif
olmayan bir rasgele degisken ve F(x), X rasgele degiskenine ait dagilim fonksiyonu olsun.
Eger F(x)’in kuyruk kism1 F(x), —a indeksi ile diizenli degisen bir fonksiyon ise, yani
F(x) € RV(—a) ise, X rasgele degiskenine diizenli degisen rasgele degisken, F(x)
dagilimina da ¢ > 0 indeksi ile diizenli degisen dagilim denir.

Tanim 1.3.2.2.1 g6z Oniinde bulunduruldugunda eger F(x) dagilim fonksiyonu
diizenli degisen bir dagilim fonksiyonu ise, her t > 0 i¢in

lim F_'_(tx) =

xe F(x)

-
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olacak sekilde bir @ > 0 vardir. Ayrica, L(x) yavas degisen bir fonksiyon olmak iizere her
diizenli degisen F(x) dagilim fonksiyonunun kuyruk kismi F(x) = x~% L(x) bigiminde
yazilabilir. Diizenli degisen dagilima sahip rasgele degiskenlerin her dereceden momentleri
mevcut degildir. Diizenli degisen bir rasgele degiskenin sonlu momentlerinin varlig
kuyruk indeksi @’ nin derecesine baglidir. Kuyruk indeksi ile sonlu moment dereceleri
arasindaki iliski Teorem 1.3.2.2.8 ile verilmistir.

Teorem 1.3.2.2.8 [61] X diizenli degisen bir rasgele degisken ve Fy(x) € RV (—a) olsun.
Bu durumda asagidaki iligkiler dogrudur:

EX¥) <o, k<a,
E(X®) =00, k> a.

Tablo 2. Diizenli degisen dagilimlar

Dagilim F(x) veya f(x) Diizenli degisim
kuyruk indeksi
Pareto _ b\* —a
Fo = ()
X
Lognormal b\ —Ta
) = (x’ + b)
Benktander 1. af —a
i x) = ——= [In(x)]F~t x~¢1
Tip f(x) I8 [In(x)]

Diizenli degisen dagilimlarin her mertebeden sonlu momentlere sahip olmamalarinin

onemli bazi sonuglar1 mevcuttur. Bu sonuglardan biri de olasiligin 6nemli teorilerinden
olan ve merkezi limit teoremi olarak bilinen teorem ile ilgilidir.
Teorem 1.3.2.2.9 (Merkezi Limit Teoremi) [38] {X;}, i = 1 bagimsiz ayn1 F dagilim
fonksiyonuna sahip rasgele degiskenlerin bir dizisi, u = E(X) < oo ve Var(X) = 62 <
olsun. Ayrica S, = X; + X, + -+ + X,, olarak tanimlansin. ¢(z) standart normal dagilimin
dagilim fonksiyonu olmak tizere

iﬂp(%s z) — $(2)

dir.



22

Merkezi limit teoremi {X;}, i = 1 rasgele degiskenlerinin kendi dagilimlar1 hangi
dagilim olursa olsun, 6rneklem biiyiikliigii “n” arttikca drneklem ortalamasinin dagiliminin
ortalamasi u ve varyansi 62 /n olan normal dagilima zayif anlamda yakinsadigin soyler.

Diizenli degisen rasgele degiskenlerin kuyruk indeksleri g6z Oniinde
bulunduruldugunda a < 1 i¢in bu rasgele degiskenlerin birinci momentleri a < 2 igin
ikinci momentleri sonlu degildir. Bu durumda bagimsiz ve kuyruk indeksi a < 2 ile ayni
diizenli degisen kuyruklu dagilim fonksiyonuna sahip rasgele degiskenlerin merkezi limit
teoreminin kosullarini saglamadigi goriiliir.

Bagimsiz ve sonsuz varyansh diizenli degisen dagilima sahip rasgele degiskenlerin
toplamlar1 merkezi limit teoremini saglamasalar da farkli limit teoremlerini saglarlar. Bu
limit teoremleri araciligr ile diizenli degisen rasgele degiskenler ve farkli alt siniflardan
agir kuyruklu dagilimlar i¢in kararlilik ¢ekim alanlari tanimlanmistir. Bu kisimda diizenli
degisen rasgele degiskenler ile yakindan ilgili olan kararli dagilimlar ve kararlilik ¢ekim
alanlarindan kisaca bahsedilecektir.

Tamm 1.3.2.2.4 (Kararh Dagihmlar) [33] X, X; ve X, rasgele degiskenleri bagimsiz

ayn1 dagilima sahip rasgele degiskenler olsunlar. Eger her a, b pozitif sabiti i¢in

aX1 + bX2 =cX + d (18)

esitligini saglayacak bigimde bir ¢ pozitif sabiti ve d € R mevcut ise X rasgele degiskenine
kararli rasgele degisken denir. Burada esitlik dagilim anlaminda esitligi gosterir. Kararl
dagilimlarin Tanim 1.3.2.2.4° e denk alternatif bir tanimi1 asagida verilmistir.

Tamim 1.3.2.25 [33] X, X;, Xy, ..., X;, aym1 dagilima sahip bagimsiz rasgele degiskenler

olsunlar. Eger her n > 1 i¢in

Xl +X2+"'+Xn :CnX+dn (19)

olacak bi¢cimde c¢,, > 0 ve d,, € R sabitleri mevcut ise X rasgele degiskeni kararlidir denir.
Kararli dagilimlar toplam altinda yapisini (seklini) koruyan dagilimlardir ve kararl

dagilim ismini bu 6zelliklerinden dolay1 almislardir.

Tanmm 1.3.226 [65] 0<a <2, —-1<f <1, a#1vebceR olmak iizere Z rasgele

degiskeni
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exp (—Iul“ [1 —ip tannz—a (sign u)]), a#+1l
E(exp{iuz}) = 2
exp (—Iul [1 + iﬁ; (signu) loglul]), a=1
karakteristik fonksiyonuna sahip bir rasgele degisken olsun. Eger X rasgele degiskeni
X = aZ + b bi¢iminde ifade edilebiliyor ise, X rasgele degiskeni kararlidir denir.

Kararli bir rasgele degisken 4 parametre ile karakterize edilir: Bunlar sirasi ile
kararlilik indeksi a € (0,2], ¢arpiklik parametresi § € [—1,1], 6lgek parametresi y ve yer
parametresi § dir. Kararli dagilimlart karakterize eden en 6nemli 6zellik a parametresi
oldugu icin kararli dagilimlar ayn1 zamanda a kararli dagilimlar olarak da adlandirilir.

Not 1.3.2.2.1 [65] Kararli dagilimlarin ¢ok az bir kismimnin kapali formda yazilabilmeleri
miimkiindiir. Kapali formda yazilabilen kararli dagilimlardan bir ka¢ tanesi orneklerle
verilmistir.

Ornek 1.3.2.2.2 [65] X rasgele degiskeni Cauchy dagilimima sahip bir rasgele degisken,
ayrica E(X) = u ve Var(X) = o2 olsun.

Bu durumda X ~ Cauchy (o,u) bigiminde gosterilir. X rasgele degiskeninin olasilik

yogunluk fonksiyonu ve birikimli dagilim fonksiyonu sirasi ile asagidaki gibidir:
1

o [1 + (%)2]

1 1 X—U
F(x)=P(XSx)=§+;arctan( - )

f(x) =

Bu durumda X ~ Cauchy (o,u) rasgele degiskeni a@ = 1 kararlilik indeksi ve g =0
carpiklik parametresi ile kararl1 bir rasgele degiskendir.

Ornek 1.3.2.2.3 X rasgele degiskeni Levy dagilimima sahip bir rasgele degisken olsun.
Ayrica E(X) = u ve Var(X) = o2 olsun. Bu durumda

X ~ Levy (o, 1) bigiminde gosterilir. X rasgele degiskeninin sirasi ile olasilik yogunluk
fonksiyonu ve birikimli dagilim fonksiyonu asagidaki gibidir:

;1
fx) = (%) (x_—'u)%exp [— Z(xL—u)]

F(x)=P(X§x)=2[1—¢<xiu)].

Bu durumda X ~ Levy (o, u) rasgele degiskeni @ = 1/2 kararlilik indeksi ve f =1

carpiklik parametresi ile kararli bir rasgele degiskendir.
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Teorem 1.3.2.2.8, a kararli dagilimlara sahip rasgele degiskenlerin ayni zamanda
sonsuz varyansli rasgele degiskenlerin sagladigi farkli bir limit teoreminin de ifadesidir. Bu
teorem aracilig1 ile kararlilik ¢ekim alanlari tanimlanmistir.

Teorem 1.3.2.2.10 [38] {X;}, i=1 bagimsiz aymt F dagilimmna sahip rasgele

degiskenlerin bir dizisi olsun. Her n € N i¢in

an(X1 +X2+---+Xn)—bn—>Z (20)

olacak sekilde a,, > 0 ve b,, € R dizileri mevcuttur ancak ve ancak Z rasgele degiskeni
0 < a < 2 kararlilik indeksi ile a kararli rasgele degiskendir.
Tamim 1.3.2.2.7 (Kararhhk Cekim Alam) [38] X, X;,X,,..., X, bagimsiz ayn1 dagilima
sahip rasgele degiskenler olsunlar. Ayrica Z, a kararli rasgele degisken olsun. Eger
a,(X1+X,++Xp)—b, > Z
olacak sekilde a, > 0 ve b, € R dizileri mevcut ise, Z a kararli bir rasgele degiskendir.
Ayrica X rasgele degiskeni, Z rasgele degiskeninin kararlilik ¢ekim alanindandir denir.
Teorem 1.3.2.2.11 [38] X4, X;, ... bagimsiz ayn1 F dagilimina sahip rasgele degiskenlerin
bir dizisi olsun ayrica Z rasgele degiskeni, G, dagilim fonksiyonuna sahip bir a Kararl
rasgele degisken ve L(x) yavas degisen bir fonksiyon olsun. S, = X; + X, + -+ X,
olmak tizere eger
Sp—b, d
nl/e L(n) -

sartin1 saglayacak sekilde b,, € R mevcut ise X rasgele degiskeni ve F dagilim fonksiyonu

Z

a kararli dagilimin ¢ekim alanindadir denir ve F € D(G,) ile gosterilir. Buradaki
yakinsama dagilima gore yakinsamadir. Eger a« = 1 ve F simetrik bir dagilim fonksiyonu
ise b, = 0 dir. Ayrica

b:{,u, 1<a<g?2
n 0, 0<ax<l1

bigimindedir. Burada a parametresine kararli dagilimin indeksi denir. Ozel olarak a = 2
ise F dagilim fonksiyonu normal dagilimin ¢ekim alanindadir denir. Sonsuz varyanslh agir
kuyruklu dagilimlar ile kararli dagilimlarin ¢ekim alanlar1 arasindaki iliski asagidaki
teoremler ile verilmektedir.

Teorem 1.3.2.2.12 [66] 0 < a < 2 ve L(x) yavas degisen bir fonksiyon, ayrica G,, «
kararlt bir rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu olsun. A>0 ve B>0, A+B >0

0zelligini saglayan reel sabitler olmak tizere;
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FeD(Gy) © F(—x) ~Ax *L(x)
ve

F(x) ~ B x™%L(x)
dir.
Teorem 1.3.2.2.13 [61] X, X5, ..., X, rasgele degiskenleri bagimsiz, 1 < a < 2 indeksi ile
diizenli degisen F dagilim fonksiyonuna sahip rasgele degiskenler ve E (X;) = u olsun.
Sp=X1+ X, + -+ X, ve G, a kararli bir dagilim olmak {izere

sart1 saglanir.

Sonu¢ 1.3.2.2.3 [61] 1 < a < 2 indeksi ile diizenli degisen biitiin dagilimlar a kararh bir
dagilimin ¢ekim alanindadir.

Sonu¢ 1.3.2.2.4 [61] X, F dagilim fonksiyonuna sahip bir rasgele degisken olsun. G,, a
kararli bir rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu ve L(x) yavas degisen bir fonksiyon
olmak tizere X € D(G,) < P(|X| > x) = x~* L(x) dir.

Sonug¢ 1.3.2.2.4 [61] X € D(G,) oldugunda § < «a i¢in E(|X|5) <o, >avea<2igin
E(|X|5) = oo dir. Ayrica a < 2 i¢in var(X) = oo dur.

1.3.3. Agir Kuyruklu Dagihmlar ve Katastrofi Prensibi

Agir kuyruklu dagilimlarin en 6nemli 6zelliklerinden biri katastrofi prensibi olarak
adlandirilan 6zelligi saglamalaridir. Katastrofi prensibi genel olarak agir kuyruklu
dagilimlarin sira dist degerler tiretme egiliminde dagilimlar olmalari durumunu agiklayan
prensiptir.

Tamm 1.3.3.1 (Katastrofi Prensibi (Catastrophe Principle)) [45] Katastrofi prensibinin
arkasindaki fikir sOyle acgiklanir: Siradisi olaylar biliyiikk olasilikla bu olayin meydana
gelmesine katkida bulunan az sayida faktor nedeniyle olusurlar. Ornegin bir olaymn
meydana gelmesine katkida bulunan farkli etkenleri temsil eden rasgele degiskenler ele
alinsin. Bu rasgele degiskenlerin toplam1 beklenenden ¢ok biiyiik bir deger almis ise, bu
durum muhtemelen beklenmedik sekilde biiyiik bir olayin yani toplamin i¢inde az sayida
ama anormal derecede biiylik degerlere sahip rasgele degiskenlerin bulunmasinin bir

sonucudur. Hatta bir drneklemin igerisinde anormal derecede biiyiik degerlerin ortaya
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¢ikma olasiligi ¢ok diisiik oldugundan, eger toplam beklenenden ¢ok biiylik ise bu
orneklem igerisinde bulunan birkag¢ tane ¢ok biiyiikk drnekten kaynaklanmiyordur tersine
yalnmizca bir tane ¢ok biliyiik 6rnekten kaynaklaniyordur (bu durum bazen tek biiyiik
sigrama prensibi olarak da adlandirilir). Bu durumda rasgele degiskenlerin toplaminin
kuyruk kismi, toplamdaki maksimum degeri alan rasgele degiskenin kuyruk kismi gibi
davranig gosterir.

Katastrofi prensibi ve agir kuyruklu dagilimlarin iligkisini aciklayan onemli iki
teorem asagida verilmistir:
Teorem 1.3.3.1 [45] {X;}, i =1 bagimsiz aym alt tstel dagilima sahip rasgele

degiskenlerin bir dizisi olsun. Bu durumda her n > 2 i¢in asagidaki iliski dogrudur:

 P({max}>x) -
x-w (YL, X; > x)

Teorem 1.3.3.2 [45] {X;}, i = 1 bagimsiz a indeksi ile ayni diizenli degisen dagilima

sahip rasgele degiskenlerin bir dizisi olsun. Bu durumda her y > 0 i¢in

n
P (Z Xi > (u +y)n) ~P ({rsli:i%Xi > yn). (22)
i=1

Toplamin biiyiik olmasina bir¢ok farkli sebep yol agabiliyorken, katastrofi prensibi biiyiik
toplama yol acan seyin yalnizca toplam i¢indeki beklenenden ¢ok ¢ok biiyiik degere sahip
tek bir olay oldugu durumlarda gegerlidir. Literatiirde en ¢ok kullanilan agir kuyruklu
dagilimlar katastrofi prensibini sagladigindan, katastrofi prensibi agir kuyruklu dagilimlar
teorisinde 6nemli bir yere sahiptir. Ornegin Pareto dagilimi, Weibull dagilimi (a < 1) ve
lognormal dagilim katastrofi 6zelligini saglayan dagilimlardan bazilaridir. Ayrica
katastrofi 6zelligini dnemli yapan hususlardan biri de agir kuyruklu dagilimlarin en 6nemli

sinifi olan alt iistel dagilimlarin bu 6zellik etrafinda tanimlanmis olmasidir.

1.3.4. Hafif Kuyruklu Dagilimlar ve Uyum Prensibi

Tamim 1.3.4.1 (Uyum (Conspiracy) Prensibi) [45] Katastrofi prensibinin aksine uyum

prensibi sira dis1 olaylarin biiyiik olasilikla bu olayin meydana gelmesine katkida bulunan
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pek cok faktoriin bir araya gelmesi nedeniyle olustugunu soyler. Yani rasgele degiskenlerin
toplaminin kuyruk kisminin davranigini toplam igindeki tek bir rasgele degiskenin kuyruk
kisminin davranigi belirlemez. Uyum prensibi asagidaki tanim ile matematiksel olarak
ifade edilebilir:

Tamm 1.3.4.2 [45] X4, X5, ..., X;, aym1 F dagilim fonksiyonuna sahip rasgele degiskenlerin
bir dizisi olsun. Her n > 2 igin X4, X5, ..., X,, rasgele degiskenleri

P{max{X,,X,,... X} >t} =o(P{X;+ X, + -+ X,, > t})

sartin1 sagliyor ise, bu rasgele degiskenler ve F dagilim fonksiyonu konspiransi prensibini
sagliyordur denir.
Tamim 1.3.4.3 [45] X negatif olmayan bir rasgele degisken olsun. Eger yeterince biiyiik
x’ler igin P(X > x) < exp(—0x) sartin1 saglayacak bi¢imde 6 > 0 mevcut ise, X rasgele
degiskeni hafif kuyruklu dagilima sahiptir denir. Baska bir ifade ile, X rasgele degiskeni
hafif kuyruklu ise E (es*) < oo olacak bigimde s > 0 mevcuttur.

Hafif kuyruklu dagilimlarin kuyruk kisimlar1 ya iistel olarak ya da iistel dagilima
gore daha hizli bir bicimde sifira yaklasirlar. Hafif kuyruklu dagilimlar, agir kuyruklu
dagilimlarin aksine uyum o&zelligi gosterme egilimdedirler. Hafif kuyruklu dagilimlar
Erlang dagilimi, hiper iistel dagilimlar ve @ > 1 parametresine sahip Weibull dagilimi gibi

pek cok 6nemli dagilimi igermektedir.

1.4. Stokastik Siirecler

Stokastik siiregler, hisse senedi fiyatlari, internet trafigi ve biyolojik popiilasyonlarin
cesitli 6zellikleri gibi zaman iginde rastlantisal olarak degisen durumlarin matematiksel
olarak modellenmesine yardimci olan araglardir. Gelecekteki olaylarin 6ngériillemez dogasi
bu olaylar modellenirken her bir t anindaki gozlemi, bir X(t) rasgele degiskeninin
realizasyonu olarak kabul etmeyi zorunlu kilmistir. Stokastik siireglerin tanimlanabilmesi
icin i¢in dncelikle o-cebir ve olasilik dlgiisii gibi yapilarin tanimlanmasi gerekmektedir.
Tamm 1.4.1 [3] Q # @ kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir  sinifi

i) Qe

(i) VAEJigin A€

(i) {A,},n =1 J’in ikiser ikiser ayrik kiimelerinin olusturdugu bir dizi olmak

tizrere V {4,} € Jigin Up~1 4, €T

sartlarin1 saghyor ise, J smnifina Q kiimesinde tanimli bir sigma (o) cebirdir denir.
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Tamm 1.4.2 [3] R kiimesindeki agik araliklarin sinifin1 kapsayan en kiigiik o-cebirine
Borel cebiri denir.

Tammm 1.4.3 [3] 3, Q # @ kiimesi iizerinde tanimlanmis bir o-cebir olmak iizere, bir
P: 3 — R fonksiyonu Kolmogorov aksiyomlar1 olarak bilinen

() VAeJiginP(A) =0

(i) P(Q) =1

(iii) Ikiser ikiser ayrik kiimelerin olusturdugu V {4,} € I dizisi i¢in
P (U An> = > P4y

n=1 n=1

ozelliklerini saghyor ise, P fonksiyonuna J tizerinde bir olasilik 6lgiisii, P(A) degerine ise,
A kiimesinin olasilig1 denir.
Tamim 1.4.4 [3] Q # @ bir kiime, J smnifi Q kiimesi tizerinde tanimlanmis bir a-cebir ve P,
3 tizerinde tanimlanmis bir olasilik Ol¢tisi olmak tizere, (Q, S, P) ugliisiine bir olasilik
uzayi denir.
Tamim 1.4.5 [3] (Q, 3, P) bir olasilik uzay1 ve X: Q — R bir fonksiyon olsun. vV x € R igin
{w: X(w) < x} € Jise, X bir rasgele degiskendir.
Tamm 1.4.6 [3] (Q, 3, P) bir olasilik uzayr ve @ # T S R bir kiime olsun. Ayrica B; ve
Bg, T kiimesinin alt kiimeleri tizerinde insa edilmis Borel - cebirleri olsunlar.
X(w,t):Q x T — R fonksiyonu her B € By igin

{(w,t): X(w,t) € B} € 6(3 X By)
sartin1 sagliyor ise, X(w,t) fonksiyona bir rasgele fonksiyon denir. t € T parametresi
zamani temsil ediyor ise, X (w, t) fonksiyonuna bir stokastik siire¢ denir.
Tamim 1.4.7 [67] (Stokastik Siirecin Realizasyonlar1) (£, F, P) olasilik uzayinda tanimli
bir X(w,t) stokastik siireci goz oniine alinsin. Her bir t € T i¢in X(w,t) bir rasgele
degiskendir ve her bir w € Q i¢in siirecin ¢ anindaki degerini gosterir. Bu durumda
stokastik siirecin realizasyonlar1 iki farkli sekilde elde edilir.

(i) Her bir sabit w € Q degeri igin X(w,t): T - R bir fonksiyondur. Bu durumda
{X(w,t), w €Q} zamana bagli rasgele olmayan fonksiyonlarinin bir
toplulugudur.

(i) Sabit bir t € [0, o) i¢in X (w, t): Q — S yalmz w’ ya bagl bir fonksiyon, yani bir
rasgele degiskendir. Bu durumda {X(w,t), 0 <t < oo}, t degiskeni ile

indislenmis rasgele degiskenlerinin bir ailesidir.
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Tamm 1.4.8 [67] (Durum Uzay ve indis Kiimesi) Tanim 1.4.7> de T kiimesine stokastik
siirecin indis kiimesi, S kiimesine ise stokastik siirecin durum uzayi denir. T sayilabilir
kiime ise, stokastik siirece kesikli zamanlidir, T sayillamayan kiime ise siirekli zamanlidir
denir. Durum uzay1 S, stokastik siireci olusturan X(t) rasgele degiskenlerinin aldigi
degerlerden olusur. {X(t),t € T} stokastik siirecine S sayilabilir bir kiime ise, kesikli
durum uzayl stokastik siire¢, S sayilamayan bir kiime ise siirekli durum uzayli stokastik
siire¢ denir.

Stokastik stiregler kisaca X(t), Y(t), n(t), £(t) gibi sembollerle gosterilir. Bir
rasgele degisken ile ilgili temel 6ge o rasgele degiskenin dagilimidir. Stokastik siiregler,
rasgele degiskenlerin bir ailesi oldugundan, stokastik siirecler ile ilgili en 6nemli bilgi her
t € [0,00) igin {X(t),0 <t < oo} rasgele degiskenlerinin olasilik dagilimlarindan elde

edilir. Stokastik siirecin belirli realizasyonlarina siirecin bir 6rneklem egrisi denir.

0o t

Sekil 3. Bir stokastik siirecin realizasyonlari
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X(w, t)

wq

(0] t

Sekil 4. Sabitlenmis w parametresi i¢in stokastik siirecin bir realizasyonu

X(w, t)

Sekil 5. Sabitlenmis t=1,2,3,4 degerleri igin stokastik siirecin bir realizasyonu

Tamm 1.4.9 [3] (Stokastik Siirecin Sonlu Boyutlu Dagilimlari) X herhangi bir rasgele
degisken olmak tizere, X rasgele degiskeni dagilim fonksiyonu Fy(x) = P(X < x), x ER
bigiminde karakterize edilebilmektedir. (X;,X,, ..., X,,) rasgele degiskenlerin bir vektorii
olmak tizere (X4, X5, ..., X,,) vektorii birlesik dagilim fonksiyonu cinsinden

Fy, %, 5, (X1, X2, 0, X)) = P(Xy S %9, Xp S X5, 0, X S X)), 5, ER, 121,

bi¢ciminde ifade edilebilir.
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Stokastik siirecler, rasgele degiskenlerin bir ailesidir dolayisi ile dagilim
fonksiyonlar1 rasgele degiskenlerin vektorlerine benzer bigimde birlesik dagilim
fonksiyonu yardimi ile ifade edilebilir. Burada en 6nemli faktor indis seti 7 nin sonlu ya da
sayilabilir olup olmamasidir.

Bir stokastik siirecin indis kiimesi T sonlu ise, {X(t), t € T} stokastik siireci bilesik
dagilim fonksiyonu aracilig1 ile tam olarak ifade edilebilir. Stokastik siirecin indis kiimesi
T sonsuz elemanli fakat sayilabilir ise, bu durumda stokastik siire¢ sonlu boyutlu
dagilimlar1 aracihigi ile ifade edilir. {X(t),t € Ny} Dbir stokastik siire¢ olmak {iizere
X(ty),X(ty), ..., X(t,) rasgele degiskenlerinin ortak dagilim fonksiyonuna {X(t),t € N}
stirecinin n boyutlu dagilim fonksiyonu denir.

{X(t),t € Ny} stokastik siirecinin sonlu boyutlu dagilim fonksiyonu her n € N ve
0<t; < <t,icin

Fi oty tn (X1, X2, 0, X)) = P{X (1) < x1, X(£3) < X5, .0, X (&) < X}
bi¢iminde ifade edilir. Stokastik siirecin durum uzayi S Kesikli ya da siirekli olabilir.
Tamim 1.4.10 {X(t),t € T} stokastik siirecinin durum uzay1 S kesikli olsun. Bu durumda
hert, € T, n = 1,2, ...,n i¢in siirecin sonlu boyutlu dagilimlari

Dt gty X1s X5 ey X)) = P{X (1) = x4, X(£3) = X2, ..., X(£) = xp}
bigimindedir.

Tanmim 1.4.11 {X(t),t € T} stokastik siirecinin durum uzay: S siirekli olsun. Bu durumda

stirecin ~ sonlu boyutlu dagilim fonksiyonu

X1 Xn

Ftl,tz,-.-,tn(xll X2, ey xn) = j j ptl.tz.---,tn(ul' uZ, ey un) du1 dun
— 00 — 00

bigiminde tanimlanir.

Asagida ifadesi verilen Kolmogorov teoremi, herhangi bir n degiskenli bir

fonksiyonlar ailesinin hangi durumda bir stokastik siire¢ i¢in sonlu boyutlu bir dagilim
fonksiyonu tanimladigini anlayabilmemizi saglar.
Teorem 141 neNve 0<t, < <t, igin {Ftl,tz,._”tn(xl,xz, ...xn)}, t; €T, Tanm
1.4.9° da ozellikleri verilmis olan sonlu boyutlu dagilim fonksiyonlarinin bir ailesi olsun.
Bu durumda

P{X(t1) < x0, X(E2) < X2, o, X(60) < X} = Fiy oty (01, X2, 0, X))

esitligini saglayacak sekilde bir (Q, T, P ) olasilik uzay:1 ve X (t) stokastik siireci mevcuttur.



32

Teorem 1.4.1 bir stokastik siire¢ ile, o stokastik siirecin sonlu boyutlu dagilimlarinin
birbirlerini bire bir tanimlamalar1 durumuna isaret eder.

Tamim 1.4.12 [67] F:(x), X(t) stokastik siirecinin bir boyutlu dagilim fonksiyonu ve
J.le dF:(x) < 4o

olsun. Bu durumda X (t) stokastik stirecinin beklenen degeri

+ oo

u(t) =E[X@®)] = f xdF,(x), teT

dir.
Stokastik  stireclerin  diger Onemli karakteristikleri varyans, otokovaryans,
otokorelasyon fonksiyonlaridir ve sirasi ile asagidaki bicimde tanimlanirlar:
o?(t) = V[X(t)] = E[X(t) —u(®)]? teT,
y(t1,t2) = Cov (X(t1),X(t,)), t1,t, €T,
y(ty, t2)
Jo2 (&) X 02(t)’

Stokastik stirecler, uygulamada kolaylik olmas1 agisindan belirli 6zelliklerine goére

p(ty, t5) = Corr(X(t)), X(t)) = ti,t; €T.

siiflandirilmiglardir. Bu siniflandirmada olasilik yapisi, 6zel siiregler, metotlar, problemler
ve uygulamalar gibi temel kriterler baz alinir. Bu kriterlerin her biri i¢in indis kiimesi T ve
durum uzay1 S nin kesikli ve siirekli olmas1 durumlarina gore tekrar siniflandirma yapilir.
Stokastik siireglerin 6nemli bazi siniflar1 Gauss siirecleri, degerleri bagimsiz siirecler,
bagimsiz artigh siirecler, duragan ve duragan olmayan siirecler, Markov ve yar1 Markov

siireclerdir.

1.5. Sayma Siirecleri

Bazi problemlerde zaman icinde meydana gelen belli bash olaylarin sayilmasi
gerekli olabilir. Sayma siirecleri bu tiir problemleri modellemek i¢in kullanilan, negatif
olmayan, degerleri artan ve tamsay1 degerli dzel stokastik siireglerdir. Ornegin, t = 0
zamanindan baglayarak ¢ anma kadar siipermarkete gelen miisterilerin sayis1 sayma

siirecleri kullanilarak modellenir.
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Tamim 1.5.1 [71] (Sayma Siireci) N(t), t = 0 zamanindan baslayarak t anina kadar (t ani
dahil olmak iizere) meydana gelen olaylarin sayisim gostersin. {N(t),t = 1} stokastik
slirecine bir sayma siireci denir. Sayma siireci asagidaki sartlar1 saglar

(i) N(0) =0,

(il) vt €[0,); N(t) € {0,1,2, ...},

(iii) s < tise, N(t) < N(s) dir,

(iv) 0 <s < tigin N(t) — N(s), (s, t] araliginda meydana gelen olaylarin sayisidir.

Sayma siirelerinde meydana gelen her bir olay “varis” olarak adlandirilir. Ornegin
{N(t),t = 1} bir sehirde t zamanina kadar meydana gelen kazalari saysin. Meydana gelen
her bir kaza “varis” olarak adlandirilir.
Tamm 1.5.2 [71] (Varislar Aras1 Ge¢en Zaman) X, birinci varisa kadar gegen zaman ve
X;, (i—1). ve i. vang arasinda gecen zaman olmak tlzere X = {X;,X,,...} dizisine
variglar arast gegen zamanlar dizisi denir.

So = 0 olmak tizere S,, = Y1~ X; olsun. S, n. varigin gerceklestigi andir. Burada S,
bir rasgele degisken ve {S,, < t}, n. varisin ger¢eklesme olayidir.

Bu durumda N (t), “0” anindan “t” anina kadar (“t” an1 dahil olmak {izere) meydana
gelen olaylarin sayisidir. N(t), indigator fonksiyonu I, kullanilarak matematiksel olarak

asagidaki gibi ifade edilir:

N©®) = ) ise (29)
k=0

(23) ifadesinde A olaymna ait I, indigator fonksiyonu A olay1 gergeklestiginde 1, diger
durumlarda 0 degerini alan 6zel bir fonksiyondur. Burada her bir N(t) bir rasgele degisken
ve {N(t), t = 1} bir stokastik siirectir. (23) matematiksel ifadesinden de goriilecegi iizere,
n. varigin zamanini gosteren S, ile varislar1 sayan rasgele degisken N (t) arasinda

{S, <t}={N() =n}
iliskisi vardir. Bu iliski su sekilde agiklanabilir: {S,, < t} olay1 "t" zamanina kadar "n" tane
varigin ger¢eklesme olayidir, bu "t" anina kadar gergeklesen varislari sayan N(t)’ nin en

az "n" olmasi demektir. Benzer sekilde, {N(t) = n} olmasi da {S,, < t} olmasim gerekli

kilmaktadir. Bu durumda P(N(t) = n) = P(S,, < t) sonucuna ulasilir.
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Sekil 5. Sayma siirecinin bir realizasyonu

Sekil 5°te N(t), [0, t] araligindaki olaylarin sayisin1 gosteren bir sayma siirecidir. Siireg
sekilde gortildigi gibi t ¢izgisi ile kesildiginde t € [T, T3) i¢in N(t) = 2 dir.
Tamm 1.5.3 [3] {X(t), t € [0, 00)} siirekli zamanl rasgele bir siire¢ olsun. Bu durumda
egerher 0 <t; <t, <tz <--<t,icn

X(t2) = X(t1), X(t3) — X(t2), ..., X (&) — X (tn-1)
rasgele degiskenleri bagimsiz ise X(t)’ lere bagimsiz artislar denir.

Sayma siireglerinde N(t;) — N(t;—1), (ti—q,t;] arahi@inda gergeklesen variglarin
sayisidir. Her ayrik (ty,t,], (ty, t3], ..., (tn—1, tn] zaman araliginda gerceklesen variglarin
sayisint gosteren N(t;) — N(t;_,) ler birbirinden bagimsiz ise, N(t) sayma Siirecinin
artiglar1 bagimsizdir denir.

Tanmim 1.54 [3]Hern € N, her0 < s; < s, < -+ < 5, ve her h = 0 i¢in

(N(s; + h),N(s, + h) = N(s; + h), ..., N(s,, + h) = N(s,,.; + h))

rasgele degiskenlerinin dagilimlari “h” ye bagl degil ise, N(t), t = 1 siirecinin artislar

duragandir (stasyonerdir) denir.

1.6. Yenileme ve Odiillii Yenileme Siirecleri

Yenileme siiregleri ilk olarak bozulan objelerin yerine konulmas: ile ilgili
problemleri arastirmak amaci ile kullanilmistir. Giiniimiizde yenileme siiregleri zaman

icinde rasgele gelisen yenileme ya da ortaya ¢ikma ismi verilen durumlari modellemek ve
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rasgele degiskenler cinsinden ifade etmek i¢in kullanilan en ideal stokastik siireglerdir.
Literatlirde yenileme siirecleri kullanilarak modellenen pek ¢ok ger¢ek hayat problemi
vardir. Bu modelin ger¢cek hayat problemlerine ilk defa uygulanmasi ile ilgili 6rnekler
sOyle siralanabilir: Gilivenilirlik teorisinde bozulan makinelerin yenilenme sayilarinin
modellenmesi Cox [27], risk teorisinde ardisik olarak meydana gelen risklerin
modellenmesi Embrechts [29], envanter modellerde ardisik talep miktarlari arasindaki
zamanin modellenmesi Ross [71] insan kaynaklar1 planlamasinda bir igyerindeki belirli bir
zaman araliginda ard arda gelen istifalarin modellenmesi Bartholomew [10], garanti
analizinde garanti siiresinin bitimini takip eden yeni satin almalarin modellenmesi Blischke
ve Scheuer [17]. Uygulama alanlarinin genisligi nedeniyle yenileme siiregleri ve bu
slireglerin olasilik ve sayisal karakteristiklerinin incelenmesi giiniimiizde hala ¢ok 6nemli
bir ¢calisma alanidir.

Yenileme siiregleri ile ilgili tipik bazi uygulamalar su sekilde orneklendirilebilir:
Yenilemeler, belli bir zaman araliginda bir magazaya gelen miisteriler ya da bir web
dagiticisina gelen dosyalar olabilir. Bir sistemde calisir durumdaki herhangi bir aygit,
ornegin bir ampul ele alinsin. Bu aygit her bozuldugunda yerine aym 6zelliklere sahip bir
yenisi yerlestirilsin ve bu silire¢ boyle devam etsin. Burada yerlestirilen her yeni aygit bir
yenilemedir. Belirlenmis cografi bir bolgede art arda gelen doga olaylari arasinda gegen
zaman (Ornegin iki kasirga ya da iki deprem arasinda gecen zaman) bir yenilemedir.
Tanmim 1.6.1 Yenileme Siireci [71]: {N(t)}, t = 0 sayma siireci ele alinsin. {N(t),t = 0}
sayma siirecinde variglar arasi gegen zamani gosteren {X,}, n = 1 rasgele degiskenleri
bagimsiz ve ayni F dagilimina sahip olsunlar. Genelligi bozmadan F(0) = P{X,, =0} < 1
olsun. X,,, (n — 1). ve n. olaylar arasinda gegen zaman olsun. Sayma siire¢lerine benzer

sekilde

n
S, =0, Sn=ZXL-, n>1
i=1

olarak tanimlanirsa S,,, n. olayin gerceklestigi zamani verir. N(t), t anina kadar meydana

gelen olaylarin sayisi olmak iizere,

N(t) =sup{n| S, <t} (24)
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tanimlansin. Bu durumda (24) ile tamimlanan N(t), [0,t] araligindaki yenilemelerin
sayisini veren bir rasgele degiskendir. N (t) rasgele degiskenine yenileme rasgele degiskeni
ve {N(t), t = 0} sayma siirecine yenileme siireci denir.

Yenileme siireclerinde, sayma siireglerinde kullanilan ve varis olarak adlandirilan
olaylarin her biri bir yenilemedir. Ardisik iki yenileme arasinda gegen zamani veren
rasgele degiskenler bagimsiz ayni dagilimli olduklarindan, her yenilemede bu siireg
olasiliksal olarak yeniden baglar.

Tamm 1.6.2 [71] Ardisik varislar arasinda gegen zamanin beklenen degeri asagidaki gibi

tanimlanir

[0e]

u=EX,) = jxdF(x).

0
Burada X,, = 0 ve F(0) < 1 oldugundan 0 < u < oo oldugu kolayca goriilebilir.

Not 1.6.1 [71] Giglii biiyiik sayilar kanunundan 1 olasilikla asagidaki yakinsama dogrudur.
S

n
;—)u’ n — 00,

p > 0 oldugu bilindiginden n — oo igin S,, = oo olmak zorundadir. Bu durumda n’in en

¢ok sonlu sayida degeri igin S,, < t olabilir. Bu da N(t) nin sonlu olmasi demektir. Yani:

N(t) = max {n| S,, <t} (25)

dir.

Tamm 1.6.3 Odiillii Yenileme Siireci [71]: {N(t),t > 0} bir yenileme siireci X,
(n — 1). ve n. yenilemeler arasinda gegen zamani gosteren rasgele degisken olsun. Her bir
yenilemenin ardindan sisteme 6diil verildigi varsayilsin.

n € N olmak iizere R,, n. yenileme sirasinda kazanilan 6diil olsun. {X,}, n>1 ve
{R,}, n>1 bagimsiz ve kendi aralarinda ayni dagilima sahip rasgele degiskenlerin

dizileri olmak tizere

N(t)
R(t) = 2 R,
n=1

t anina kadar sisteme verilen toplam 6diillerin sayisidir. Bu kosullar altinda {R(t), t = 0}

bi¢iminde tanimlanan siirece 6diillii yenileme siireci denir.
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Sekil 6. Odiillii yenileme siirecinin bir realizasyonu

1.6.1. Yenileme Siireci N(t)’ nin Dagilimlari

Tammm 1.6.1.1 [71] Sayma siirecleri kisminda (N(t) = n) olayr ile (S, <t) olaymnin
birbirine denk olaylar oldugu gosterilmisti. P(S, <t) = F * F x ...x F = F*" oldugu goz
oniinde bulundurularak N(t) yenileme siirecinin dagilimina asagidaki gibi kolayca
ulasilabilir.

P{N(t) =n}=P{N(t) =n} —P{N(t) =n+1} =P{S, <n} —P{Sp41 <n+1}

— F(t) — F™¥(p),

N (t) nin, en ¢ok arastirilan sayisal karakteristigi ortalama degeridir.

Tanmm 1.6.1.2 [7] (Yenileme Fonksiyonu) N(t) yenileme siirecinin ortalama degerini
veren fonksiyona yenileme fonksiyonu ismi verilir ve E(N(t)) = U(t) bi¢iminde
gosterilir. U(t), (0, t] araliginda gerceklesen yenilemelerin beklenen degeridir.

U(t) yenileme fonksiyonu, yenileme teorisi yardimi ile ifade edilen pek c¢ok
problemde rol oynadigindan, yenileme fonksiyonunun 6zelliklerinin belirlenmesi yenileme
teorisinin nemli problemlerinden biridir.

Ozellik 1.6.1.1 [7] {X,,}, n = 1 rasgele degiskenleri bagimsiz ve aym F dagilimina sahip
olsunlar. {X,}, n =1 rasgele degiskenleri tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonu U(t)

ile F arasindaki iliski asagidaki gibi verilir:



38

U@ = E(N®) = Y n PIN® =1} = ) n (F7(6) = F™(0))
n=0 n=0
= > P, (26)

n=0

Teorem 1.6.1.1 [7] (Yenileme Tipli Integral Denklem): Yenileme fonksiyonu U(t) icin

integral denklem asagidaki gibi elde edilir:
t

U(t) =F(t) + f U(t — x) dF (x).
0

Ispat: Oncelikle birinci yenileme gerceklesinceye kadar gegen siire X; ‘in bilindigi

varsayilsin. Bu durumda

u) =E(N@®) = j E{N(t)| X; = x} dF (x)
0

olacaktir.

X; =x>t verilmis olsun. Bu durumda; [0,t] araliinda hi¢ yenileme
olmayacagindan, E[N(t)| X; = x] = 0 olur. 0 < x < t olsun ve birinci yenileme x < t de
baslamig olsun, bu durumda siire¢ periyoduna x’te baslayacagi igin geriye kalan (t — x)
uzunlugundaki aralikta meydana gelecek olan yenilemelerin beklenen degeri E[N(t — x)]
tir. Dolayist ile:

E[Nt)|X;]=14+E[Nt—-x)]=1+U(t—x)

elde edilir. Bu durumda

t

U(t) =j{1+U(t—x)}dF(x)=F(t)+JU(t—x) dF (x)
0

0
= F(t) + F(t) * U(t) @7)

dir. (27) ile verilen denkleme yenileme teorisinin integral denklemi ya da yenileme
denklemi denir.

Yenileme fonksiyonu, yenileme siireclerini karakterize eden en dnemli faktdrlerden
biridir. Yenileme fonksiyonu U(t), en iyi sekilde (27) ile verilmis olan yenileme
denkleminin ¢6ziimii cinsinden ifade edilebilir. Yenileme denkleminden ayri1 olarak,

yenileme tipli denklemler uygulamali olasilifin pek ¢ok farkli alanindaki problemlerde
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karsilagilmaktadir. Feller [32] yenileme tipli denklemleri saglayan pek ¢ok farkli probleme
ornek vermistir. Ayrica yenileme tipli denklemlerin demografi, sosyal siiregler, isgiicli
modelleri ve envanter modeller ile ilgili calismalarda kullanildig1 pek ¢ok 6rnek literatiirde
mevcuttur ([10], [11], [12], [50], [72]).

Yenileme denklemleri ve yenileme tipli denklemler uygulamada ¢ok onemli olsalar
da, pratikte kullanimlar1 zordur. Bunun en Onemli nedeni yenileme denklemlerinin
yenileme fonksiyonu U(t)’yi icermesi ve yenileme fonksiyonunun da bir kag 6zel durum
disinda agik ifadelerinin elde edilememesidir. Bu nedenle giiniimiizde U(t) igin basit ve
kullanilabilir formiiller elde etme problemi yenileme teorisinin Onemli c¢alisma
alanlarindan biridir. Bunun i¢in yaklasim yontemleri ve asimptotik yOntemler
kullanilmaktadir. Klasik yenileme teorisinde t — oo durumunda yenileme fonksiyonu
U(t), yenileme siireci N(t), 6(t) =t — Sy, olarak gosterilen simdiki 6miir siireci ve
y(t) = Sy+1 — t ile ifade edilen kalan Omiir siireci i¢in pek ¢ok asimptotik acilim
onerilmistir. Bu konu ile ilgili ayrintili bilgi Feller [33] ve Smith [78] kaynaklarinda
bulunabilir.

Bu kisimda oncelikle aritmetik rasgele degisken tanmimi daha sonra da yenileme
stireci ile ilgili onemli teoremler ve yenileme fonksiyonu ile ilgili temel limit teoremleri
ispatsiz olarak verilecektir.

Tamim 1.6.1.3 [33] (Aritmetik Rasgele Degisken) a, 5 > 0 olmak iizere, bir X rasgele
degiskeni 1 olasilik ile, {ak + B,k =0,%1,12,...} kiimesinden degerler aliyor ise, X
rasgele degiskenine aritmetik rasgele degisken ve X rasgele degiskeninin dagilim
fonksiyonuna, aritmetik dagilim fonksiyonu denir.

Teorem 1.6.1.2 [7], [33] {N(t),t = 0} bir yenileme siireci olsun. Bu durumda bu siirecin
yenileme fonksiyonu heryerde sonludur. Yani her 0 < t < o igin U(t) < oo dir.

Teorem 1.6.1.3 [71] {N(t),t = 0} yenileme siirecinin her mertebeden sonlu momentleri
mevcuttur. Yani, Vt = 0 ver > 0 i¢in, E[N"(t)] < oo dir.

Yenileme stiregleri ile ilgili onemli problemlerden biri de uzun siire ¢aligsmakta olan
bir yenileme siirecinde birim zaman zarfinda meydana gelen yenilemelerin yaklasik
degerine ulagsmaktir.

Teorem 1.6.1.4 [33], [71] {N(t),t = 1} yenileme siireci ve yenilemeler arasi gegen

zamanin beklenen degeri 0 < u < oo olsun. Bu durumda t — oo i¢in 1 olasilikla
N(@t) 1
—_—

t
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Benzer bir sonu¢ yenilemeler arasi gegen zaman siireleri aritmetik olmayan bir
dagilim fonksiyonuna sahip iken, U(t)/t i¢in de gecerlidir. Bu sonucu veren teorem
elementer yenileme teoremi ile verilir. Elementer yenileme teoremi ve diger limit
teoremler yenilemeler arasi gecen zaman aritmetik olmayan rasgele degisken oldugu
durumda verilmistir. Rasgele degiskenlerin aritmetik oldugu durum icin de benzer
sonuglarin varligr bilinmektedir.

Teorem 1.6.1.5 [33], [47] (Elementer Yenileme Teoremi) {N(t),t = 0} bir yenileme
stireci olsun ve yenilemeler arasi gegen zaman siirelerini veren {X;}, i = 1 rasgele
degiskenleri aritmetik olmayan F (t) dagilim fonksiyonuna sahip olsunlar. Ayrica;

0 < u = E(X;) < o olsun. Bu durumda:
ui) 1
_—

—, t—>

)

t H
dir.
Teorem 1.6.1.6 (Anahtar Yenileme Teoremi) [33], [78] {X,,}, n = 1 rasgele degiskenleri
bagimsiz ve ayni F dagilimina sahip olsunlar. {X,,}, n = 1 rasgele degiskenleri tarafindan
tiretilen yenileme fonksiyonu U(t) ve E(X;) = u olsun. Ayrica Q, (0,) araliginda

sonlu, artmayan ve integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

t oo
1
tlim ] Q(t—x)dU(x) = l{im(Q x U)(t) = —J Q(u) du
_ 0 # 0

dir.

Teorem 1.6.1.7 [16] (Birinci Yenileme Teoremi) {N(t), t = 0} bir yenileme siireci olsun
ve yenilemeler aras1 gecen zaman siirelerini veren {X;},i > 1 rasgele degiskenleri aritmetik
olmayan F(t) dagilim fonksiyonuna sahip olsunlar. Ayrica 0 < u = E(X;) < oo olsun. Bu
durumdaVv y > 0,

Im{U(c+y) = U@l =7
dir.
Sonu¢ 1.6.1.1 Uzun siiredir ¢alisan bir yenileme siirecinde, y uzunlugundaki bir aralikta
yapilan yenilemelerin beklenen sayisinin y/u dir.

Birinci yenileme teoremi literatiirde Blackwell’in yenileme teoremi olarak da
bilinmektedir.
Teorem 1.6.1.8 [33] {N(t),t = 0} bir yenileme siireci olsun. Ardisik yenilemeler arasi

gecen zaman siirelerini temsil eden {X;}, i = 1 rasgele degiskenleri, aritmetik olmayan bir
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F(t) dagilim fonksiyonuna, sonlu p,; ortalamasia ve sonlu o2 varyansina sahip olsun. Bu

durumda t = oo i¢in agagidaki yakinsama dogrudur:

t ¢ +02
0S(U(t)——)—> BTz
H 2p5
Teorem 1.6.1.8 nin en 6nemli sonuglarindan biri asagidaki gibi verilir:

Sonug¢ 1.6.1.2 u, = E(X?) < oo ve p; = E(X;) < oo olsun. Bu durumda U(t) yenileme

fonksiyonu asagidaki asimptotik agilimi saglar:

U = -+ 2”—22 +o(1), t— oo (28)

Hq M1
Calismanin bu kisminda agir kuyruklu dagilimlar tarafindan {iretilen yenileme

fonksiyonlart ile ilgili literatiir arastirmasina yer verilecektir.

1.6.2. Literatiir Arastirmasi

Yenileme siiregleri giinliik karsilasilan pek ¢ok durumu modellemek igin kullanilan
onemli matematiksel araclardandir. Odiillii yenileme siirecleri, ertelemeli yenileme
stirecleri, rasgele yliriiyiis siiregleri, Poisson siiregleri gibi pek cok onemli stokastik siire¢
yenileme siiregleri lizerine insa edilmistir.

Bu c¢alismada (s,S) tipli bir envanter sistem, odillii yenileme siireci olarak
adlandirilan kesikli miidahaleli bir stokastik siire¢ kullanilarak matematiksel olarak
modellenecektir. Kesikli miidahaleli stokastik siiregler ilk kez A.N. Kolmogorov [57]
tarafindan ele alinmistir.

Bu konuda literatiirde 6nemli ¢alismalar mevcuttur [18], [33], [40]. Skorohod “Random
Processes with Independent Increments” [77] adli ¢alismasinda bu sinif i¢in genel
ergodiklik teoremini ispat etmistir. Bu yillarda yapilan ¢alismalar ¢ok O6nemli olmakla
birlikte elde edilen formiillerin karmagik matematiksel yapilarindan dolayr uygulamada
kullanilabilmeleri miimkiin olmamistir. Bu zorlugun ortadan kaldirilabilmesi i¢in
giinlimiizde bu siirecler ile ilgili calismalarda asimptotik yontemler kullanilmasi 6nemli bir
yaklasim haline gelmistir. Bunun nedeni asimptotik yontemler kullanilarak yapilan
caligmalarda, matematiksel yapilar1 sade, uygulamada kullanilabilirlikleri olan ayrica kesin
ifadelere ¢ok yakin sonuglar elde edilebilmesidir. Literatiirde bu siirecler ile ilgili ¢ok

onemli yaklasim formiilleri mevcuttur ([4], [5], [6], [28], [48], [49], [51-55], [58], [59]).
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Kesikli miidahaleli stokastik siiregler ile karsilasilan 6nemli problemlerden biri de
(s,S) tipli envanter modellerdir. (s,S) tipli envanter modellerin kesikli miidahaleli yar1
Markov siirecler kullanilarak modellenmesi ve karakteristiklerinin incelenmesi iizerine ¢ok
sayida ¢alisma yapilmistir. Oregin Tiirksen v.d. [82] ve Khaniyev v.d. [55] (s,S) tipli
Fuzzy envanter modellerini sirasi ile Nakagami dagilimli talep miktarlar1 ve Gamma
dagilimli talep miktarlari ile incelemislerdir. Daha sonra (s,S) tipli envanter modelleri ifade
eden siire¢ icin kesikli sans karisimlart genellestirilmis Beta dagilimma ve ti¢gensel
dagilima sahipken asimptotik dagilim elde edilmistir [52], [53]. Kesikli sans karisimlari
ticgensel dagilima sahipken siireci ifade eden siirecin ergodik dagilimimin momentleri igin
asimptotik agilim elde edilmistir [54]. Ayrica bu siire¢ miidahaleyi ifade eden kesikli sans
karisimi genel bir dagilima sahipken de ele alinmis ve bu durum icin ergodik dagilimin ve
ergodik dagilimin n. momentlerinin asimptotik a¢ilimlarina ulagilmistir [5].

Aliyev bu siirecleri sonlu momente sahip alt listel dagilimli miidahale ile ele almis ve
stirecin ergodik dagilimi1 ve ergodik dagiliminin n. momentleri i¢in asimptotik acilimlara
ulasmustir [6].

(s,S) tipli stok kontrol modelleri de dahil olmak tizere yenileme siiregleri ile ifade
edilen modellerin karakteristiklerini incelerken yenileme fonksiyonunun asimptotik
ifadesini bilmek gerekir. Yapilan calismalarin ¢ogunlugunda talep miktarlarinin hafif
kuyruklu dagilima sahip oldugu varsayilmis ve siirecin karakteristikleri incelenirken, Feller
[33] tarafindan onerilen (28) de verilen asimptotik a¢ilim kullanilmigtir. Bu ¢alismada ise
talep miktarlar1 agir kuyruklu dagilima sahip oldugundan agir kuyruklu dagilimlarin
kuyruk davranist da goz oniinde bulundurularak elde edilmis asimptotik agilimlara ihtiyag
vardir.

Yenileme siireci ile ilgili problemlerde genellikle F dagilim fonksiyonu bilinse dahi,
yenileme fonksiyonun yani U(t) nin asimptotik davranisini bilmek, yenileme siiregleri
kullanilarak modellenen pek ¢ok problemin ¢oziilebilmesine olanak saglamaktadir. Teorem
1.6.1.2-1.6.1.8 ile verilen temel yenileme teoremleri yenileme fonksiyonunu iireten rasgele
degiskenler agir kuyruklu olduklarinda, yani pu? = ve u = oo &zel durumlarinda
yakinsama hizini1 belirlemede yetersiz kalmaktadir. Bu nedenle son yillarda yenileme
fonksiyonunun farkli durumlarda asimptotik davranisini ve sonsuzda yakinsama hizini
belirleyen pek ¢ok caligma yapilmaktadir. Agir kuyruklu dagilimlar i¢in yenileme teorisi

olasiligin en giincel ¢alisma alanlarindan biridir. Bu kisimda agir kuyruklu dagilimlar
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tarafindan {iretilen yenileme fonksiyonlarmin asimptotik davranisi ile ilgili yapilmisg
caligmalar tizerine kisa bir literatiir taramasi verilecektir.

Bu konu ile ilgili ilk ¢alismalardan biri yine Feller [32] tarafindan yapilmistir
Teorem 1.6.2.1 ile verilmis olan teorem literatiirde zayif yenileme teoremi olarak
bilinmektedir:

Teorem 1.6.2.1 [32] L(.) yavas degisen bir fonksiyon ve 0 < a < 1 olsun. Bu durumda
t = oo i¢in

F(x) ~x%L(x) o UM ~ (T —a) TA+ ) t* (L)

dir.
Ayrica
m(t) = ](1 _F@)du~ LD = U® ~t (L©)
0
dir.

Burada m(t) = fot(l—F (u)) du ile tamimli fonksiyon tepesi kesik moment

fonksiyonu olarak adlandirilir [32]. Teorem 1.6.2.1 daha sonra, Smith [79] tarafindan
a=0 ve a =1 durumlan icin de ispatlanmigtir. Teorem 1.6.2.1’in daha kullanish
alternatif bir formu Erickson [31] tarafindan asagidaki gibi verilmistir:

Teorem 1.6.2.2 [31] 0 < a < 1 oldugunda m(t) fonksiyonu 1 — a indeksi ile diizenli
degisendir ancak ve ancak U(t), a indeksi ile diizenli degisendir. Ayrica her iki durumda

da t — o i¢in;

U ~ A+ r2-a)
dir.

Rogozin [69], tepesi kesik moment fonksiyonu olarak adlandirilan m(t)
fonksiyonunun yavas degisen pozitif degerli fonksiyonlar smifinin kismi kararh
fonksiyonlar sinifi olarak tanimladigt bir smifina ait oldugunu géstermistir. Rogozin [69]
bu smifin sonlu momente sahip dagilimlar sinifindan daha genis bir smif oldugunu
ispatlamistir. Sonsuz birinci momente sahip diizenli degisen dagilimlar tarafindan iretilen
yenileme fonksiyonu U(t) olsun. U(t) yenileme fonksiyonunu fiireten rasgele
degiskenlerin aritmetik olmadigi durum igin U(t + y) — U(t) ifadesinin yakinsama hizi
Garsia ve Lamberti [31], aritmetik oldugu durum i¢in ise Erickson [36] tarafindan

ispatlanmustir. Benzer sekilde (U * Q)(t) ifadesi i¢in yakinsama hizi teoremleri de dahil
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olmak tizere, Q(.) fonksiyonu ile ilgili pek ¢ok o6zellik Erickson [31] ve Teugels [81]
tarafindan verilmistir.

Teorem 1.6.2.3 [81] F, a indeksi ile diizenli degisen bir dagilim fonksiyonu olsun. Bu
durumda F dagilim fonksiyonuna sahip rasgele degiskenler tarafindan iiretilen yenileme

fonksiyonu U(t) olmak lizere, t — oo i¢in asagidaki asimptotik iliskiler dogrudur:

uee) ~ (L), a=0

Ut) ~ (Lt((z)) (sinar/an) 0<a<1
U(t) ~ L*(t) a=1.

Burada L*(t) = fot[l — F(x)]dx bi¢iminde tanimlanmustir. Teorem 1.6.2.3 ile verilen

Teoremde Teugels [81] tarafindan elde edilen sonuglar daha dogru hipotezler altinda
Anderson ve Athreya [8] tarafindan elde edilmis ayrica bu sonuglarin daha gii¢lii bir
versiyonu pu = oo durumu i¢in de ispatlanmistir. Anderson ve Athreya [8] tarafindan

yapilan bu ¢aligmanin sonuglari Teorem 1.6.2.4 ile verilmistir.
Teorem 1.6.2.4 [8] F(.), %< a <1 indisi ile diizenli degisen bir dagilim fonksiyonu

olsun. Ayrica Q(.):R* - R*, Q(0) < o olacak sekilde artmayan bir fonksiyon olsun ve

Lp(x) yavas degisen bir fonksiyon olmak tizere
Q(x) = x‘ﬁLﬁ(x), 0<p<1

sartt saglansin. Bu durumda; (C(a,ﬁ))_l =2 —-pB)B(a—pB+1,2—a) olmak ilizere

asagidaki asimptotik denklik saglanir:

t

WU+ Q)(®) ~ C(a, B) j QW du j (1 - Fw)du
0

0

Bu c¢aligmalarin tamami daha sonra agir kuyruklu dagilimlarin farkli altsiniflar
tarafindan iretilen yenileme fonksiyonlari i¢in (28) ifadesindeki gibi kapali formda ve
yakinsama hizi hakkinda bilgi veren asimptotik acilimlarin elde edilebilmesine olanak
saglamistir. Kapali formda elde edilmis 6nemli agilimlardan biri Embrechts ve Omey [29]
tarafindan elde edilmistir. Embrechts ve Omey [29] c¢alismasinda uzun kuyruklu £ ve
baskin degisen kuyruklu D dagilimlar ile tanimlanan 6zel iki altsinifin kesisimindeki
dagilimlar tarafindan tiretilen yenileme fonksiyonunun asimptotik a¢ilimini asagidaki gibi

elde etmislerdir:
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Teorem 1.6.25[29] F € LN D ve u, < o olsun. Ayrica F singiiler olmayan bir dagilim
fonksiyonu olsun. Bu durumda F dagilim fonksiyonuna sahip rasgele degiskenler

tarafindan tiretilen yenileme fonksiyonu asagidaki asimptotik acilimi saglar:

X

U(x)—g—%fE(z)dz=o(xE(x)>, x = co.

Burada F;(x) fonksiyonuna integrallenmis kuyruk fonksiyonu denir ve asagidaki bigimde

hesaplanir:

X

F(x)—lfﬁ()d
1 _H y) ay.

1
0

Agir kuyruklu dagilimlarin uygulamada en ¢ok karsilagilan altsiniflar1 sonsuz
varyansl diizenli degisen dagilimlar ve alt {istel dagilimlar altsiniflaridir. Bu ¢alismanin
amac1 talep miktarlar1 bu iki 6zel altsiniftan dagilima sahipken (s,S) tipli yar1 Markov bir
stok kontrol problemini incelemektir.

Bu caligmada talep miktarlar alt iistel dagilimlar ve sonsuz varyansli diizenli degisen
dagilimlar alt siniflarindan dagilimlara sahip (s,S) tipli envanter modeller ele alinmistir ve
bu alt siniflardan rasgele degiskenler tarafindan tiretilen yenileme fonksiyonlari i¢in 6zel
asimptotik ac¢ilimlarin kullanilmas1 gerekmektedir. Sonsuz varyansli diizenli degisen
dagilimlar ve alt iistel dagilimlar altsinifindan rasgele degiskenler tarafindan iiretilen
yenileme fonksiyonunun asimptotik agilimmin kapali ifadesi sirasi ile, Geluk [37] ve
Geluk ve Frenk [39] tarafindan Onerilmistir. Geluk [37] ve Geluk ve Frenk [39]
caligmalar1 bu tezin en 6nemli ¢ikis noktasini olusturmaktadir.

Teorem 1.6.2.6 [37] {X;}, i = 1 aritmetik olmayan rasgele degiskenleri bagimsiz ve ayni
F dagilimma sahip olsunlar. Ayrica 1 < a < 2 olmak iizere F(x), —a indeksi ile diizenli
degisen dagilima sahip olsun. Bu durumda {X;}, i = 1 rasgele degiskenleri tarafindan

tiretilen yenileme fonksiyonu U(t), t — oo igin asagidaki asimptotik a¢ilimi saglar:

t oo
t 1 _ _ 2 _ _
U(t)—;—u—zofsfF(u) dv ds=0(t4(F(t)) F(t? F(t))) (29)

Teorem 1.6.2.7 [39] {X;}, i = 1 aritmetik olmayan rasgele degiskenlerin bir dizisi ve
{X;}, i = 1 rasgele degiskenleri bagimsiz ve ayn1 F dagilimina sahip olsunlar. F dagilim

fonksiyonu singiiler olmayan bir dagilim fonksiyonu, E(X?) = u, < o ve ayrica F, € S*
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olsun. Bu durumda, {X;}, i > 1 rasgele degiskenleri tarafindan firetilen yenileme

fonksiyonu U (t) asagidaki asimptotik agilimi saglar:

L ——i Oo_ F - 00
U(t)—u—l—m_ - .[F,(s)ds+0(FI(t)), t : (30)

Burada p;, = E(X{) dir.

Not 1.6.2.1 [9] u, < oo sartim1 saglayan F; € §* c § sinifindan biitiin singiiler olmayan
dagilimlar i¢in (30) agilimi1 gegerlidir. Daha 6nce [56] ¢alismasinda Kliippelberg tarafindan
ilk defa tanimlanan §* sinifi ile ilgili baz1 temel bilgilerden bahsedilmisti. $* sinift sonlu
momente sahip hemen hemen biitiin alt {istel dagilimlar1 kapsayan genis bir siniftir. Burada
belirtmek gerekir ki, F ¢ S iken F; € S olan 6rnek dagilimlar oldugu gibi, F € S oldugu
halde F; € S olan istisna dagilimlar da literatiirde mevcuttur. Fakat alt tistel dagilimlar
smifi iginde en iyi bilinen ve en ¢ok kullanilan sonlu varyansh dagilimlar hem F € §* € §
hem de F; € §* sartlarini saglar. Bu dagilimlara 6rnek olarak F(x) = exp(—x%), a < 1
kuyruk dagilimina sahip Lognormal dagilim, Weibull dagilimi1 ve genellestirilmis Pareto
dagilimi verilebilir. Dolayisi ile bu dagilimlar i¢in ayn1 zamanda F; € § dir. $* sinifinin §
simifina gore daha kullanigh yapan pek cok ozelligi vardir ¢linkii §* sinifinin 6zellikle

baska dnemli altsiniflarla yakindan ilgili oldugu bilinmektedir [9].

1.7. (s,S) Tipli Envanter (Stok Kontrol) Modeller

Firmalarin gelecekte kullanmak {izere ellerinde bulundurdugu her tiirlii varliga stok
denilmektedir. Stogu elde tutmaya yonelik harcamalar (kira, elektrik, 1sitma, sogutma,
sigorta, vergi) firmalar agisindan biiylik bir maliyet olusturabilir.

Diger taraftan, stok bulundurmama (stoksuzluk) durumunda ise firmalar gelen talebi
zamaninda karsilayamaz. Miisteri mali bekler ya da mali bagka yerden alir. Bu durum
firma icin para ve firsat kaybi1 demektir. Ayrica {liretim zamani ve taleplerdeki
dalgalanmalardan etkilenmemek, gelen talepleri zamaninda karsilayabilmek ve iiretimin
cesitli asamalarinda karsilasilabilecek beklenmedik durumlar1 yonetebilmek gibi farkhi
bir¢ok nedenden 6tiirii firmalar stok bulundurmak zorundadirlar. Stok kontroliiniin amaci
firmalarin hem stok maliyetlerinin minimum diizeyde tutmalarmi hem de miisteriyi

bekletmeden talebi karsilayacak kadar stok bulundurmalarini saglayacak optimum bir
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sistem kurup isletmektir. Bu ama¢ dogrultusunda firmalarin kars1 karsiya bulundugu farkli
ihtiyaclara cevap verebilecek farkli stok kontrol modelleri gelistirilmistir. Literatiirde en
¢ok kullanilan envanter modellerden biri de bu ¢alismanin ana konusu olan (s,S) tipli
envanter modellerdir.

Bu calismada incelenen problem daha iyi anlasilabilmesi igin (s,S) tipli envanter
modellerin genel galisma prensibi bir drnek ile su sekilde agiklanabilir: internet {izerinden
satis yapan sitelere kitap saglayan biiylik bir basimevi ani gelebilecek yiiksek talep
miktarlarim1 da g6z Oniinde bulundurarak kendine en uygun stoklama politikasini
olusturmak istemektedir. Bu basimevinin (s,S) tipli envanter model ile calistigini
varsayalim. Buna gore sistemi olusturan elemanlar agsagidaki gibidir:

X(t): t aninda bir depodaki stok seviyesi,

Nn: Talep miktarlarini temsil eden rasgele degiskenler,

€,. Talepler arasinda gegen siireyi, temsil eden rasgele degiskenler,

T, Stok seviyesinin s seviyesinin altina diistiigii ilk an,

Cn: Kesikli miidahaleyi ifade eden rasgele degisken,

N;: Stok seviyesinin s seviyesinin altina diistiigii ana kadar gerekli talep sayist,

s: Stok kontrol seviyesi,

S: Maksimum stok seviyesi,

Depoda baglangic t=0 anindaki stok seviyesi X(0) =X, =z € [s,S) olsun.
Depodaki stok seviyesinin onceden belirlenmis bir s seviyesinin altina diistigii ana kadar
her bir rasgele (T,) aninda sisteme rasgele (7,,) miktarinda talepler gelmektedir. Bu

durumda

n
T, = Z ¢i
i=1

biciminde olacaktir. Depodaki stok seviyesi degisimi agagidaki gibi olur:
X(TD=Xy=z—-m
X(T) =Xy =z— (1 +1m2)

n
X(T,) = X, =Z—Zm.
i

Gorildigi gibi depodaki stok miktarinin degisimi {n;}, i = 1 dogrultusundadir ve bu

degisim depodaki stok miktar1 ’s’’ stok kontrol seviyesinin altina ilk diistiigii ana (74)
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kadar devam eder. Depodaki stok seviyesi onceden belirlenmis bir s seviyesinin altina
diistiigli anda ¢; seviyesine kadar stokla doldurulur. Boylece ilk periyot tamamlanmis olur.
Ikinci periyot baslangic seviyesi olarak {; seviyesinden baslar ve ilk periyoda benzer
sekilde devam eder. Bu calismada ele alinan (s,S) tipli envanter model belirli kosullari
saglamaktadir. Buna gore sistemde iki ardisik talep miktar1 arasinda gegen siireleri ifade
eden {&;}, i =1 rasgele degiskenleri bagimsiz aym dagilima sahip, talep miktarlarini
ifade eden {n;}, i = 1 rasgele degiskenleri bagimsiz ayn1 dagilimli ve miidahaleyi ifade
eden {¢;}, i = 1 rasgele degiskenleri de bagimsiz ayn1 dagilimlidir. Bunlara ek olarak &;, n;
ve (; rasgele degiskenleri de birbirinden bagimsizdir. Bu model standarttir ve ihtiyaca gore
degistirilebilir. Ornegin stok miktar1 s seviyesinin altina indiginde s ile S arasinda bir
miktarla doldurmak yerine maksimum miktar olan S seviyesine kadar doldurulabilir veya
stok miktar1 s seviyesinin altina indigi anda sistem durdurulup belli bir siire bekledikten
sonra stokla doldurulabilir. Bu sistemlerin her biri farkli tipte bir (s,S) tipli envanter
modele karsilik gelmektedir.

Bugiine kadar {; rasgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonlar1 farkli durumlar igin
degistirilerek 6zel bariyerli (s,S) tipli envanter modeller elde edilmistir. Bu ¢alismada
miidehaleyi ifade eden (; rasgele degiskenlerinin diizgiin dagilima sahip olduklari
varsayilacaktir.

Bu ¢aligmayi literatiirdeki ¢alismalardan ayiran en 6nemli faktor (s, S) tipli envanter
modelde talep miktarlarini ifade eden 7; rasgele degiskenlerinin farkli siniflardan agir
kuyruklu dagilimlara sahip oldugu varsayimidir. Bu nedenle ¢aligmada ele alinan model,
agir kuyruklu talep miktarina sahip (s, S) tipli envanter model olarak isimlendirilmistir.

Caligmada ele alinan tipte bir siirecin realizasyonu Sekil 7. deki gibi gosterilebilir:
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Sekil 7. X(t) 6diillii yenileme siirecinin realizasyonu

1.7.1. Siirecin Matematiksel Kurulusu

&G}, n=1 aym  (2,3,P) olasilik uzayinda tammlanmis bagimsiz ayni
dagilima sahip rasgele degiskenler dizisi olsun. &, ve n, rasgele degiskenleri pozitif
degerler alirken {,, rasgele degiskenleri [s, S) araliginda degerler alir. &, 1, ve ¢, rasgele
degiskenleri kendi aralarinda da bagimsiz rasgele degiskenlerdir ve dagilim fonksiyonlari
strast ile asagidaki gibi tanimlanir:

®(t) = P{§; <t}; F(x) =P{n, <x}; m(z) =P{{; <z} m(0)=0.
& Mn Ve , baslangic rasgele degiskenleri araciligr ile T,, ve S, yenileme dizileri

asagidaki gibi tanimlansin:

n n
Tn=Z€l’, Snzzni, nZl, T0=SO=0.
i=1 i=1

{N,} tam degerli rasgele degisken dizisi asagidaki gibi tanimlansin:

Nog=0; Ny=N(z—-s)=inflk=>1:z— S, <s},
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Bu durumda
Npy1 = Npya(G) = inf{k =2 Ny+1: ¢ — (Sk - SNn) < S}: n=1
elde edilir. Burada inf(@) = 4o oldugu ongorilmiistiir. Ny, {S,} tarafindan “s” seviyesini

ilk gecis zamani olan 7; anina kadar gerekli talep sayisidir. Ayrica

Nl Nn
7= 0,12 =Ty, = ) & Ta =Ty, = ) &1 n22
i=1 i=1

olmak iizere v(t) = max{n = 0: T, < t}, t > 0 tanimlansin. Bu durumda, depodaki stok

miktarinin degisimini gosteren X (t) siireci

X®) =0 — (Sviy = Sw,)» Tn <t <Tpy; n=012,.. (31)

bigiminde elde edilir. Burada {, = z € [s,S) Ve S,(;,) = Sy,, dir. Daha énce de belirtildigi
gibi bu tez ¢alismasinda talep miktarini ifade eden {n,}, n = 1 rasgele degiskenlerinin
farkli altsiniflardan agir kuyruklu dagilimlara sahip oldugu varsayilacaktir. Ayrica, kesikli
miidehaleyi ifade eden ve ergodik Markov zincirini olusturan {{,}, n =1 rasgele
degiskenlerinin [s, S) araliginda diizgiin dagilimli oldugu varsayilmustir.

Siire¢ uzun siire ¢alistiginda yani t — oo iken siirecin Karakteristiklerini (dagilimini
ve dagiliminin momentlerini) bulabilmek i¢in siirecin ergodik olup olmadiginin bilinmesi
gerekmektedir. Siirecin ergodikligi ve ergodik dagiliminin kesin sekli belirli kosullar
altinda Khaniyev v.d. tarafindan [52] ¢alismasinda asagidaki gibi elde edilmistir.

Teorem 1.7.1.1 [52] {&.}, {n.} ve {¢,}, n=12,..baslangi¢ rasgele degiskenleri
asagidaki kosullar1 saglasin:

(i) 0<E($) <o,

(ii) E(m) >0,

(iii) {n;}, i = 1 aritmetik olmayan rasgele degiskenlerdir,

(iv) Markov zincirini olusturan {{,}, n > 1 rasgele degiskenlerinin dagilim

fonksiyonu 7(z), [s,S) araliginda diizgiin dagilima sahiptir.
Yukarda belirtilen kosullar altinda X (t) siireci ergodiktir.
Ispat: Bu ¢alismada ele alman ve (31) ile matematiksel ifadesi verilen siireg literatiirde
kesikli miidahaleli yar1 Markov siiregler olarak bilinen bir sinifa dahildir. Bu smif igin

genel ergodik teorem Smith’in anahtar yenileme teoremi ile verilmistir [78].
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X(t) siirecinin ergodik oldugunu ispatlamak i¢in Smith’in anahtar yenileme teoremi
geregince Teorem 1.7.1.1’in sartlar1 altinda asagidaki kosullarin saglanmasi gerekmektedir.

1. {r,}, n=1,2,3,... monoton artan bir dizi olmak tizere, X(7,)’in ergodik bir
Markov zinciri olusturdugunun baska bir ifade ile, X(t) siirecinin i¢inde gomiilii bir
ergodik Markov zincirinin mevcut oldugunun gosterilmesi gerekmektedir.

2. Ardisik durma zamanlar1 olan {r,}, n =1 ler arasi gecen zamanmn beklenen
degeri sonlu olmalidir. Yani her n > 2 i¢in E (7, — T,—1) < % olmalidur.

Simdi bu iki sartin saglandig1 gosterilsin:

1. Kosulun Ispati: Birinci kosuldaki Markov zincirini belirlemek i¢in monoton artan
rasgele degiskenler dizisi tammlamak gerekir. {r,,}, n = 1,2,3, ... dizisi ele alinsin. Bu
dizinin tanimindan dolay1 0 < 7; < T < = < T, < Tpyq < *+- dir. Ayrica her bir 7,,, X(t)
stirecinin ardigik olarak s seviyesinin altina gegme anlar1 arasinda gegcen zamandir. X(t)
stirecinin matematiksel kurulugsuna gore her bir 7, aninda X(t) siirecinin aldigi deger
X(t, +0) =, dir. {,}, n>1 rasgele degiskenleri bagimsiz ve ayn1 dagilimhidirlar,
ayrica bu rasgele degiskenler [s, S) araliginda siirekli olduklarindan {X(z,)}, n = 1 dizisi
gomiilii bir Markov zinciri olusturur. Ayrica {(,,}, n =1 rasgele degiskenler dizisi
bagimsiz ve aymi dagilima sahip rasgele degiskenlerden olustugundan, {X(7,)}, n =1
Markov zinciri m(z) = P{{; < z} dagilimina sahip ergodik bir Markov zinciridir. Boylece
birinci kosul ispatlanmis olur.

2. Kosulun Ispati: Ikinci kosulu ispatlamak igin E(t, — T,_;) < © oldugunu
gostermek gerekir. 7,, — 7,_4, n = 2,3, ... rasgele degiskenleri bagimsiz ve ayni dagilima

sahip oldugundan

S
B <o, E(n®) = [ Bn@) die) <o

S
oldugunu gostermek yeterlidir. X(t) siirecinin matematiksel kurulumu geregi, {£,}, n > 1
bagimsiz aym dagilima sahip rasgele degiskenlerin bir dizisidir. Wald Ozdesligi
kullanilarak asagidaki ifade elde edilir:

N(z)

Em@)=E| ) & |=EE ENG).

=1

Teorem 1.7.1.1%in (i) sartindan E(§;) < oo oldugu bilinmektedir. Diger taraftan

E(N(@2)=U(z—s) =1+ Z Fn(z—5)
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dir.
Burada U(x), {n,}, n = 1 rasgele degiskenleri tarafindan tiretilen yenileme fonksiyonudur
ve sonlu her x icin U(x) yenileme fonksiyonu sonludur. Boylece E(&;) < o ve
E (N (Z)) = U(z — s) < o oldugundan, E (Tl (Z)) < o0 oldugu gosterilmis olur.

Simdi

S
(@) = [ Bn@) die) <

oldugu gosterilmelidir.
U(x), {n,}, n = 1 rasgele degiskenleri tarafindan tiretilen yenileme fonksiyonudur
ve bilindigi gibi her sonlu x i¢in artmayan ve sonlu bir fonksiyondur. Dolayisi ile her

z € [s,5) igin, U(z — s) < U(S — s) dir. Buradan:
S

S
E(0,(Q)) = f E(ty(2))dn(z) = f EE)E(N®) dn(2)

N

S S
= E(&) j E(N(2)) dn(2) = E&) j U(z—s) dn(2)

SE@) UG —s)
elde edilir. E(&;) < oo ve U(S — s) < oo oldugundan istenen sonuca ulastlir.
Sonug 1.7.1.1 [52] Olgiilebilir sonlu f(x), (f:(s,S) = R) fonksiyonu i¢in asagidaki
iligki 1 olasilig1 ile dogrudur:

t S (S
lim L ]f(X(u)) du=f5 Jo ) [U§Z—S)—U(Z—x)]dn(z)dx.
ety FPUGz—s) dn(z)

Burada
U(x) = Z Fm (x)
n=0

{n.}, n =1 rasgele degiskenleri tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonudur, ayrica
F™(x), F(x) dagilim fonksiyonunun n. konviiliisyon ¢arpimidir.

Teorem 1.7.1.2 [52] X(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonunu Qyx(x) ile gosterilsin.
Yani Qx(t) = lim;_, P{X(t) < x}, x € [5,5) olsun. Teorem 1.7.1.1’in sartlar1 altinda

X (t) stirecinin ergodik dagiliminin kesin sekli agagidaki gibi elde edilmistir:
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[ U@z —x) dn(z)
FU@=-s) du(z)’

Qx(x) = tll_{g P{X(t) <x}=1- x €[s,S) (32)

(32) ifadesinde de goriildiigii iizere, bu modellerin karakteristiklerini elde edebilmek
icin talep miktarini ifade eden {n,}, n = 1 rasgele degiskeni tarafindan iiretilen yenileme
fonksiyonunu bulabilmek gerekir. Talep miktarim1 belirten {n,}, n =1 rasgele
degiskenleri tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonu U(x)’in kesin formunu {n,}, n =1
rasgele degiskenleri uygun basit bir dagilima sahip oldugunda (6rnegin iistel dagilim
Erlang dagilimi gibi) bulmak miimkiindiir. Fakat pek ¢ok dagilim i¢in U(x) fonksiyonunun
kesin ve kapali formiillerini elde etmek miimkiin degildir. Ayrica kapali ve kesin
formiillerin bulunabildigi istisnai durumlarda bile elde edilen formiillerin yapisinin ¢ok
karmasik oldugu bilinmektedir. Bu nedenle yenileme fonksiyonu U(x) igin asimptotik
acilimlar kullanilarak siirecin duragan karakteristikleri i¢in asimptotik agilimlar elde etmek
daha uygun olmaktadir. Ayrica elde edilen asimptotik agilimlarin hem uygulamada
kullanilabilirligi yiiksektir hem de kesin formiillere yakin sonuclar elde edilebilmektedir.

Literatiirde mevcut olan calismalarin biiyilkk ¢ogunlugu, talep miktarlarinin hafif
kuyruklu olmasi veya sonlu varyansli olmasi1 varsayimina dayanmaktadir. Bu ¢alismanin
literatlirdeki ¢alismalardan temel farki (s, S) tipli envanter modellerin agir kuyruklu talep

miktarlari ile incelenmis olmasidir.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Talep Miktarlar1 Agir Kuyruklu Weibull Dagihmmna Sahip Oldugunda
Siirecin Asimptotik Olarak Incelenmesi

2.1.1. Siirecin Ergodik Dagilim I¢in Asimptotik Acilimlar

Bu boliimde Kisim 1.7° de ¢alisma prensibi ve matematiksel kurulumu verilen (s, S)
tipli envanter modelin ergodik dagilimi i¢in asimptotik sonuglara ulasilacaktir. Teorem
1.7.1.1 ile verilen sartlara ek olarak talep miktari ifade eden {n,}, n =1 rasgele
degiskenlerinin  F(x) = exp(—x%), 0 < @ <1 kuyruk dagilhmh alt iistel Weibull
dagilimina ve miidahaleyi ifade eden {¢,,}, n > 1 rasgele degiskenlerinin [s,S) araliginda
diizgiin dagilima sahip oldugu varsayilmistir.

Oncelikle X(t) siirecinin standartlastirilmis hali olan Y(t) siireci asagidaki gibi

tanimlanacaktir:

X(t)—s _S-—=s
Y(t)=T,ﬁ= 2 .

Dolayist ile Y (t) siirecinin ergodik dagilimi Qy (v)
Qy(v) = lim P{Y(¢) < v}, v €[0,2)

bi¢iminde tanimlanir. Bu durumda
: X(t) —s :
Qy(w) = thm P —5 <vg= thm P{X(t) < s+ Bv}
ve

s+2BU e d
L DLC I o
J. Uz = 5) dn(2)

Qy(w) =Qx(s+pv)=1—

olacaktir. Burada {,, rasgele degiskenlerinin [s, S) araliginda diizgiin dagilima sahip oldugu
varsayllmisti. Dolayis1 ile, {, = {, —s rasgele degiskenleri [0,2f) araligida diizgiin
dagilimli olacaktir. (, = {, — s rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonuna
p(x) denir ve (33) ifadesi buna gore diizenlenirse Qy(v) ergodik dagilim fonksiyonu igin

(34) kesin formiiliine ulasilir:
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2B _ 500)d
S5, Ulx — Bv) p(x) x; ve[02) 34)
S22 UG poydx

Qr(w)=1-

Burada U(x) alt tstel Weibull dagilimima sahip rasgele degiskenler tarafindan
tiretilen yenileme fonksiyonudur.

Daha 6nce de belirtildigi gibi F(x) = exp(—x%), 0 < a < 1 dagilim fonksiyonlu
Weibull dagilimi hem F € §* < § hem de F, € §* smifindandir. Dolayist ile U(x)
yenileme fonksiyonu Geluk ve Frenk [39] tarafindan elde edilen (30) asimptotik a¢ilimini
saglar. Calismanin bu kisminda Qy(v) i¢in asimptotik agilima, Geluk ve Frenk [39]
calismasinda oOnerilen asimptotik agilim kullanilarak ulagilacaktir. Yardimci Teorem
2.1.1.1 ile Weibull dagilimimin integrallenmis kuyruk fonksiyonu i¢in asimptotik agilima
ulasiimistir.

Yardimcr Teorem 2.1.1.1 Teorem 1.7.1.1°deki sartlara ek olarak {n,},n =1 rasgele
degiskenleri F(x) = P{n; < x} =1 — exp{—x“}, 0 < a < 1 dagilim fonksiyonuna sahip
Weibull dagilimina sahip olsunlar. Bu durumda x — oo i¢in asagidaki asimptotik iliski

dogrudur:

1 [

— f Fi(s)ds = —— 0(x*"**exp(—x%) ). (35)

H pi a
X

Ispat: Integrallenmis kuyruk fonksiyonu olarak adlandirilan F;(s) asagidaki gibi

hesaplanir:

S 0o

FO=1-(= [Foy ay| == [ Fo) av
251 J Hq

Bu durumda:

oo

E®=ifﬁw®=ifwmwﬂ®
H1 M J

N

1 (1) 1 1
=— | exp(—uw)u'e "/ du=—"T[s%—
p )
Hma o ma a

olacaktir. Burada
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o)

1 [ _ 1 1
— f Fi(s)ds=—— | T (S“,—>
M Hq a
X X
elde edilir.

I'(z, a) tam olmayan Gamma fonksiyonudur ve asagidaki bigimde tanimlanir:

o)

I'(z,a) = f x% exp(—x) dx.

Z

Tam olmayan Gamma fonksiyonu z’nin biiyiik degerleri i¢in asagidaki asimptotik ag¢ilimi

saglar [1].

72

[(z, @) = 2%~ exp(—2) <1 N L @-D@-2) )

= z%Lexp(—2) <1 +0 G))

Ayrica,« >1,B > 1vex > % (a — 1) olacak sekildeki her reel a, B, x i¢in

x% exp(—x) < [I'(x,a)| < B x* Lexp(—x) (36)
dir [19].
Bu durumda; % > 1 oldugundan, B; > 1 ve s% > (g - 1) olacak sekildeki her
—
reel @, B, ve s i¢in |F (s“i)| < B; s7% exp(—s®) dir. Buradan

r (sa%) _ 05479 exp(—s))

iliskisi elde edilir. Dolayist ile:

1 B,
J |F ds <— s(1=9 exp(—s%) ds
2q wa

X
‘ B, 2

> fk exp(—k) dk = r(xs=-1)

xa
dir.

(36) esitsizligi kullanilarak x” in biiyiik degerleri igin:

2
r (x @ P 1) = 0(x?72%% exp(—x%))

oldugu kolayca goriiliir. Bu durumda
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i oo_ — 2-2«x I 4
H1J.[FI(S)dS_ O(x exp(—x%))

ui a?
sonucuna ulasilir.

Sonug¢ 2.1.1.1 Teorem 1.7.1.1°deki sartlara ek olarak {n,}, n = 1 rasgele degiskenleri
F(x) =P{n; <x}=1—-—exp(—x%), 0 < a <1 dagihm fonksiyonuna sahip Weibull
dagilimina sahip olsunlar. Bu durumda x — o igin {n,}, n =1 rasgele degiskenleri

tarafindan tiretilen yenileme fonksiyonu U (x) asagidaki asimptotik agilimi saglar:

X U2
Ulx) = —+ -5+ 0(x??% exp(—x9)). 7
(x) PR ( p(—=x%)) (37)
Burada u, = E(m*) ve 0 < a < 1 dir.

Ispat: Yardime1 Teorem 2.1.1.1 kullamilarak x — oo durumunda

_i & -2a _a il
U(x) = +2'u%+0(x2 2@ exp(—x%)) + O(F;(x))

acgilimi elde edilir.

Ayrica O(F;(x)) = 0(x*~% exp(—x%)) oldugu biliniyor. (37) sonucuna sondaki iki
asimptotik terimin karsilastirilmasi ile ulasilir.
Yardimcr Teorem 2.1.1.2 Her sonlu olgiilebilir h: R - R fonksiyonu i¢in f — oo

durumunda asagidaki asimptotik iliski dogrudur:
2B8-Bv
f exp(—t%) t272¢p(t)dt = 0(1).
0
Ispat h(x) sonlu bir fonksiyon olarak verildigi i¢in sup,solh(x)| = K olacak sekilde
K > 0 mevcuttur. Budurumda 0 < a < 1 vev € [0,2) igin
2B8-Bv

f e t“t20-Dp(t)dt| = f et t20-Dp(t)dt — f et t20-Op(t)dt
0 0 2B8-Bv
<|| e t*A-Dpt)dt| + et 2722 p(t)dt
0 23—pv

< f et 20-9 |n)| dt + f et t20-9 |p(t)| dt
0 2p—Bv
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<K f e~t" 2= gp 4 f e~t" t2(-a) g¢
0 28—Pv

R | =

[r (% - 2) 4T ((2/3 - ﬁv)“,% - z)] (38)

olur.

Diger taraftan (36) esitsizligi kullanilarak 0 < @ < 1 ve v € [0,2) i¢in
3 a
r(28 - p)e,= - 2) = 0((2f - fu)*>-37 e~CA-PI")
3 o o e L . U 3
dir. Ayrica I’ (Z_ 2) sonlu ve pozitif degerli bir sabit oldugu i¢in I’ (E_ 2) =0(1)

oldugu agiktir.
Iki asimptotik terimin karsilastirilmasi ile
2p—-Pv

f exp(—t%) t?A-Dp(t)dt = 0(1)
0

sonucuna ulasilir.
Yardimci Teorem 2.1.1.3 J(v) fonksiyonu;
2p

J) = 1ﬂ UCx — Bv) dx

bi¢giminde tanimlansin. Bu durumda h: R — R sonlu ve 6lgiilebilir bir fonksiyon olmak

tizere v € [0,2) i¢in B — oo durumunda asagidaki asimptotik iliski dogrudur.

_1(2—1})2 U, (2-0v) 1
J) = TR <E)' (39)
Ispat J(v)’1n tanim kullanilarak:
28 . 28-Bv
](U)__,B U(x—ﬁv)dx=ﬁ Of U(t) dt
2B8—-Bv

Zﬁ f {H1 +exp( t%) 2 2"‘h(t)}

(2B — ﬁv)2
2.3 204

2 (28 — pv) + 0(1)}
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C1@-v)? 0 op (2-0)
T Tz 2 +O<E)

sonucuna ulasilir.
Sonu¢ 2.1.1.2 Yardimci Teorem 2.1.1.3 kullanilarak f = ? — oo durumunda asagidaki

asimptotik sonuca ulasilir:

28
_ B | i 1
1(0) = zﬁ VO =t 5+ 0 (/3> (40)

Teorem 2.1.1.1 Teorem 1.7.1.1’in sartlarina ek olarak Yardimci Teorem 2.1.1.1’in sartlar

saglansin. Bu durumda v € [0,2) i¢in, f = TS) — oo durumunda Y (t) siirecinin ergodik

dagilim fonksiyonu Qy (v) asagidaki asimptotik agilimi saglar:

_ H2 1 1
Qy(v) = F(U) + (2—MIG(U)>E + 0 (ﬁ) (41)
Burada
4y — v? v:—2v—-2 n
Fv) = o G) = — V€ [0,2), EMm") = pn

dir.
Ispat: Qy (v) icin kesin formiillere (34) esitligi ile ulasilmistir. Ayrica Yardime1 Teorem
2.1.1.3 ve Sonug 2.1.1.2 de sirast ile J(v) ve J(0) tanimlanmistir. Buradan

fzf Ulx = pv) pldx - J()

Qy(v) =1- =
12 U@ pla)dx J(©
elde edilmis olur. Yardimci Teorem 2.1.1.3 ve Sonug 2.1.1.2 kullanilarak:
J()
@=1-7=
o Q)

(55 g o) g G|

| 28D o ()] - <2‘;:>; +0(z)]
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) -5 i@

- F(v )+70( );+o(ﬁ12)

sonucuna ulasilir.

Teorem 2.1.1.2 Teorem 2.1.1.11’in sartlar1 saglansin. Bu durumda Y (t) siirecinin ergodik
dagilim fonksiyonu Qy (v), B = % — o0 i¢in

(4v —v?)
4
ifadesine zayif anlamda yakinsaktir. Yani

Qr() = F(v)

F(v) =

dir.
Ispat v € [0,2) oldugundan
V2 —2v—2

<1<
” o

G| =

ve

£ )| —<oo

elde edilir.

Diger taraftan talep miktarimi ifade eden {n;}, i = 1 rasgele degiskenleri 0 < a <1
parametresi ile Weibull dagilimina sahiptir. Bu durumda E(n?) < oo, ayrica Teorem
1.7.1.1.1’in sartlar1 geregi E(n;) > 0 dir. Bu durumda 8 — oo igin

ﬁG(v)—>0ve——>0

24y p?

dir. Dolayzst ile § — oo igin Qy(v) — F(v) sonucuna ulaglir.

2.1.2. Siirecin Ergodik Dagihminin Momentleri icin Asimptotik A¢ilimlar

Bu kisimda notasyon kolayligi acisindan X(t) siirecinin ergodik dagiliminin n.
dereceden momentleri E(X™) ile gosterilecektir. Bu durumda E(X™) = lim,_., E(X™(t)),
n > 1 dir. Ek olarak X(t) siirecinin standartlastirilmis hali olarak X(t) = X(t) — s

tanimlansin. Bu durumda

E(X") = lim E (£"(0)); {u=(a—s n=123.
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elde edilir. Siirecin ergodik dagilimmnin n. momentlerinin kesin formiilleri [54]
calismasinda asagidaki teoremle verilmistir.

Teorem 2.1.2.1 [54] Teorem 1.7.1.1’in sartlar1 saglansmn. X(t) siirecinin ergodik
dagiliminin n. dereceden momentleri mevcut ve sonlu ise E ()? ”), n = 1,2,3,... ‘in kesin

sekline (42) esitligi ile ulagilir:

2B
n

E(X") = 00 Of v E (UG - v)) dv. (42)

Burada {=C—s, B =(S—5)/2ve U(x), {n,}, n =1 rasgele degiskenleri tarafindan
tiretilen yenileme fonksiyonudur.

Ispat: v € [0,2) olsun. Bu durumda
Qz(v) = t1im P{X(t) <v}= !im P{X(t)—s<v}= t1im P{X(t) <v+s}

_ _ ., ElUG-s-w]__ E[U({-v)]
B S e 772 R 77| I

dir. Ayrica
2B 2B
E(X™) = f v*dQz(v) = n f v 11 - Qz(v)] dv
0 0
28 _
_ f nt EU(G - v)]
=n| v ————dv
E[U(%)]
elde edilir.
Not 2.1.2.1 {{,}, n = 1 rasgele degiskenlerinin [s,S) araliginda diizgiin dagilima sahip
oldugu varsayilmistir. Bu durumda {fn}, n > 1 rasgele degiskenleri [0,2f) araliginda
diizgiin dagilima sahiptir. {, = {,, — s rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

p(x) olsun. Bu durumda asagidaki sonuglar elde edilir:

S 2p
E[U(G —v)] = f U(z—-s—v)dn(z) = f U(x —v)p (x)dx,
s 28 S
E[U(gl)] = j U(z—s)dn(z) = f Ux)p(x)dx, B = >
N 0

bi¢iminde elde edilir.
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Yardimci Teorem 2.1.2.1 Yardimci Teorem 2.1.1.3 ve Sonu¢ 2.1.1.2 kullanilarak

asagidaki sonugclar elde edilir:

2
(U(cl—v)) (ﬁ ) o 2(zg— )+0(1)]

24
2B
5\ B _ E Us 1
E(U() = Of U@PE)dx = =455+ 0 (ﬁ)
Ispat: Not 2.1.2.1%in sonug:larl kullanilarak kolayca goriiliir ki;
2B-v

(U({l—v) 2,8[ U(x—v)p(x)dx—ﬁ f U(t)dt
B [28 —v]? L K
- ﬁ{ 2w g Pt 0(1)}

B 2~ 2puu niv? — v\ 1 1

T 22 +< 4p? )l_?+ 0<E)

dir. Ayricav = 0 igin E[U(fl)] kolayca elde edilir.

Yardimei Teorem 2.1.2.2 h: R — R sonlu 6l¢iilebilir bir fonksiyon olmak iizere

0 ([—f,) - [—f, h(B)

bigiminde tanimlansm. Bu durumda her v € [0,2) i¢in f — o iken asagidaki asimptotik

iliski dogrudur:

1
- j w1 R(B)dv = 0(B™ D).
0

Ispat: h:R —> R sonlu o&lgiilebilir bir fonksiyon olarak tamimlanmistir. Bu 6zellik

kullanilarak;
2B 2B 2B
lf v h(B)dv| < 1 f v 1 h()|dv < 5[ v 1 du =5 2n pn-t
p 0 g 0 A 0 "

sonucuna ulasilir.
Yardimeir Teorem 2.1.2.3
2p
) = [ v E[U(G - )] ao

0
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olarak tanimlansin. Bu durumda v € [0,2) i¢in B — oo durumunda asagidaki asimptotik

acilim elde edilir:

2n+1

nn+1(n+2)

Jn(B) =

n+ ﬁ n n—
lﬁ 1+2ufﬁ +0(B").

Ispat: ]n(,B)’ nin tanmimi, Yardimci Teorem 2.1.2.1 ve Yardimci Teorem 2.1.2.2

kullanilarak; g — oo igin

2p
— 2uqv v? — v\ 1
]n(ﬁ) — f Un—l E + Ha 2:“1 + <ﬂ1 2.“2 )_l dv + O(ﬁn_l)
. 23 4pg B
3 Unﬁ 'uzvn 2M1Un+1 H1Un+2 1 'uzvn+1 1 2p
S\ n2p? 2pi(n+ 1) 4ui(n+2)B 4+ DB
+0(B™ 1)
1 2n+1 Uy on
= — n+1 el = | pn 0 n—-1
Uy [n(n +1D(n+ 2)] Y 2u? [n(n + 1)] BT+ 0™

elde edilir.
Teorem 2.1.2.2 Teorem 1.7.1.1’in sartlar1 saglansm. Bu durumda, 8 — o igin X(t)
stirecinin ergodik dagiliminin n. dereceden momentleri mevcut ve sonlu ise E ()? "), nx=1

asagidaki asimptotik agilimi saglar:

2M (2 — 1) 2mn

P00 = [t 9] g [ o) 0 )

ispat: J,(0) =E (U ({1)) tanimlansin. Bu durumda

nfa(ﬁ)__{;g 2+t
Jn(0) g |(n+ D(n+2)

1\
{ B+ 71 +0 (ﬁ)}
on+1 - . .
B { (n+1)(n+2)lﬁ 20i; [(n+1)]ﬁ + 0(B )}
{1+§iﬂ*+ow*ﬁ_

2n+1

"+ D +2)

E(X™) =

I'Bn+1 ]'Bn + O(ﬁn 1)}

2.“1 (n+1)

l'Bn [(n + 1)(n + 2)] Z,ul}ﬁn_l +0(™)

elde edilir.
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Not 2.1.2.2 Teorem 2.1.2.2° de elde edilen asimptotik sonuglar kullanilarak, siirecin
ergodik dagilim fonksiyonunun ilk dért momenti i¢in asimptotik acilimlar asagidaki gibi

elde edilir:
7 _2 Ha -1 72 _1 2, M2
E(X)—3ﬁ+6ul+0(,8 ), E(X )_63 +3#1,8+0(1),

5 4 3 2 - 16 2
E(X*)=ch°+ 5—:[32 +0(B), E(X*) =B +6ﬂ—ulﬁ3 +0(B%).

2.1.3. Simiilasyon Sonug¢lari

Bu kisimda Teorem 2.1.2.2 ile X(t) siirecinin ergodik dagiliminin 1. ve 2.
momentleri i¢in elde edilmis olan asimptotik agilimlarin ilk iki terimi kullanilmistir. Bu
sekilde elde edilen degerler asimptotik degerler olarak adlandirilacak ve bu degerler
E(X™) ile gosterilecektir. Ayrica Monte Carlo simiilasyon yéntemi kullanilarak elde edilen
degerler simiilasyon degerleri olarak adlandirilacak ve E(X™) ile gosterilecektir.
Simiilasyon degerleri MATLAB programi kullanilarak ve her bir deger igin siirecin 107
sayida realizasyonu iiretilerek elde edilmislerdir. Bunun disinda
Mutlak Hata: A, = |E(X™) — E(X™)|, Nispi Hata: §,, = (A,/E(X™)) 100%

Dogruluk Yiizdesi: AP, = 100% — §,,, n = 1,2 dir.

Tablo 3. Talepler Weibull dagilimina sahipken E (X) igin simiilasyon tablolar1

g =50
a EO EX) A, 51 (%) AP, (%)
0.5 35,3333 34,8871 0,4462 1,2791 98,7209
0.6 34,3591 34,2525 0,1066 0,3113 99,6887
0.7 33,9955 33,9483 0,0472 0,1390 99,8610
0.8 33,8222 33,8098 0,0124 0,0638 99,9632
0.9 33,7260 33,7236 0,0024 0,0070 99,9930

B =45
a EX) EX) Ay 6, (%) APy (%)
0.5 32,0000 31,5255 0,4745 1,5051 98,4949
0.6 31,0258 30,9108 0,1150 0,3720 99,6280
0.7 30,6622 30,6120 0,0502 0,1640 99,8360
0.8 30,4889 30,4639 0,0250 0,0821 99,9179
0.9 30,3926 30,3788 0,0138 0,0454 99,9546
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g =35
a EX) EX) Ay 51 (%) AP, (%)
0.5 25,3334 24,7702 0,5632 2,2736 97,7264
0.6 24,3591 24,2236 0,1355 0,5596 99,4404
0.7 23,9955 23,9454 0,0501 0,2093 99,7907
0.8 23,8222 23,8001 0,0221 0,0928 99,9072
0.9 23,7260 23,7118 0,0142 0,0598 99,9402

g =25
a EX) EX) A, 51 (%) AP; (%)
0.5 18,6667 17,9668 0,6999 3,8956 96,1044
0.6 17,6925 17,5053 0,1872 1,0691 98,9309
0.7 17,3288 17,2572 0,0716 0,4152 99,5848
0.8 17,1555 17,1178 0,0377 0,2205 99,7795
0.9 17,0592 17,0359 0,0233 0,1370 99,8630

g =15
a EX) EX) Ay 6, (%) AP, (%)
0.5 12,0000 11,0717 0,9283 8,3841 91,6159
0.6 11,0259 10,7465 0,2794 2,5995 97,4005
0.7 10,6622 10,5536 0,1086 1,0290 98,9710
0.8 10,4888 10,4330 0,0558 0,5351 99,4649
0.9 10,3926 10,3593 0,0333 0,3216 99,6784

Tablo 4 Talepler Weibull dagilimima sahipken E(X?) i¢in simiilasyon tablolar1

£ =50
a E(X?) E(X?) A, 5, (%) AP, (%)
0.5 18208045,89 | 18208000,00 45,8917 2,5204 97,4796
0.6 17584010,87 | 17584000,00 10,8722 0,6183 99,3817
0.7 17293003,60 | 17293000,00 3,5987 0,2081 99,7919
0.8 17141001,45 | 17141000,00 1,4453 0,0843 99,9157
0.9 17046001,32 | 17046000,00 1,3209 0,0775 99,9225

B =45
a E(X?) E(X?) A, 5, (%) AP, (%)
0.5 14843045,66 | 14843000,00 45,6609 3,0762 96,9238
0.6 14320010,33 | 14320000,00 10,3259 0,7211 99,2789
0.7 14059003,67 | 14059000,00 3,6671 0,2608 99,7392
0.8 13924001,59 | 13924000,00 1,5867 0,1140 99,8860
0.9 13850000,30 | 13850000,00 0,2987 0,0216 99,9784
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g =35
a E(X?) E(X?) A, 5, (%) AP, (%)
0.5 956,6667 915,1423 41,5244 4,5375 95,4625
0.6 888,4740 877,9297 10,5443 1,2010 98,7990
0.7 863,0186 858,9952 4,0234 0,4684 99,5316
0.8 850,8876 849,1853 1,7023 0,2005 99,7995
0.9 844,1495 842,7491 1,4004 0,1662 99,8338

g =25
a E(X?) E(x?) A; §,(%) AP, (%)
0.5 720,0000 680,7809 39,2191 5,7609 94,2391
0.6 661,5492 650,8719 10,6773 1,6405 98,3595
0.7 639,7302 635,9515 3,7787 0,5942 99,4058
0.8 629,3322 627,6895 1,6427 0,2617 99,7383
0.9 623,5567 622,6017 0,9550 0,1534 99,8466

g =15
a EX*) EX?*) A, 6,(%) AP, (%)
0.5 210,0000 181,3154 28,6846 15,8203 84,1797
0.6 180,7746 172,0806 8,6940 5,0523 94,9477
0.7 169,8652 166,3547 3,5105 2,1102 97,8898
0.8 164,6661 163,0291 1,6370 1,0041 98,9959
0.9 161,7783 160,8969 0,8814 0,5478 99,4522

Simiilasyon tablolarinda goriilecegi gibi a’nin ve S nin ¢ok farkli degerleri i¢in
sonuglar elde edilmistir. @ parametresinin kuyruk agirligini belirledigini ve a kiiciildiikge
dagilimm daha agir kuyruklu oldugu bilinmektedir. Similasyon tablolarindan «
parametresi  kiiclildikce simiilasyon sonuglarinin  dogruluk oranlarmin  azaldig
goriilmektedir. a parametresi 1’ e yaklastikca dagilim daha hafif kuyruklu olma egilimi
gostermektedir. Bu durumda S’nin kiigiik degerleri igin bile asimptotik degerler ile
simiilasyon degerleri arasindaki uyumluluk %99’un tlizerindedir. @ parametresi kiigiildiikce
asimptotik degerler ile simiilasyon degerleri arasindaki uyumluluk orani azalsa bile elde
edilen degerler agir kuyruklu (aykir1 degerler iiretme egilimde olan) bir dagilim igin
yeterince iyidir. Bu durum ise S’nin ¢ok biiylik olmayan degerleri icin bile elde edilen

asimptotik acilimlarin uygulamada giivenilir bir sekilde kullanilabilecegini géstermektedir.
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2.2. Talep Miktar:1 Diizenli Degisen Sonsuz Varyansh Pareto Dagilhmina Sahip
Oldugunda Siirecin Asimptotik Olarak Incelenmesi

2.2.1. Siirecin Ergodik Dagihm Fonksiyonu I¢in Asimptotik Acilhimlar

Bu béliimde Kisim 2.1 de talep miktar1 agir kuyruklu Weibull dagilimina sahipken
incelenmis olan (s,S) tipli envanter model farkli altsiniftan bir agir kuyruklu dagilim ile
incelenecektir. Burada Teorem 1.7.1.1 ile verilen sartlara ek olarak talep miktarini ifade
eden {n,}, n =1 rasgele degiskenlerinin F(x) = P{n; >x}=bx% x>b, b >0ve
1 < a <2 kuyruk dagilimli diizenli degisen Pareto dagilimina ayrica miidahaleyi ifade
eden {¢,}, n = 1 rasgele degiskenlerinin [s,S) araliginda diizgiin dagilima sahip oldugu
varsayllmistir. Oncelikle yine X(t) siirecinin standartlastirilmis hali olan Y (t) siireci

asagidaki gibi tanimlanmistir:

X(t)—s _S-s
Y(t)=T,ﬁ= 2 f

{, rasgele degiskenlerinin [s, S) araliginda diizgiin dagilima sahip oldugundan {,, = {, — s

rasgele degiskenleri [0,2f) araliginda diizgiin dagihmhdir. {, = {, —s rasgele
degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu p(x) olarak gosterilmis ve Qy(v) ergodik

dagilim fonksiyonuna ulagsmak icin asagidaki formiil kullanilmistir:
2 ~
L2 U(x - B) l)dx

S22 U () plx)dx

Burada U(x), 1 < a < 2 kuyruk indeksi ile diizenli degisen Pareto dagilimina sahip

Qr(v) =1- ;v E [0,2).

rasgele degiskenler tarafindan {iretilen yenileme fonksiyonudur. 1 < a <2 Kkuyruk
indeksli Pareto dagilimi icin E(7;) < o ve E(n?) = oo dir. Dolayisi ile U(x) yenileme
fonksiyonu Geluk (1992) tarafindan elde edilen (29) asimptotik a¢iliminin sartlarini saglar.
Bu kisimda hem ergodik dagilimin hem de ergodik dagilimin n. mertebeden momentlerinin
asimptotik acilimlarina ulasirken (29) asimptotik agilimi kullanilacaktir. Bélim 1.6 ‘da
1 < a < 2kuyruk indeksi ile diizenli degisen dagilima sahip rasgele degiskenler

tarafindan tiretilen yenileme fonksiyonunun sagladigi asimptotik a¢ilim

U(t) —%—% Off F)dvds =0 <t4(F(t))2 F(? F(t))), l<a<?

S
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bigiminde verilmistir. Simdi bu agilim kullanilarak belirlenen 6zel sartlar altinda (s,S) tipli
envanter modeli ifade eden siirecin ergodik dagilim fonksiyonu i¢in asimptotik agilimlara
ulasilacaktir.

Yardimc1 Teorem 2.2.1.1 Teorem 1.7.1.1 ‘in sartlarina ek olarak {n;}, i = 1 rasgele
degiskenleri F(x) = P{n; =x}=b*x"% x=>b, b>0 parametreleri, 1<a <2
kuyruk indeksi ile Pareto dagilimina sahip olsunlar. Bu durumda {n;}, i > 1 rasgele
degiskenleri tarafindan dretilen yenileme fonksiyonu U(t), t — oo i¢in asagidaki

asimptotik acilimi saglar:

t 1 pat?-«
U =—+

- (2-a)?
R ICES R R G (44)

Ispat: 1 <a < 2,F(x) = b*x~% icin:

t oo t
_ 1-a batz—a
ffF(v)dvds=b“f > ds=(
0 s 0

(a—1) a—1)2—a)
dir. Diger taraftan
0 (t4F(t)2 F(t? F(t))) = 0(t®7)
oldugundan elde edilen sonuglar U(t)’nin asimptotik a¢iliminda yerine yazilirsa (44)

acilimi elde edilir.

Yardimci Teorem 2.2.1.2 v € [0,2) i¢in

2p
J0) = [ UG- po) pedx
Bv
bi¢giminde tanimlansin. Bu durumda 8 — o i¢in J(v) asagidaki asimptotik a¢ilimi saglar
28— pv)? ¢
J() = M +— (2B - ﬁv)3_“ + O(ﬁ(z—a)zﬂ)
214 M1
burada sirast ile y; Ve c asagidaki gibi elde edilmistir:

b(.l
T @-D2-0@B-a)

Ui = E(n’f), k=12,.., c

ispat: h: R — R 6lgiilebilir ve sonlu bir fonksiyon olmak iizere; 0(t2~®%) = t@-®* p(t)

bi¢iminde yazilabilir. Bu durumda g = SZ;S — 00 igin
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ZB—BU

J) = B Ut) dt

2B-Pv
tZ—a

——f l—+ﬁ+
2B w2 (a-1D2-a)

l(Zﬁ pu)?
2,3 20

+ t(z_“)zh(t)l dt

+5 (28— pu) e+ 0(,8(2‘“)2“)]
Ky

elde edilir.

Sonu¢ 2.2.1.2 Yardimci Teorem 2.2.1.2°nin sonucu olarak f = % — oo i¢in asagidaki

asimptotik acilima ulasilir:
2p

J(0) —bf Ulx) p(x)dx = ,Bf U(t) dt

[( ﬁ)z

2,3 214

7 = 2By + 0(B “)Z“)l

Burada;
ba
(a—-1D2-a)B—a)

Uk = E(n{‘), k=12,.., c=
dir.
Teorem 2.2.1.1 Teorem 1.7.1.1’in sartlarina ek olarak Yardimci Teorem 2.2.1.1’in sartlari
saglansin. Bu durumda v € [0,2) ve B = % — o0 i¢in Y(t) siirecinin ergodik dagilim
fonksiyonu Qy (v) asagidaki asimptotik agilimi saglar:

Qy(w) = HQ) +Qﬁ1 —e 4 o(poi), (45)

Burada sirasi ile H(v) ve G (v) terimleri asagidaki gibi elde edilir:

4y — v? 72 —v)2 = (2 —v)> *)b“

HE)=—— (O =0 e -0G -0

Ayrica
Uy =EMmy), b>0, 1<a<?2 dr.
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Ispat: Yardimc1 Teorem 2.2.1.2 ve Sonug 2.2.1.2 kullanilarak

0w =1-12
% (ii) +Eappes O(ﬁ@_am)r}
i {[(2 —4v)2 e ;#1:)3—1131_“ .\ O(ﬁ(z—a)z—l)l

20@-a) n
. [1 + Bl—a + O(ﬁ(z—a) —1)]
Uy

= H) + ?51—“ +0(pe-0°-1)
1

elde edilir.

Teorem 2.2.1.2 (Zayif Yakinsaklik Teoremi) Teorem 2.2.1.1%in sartlar1 saglansin. Y (t)

4y-v? .
" fonksiyonuna

stirecinin ergodik dagilim fonksiyonu Qy(v), B — o igin H(v) =
zay1f anlamda yakinsaktir.
Ispat: Oncelikle Teorem 2.2.1.1 ile elde edilen asimptotik agilimindaki G(v) teriminin

sonlu oldugu gosterilecektir.

2192 —v)? — (2 — v)* Db (2 —v)2b%21% — (2 — )|

GW)| =

20— 12 -a)(3 - ) T 2(e-1DR2-a)(B3-a)
S ot (127 + 12— 0]
4b®
< @-DCZ-G-a) [12"7%] + |2 = v)' (]
)
< @-DZ-06-a) [1277%] + |2 = v)**]]
4p®

@Dz -l

olur.v € [0,2) ve 1 < a < 2 oldugu icin kolayca goriilebilir ki;
4b%
(a—-1D)R2-a)3—a)
dir.

(2 -v)7 <o
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Diger taraftan 1.7.1.1’in sartlar1 geregi u; = E(n;) < o oldugu bilinmektedir. Bu
durumda
Gv) 1
pr B
elde edilir. Ayrical < a < 2i¢in 1 — (2 — a@)? > 0 olacagindan kolayca goriilebilir ki;

1
’[31—(2—0()2

-0, oo

-0, f >

dir. Buradan

4-v2 Gu) 1 1

sonucuna ulasilir.

2.2.2. Siirecin Ergodik Dagihim Fonksiyonunun Asimptotik A¢ihmu I¢in
Yakinsama Hizinin incelenmesi

Teorem 2.2.1.1° de elde edilmis olan (45) al¢ilimu ile, (s,S) tipli envanter modeli
ifade eden siirecin f = ? — oo durumunda ergodik dagilim fonksiyonunun asmptotik
davranigi incelenmistir. Limit teoremleri ile ilgili en 6nemli konulardan biri bu teoremleri
giinlik hayat problemlerinde kullanirken teoremlerin tutarliliklarinin belirlenmesine
yardimci olan yakinsama hizi teoremleridir.

Teorem 2.2.2.1 Teorem 2.2.1.1’in sartlar1 saglansin. Bu durumda £ ’nin yeterince biiyiik

degerleri i¢in asagidaki esitsizlik dogrudur:

(2 _ U)Z(Zl—a _ (2 _ v)l—a')boc
"B (e-D2-a)B-am

|Qy(v) —H@)| < (46)

Ispat: Teorem 2.2.1.1’in sonucunda;

Qy(v) = H) + —— ( ) g +0(pE"-1)
4y —v? Clu) = (2177%(2 —v)? — (2 —v)3 9)p*
yEERTEAC) R yom Y B Y G R

elde edilmistir. Qy (v) acilim1 asagidaki gibi diizenlenebilir:

Qr(w) = H(v) + o )ﬁl “+h(B,v)

HWw) =

’u_l = E(Tll), b > O
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Burada 0(p (2"0‘)2"1) = h(B,v) bigiminde tanimlansin. Bu durumda

h(B,v) <k

’Bl—(z—a)z
esitsizligini saglayan sonlu bir k sabiti ve f > [, olacak sekilde bir 5, sabiti mevcuttur.
1<a<2 oldugu igin (2—a)?—1<1—a dir. Dolayis! ile f’nin yeterince biiyiik

degerleri igin

1
(i)

elde edilir. Diger taraftan;

Gw) 1
e Bt

= |h(B V)| <k

B1—(2—a)2 -

G 2
|Qy(v) —H@)| = ‘%ﬁl—“ +0(pe-@°-1)
< @ﬁl‘“ +]o(p@* 1) <2 ‘@ﬁl—a
H1 H1

dir. Boylece
(21—0!(2 il ’U)Z _ (2 _ U)3—a’)ba'
20c-1)2-a)(3—a)

Qy(W) —H@)| <2AW) 7% G) =

elde edilir. Burada
G(v)

251

Alw) = , VE[0,2), 1<a<?2

dir.

Teorem 2.2.2.1 ile asimptotik yakinsama hizi elde edilmistir. Sag taraftaki 24 (v)
terimi i¢in y; hesaplanip yerine yazildiginda 1 < a < 2 araligindaki farkl a degerleri i¢in
bu terimin sonlu oldugu gériilmiistiir. Bu durum Matlab programi ile elde edilen Sekil-8,
Sekil-9 ve Sekil-10" da goriilmektedir. Dolayisi ile Qy (v) ile limit dagilimi olan H(v)’nin

farkinin mutlak degerinin £ ile ters orantili oldugu goriiliir.
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0.04 T T T T T T T T T

0.035
0.03
0.025

g 0.02
0.015
0.01

0.005

Sekil 8. @ = 1.1 ve v € [0,2) igin A(v) m grafigi

0.35 T T T T T T T T T

0.25

0.05

Sekil 9. « = 1.5 ve v € [0,2) i¢in A(v) n grafigi
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o=1.9

25

Sekil 10. @« = 1.9 ve v € [0,2) igin A(v)’1n grafigi

2.2.3. Siirecin Ergodik Dagiliminin Momentleri i¢in Asimptotik A¢ihmlar

Bu kisimda {n,}, n > 1 rasgele degiskenlerinin F(x)= P{n; =>x}=>bx"%,
x=>b, b>0vel<a<2 kuyruk dagilimi ile diizenli degisen Pareto dagilimina ayrica
miidahaleyi ifade eden {(,}, n =1 rasgele degiskenlerinin [s,S] araliginda diizgiin
dagilima sahip oldugu varsayillmistir. Kisim 2.1.2°de elde edilen formiiller kullanilarak
stirecin ergodik dagilim fonksiyonunun n. mertebeden momentleri i¢in asimptotik
acgilimlara ulasilacaktir.

Not 2.2.3.1 Burada X(t) siirecinin standartlastirilmis hali olarak X(t) = X(t) —s
tammlanmustir. Ayrica p(x), [0,2f) araliginda diizgiin dagilima sahip olan {, = {,, — s
rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonudur. Bu durumda; X(t) = X(t) —s
slirecinin ergodik dagilimimin n. (n = 1) mertebeden momentleri

2p 2p

n . _
m! v 1[U(x—v)p(x)dx dv

bi¢iminde elde edilmistir. Yardimci Teorem 2.2.1.2 ve Sonu¢ 2.2.1.1 kullanilarak

E(X") =

asagidaki sonugclar elde edilir:
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2B-v

(U((l—v) 2,8[ Ulx —v)p(x) dx = ,8] U(t) dt

(2 - )2 24
ZIB ﬁzulv +—2(2ﬁ )3 a+0(ﬁ(2 -a) 1)]

2
E(U() = f UG)p(x)dx = %f U(t)dt
0

0

1 (zmz

+ % (28)°~% + 0(,8(2‘“)2“)]

( /3)2
zﬁ 2uy Z(ZW alw(ﬁ(z )
burada
c= ch ve w, = E(ny) dir.

(a-1D2-)(3-a)
Yardimer Teorem 2.2.3.1 h:R — R sonlu O0lgiilebilir bir fonksiyon olmak {izere
0(B® %) = p2-0° b(B) olsun. Bu durumda v € [0,2) ve B — oo igin asagidaki
asimptotik iliski dogrudur:
2p
,3(2_“)2] v 1 R(B)dv = O(ﬁn+(a—2)2)_

0

Ispat: h: R — R sonlu ve 6l¢iilebilir olarak tamimlanmistir. Buradan

26 26
pE-* ] v h(B)dy| < B J vt h(v)|dv
0 0
26

< K,B(Z_“)zf 1 du zg on ﬁn+(a—2)2
0
elde edilir.
Yardimer Teorem 2.2.3.2
2B
J.(B) = j VLR (U(Z} — v)) dv
0

bi¢giminde tanimlansin. Bu durumda v € [0,2) ve f — oo i¢in asagidaki asimptotik iliski

dogrudur:
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on+1 - ¢t B(n,4—a) n+2—a n+(a-2)?
InB) = (n(n+1)(n+2)),8 1+<T>ﬁ 2a g g(prHie?),

Burada B(x, y) Beta fonksiyonudur ve asagidaki gibi tanimlanir:
1
B(x,y) = ftx‘l(l —t)¥"dt; Re(x) >0, Re(y) > 0.
0
e
(a-1)(2-a)(3-a)'’

Ayrica ¢ = ¢, =c2™"2°% ve u, = E(n,) dir.

Ispat: J,(8) nin tanimi kullanilarak
2B
) = [ 08 (UG - v)) av

0

2p
1 f (( B —v)? ) 2
=—<| " +—(2 v)37%) dv 4+ 0(prt@2
2p . 20 ui F- (ﬁ )
elde edilmistir.
28 28
1 (2,3 _ U)Z ﬁvn Un+1 Un+2
—f vl ———dv = - +
B ; 2014 nuy (n+Dpy - (n+2)48 |
— iﬁrwl 2n+1 ‘8n+1 " ’Bn+1 (47)
niy (n+ Dy n+2)m
dir.
Diger taraftan; 1 < a < 2 i¢in
2p
fulf V1 (20 — )3 dv = — — f@mwlgﬁ 26t)3-% 26 dt
2 2 2’3
ui 2p 5

1

— iz (2ﬁ)n+2_“ f th1 (1 _ t)S—a dt

0

== @B B 4—a), n>1 (48)
Uy

elde edilir. Boylece (47) ve (48) kullanilarak
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2n 2n+1 Z‘n

— +
nu (m+ D, (n+2)u
+ O(ﬁn+(a—2)2)

_ 1 2n+t n+ ! B(n,4 —a) n+2-a n+(a—2)2
_11_1(n(n+1)(n+2)>ﬁ 1+( ui )ﬁ T o)

Jn(B) = l lﬁ’”“ + l% B(n,4 — a)l @pyrra

1

elde edilir.
Teorem 2.2.3.1 Teorem 2.2.1.1%in sartlar1 saglansin. Bu durumda X(t) siirecinin ergodik

dagiliminin n. mertebeden momentleri f — oo i¢in asagidaki asimptotik agilimi saglar:

E(X‘n) — knlﬁn + % Bn+1—a + 0(ﬁn+(a—2)2—1)

burada
), 2! -y i [(n®+3n? +2n)B(n, 4 — a) — 2]
T+ Dn+2) T (n+Dn+2)
ve
ba
— ; — 2n+2—a’ =F
c (a_l)(z_a)(g_a) 1 c Uy (T’l)
dir.
Ispat: X(t) siirecini ergodik dagilim fonksiyonunun n. dereceden moementlerinin kesin
formiilleri
2B 2B
- n
E(X™) = —~J p1 j U(x —v)p (x)dx | dv
E(u(%)); )

bi¢iminde elde edilmistir. Ayrica Yardimci Teorem 2.2.3.2 ile

28 2B
Jn(B) = f vt f Ux—v)p(x)dx | dv
0 v

ifadesinin asimptotik acilimi elde edilmistir. J,(B) ve E (U (Zvl)) sonuglart E ()?”)

ifadesinde yerine yazilir ise:
n/n(B)
E(U(%))

— 2 n+1 ¢inB(n, 4 — a) n+2-a n+(a—2)32
_{[#1(n+1)(n+2)lﬁ +[ ui lﬂ Trrolgme )}

E(X™) =

. {l'[g + %(C 22—a)ﬁ2—a + 0('3(0:—2)2)}_

251
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on+1 1 2
= {(n n 1)(71 n 2) Bn + u_l [ClnB(TL' 4 — a)]ﬁn+1—a + 0('8""'(“_2) _1)}

-1

{14 e 2o 4 o (g1
H1
2n+1
"+ D +2)
+0('Bn+(a—2)2—1)

p" + i [61 (nB(n, 4—a)— o 1)2(71 m 2))] pri-a

=k, " +@ ﬁn+1—a + 0(ﬁn+(a—2)2—1)
H

elde edilir. Burada

3 2n+l - c[2™27%][(n3 + 3n? + 2n)B(n, 4 — a) — 2]
T m+DMm+2) M n+1D(n+2)

K1

ve

ba
S De-aG_ay M=Em), a=c2re

dir.

Teorem 2.2.3.1°de elde edilen sonuclar kullanilarak, siirecin ergodik dagilim

fonksiyonunun ilk dort momenti i¢in asimptotik agilimlar agagidaki gibi elde edilir:

3—-a
E(X') = ;ﬂ + %{023 [3B(1,4—a) — 1]}52‘“ + 0(5(a—2)2)_
1
E()?Z) — %BZ + %{ng_a [24B(2,4 — a) — 2]}ﬁ3—a + O(ﬁ(“‘z)zﬂ)_
E(X?) = 233 + %{02;_0‘ [30B(3,4—a) — 1]}ﬁ4—a n O(ﬁ(“‘2)2+2)_
1
5—a

- 16 1 (c2
E(X*) = Eﬁ‘* + 11_1{

5 [120B(4.4—a) - 2]},85‘“ +0(pla-2+3),

2.2.4. Simiilasyon Sonuclar

Bu kisimda Teorem 2.2.3.1 ile X(t) siirecinin ergodik dagiliminin birinci ve ikinci
momentleri i¢in elde edilmis olan asimptotik agilimlarin ilk iki terimi kullanilmistir. Ilk iki
terim kullanilarak elde edilen degerler asimptotik degerler olarak adlandirilacak ve bu
degerler E(X™) ile gosterilecektir. Ayrica Monte Carlo simiilasyon yontemi kullanilarak

elde edilen degerler simiilasyon degerleri olarak adlandirilacak ve E(X™) ile
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gosterilecektir. Simiilasyon degerleri MATLAB programi kullanilarak ve her bir deger icin
siirecin 107 sayida realizasyonu iiretilerek elde edilmislerdir. Bunun disinda simiilasyon
tablolarini olusturmak i¢in kullanilacak olan degerler sirasi ile asagidaki gibidir:
Mutlak Hata: A, = |E(X™) — E(X™)|, Nispi Hata: §,, = (A,/E(X™)) 100%
Dogruluk Yiizdesi: AP, = 100% — §,,, n = 1,2.

Tablo 5. Talepler Pareto dagilimina sahipken E (X) igin simiilasyon tablolar1

£ =100
a EX) EX) A, 51 (%) AP, (%)
1.3 71.3483 70.2102 1.1381 1.6209 98.3791
1.4 70.2246 69.6551 0.5695 0.8175 99.1825
15 69.3369 69.1870 0.1499 0.2167 99.7833
1.6 69.0140 68.8365 0.1775 0.2578 99.7422
B =80
a EX) EX) Ay 51 (%) AP; (%)
1.3 57.4866 56.4388 1.0478 1.8565 98.1435
1.4 56.5409 55.9950 0.5459 0.9749 99.0251
1.5 55.7852 55.6193 0.1659 0.2982 99.7018
1.6 55.4802 55.3198 0.1604 0.2899 99.7101
=70
a EX) EX) Ay 51 (%) AP, (%)
1.3 50.5715 49,5561 1.0154 2.0490 97.9510
1.4 49.6686 49.1441 0.5245 1.0673 98.9327
1.5 49.0004 48.8251 0.1753 0.3589 99.6411
1.6 48.7019 48.5537 0.1482 0.3052 99.6948
S =50
a EX) EX) Ay 51 (%) AP, (%)
1.3 36.6215 35.7178 0.9037 2.5302 97.4698
1.4 35.9090 35.4191 0.4899 1.3832 98.6168
15 35.3751 35.1923 0.1828 0.5195 99.4805
1.6 35.1123 34.9637 0.1486 0.4249 99,5751
B=40
a EX) EX) A 6, (%) APy (%)
1.3 29.6255 28.7794 0.8461 2.9400 97.0600
1.4 29.0204 28.5415 0.4789 1.6779 98.3221
1.5 28.4742 28.3200 0.1542 0.5444 99.4556
1.6 28.2937 28.1580 0.1357 0.4819 99.5181




Tablo 5’in devami
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B =30
a EX) EX) Ay 51 (%) AP, (%)
1.3 22.5688 21.8022 0.7666 3.5164 96.4836
14 22.0646 21.6196 0.4450 2.0582 97.9418
1.5 21.6229 21.4606 0.1623 0.7561 99.2439
1.6 21.4502 21.3273 0.1229 0.5761 99.4239
g =15
a EX) EX) Ay 51 (%) AP, (%)
1.3 19.0272 18.3027 0.7245 3.9583 96.0417
14 18.5750 18.1473 0.4277 2.3569 97.6431
15 18.1847 18.0183 0.1664 0.9237 99.0763
1.6 18.0148 17.9074 0.1074 0.5998 99.4002
Tablo 6. Talepler Pareto dagilimia sahipken E(X?) igin simiilasyon tablolari
g =100
a E(X?) E(X?) Ay 51 (%) AP, (%)
1.3 7566.146 7334.2 231.9458 3.1625 96.8375
1.4 7350.040 7230.1 119.9403 1.6589 08.3411
15 7193.533 7150.2 43.3333 0.6060 99.3940
1.6 7108.464 7079.2 29.2640 0.4134 99.5866
B = 80
a E(X?) E(X?) A, 51 (%) AP; (%)
1.3 4906.820 4735.8 171.0202 3.6112 96.3888
14 4761.011 4669.0 92.0107 1.9707 98.0293
1.5 4645.779 4613.7 32.0786 0.6953 99.3047
1.6 4590.002 4569.6 20.4019 0.4465 99.5535
B =170
a E(X?) E(X?) A, 5, (%) AP, (%)
1.3 3788.580 3646.4 142.1799 3.8992 96.1008
14 3672.301 3594.8 77.5005 2.1559 97.8441
1.5 3578.753 3551.6 27.1529 0.7645 99.2355
1.6 3534.833 3518.6 16.2334 0.4614 99.5386
B=50
a E(X?) E(X?) Ay 51 (%) AP, (%)
1.3 1985.087 1892.9 92.1871 4.8701 95.1299
14 1917.001 1865.0 52.0013 2.7883 97.2117
15 1843.294 1822.3 20.9941 1.1389 98.8611
1.6 1834.104 1823.4 10.7039 0.5870 99.4130
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B=40
a EX?) E(X? Ay 51 (%) AP, (%)
1.3 1294.431 1226.4 68.0309 5.3275 94.4530
1.4 1249.956 1209.5 40.4561 3.3449 96.6551
1.5 1211.761 1194.9 16.8608 1.4111 98.5889
1.6 1189.138 1181.7 7.4376 0.6294 99.3706
B =30
a E(X?) E(X? Ay 51 (%) AP, (%)
1.3 1005.0820 947.4307 57.6510 6.0850 93.9150
1.4 969.8279 934.5850 35.2429 3.7710 96.2290
1.5 937.4267 922.6224 14.8043 1.6046 98.3954
1.6 918.2838 912.1582 6.1256 0.6716 99.3284
g =15
a E(X?) E(X?) A, 51 (%) AP; (%)
1.3 750.7923 703.5252 47.2671 6.7186 93.2814
1.4 722.0901 693.3472 28.7429 4.1455 95.8545
1.5 697.1245 684.7293 12.3952 1.8102 98.1898
1.6 681.8920 677.3417 45503 0.6718 99.3282

Simiilasyon tablolarinda goriilecegi gibi a’nin ve S nin ¢ok farkli degerleri igin
sonuclar elde edilmistir. a parametresinin kuyruk agirhigini belirledigi bilinmektedir.
Simiilasyon tablolarindan a parametresi 1 < a < 2 igin sinir degerlerine yani 1’e ve 2’ ye
yaklastik¢a simiilasyon sonuglarinin dogruluk oranlarinin azaldigi goriilmektedir. Bunun
nedeni 1 < a <2 kuyruk indeksi ile Pareto dagilimma sahip rasgele degiskenler
tarafindan iretilen yenileme fonksiyonunun smir degerlerine yaklastikga sonsuza
yaklagmasidir. a parametresi (0,1) araliginin orta noktalarinda iken, S’nin kiigiik degerleri
icin bile asimptotik degerler ile simiilasyon degerleri arasindaki uyumluluk %99’un
tizerindedir. Sonu¢ olarak elde edilen degerler agir kuyruklu (aykirt degerler iiretme
egilimde olan) bir dagilim i¢in yeterince iyidir. Bu durum ise S’nin ¢ok biiylik olmayan
degerleri i¢in bile elde edilen asimptotik acilimlarin uygulamada giivenilir bir sekilde
kullanilabilecegini gostermektedir.

Calismalarin buraya kadar olan kisminda literatiirde hafif kuyruklu dagilimlar
kullanilarak incelenen (s,S) tipli stok kontrol modelleri farkli altsiniflardan agir kuyruklu
dagilimlar ile ele alinarak incelenmistir. Her bir altsiniftan agir kuyruklu dagilim igin
farkli bir asimptotik a¢ilim kullanilmistir. Bu altsiniflardan temsilci birer dagilim seg¢ilmis

ve talep miktarin1 ifade eden rastgele degiskenler bu temsilci dagilima sahipken ergodik
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dagilim fonksiyonu ve ergodik dagilim fonksiyonunun momentleri igin asimptotik
acilimlara ulasilmigtir. Calismanin bundan sonraki kisminda diizenli degisen dagilimlar
altsinifindan Pareto dagilimi kullanilarak elde edilen asimptotik acgilimlara benzer agilimlar
talep miktarin1 ifade eden rasgele degiskenler genel durumda sonsuz varyansh diizenli
degisen dagilima sahipken elde edilecektir. Bu kisimda X(t) siirecinin ergodik dagilimi igin
sonsuz varyansh diizenli degisen kuyruklu dagilimlarin tamamini igine alacak bigcimde ¢ati

formiiller elde etmek amaclanmaktadir.

2.3. Talep Miktar1 Genel Durumda Sonsuz Varyansh Diizenli Degisen
Dagihima Sahip Oldugunda Siirecin Asimptotik Olarak Incelenmesi

2.3.1. Siirecin Ergodik Dagihm Fonksiyonu i¢in Asimptotik A¢ihmlar

Bu kisimda Teorem 1.7.1.1 ile verilen sartlara ek olarak talep miktarini ifade eden
{nn}, n =1 rasgele degiskenlerinin genel durumda diizenli degisen sonsuz varyansh
rasgele degiskenler oldugu varsayilmistir. L(x) yavas degisen bir fonksiyon olmak {izere
her « > 0 i¢in « indeksi ile diizenli degisen dagilima sahip 1, rasgele degiskeninin kuyruk
kismi1

F(x) =P{n, =x}=L(x)x™“
biciminde ifade edilebilmektedir. Burada dagilimin sonsuz varyansh oldugu varsayildigi
icin 1 < a < 2 dir. Ayrica miidahaleyi ifade eden {¢,}, n > 1 rasgele degiskenlerinin
[s,S) araliginda diizgiin dagilima sahip oldugu varsayilmigtir.

(s,S) tipli envanter modeli ifade eden X(t) siirecinin standartlastirilmis hali olan
Y (t) siireci asagidaki gibi tanimlanmustir.
X(t)—s S—s
%' P==

ve (34) ile verilmis olan ergodik dagilim fonksiyonunun kesin formiilii sonsuz varyansl

Y(t) =

diizenli degisen dagilima sahip rasgele degiskenler tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonu
1 ([
t — — _ _
U == ff F)dvds =0 (t4(F(t))2 F(¢? F(t))>, l1<a<2
1 K
0 s

ile birlikte kullanilarak ergodik dagilimin asimptotik acilimina ulasilmistir. Onceki
boliimlere benzer sekilde p(x), , = ¢, — s rasgele degiskenlerinin olasilik yogunluk

fonksiyonudur ve [0,28) araliginda diizgiin dagilima sahiptir. Bu kisimda elde edilen
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sonuclara ulagsmak i¢cin Kisim 1.3.2.2°de ispatsiz olarak verilen teoremler siklikla
kullanilacaktir. Oncelikle genel durumda 1 < a < 2 indeksi ile diizenli degisen herhangi
bir rasgele degisken tarafindan {iretilen yenileme fonksiyonunun asimptotik acilimina
ulasilacaktir.

Yardimc1 Teorem 2.3.1.1 Teorem 1.7.1.1°deki sartlara ek olarak {n;},i =1 rasgele
degiskenleri 1 < a < 2 indeksi ile diizenli degisen herhangi bir dagilima sahip olsunlar,
yani L(x) yavas degisen bir fonksiyon olmak iizere; F(x) = P{n, > x} = x~*L(x) olsun.
Bu durumda {n;}, i = 1 rasgele degiskenleri tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonunun

asimptotik acilimi asagidaki gibidir:

U ==+
T pe-D2-w

Burada L, (t) = (L(t))zL(tz_“L(t)) bi¢iminde tanimli yavas degisen bir fonksiyondur.

t272L(t) + O (t(“_z)le(t)).

Ispat Teorem 1.6.2.6°dan

U =i+iffﬁ(u) dvds +0 (e (F©) F( F®)), 1<a<2
0 s

U ﬂ%

dir. Oncelikle -a < —1 oldugundan; Teorem 1.3.2.2.5 ‘in sartlar1 saglanmaktadir.

Dolayist ile Teorem 1.3.2.2.5 kullanilarak asagidaki asimptotik sonuca ulagilir:

oo

f v *L(v)dvds ~ — 7

N

1
s172L(s).
—a
Diger taraftan 1 — a > —1 oldugundan Teorem 1.3.2.2.6’dan, her s = A icin
1
- f s17¢L(s) ds = o
11—«
A

dir. Dolayisi ile Teorem 1.2.1.2 ve Teorem 1.2.1.1 kullanilarak;

t oo t o« t
_ 1
ff F@)dvds = ff vV %L(v) dvds ~ “T—% fsl‘“L(s) ds
0 s 0 s 0
elde edilir.
Ayrica 1 — a > —1 oldugundan, Teorem 1.3.2.2.5 kullanilarak;

1
1-a)(2-a)

t
1
- fsl‘“L(s) ds ~ — t279L(t)
l1—«a
0

sonucuna ulasilir. Yani;
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too_ 1 1 -
OffF(u)duds~(a_1)(2_a) 2-eL(t)

dir. Buradan

too_ 1 1 -
OffF(u)duds~(a_1)(2_a) 2-eL(t)

1 1
S EETIeE t27¢L(6) + 0(c*%L(1))

sonucu elde edilir.

“0” sonsuz biiyiik fonksiyonunun i¢indeki terimler

t( F(t))2 F(t?F(v)) = t4t‘2“(L(t))2 F(t2t™*L(v))

= t@2*(L ()" L(£2-°L())
biciminde degerlendirilir.

L(t) = (L(t))2 L(t?7%L(t)) olsun; Teorem 1.3.2.2.3 (ii)’den L(t) yavas degisen
bir fonksiyon ise; (L(t))zde yavas degisen bir fonksiyondur. Diger taraftan t*~*L(t)
fonksiyonunun 2 — a indeksi ile diizenli degisen bir fonksiyon oldugu agiktir. Burada
2 — a > 0 oldugundan Teorem 1.3.2.2.3 (v)’ den

fim £575L(0) =
elde edilir.

Bu durumda Teorem 1.3.2.2.4 (ii)’ den L(t2~*L(t)) fonksiyonunun 0 indeksi ile diizenli
degisen yani yavas degisen bir fonksiyon oldugu goriiliir. Dolayisi ile Teorem 1.3.2.2.3
(iii)’den L, (t) = (L(t))2 L(tz‘“L(t)) yavas degisen bir fonksiyondur. Buradan
t@=2°L (t) fonksiyonunun (a —2)? indeksi ile diizenli degisen fonksiyon oldugu

goriliir. Bu iki sonug kullanilarak;

U(t) —i+i
w opie-D2-a)

t2=¢L(t) + 0(t2~°L(t)) + O (t(“‘Z)ZLl(t))

elde edilir.
Diizenli degisen fonksiyonlarin sifira gitme hizin1 kuyruk indeksi tayin eder ve
t - oo durumunda yavag degisen fonksiyon L(t) her zaman sabit gibi davranir. Ayrica

min{(2 — a), (a — 2)?} = (a — 2)? oldugundan istenilen sonug elde edilir.
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Yardimar Teorem 2.3.1.2 F(x) = P{y, > t} = t*L(t) ve Ly () = (L(£))” L(£2~%L(t))
olsun. Her g: R — R sinirli fonksiyonu i¢in asagidaki asimptotik iliski dogrudur:
28-Bv
| 0 g de =0 (pe 1, m))

0

Ispat: g(t) smirh bir fonksiyon olarak verildigine gore,
0 (t@2’Ly(8)) = t@ DLy () g(1)

olarak yazilabilir. Diger taraftan (a —2)? > —1 oldugundan Teorem 1.3.2.2.5 (i)

kullanilarak
2p-pv 2
_ (28 — pv)‘ "+
f x@2’L (x) dx ~ TR L, (2B — Bv)
0
elde edilir. O halde;
2B-pv 2B-pv
| e PLe@owals [ L0 g@)]
0 0
2B-Bv

<K f x@2D°L (%) dx
0

(2 = pu) "
P v

L,(2B8 — Bv), v €[0,2)

dir. Buradan istenilen sonug elde edilir.

Sonug 2.3.1.1 Teorem 1.7.1.1 ve Yardimci Teorem 2.3.1.1°in kosullar1 saglansin. Ayrica

1
Jw) = ﬁ f U(x — Bv) dx, v €[0,2)
Bv

olarak tanimlansin. Bu durumda altinda § — oo igin asagidaki asimptotik a¢ilim dogrudur:

oL [1(2ﬁ B kP =) o o
2p My
0 (ﬁ(a—2)2+1L1(ﬁ))l.
Burada
1

L) = L) LE LB, = Da—0G =D

dir.
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Ispat: /(v)’nin tanim1 kullanilarak f — oo i¢in

1 2B—-Bv
J0) = 37 f U dt
0
2B-Pv

_1 f [L+l 1
2B Sl p@-De2-a

tz_“L(t)l dt +0 (B 2"1L,(8))

olarak elde edilmistir.
2B—-Bv
[ Lar=5 @8- poy
—dt = — — Bv
0 H1 21

oldugu aciktir. Diger taraftan 2 — a > —1 oldugundan f — o i¢in Teorem 1.3.2.2.5

kullanilarak;
2B-Bv
f t279L(t) dt ~

0

1
(B—-a)

(2B — pv)*>~* L(2B — pv)

elde edilir. Buradan
2B-Bv

— —d 3—a
f t272L(t) dt = L@ -vp)@-v)

B3+ 0(B* L2 = v)p)

B—-a)
0
dir.
Boylece
2B-Bv
f li + 1 ! t272L(t)| dt
W pia-1D2-a)
3—-a
= oo = puy + HEZIC I e (10 1.2 - )
elde edilir.

Diger taraftan 1<a <2 i¢in min{(3—a),((a—2)?>+1)}=(a—2)*+1
oldugundan istenilen sonuca ulagilir.

Sonug¢ 2.3.1.2 Teorem 1.7.1.1 ve Yardimci Teorem 2.3.1.1°in kosullar1 altindav — 0

2p
1
J0) =5 j U de
0

tanimlansin.
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Bu durumda B — oo igin asagldaki asimptotik a¢ilim dogrudur:

1 (2B)? 2
J(0) = ﬁ[ (? M_Cz (2B)*“L(2p) + 0 (peD+1L (ﬁ))l

Teorem 2.3.1.1 Teorem 1.7.1.1 ve Yardimecr Teorem 2.3.1.1°in sartlar1 saglansin. Bu

durumda B — oo i¢in Y (t) siirecinin ergodik dagilhimi Qy(v) asagidaki asimptotik agilimi

saglar:
4u — 2 2 2_ 2
QW) =—— +{C R C R RN e, —ﬁv)]}ﬁl‘“
+0 (B DLy (),
burada
2 1
L(B) = (L(B)) L(B*™“L(R)), vE (02), 2 = - PNE—mE o)
dir.
Ispat: J(v) ve J(0)’nin tanimi1 kullanilarak;
Qv(w) =1 _%
(2,8 ﬁv)z a-2)%+
_ 1-{[2—Hl ¢, L2 — o) + 0 (@21 (B))l
( 3)2 a a-2)2+1 -
[ T (23)3 c,L(2B) + +0(/3( L (ﬁ))l }
2 — 2 2 — 3—a 2
_ 1_{[( 4“) re,l 2;2 L(2B - Bv) B + 0 (paD ‘1L1(B))l

. [1 + e, L(2B) BT+ 0 (ﬁ(a_z)z_lLl(ﬁ))]—l}

L l(z —0)? 6@

. T LB = V) B e, L(2) B

+0 (B2 1L,(B))]
4y — v? N {62(2 —v)?

, o 27 L@R) ~ @~ v L(2p - Bv)]}ﬁl‘“

+0 (B2*1L,(p))

sonucu elde edilir.
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Teorem 2.3.1.2 Teorem 1.7.1.1 ve Teorem 2.3.1.1’in sartlar1 saglansin. Bu durumda Y (t)
stirecinin ergodik dagilim fonksiyonu Qy (v), B — oo durumunda
4y —v?
4
fonksiyonuna zayif anlamda yakinsaktir. Burada v € [0,2) dir.

R(w) =

Ispat: L(x) fonksiyonunun {n;}, i > 1 rasgele degiskenleri ile baglantili olan yavas
degisen fonksiyon oldugu bilinmektedir v € [0,2) i¢in g(B) = 28 ve h(B) = (2—-v) B
olarak tamimlanirsa, limg_,., g(f) = o Ve limg_ h(f) = % oldugu asikardir. Dolayisi
ile Teorem 1.3.2.2.4 (iii) kullanilarak L(g(B)) = L(2B8) ve L(h(B)) = L(2B — Bv)
fonksiyonlarmin sifir indeksi ile diizenli degisen yani, yavas degisen fonksiyonlar oldugu
sonucuna ulasilir. Ayrica 1 < a <2 igin 1 — a < 0 oldugundan Teorem 1.3.2.2.3 (iv)

kullanilarak
éim L(2B) pr* =0, éim L2 —pv) p*=0

elde edilir.

Dolayzist ile;

{Cz(z —v)?

> [217¢L2) — 2 —v)'"“ L(2B — ﬁv)]}ﬁl"“ =0, o
251

dir.

Diger taraftan, Yardimci Teorem 2.3.1.1°de L,(t) = (L(t))ZL(tZ‘“L(t))
fonksiyonunun yavas degisen fonksiyon oldugunu gosterilmistir. Ayrica 1< a < 2

(¢ —2)?2 —1 < 0 oldugundan, Teorem 1.3.2.2.3 (iv) kullanilarak @ 2°~1L,(B) - 0

olacagindan istenen sonug elde edilir.

2.3.2. Siirecin Ergodik Dagiliminin n. Mertebeden Momentleri icin Asimptotik
Acilimlar

Bu kisimda L(x) yavas degisen bir fonksiyon olmak tizere {n,}, n = 1 rasgele
degiskenlerinin genel durumda F(x) =P{n; =x}=x"*L(x), 1<a <2 kuyruk
dagilimh diizenli degisen dagilima sahip oldugu varsayilacaktir. Ayrica miidahaleyi ifade
eden {¢,}, n = 1 rasgele degiskenlerinin [s,S) araliginda diizgiin dagilima sahip oldugu
varsayilacaktir. Kisim 2.1.2°de verilmis olan (42) formiilii kullanilarak siirecin ergodik

dagilim fonksiyonunun n. mertebeden momentleri i¢in asimptotik ac¢ilimlara ulagilacaktir.
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X(t) = X(t) — s, ayrica p(x), [0,28) araliginda diizgiin dagilima sahip olan {,, = {,, — s

rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu olmak iizere;

2 2
E(X™) = % 1 U(x —v)p (x)dx| dv
E (U(cl))of f
. 2B 28-v 2B -1
= nﬁo -1 bf U(t) dt|dv Zﬁf U(t)dt

kullanilarak genel durum i¢in asimptotik sonuglara ulasilacaktir.
Yardimci Teorem 2.3.2.1 Teorem 1.7.1.1 ve Yardimci Teorem 2.3.1. ve Sonug 2.3.1.1°in

sartlar1 saglansin.
2B-v

1
1) = 37 f U d
0

bigiminde tanimlanirsa 8 — oo durumunda J; (v) asagidaki asimptotik agilimi saglar:

1 (28 —v)?
7o) =5 [+ e @ - 0128w |
1 2
+350 (@B - )@ 211,28 - ).
Ispat: Oncelikle Sonug 2.3.1.1°den 8 — o igin,
2B-Bv
J) = u(t) dt
Zﬂ )
1(2 2
- o [ S e, s - |

+0 (B 2’1,(p))

dir.
Buradan
2p-v
Ji(v) = —ﬁ U(t) dt
1 (28 — v)?
=2 [ﬂl( @, by (26 =) “L(Zﬁ—v)l

1 .
+350 ((23 — )21y (2p — v)).
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elde edilir.

Sonug 2.3.2.1 J;(v), Teorem 2.3.2.1’deki gibi tanimlansin. Bu durumda v — 0 igin

1 e
1) =5 f U d

tanimlanirsa, /; (0) asagidaki asimptotik agilimi saglar:

1 [102p)? 1 2
1(0) =52 Z% toze (Zﬁ)3‘“L(2,6’)] +0 (@ ?°L2p)) (49)
1

Yardimei Teorem 2.3.2.2 h: R — R 6lciilebilir sonlu bir fonksiyon olsun.

0 (28~ )@ D11, (28 ~v)) = h(B) (2B —v) @211, (26 — )
yazilabilir. Bu durumda S — oo igin asagidaki asimptotik iliski dogrudur:
2p
[ v = @D ) 128 - 0) do = 0 (Bre 1, (B)),
0
Ispat: h: R — R 6lgiilebilir sonlu bir fonksiyon olarak tanimlandigindan
28
[ s - w2 ) L@p - v v
0
2B
< [ V@B - 0D B 126 - v) do
0
28
<K f V(2B —v) @D (28 —v) dv

0
1

K f t"1(2B)" (28 — 28) @ D*H1L (28 — 2t) dt
0
1

K f "t BT = @D, (28 — 2B0) dt
0

1
~ K 2B)™+H@ D1 L, (28 — 2B1) f "1 (1 — )@ D1 gy
0

= K (2B)"*@=2°+1 1, (28 — 2t) B(n, (¢ — 2)* + 2)
elde edilir.
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Yardimer Teorem 2.3.2.3 Teorem 1.7.1.1 ve Yardimct Teorem 2.3.1.1°in sartlari

saglansin. Ayrica

2B

— 1 n-1
]n(ﬁ) :ﬁo v

2B-v

|

bi¢iminde tanimlansmn. Bu durumda (50) ile tanimhi J,(B), B — oo i¢in asagidaki

U(t) dt} dv (50)

asimptotik acilimi saglar:

[ (2B)™2 4~ L(2B)B(n,4 — a) ¢, (2B)3¢
: 28 lpun (n+ D(n+2) u ’ ’

+0 (ﬁn+(a—2)2+1 Ll(ﬁ))}

Burada
1
B(x,y) = jtx‘l(l —t)¥"1dt; Re(x) >0, Re(y) >0, vE]0,22),

0
1 S—s

- DC-—0G-a) P=

Li(B) = (LB)" L(B“LB)), 2 =
dir.
Ispat: Oncelikle:
2B 2B
-Of Miv”‘l(z,b’ —v)?dv = ZL,ulJ‘ (4™ 1p% — 4B + ™) du

1

_ 1
_/Tl[n (n+ D +2)

2]

elde edilir. Diger taraftan:
2B
1 1
_2C2f v (28 —v)3 ¢ L(2B —v) dv
M1
1

= izcz(zp’)””‘“ f t" 1 (1 —t)3*L(2B — 2pB¢t) dt
Hyq S

- e @R L) [ - d
1 0

_ #izcz (2B)™3 4 L(2B) B(n, 4 — a).
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bi¢cimindedir. Dolayistyla:
2B
1
—2sz v (28 —v)3 O L(2B —v) dv
M1
0

1
=z (2B)"*3% L(2B) B(n, 4 — a) + 0((28)"*3~L(2))
1

olur. Bu durumda Yardimct Teorem 2.3.2.1 kullanilarak

11 1 + 1 n+3—-a
Jn(B) = %{En Do GO L eRBmA - @) ¢ 2P
+ O(ﬁn+3—a L(ﬁ)) +0 (ﬁn+(a—2)2+1 Ll(ﬁ))}
elde edilir.

1 < a < 2 i¢in sonsuz biiyiik “O” terimlerinin i¢indeki degerler
minf{(n+3—-a),(n+(@—2)>+1D}=n+(a—-2)2+1)

biciminde degerlendirilir. Buradan

11 1 +2 1 n+3-a
Jn(B) = ﬁ{zn e G g lpBmA — @) ¢ )

+0 (ﬁn+(a—2)2+1 L, ('3))}

elde edilmis olur.

Not: Burada
1
j WA -wlu"du=Bn4—a—n)
0

oldugundan
1

fu3‘“ (1-w*tu"du
0

Integralinin sonlu oldugu gériiliir. Bu durumda; Teorem 1.3.2.2.7 sartlar1 saglanmaktadir.

j(l —w)" Tyl L(2Bu) du ~ L(2B) f (1—-w™tud? du
0 0

sonucuna Teorem 1.3.2.2.7 kullanilarak ulasilmistir.
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Teorem 2.3.2.1 Teorem 1.7.1.1 ve Teorem 2.3.1.1 ‘in sartlar1 saglansin. Bu durumda

X(t) = X(t) —s siirecinin ergodik dagilmmm n >1 olmak iizere n. dereceden

momentlerinin g = ? — oo igin iki terimli asimptotik a¢ilimi asagidaki gibidir:

n+1
n+1(n+2) B

cs [(n(n+1)(n+2)B(n,4—a)) -2
+{u_1[ n+D@+2)

E(X™) =

lL(Zﬁ)} ﬁn+1—a

+0 (ﬁn+(a—2)2—1 L, (ﬁ))
Burada;
1

(a—-1D)2-a)(3—-a)
C3 = 2", = E(ny), Li(x) = (L) L(x27L(x))
dir.

n=1 1<a<?2 ¢ =

Ispat: B(x,y) beta fonksiyonu olmak iizere;
B(n,4 — a)

4@ Dz-0G-a ST e
olarak tanimlansin.
Bu durumda 8 — oo i¢in;
oy M n ()
EX) =T
[ epm nc, L(2B) 2)"*3¢ 4 (@-2)241
“larDorom* 2 +o(s e ))l
((2B)™*%  cL(2B) (2B)*~° @21 -
T W +o(pe? Ll(ﬁ))l
— - (2)n+1 n, s L(Zﬁ) n+l-a n+(a—2)%+1
=lerpaaf t T eero(s Ll(ﬁ))]
. _ 277, L(2B) 1-a (@-2)%-1 l_l
Lo L(B))

2n+1
"+ D +2)

cs [(n(n+1D(n+2)B(n,4—a)) -2
+{E[ i+ D@+ 2)

ﬁ'l’l

l L(Zﬁ)} Bn+1—a

+0 ('Bn+(a—2)2—1 L, ('3))
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sonucuna ulasilir.

2n+1
n+1)(n+2)

c; [(n(n+1)(n+2)B(n,4—a)) -2
+{Z n+ Dn+2)

E(X") = g

lL(Zﬁ)} ﬁn+1—a

+0 (ﬁn+(a—2)2—1 Ll(ﬁ))
sonucu bu kisimda elde edilmis en 6nemli sonugtur. Elde edilen bu ag¢ilim, talep miktarlar

sonsuz varyansh diizenli degisen herhangi bir dagilima sahip (s,S) tipli envanter modelin

ergodik dagiliminin n. mertebeden momentlerine ait asimptotik agilimdir.



3. BULGULAR

Bu calismada daha once pek c¢ok farkli dagilim ile ele alinmis ve karakteristikleri
incelenmis olan (s,S) tipli stok kontrol modelleri talep miktarlar1 agir kuyruklu bir
dagilima sahipken incelenmis, boylece agir kuyruklu talep miktarlarinin (s,S) tipli envanter
modeller {izerindeki etkisi arastirilmistir. Bu kapsamda, talep miktarlarii ifade eden
rasgele degiskenler agir kuyruklu dagilimlarin 6nemli iki altsinifi olan alt {istel ve diizenli
degisen kuyruklu dagilimlara sahipken siirecin ergodik dagilim fonksiyonu ve ergodik
dagilim fonksiyonunun momentleri i¢in asimptotik acilimlara ulasilmigtir. Burada ele
alan envanter model, 6diillii yenileme siireci olarak adlandirilan yar1 Markov bir siireg
kullanilarak modellenmistir. Daha 6nce bu konuda yapilmis ¢aligmalarda ([5], [6], [13],
[52], [53], [54]) (s,S) tipli envanter modeli ifade eden siirecin ergodikligi ispat edilmis,
ayrica ergodik dagilim fonksiyonu ve ergodik dagilim fonksiyonunun momentleri i¢in
formiiller talep miktarin1 ifade eden rasgele degiskenler tarafindan iiretilen yenileme
fonksiyonu araciligi ile verilmistir. Bu ¢alismada ise literatiirdeki mevcut ¢alismalara ek
olarak agagidaki bulgulara erisilmistir:

Literatiirde agir kuyruklu dagilimlar tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonlarinin
asimptotik ifadesi i¢in standart bir formiil mevcut degildir. Bu agilimlarin kuyruk agirligi
g0z onilinde bulundurularak ayri ayri incelenmesi gerekmektedir. Bu baglamda oncelikle
caligmada ele alinan alt siniflardan agir kuyruklu dagilimlar tarafindan iiretilen yenileme
fonksiyonlari i¢in asimptotik formiiller i¢in ayrintili bir literatiir calismas1 yapilmistir.

Oncelikle alt {istel dagilima sahip rasgele degiskenler tarafindan iiretilen yenileme
fonksiyonunun asimptotik ac¢ilimi tespit edilmis, bu ac¢ilim kullanilarak alt {istel Weibull
dagilimina sahip rasgele degiskenler tarafindan {iretilen yenileme fonksiyonunun
asimptotik agilimina ulagilmistir. Talep miktarin1 gosteren rasgele degiskenler 0 < a <1
icin F(x) = P{n; < x}=1—exp{—x*} dagilim fonksiyonu ile alt tistel Weibull
dagilimina ve miidahaleyi ifade eden rasgele degiskenler [s,S) araliginda diizgiin dagilima
sahip iken (s, S) tipli envanter modeller incelenmistir. Bu sartlar altinda modeli ifade eden
siirecin ergodik dagilim fonksiyonu igin iki terimli asimptotik agilimlara ulasilmis zayif
yakinsaklik teoremi ispat edilerek ergodik dagilim fonksiyonunun limit dagilimina
ulagilmigtir. Ayrica ergodik dagilim fonksiyonunun n. mertebeden momentleri igin iki

terimli asimptotik agilimlara ulasilmistir. Son olarak ergodik dagilim fonksiyonunun ilk iki
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momenti i¢in asimptotik agilimlar Monte Carlo simiilasyon yontemi ile test edilmistir. Elde
edilen asimptotik sonuglarin 0 < a < 1 araliginda a’nin farkl degerleri i¢in simiilasyon
sonuclarina yeterince yakin oldugu tespit edilmistir.

Ikinci olarak sonsuz varyansli diizenli degisen dagilima sahip rasgele degiskenler
tarafindan tretilen yenileme fonksiyonunun asimptotik acilimi tespit edilmis, bu agilim
kullanilarak diizenli degisen Pareto dagilimina sahip rasgele degiskenler tarafindan tiretilen

yenileme fonksiyonunun asimptotik acilimina ulasilmistir. Talep miktarini1 ifade eden
a
rasgele degiskenler F(x) = P{n; <x}=1- (g) , 1 <a <2 dagilim fonksiyonu ile

diizenli degisen Pareto dagilimma ve midehaleyi ifade eden rasgele degiskenler [s,S]
araliginda diizgiin dagilima sahip iken (s,S) tipli envanter modeller incelenmistir. Bu
modeli ifade eden siirecin ergodik dagilim fonksiyonu ve ergodik dagilim fonksiyonunun
n. dereceden momentleri icin asimptotik agilimlara ulasilmistir. Ergodik dagilim
fonksiyonu i¢in elde edilen asimptotik ag¢ilim yardimi ile zayif yakinsama teoremi ispat
edilmis ayrica bu durum igin yakinsama hizi teoremi verilmistir. Ergodik dagilim
fonksiyonunun momentleri i¢in elde edilen asimptotik sonuglar Monte Carlo simiilasyon
yontemi ile test edilmistir. Elde edilen asimptotik sonuclarin 1 < a¢ < 2 araliginda a’nin
farkli degerleri i¢in simiilasyon sonuclarina yeterince yakin oldugu tespit edilmistir.

Bu ¢alismanin 6nemli sonuglarindan biri 6zel olarak diizenli degisen Pareto dagilimi
ile incelenmis olan siirecin daha sonra genel durumda sonsuz varyansh diizenli degisen
dagilima sahip talep miktarlart ile incelenebilmis olmasidir. Bu kapsamda; (s,S) tipli
envanter modeli ifade eden siire¢ L(x) yavas degisen bir fonksiyon olmak iizere talep
miktarini ifade eden rasgele degiskenlerin dagilim fonksiyonlarinin kuyruk kismi genel
durumda F(x) =x"%L(x), 1<a <2 ile diizenli degisen dagilima sahipken ele
alimmstir. Bu 6zel durum i¢in diizenli degisen fonksiyonlarin ¢esitli asimptotik 6zellikleri
ve uc deger teorisi kullanilarak ergodik dagilim fonksiyonu ve ergodik dagilim

fonksiyonunun momentleri i¢in asimptotik agilimlara ulagilmistir.



4. iRDELEME

Giiniimiizde sira dis1 olarak adlandirilan veriler ile, tiptan insaat miihendisligine,
meteorolojiden finansal risk yonetimine kadar pek ¢ok alanda karsilasildigi bilinmektedir.
Bu tiir sira disi veriler, agir kuyruklu dagilimlar olarak adlandirilan dagilimlar ile
modellenmektedirler. Aykir1 degerler iiretme egiliminde olan agir kuyruklu dagilimlarin ve
bu dagilimlar tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonlarinin teorik olarak arastirilmasi
literatiirde Oonemli bir ¢alisma alani haline gelmistir. Fakat bu dagilimlarin &zellikle
yenileme teorisinin 6nemli bir uygulama alani olan envanter modellere uygulanmasi ile
ilgili ¢ok az calisma mevcuttur. Bu tez calismasinin amact agir kuyruklu dagilimlarin
literatiirde ¢ok kullanilan stok kontrol modellerinden biri olan (s,S) tipli stok kontrol
modelleri tizerindeki etkisini arastirmaktir.

Bu tezin ¢alisma konusu olan (s, S) tipli yar1 Markov modeller, daha 6nce farkli
tirde hafif kuyruklu dagilimlar kullanilarak incelenmis olsa da bu siireglerin agir kuyruklu
dagilimlar kullanilarak incelenmesi yoniinde literatiirde onemli bir bosluk mevcuttur.
Calismanin amaci literatiirdeki bu boslugu doldurmaktir. Bu kapsamda oncelikle agir
kuyruklu dagilimlar ve altsiniflari bagli olduklar1 kosullar ile birlikte ele alinmistir. Daha
onceki ¢alismalarda 6dillii yenileme siireci olarak adlandirilan yar1 Markov bir siireg ile
modellenmis olan (s,S) tipli stok kontrol modeli asimptotik yontemlerle incelenmistir.
Ozel olarak talep miktarlart igin agir kuyruklu dagilimlarin uygulama alani en genis alt
simiflarindan, alt Ustel dagilimlar ve sonsuz varyanshi diizenli degisen dagilimlar
kullanilmistir. Agir kuyruklu dagilimlarin belirtilen alt siniflarindan temsilci dagilimlar
secilip talep miktarin1 ifade eden rasgele degiskenlerin bu dagilima sahip oldugu
varsayllmistir. Stirecin ergodik dagilim fonksiyonu ve ergodik dagilim fonksiyonunun
momentleri i¢in asimptotik agilimlara ulagilmistir. Elde edilen asimptotik formiiller, zayif
yakinsama, yakinsama hizi teoremleri ve ergodik momentler i¢in yapilan simiilasyon
calismalari ile kuyruk agirliginin bu modeller tizerindeki etkisi arastirilmistir.

Bu calismada ele alinan siirecin ergodik dagilim fonksiyonu ve ergodik dagilim
fonksiyonunun momentleri i¢in kullanilan formiiller talep miktarin1 ifade eden rasgele
degiskenler tarafindan firetilen yenileme fonksiyonu araciligi ile verilmistir. Bu konuda
simdiye kadar yapilan biitiin ¢alismalarda Feller [33] tarafindan 6nerilen asimptotik agilim

kullanilmistir. Feller [33] tarafindan Onerilen agilim hafif kuyruklu dagilimlar s6z konusu
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oldugunda kullanislt ve standart bir agilimdir. Fakat agir kuyruklu dagilimlar i¢in bu
durum farklidir. Agir kuyruklu dagilimlar kuyruk o6zelligi basta olmak iizere belirli
Ozelliklerine gore farkli alt gruplara ayrilmaktadir, her birinin kuyruk davranislar1 farklidir
ve farkli mertebeden sonlu momentleri mevcuttur. Yani genel olarak agir kuyruklu
dagilima sahip bir rastgele degisken tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonu i¢in standart
bir a¢ilim mevcut degildir. Dolayis1 ile burada 6nemli sorulardan biri her bir alt sinifa ait
rasgele degisken tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonu icin farkli bir asimptotik agilim
tespit edilebilir mi ve bu calismada ele alinan probleme uygulanabilir mi sorusudur.
Caligmada oncelikle bu soru i¢in ayrmtili bir literatliir arastirmasi yapilmistir. Agir
kuyruklu dagilimlarin farkli alt smiflart tarafindan tretilen yenileme fonksiyonlar1 igin
farkli asimptotik acilimlara ulasilmistir. Bu calismay1 literatiirdeki diger calismalardan
ayiran Onemli Ozelliklerden biri kullanilan her bir altsiniftan dagilim i¢in farkli bir
asimptotik acilim kullanilmis olmasidir. Bu modellerin agir kuyruklu dagilimlar
kullanilarak arastirilmasinin yani sira ¢alismanin diger bir onemli boyutu, (s,S) tipli
envanter modellerin ilk defa talep miktar1 i¢in sonsuz varyansh bir dagilim kullanilarak
incelenmis olmasidir.

Bu calisma, envanter modellerin ve 6zel olarak yar1 Markov 6diillii yenileme
stireclerinin agir kuyruklu talep miktarlar1 ile incelenmesi konusunda bir baslangi¢
sayilabilir. ileriki ¢alismalarda benzer yaklasimlar kullanilarak, burada ele alinan siire¢ ve

benzer siiregler farkl alt siniflardan agir kuyruklu dagilimlar ile incelenebilir.



5. SONUCLAR

Bu ¢alismada yar1 Markov bir 6diillii yenileme siireci agir kuyruklu dagilimlarin iki

onemli alt sinifi olan alt iistel dagilimlar ve sonsuz varyansh diizenli degisen dagilimlar ile

incelenmistir. Calismalar sonucunda asagidaki sonuglar elde edilmistir.

1.

Agir kuyruklu dagilimlar, alt iistel dagilimlar ve diizenli degisen dagilimlar ile ilgili
ayrintilt bir literatiir ¢alismasi verilmis, bu dagilimlar tarafindan iiretilen yenileme
fonksiyonlarinin asimptotik ag¢ilimlari elde edilmistir.

Talep miktarin1 ifade eden rasgele degiskenler, sonlu varyansh alt listel Weibull
dagilimina sahipken (s,S) tipli stok kontrol modelini ifade eden siirecin ergodik
dagilim fonksiyonu i¢in asimptotik a¢ilima ulasilmistir. Ergodik dagilim fonksiyonu
icin zayif yakinsama teoremi ispat edilmis ve limit dagilimina ulagilmistir.

Talep miktarin1 ifade eden rasgele degiskenler, sonlu varyansh alt {istel Weibull
dagilimina sahipken siirecin ergodik dagilim fonksiyonunun n. dereceden momentleri
i¢in asimptotik agilimlar elde edilmistir. Elde edilen asimptotik agilimlar Monte Carlo
simiilasyon yontemi kullanilarak test edilmistir.

Talep miktarlar1 sonsuz varyanslh diizenli degisen Pareto dagilimina sahipken siirecin
ergodik dagilim fonksiyonunun i¢in asimptotik acilimlar elde edilmistir. Elde edilen
asimptotik agilimlar i¢in zayif yakinsama teoremi ispat edilmis ve yakinsama hiz1 elde
edilmistir.

Talep miktarlar1 sonsuz varyansli diizenli degisen Pareto dagilimina sahipken siirecin
ergodik dagilim fonksiyonunun n. dereceden momentleri i¢in asimptotik agilimlara
ulagilmistir. Elde edilen asimptotik ac¢ilimlar Monte Carlo simiilasyon yontemi ile test
edilmisitr.

Talep miktarlar1 genel durumda sonsuz varyansh diizenli degisen herhangi bir dagilima
sahipken siirecin ergodik dagilim fonksiyonunu ve ergodik dagilim fonksiyonunun n.
dereceden momentleri igin asimptotik agilimlara ulasilmistir. Asimptotik agilimlar ile

simiilasyon sonuglarmin tutarliligit Monte Carlo simiilasyon yontemi ile test edilmistir.



6. ONERILER

Bu tez ¢alismasinin (s,S) tipli envanter modellerin agir kuyruklu dagilimlar ile incelenmesi
konusunda literatiirdeki bir eksikligi doldurabilecegi umulmaktadir. Ayrica yapilmis olan
bu ¢alisma asagidaki yonlerden gelistirilebilir:

1. Miidahaleyi ifade eden rasgele degiskenin licgensel ya da simetrik iiggensel dagilima
sahip olmasi durumunda benzeri problemin agir kuyruklu talep miktarlar1 ile
incelenmesi.

2. Burada ele alinan siireg, talep miktarini ifade eden rasgele degiskenler diizenli degisen
sonsuz varyansli ve alt {istel dagilima sahipken incelenmistir. Benzeri siireclerin agir
kuyruklu dagilimlarin farkl altsiniflarindan talep miktarlari ile incelenmesi.

3. Talep miktarin1 ifade eden rasgele degiskenler agir kuyruklu iken bu calismada ele
alman siirecin ergodik dagilim fonksiyonu ve ergodik dagilim fonksiyonunun
momentleri i¢in analitik ¢6zlimlerin bulunmasi.

4. Bu calismadaki asimptotik agilimlar kullanilarak rasgele yiirliylis siireglerinin

asimptotik yontemlerle incelenmesi.
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