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Doktora Tezi
OZET

AGSIZ ELEMAN BAGIMSIZ GALERKIN YONTEMININ OPTIMiZASYONU VE ADAPTIF
ALGORITMALARLA UYGULAMALARI

Siileyman SENGUL

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Prof. Dr. Erhan COSKUN
2016, 223 Sayfa, 2 Ek Sayfa

Bu calismada, diferensiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in gilincel yontemler olarak kabul edilen
agsiz yontemler igerisinden Eleman Bagimsiz Galerkin Yontemi géz oniline alinmistir. Eleman
Bagimsiz Galerkin yonteminde sekil fonksiyonlar1 Hareketli En Kiigiik Kareler yontemi ile elde
edilmektedir. Agsiz yontemler, sonlu elemanlar yontemindeki belirli kurallara uymasi gereken ag
insa islemini gerektirmeyerek, sayisal hesaplamalarin daha pratik bicimde elde edilmesine imkan
vermektedirler.

Birinci boliimde hareketli en kiigiik kareler yontemi ile elde edilen sekil fonksiyonlarinin
Otelemeye gore degismez olmasi gibi bazi yeni ozellikleri tiiretilerek, bu 6zellikler yardimiyla sekil
fonksiyonlari mevcut uygulamalara kiyasla ¢ok daha az aritmetik islem sayisi ile elde edilmistir.
Sekil fonksiyonlarinin elde edilen bu 6zellikleri sistem matrisinin olusturulma yiikiinii de biiyiik
Ol¢iide azaltmistir. Ayrica 1 boyutlu problemlerde elde edilen yaklasik ¢éziimlerin duyarliligin
artirmak i¢in adaptif algoritmalar Onerilmistir ve ¢ozimii zamanla degismeyen(stasyoner)
problemler {izerinde test yapilmistir.

Ikinci béliimde séz konusu adaptif algoritmalar zaman bagimli ve tek boyutlu problemlere
genigletilmis ve lineer ve lineer olmayan problemler {izerinden uygulamalar gerceklestirilmistir.

Calismanin {glincti bolimiinde ise bir boyutlu uzayda elde edilen sekil fonksiyonunun
ozelliklerinin 2 boyutlu uzayda da gecerli oldugu ispatlanarak sistem matrisini elde etmede gerekli
aritmetik islem sayisi onemli derecede azaltilmigtir. Ayrica 2 boyutlu uzayda Hessian tabanli
adaptif bir algoritma Onerilerek zaman bagimsiz ve 2 boyutlu kismi tiirevli denklemler iizerinde
uygulamalar gerceklestirilmistir.

Elde edilen sonuglar onerilen adaptif algoritmalarla elde edilen sonuglarin, diizgiin ag ile
elde edilenlere kiyasla daha hassas oldugunu gostermektedir. Fakat artan adaptivite adimlarinin,
hesaplama yiikiinii artirdigindan biiyiik boyutlu problemler i¢in paralel algoritmalarin kullanilmasi

gerekli olabilir.

Anahtar Kelimeler: Agsiz Yontemler, Eleman Bagimsiz Galerkin Yontemi, Hareketli En Kiigiik
Kareler Yéntemi, Sekil fonksiyonlari, Interpolasyon

VI



PhD. Thesis
SUMMARY

OPTIMIZATION OF MESHLESS GALERKIN METHOD AND APPLICATIONS WITH SOME
NEW ADAPTIVE ALGORITMS

Siileyman SENGUL

Karadeniz Technical University
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Mathematics Graduate Program
Supervisor: Prof. Dr. Erhan COSKUN
2016, 223 Pages, 2 Appendix Pages

In this study, among the family of Meshless Methods, we consider Element Free Galerkin
Method for solving differential equations. In Element Free Galerkin Method, shape functions are
obtained using Moving Least Square Method. Unlike the Finite Element Methods, Meshless
Methods do not require construction of a mesh, thus enable us to determine approximate solution
using less computational effort.

In the first Section, some new properties of shape functions including translation invariance
property are derived and these properties are used to obtain shape functions on a given
computational domain with considerably less number of floating point operations. This approach
also has led to construction of associated algebraic system with less computation work as compared
to conventional practice. Furthermore, adaptive algorithms are proposed for one dimensional
stationary problems to have better accuracy in approximate solution.

In Section two, the adaptive algorithms are generalized to time-dependent linear and
nonlinear problems.

In Section three, we show that the translation invariance property of shape functions also
hold in two dimensional domains and that this property leads to considerable computational
savings. Furthermore, a Hessian based adaptive strategy is proposed and implemented for some
problems on two dimensional domains.

The results show that solutions obtained by adaptive algorithms are much more accurate,
however, as the number of steps in adaptivity increases, the computational load also increases

which then may require appropriate parallel algorithms for large size problems.

Key Words: Meshless methods, Element Free Galerkin Method, Moving Least Square Method,
Shape functions, Adaptivity , Interpolation
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Diferensiyel denklemlerin sayisal ¢dziimleri i¢in Sonlu Farklar ve Sonlu Elemanlar
yontemlerinin yani sira, 6zellikle 1990’11 yillarda gelistirilmeye baslanan Agsiz yontemler
mevcuttur. Agsiz yontemler, Sonlu Fark yontemlerindeki geometri kisitlamasi ve Sonlu
Elemanlar yontemindeki sabit sekil fonksiyonlarini kullanan kisitlamalarint ortadan
kaldirarak, sekil fonksiyonlarini ¢6ziim siirecinin bir pargasi olarak elde etmektedirler.

Giinlimiize kadar birgok agsiz yontem gelistirilmis olup bunlar1 diferensiyel
denklemin giiglii seklini kullanan agsiz yontemler, zayif seklini kullanan agsiz yontemler
ve yerel zayif seklini kullanan agsiz yontemler olarak ii¢ gruba ayirabiliriz. Gliglii sekli
kullanan agsiz yontemlerden bazilart Genel Sonlu Farklar Yontemi(General Finite
Difference Method (GFDM)), Agsiz Kolokasyon(Collacation) Yontemleri ve Sonlu Nokta
Yontemidir. Zayif seklini kullanan agsiz yontemlere ornek olarak Yayilan Eleman
Yontemi(Diffuse Element Method(DEM)), Eleman Bagimsiz Galerkin Y 6ntemi(Element
Free Galerkin(EFG) Method), Radyal Nokta Interpolasyon Yéntemi(Radial Basis Point
Interpolation Method(RPIM)) verilebilir. Yerel zayif seklini kullanan agsiz yontemlerden
bazilar1 ise Agsiz Yerel Petrov-Galerkin(The Meshless Local Petrov-Galerkin(MLPG))
Yoéntemi ve Yerel Radyal Nokta Interpolasyon Yontemidir(The Local Radial Point
Interpolation Method(LRPIM))(Liu ve Gu, 2005). Dolayisi ile agsiz yontemlerin iyi bir
sekilde analiz edilebilmesi i¢in bir diferensiyel denklemin giiglii, zayif ve yerel zayif
sekillerinin bilinmesi gerekmektedir.

Bu ¢alisma 3 boliimden olusmaktadir. 1. boliimde bir diferensiyel denklemin giigli,
zayif ve varyasyonel sekilleri sinir katmani igeren bir problem iizerinde verilmis ve bu
sekilleri kullanan agsiz yontemlere deginilmistir. Ayrica, bu agsiz yontemlerden biri olan
ve bu caligmanin temelini olusturan Eleman Bagimsiz Galerkin yontemi ile ilgili genel
bilgiler verilmis olup bu yontemdeki sekil fonksiyonlarinin bazi yeni 6zellikleri elde
edilmistir. S6z konusu 6zellikler yardimiyla sekil fonksiyonlarinin daha etkin bir bigimde
elde edilebilecegi ispatlanmis ve niimerik verilerle de bu 6neri dogrulanmistir. Ayrica bu
yontem i¢in 1 boyutlu uzayda diiglim noktalarinin yer degistirmesi ve yeni diigtim noktasi

eklenmesi temeline dayali iki adaptif algoritma Onerilerek ¢oziimii zamanla



degismeyen(stasyonel) problemlere uygulanmistir. 2. boliimde adi diferensiyel denklemler
icin  geligtirilen adaptif algoritmalar zaman bagimli diferensiyel denklemlere
genisletilmistir. 3. boliimde ise 2 boyutlu uzayda Hareketli En Kiiciik Kareler yontemi ile
sekil fonksiyonlarinin elde edilmesi asamalar1 anlatilarak 1 boyutlu uzayda sekil
fonksiyonlar1 i¢in elde edilen Ozelliklerin 2 boyutlu uzayda da gegerli oldugu
gosterilmistir. Bu ozellikler yardimiyla Eleman bagimsiz Galerkin yontemi ile verilen
problemin sistem matrisini elde etmede gerekli aritmetik islem sayis1 6nemli olgiide
azaltilmistir. Ayrica 2 boyutlu uzaydaki problemler i¢in Hessian tabanli adaptif bir
algoritma onerilerek farkli problemler iizerinde test edilmistir. Test sonuglarindan 6nerilen
algoritmalar ile denklemin ¢6ziimiindeki ani degisim bdlgelerinde, ¢oziimii iyi temsil eden

yaklagimlarin elde edildigi gosterilmistir.

1.2. Diferensiyel Denklemlerin Giiglii, Zayif ve Varyasyonel Sekilleri

Sonlu elemanlar yonteminde oldugu gibi agsiz yontemler de diferensiyel
denklemlerin giiglii, zayif veya varyasyonel sekillerine uygulanirlar. Yapilan ¢alismalar
vermeden Once diferensiyel denklemlerin bu sekillerini bir 6rnek problem {izerinde
inceleyelim.

Ornek 1. Smir katmani iceren

d?u ,

—a——+u=1,a:sabit,a >0 1)
dx?

u(0) =0,u(1) =0 2

problemini goz oniine alalim(Strang, 1986). (1) diferensiyel denklemine problemin “giiglii
sekli” ad1 verilir. Denklemin zayif sekli ise asagidaki gibi elde edilir.

(1) diferensiyel denkleminin her iki tarafi elemanlari

V ={v:v,[0,1] araliginda siirekli, v’ par¢ali siirekli ve [0,1] araliginda sinirl

fonksiyon, v(0) = v(1) = 0}

lineer uzayindan alinmis, v € V, test fonksiyonu ile carpilir ve tanim aralig1 iizerinde

integre edilirse



1 dZu 1
J. (—a—Z + u) vdx = f lvdx
0 dx 0
bulunur. Buradan
1 dZu 1 1
—a| —Zvdx+ f uvdx = f vdx
o dx 0 0
elde edilir. Birinci integral terimine kismi integral alma metodu uygulanirsa

x=1 Ldudv

1d2%u p _du
vdx = vx=0 drdx X

o dx? dx

bulunur. Bu bagint1 son denklemde yerine yazilirsa

du [*=! Ydudv p 1
+a ——dx+] uvdx=j vdx 3)
o dxdx 0 0

x=0

elde edilir. v € V oldugundan v fonksiyonu sinir kosullarini saglar. Dolayist ile (3)

bagintisindaki sinir teriminin degeri

a2 ) - 2 ey = o
dx Ul " dx Y dx VN T

dir. Dolayzst ile (3)’teki sinir terimi diiger ve

Ydudv 1 1
a ——dx+j uvdx=j vdx,Vv eV 4
o dxdx 0 0

bagintisi elde edilir. (4) bagintisina (1) diferensiyel denkleminin “zayif sekli” denir.
Sonlu Elemanlarda kullanilan diger bir yontem Ritz yontemidir. Bu yontem

problemin varyasyonel sekline uygulanir. Varyasyonel sekilde, bir fonksiyonel ile ¢alisilir
ve bu fonksiyoneli minimize eden denklem, (1) diferensiyel denklemine karsilik gelir.

Ikinci mertebeden Lv = fdenkleminin varyasyonel sekli ise Vv € V test fonksiyonu igin
min [ (v) = (Lv,v) — 2(f,v) veyamin [ (v) = %(Lv, v) —{f,v)

ile verilir(Strang, 1986). Burada, L, (1) diferensiyel denkleminin lineer operatorii ve (-,*)

ise i¢ carpimdir. [’ya ise “fonksiyonel” adi verilir. Burada tanimlanan i¢ ¢arpim, reel
degerli u ve v igin

(u, v) =j u(x)v(x)dx
0



seklindedir. (1) diferensiyel denklemi igin

2
L=—-a—+1f=1
Cax? +1f
oldugundan I (v) fonksiyoneli

1

1
[(v) = (Lv,v) — 2(f,v) = f (—av" + v)vdx — Zf lvdx
0 0

1
= J. (—av"'v + v? - 2v)dx
0
olarak bulunur. I (v) fonksiyonelindeki ilk terime
1 1
f v''vdx = vv'|%Z} —f v'v'dx
0 0

kismi integral alma metodu uygulanirsa
1

1 1
I(v) = —avv'|325 + af (v")2dx +j- vidx — Zf vdx

0 0 0
elde edilir. v € ¥V oldugundan v(0) = v(1) = 0’dir. Dolayist ile I(v) fonksiyonelindeki

ilk terim diiser. Buradan I(v) fonksiyoneli

I(v) = f (a(w")? + v? — 2v)dx (5)
0

olarak bulunur. min I(v)’ye (1)-(2) probleminin “varyasyonel sekli” ad1 verilir.
Eger u € C2[0,1] ise problemin giiclii sekli, zayif sekli ve varyasyonel sekli arasinda
(e @3 <=(6)

bagintis1 mevcuttur. Yani,

2

(D) — ad—Z+u =1Lu(0)=u(1)=0
dx

diferensiyel denkleminin ¢6zimii ve

M)vveVicinaueV:I(u) <I(v)

- Ydudv 1 1
(MVveVigindueV:a| ——dx +f uvdx = f vdx
o dxdx 0 0

olmak tizere
D) & M) = (V)
denklik bagmntis1 gecerlidir(Johnson, 2009).



1.3. Ags1z Yontemler

Ag, onceden tanimli diiglimler ve aralarindaki iligkilerinden olugan bir graf olarak
diistintilebilir. Sonlu farklar yonteminde aglar 1zgara, sonlu hacimler yonteminde hacim ve
hiicre, sonlu elemanlar yonteminde ise eleman olarak adlandirilmaktadir. Bu yontemlerde
problemin ¢6ziim asamasina gecilmeden 6nce ¢oziim ag1 tanimlanmalidir.

Sonlu elemanlar yonteminde aglar, elemanlardan olusan yapilardir. Bu elemanlar bir
boyutlu uzayda dogru parcalari, iki boyutlu uzayda tiggenler veya dikdortgenler iken ¢
boyutlu uzayda prizmalar olarak segilir. Problemin ¢6ziim asamasina gegilmeden Once
elemanlar tamimlanir ve elemanlar tizerinde sekil fonksiyonlari olusturulur. Fakat
elemanlar olusturulurken uyulmasi gereken kosullara dikkat edilmelidir. Ornegin, higbir
ticgenin kdsesi komsu iiggenin kenari ile cakismamalidir. Agsiz yontemlerde ise ¢ozliim
oncesinde ag tanimlanmis olmasi gerekmemektedir. Sadece ¢oziim bolgesi igerisinde
diiglim noktalar1 almak yeterlidir. Bu diigiim noktalarinin yerlerinin seg¢imi tamamen keyfi
olup problemin yapisina uygun olarak belirlenir. Bu noktalar arasinda herhangi bir
iletisime gerek yoktur. Sekil fonksiyonlar1 ise secilen diigiim noktalar ile birlikte ¢éziimiin
bir pargasi olarak elde edilir.

Sonlu elemanlar yontemi siirekli ¢oziime sahip olan problemlerde iyi sonuglar
verirken catlak simiilasyonu gibi geometride siireksizlik igeren problemlerde sorunlar
yasanmaktadir. Bu sorunlardan bir tanesi siireksizlik igeren bolge etrafinda ag
olusturulmasi problemidir. Boyle problemlerde bu bolge etrafinda ag olusturulmasi
asamast ¢ok zaman harcanmasina neden olmaktadir. Ayrica sonlu elemanlar yonteminde
adaptivite uygulanirken geometri tekrardan daha ¢ok elemanlara boliiniir ve bu elemanlar
tizerinde sekil fonksiyonlari tanimlanir. Bu ise problemin ¢6ziim siiresini artirdigi gibi
adaptiviteyi de negatif yonde etkilemektedir(Pekedis ve Yildiz, 2010).

Agsiz yontemlerde herhangi bir ag olusturmaya gerek olmadigindan siireksizlik
igeren problemlerde, siireksiz bolgenin etrafina diigiim noktalar1 sik¢a serpilerek problem
¢oziiliir. Dolayis1 ile sadece problemin yapisinin bilinmesi diigiim noktalarinin yerlerinin
belirlenmesi i¢in yeterlidir ve dogal olarak ag olusturmada karsilasilan zorluklar bu
yontemde goriilmez. Ayrica sekil fonksiyonlart ¢6ziimiin bir pargasi olarak elde
edildiginden sisteme yeni diiglim noktasi eklenmesine veya sistemden nokta ¢ikarilmasina
¢ok uygun bir yontemdir. Bu yiizden, agsiz yontemlere adaptivite sonlu elemanlara gore

daha kolay uygulanabilmektedir.



Calismamizda genel olarak agsiz yontemler igerisinden Eleman Bagimsiz Galerkin
yontemini inceliyoruz. Bu yontemde sekil fonksiyonlari Hareketli En Kiigiik Kareler
yontemi ile elde edilmektedir. Oncelikle hareketli en kiiciik kareler yontemini inceliyoruz.
Ancak bu yonteme deginmeden once agirlikli en kiigiik kareler yontemi ile egri uydurma

problemine kisaca goz atalim.

1.4. Agirhikh En Kiiciik Kareler Yontemi

Egri uydurma problemlerinde en ¢ok kullanilan yontemler arasinda en kiigiik kareler
yontemi ve agirlikli en kiiclik kareler yontemi gosterilebilir. Bu yontemler, bir deney
sonucu veya bir arastirma sonucu elde edilen verilere yeterince yakin noktalardan gecen
fonksiyonu belirleme problemidir. En kiigiik kareler yontemi literatiirde ¢okga bilinen ve
kullanilan bir yontem oldugu i¢in bu boliimde sadece agirlikli en kiigiik kareler yontemine
deginilmektedir. En kii¢iikk kareler yontemi hakkinda detayli bilgi i¢in [(Fasshauer,
2007)]’ye bakiniz.

(xl-, f (xl-)),i =1,2,..,n veri ¢iftleri verilmis olsun. Burada, x; € RS,

s = 1ve f(x;) € R’dir. Yaklagim uzay1 ise

Hil = <p1!p21 "-;pm),m <n

ile gosterilsin. Burada, p;,i=1,2,..,m ’ler en c¢ok d. dereceden s degiskenli
polinomlardir.

Agirliklh en kiigiik kareler yontemi, x; noktalarina karsilik gelen f(x;),i = 1,2, ...,n
degerleri ile u yaklagim fonksiyonu arasindaki farkin [, normunu minimize eder. Bu

uzaydaki norm

(F. 9w = ) FEDgGw(x) ©)

i¢ carpimi ile tanimlanan



n

1B = D TFGlPwx) ™

i=1

indirgenmis normudur. Burada, w(x;),i = 1,2, ...,n’ler skaler agirliklardir. u € [[3

oldugundan yaklasim fonksiyonu

m

u(x) = z cpj(x), x € R® (8)

j=1

seklinde yazilir. Burada, cj'ler, j = 1,2, ..., m bilinmeyen katsayilardir. Dolayis1 ile agirlikli
en kiiciik kareler yontemi

min{|f — ull;w
edecek sekilde bilinmeyen katsayilari belirler. [[ uzayinda f fonksiyonu i¢in en iyi u

yaklagimi

f—u Ll (9)
ile belirlenir. (9)’dan

(f —wpdhw =0,k=12,..,m (10)

elde edilir. (8)’deki yaklasim fonksiyonu (10)’da yerine yazilirsa

m
(f—chpj DPidw =0,k =1.2,..,m
j=1

bulunur. I¢ ¢arpimin 6zellikleri ile

m
F.odw =) 6P P = 0, = 1.2,..,m
j=1

m

= (f‘ pk)W - z Cj(p}) pk)w = O,k = 1,2, e, M

j=1

m
< Z ci{pj, odw = Pidw, k= 1,2,...,m
=1



S Ac = f (11)

olarak elde edilir. (11) sistemindeki A matrisinin elemanlart Ay, = (p;, P)w, 1 < j,k <m
olup bu matrise “Gram matrisi” adi verilir. f, = [(f,pw (L, 2w = Fr Pmdwl”
vektoriine “sag yan vektorli” adi verilir. (11)’e ise “normal esitlik” denir.

Bu problem bir lineer cebir problemi olarak da diisiiniilebilir. (x;, f(x;)) veri giftleri

icin (8) ile verilen en iyi yaklasimi bulmaya galisalim. Bu takdirde bu veri g¢iftleri (8)

yaklasiminda yerine yazilirsa

z ijj(x1) = f(xy)
j=1
Z ijj(xz) = f(xz)
=1
z cipj(xn) = f(xp)
=1

elde edilir. Matris formunda ise Gy, matrisinin elemanlar1 G;; = p;(x;), f vektdriiniin

elemanlan f; = f(x;),1 <i <n,1<j < m olmak iizere
Gc=f (12)

seklinde yazilabilir. n > m oldugundan genelde (12) sisteminin ¢6ziimii mevcut degildir.
Fakat (12) sistemi yerine x;,i = 1,2, ...,n degerleri birbirinden farkli oldugu igin tek

¢Oziimii mevcut olan
GTWGc = GTWf (13)

sistemi ¢ozdiiriilerek bilinmeyen katsayilar belirlenir. Burada W = diag(wy, wy, ..., wy,)
diagonal agirlik matrisidir. (11) ile (13)’deki denklem sistemleri karsilastirildiginda
A=G"WG, f, = G"W oldugu goriiliir(Fasshauer, 2007).



1.5. Hareketli En Kiiciik Kareler Yontemi(HEKKY)

Lancaster ve Salkauskas(Lancaster ve Salkauskas, 1981) tarafindan yaklasim
teorisinde kullanilan hareketli en kii¢iik kareler yontemi, eleman bagimsiz Galerkin
yonteminde sekil fonksiyonlarini elde etmede kullanilmistir. Bu yaklagimin agirlikli en
kiiclik kareler yonteminden en dnemli farki yontemde kullanilan i¢ ¢arpim ve bu i¢ carpim

ile elde edilen normdur. Hareketli en kiigiik kareler yonteminde i¢ ¢arpim

<£.9 >w= ) fEDgGW(x ),y € Rsabit (14)

i=1

seklinde tammlanir. Burada w(x;,"),i = 1,2, ..., n, y’nin bir fonksiyonudur. Dikkat edilirse
agirlikli en kiigiik kareler yonteminde tanimlanan i¢ carpimdaki agirliklar sabit iken
hareketli en kiiciik kareler yonteminde y’nin fonksiyonudur. Dolayist ile (14)’teki i¢
carpimin tanimi, problem igeriSinde tanimli ikinci bir degisken getirir. Boylece problem

icin aranan yaklasim (8)’den farkli olarak

m

u(xy) = ) GO0, x € RS (15)

j=1

seklinde arastirilir. Burada x’i global, y’yi ise yerel degisken olarak diisiinebiliriz. Bu

degiskenler asagidaki gibi tanimlanir.

Tanmm 1. Tanim kiimesi lizerinde degerler alan degiskene “global degisken”, ve yine tanim
kiimesinde fakat sadece agirlik fonksiyonlarinin sifirdan farkli oldugu bolgelerde degerler

alan degiskene ise “yerel(local) degisken™ adi verilir.

(15)’den aranan c; ’lerin sabitler olmayip yerel degiskene bagl oldugu goriiliir.

Dolayisi ile minimize edilmesi gereken fonksiyon yeni norma gore

n

If = uC N, = D 1F G = ulee W ) (16)

=1
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seklindedir. (15)’deki u(-,y) yaklasimi ile (16) bagintist minimize edilerek bilinmeyen
fonksiyonlar belirlenir. Bununla birlikte agirliklar y ile gosterilen yerel degisken ile
hareket ettiginden yonteme “hareketli en kiigiik kareler yontemi” adi verilir.

(16)’nin minimize edilmesi i¢in agirlikli en kiigiik kareler yontemindeki islemler

tekrarlanirsa normal esitlik

m

> GO POw, = (o Pdwy k= 12,.m 17)
j=1

seklinde bulunur. Dolayisi ile (17) sistemi, hesaplanmasi gereken her bir y degerinde
yeniden c¢oziilmesi gerekir. Bu bir dezavantaj olarak goriinse de m ve s ’nin kii¢iik
degerlerinde (17) sisteminin ¢oziimi analitik olarak hesaplanabilir. Boylece her bir y
degeri i¢in bir lineer sistem ¢ézmekten kaginilabilir.

(17) sisteminin matris formu ise

AY)cy) = L) (18)

seklinde ifade edilir. Burada A(y) matrisinin elemanlari

A ) = B3Py = ) Py COPLGEIW L Y) (19)

seklinde olup bilinmeyenlerin olusturdugu vektor
c@)=[c(0) () - O]

dir. Sag yan vektorii ise

£6) = [(fipw, (Fobohw,  FoPmdu]
dir.

Herhangi bir y noktasinda (18) sisteminin ¢dziimiiniin mevcut olmasi igin A(y)
matrisi tersinir olmalidir. Bunun saglanmasi i¢in hesaplama yapilacak her bir y noktasinda
A(y) matrisi veri kiimesinden belli sayida nokta i¢ermesi sinirlamasi probleme eklenir. Bu

sinirlamaya Kesim 3.1.1°de deginilmistir. Bu kosul saglandigi durumda polinom tabani
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lineer bagimsiz oldugundan ve agirlik fonksiyonlar1 pozitif olarak sec¢ildiginden dolay1
Gram matrisi simetrik ve pozitif tanimlidir(Fasshauer, 2007).
Gram matrisinin genel yapisin1 gérmek i¢in asagidaki bazi 6zel durumlar1 goz 6niine

alalim.

Ornek 1. s =1,d =1 olsun. Bu takdirde m = 2 olup [[§ =< 1,x >’dir. Dolays1 ile

(19)’da elde edilen Gram matrisi

- n n T
w(x;, xXiw(X;,
<11 >Wy <1x >Wy ; (xi,¥) ; iw(x;,y)
A(Y)z <x’1 >Wy <x,x>wy == n n
D xwy) ) xbw(y)
Li=1 i=1 -

olarak bulunur. f,, sag yan vektorii ise

D FGwxs )
i=1

n

<fi1>,,
<f,x >w, -

() =

D wf Gw, )

Li=1
seklindedir. Bu takdirde A(Y)2x2¢(¥)2x1 = fp(¥)2x1 sistemi analitik olarak ¢oziilerek
bilinmeyenler kolaylikla hesaplanir. Bu sekilde elde edilen u yaklasimina “1 boyutlu

uzayda lineer yaklagim” ad1 verilir.

Ornek 2.5 = 2,d = 1 olsun. Bu takdirde m = 3 olup problem 2 boyutlu bir problemdir.
Dolayist ile [[§ =< 1,x,y > olup Gram matrisi

_< 1,1 >WZ < 1‘x >WZ < 1,y >WZ
A =|<x1>, <xx>, <xy>,,
<y,1>, <¥xX>, <¥VYy>w,

_n n n
z w(x;, ¥i, 2) inw(xi:Yi'Z) ZYiW(xi:Yi'Z)
i=1 i=1 i=1
n n n

= inW(xi»Yi»Z) inzw(xi'yi'z) in}’iw(xi'}’i,Z)

i=1 i=1 i=1

n n n
Z}’iW(xi,}’i»Z) inYiW(xi»Yi'Z) Zyizw(xi’Yi'Z)
“i=1 i=1 [ i
ve sag yan vektori
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_ n _
Zf(xi’Yi)W(xi:)’i:Z)
<f1>,1 [
fo(2) = |<f.x>w,|= inf(xi»yi)w(xi'Yi'Z)
<f.y>w, i=1
n

> nf G ydwx,yi,2)

-i=1

dir. Bu yaklasima ise “2 boyutlu uzayda lineer yaklagim” ad1 verilir.

Not. Agirlik fonksiyonlar1 genellikle |y — x;| 'nin fonksiyonu olarak ifade edildiginden

bundan sonraki boliimlerde w(x;, y) yerine w(y — x;) notasyonu kullanilmaktadir.

1.6. Hareketli En Kiiciik Kareler Yontemi(HEKKY) ile Sekil Fonksiyonlarimin
Olusturulmasi

Belytschko ve arkadaslari(Belytschko vd., 1994) eleman bagimsiz Galerkin
yonteminde sekil fonksiyonlarimi elde etmek i¢in hareketli en kiiciik kareler yontemini
kullanmiglardir. Bu yontem ile sekil fonksiyonlarinin elde edilmesi asamalar1 asagidaki

gibidir.

N)
R
=
S

Sekil 1. Diigiim noktalar ve agsiz yontemdeki sayisal yaklagim

Kesim 1.5’te bahsedildigi iizere hareketli en kiigiik kareler yonteminde digim
degerleri(Sekil 1°de u;,i = 1,2, ...,n’ler) ile yaklasim fonksiyonu (Sekil 1’deki u”(x,y))
arasindaki farkin w,, normunun minimum olmas1 amaglanir. Burada u;’ler, x; noktasindaki

diigiim degerleri olup genel olarak u; # u(x;, x;) dir.



13

Eger 1 boyutlu uzayda lineer taban fonksiyonlari kullanilirsa (15)’den yaklasim

h =max {x;;; —x;},i=1,2,...,n — 1 olmak {izere

w0 ) = a0) + ax = [141 [207] = pT@a) 20)

seklinde olup normal esitlik ise Kesim 1.5°de Ornek 1°den

n

- n - - n -
Z w(y —x;) Z xiw(y — x;) Z w(y — x)u;
i=1 i=1 [ao(Y) _| = (21)
- = a1 (y) -
D xwly—x) ) xtwly =x) > xwly -
Li=1 i=1 - Li=1 -
olarak elde edilir. (21) denklem sisteminin sagindaki ifade
_n -
z w(y — x)u; t
i=1 _ w(y —x;) w(y — x3) v WY —x) u.z
= xyw(@ —x1) xw(y —xz) o xqaw (Y —xp)
Z xiw(y — X)) Un
=1
= Br(y)u
w(y —x;) w(y — x3) v Wy —xp)
= B, (y) = [ 22
D= lawy —x) wwy—x) . Wl —x,) 2
seklinde yazilabilir. Bilinmeyenlerin olusturdugu vektor ise
ao(y)
a =
2 [a1(J’)
olarak alinirsa (21) denklem sistemi
An(Y)a(y) = Br(y)u (23)

seklinde ifade edilir. Burada A; (y) matrisi
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n

_ zn: w(y — x;) Z xiw(y — xi)_
A = " i (24)
Z xw(y — x;) z xiw(y — x;)

dir.
Bilinmeyenlerin olusturdugu vektor (23)’ten
a(y) = Ay (B (y)u

olarak bulunur. Dolayist ile aranan yaklagim (20)’den

u"(x,y) = p" (Da®y) = p" (DA (B (u (25)
seklinde bulunur. (25)’teki yaklagim fonksiyonu ise

u(x,y) = ¢n(x, y)u
olarak yazilabilir. Burada

bn(xy) = [pF(x,y) dF(xy) .. ¢rxy)] =p (DA, )Br(Y) (26)

seklindedir. Sonug olarak aranan yaklagim

Uq
Wh(xy) = gr(eyu = (1Y) ¢E6y) . ohel|
un

= Z of (6, )y (27)

dir. Buradaki qb{l(x, y),i = 1,2, ...,n fonksiyonuna “sekil fonksiyonu” ad1 verilir ve

B y) = ) p(AF DIB)) = PP AT Bdi =12, 29)
j=0

dir. Burada (Bp); , B matrisinin i. siitunudur (Dolbow ve Belytschko, 1998).



2. YAPILAN CALISMALAR

Agsiz yontemlerin gelisimi Kolokasyon(Collocation) yonteminden 70 yil daha
eskiye dayanir(Slater, 1934; Frazer vd. 1937). ilk agsi1z yontemlerden bazilar1 keyfi aglarn
secilmesi ile olusturulan Genel Sonlu Farklar Yontemidir(General Finite Difference
Method(GFDM))(Girault, 1974; Pavlin ve Perrone, 1975; Snell vd. 1981; Liszka ve
Orkisz, 1980; Krok ve Orkisz, 1989) (Liu ve Gu, 2005). Bu ¢alismalardan sonra farkli
agsiz yontem tiirleri gelistirilmistir. Bu yontemleri problemin gii¢lii seklini kullanan agsiz
yontemler, zayif seklini kullanan agsiz yontemler ve yerel zayif seklini kullanan agsiz
yontemler olarak ii¢ gruba ayirabiliriz.

Guglii sekli kullanan yontemlerde genel olarak Kolokasyon teknigi ile digim
noktalarinda ve sinirlarda problem ayriklastirilarak sayisal ¢oziimler elde edilir. Bu
yontemlerden bazilar1 Genel Sonlu Farklar Yontemi(GFDM), (Girault, 1974; Pavlin ve
Perrone, 1975), Agsiz Kolokasyon Yontemleri(Kansa, 1990; Wu, 1992) ve Sonlu Nokta
Yontemidir(Finite Point Method(FPM))(Onate vd., 1996). Giiglii sekli kullanan yontemler
basit bir algoritmaya sahip olmasi ve tamamen agsiz yontem olmasi gibi ozelliklerden
dolay1 avantajl bir yontemdir. Fakat genelde kararsiz ve 6zellikle tiirev igeren sinir kosullu
problemlerde hatali sonuglar vermesi en O6nemli dezavantajlaridir. Arastirmacilar tiirev
iceren smir kosullart i¢in Hermite tip sekil fonksiyonlari veya tlirev igeren sinirlarda
diizglin ag yapisi kullanmak gibi farkli yontemler ile bu dezavantaji ortadan kaldirmaya
calismaktadirlar(Liu ve Gu, 2005).

Zayif sekli kullanarak elde edilen ¢oziimlerde tiirev iceren sinir kosullar1 probleme
dogrudan uygulandig1 ve giiclii sekildeki tiirevlerin bir derece diisiik mertebesine kadar
tiirevlerin hesaplanmasi1 gerektiginden giiclii sekle gore daha avantajhidir. Bu sekil
kullanilarak elde edilen yontemlerden bazilar1 problemin genel(global) zayif seklini
kullanirken bazilar1 ise yerel(local) zayif seklini kullanmaktadir. Genel zayif sekilde
problemin ¢6ziim bolgesinde integral alinmasi gerekirken yerel zayif sekilde integraller,
¢Oziim bolgesinin bir alt bdlgesi olan Q, € Q ve bu bolgenin sinir1 olan Iy, lizerinde
tanimlanir. Genel zayif sekilde integrallerin sayisal olarak hesaplanmasi ic¢in genel
artalan(background) hiicrelerinin tanimlanmas1 gerekirken yerel zayif sekilde buna ihtiyag
yoktur. Bu ylizden genel zayif sekil yaklasimlari tamamen agsiz yontem olmayip yerel

zay1f sekil yaklagimlari tamamen agsiz yontem olarak adlandirilir(Liu ve Gu, 2005).
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Genel zayif seklin kullanildig1 agsiz yontemler 199011 yillarin 6ncesine dayanmakla
birlikte gilinlimiize kadar bu alanda birgok c¢alisma yapilmigtir. Nayroles ve
arkadaslari(Nayroles vd.,1992) hareketli en kiigiik kareler yaklasimini(Moving Least
Square(MLS) Method) (Lancaster ve Salkauskas, 1981) kullanarak Yayilan Eleman
Yontemini(Diffuse  Element Method(DEM))  gelistirmisglerdir.  Belystschko  ve
arkadaslari(Belystschko vd., 1994a) ise DEM yontemini baz alan Eleman Bagimsiz
Galerkin Yontemini(Element Free Galerkin Method(EFG)) gelistirmislerdir. Bu yontem
birka¢ farklilik haricinde DEM ile aynidir. Bu farkliliklar olarak esas smir kosullariin
uygulanmasi i¢in Lagrange carpanlari yonteminin Kullanilmasi, sekil fonksiyonlarinin
tiirevlerinin tam olarak hesaplanmasi gosterilebilir. Radyal Nokta Interpolasyon Yéntemi
(Radial Basis Point Interpolation Method(RPIM)) ise 2001°de G.R. Lui ve Gu(Liu ve Gu,
2001c), 2000°de G.R. Lui ve Wang(Wang ve Liu, 2000) tarafindan gelistirilmistir. Bu
yontemde sekil fonksiyonlarmi elde etmede kullanilan polinomsal Nokta interpolasyon
Yonteminde(Point Interpolation Method(PIM))(Liu ve Gu, 1999) olusan matrisin
singiilerliginden kurtulmak i¢in PIM’e radyal taban fonksiyonlari eklenmistir. Bir diger
genel zayif sekil yaklasimi ise 1995 yilinda Liu ve arkadaslari(Liu vd., 1995) tarafindan
onerilen Cekirdek Ureten Pargactk Yontemidir(The Reproducing Kernel Particle
Method(RKPM) (Liu ve Gu, 2005)). Bu yontemin ana fikri orijinal ¢ekirdegin diizenleyici
bir fonksiyon yardimiyla olusturulmasidir.

Bir diger zayif sekil yaklagimi Babuska ve Melenk tarafindan Onerilen bir yontem
olan Birimin Par¢alanmasi Y 6ntemidir(Partition of Unity)(Babushka ve Melenk, 1997). Bu
yontemin temelini, parcalanmis birimin alinip herhangi bir yaklasim tabani ile ¢arpilmasi
ile yeni ve daha iyi bir yaklasim tabaninin elde edilmesidir. Duarte ve Oden birimlerin
pargalanmasi ile yeni fonksiyonlar bulmayi arzularken, hp-bulutlari(hp-cloud)(Duarte ve
Oden, 1995) yontemini gelistirmislerdir.

Yerel zayif sekli kullanan yontemler olarak Agsiz Yerel Petrov-Galerkin(The
Meshless Local Petrov-Galerkin(MLPG)) Yo6ntemi(Atluri ve Zhu, 1998a) ve Yerel Radyal
Nokta Interpolasyon Yontemi(The Local Radial Point Interpolation Method(LRPIM))(Liu
ve Gu, 2000b) verilebilir. MLPG yonteminde sekil fonksiyonlar1 EFG yontemindeki gibi
hareketli en kiiciik kareler yontemi ile hesaplanirken LRPIM yonteminde RPIM’deki
radyal taban fonksiyonlar1 kullanilir. Bu yontemlerde sayisal integral alma islemi igin bir
hiicre yapisinin tanimlanmasina ihtiya¢ duyulmamakta, sadece yerel bolgelerin ve yerel

bolge sinirlarinin tanimlanmasi yeterli olmaktadir(Liu ve Gu, 2005).
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Bu calismada bu yontemler igerisinden EFG yontemi kullanilmistir. Bu yilizden
bundan sonraki kisimlarda sadece bu yontemin kullanildigi ¢alismalara yer verilmistir. Bu
yontemde diiglim noktalar1 arasinda herhangi bir eleman tanimlanmadigindan stireksizlik
igeren problemlere kolayca uygulanabilmektedir. Yontem, Belystchko, T. ve arkadaslar
tarafindan siireksizlik igeren catlak biiyiimeleri problemlerine(Belystchko vd., 1995, 1995,
1996, 2000) uygulanmistir. Krysl, P. ve Belystchko, T. tarafindan once ince kabuk
problemlerine(Krysl ve Belystchko, 1996) daha sonra ise ince levha problemlerine(Krysl
ve Belystchko, 1996) uygulanmistir. Lu, Y.Y. ve arkadaslari(Lu vd., 1995) ise dalga
yayilimi ve dinamik kirilmalar iizerinde yontemi uygulamiglardir. Siireksizlik iceren kati
mekanigi problemlerine ¢esitli aragtirmacilar tarafindan uygulanmig(Cordes ve Moren,
1996, Xu ve Saigal, 1998, Yanjin vd., 2009, Li ve Belystchko, 2001, Xin vd., 2007 vb.) ve
yontem tizerinde gerilme enerjisi tabanli hata analizleri yapilmistir(Chung ve Belytscko,
1998). Cingoski, V. ve arkadaslari(Cingoski, V., 1998), Parreira, G. ve
arkadaglari(Parreira, 2006) elektromanyetik alan hesaplama problemlerine, Brighent,
R.(Brighent, 2005) 3 boyutlu kirilma mekanigi problemlerine, Belinda, J. ve
arkadaslari(Belinda vd., 2005, 2006) izotropik olmayan simetrik levhalarin elastik ve
elasto-plastik analiz problemlerine uygulamislardir. Singh, 1.V. ve Jain, P.K.(Singh ve Jain,
2005) tarafindan 1s1 transfer problemine uygulanarak bu problem icin paralel algoritma
onermislerdir. Fortan ve MPI programlari kullanilarak yapilan paralellestirme ile hem
hizlanmanin hem de etkinliin artifin1 gozlemlemislerdir. Feng, D. ve arkadaslari(Feng,
2015) yer radart modellenmesinin niimerik simiilasyonlarinda EFG  ydntemini
uygulamiglardir. Yontemi, Wang, H.S. ve arkadaslari(Wang vd., 2015) lineer ve lineer
olmayan materyallerin termo-mekanik dinamik kirilma problemlerine, Zhang ve
arkadaglar1 (Zhang vd., 2008) ise MHD akis problemlerine uygulamislardir EFG
yonteminin uygulandig1 diger problemlerden bazilar ise kirig problemi(Pandey vd., 2013),
3. dereceden lineer olmayan Kdv denklemi(Wang vd., 2010), elekromanyetik alan
hesaplama problemleri(Liu vd., 2004; Yu ve Jia, 2008; Louai, 2007; Hao vd., 2001; Xuan
vd., 2004), Burger denklemi(Zhang vd., 2008), Eddy akim problemleri(Bottauscio vd.,
2006), kararsiz lineer olmayan 1s1 akig problemleri(Singh vd., 2007) vd. olarak verilebilir.
Agsiz yontem Caliskan(Caliskan, 2006) tarafindan ise bazi tek boyutlu problemlere
uygulanmustir.

Hareketli en kiigiik kareler(Moving Least Square(MLS)) yonteminde olusabilecek iyi

durumlu olmayan(ill-conditioned) matrisi 6nlemek igin interpole hareketli en kiigiik kareler
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yontemi(Interpolating Moving Least Square(IMLS)) yontemi Onerilmistir. Bu yontemde
taban fonksiyonlar1 diklestirilerek sekil fonksiyonlart hareketli en kiigiik kareler yontemi
ile elde edilmistir. Bu sayede iyi durumlu(well-conditioned) bir sistem denklemi elde
edilmis olup sekil fonksiyonlar1 Kronecker delta fonksiyon 6zelligini saglarlar: ¢;, i. sekil

fonksiyonu olmak iizere

ORI
dir. Dolayisi ile simir kosullart dogrudan probleme uygulanabilmektedir. IMLS yontemi
bircok probleme uygulanmis olup bunlardan bazilar1 2 boyutlu ¢atlak problemleri(Cheng
ve Li, 2006, Zhang, 2008), elastodinamik problemleri(Zhang vd., 2013, Peng vd., 2014),
elastoplastik problemleri(Cheng vd., 2013), potansiyel problemleri(Ren ve Cheng, 2012),
biyolojik popiilasyon problemleri(Zhang vd., 2014), 1s1 tranfer problemleri(Zhang vd.,
2013, Zhao ve Ren, 2014) genellestirilmis Benjamin-Bono-Mahony-Burger ve
diizenlenmig(regularized) uzun dalga problemleri(Dehghan vd., 2015) 3 boyutlu dalga
denklemine(Zhang, 2012), vb. dir. IMLS yonteminin kompleks degiskenli yaklasimi ise 2
boyutlu Schrondingen denklemine(Zhang vd., 2014), potansiyel problemlerine(Cheng vd.,
2012, Li, 2015)), biiyiik sekil degistirme(deformasyon) problemlerine(Cheng vd., 2012, Li
vd., 2012), biiyiik sekil degistirmeli elastoplastik problemlerine(Li vd., 2014, Peng ve
Cheng, 2011), c¢atlak problemlerine(Cheng ve Li, 2006), konveksiyon-difiizyon
problemlerine(Wang ve Cheng, 2013), elastise problemlerine(Bai vd., 2012, Peng vd.,
2009) vb. uygulanmistir. IMLS-Ritz yontemi ise sistem denkleminin Ritz yontemi ile elde
edildigi problemlere IMLS yaklagiminin uygulanmasi ile elde edilen yaklagimdir. Bu
yontem 2 boyutlu elastodinamik problemlerine(Zhang vd., 2015, Wang ve Liew, 2015),
elastise problemlerine(Zhang ve Liew, 2014) vb. uygulanmistir.

Belytstchko ve arkadaslar1 tarafindan siireksizlik igeren problemler i¢in birimin
parcalanmasi temeline dayanan XFEM yontemi Onerilmistir. Bu yontem ile siireksiz bolge,
alman elemanlarin tekrar ayriklagtirllmasina veya diiglimlerin yerlerinin tekrar
diizenlemesine ihtiyag duyulmadan analiz edilmistir. Bu yontemde siireksiz bolge
komsulugunda farkli taban fonksiyonlar1 tanimlanarak yaklagim uzaymna eklenmistir.
Kullanilan yeni taban fonksiyonlarina giiclendirilmis(enriched) fonksiyonlar adi
verilir(Ghorashi, 2015). XFEM yontemi eleman bagimsiz Galerkin yonteminde siireksizlik
igeren problemlere genisletilmistir. Gelistirilen bu yonteme genisletilmis eleman bagimsiz

Galerkin(XEFG) yontemi adi verilir. Bu yontem ilk olarak Belystchko ve arkadaslari
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tarafindan siireksizlik igeren gatlak problemlerine uygulanmigtir(Belystchko vd., 1995,
1995, 1996). Daha sonra yontem kohezif(cohesive) kirilma problemlerine(Rabzuck ve, Zi,
2006, Goudarzi ve Mohammadi, 2015), lineer elastik kirilma problemlerine(Ventra vd.,
2006), kirilma mekanigine(Belystchko vd., 1994, Sukumar vd., 1997, Brighenti, 2015, Xu
ve Saigal, 1998, Rao ve Rahman, 2000, Fleming vd., 1997), iki materyalin arayiiziindeki
kirilma problemleri(Pathak vd., 2012), catlak biiylimelerine(Jameel ve Harmain, 2015),
termo mekanik problemlerine(Wang, 2015), betonarme yapilar igerisindeki catlak

baslangici ve biiyiimesi problemlerine(Rabzuck vd., 2008) vb. uygulanmustir.



3. BULGULAR

Bu bolimde ilk olarak agirlik fonksiyonlarmin genel ozelliklerini vererek sekil
fonksiyonlarinin sagladigi yeni 6zellikleri elde ediyoruz. S6z konusu 6zellikleri daha sonra
sistem matrisinin elde edilmesinde kullanarak sistemin islem yikiinii optimize etmeyi

amagcliyoruz.

3.1.1. Agirhk Fonksiyonlar1 ve Ozellikleri

Bu boliimde literatiirde en ¢ok kullanilan agirlik fonksiyonlar: verilerek bir diigiim
noktasinin etki alanina ve destek bolgesine deginilmektedir. Ayrica (24)’teki A, matrisinin
tersinir olmasi i¢in gerekli kosullar belirtilmektedir.

Sekil fonksiyonlarinin elde edilmesi asamalarindan goriilecegi {lizere agirlik
fonksiyonlarinin se¢imi hareketli en kiigiik kareler yaklasiminda énemli rol oynamaktadir.
Simdiye kadar yapilan ¢alismalarda w(y —x;), Vy € R, fonksiyonlar1 asagidaki

ozellikleri saglayacak sekilde secilmistir:

e Agirlik fonksiyonlarmin sifirdan farkli degerler aldigi destek bolgesi igerisinde
w(y —x;)>0

e w(y—x;) agirhik fonksiyonu, destek bolgesi igerisinde x; noktasinin solunda
monoton artan, x; noktasinin saginda monoton azalan fonksiyon

e w(y — x;) siirekli bir fonksiyondur.

Son ozellik ile polinom taban fonksiyonlarinin kullanildigi hareketli en kiigiik kareler
yontemi icin w(y — x;) agirlik fonksiyonlari C'smifindan ise ¢ (x,y) sekil fonksiyonlari
da ¢! sinifindandir(Lancaster ve Saulkauskas, 1981). Yukaridaki ozellikler saglandigi
stirece agirlik fonksiyonlarinin se¢imi keyfidir. Arastirmacilar tarafindan farkli agirhik

fonksiyonlar1 kullanilsa da genel olarak kullanilan agirlik fonksiyonlar1 asagidaki gibidir.

1. Kiibik spline fonksiyon(W1)

2/3—4r2+4r3,r <0.5
w@y—x)=wl)=14/3—4r+4r?>—4/3r3,05<r<1
0o ,r>1



21

2. Kuadratik spline fonksiyon(W2)

_ _(1—6r%+8r3—3r?% r<i
w(y—x)=w() = 0 r>1

3. Ustel fonksiyon(W3)
w(y —x) =w() = {e_(%)z, r<i
0, r>1

Yukaridaki fonksiyonlarda B bir sabit ve r = |y —x;||/dyn; olup r ’ye
“normallestirilmis yarigap” denir. d,;; > 0’a ise i. diigiimiin etki alaninin boyutu adi
verilir,. w(y —x;) , i=12,..,n ise “ x; merkezli agirhk fonksiyonu” olarak
adlandirilir(Liu ve Gu, 2005).

Etki alanin boyutu d,,; bir diiglimde

Ami = dmaxCi (29)

ile hesaplanir. Burada, d,,, Statik problemlerde tipik olarak 2.0 ile 4.0 arasinda segilen
skaler parametredir. c;,i = 1,2, ...,n ise A; matrisinin tersinir olmasi i¢in segilen bir
parametre olup kullanici tarafindan belirlenir. Fakat bir boyutlu problemlerde genelde bir
diigtimiin komsu diigiimlere olan maksimum uzaklig1 olarak secilebilir. Bu sayede her bir
diiglimiin destek bolgesi igerisinde en az iki komsu diigiim noktasi bulunur(Dolbow ve
Belytschko, 1998).

(28)’de verilen sekil fonksiyonlarinin 6zelliklerini vermeden once bu bdliimde

kullanacagimiz bazi tanimlar1 verelim.

Tanmm 2. Q c R problemin tanim bdélgesi, x;,i = 1,2,...,n’ler Q’da sec¢ilen digiim
noktalar: ve herhangi i,1 < i < n,icin Q; = {x € Q|¢!(x,y) # 0} olsun. Bu takdirde Q;

bolgesine ¢! (x, y)’nin “etki alan1 (influence domain)” ad1 verilir.

Teorem 1. x; merkezli sekil fonksiyonunun etki alani, Q; = [x; — dpi, x; + dipi] N 4,
i=12,..,ndir.
Ispat. (28) ile
¢r(xy) = p" (DA M Brpi =12, ..,n
olup burada(By);, B, matrisinin i. siitunudur. p, A, ve By, matrisleri yerlerine yazilirsa



22

- n n -1
Z w(y — x;) Z xiw(y — x;)
¢ (x,y) = [11] sz:l ‘§ 2 x‘:"v‘%y__x;)i) i=12,..,n
xw(y — x;) xiw(y — x;)
-i=1 i=1 i

bulunur. Son bagintidan goriilecegi iizere
w(y —x) #0=oM(x,y) 0

dir. Agirlik fonksiyonlarinin tanimu ile

ly — xil <1
dmi

ise agirlik fonksiyonlarinin degerleri sifirdan farklidir. Buradan eger
Xi—dpmi Sy <X +dpy
ise w(y —x;) # 0°dir. Ayrica y € Q oldugundan eger y € [x; — dpp, x; + dp JNQ i€
¢M(x,y) # 0°dir. Boylece
Q=[x —dppx; +dp ]l 0Qi=12,..,n

elde edilir. Burada Q;, x; diigiim noktasina ait y yerel degiskeninin “yasam bolgesidir”.

Sonug 1. x;,i = 1,2, ..., n merkezli agirlik fonksiyonu ile sekil fonksiyonunun etki alanlari

birbirine esittir.

Bu boliimde kullanacagimiz bir diger 6nemli kavram ise bir noktanin destek

bolgesidir. Tanim 3’de destek bdlgesi tanimlanmaktadir.

Tammm 3. Q tanim bdlgesinde segilen bir x noktasinin Q) igerisinde kalan d,,; yarigapl
komsuluguna x noktasiin “destek boélgesi (support domain)” adi verilir. Bir x noktasinin

destek bolgesi Q) < Q ile gosterilir.

Not. Teorem 1 ve Tanim 3 ile Q tanim boélgesi ve x;, 1 < i < n’ler tanim bdlgesinde
secilen diigiim noktalar1 olsunlar. Eger x € Q1 noktasi, secilen diiglim noktalarindan

herhangi birisine esit ise bu takdirde Q) = Q; dir.

Onerme 1. Q¥ € Q, x noktasinin destek bolgesi ve x;, bir diigiim noktas1 olmak iizere eger

x; € QX ise ¢! (x,y) #0,i =1,2,..,n dir. Ayrica x; & Q¥ ise ¢! (x,y) = 0’dir.

Ispat. x; € Q¥ oldugundan x; € [x — d,p;, X + dp;] dir. Buradan

X—dmiSXiSX‘i‘dml'
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elde edilir. Esitsizliklerin her iki tarafi —x — x; ile toplanirsa

—X; —dpi < =X < —x; + dpy;

Sx—dp SX<x; +dpy;
bulunur. Yani, Q;, x;’nin etki alan1 olmak tizere Teorem 1 ile x € Q;’dir. Buradan, Tanim
2 ile o (x,y) # 0 elde edilir.

Simdi x; ¢ QX ise ¢M(x,y) =0 oldugunu gosterelim. Bu takdirde x; ¢ QX
oldugundan |x — x;| > d,; dir. Yani, x & Q;’dir. Dolayis1 ile ¢! (x,y) = 0°dur.

Sonug¢ 1 ve Onerme 1 ile Q%, herhangi bir x € Q noktasinin destek bolgesi ve

x; € QYisew(x —x;) #0,i = 1,2, ...,n oldugu agiktir.

Tanim 4. () tanim bolgesi ve x;,i = 1,2, ...,n,Q’daki diigiim noktalar1 olsunlar. Herhangi
biri,1<i<nicinw(y —x;) # 0,y € Qise y’ye “x; ile iligkili yerel degisken” veya “x;
merkezli agirlik fonksiyonu ile iliskili yerel degisken” ad1 verilir ve

Qy(x) ={y € Qw(y —x;) # 0} c Q
kiimesine de y’nin “yasam bolgesi” adin1 veriyoruz.

Yukarida tanimlanan kiimeleri bir 6rnek iizerinde goérmek igin [0,1] araliginda
aralarindaki uzaklik 0.1 olacak sekilde 11 adet diiglim noktas1 alalim. Bu takdirde

Amax = 2 ve (W1) agirlik fonksiyonu igin xg = 0.5 diigiim noktasina karsilik gelen agirlik
fonksiyonunun grafigi Sekil 2°deki gibidir.

0.7

o6 —

0.5 — —

o4l —

oz —

0.1 — —

v(yerel degigken)

o.4 0.5 0.8 0.7 o.8 0.9 1
x(global deglsken)

Sekil 2. x¢ = 0.5 diigiim noktasindaki agirlik fonksiyonu (w(y — xg¢))

Sekil 2’deki xg = 0.5 diigim noktas1 merkezli agirlik fonksiyonun sifirdan farkli
degerler aldigi bolge, y yerel degiskeninin yasam bolgesidir. Sonu¢ 1 ile agirlik

fonksiyonun etki alani ile sekil fonksiyonunun etki alani birbirine esit oldugundan
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¢ (x,y) nin etki alan1 Qg = [0.3,0.7] araligidir. Dikkat edilirse bu aralik x4 noktasinin
destek bolgesine esittir. Yani, x = 0.5 diigiim noktas1 olmak tizere Qg = QF ’dir. Ayrica y
yerel degiskenin yasam bolgesinde agirlik fonksiyonun degeri sifirdan farkli oldugundan y
degiskeni x4 ile iliskili yerel degiskendir.

Ote yandan Tanim 1°de verilen global ve yerel degiskenlerin tanimli oldugu bélgeler
Sekil 2’de gosterilmistir. Global degisken, problemin tanim bolgesi olan Q = [0,1]
araliginda tanimli iken yerel degisken agirlik fonksiyonunun sifirdan farkli degerler aldig:
[0.3,0.7] araliginda tanimlidir. Yerel degiskenin tanimli oldugu bu bolge x4 diigiim noktasi
i¢in y’nin yasam bolgesidir. Yani, Q, (xs) = [0.3,0.7] dir. Fakat diger diigiim noktalar
icin, tanimlanan agirlik fonksiyonlarinin sifirdan farkli degerler aldigi bolgeler degistigi
icin y’nin yasam bolgesi de degisir. Dolayisi ile global degisken, hareketli olmayan bir
degisken iken yerel degisken, hareketli bir degiskendir. Bu yerel degiskenin hareketi sekil

fonksiyonlarii olusturur.

Not. Yerel, global degiskenler ve destek bolgesi tanimu ile

h x
n _ o), yeQ
¢l(x’y)_{ O , ygﬂg

oldugu aciktir.

Not. Bundan sonraki boliimlerde anlam karmagina sebep olmayacag diisiincesi ile y yerel
degiskeni vurgulamayarak qb{‘(x, y) sekil fonksiyonunu sadece y yerel degiskenin

fonksiyonu olarak diisiinecegiz ve y yerine de x degiskenini kullanacagiz.

Onerme 2. Herhangi bir x noktasinin destek bolgesi Q2 olsun. Bu takdirde x noktasi
sadece ) icerisinde yer alan diigim noktast merkezli agirlik fonksiyonlar: ile iligkili

noktadir.

ispat. x; € Q% ve x; bir diigiim noktasi olsun. Bu takdirde Onerme 1 ile ¢ (x) # 0°dur.
Agirlik fonksiyonlar: ile sekil fonksiyonlarinin etki alanlari birbirlerine esit oldugundan
w(x —x;) # 0 elde edilir. Dolayist ile x noktasi, x; merkezli agirhik fonksiyonu ile
iliskilidir. Simdi x; & Q% olsun. Onerme 1 ile ¢ (x) = 0’dir. Dolaysi ile w(x — x;) = 0
oldugundan x noktasi, destek bolgesi disinda bulunan diiglim noktalar1 merkezli agirlik

fonksiyonlart ile iliskili degildir.
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Ormegin, O = [0,1] tammm aralifinda esit uzaklikli 11 adet diigiim noktas1 alalim.

Eger d, .. = 2 secilirse agirlik fonksiyonlarinin grafigi Sekil 3’deki gibi elde edilir.

o9 =
w(y-0.3) w(y-0.4) o(¥y-0.5) o(y-0.6)

oaf |
o7 l j l J B
o6 |
0.5 \ |
o4 : m
o3l : -
0.2

0.1 H -

-0.1

Sekil 3. y noktasina etki eden agirlik fonksiyonlari

Sekil 3’den goriilecegi lizere x € (0.4,0.5) noktast i¢in x4, =0.3, x5 =04,
x¢ = 0.5, x; = 0.6 merkezli diigiim noktalar1 x noktasi ile iligkilidir. Dikkat edilirse bu
noktalar Q) = (x — 0.2, x + 0.2) destek bolgesi icerisinde yer alan diigim noktalaridur.
Ayrica bu noktada diger agirlik fonksiyonlarinin degerlerinin sifir oldugu Sekil 3’den
goriilmektedir. Dolayis1 ile sekil fonksiyonlarinin keyfi bir x noktasindaki degerlerini
hesaplamak i¢in sadece o nokta ile iligkili agirlik fonksiyonlarinin belirlenmesi yeterlidir.

Ciinkii bu noktada diger sekil fonksiyonlariin degerleri sifira esittir.

Not. Yukarida belirtildigi iizere keyfi bir x noktasinda sekil fonksiyonlarmin degerlerinin
belirlenmesi i¢in o nokta ile iliskili agirlik fonksiyonlar1 sayisinin belirlenmesi yeterlidir.
Dolayist ile bu boliimde aksi belirtilmedik¢e (21)’deki toplamlarin sayist olan n ile x

noktasi ile iliskili agirlik fonksiyonlarinin sayisi gosterilmektedir.

Herhangi bir x noktas1 ile iliskili agirlik fonksiyonlari belirlendikten sonra sekil
fonksiyonlarmin elde edilebilmesi i¢in A, matrisinin tersinin var oldugu garanti

edilmelidir. Teorem 2, A; matrisinin tersinir oldugunu gosterir.

Teorem 2. Hareketli en kiiciik kareler yonteminde lineer taban fonksiyonlari i¢in herhangi
bir x noktasi ile iliskili agirlik fonksiyonu sayisi n olsun. Eger n > 2 ise (24) ile verilen A,

matrisi pozitif tanimlhidir.
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Ispat. Lineer cebirden bilindigi iizere bir

[a11 a12]
a; a4z

matrisinin pozitif tamimli olmasi i¢in a;; >0 ve det(4d) = a;1a3; —az1a42 >0
olmalidir. Bu o6zellik yardimiyla timevarim yontemini kullanarak Teorem 2’yi ispat
edelim.

n = 2 igin. x € Q ve xq,x, € QF igin

w(x —x1) +w(x —x3) W (x — x1) + 2,w(x — x3)
Ap(x) = 2 2
xw(x —x1) +Fx,w(x —x3) xiw(x —xp) +x5w(x — x3)
dir. Bu durumda agirlik fonksiyonlarinin dzelliklerinden
wlx—x) +wlx—x,)>0
ve

det(4p) = (Wlx — x1) + w(x — x3) ) (x2w(x — x1) + Zw(x — x3))

—(xlw(x —x1) + x,w(x — xz))z
= det(4y) = (x% — 2x1x, + x2)w(x — x)w(x — x3)
= (x; —x)*w(x —x)w(x —x,) > 0,Vx €ER
elde edilir. Dolayzisi ile Ay (x) matrisi pozitif tanimli bir matristir.
n = k — 1 i¢in A (x) matrisi pozitif tanimli olsun.

n = k i¢in. Bu durumda

— k k -
Z w(x —x;) z xiw(x — x;)
Ap(x) = ,izl izl
Yot Y st
Li=1 i=1 .
k-1 k-1
Z w(x —x;) +w(x — xi) z xiw(x —x;) + x,w(x — x3,)
= Ap(x) = k_§=1 lij
Z x;w(x —x;) + xw(x — x3,) z xZw(x — x;) + xfw(x — x;)
-i=1 i=1 B

dir. Dolayist ile

k—1
A= Z w(x —x;) + w(x — xy)
i=1

olarak tanimlanirsa tiimevarim kabulii ve agirlik fonksiyonlarmin 6zelliklerinden
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k-1
ZW(X—Xi) >0,wx—x,)>0=A4,,>0

=1

dir. A, matrisinin determinanti ise

K k k
det(4,) = ) wx —x) ) x*w(x—x;) — ( xiw(x — xi)>
SOREE)) 2

2

=1

dir. Son denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa

k-1 k-1 k-1
det(4,) = Z w(x — x;) z xfw(x —x;) — (2 x;w(x — xl-)>

2

=1

k-1 k-1
+x2w(x — xx) Z w(x — x;) — 2x,w(x — x) Z x;w(x — x;)
i=1 i=1

k-1

+w(x — x3) Z x?w(x — x;)
i=1

bulunur. Buradan ise

det(4p) = det(Af™)

k-1 k-1 k-1
+w(x — xi) <x,§ Z w(x — x;) — 2xp, z xw(x —x;) + z xZw(x — xl-)>
i=1 i=1 i=1

elde edilir. Burada det(A’;‘l_l), n = k — 1 kabuliindeki A;, matrisinin determinantidir. Son

bagint1 diizenlenirse
k-1
det(4p) = det(Af™1) + w(x — x) Z(xk —x)*w(x — x;)

i=1

bulunur. Tiimevarim kabulii ve agirlik fonksiyonunun 6zelliklerinden
det(Ah) >0
elde edilir. Dolayist ile n = k i¢in de A, matrisi pozitif tanimlidir. Sonug olarak n > 2 i¢in

A, matrisi tersinirdir.

Teorem 2 ile A, matrisi tersinir oldugundan sekil fonksiyonlar1 hareketli en kiigiik
kareler yontemi ile tek tiirlii elde edilebilir. Dikkat edilirse Teorem 2’de n > 2 kosulu
mevcuttur. Ote yandan (29)’daki d,,; parametresi her bir diigiim noktas1 en az iki diigiim
noktasi ile iligkili olacak sekilde tanimlandigindan n > 2 sart1 saglanmuis olur.

Ap, matrisinin tersi mevcut olmasina ragmen sayisal iglemlerde matrisin tersi

hesaplanmaz. Matrisin tersi bulunmasi yerine bir denklem sistemi ¢oziilerek istenilen
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yaklasim elde edilir. Belytschko ve arkadaslari sekil fonksiyonlarini hesaplamak igin
matrisin tersinin bulunmasi1 yerine asagidaki yontemi Onermislerdir(Dolbow ve

Belytschko, 1998).

Sekil fonksiyonlarini

¢! (x) = p" (D) AR () (Br)i(x) = ¥" () (Bp)i (x) (30)

seklinde yazalim. Dolayisi ile

Ap()y(x) = p(x) (31)

dir. Yani, A, matrisinin tersini hesaplamak yerine y(x), (31) denklem sisteminde
hesaplanir ve (30)’da yerine yazilarak sekil fonksiyonlari elde edilir.
Sekil fonksiyonlarinin 6zelliklerini incelerken kullanacagimiz literatiirde mevcut

olmayan tamamen Q destekli sekil fonksiyonlarinin tanimini verelim.

Tanim 5. () tanim bdlgesi olmak iizere destek bolgesi tamamen tanim bdlgesi igerisinde
kalan sekil fonksiyonlarina “tamamen () destekli sekil fonksiyonlar1” adi verilir. Yani,

o x;, 0 =12,..,n merkezli sekil fonksiyonunun destek bolgesi olmak fiizere eger
Q% c Q ise x; merkezli sekil fonksiyonu tamamen Q destekli sekil fonksiyonudur.

Tamamen Q destekli sekil fonksiyonlarinin kiimesini ;4 ile gosteriyoruz.

Ornegin, Sekil 3’den goriilecegi iizere, dpq, = 2 igin [0.3,0.7] araliginda yer alan

diigiim noktalar1 merkezli sekil fonksiyonlari tamamen Q destekli sekil fonksiyonlaridir.

3.1.2. Sekil Fonksiyonlarmin Ozellikleri

Bu boliimde esit araliklt dagitilmis diiglim noktalar1 i¢in sekil fonksiyonlarinin bazi
ozellikleri verilmektedir. Fakat ilk once (W1) agirlik fonksiyonlarinin ve bu agirlik
fonksiyonlart ile elde edilen sekil fonksiyonlarinin grafiklerini diigiim noktalar1 arasindaki

uzakligi esit alarak bir 6rnek iizerinde inceleyelim.
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Ornek 1. [0,1] araliginda esit uzaklikli 11 adet diigiim noktasi ve d,,q, = 2 alalim.
Diigiim noktalarinin her biri i¢in birer sekil ve agirlik fonksiyonu mevcuttur. Bu
fonksiyonlarin grafikleri ayni eksen iizerinde c¢izilerek davraniglari gézlemlenebilir. Bu

takdirde Sekil 4 elde edilir.

SekilAgiik Fonksiyonlan

Sekil 4. Ayni eksende sekil ve agirlik fonksiyonlarinin grafikleri(-:sekil, -:agirlik)

Sekil 4’den goriilecegi lizere d,q, = 2 i¢in tamamen Q destekli sekil ve agirlik
fonksiyonlar1 aymi grafige sahiptir. Dolayis1 ile Teorem 3’iin dogrulugu grafik ile

goriilmis olur.

Teorem 3. n, kullanilan diigiim noktasi sayisi olmak tizere d,q, = 2 igin (W1) agirlik
fonksiyonlar1 kullanilarak hareketli en kiigiik kareler yontemi ile elde edilen ¢! (x),
i = 3,4,...,n — 2 sekil fonksiyonlar ile w(x — x;), i = 3,4, ...,n — 2 agirlik fonksiyonlari

birbirine esittir. Yani, Q.4 destekli sekil ve agirlik fonksiyonlari birbirine esittir.

ispat. Sekil 4’den Vx € (x;,x;41),i = 2,3,...,n—2 aralig1 i¢in x noktas1 ile iligkili
agirlik fonksiyonu sayisinin 4 oldugu goriiliir. Bu agirlik fonksiyonlari
w(x —xi_),wlx — x;),w(lx — xj41),w(x — x;4,),i =2,3,...,n—2

dir. (W1) agirlik fonksiyonlarinin tanimindan ise

4 X — Xij_q1 X — xi_1>2 4 (x — xi_1>3
X ) =—— g T g (2 L) 2 (2 it
wx = xig) = 3 dm ( i 3\ d

( )_2 4<x—xi)2+4<x—xi>3
WA _3 dmi dmi
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dmi dmi

X — X; X —Xi+2\% 4 (X — Xi42)\3
Wi = wiez) = 34 e () e (S
mi mi mi

elde edilir. h diizgin digim noktalar1 arast uzaklik olmak {izere x;_; =x; —h ,

2 X = Xi41\? X — X1\
W(X _xi+1) — §_ 4( l+1) _ 4( l+1>
4

Xit1 = X; + h,x;1, = x; + 2h oldugundan

( N SN SN S (RO SN SN PR
T Sy T e T R, 33, \ d | dE,  d3,)

ml
4 4
<d— d3)<x %)t g, o)’

4 2, 4 3
W(x—xi)=§—F(x—xi) +F(x_xi)
mi mi
2 h? h3 h h?
W(x_xi+1):§_4d2-+4d3-+ 8d2-_12d3- (x —x;)
mi

4 , 4 ,
+<_d2 d3>(x l) _F(x_xi)

w(x — Xj42) =f—8 4 +16h—2—2 by +< 3 - 16 h + 16 hz)(x—x-)
3 dp dZ, 3d3, \dm d%, d3, l
+< : )(x XD+ (x = x)?
dz; dfm 3d;,;

elde edilir. Buradan

Z ( )=4—-12 h + 16 i 8 i
wx—x;) =4— -
=1 l i dfni dr3ni

dir. Diigiim noktalar1 arasi uzaklik esit secildiginden (29)’daki c; parametresi h’a esittir.

Dolayist ile d,,,; = 2h olup

zn:w(x—xi)=1

bulunur. (24)’deki A, (x) matrisinde hesaplanmasi gereken diger terim

n

Z xjw(x - xj) =x;_w(x —xj_1) + x;w(x — x;)

j=1

+x W (X = Xi41) + X42W (X — Xi42)

= (= Wwlx = x;-1) + 1wl — x;) + (g + Ywx = xp40) + (6 + 2R)W(X = x;42)
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= 2 ) W= x) + h(=wCx = xi0) + W = Tian) + 2008 = xi12))

i=1
= x; + h(—w(x — x;21) + w(x — x141) + 2w(x — X145))

dir. Buradan

n

h h? h3
ZXjW(x—xj)=xi+ 12dmi_32d2 d3 (x — x;)

j=1

elde edilir. d,,,; = 2h segildiginden parantez igerisindeki terim 1’e esit olur ve

n

ZXjW(x—Xj):Xi+X—Xi:X

j=1
olarak bulunur. Benzer sekilde

n

Z xfw(x —x;) = xPw(x — x;-q) + xfw(x — x;)

j=1

Fx7 WX = X)) + XWX — Xiy0)

= (x; — h)*w(x — x;_1) + x*w(x — x;)

+(0x + B2 = xi41) + O + 2R)*w(x = xi42)
= x? z w(x — x;) + 2x;h(—w(x — x;_1) + w(x — x141) + 2w(x — x;42))
=1
+h(wx — x;_1) + Wl = xi1) + 4w (x = xi42))

= x? + 2x;(x — x;) + hz(w(x —x_1) +w(x — xj41) +4w(x — xi+2))

h 1
=xi2+2xi(x—xi)+h2< 24—+16d )(x—xl-)2
mi

d3
N 22 h h? 40 h3
3 Ami d2 a3,
1 1 h?
= x} +2xi(x—xi)+h2(ﬁ(x—xi)2 +3> = x? +

bulunur. Dolayist ile sekil fonksiyonlar1 elde edilirken hesaplanmasi gereken Ap(x)
matrisinin elemanlari

ZW(X —x)=1; inw(x —x;) = x; inzw(x —x)=x*+ 3
i=1 i=1 i=1

olarak bulunur. Dolayist ile
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1 X
= h?
An(®) [x x% +—=
3
elde edilir. Buradan ise
2
. 3 2 0 1 3 h?
pT(x)Ahl(x)zﬁ[l x] X +3 xIZﬁ x2+?—x2x—x
—X 1
dir. Boylece
pT(x)A; (x) = [10]
elde edilir. Sonug olarak sekil fonksiyonlari
¢n(x) = p" ()4, " (x)Bp(x)
[ 0] w(x —xqp) w(x — x3) e WX —xy)
xw(x —x) wlx—x,) .. x,w(x—x,)
=[wlx—x1) wh—x) - wlx—x,)]

olarak bulunur. Yani, Vx € (x;, x;41),i = 2,3,...,n — 2 i¢in sekil fonksiyonlari, agirlik

fonksiyonlarina esittir.

Not. Teorem 3 sadece d,,ux = 2 segilmesi durumunda dogrudur. Diger durumlar igin
Teorem 3 gegerli degildir. Ornegin, d,,q, = 3 alinmasi1 durumunda x = 0.5 merkezli sekil

ve agirlik fonksiyonlarinin grafikleri Sekil 5’deki gibi elde edilir.

Seokll fonkslyonu

o.e Agirhk fonksiyonu

o.8

o.7

o.6

o.s

o.4a

Hic0enirds)

o.3

o.=2

o.1

0
¢
N
0
A
o
)
0
&
-

Sekil 5. d;;,4 = 3 alinmasi durumunda 0.5 merkezli sekil ve agirlik fonksiyonlar

Sekil 5°den d,,qx = 3 i¢in sekil ve agirlik fonksiyonlarinin Teorem 3’ii saglamadigi
goriiliir. Dolayisi ile Teorem 3 sadece d,,,,, = 2 secildigi esit aralikli diigiim noktalari i¢in

gecerlidir. dpax # 3, dmax # 2 i¢in de Teorem 3’lin saglanmadigi grafiksel olarak

gbzlemlenebilir.
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Ote yandan Teorem 3 sadece (W1) agirlik fonksiyonlarinin kullanilmas: durumunda
gecerlidir. Dolayisi ile Kesim 3.1.1°de belirtilen (W2) ve (W3) agirlik fonksiyonlari i¢in bu
Teorem dogru degildir. Gergekten, Sekil 6 ve 7°de Teorem 3’iin diger agirlik fonksiyonlari

i¢in dogru olmadig1 goriilmektedir.

W2=2) agirik fonkslyonlan Icin

1.2 —
— — — AgIrhk Fonkslyonlan

:Sekll Fonkslyonilar

J— —— — — —

LR e - L —
osf\ .
o~ -\ -

.4 . T o T7 T T T T T "

SeldAGIK Fonksiyonzn

Sekil 6. (W2) agirlik fonksiyonlari i¢in d,y, 4, = 2 degerine karsilik gelen grafikler

QW3) agirik fonksiyonlar Icin
|_ —_ = Agirlik Fonksiyvonian
I : Sekil

SekdAfrik Fonksionian

Sekil 7. (W3) agirlik fonksiyonlart i¢in d,q, = 2,8 = 0.3 degerlerine karsilik gelen
grafikler

Onerme 3, w ve cw,c € R agirlik fonksiyonlar ile tretilen sekil fonksiyonlarinin

birbirine esit oldugunu gosterir.

Onerme 3. (W1) agirhik fonksiyonlari icin w(x —x;) ve cw(x —x;),c €R,

i =1,2,...,n’ler aynm sekil fonksiyonlarini tiretirler.

Ispat. w(x — x;)’lerin iirettikleri sekil fonksiyonlarmi ¢, (x) ile gdsterelim. Gostermemiz
gereken Vc € R igin cw(x — x;) ’lerin trettigi sekil fonksiyonlar1 ¢, (x) dir. Gergekten,
hareketli en kii¢iik kareler yonteminde sekil fonksiyonlari (26) ile

¢n(x) = pT ()AL () Bn(x)
seklindedir. Burada



34

p(x) = [1x]"
ZW(X—X) lew(x X;)
Ap(x) = =1 l=1

lew(x—x) Zx w(x—xl)

Li=1

ve

w(x — xq) w(x — x3) v w(lx —x,)
xw(x —x1) xgw(x —x3) - xgw(x —xp)

Bp(x) = [

dir. cw(x — x;) agirlik fonksiyonlarr kullanilarak elde edilen sekil fonksiyonlarindaki Ay,

ve B, matrisleri A}, ve B} ile gosterilirse bu matrisler

cw(x — x;) cx;w(x — x;)
| 2
Ah(x) | n n
cx;w(x — x;) cxtw(x — x;)
2 o)
Bl(x) = [ cw(x — x;) cw(x — x3) v cW(x —xy,)
n(¥) = [cxw(x —xy) cxow(x —xy) - cxw(x —x,)

seklindedir. Matrislerin 6zelliginden dolay1 A}, ve B} matrisleri

n

Z w(x — x;) Z xw(x — x;)
AL = ¢ e
Z x;w(x — x;) z xZw(x — x;)
1on [wlx=x1)  wlx—xy) w WX =)
Bp(x) =c Ly w(x — 3161) x,w(x — 9252) o XWX = xp)

olarak yazilabilir. Dolayis1 ile A}, ve Bi matrisleri A, ve B, matrislerinin ¢ katina esittir.

Yani,
Aj (%) = cAp(x), By(x) = cBp(x)

dir. cw(x — x;) agirlik fonksiyonlari ile elde edilen sekil fonksiyonlar1 ¢} ile gdsterilsin.

Bu takdirde (26) ile
dr(x) = p" (x)(4) " (¥)Bj, (x)

seklinde elde edildiginden ve matrislerin 6zeliginden

AN = —Ah1<x>

oldugundan
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1 1
r(x) = pT(x) EAf_zl(x)CBh (x) = ECPT(x)Aﬁl(X)Bh (x)

= p" ()AL (X)Br(x) = ¢n(x)
bulunur. Dolayist ile her bir agirlik fonksiyonunun keyfi bir reel sayi ile ¢arpilmasi agirlik

fonksiyonlarinin degerlerini degistirse bile sekil fonksiyonlar {izerinde etkisi yoktur.

Agirlik fonksiyonlarinin tanimindan, d,,; etkinlik yarigapmin degeri degistikge
agirlik fonksiyonlarinin sifirdan farkli degerler aldigi araliklarin degistigi agiktir. Yani,
agirlik fonksiyonlarinin sifirdan farkli degerler aldigi aralik d,,; degerine gore genisler
veya daralir. Dolayisi ile buna bagl olarak sekil fonksiyonlarinin sifirdan farkli degerler
aldig1 bolgeler bu parametreye gore degisir. Sekil 8 bu ozelligi grafiksel olarak ortaya
koymaktadir.

aN
[}

o
00000
(1]

WNNS 2

i
0
A

Sekil 8. Farkli d,,,; parametreleri i¢in 0.5 merkezli sekil fonksiyonlari

Sekil 8’den goriilecegi tizere d,,; parametresi biiyiidiikce sekil fonksiyonlarinin
sifirdan farkli oldugu aralik genislerken fonksiyonun almis oldugu maksimum deger
azalmaktadir. Fakat her bir d,,; parametresi i¢in “tamamen € destekli sekil
fonksiyonlarinin grafikleri ile x ekseni arasinda kalan alan degismemektedir”. Ornegin,
[0,1] araliginda aralarindaki uzaklik esit ve 0.1 olan 11 adet diigiim noktasi alinarak elde
edilen Sekil 8’deki grafiklerin asagisinda kalan alanlar sayisal olarak hesaplanirsa hepsinin
0.1e esit oldugu elde edilir.

Tablo 1’de ise diiglim noktalar1 aras1 uzakligin farkli degerleri icin tamamen (1
destekli sekil fonksiyonlar1 ile x ekseni arasinda kalan bélgenin alaninin sayisal degerleri

verilmistir.
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Tablo 1. Sekil fonksiyonlari ve x ekseni arasindaki bolgenin alan:

Diiglim noktalar1 arasi uzaklik Alan
0.1 0.1

0.05 0.05

0.01 0.01

0.005 0.005

Tablo 1’den tamamen ( destekli sekil fonksiyonlari igin sekil fonksiyonlari ile x
ekseni arasinda kalan boélgenin alani, diigiim noktalar1 arasindaki uzakliga esit oldugu

sayisal olarak gézlemlenmektedir.

Sekil 8’den goriilecegi lizere d,,; parametresinin degeri sekil fonksiyonu iizerinde
onemli bir etkiye sahiptir. Bu parametredeki degisimin sekil fonksiyonlar1 iizerindeki
degisimini gézlemlemek i¢in farkli etkinlik yaricaplar ile elde edilen sekil fonksiyonlarini

inceleyelim. Bu durumda asagidaki sonuglari elde ediyoruz.

Onerme 4. Diizgiin dagitilmis diigiim noktalar1 icin d,,; iki diigiim noktasi arasindaki
uzaklik olarak, yani
dpi =Xiz1—x;=hi=12,..,n—1
olarak secilirse
1. (x4, xi41),i=12,..,n—1 araligmda elde edilen ¢, (x) sekil fonksiyonlari,
w(x —x;),i = 1,2, ..., n agirlik fonksiyonlarinin se¢iminden bagimsizdir.
2. ¢p(x)’ler (x;,x;41) araliginda sonlu elemanlar yontemi sekil fonksiyonlarina
doniisir.
Ispat:  d,,; = x;,1 —x; = h segilmesi durumunda (W1) agirlik fonksiyonlar1 ile
x = 0:0.1: 1 diglim noktalar1 i¢in elde edilen agirlik fonksiyonlarinin grafikleri Sekil
9°daki gibidir.

A =X, 43¢, iGN adirhk fonksiyvonian

Sekil 9. d,,; = x;41 — x; secildigi durum i¢in agirlik fonksiyonlari
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Ispat i¢in sadece keyfi bir (x;,x;41),i=12,..,n—1 arahgndaki sekil
fonksiyonlarmin ¢akistigimi  gostermemiz yeterlidir. Sekil 9’dan Vx € (x;, x;41)
i=12,..,n—1 icin x ile iligkili agirlik fonksiyonlar1 x; ve x;,; merkezli agirlik

fonksiyonlaridir. Dolayisi ile Vx € (x;, x;441) igin

Cn n ]
z w(x — x;) Z xw(x —x;)
Ap(x) = 1i1=1 T
inw(x—xi) inzw(x—xl-)
i i=1 :
_ [ w(x —x;) + w(x — x;41) xiw (X — x;) + X w (X — Xi41)
Cbgw(x — x) + xpqw(x — xp4q)  xEw(x — x;) + x2 w(x — xi41)
ve
By (x) = 0 0 .. 0 w(x —x;) w(x — x;41) 0 .. O]
0 0 0 x;wlx—x;) xizgqwkx—2x41) 0 .. 0

dir. Bu durumda A, (x) matrisinin determinanti

|An(x)] = (xi11 — x)*w(x — x)w(x — x;41)

olup

_ X~ Xiy1 XX
(x) = [1 x]4,1(x)B(x =[00---O : 0 - 0]
On n (0B @) Xi = Xit1 Xi+1 — X

olarak bulunur. Dolayis1 ile Vx € (x;,x;44) i¢in sekil fonksiyonlari, agirlik
fonksiyonlarindan bagimsiz lineer fonksiyonlar olarak elde edilir. Ayrica elde edilen sekil
fonksiyonlar1 ile sonlu elemanlar yontemindeki lineer sekil fonksiyonlari birbirine esit
oldugu goriliir. Vi =1,2,...,n—1 icin elde edilen 6zellik dogru oldugundan diger
araliklarda da ayn1 6zellik mevcuttur.

Sonug olarak, diiglim noktalar1 arasindaki uzaklik etkinlik yaricapi olarak secilirse
sonlu elemanlar ile elde edilen lineer sekil fonksiyonlari ile hareketli en kiiciik kareler

yontemi kullanilarak elde edilen sekil fonksiyonlar1 gakisir.

Not. d,,; = h = x;41 — x; se¢ilmesi durumunda diigiim noktalarinda hareketli en kiigiik
kareler yontemi ile sekil fonksiyonlar1 elde edilemez. Gergekten, Teorem 2 ile (24)’de
tanimlanan A, matrisinin tersinin mevcut olmasi i¢in keyfi bir x noktasi en az 2 adet
agirlik fonksiyonu ile iliskili olmalidir. Etkinlik yarigapr iki diigiim noktasi arasindaki
uzaklik segildiginden diiglim noktalar1 arasindaki bolgelerde 2 adet agirlik fonksiyonu

igerilmesi kosulu saglanir. Fakat x = x;,i = 1,2, ..., n diigim noktasi segilirse bu nokta ile
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iliskili agirlik fonksiyonu sayis1 1°dir. Ciinkii bu nokta sadece x;,i = 1,2, ..., n merkezli
agirlik fonksiyonu ile iligkilidir. Dolayisi ile
W(xi - xi) * O,W(x] - xi) = 0,] = 1,2, ...,Tl,j * 1.

Bu durumda x;’deki sekil fonksiyonunun degerini hesaplamak igin gerekli olan A; matrisi

Z w(x; — inW(xi = X;)
Ap(x) = 'a ] A ]
h\AiJ) — Z Z xiw(xl- l) X; W(xl_xl)
xiw(x; — x;) xfw(x; —
Lj=1 : -

seklindedir. x = x; noktasindaki A;, matrisinin determinanti
[Ap ()| = xfwi — xiw =0
dir. Dolayis1 ile A, matrisi singiilerdir. Boylece hareketli en kiiciik kareler yontemi ile elde

edilen sekil fonksiyonlar x = x;,i = 1,2, ..., n diigiim degerlerinde elde edilemez.

Sekil fonksiyonlarinin genel formiiliiniin verildigi (28) bagintisindan goriilecegi
tizere sekil fonksiyonlarinin agik ifadesi i¢in Ap(x) matrisinin tersi hesaplanmalidir.
2 X 2’lik matrislerin tersi hesaplanirken matrisin determinant1 bulunmalidir. Onerme 5°de

Ap (x) matrisinin determinanti i¢in genel bir formiil elde edilmistir.

Onerme 5. Hareketli en kiiciik kareler yonteminde herhangi bir x noktasr ile iliskili agirlik
fonksiyonlart w(x — x;),i = 1,2,...,k,k € N,k > 2, seklinde gosterilsin. Bu takdirde

(24)’deki Ay (x) matrisinin determinanti

AnCOl =D D (o = x) wlx = xwx = x7) (32)

i=1 j=i+1

dir.
Ispat. Tiimevarim yontemi ile ispat edelim.
k = 2 olsun. Teorem 2’nin ispatindan
140 = Crz — x1)*w(x — x)w(x — x2)

dir. Ayrica

Z Z (xl xj) w(x — x))w(x — x;) —Z(x1 xj) w(x — xl)w(x )

i=1 j=i+1
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= (xy — x1)*w(x — x)w(x — x3)
oldugundan k = 2 i¢in 6nerme dogrudur.

k = n i¢in 6nerme dogru olsun. Yani,

n-1 n
4nCOl = D" > (= 1) wx = xwx = x7)

i=1 j=i+1
olsun.
k=n+1 i¢in dogrulugunu gosterelim. Her araliga k adet agirlik fonksiyonu etki

ettiginden dolay1

n

_ n .
D W —m) FWE =) ) 1w =X + X WE — )
i=1

Ap(@) =| n
D R = 1) + WO = ) ) XPWOE = ) + X W )
-i=1 i=1 i

dir. Buradan A;, matrisinin determinanti

Ap(x) = (zn: w(x — xi)) (Zn: xiZW(x - Xi)> =5 (i x;w(x — xi))

+ (Z x?w(x - xl-)) WX = Xnyr) + %244 (Z wix - xo) WX = Xnt1)

i=1 i=1

~ 2 (Z xw(x — xi)> WX = Xpg1)

i=1

2

olarak elde edilir. A;, matrisinin determinantindaki ilk iki terim, k = n durumundaki A, (x)

matrisinin determinantina esittir. Dolayisi ile timevarim kabulii ile

|Ap(x)| = Z Z (xl- - xj)zw(x — xl-)w(x — x]-) + (Z xl-zw(x — xl-)> w(x — Xp41)

i=1 j=i+1 i=1

+x2,, (Z w(x — xi)> WX = Xgr) = 2Xnes (Z xw(x — x») WX = Xper)

i=1 i=1

elde edilir. Buradan

AnGOl =D ) (=) wlx = xw(x - x;)
i=1 j=i+1

n
AW = 1) ) O = 2tna Xy + Xy )W = 17)
i=1
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n-1 n
= |4,(x0)| = z Z (x; — xj)zw(x —x)w(x — x;)

i=1 j=i+1
n
+ Z(xi - xj)zw(x —x)w(x — x;)
i=1 j=n+1
n n+1
= |AL(%)] = Z Z (x; — xj)zw(x —x)w(x — xj)
i=1 j=i+1

bulunur. Dolayisi ile k = n + 1 i¢in de 6nerme dogrudur.

Ay (x) matrisinin determinanti yardimiyla 1 boyutlu uzayda esit aralikli dagitilmis

diigiim noktalari igin sekil fonksiyonlarinin genel formiilii Onerme 6°daki gibi verilir.

Onerme 6. Hareketli en kiigiik kareler yonteminde herhangi bir x noktasr ile iliskili agirlik
fonksiyonlart w(x — x;),i = 1,2, ..., k, k € N,k > 2, seklinde gosterilsin. Bu takdirde (28)

ile verilen i. sekil fonksiyonu

k
d){‘(x) = Z (x _|)Zl)1g3|_ xj) w(x — xl-)w(x — xj),i =12 ..k
=1

Jj#i

dir. Burada |4, (x)|, Onerme 5°de elde edilen A, matrisinin determinantidir.

Ispat. (28) ile sekil fonksiyonlari
dr(x) = pT(x)Agl(x)(Bh(x))i,i =12, ..,k

seklindedir.
- k k -
Dwlr-x) D xwlx-x)
A =| 17 s
ijw(x - %) zszw(x - %)
L j=1 j=1 B
oldugundan |Aj (x)|, Onerme 5°deki gibi olmak iizere
— k k -
ijzw(x — ;) —ijw(x - /)
A—l(x) — 1 j=1 j=1
" V)] ,
Y ywlx-x) ) wx-x)
L j=1 j=1

dir. Dolayist ile
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[ & k .
1 Z wle =) =) xwlx =) (x - x)
= j=t j=1 w(x — x;
P =11 A i : i - el
xiw(x — w(x — x;
1 i k
= —lAh(x)l z x]-ZW(x - Xj) W(x - Xl') - X Z ij(X — xj) W(x — xi)
= =
k k
j=1 &
1
9 | Ay ()| Z(x — XX + XxX; ) w(x — xl)W(x = x])
1 K
B |Ap ()| z % (%5 — 1) — x(x; — xz)) w(x — x))w(x — x;)
=1
1 K
- |Ap ()] Z(x =) (i —x)wle —xQw(x =) |,i =12,k
=1

bulunur. i = j i¢in x; — x; = 0 oldugundan

k
o100 =3 EHET weexowta—)
j=1
J#i

elde edilir.

Sekil 4, 6 veya 7°deki sekil fonksiyonlarinin grafiklerinden tamamen € destekli sekil
fonksiyonlarinin birbirlerinin telemesi oldugu grafiksel olarak gozlemlenir. Onerme 6
yardimiyla bu 6zelligin esit sayida diiglim noktas: igeren i¢ bolgelerde saglandigini ispat
edelim. Bunun i¢in ilk 6nce Ap(x) matrisinin determinantinin Stelemeye gore degismez

oldugunu gosterelim.
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Onerme 7. Hareketli en kiigiik kareler yonteminde, h > 0 diigiim noktalar1 aras1 uzaklik
ve Q.q ise tamamen Q destekli sekil fonksiyonlarinin kiimesi olmak tizere x — h € Qg
noktasi ile iliskili agirhik fonksiyonlart w(x — x;),i = 1,2, ..., k, k € N,k > 2, seklinde
gosterilsin. Eger x € Q.4 noktasi ile iliskili agirlik fonksiyonlarmin sayisi da k ise
(24)’deki Aj, matrisi igin

|Ap(x — )| = [Ap(X)]
dir. Yani, |A,(x)| otelemeye gore degismezdir.

Ispat. Onerme 5 ile

k-1 k
|Ap(x — h)| = Z Z (xl- - xj)zw(x —h—x)w(x—h—x)
i=1 j=i+1

dir. x — h noktasi ile iliskili agirlik fonksiyonlari w(x — x;),i = 1,2, ..., k ve x noktasi ile
iliskili agirlik fonksiyonu sayisi k oldugundan x ile iliskili agirlik fonksiyonlart w(x — x;),

i =23, ...,k + 1°dir. Buradan Onerme 5 ile
k k+1

4nGO1 = ) D (=) wix = xw(x = x)

=2 j=it+1

elde edilir. |A,(x — h)| bagmnsindaki indis degeri bir arttirilirsa
ko k+1

AnCe =1l = D" Y (s = 350) W = h = x_wlx —h = x,,)

i=2 j=i+1
bulunur. Burada w(x — h — x;_1), w(x — x;_,) agirlik fonksiyonun x — h’daki degeridir.
Agirlik fonksiyonlari tanimui ile agirlik fonksiyonlariin birbirinin 6telemesi oldugu agiktir.
Yani,
w(x —x;) =w(x —h—x;_4)

dir. Dolayist ile
kK k+1

2
AnCe =1 = D" > (s = 350) Wl = xw(x = x)
i=2 j=i+1
elde edilir. Diizgin dagitilmis diigiim noktalarnt i¢in x;_q =x; —h,xj_1 =x; —h
oldugundan
kK k+1
2
|Ap(x — h)| = Z Z (x; — xj) w(x — x)w(x — x;j)
i=2 j=i+1

dir. Sonug olarak
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|Ap(x — h)| = [Ap ()]
bulunur.

Onerme 6 ve 7 yardimiyla sekil fonksiyonlarinin telemeye gore degismez oldugu

Teorem 4°de verilmektedir.

Teorem 4. Hareketli en kiigiik kareler yonteminde h diiglim noktalar1 arasi1 uzaklik ve Q4
ise tamamen Q destekli sekil fonksiyonlarinin kiimesi olmak iizere x — h € Q;4 noktasi ile
iligkili agirlik fonksiyonlart w(x — x;), i = 1,2,...,k, k € N,k = 2, seklinde gosterilsin.

Eger x € (4 noktast ile iliskili agirlik fonksiyonlarmin sayisi k ise (28) ile verilen ¢! icin

Pprx—h) =M, (x),i=12,...k—1

dir.
Ispat. Onerme 6 ile sekil fonksiyonlarmin x — h’daki degeri

k
¢rM(x—h) = Z (x — I};;(;Cjz(zgf xj) w(x —h—x)w(x —h—x;)
=1

j#i
seklinde yazilir. Burada w(x —h — x;_1), w(x — x;_;) agirlik fonksiyonun x — h’daki

degeridir. x noktast ile iligkili agirlik fonksiyonlan w(x —x;), i=23, .., k+1

oldugundan
k+1
(=) (riss = )
PlaC) = ) LS W = xw(x )
=2
jeisa

dir. Onerme 7 ile |4, (x)| = |A,(x — h)| oldugundan

k
Pl (x—h) = Z (x " ;4:1(35? — xj) w(x —h—x)w(x—h—x;)
=1

J#i

bulunur. Toplam indisi 1 birim saga kaydirilarak

v (@ —h—x)(n =g
¢lh(x_h) = Z |Ah(x)| W(x_h_xi)w(x_h_xj—l)
j=2
Jj#Ei+1

elde edilir. Agirlik fonksiyonlar birbirinin 6telemesi oldugundan dolay1
w(x—h— xj_l) =w(x - xj),w(x —h—x;)=w(x—Xj+1)

ozelligini saglar. Buradan
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k+1

so—m = Y T l’fjlh(igf ~5) 1 = e =)
=2
j#i+1

elde edilir. Ayrica, x;11 = x; + h,xj_; = x; — h oldugundan

k+1

EEHESY i ’j’j}f’{x)l =) = e wx - x,)
=2
j#i+1

bulunur. Dolayisi ile
¢ (x—h) = ¢fy (0,0 =12,.. . k=1

bagintis1 elde edilir.

Ornek. Teorem 4’iin gecerli oldugu bolgeleri diigiim noktalarin1 0:0.1:1 ve d,,;
parametresini  3(x;;; — x;) secerek gosterelim. Segilen d,,,, degeri igin sekil

fonksiyonlarmin grafikleri Sekil 10°daki gibidir.

i

Sekil 10. d,,;; = 3(x;+1 — x;) degeri igin sekil fonksiyonlarinin grafikleri

Teorem 4 ile 6teleme 6zelliginin saglanmasi ig¢in x — h ve x noktalar1 ile iliskili
agirlik fonksiyonu Sayilari esit olmalidir. Agirlik fonksiyonlar: ve sekil fonksiyonlarinin
etki alanlar1 birbirine esit oldugundan Sekil 10°dan goriilecegi ilizere dy,q, = 3 igin
x €(0,0.1) veya x€(09,1) ise x ile iliskili agirlik fonksiyonu sayisi 4 iken,
x € (0.1,0.2) veya x € (0.8,0.9) i¢in bu sayr 5’dir. x € (x;,x;41),i =34,..,n—3
araliklarinda secilmesi durumunda ise her bir aralik i¢in x ile iligkili agirlik fonksiyonu

sayist esit ve 6’dir. Burada n, diigim noktas: sayisidir. Dolayisi ile dteleme 6zelligi



45

(0.2,0.8) araliginda saglanir. Omegin, 0.35,0.45,0.55,0.65 noktalarindaki sekil

fonksiyonlarimin degerleri

¢,(0.35) = [0 0.0041 0.1116 0.3843 0.3843 0.1116 0.0041 0 0 0 0]
¢,(0.45) =[0 0 0.0041 0.1116 0.3843 0.3843 0.1116 0.0041 0 0 0]
¢,(055)=[0 0 O 0.0041 0.1116 0.3843 0.3843 0.1116 0.0041 0 0]
¢r(0.65)=[0 0 O 0 0.0041 0.1116 0.3843 0.3843 0.1116 0.0041 0]

olup 6teleme 6zelligini saglamaktadir. Fakat x € (0,0.1) ve x + h € (0.1,0.2) noktalari ile
iligkili agirlik fonksiyonlar1 sayilari birbirine esit olmadigindan bu bdlgelerde Gteleme
ozelligi saglanmaz. Benzer durum x € (0.1,0.2) i¢in de ve (Xp—2,Xn—1), (Xn—1,%n)
araliklar1 icin de gecerlidir. Ornegin, 0.05,0.15 ve 0.25 noktalarindaki sekil

fonksiyonlarimin degerleri

¢,(0.05) = [0.5595 0.3813 0.0590 0.0003 0 - 0]
¢,(0.15) = [0.1145 0.3887 0.3832 0.1096 0.0040 0 - O]
$,(0.25) = [0.0041 0.1116 0.3843 0.3843 0.1116 0.0041 0 --- 0]

seklindedir. Dolayis1 ile Teorem 4’iin bu bolgelerde saglanmadig1 goriiliir. Benzer durum

diger bolgeler icin de gecerlidir.

Not. d,0r = 2(xi41 — x;) icin Oteleme Ozelligi sadece (xq, x,) Ve (x,_q, X,,) araliklarinda
saglanmaz. Ciinkii bu araliklarda segilen keyfi bir x noktasi ile iligkili agirlik fonksiyonlari

sayis1 3 iken diger araliklarda bu say1 4’tiir.

Kronecker Delta Fonksiyon Ozelligi

Sayisal yontemlerin saglamasi istenilen Ozelliklerden biri de Kronecker delta
fonksiyon 6zelligidir. Yani,

1, i=j
HOELIES

dir. Ornegin, sonlu elemanlar ydnteminde sekil fonksiyonlar1 bu 6zelligi saglayacak
sekilde secilir. Bu sayede sayisal yaklasimlarda sinir kosullari dogrudan sisteme
uygulanabilir. Fakat bu 6zellik hareketli en kiigiik kareler yontemi ile elde edilen sekil
fonksiyonlarinda gecerli degildir. Gergekten, farkli etkinlik yarigaplar1 alinarak Sekil 4 ve

10’daki gibi elde edilen sekil fonksiyonlarindan gorillecegi iizere ¢!(x;) # 1 ,
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i=12,..,n’dir. Agsiz yontemler bu oOzelligi saglamadigindan smir kosullarinin
saglanmasi i¢in farkli yontemlerin probleme uygulanmasi gerekir. Giiniimiize kadar sinir
kosullarinin saglamasi i¢in bir¢ok yontem gelistirilmis olup bunlardan en ¢ok kullanilanlar
Lagrange carpanlar1 yontemi(Belytschko vd., 1994) ve penalt1 yontemidir(Zhu ve Atluri,
1998). Bu c¢alismada smir kosullar1 i¢in penalti yontemi kullanilmaktadir. Bu yontemin
probleme nasil uygulandigi eleman Dbagimsiz Galerkin yontemi kisminda

deginilmektedir(Mukherjee ve Mukherjee, 1997).
Diklik(Ortogonallik) Ozelligi

Hareketli en kiigiik kareler yontemi ile elde edilen sekil fonksiyonlari diklik
ozelligini saglamazlar. Ornegin, [0,1] araliginda esit aralikli 11 adet diigiim noktas1 ve

dyi = 0.2 alinirsa

1
f PR ()Pl (x)dx = 0.0184 = 0
0

bulunur. Dolayisi ile sekil fonksiyonlar1 dik degildir.

Not. Bundan sonraki kisimlarda i. sekil fonksiyonu ¢!(x) kisaca ¢;(x) ile
gosterilmektedir. Ayrica Kesim 3.1.1’den farkli olarak n ile diiglim noktasi sayisi

gosterilmektedir.

3.1.3. Eleman Bagimsiz Galerkin  Yontemi(Element Free Galerkin
Method(EFG))

Sekil fonksiyonlarinin elde edilmesi asamasindan sonra verilen problemlerin agsiz
yontemler yardimiyla nasil ¢oziildiigiinii inceleyelim. Bu ¢aligmada agsiz yontemler
icerisinden eleman bagimsiz Galerkin yontemini kullaniyoruz.

Eleman bagimsiz Galerkin yontemi diferensiyel denklemin zayif sekli ile galisir ve
test fonksiyonlar1 olarak sekil fonksiyonlar: segilir. Fakat sonlu elemanlar yontemindeki
gibi Dirichlet sinir kosullar1 probleme dogrudan uygulanamaz. Ciinkii sekil fonksiyonlari
Kronecker delta fonksiyon 6zelligini saglamazlar. Dolayisi ile sinir kosullarini saglatmak
icin ekstra yonteme ihtiya¢ vardir. Verilen problemin sayisal ¢oziimiiniin sinir sartlarini
saglamasi i¢in Penalt1 yontemi, Lagrange yontemi, sinir bdlgelerde sonlu elemanlar sekil
fonksiyonunu kullanan yontem(Krongauz ve Belytschko, 1996) vb. yontemleri onerilir. Bu

calismada ise Penalt1 yontemi kullanilmaktadir.
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Penalt1 yonteminde (5) ile verilen problemin varyasyonel sekline sinir bolgelerinde

1
- f W) — up)aulx) —up)Tdx (33)
2 r

u

terimi eklenir. Burada T, Dirichlet sinir sartina sahip siir bolgeleri, ur bu smirlardaki
siir degerleridir. « € R’ye ise Penalti parametresi ad1 verilir. Ornegin, (1) problemi igin
sinir bolgeleri x = 0,x = 1 olup smur degerleri ise u(0) = u(1) = 0’dir. Eleman bagimsiz
Galerkin yontemi problemin zayif sekline uygulandigindan (33)’in zayif sekli
bulunmalidir. Kesim 1.2°de tanimlanan V kiimesinden segilen v test fonksiyonu igin
(33)’iin zay1f sekli
(u(x) —up)av(x)dx
Iy

seklindedir. Dolayist ile (1) problemine Penalti yontemi uygulanirsa problemin zayif
sekline

(u(x) —ur)av(x)dx = (u(0) — 0)av(0) + (u(1) — 0)av(l)
Iy

=u(0)av(0) + u()av(1) (34)

terimi eklenir.

Kesim 3.1.2°de elde edilen sekil fonksiyonlarinin grafiklerinden goriilecegi lizere
sekil fonksiyonlarmin smirlardaki degerleri sifira esit degildir. Eleman bagimsiz Galerkin
yonteminde test fonksiyonlar1 olarak sekil fonksiyonlar1 secildiginden test fonksiyonlari
v(0) = v(1) = 0 kosullarin1 saglamaz. Bu durumda (3) denklemindeki sinir teriminin
degeri sifira esit olmaz. Bu durumda (1) probleminin zay1f sekli (3) ile

—a—(l)v(l) + a—(O)v(O) + af ——dx +f

1 1
uvdx = f vdx
0 0

olarak elde edilir. Penalt1 teriminin eklenmesi ile problemin zayif sekli

Tdudv 1
d_d_dx + f uvdx + a(u(0)v(0) + u(1)v(1))

1

du du _
—aa(l)v(l) + aa(O)v(O) = f vdx

0



48

seklinde bulunur. Ote yandan sinir kosullarmin probleme uygulanmasi igin Penalt: terimi,
a, ¢ok biiyiik secilmelidir. Bundan dolay1 zayif sekildeki iki sinir teriminden biri olan

penalt1 terimini igeren sinir terimi

a(u(O)v(O) + u(l)v(l))

diger sinir terimine gore ¢ok biiyiik degerler alir. Dolayisi ile

—a;l—;l Mv() + a;l—;t (0)v(0)

siir terimi, penalti terimini igeren sinir terimine gore ihmal edilebilir. Dolayisi ile

problemin zay1f sekli

udv v 0)0(0) + u()w(D) = [ v 35
a Oaa x+j;uv x+a(u( v(0) + u(1)v( ))—fov X (35)

olarak elde edilir.

Agsi1z yontemlerde ¢oziim
n
W) = ) diu (36)
i=1

seklinde arastirilir ve eleman bagimsiz Galerkin yonteminde test fonksiyonlari olarak sekil

fonksiyonlar1 segildiginden, v(x) = ¢;(x),j = 1,2, ..., n, (35) bagintisi ile

i(aj#(xmf(x)dx) " +Zn:(J B ()¢ (0)dx )

+Z a(¢i(0)¢j(0) + ¢i(1)¢j(1))ui = Jolcpj(x)dx,j =12,..,n

elde edilir. Burada n, diigiim noktasi sayisidir. Son baginti diizenlenirse

n 1 1
> (a f $; ()¢ ()dx + f $:(x)p;(x)dx + a ($:(0)p;(0) + ¢i<1)¢,-(1))> u
0 0

i=1

1
=f ¢;j(x)dx,j=12,..,n @37)
0
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bulunur. (37) denklem sisteminde

1
Ky = | (agiCgjC0+ 809, 0) dx +a (9108 + 5D D)  (39)

fi = fo ¢;(x)dx (39)

ve bilinmeyenlerin olusturdugu vektor
U= [u; up ...u, ]’

olarak tanimlanirsa
KU =f (40)

elde edilir. K ve f matrislerine “sistem matrisleri” ve (40) denklem sistemine ise (1)
probleminin “sistem denklemi” adi verilir. Bu sistem ¢oziilerek bilinmeyen U vektori
bulunur ve (36)’da yerine yazilarak u"(x) yaklasimi hesaplanir.

Sistem denkleminden goriilecegi lizere ¢Ozliimiin elde edilmesi ic¢in sekil
fonksiyonlarinin 1. tiirevleri hesaplanmalidir. Onerme 8 sekil fonksiyonunun 1. tiirevinin

analitik ifadesini verir.

Onerme 8. (28) ile verilen sekil fonksiyonunun x degiskenine gore tiirevi
do(x) _ '
L2 = (0R) = (" 045 (B ),

= (0" () 47" @ (B (), + p" ()47 () (Ba (@), + P* @47 @) ((Ba),)
i =1,2,...,n’dir. Burada

(P"(x )) = d(pT( ) =[0 1] (41)
» o d(Ap!
(47'@) = (A’;—x(x)) = —(4' @) (A ) (45 @®) (42)
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, dA = d
(Ah(x)) = CZEX) = % (x = x)p(x)p" (%)
((B ) )’ _ d(B®) _dw (x — x)p(x)
h i) = dx dx ' '

dir(Dolbow ve Belytschko, 1998).

(43)

(44)

Ispat. Carpmanin tiirevi kurali ile sekil fonksiyonun tiirevinin Onerme 8’deki gibi oldugu

agiktir. Ayrica p(x), Ap(x) ve B, (x) matrislerinin tanimu ile (41), (43) ve (44) bagmtilari

kolaylikla elde edilir. (42) bagintisinin dogrulugunu gosterelim. Bunun igin (31)

bagintisindan yararlanalim. (31) bagintisina gore

Ap(x)y(x) = p(x)

oldugundan

y(x) = A ()p(x)

dir. (45) bagmtisinin iki tarafinin x degiskenine gore tiirevi alinirsa

y'() = (431(0) p() + Az (0P’ ()
elde edilir. Ayrica (31) bagmtisinin iki tarafinin x’e gore tiirevi alinirsa

(An(0) ¥(x) + A ()Y (x) = p'(x)

bulunur. (45) ve (46) bagntilari (47)°de yerine yazilirsa
(40(0) 47 GIP() + An(@) (471 () p() + A AR P (x) = p'(x)
= (40()) 47" @P) + 4,471 () p@) + /() = p'(®)
= 24,00(47' () p() = ~(4,() 47 ()

= (43100 p() = —Az () (An(0) 47 ()P (x)
elde edilir. Buradan (42) bagintisinin dogrulugu goriiliir(Liu ve Gu, 2005).

(45)

(46)

(47)
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Onerme 8’deki tiirevler agirlik fonksiyonlarmin tiirevlerini icerir. Bundan sonraki
kisimlarda agirlik fonksiyonlar1 olarak (W1) agirlik fonksiyonlart kullanilmakta olup bu

fonksiyonlarin x degiskenine gore tiirevi

dw(x —x;) dwdr (=8r+12r)sgn(x —x), r<1/2
T drdx A8 —4ri)sgn(x —x;),1/2 <r <1 (48)
0, r>1

seklindedir(Dolbow ve Belytschko, 1998).

3.1.4. Sayisal Integrasyon

(40)’daki sistem denklemini elde etmek igin K ve f matrislerindeki integraller
sayisal olarak hesaplanmalidir. Sayisal integraller i¢in literatiirde olan yontemlerden
bazilar1 orta nokta yontemi, yamuk yontemi, Simpson yontemi, Romberg yontemi, Gauss
integral yontemi vb. seklinde verilebilir. Bu ¢alismada Gauss integral yontemi
kullanilmaktadir.

Gauss yontemi ile, verilen bir f(x) fonksiyonunun [a, b] araligindaki integralini
hesaplamak icin ilk olarak integralin smirlart —1 ve 1’e doniistiiriiliir. Bunun ig¢in
x = a + B¢ degisken doniistimii yapilir. Siirlar —1 ve 1’e doniisecegi igin

a=a-—p

b=a+p
denklem sistemi elde edilir. Buradan ¢ = (a + b)/2, f = (b — a)/2 bulunur. Dolayisi ile

integral

b 1
[ reodx= [ pa+pouias

halini alir. Burada |J| = ’ye Jakobiyen determinanti denir. [—1,1] araligindaki integral

&;’ler Gauss noktalar1 ve w;’ler agirliklar1 olmak tizere

| e+ poruias =y wif@+ gy (49)
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seklinde ifade edilir. Burada m, Gauss noktasi sayisidir. Gauss yonteminde kullanilan
Gauss noktalar1 ve agirliklar1 Ek-1’de verilmistir.
Bu ¢alismada 1 boyutlu uzayda elde edilen integrallerin sayisal olarak hesaplanmasi

i¢in asagidaki algoritma kullanilmaktadir:

Algoritma(ALG-1): 1 boyutlu uzayda sayisal integral alma

1. Girdi: n: diigim noktas1 sayisi, x;, i = 1,2, ..., n: diigiim noktalar
m: Gauss nokta sayist, g‘j,j = 1,2, ..., m: Gauss noktalari, wj,j=12,.., m:agirhiklar
2. K matrisi ve f vektoriiniin elemanlarin sifirla
3. Integral alinacak araliklar belirle:[x;, x;41],i = 1,2, ...,n — 1
4. Degisken doniistimii ile integral araligini [—1,1] e doniistiir
5. j = 1’den m’e kadar asagidaki islemleri yap:
9.1, a + B¢ noktast ile iligkili agirlik fonksiyonlarini belirle
5.2. Hareketli en kii¢iik kareler yontemi ile a + f¢; noktasi ile iliskili sekil
fonksiyonlarinin degerlerini hesapla
5.3. (49) ile sayisal integralleri hesapla
5.4. Hesaplanan integralleri K matrisi ve f vektoriinde ilgili yere ata
6. 4 ve 5’deki islemleri n — 1 aralik igin uygula
7. Cikti: K matrisi ve f vektori

ALG-1"de sistem denklemindeki integrallerin sayisal olarak elde edilme algoritmasi
verildi. Simdi eleman bagimsiz Galerkin yontemini bir probleme uygulayarak sayisal
¢oziimlerin davranisini gézlemleyelim.

Agsiz yontemlerde problemin ¢ozlimiinde diiglim noktasinin etki alani 6nemli yer
tutar. Kesim 3.1.2°de diizgiin digiim noktalart i¢in etki alanimi belirleyen en 6nemli
parametrenin d,,,, oldugu ve kullanici tarafindan belirlenmesi gerektigi belirtilmisti.
Asagidaki 6rnekte bu parametrenin farkli degerleri igin (1)’deki sinir deger problemi agsiz
eleman bagimsiz Galerkin yontemi ile ¢oziilmekte ve en uygun d,,,, parametre degeri

belirlenmektedir.

Ornek 1. (1) problemini géz 6niine alalim. Problemin tanim bélgesi esit uzaklikli 10 alt

araliga boliinsiin ve bu araliklarin u¢ noktalar1 diigiim noktalar1 olarak alinsin. Bu diigiim
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noktalar1 i¢in a,d,,,, parametrelerinin farkli degerlerinde eleman bagimsiz Galerkin

yontemi ile olusan

n

2
€= hZ(ugergek - usaylsal) (50)

i=1
hatasini hesaplayalim. Bu hata degerleri Tablo 2’de verilmistir.

Tablo 2. Farkli d,,,4, Ve a degerleri i¢in (50)’de verilen hata degerleri

Amax e(a=1) e(a=10.1) e(a =0.01)
1.6 7.3283 x 107* 0.0035 0.0123
1.7 5.8317 x 1074 0.0025 0.0084
1.8 2.5394 x 10~* 0.0015 0.0044
1.9 1.2209 x 107* 7.2818 x 10~* 0.0027

2 7.2576 x 107° 6.892 x 107* 0.0062
2.1 1.9446 x 10~* 0.0015 0.0110
2.2 3.5393 x 107* 0.0025 0.0164
2.3 5.3506 x 10~* 0.0037 0.0223
2.4 7.1069 x 10~* 0.0048 0.0287
2.5 8.7216 x 10~* 0.0060 0.0361
2.6 0.0011 0.0073 0.0447
2.7 0.0013 0.0087 0.0550
2.8 0.0015 0.0103 0.0670
2.9 0.0017 0.0120 0.0803

3 0.0020 0.0134 0.0949
3.1 0.0022 0.0148 0.1105
3.2 0.0024 0.0162 0.1268
3.3 0.0026 0.0178 0.01450
3.4 0.0029 0.0196 0.1667
3.5 0.0032 0.0226 0.1951

Tablo 2°’dena = 1 ve a = 0.1 i¢in en az hata degerinin d,,,4, = 2’de a = 0.01 i¢in
en az hata degerinin d,,., = 1.9 da olustugu goézlemlenir. Ayrica a = 0.001 igin
dmax = 2°deki hata degeri en kiigiik 3. hata degeridir. Dolayis1 ile eleman bagimsiz

Galerkin yonteminde d,, 4, parametresi hatanin az oldugu 2 degeri olarak segilebilir.
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Not. 1 boyutlu uzayda yaptigimiz ¢alismalarda d,,,, degeri 2’de sabit tutularak sayisal

¢oziimler elde edilmektedir.

Ornek 2. Omek 1°de belirlenen d,,, degeri ile problemin sayisal ¢oziim grafiklerini
gbzlemleyelim. a’nin kiiglik degerleri i¢in (1) problemi sinir katmani igerir. Bu durumda
sayisal ¢oziimlerin davranisini gézlemlemek i¢in a = 0.001 segelim. Bu takdirde diigiim
noktalar1 arasi uzaklik esit ve 0.1 sec¢ilmesi durumunda Sekil 11°deki ¢6ziim grafigi elde

edilir.

sayisal ¢cd=zum
analitik ¢cS=0m
1.2 —

Sekil 11. Diigiim noktalar aras1 uzaklik 0.1 i¢in (1) probleminin sayisal ¢6ziimii

Sekil 11°den goriilecegi iizere ¢oziimiin hizli degistigi bolgelerde genis aralikli
diiglim noktalarinin alinmasi1 hatalarin olusmasina neden olur. Bu hatalarin azaltilmasi i¢in
ya diigiim noktalar1 aras1 uzaklik azaltilmali ya da hatalarin fazla oldugu yerlerde daha
fazla diiglim noktas1 alinmalidir. Eger diiglim noktalar1 aras1 uzaklik yariya indirilirse Sekil

12’deki ¢oziim grafigi elde edilir.

sayisal gS=O0m
analitik g&=0m

Sekil 12. Diiglim noktalar1 aras1 uzaklik 0.05 i¢in (1) probleminin sayisal ¢oziimii



55

Sekil 12’den goriilecegi lizere diigiim noktalari arasi uzakligin yariya diistiriilmesi

yontemdeki hatalar1 azaltmistir. Diiglim noktalar1 aras1 uzaklik yariya disiiriildiigiinde

E=|ulx) - uh(x)”Oo

hatalarin hangi oranda degistigini gézlemlemek icin Tablo 3’i inceleyelim.

(51)

Tablo 3. Diigiim noktalar1 aras1 uzakligin farkli degerleri i¢in (51)’deki hata degerleri

Diigiim noktalari arasi uzaklik E = Ju(x) = u" ()]l
0.1 0.0743
0.05 0.0265
0.025 0.0077
0.0125 040021
0.0625 5.7258 x 1074

Tablo 3’de farkli diigiim noktalar1 icin (51)’de verilen E hatasinin degerleri

verilmistir.

Not. Tablo 3’den goriilecegi iizere diigiim noktalar1 arasi uzaklik yariya indirildiginde

yontemin hatas1 4 kat azalmaktadir. Dolayisi ile yontemin kesme hatasmim O (h?) oldugu

sayisal olarak gézlemlenmis olur.

Yontemdeki hatalar1 azaltmanin bir diger yolu ise hatanin fazla oldugu bolgelere yeni

diigim noktalar1 eklenmesidir. Agsiz yontem, sisteme yeni nokta eklenmesine uygun bir

yontem oldugu icin bu probleme kolayca uygulanabilir. Ornegin, hatanin fazla oldugu

bolgeler olan siir bolgelerde cok, diger bolgelerde az diigiim noktasi alinmasiyla elde

edilen ¢6ziim grafigi Sekil 13’deki gibidir.

1.4

1.2

sayisal ¢S=0Gm
analitik gozam

o.8

o.6

O.4a

o.2

>

Sekil 13. Diizgiin dagitilmamis diigiim noktalar1 i¢in (1)’in sayisal ¢oziimii
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Sekil 13’den goriilecegi iizere diiglim noktalart sinir bolgelere yigilmis olup diger
bolgelerde genis bir ag secilmistir. Bu sekilde secilen diigiim noktalar1 i¢in ¢oziimler
birbiriyle uyumludur. Bu durumda diigiim noktalar1 arasindaki esit uzakligin kiigiiltiilmesi
yontemine gore daha az islem yapildigi i¢in daha hizli ¢6ziimler elde edilir. Bu sekilde elde
edilen ¢oziimlere “adaptif ¢oziimler” adi verilir. Bu ¢6ziimlere ileri ki boliimlerde daha

detayli deginilmektedir.

Ornek 3. Agsiz eleman bagimsiz Galerkin yontemini Neumann smir sartli problemlerde

test etmek igin
—eu” +u =tanh(5x),u'(-1) = -1, u'(1) =1 (52)

problemini goz ontine alalim. Eleman bagimsiz Galerkin yontemi problemin zayif sekline
uygulandigi i¢in (52) probleminin zayif sekli bulunmalidir. Bunun i¢in denklemin her iki
tarafi v test fonksiyonu ile ¢arpilarak —1’den 1’e integral alinir ve integralin 6zellikleri
kullanilirsa

1 1 1
—ef u"vdx +] uvdx = j tanh(5x) vdx
£ | 1 -1

elde edilir. Son bagintida 1. terime kismi integral alma uygulanirsa

_1 1 1 1
o+ ef u'v'dx + f uvdx = f tanh(5x) vdx
-1 -1 1 -1

4
—su'v|
X

bulunur. Sinir kosullar1 son bagintida yerine yazilirsa problemin zayif sekli

1 1 1
—s(v(l) + v(—l)) + ef u'v'dx +f uvdx = f tanh(5x) vdx
-1 -1 -1
olarak bulunur. Dikkat edilirse Dirichlet siir sartli problemlerden farkli olarak sinir
kosullarinin sisteme saglatilmasi igin ekstra bir yonteme ihtiya¢ yoktur. Yani, sinir sartlari
probleme dogrudan uygulanir.
Agsiz yontemlerde ¢oziim (36)’daki gibi arastirildigindan ¢6ziim zayif sekilde yerine

yazilir ve test fonksiyonlari olarak sekil fonksiyonlari segilirse sistem denklemi

Zn: (e f_ 11¢>{ () (x)dx + fl(pl-(x)(pj(x)dx) "

1

=f tanh(5x) ¢j(x)dx+e(¢j(1)+¢j(—1)),j =12, ..,n

olarak bulunur. Burada n, diigiim noktas1 sayisidir. Kesim 3.1.3’de yapildig1 gibi
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1 1
Kij = s.f_1¢{(x)¢>]’-(x)dx+ f_lcpi(x)q')j(x)dx

1
fi = f_ltanh(Sx) ¢;j(x)dx + ¢ (gbj(l) + qu(—l)),l sSLjsn

seklinde tanimlanirsa
Ku=f
sistem denklemi elde edilir. Bu sistem ¢oziiliirerek sayisal ¢oziimler elde edilir.
Eger € = 0.01 i¢in diiglim noktalar1 arast uzaklik esit ve 0.1 olarak secilirse Sekil

14°deki ¢oziim grafigi elde edilir.

sayisal gS=am
analltlk ¢co=am

-1 -0.5 o 0.5 1
>

Sekil 14. (52) probleminin eleman bagimsiz Galerkin yontemi ile ¢6ziimi

Sekil 14’den goriilecegi lizere gercek ¢oziim ile sayisal ¢oziim birbiri ile uyumludur.
Dolayisi ile Neumann sinir sartli problemlerde sinir kosullari igin ekstra bir yontem
kullanilmadan sayisal ¢oziimler elde edilebilmektedir.

Ornek 1°de elde edilen kesme hatasinin Neumann smir sartli problemlerde de
saglandigint gozlemlemek igin farkli diigiim noktalar: ig¢in (51)’de verilen E hatalarini

karsilastiralim. Bu takdirde Tablo 4 elde edilir.

Tablo 4. Neumann sinir sartli problem i¢in EFG yonteminin (51)’deki hata degerleri

Diigiim noktalar: aras1 uzaklik E = |lu(x) — u"(®)|lo
0.1 0.0193
0.05 0.0047
0.025 0.0013
0.0125 3.4795 x 10~*
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Tablo 4°den gériilecegi iizere Ornek 1°de oldugu gibi diigiim noktalar: aras1 uzaklik
yariya diisiiriildiigiinde hata degerleri 4 Kat azalmaktadir. Dolayis1 Ornek 1°deki sayisal
olarak gozlenen yontemin kesme hatasmin O (h?) oldugu bu 6rnekte de gozlemlenmis olur.

Omek 1°den goriilecegi iizere ¢dziimii hizli degisen problemlerde esit adim
uzunluklu diigiim noktalarinin kullanilmasi durumunda diigiim noktalar1 arasi1 uzaklik ¢ok
kiigiik secilmesi gerekir. Bu durumda ise bilgisayarin islem yiikii artar. Dolayisi ile sayisal
¢Ozlimlerin elde edilmesi uzun siire alabilir.

Ote yandan sekil fonksiyonlarinin 6zellikleri yardimiyla ile diigiim noktas1 sayisinin
fazla olmas1 durumunda sistem matrisini olusturmak igin gerekli islem sayis1 azaltilabilir.

Bir islemi yapmak i¢in gerekli toplam ¢arpma ve bdlme islemi sayisina “kayan nokta
aritmetik islem sayis1 veya aritmetik islem sayisi”(flop(floating point operation)) adi
verilir. Kesim 3.1.2°de elde edilen sekil fonksiyonlarinin 6zellikleri kullanilarak diizgiin

dagitilmig diigiim noktalar1 i¢in aritmetik islem sayis1 azaltilabilir.

3.1.5. Diizgiin Dagitilmis Diigiim Noktalar1 i¢in Sistem Matrisini Olusturmada
Gerekli Aritmetik islem Sayist

Diizgiin dagitilmis diigiim noktalar1 kullanilmas1 durumunda Kesim 3.1.4 Ornek 1°de
oldugu gibi ¢oziimi hizli degisim gosteren bolgelerdeki hatalari azaltmak igin diigiim
noktalar1 arasindaki uzakligin ¢ok kiiciik se¢ilmesi gerekir. Bu ise sistem matrisini
olusturmada gerekli olan aritmetik islem sayisimi artirir. Dolayisi ile (38) ve (39)’daki
integralleri hesaplamak ¢ok biiyiik islem yiikii gerektirir. Bu durumu gézlemlemek igin

diizgiin dagitilmis diigiim noktalar1 i¢in (38) ile tanimlanan K matrisindeki sadece

Ny = ] $: 00, (x)dx (53)

integralini hesaplamada gerekli aritmetik islem sayisini hesaplayalim. Bunun igin [0,1]
araliginda diizgiin olarak dagitilmis n adet diigim noktasi alalim. Bu noktalar
0=x; <x, <x3 <+ <xp,=1ile gosterelim ve diigiim noktalar1 aras1 esit uzaklik ise

h=xj,,—x;,i=12,..,n—1olsun.

Kesim 3.1.4 Ornek 1’de eleman bagimsiz Galerkin yontemi i¢in en uygun d,,gy

degerinin 2 oldugu goézlemlenmisti. Dolayisi ile aritmetik islem sayisini d,,q, = 2 degeri
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icin hesaplamak uygundur. d,,,, 'in diger degerleri i¢in benzer islemler ile toplam

aritmetik islem sayis1 belirlenebilir. Bu takdirde Onerme 9 dogrudur.

Not. Aritmetik islem sayilar1 hesaplanirken her bir ¢arpma veya bdlme islemi bir islem

olarak kabul edilmekte toplama ve ¢ikarma islemleri dikkate alinmamaktadir.

Not. Gauss yontemi ile integraller hesaplanirken Gauss nokta sayist 3 veya 4 olarak
secilebilir. Kesim 3.1.4°deki problemlerde Gauss noktasi m, 3 alinarak sayisal ¢ozlimler
elde edilmistir. Elde edilen sayisal ¢dziimlerden m = 3 segilmesinin uygun oldugu

gbzlemlenir. Bundan sonraki kisimlarda Gauss nokta sayis1t m = 3 secilmektedir.

Onerme 9. Q) = [a, b] araliginda tanimlanmis bir problem igin diizgiin dagitilmis diigiim
noktalart a = x; < x, < x3 <+ < xXp_q < Xp = b,dppgx = 2 ve diglim noktalar1 arasi

uzaklik h olarak se¢ilsin. Bu takdirde

b

matrisini hesaplamak igin gerekli aritmetik islem sayisi(integral alma isleminde ALG-1
algoritmasinin kullanilmas1 durumunda)

0(n)
kadardir.

Ispat. Kesim 3.1.4’de verilen ALG-1 algoritmasi ile

b X141
N = f di(x)p;(x)dx = Z () p;(x)dx,i,j =12,..,n

1=1 "%
seklinde hesaplanir. Ote yandan Kesim 3.1.2°den bilindigi {izere d,,q, = 2 icin [xy, x5],
[xn_1,xn] araliklarinda segilen bir x noktasi ile iligkili agirlik fonksiyonu sayisi 3 iken
diger bolgelerde 4’tiir. Dolayist ile ilk ve son araliklarda N matrisinin 3 x 3’lik kismi
sifirdan farkli iken diger araliklarda 4 X 4’liik kismu sifirdan farklidir. 1k olarak [x;, x;44],
l=23,...,n—2 araliklarinda N matrisini hesaplamak igin gerekli aritmetik islem
sayisini hesaplayalim ve bunu diger araliklara genisletelim.
X € [x;, x141], 1 = 2,3, ...,n — 2 keyfi olsun. Bu takdirde

Xie1 T X1 X4 —

2(§) = T Ty )| =

Xi+1 — X
2
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olmak tizere
Xl41 1 m
y $i(x)p;(x)dx = f_1¢i(2(5))¢j(2(€))|]|d€ = ;ws@(Z(fs))fbj(Z(s‘s))I]I

dir. Burada m, Gauss yonteminde segilen Gauss nokta sayisidir. Dolayisi ile N matrisinin
[x;, ;1] araliginda tek bir elemanini hesaplamak i¢in 3m adet carpma islemi yapilir. Bu
aralikta N matrisinin 4 X 4°’lik kismu sifirdan farkli oldugu igin [x;, x;;,] araliginda N
matrisini hesaplamak icin toplamda

16-3m = 48m
carpma islemi yapilmasi1 gerekir. x noktasina 4 adet agirlik fonksiyonu etki ettigi aralik
sayist n — 3 oldugundan bu araliklarda N matrisini hesaplamak igin gerekli aritmetik islem
sayisl

48(n — 3)m
dir. Ote yandan birinci ve sonuncu araliklarda N matrisinin 3 x 3’liik kismu sifirdan farkli
oldugundan bu araliklarin herbirindeki toplam aritmetik islem sayisi 9 - 3m ’dir. Bu
araliklarin sayis1 2 oldugundan bu araliklarda N matrisini hesaplamak i¢in

54m
aritmetik islem yapilir. Dolayisi ile N matrisini hesaplamak igin gerekli aritmetik islem
sayl1s1

48(n — 3)m + 54m
dir. m = 3 se¢ildiginden N matrisini hesaplamak i¢in gerekli aritmetik islem sayist

48(n — 3)m + 54m = 144n — 270 = 0(n)
olarak elde edilir.
Teorem 5. Q = [a, b] araliginda tanimlanmig bir problem i¢in diizglin dagitilmis digim
noktalart a = x; < x, < x3 <+ < xp_q < Xp = b,dpgy = 2 ve diglim noktalar1 arasi
uzaklik h olarak segilsin. Bu takdirde (38)’de tanimlanan K matrisini hesaplamak igin
gerekli aritmetik islem sayisi(integral alma isleminde ALG-1 algoritmasinin kullanilmasi
durumunda)

0(n)
kadardir.

Ispat. Onerme 9’daki N matrisi (38)’deki K matrisinde sadece

[ #100,Gax
0
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integraline karsilik gelir. Fakat (38)’de K matrisi

Kﬁ=£(@M@Mﬂ@+¢i@%&»¢PH%%®MM®+¢AD%ﬂﬁ

seklinde elde edilmisti. Dolayis1 ile K matrisini hesaplamak i¢in gerekli aritmetik islem

say1s1, N matrisi i¢in Onerme 9°da hesaplanan aritmetik islem sayisina

[ #0jedx @ (91000 + B9 )
0

integrallerini hesaplamada gerekli aritmetik islem sayilar1 eklenmesi ile bulunur.

1
| #iesj0dx
0

matrisini elde etmek i¢in gerekli aritmetik iglem sayisi N matrisi ile aynidir. Ayrica, Kesim
3.1.2’de elde edilen agirlik fonksiyonlarinin grafiklerinden goriilecegi iizere x = 0 ve
x = 1 noktalar ile iligkili agirlik fonksiyonu sayis1 2 oldugundan elemanlari
$:(0)9;(0),¢;(1)ep;(1)
olan matrisin 2 x 2’lik kismu sifirdan farklidir. Dolayisi ile bu islem igin gerekli aritmetik
islem sayis1 4’tiir. Sonug olarak K matrisini hesaplamak i¢in gerekli aritmetik islem sayis1
2(48(n—3)m+54m)+2-4
dir. Gauss nokta sayist 3 se¢ildiginden K matrisini hesaplamak igin gerekli aritmetik islem
sayisl
288n — 532 = 0(n)

olarak elde edilir

Dikkat edilirse diigiim noktasi sayisinin biiyiikk oldugu durumlarda Teorem 5 ile K
matrisinin hesaplanmasi igin gerekli aritmetik iglem sayis1 da biiyiik degerler alir. Bu ise
bilgisayarin islem yiikiinii ve hesaplama siiresini artirir. Dolayist ile bu sayinin azaltilmasi

problemlerin ¢6ziimii i¢in 6nemlidir.

3.1.5.1. 0(1) islemde Sistem K Matrisinin Hesaplanmasi

Hizli degisim gosteren fonksiyonlarda sik diiglim noktalarinin alinmasi problemin
sayisal ¢ozliimiindeki hatalarin azaltilmasi agisindan Onemli olsa da problemin islem
yiikiinii artirir. Ciinkii Teorem 5°ten goriilecegi lizere fazla diigiim noktasi alinmasi

aritmetik islem sayisini artirir. Dolayist ile aritmetik islem sayisinin azaltilmasi problemin
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etkin bir sekilde ¢oziilmesi igin Onemlidir. Bu bolimde Kesim 3.1.2°de tiiretilen sekil
fonksiyonu ozellikleri yardimiyla diizgiin dagitilmig diigiim noktalar1 igin aritmetik islem

sayis1 azaltilmaktadir.

Onerme 10. Q = [a, b] araliginda tammlanmis bir problem igin diizgiin dagitilmis diigiim
noktalart a = x; < x, < x3 <+ < Xp_q < Xp = b,d gy = 2 ve diglim noktalar1 arasi

uzaklik h olarak se¢ilsin. Eger

b

ile verilen N = (N;;) matrisi sekil fonksiyonlarmin 6teleme ozelligi kullanilarak

hesaplanirsa N matrisini hesaplamak icin gerekli aritmetik islem sayisi
0(1)
kadardir.
Ispat. Teorem 4 ile d,,q, = 2 secilmesi durumunda diizgiin olarak dagitilmis diigiim
noktalart igin [x,,x,_,] araliginda Oteleme Ozelligi saglanir. Clinkii keyfi bir
X € (x;,x;41),2 < i <n— 2 noktasi ile iligkili agirlik fonksiyonu sayisi her bir aralikta
esit ve 4’tiir. Bu takdirde 3 <i <n — 2 i¢in
Xi Xi+1
| s@adr= [ pin @@
Xi-1 Xi
dir. Gergekten,
Xi Xi
| #oo@dr= | it odn
Xi—1 xi—h
integralinde ¢ = x + h degisken doniisiimii yapilirsa

xit+h

[ oisyar= [ ot - wayce - wag
xi—h

X
elde edilir. Sekil fonksiyonlar1 6teleme 6zelligini sagladigindan

x;+h xi+h Xit+1
f (€ — )b, (€ — h)dE = f Bis1 ()41 (E)dE = f Pis1 ()41 (E)dE

X X i
bulunur. Yani, 6teleme 6zelliginin gegerli oldugu bolgelerde integral degerleri de birbirine
esittir. Dolayis1 ile N matrisi hesaplanirken sadece (x,, x3) araliginda integral degerleri

hesaplanir ve Gteleme 6zelliginin gegerli oldugu diger bolgelerde bu degerler Gtelenerek
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sisteme eklenir. Boylece diger bolgelerde ¢arpma veya bdlme islemi yapilmadan sistem
matrisleri elde edilir. Fakat sinir bolgelere komsu araliklarda 6teleme 6zelligi mevcut
olmadigindan bu bolgelerdeki integraller ayrica hesaplanmalidir.

(X, Xi+1),2 <i<n-—2, araliklarinda Oteleme oOzelligi ile sadece (xy,x3)
araliginda N matrisi hesaplandigindan (x,, x,,_;) icerisinde kalan araliklarda N matrisinin
hesaplanmasi icin gerekli aritmetik islem sayis1 Onerme 9’un ispati ile 48m’dir. Burada,
m, Gauss nokta sayisidir. (xq,x;) ve (x,_q1,x,) araliklarinda oOteleme Ozelligi mevcut
olmadigindan bu bolgelerdeki toplam aritmetik islem sayisi ise 54m’dir. Dolayist ile

Oteleme Ozelligi yardimiyla N matrisini olusturmak i¢in gerekli aritmetik islem sayisi
54m + 48m = 102m = 306 = 0(1) (56)

dr.

Teorem 6. Q) = [a, b] araliginda tanimlanmig bir problem i¢in diizgiin dagitilmis diigiim

noktalart a = x; <x, < x3 < - < xp_q < Xp = b,dppgr = 2 ve diglim noktalar1 arasi

uzaklik h olarak segilsin. Eger (38)’de tanimlanan K matrisi sekil fonksiyonlariin 6teleme

0zelligi kullanilarak hesaplanirsa K matrisini hesaplamak i¢in gerekli aritmetik islem sayis1
0(1)

kadardir.

ispat. Onerme 10’da tanimlanan N matrisi, K matrisinde sadece
| B
integraline karsilik gelir. (38)’de K matrisi
Kij = fo 1 (ai )0 + pi () () ) dx +  ($:(0)$;(0) + $; (1) ;(1))

seklinde elde edildiginden K matrisini hesaplamak i¢in gerekli aritmetik iglem sayzst,

Onerme 10’da hesaplanan aritmetik islem sayisina

| #iesjeodx,a (0080 + 608 D)
0

integrallerini hesaplamada gerekli aritmetik islem sayilarinin eklenmesi ile bulunur.

[ #icosjeax
0
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matrisini elde etmek icin gerekli aritmetik islem sayist N matrisi ile aymidir. Ayrica
Teorem 5’in ispatindan bilindigi {izere

$:(0)¢;(0),p;(1)p;(1)
elemanlarini hesaplamak igin gerekli aritmetik islem sayis1 4’e esittir. Sonug olarak m = 3
secildiginden K matrisinin hesaplanmasi igin gerekli aritmetik islem sayis1 dteleme 6zelligi
kullanildig1 durumda

2:-102m+2-4 =204m+8=620=0(1)
dir.

3.1.6.  Sekil Fonksiyonlarmi Elde Etmek I¢cin Gerekli Aritmetik islem Sayisi

Kesim 3.1.5.1’de 6teleme ozelligi kullanilarak sadece sistem matrisini elde etmek
icin gerekli aritmetik islem sayilarindaki kazang¢ hesaplanmistir. Ote yandan oteleme
ozelliginin mevcut oldugu bolgelerde sadece bir aralikta K matrisi hesaplandigi i¢in diger
bolgelerde sekil fonksiyonlarinin degerlerinin elde edilmesi gerekmez. Dolayisi ile Gteleme
ozelligi ile integrallerde elde edilen O(n) kazanci yaninda sekil fonksiyonlarmin elde
edilmesi stirecinde de bir kazang saglanir.

Bu boéliimde sekil fonksiyonlarmin ve tiirevlerinin bir noktadaki degerlerini elde
etmek icin gerekli aritmetik iglem sayisi hesaplanmaktadir. Bu sayede 6teleme 6zelligi ile
sistem matrisinin elde edildigi durumlardaki toplam kazang arastirilmaktadir. Ote yandan
bu boliimde islem sayisinin azaltilmasi i¢in agirlik fonksiyonlari olarak (W1) agirlik
fonksiyonlar1 yerine (W2) agirlik fonksiyonlart kullanilmaktadir. Ciinkii, (W1) agirhik
fonksiyonlar1 parcali siirekli tanimlandig: i¢in bu fonksiyonlar yardimiyla aritmetik islem
sayisinda genel bir formiil elde etmek (W2) fonksiyonuna goére daha zordur. Gergekten,
herhangi bir x noktasi ile iligkili diigiim noktalarinda tanimlanan agirlik fonksiyonlarinin
hangilerinde

2/3 —4r? + 473
fonksiyonun hangilerinde

4/3 —4r +4r? — 4/37r3
fonksiyonun kullanilacagimin belirlenmesi islemi genel d,;,;;’ler i¢in ¢ok zordur. Dolayisi
ile bu boliimde aritmetik islem sayis1 i¢in genel bir formiil elde etmede (W2) agirhik

fonksiyonlar1 kullanilmaktadir.
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Onerme 11. Q= [a,b] araliginda diizgiin olarak dagitilmis diigiim noktalar:
a=x; <xy <+ <xp_q <X, =Dbolsun. Eger herhangi bir x € (a, b) noktasi ile iligkili
agirlik fonksiyonlarinin sayisi N, ise (W2) agirlik fonksiyonu ile (26)’da verilen ¢, (x)
sekil fonksiyonlar1 vektoriiniin elde edilmesi i¢in gerekli aritmetik islem sayisi

18N, + 6
kadardir.

Ispat. (W2) agirlik fonksiyonlar1 Kesim 3.1.1’de r = |x — x;|/d,,; olmak iizere

_(1—6r?+8r3—3r1 r<i
wx —x;) = 0, r>1

seklinde tanimlanmisti. Buradan x ile iliskili olan bir agirlik fonksiyonunun bu noktadaki
degerini hesaplamak ig¢in 10 adet aritmetik islem gerekir. x ile iliskili agirlik fonksiyonu
sayis1t N, oldugundan agirlik fonksiyonlarini elde etmek icin gerekli aritmetik islem sayisi
10N, dir. Ote yandan Kesim 1.6°dan bilindigi iizere sekil fonksiyonlarinin bir noktadaki
degerlerinin hesaplanmasi i¢in Ay (x) ve By (x) matrisleri hesaplanmalidir. Eger x noktasi

ile iligkili agirlik fonksiyonlart wy, w,, ..., Wy, ile gosterilirse

N, Ny d
z w(x — x;) Z x;w(x — x;)
Ap(x) = ,6:1 3V=xl
D xwe—x) Y Bwlx—x)
i=1 i=1

dir. A, matrisinin elemanlarindan goriilecegi lizere A, "mn 1. satir 1. siitun elemaninda
carpma veya bolme islemi mevcut olmadigindan bu elemani elde etmek igin gerekli
aritmetik islem sayis1 sifirdir. A, nin 1. satir 2. siitun ve 2. satir 1. siitun elemanlarin1 elde
etmede gerekli aritmetik islem sayilar1 N, olup bu say1 matrisin son elemant igin 2N, dir.

Dolayist ile Ay, matrisini elde etmek igin gerekli aritmetik islem sayis1 3N, dir.

By, matrisi ise
B, () w(x —xq) w(x — x,) W(x —xNx) 0o - 0
x) =
4 xw(x —x1) xowlx—x) .. xNxW(x — xNx) 0o - 0

seklinde tanimlandigindan B, matrisinin sadece 2. satirinda ¢arpma islemi yapilir. Dolayisi
ile B, matrisinin hesaplanmasinda gerekli aritmetik islem sayist N, dir. Sekil fonksiyonlari
-1
¢n(x) = [1x](Ap(x)) "Bp(x)
seklinde tanmimlandigindan A; (x) matrisinin tersinin hesaplanmasi igin gerekli aritmetik

islem sayis1 hesaplanmalidir. 2 X 2’lik matrisin tersi matrisin determinant1 yardimiyla
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- Ny . |
(A ( ))_1 _ 1 ; Xi W(X — X _;xlw(_x — xi)
r\X - |Ah(x)| f i
e w(x — x;)
=1 —

ile hesaplanir. |A,(x)| hesaplanmasi i¢in 2 carpma islemi yapilir. A, (x) matrisinin
tersinde herbir terim |4, (x)| ile boliindiigiinden ters alma islemi icin gerekli aritmetik
islem sayis1 6’dir.

Ote yandan

P () = [1x](4,(0)) " Bu(x)
ile i. sekil fonksiyonu

¢lh(x) = (@11 + a210)f1; + (@12 + az2%) P
seklinde bulunur. Burada a;,;, 1 < k,l < 2, (Ah(x))_1 matrisinin elemanlarin1 gosterirken
Beir1<k<21<i<N, ise B, matrisinin i. siitunudur. Dolayis1 ile ¢(x) 1
hesaplamak i¢in gerekli aritmetik islem sayisi1 4’diir. Toplamda N, adet sekil fonksiyonu
hesaplanacagindan ¢, (x) sekil vektoriinii hesaplamada gerekli aritmetik islem sayis1 4N,

olarak elde edilir. Sonu¢ olarak sekil fonksiyonlarinin keyfi bir noktadaki degeri

hesaplanirken gerekli aritmetik islem sayis1 Tablo 5’deki gibi 6zetlenebilir.

Tablo 5. Sekil fonksiyonlarinin elde edilmesinde gerekli aritmetik islem sayis1

Aritmetik Islem Sayisi

Agirlik fonksiyonlari i¢in aritmetik islem sayisi 10N,
A, matrisi i¢in ilave aritmetik islem sayisi 3N,
By, matrisi igin ilave aritmetik islem sayisi N,
Ay, ! matrisi icin ilave aritmetik islem sayis 6
¢y, vektorii igin ilave aritmetik islem sayisi 4N,

Sekil fonksiyonlarinin elde edilmesinde gerekli

aritmetik islem sayisi 18N, + 6

Ote yandan (38)’deki K matrisinden goriilecegi iizere sistem denkleminin elde
edilmesi icin sekil fonksiyonlarinin tiirevlerinin Gauss noktalarindaki degerleri de

hesaplanmalidir. Dolayist ile sekil fonksiyonlarinin tiirevlerinin hesaplanmasinda gerekli
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aritmetik islem sayilar1 da bulunmalidir. Onerme 12 keyfi bir noktada sekil

fonksiyonlarmin tiirevlerini elde etmede gerekli aritmetik islem sayisi verilmistir.

Onerme 12. Q= [a,b] araliginda diizgin olarak dagitilmis diigiim noktalart
a=x; <xy <+ <xp_q <X, =Dbve herhangi bir x € (a, b) noktas1 ile iliskili agirlik
fonksiyonlarmin sayist N, olsun. ¢y (x) ’lerin hesaplandigin1 varsayalim. (W2) agirlik
fonksiyonu kullanilarak Onerme 8 ile verilen ¢, (x) vektoriiniin elde edilmesi igin gerekli
aritmetik islem sayisi

21N, + 24
kadardir.

Ispat. Onerme 8 ile sekil fonksiyonlarinin tiirevlerinin x noktasindaki degeri

() = (P (0) A7 (OB G + pT ()47 () Bro) +pT (A7 () (B ()’
bagintis1 ile hesaplanir. A, (x), By (x) matrisleri i¢in gerekli aritmetik islem sayilar1 Tablo
5’de verilmisti. ¢ (x) ’ler hesaplandigindan bu matrisleri hesaplamak igin gerekli
aritmetik islem sayilari, ¢y, (x) vektoriinii hesaplamak igin gerekli aritmetik islem sayisina
eklenmemektedir. Simdi sekil fonksiyonlarmin tiirevlerindeki diger matrisler igin gerekli

aritmetik islem sayilarini hesaplayalim.
(42)’den bilindigi ﬁzere(Agl (x))

(47 @) = (47" @) () (47* @)

ile hesaplanir. Ay (x) matrisinin tiirevi ise (43) ile

fw’(x —x;) ixiw’(x - x;)
(4nG0) =| 42"
Z x;w (x — x;) Z xZw'(x — x;)

dir. Dolayist ile (Ah(x))’ matrisinin hesaplanmasinda gerekli aritmetik islem sayisinin
belirlenmesi igin w'(x — x;) ’deki aritmetik islem sayilar1 belirlenmelidir. (W1) agirhik
fonksiyonlarmin (48)’de elde edilen tiirevlerine benzer sekilde (W2) agirhik
fonksiyonlarmin tiirevi

(—12r + 24r% — 12r¥)sgn(x — x;), 1 <1

W= | o i
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seklinde elde edilir. Dolayisi ile keyfi bir noktada sekil fonksiyonlarinin tiirevini elde
etmek icin 7 adet carpma islemi yapilir. x noktasi ile iligkili agirlik fonksiyonu sayis1 N,
oldugundan agirlik fonksiyonlarinin tiirevlerinin hesaplanmasi igin gerekli aritmetik islem
sayis1 7N, dir.

(Ah(x))’ matrisi Ay, (x) matrisinden farkli olarak agirlik fonksiyonlarinin tiirevini

icerir. Dolayisi ile (Ah(x))’ ve Ay (x) matrislerini hesaplamadaki aritmetik islem sayilari

aynidir.

(Agl(x)) matrisini hesaplamada gerekli aritmetik islem sayisini belirlemek igin
P [ain ar; -1 1011 012
(Ah(x)) N [a'21 alzz] ’ (Ah(x)) o [a21 “22]
seklinde gosterilsin. Bu takdirde

(4 @) =-(ar @) @) (42 w) =[5 57

bulunur. Burada

dyy = —aqg (@101 + @12a31) — a1 (11017 + a42037)
di; = —ap(a1a3; + @12a31) — Az (1101, + a12037)
dyy = —a11(az1a11 + Qp2031) — az1(A21a1; + A22037)
dyz = —a12(@21a11 + @22031) — 22(@21a77 + A2203;)

dir. Dolayzst ile (Aﬁl(x)) matrisini hesaplamak i¢in gerekli aritmetik islem sayis1 24’tiir.

(Bp(x))’ tiirev matrisi (44) ile

(B0 |

wix—x)  w(x—x) v W(x—xy) 0 - 0
aw(x—x) xw(x—x) .. xyw(x—xy) 0 = 0
seklinde oldugundan bu matrisi hesaplamak igin gerekli aritmetik islem sayis1 N, dir.

Ote yandan sekil fonksiyonlarinin tiirevlerinin hesaplanmas: icin yukarida

hesaplanan matrisler yaninda Onerme 8’de elde edilen
() = (p7(0)) A7 (DB () + pT (471 () Bu(x) + T () AR () (B (1))
islemi de yapilmalidir. Son bagintidaki
pT ()45 () By (x) ve p" (1) A7 () (B ()’

terimlerini elde etmek icin gerekli islem sayilar1 ¢, (x) ile ayn1 olup 4N, ’dir. Fakat

(pT(x))’ = [0 1] oldugundan (pT(x))'A,_ll(x)Bh(x) vektoriiniin i.,1 < i < N,, terimi
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((pT(x))’Aﬁl(x)Bh(x)) = 1B T a22P0i

i
dir. Burada ai,1<kl1<2, (4, (x))_1 matrisinin elemanlarin1  gosterirken Sy,
1<k<21<i<N,ise B, matrisinin i. situnudur. Bu islem i¢in gerekli aritmetik islem
sayis1 2’dir. (pT(x))’A,_ll(x)Bh(x) vektorliniin N, terimi sifirdan farkli oldugundan bu
vektoriin hesaplamasi i¢in gerekli aritmetik islem sayisi 2N, ’dir. Dolayisi ile ¢y, (x)
vektoriinii hesaplamada gerekli aritmetik islem sayis1 10N, dir.

Sonug¢ olarak sekil fonksiyonlarmin tiirevlerinin keyfi bir noktadaki degeri

hesaplanirken gerekli aritmetik islem sayis1 Tablo 6’daki gibi 6zetlenebilir.

Tablo 6. Sekil fonksiyonlarinin tiirevlerinin elde edilmesinde aritmetik islem sayisi

Aritmetik Islem Sayis1

Agirlik fonksiyonlarmin tiirevleri i¢in aritmetik islem sayis1 7N,
Aj, matrisi i¢in ilave aritmetik islem sayisi 3N,
Bj, matrisi i¢in ilave aritmetik islem sayisi N,
(A1)’ matrisi i¢in ilave aritmetik islem say1s 24
¢y, vektori igin ilave aritmetik islem sayist 10N,

Sekil fonksiyonlarinin tiirevlerinin elde edilmesinde gerekli
21N, + 24

aritmetik islem sayisi

Onerme 11 ve 12°de sekil fonksiyonlarmin ve tiirevlerinin sadece bir noktadaki
degerlerinin hesaplanmasinda gerekli aritmetik islem sayilar1 verilmistir. Fakat Kesim
3.1.4’de bahsedilen sayisal integral hesabi ile [x;,x;41],i = 1,2,...,n — 1 araliginda m
adet noktada sekil fonksiyonlarinin ve tiirevlerinin degerleri hesaplanmalidir. Burada m,
Gauss nokta sayisidir. Problemin tanimli oldugu [a, b] araliginda n — 1 adet alt aralik
oldugundan sekil fonksiyonu ve tiirevinin hesaplanmasi gereken nokta sayisi

(n — 1)m’dir.

Ote yandan d,, 4, ’in farkli secimleri igin [x;, x;1],i = 1,2, ...,n — 1 araliklarinda
secilen x noktasi ile iligkili agirlik fonksiyonlar: sayisi, Ny, degistigi i¢in genel bir formiil
elde edemeyiz. Bunun yerine Kesim 3.1.5’de oldugu gibi d;;q, = 2 Ozel se¢imi igin

aritmetik iglem sayis1 hesaplanabilir. Bu takdirde Teorem 7 elde edilir.
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Teorem 7. Q = [a, b] araliginda tanimlanmis bir problem i¢in diizgiin dagitilmis diigiim
noktalart a = x; < xy <x3 < - <xXp_1 < Xp, =b,dypax = 2 ve diigim noktalar1 arasi
uzaklik h olarak secilsin. Eger (38)’deki K matrisindeki sekil fonksiyonlarinin ve
tirevlerinin integral noktalarindaki degerlerinin elde edilmesi i¢in gerekli aritmetik islem
sayisi(integral alma isleminde ALG-1 algoritmasinin kullanilmasi durumunda)

0(n)
kadardr.
Ispat. d,,q, = 2 icin [x, x,], [Xn_1, X,] araliklarinda segilen bir x noktas: ile iliskili
agirlik fonksiyonu sayisi 3, diger bolgelerde segilen x noktasi ile iliskili agirlik fonksiyonu
sayis1 4’diir. Dolayisi ile K matrisini hesaplamak igin herbir aralikta m adet Gauss noktasi
kullanilirsa Onerme 12 ile [xy,x,], [x,_1, X,] araliklarinda sekil fonksiyonlarinin ilgili
noktalardaki degerlerini hesaplamak i¢in

(18N, +6)m = (18-3 + 6)m = 60m
aritmetik islem gerekir. Bu say1 diger araliklarda esit ve herbirinde

(18N, +6)m = (184 + 6)m = 78m
dir. I¢ bolgelerdeki aralik sayis1 n — 3 oldugundan ve Gauss nokta sayis1 3 secildiginden K
matrisindeki sekil fonksiyonlarin degerlerinin elde edilmesi igin gerekli toplam aritmetik

islem sayis1

60m -2+ 78m(n — 3) = 78mn — 114m = 234n — 342 (57)

dir. Fakat K matrisi sekil fonksiyonlarinin tiirevlerini de igerdiginden ilgili noktalarda bu
fonksiyonlarin degerleri de hesaplanmalidir. Onerme 12 ile [xq, x5], [Xp_1, Xn]
araliklarindaki sekil fonksiyonunun tiirevlerinin degerleri hesaplanmasinda gerekli
aritmetik islem sayis1

(21N, +24)m = (21-34+24)m = 87m
olarak bulunur. Bu deger diger araliklarin herbirinde

(21N, +24)m = (21-4 4+ 24)m = 108m
dir. Dolayist ile sekil fonksiyonlarmin tiirevlerinin hesaplanmasi ig¢in gerekli toplam

aritmetik islem sayis1 m = 3 se¢ildiginden

87m -2+ 108m(n — 3) = 108mn — 150m = 324n — 450 (58)
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dir. Buradan K matrisindeki sekil fonksiyonlarmin ve tiirevlerinin integral noktalarindaki

degerlerinin elde edilmesi i¢in gerekli aritmetik islem sayis1 (57) ve (58)’den

234n — 342 + 324n — 450 = 558n — 792 = 0(n) (59)

seklinde bulunur.

3.1.6.1.0(1) Islemde Sistem Sekil Fonksiyonlarmm ve Tiirevlerinin
Hesaplanmasi

Kesim 3.1.5.1°deki gibi sekil fonksiyonlarinin 6teleme 6zelligi yardimiyla sistem

matrisini hesaplamadaki islem yiikii azaltilabilir. Oteleme &zelligi ile Teorem 8 elde edilir.

Teorem 8. Q) = [a, b] aralifinda tanimlanmig bir problem i¢in diizgiin dagitilmis diigiim
noktalart a = x; < x, < x3 <+ < xXp_q < Xp = b,dpgx = 2 ve diglim noktalar1 arasi
uzaklik h olarak segilsin. Eger (38)’deki K matrisindeki sekil fonksiyonlarmin ve
tirevlerinin integral noktalarindaki degerlerinin elde edilmesi i¢in gerekli aritmetik islem

sayisi(sekil fonksiyonlarinin 6teleme 6zelligi kullanilirsa) O(1) kadardr.

Ispat. Oteleme ozelligi sadece [x;, X;41],i = 2,3, ...,n — 2 araliklarinda gecerli olup bu
bolgelerin sadece bir tanesinde sekil fonksiyonlarini ve tiirevlerini hesaplamak i¢in gerekli
aritmetik islem sayisinin belirlenmesi yeterlidir. Diger araliklarda bu degerler Otelenir.
[x,, x3] araliklarinda sekil fonksiyonlarini ve tiirevlerini hesaplamak igin gerekli aritmetik
islem sayilar1 ise Teorem 7°nin ispati ile sirasiyla 78m ve 108m’dir. Ote yandan 1. ve
sonuncu aralikta 6teleme 6zelligi mevcut olmadigindan bu bdlgelerdeki aritmetik islem
sayilar1 hesaplanmalidir. Teorem 7’nin ispati ile bu bdlgelerdeki sekil fonksiyonlari ve
tirevlerini elde etmek icin gerekli aritmetik islem sayisi sirasiyla 120m ve 174m’dir.
Dolayis1 ile oteleme 06zelligi kullanilarak Gauss noktalarinda sekil fonksiyonlarinin ve
tiirevlerinin elde edilmesinde gerekli aritmetik islem sayilar1 sirasiyla 198m ve 282m olup

m = 3 secildiginden toplamda

480m = 1440 = 0(1) (60)

islemde K matrisindeki sekil fonksiyonlar1 ve tiirevleri hesaplanir.
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Sistem matrisini hesaplamak igin gerekli aritmetik islem sayisinin azaltilmasi daha
kisa siirede sayisal ¢oziimlerin elde edilmesini saglar. BOylece diigiim noktalar1 arasi
uzakhigin ¢ok kiigiik se¢ildigi problemlerde hizli bir sekilde sayisal ¢oziimler elde edilir.
Asagidaki ornekte (1) problemi i¢in Oteleme Ozelliginin kullanildigr ve kullanilmadigi
durumlarda bilgisayarin sayisal ¢oziimleri elde etme siireleri karsilastirilmistir.

Not. Asagidaki ornekte telemeli ve otelemesiz durumlarda sistem matrisini elde etmede
gerekli CPU zamanlar1 karsilastirilmistir. Bu 6l¢timler Intel Core(TM) 2 Duo CPU T6400
2 GHz’lik bir bilgisayar iizerinde gergeklestirilmistir.

Ornek. Sinir katmani igeren (1) problemini goz 6niine alalm. a = 0.1 parametresi ve
diizgiin olarak dagitilmis digim noktalar1 i¢in sayisal c¢oziimleri hesaplamadaki
CPU(Central Processing Unit) zamanlarimi karsilastiralim. Tablo 7°de eleman bagimsiz
Galerkin yontemi kullanilmasi durumunda farkli diigim noktasi sayilar1 i¢in bilgisayarin

sistem matrisini olusturmada harcadigi1 CPU siireleri verilmistir.

Tablo 7. Diizgiin diigiim noktalar1 igin Gteleme 6zelligi kullanilmadigi durumda
sistem matrisi i¢in CPU degerleri

Diigiim noktalar1 arasindaki uzaklik (Ax) CPU(saniye)
0.1 0.0190
0.01 0.1241
0.005 0.2516
0.001 1.3538
0.0005 2.9775

Tablo 8°de ise dteleme 6zelligi kullanilmasi durumunda bilgisayarin sistem matrisini

elde etmede harcadigi CPU siireleri verilmistir.

Tablo 8. Diizgiin diigiim noktalar1 i¢in Oteleme &zelligi kullanilmasi durumunda

sistem matrisi i¢in CPU degerleri

Diigiim noktalar1 arasindaki uzaklik (Ax)

CPU(saniye)

0.1 0.00561
0.01 0.00885
0.005 0.01466
0.001 0.09381

0.0005 0.26714
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Tablo 8 ve Tablo 9 karsilagtirildiginda Gteleme 6zelligi ile sistem matrisinin elde
edilmesi CPU degerlerinde 6nemli bir azalmaya neden oldugu goriliir. Dolayist ile
Oteleme Ozelligi ile agsiz yontemlerin en 6nemli dezavantaji olan islem yiikiinde 6nemli

Ol¢iide azalma saglanmis olup daha kisa siirede sayisal ¢oziimler elde edilmistir.

3.1.7. Sonlu Farklar Yontemi, Sonlu Elemanlar Yontemi ve Eleman Bagimsiz
Galerkin Yonteminin Karsilastirilmasi

Literatiirde en c¢ok kullanilan sayisal yontemlerden bazilar1 sonlu farklar ve sonlu
elemanlar yontemleridir. Bu yontemler giinlimiize kadar ¢ok calisilmistir. Bu boliimde bu
iki yontem ile eleman bagimsiz Galerkin yontemi simir katmani iceren problemler igin
karsilastirilmaktadir.

Ornek 1. (1) ile verilen simr deger problemini ele alalm. Bu problem icin eleman
bagimsiz Galerkin yontemi ile sistem denklemi Kesim 3.1.3’de elde edilmisti. Bu 6rnekte
ise sonlu farklar ve sonlu elemanlar yontemindeki sistem denklemi elde edilmektedir.

Sonlu farklar yontemi ile (1) sinir deger problemini ¢dzmek igin problem
ayriklastirilir. Problemdeki ikinci tiirev i¢in merkezi tlirev yaklagimi

d*u _ulxgyr) = 2ulxg) +ulxy) |

Tz ) = 2 L=

seklinde oldugundan problemin ayriklastirilmis denklemi, u;, u(x;),i = 1,2, ...,n deki

2,...,n—1

sayisal ¢6ziim olmak iizere

Uppr — 2U; + Ujg

—a = tu;=1,i=23.n-1 (61)
dir. Siir kosullari, u; =u, =0, (61)’de yerine yazilirsa sonlu farklardaki sistem
denklemi

2a + h? —a 0 0 0 U, B2

—a  2a+ h? —a 0 0 [ Us ] 2
0 —a 2 —a 0 N I

X . 2a+h ] : - NEE
S T R A o I
0 0 0 —a 2a + p21 1 h

olarak elde edilir.

Sonlu elemanlar yonteminde ise genellikle problemin zayif sekli olan (3) denklemi

ile sayisal ¢oziim yapilir. (3) ile problemin zayif sekli
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Ldudv 1 1
a ——dx+f uvdx=f vdx
o dxdx 0 0

olarak elde edilmisti. Sonlu elemanlar yonteminde sayisal ¢6ziim ise agsiz yontemde

oldugu gibi
n
W) =) $iou
i=1

seklinde arastirilir. Sekil fonksiyonlar1 olarak lineer sekil fonksiyonlar1 kullanildigini
varsayalim. Bu sekil fonksiyonlari
NE (%) = &
ozelligini saglayan
Nf(x) =a+ bx
seklindeki lineer fonksiyonlardir. Burada e, sonlu elemanlar yontemindeki elemanlari

gostermektedir. Dolayisi ile sekil fonksiyonlari k. eleman {izerinde

NF(x))=a+ bx; =1 X — X;
kl( l)_ i B }=>Nl-k(x)= i+1
N (xi41) = a+bxjy; =0 Xi = Xi+1
NE . (x))=a+ bx; =0 X — X;
. l+1( l) i }: Nilf|-1(x) r 2
N (xig1) =a+bx =1 Xiv1 — X

dir. Cozlim zay1f sekilde yerine yazilir ve Galerkin yontemi kullanilirsa sistem denklemi

KL KL 00 « 0 fi
1 1 2 2 [41] 1 2
KZl KZZ + Kll Klz 0 e O uZ fZ + fl
0 K221 KZZZ + K131 K132 ..“ 0 |u3 | = f22 -!-f13
0 0 : K31 Kiz' +Ki K luSJ 2 T
[ 0 0 0 k21 K2, f3
seklinde bulunur. Burada
Xit+1 dNE dNE&
_ j aivi
Kl-ej = .’;i (CIW dx + IVjeNl-e> dx

Xit+1
fie — f ]Vjedx
Xi

dir.

Sistem denklemleri elde edilen ii¢ yontemi (1)’deki simir katman problemine
uygulayarak ¢oziimlerin davranisini, ¢éziimiin hizli degistigi a = 0.001 parametresi igin

inceleyelim. Bu takdirde diigiim noktalar aras1 uzaklik 0.1 olarak secilirse yontemlerin
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e=lulx) —u"(x)i=12..,n (62)

kiimiilatif hata grafigi Sekil 15’deki gibidir.

> A=z ySntem
- Sonlu elemaniar
Sonlu farklar

Sekil 15. (1) problemi igin h = 0.1 segilmesi durumunda yontemlerin (62)’de
verilen hata grafikleri

Sekil 15°den goriilecegi lizere ¢oziimiin hizli degisim gosterdigi a degeri igin sinir
bolge komsulugunda en kiigiik hata sonlu farklar yonteminde mevcut iken en biiyiik hata
sonlu elemanlar yonteminde olusmaktadir. Fakat ¢6ziimiin yavas degistigi i¢ bolgelerde en
biiyiik hata agsiz yontemde meydana gelmektedir. Diigiim noktalar1 arasi uzaklik 0.05

olarak secilmesi durumunda ise Sekil 16°daki hata grafigi elde edilir.

Agsiz ySntem
Sonlu elemaniar
—+ Sonlu farklar

v X

Xt
Xt

1x
1x

Sekil 16. (1) problemi i¢in A = 0.05 secilmesi durumunda yontemlerin (62)’de
verilen hata grafikleri

Sekil 16’dan goriilecegi iizere diiglim noktalar1 arast uzaklik 0.05 segilmesi
durumunda ise ilk ve son hata degerlerinde agsiz yontemin hatasi iki yontemden az iken
diger noktalarda en az hata sonlu farklar yonteminde olugmaktadir. Ayrica fonksiyonun
yavas degisim gosterdigi bolgelerde yontemlerin hatalari hemen hemen birbirine esit olup

sifira cok yakindir.
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Tablo 9’da ise herbir yontemde farkli diigiim noktalar1 se¢ilmesi durumunda olusan

E = Jlux) —u" (0l (63)

hata degerleri verilmistir.

Tablo 9. Farkli h degerleri i¢in yontemlerin (63) ile verilen E hata normlari

h Sonlu Elemanlar yontemi | Agsiz EFG yontemi | Sonlu Farklar yontemi
0.1 0.1197 0.0743 0.0416
0.05 0.0424 0.0265 0.0287
0.025 0.0099 0.0077 0.0088
0.0125 0.0024 0.0021 0.0023
0.00625 6.0089 x 107* 5.7258 x 1074 5.9658 x 10~*

Tablo 9’dan goriilecegi lizere diigiim noktalart arasi uzaklik yariya indirildiginde
hata 4 kat azalmaktadir. Dolayzist ile herbir ydntemin hatasinin O (h?) oldugu sayisal olarak

gbzlemlenir.

Ornek 2.

—eu"+u=1-cos(x),u(-1)=u(1)=0 (64)

problemini gbézoniine alalim. Bu problemin ¢6ziimii € ’nun kii¢iik degerleri i¢in sinir
bolgelerinin haricinde orta bolgede de hizli degisen bir fonksiyon 6zelligi gosterdigi Sekil
17°den goriilmektedir. Ornek 1°de yapildigi gibi farkli h degerleri i¢in ydntemlerin

kiimiilatif hatalarini karsilastiralim.

Sekil 17. (64) probleminin farkli € degerleri i¢in analitik ¢6ziim grafikleri
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Eger ¢ =0.001 ve digim noktalar1 arasi uzaklik h = 0.1 olarak segilirse
yontemlerin diigiim noktalarindaki (62)’de verilen e hatalarinin grafikleri Sekil 18’deki

gibidir.

> Agsiz yontem
Sonlu elemaniar
sonlu farklar

-
]
4]
X0
]
V]
¥

Sekil 18. (64) probleminde h = 0.1 secilmesi durumunda yontemlerin (62)’de
verilen hata grafikleri

Sekil 18’den goriilecegi iizere Ornek 1°de h = 0.1 durumunda oldugu gibi problemin
hizli degisim gosterdigi siira komsu diigiim noktasinda en fazla hata sonlu elemanlar en
az hata ise sonlu farklar yonteminde olusmaktadir. i¢ bolgelerde ise agsiz yontemin
kiimiilatif hatas1 digerlerinden fazla olmasina ragmen sifirin komsulugunda hata degerleri
hemen hemen birbirine esittir. Ayrica h degeri yariya indirildiginde Ornek 1°de h = 0.05

secilmesi durumunda olusan sonuglara benzer sonuglarin meydana geldigi Sekil 19’dan

gorilmektedir.
0.02 -
- < Agsiz ydntem
0.018 |- - Sonlu elemanlar
-+ Sonlu farklar
0.016 -
0.014 -
+ +
0.012 > >
—_—
=
5 o0.01F
[T}
@
0.008 -
= =
0.006 - T
0.004 -
> >
0.002 + +
> <
[o SR T NS N P A A W S A A A AP A AR A A AP AR S S—
-1 -0.5 o 0.5 1
x

Sekil 19. (64) probleminde h = 0.05 degeri i¢in yontemlerin (62)’de verilen hata
grafikleri
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Omek 1°deki gibi farkli h degerlerine karsilik (63)’te verilen E hata degerlerini

karsilastiralim. Bu takdirde Tablo 10 elde edilir.

Tablo 10. Farkli h degerleri i¢in yontemlerin (63)’te verilen E hata normlar1

h Sonlu Elemanlar yontemi | Agsiz EFG yontemi | Sonlu Farklar yontemi
0.1 0.0545 0.0340 0.0191
0.05 0.0194 0.0122 0.0132
0.025 0.0046 0.0035 0.0041
0.0125 0.0011 9.6352 x 10~* 0.0011
0.00625 2.7536 x 1074 2.6137 x 1074 2.7457 x 107*

Tablo 10°da Ornek 1’deki duruma benzer olarak diigiim noktalar1 arasi uzaklik

yartya diistiriildiigiinde herbir yontemin hatasinin 4 Kkat azaldig1 gortliir.

Ornek 3. Salinim yapan

—eu' +u =sin(10x) ,u(—-1) =0,u(1) =0

(65)

problemini gozoniine alalim. Bu takdirde € = 0.01 ve diiglim noktalar1 aras1 uzaklik

h = 0.1 se¢ilmesi durumunda (62)’deki hata degerleri Sekil 20’deki gibidir.

0.03

0.025

0.02

0.015

e |1|

0.01

0.005

Agsiz yontem
Sonlu elemanlar
Sonlu farklar

X O
ol
4}
¥

Sekil 20. (65) probleminde h = 0.1 igin (62)’de verilen hata grafigi

Sekil 20°den goriilecegi iizere Ornek 1 ve 2°den farkli olarak diigiim noktalarinda en

az hata agsiz eleman bagimsiz Galerkin yonteminde olusmaktadir.
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Eger yontemlerin (63)’deki E hatalarina bakilirsa Ornek 1 ve 2’deki durumlara

benzer sonuglarin meydana geldigi Tablo 11°den agiktir.

Tablo 11. Farkli h degerleri i¢in yontemlerin (63)’de verilen E hata normlari

h Sonlu Elemanlar yontemi | Agsiz EFG yontemi | Sonlu Farklar yontemi
0.1 0.02 0.0069 0.0253
0.05 0.0052 0.0017 0.0063
0.025 0.0013 42747 x 10~* 0.0016
0.0125 3.292 x 107* 1.0339 x 1074 3.9398 x 107*
0.00625 8.2307 x 1075 24144 x 107° 9.8491 x 1075

Ornek 1-3’den yontemlerin kiimiilatif hatalarinin O(h?) oldugu sayisal olarak
gbzlemlenir. Ayrica hata degerlerinin tablolar1 karsilastirildiginda, Ornek 1 ve 2’de en
fazla hata degerinin sonlu elemanlar yénteminde Ornek 3’de ise sonlu farklar yonteminde,
en az hata degerlerinin ise eleman bagimsiz Galerkin yonteminde olustugu gézlemlenir.

Ote yandan literatiirdeki ¢alismalardan bilindigi iizere

lu(x) — u™(x)|lo» < 0(h?)(Johnson, 2009) (66)

sonlu farklar yontemi igin

lu(x) — u(x) ||, < 0(h?)(Chen,2013) (67)

agsiz eleman bagimsiz Galerkin yontemi i¢in

lu(x) — u(x)|l» < 0(h?)(Haussler, 1998) (68)

dir. (68)’de |¢;(x)| < c¢,ny, destek bolgesindeki diigiim noktasi sayisidir. Dolayisi ile
sayisal olarak gozlemlenen yontemlerin hatalar1 O(h?) oldugu son esitsizliklerden

dogrulanur.

Eleman bagimsiz Galerkin yonteminde hata degerlerinin diger yontemlere gore az
olmasmin yani sira sekil fonksiyonlar1 ¢oziimiin bir pargasi olarak elde edildiginden

sisteme yeni nokta eklenmesi veya sistemden nokta ¢ikartilmasi islemine ¢ok uygundur.
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Bu ise yontemi adaptivite i¢in ¢ok uygun hale getirir. Dolayisi ile yontemde olusan hatalar
uygun yerlere diigiim noktalar1 konulmasi ile kolaylikla azaltilabilir. Bunun i¢in yontemin
hangi bolgelerde fazla hata degerine sahip oldugu belirlenmelidir. Kesim 3.1.9°da hareketli
en kiiciik kareler yonteminin yaklasim hatasi hesaplanarak yontemin hatasi hangi
bolgelerde fazla oldugu arastirilmigtir. Bu sayede Kesim 3.1.10 ve 3.1.11°de bu

bolgelerdeki hatalar1 azaltmak i¢in adaptif yontemler onerilmistir.

3.1.8. Agsiz Yontemlerde Adaptivite

Eleman bagimsiz Galerkin yontemi, hizli degisen fonksiyonlarda iyi sonug¢ vermesi
icin diigiim noktalar1 aras1 uzakligin kiiciik secilmesi gerektigine deginilmisti. Diizgiin
diigiim noktalar i¢in diigiim noktalar1 arast mesafenin kiiciik segilmesi ise bilgisayarin
fazla islem yapmasmma neden oldugundan dolayr Kesim 3.1.5 ve 3.1.6’da sekil
fonksiyonlarmin 6zellikleri yardimiyla daha hizli ve daha az CPU gerektiren ¢oziimler elde
edilmisti. Fakat diizgiin diiglim noktalar1 aras1 mesafenin kiigiik secilmesi, hatanin ¢ok
kiiglik oldugu bolgelere de noktalar eklenmesine neden olur.

Ote yandan diigiim noktalar1 aras1 uzakligin diizgiin olarak azaltilmasi yerine hatanin
fazla oldugu bolgelere daha fazla nokta yigilmasi ile daha iyi sonuglar elde etmek
miimkiindiir. Bu sayede ¢ok fazla diigiim noktasi almadan daha az maliyetli ¢oziimler elde
edilebilir. Diigiim noktalarinin hatanin fazla oldugu bdlgelere yigilmasi ile elde edilen
cOozlimlere ‘“‘adaptif ¢O0ziim”, bu yoOnteme ise “adaptif yontem” adi verilir. Agsiz
yontemlerde diigiim noktalarinin se¢imi tamamen keyfi oldugundan adaptiviteye uygun bir
yontemdir.

Giliniimiizde sayisal yontemler {izerinde yapilan ¢alismalarda bir¢cok adaptif yontem
onerilmistir. Bu yontemleri li¢ kategori altinda toplamak miimkiindiir:

1. Digiim noktalarinin yerleri degistirilmesi ile yapilan adaptivite(r-adaptivite)
2. Yeni diigiim noktas1 eklenmesi ile yapilan adaptivite(h-adaptivite)
3. Polinom derecesinin arttirilmasi ile yapilan adaptivite(p-adaptivite)

1. yontemde baslangigta alinan diiglim noktalarinin sayis1 degistirilmeden sadece
diiglim noktalarinin yerlerinin degistirilmesi ile problemin sayisal ¢dziimii hesaplanir.
Buna “r-adaptivite” adi verilir. Bunun i¢in de yontemin hangi bolgelerde fazla hata yaptigi

onceden belirlenerek o bolgelere hatanin az oldugu bolgelerden noktalar alinarak eklenir.
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2. yontemde ise baslangicta alinan diiglim noktalarina ek olarak hatanin fazla oldugu
bolgelere yeni noktalar eklenmesi ile yapilir. Buna “h-adaptivite” adi verilir. 1. adaptif
yontemde oldugu gibi hatanin fazla oldugu bolgeler onceden belirlenerek bu bolgelere
noktalar eklenir.

3. yontemde ise sekil fonksiyonlari elde edilirken yaklasim uzayinda alinan
polinomlarin sayist arttirilarak yapilan adaptivitedir. Bu sayede sekil fonksiyonlariin etki
alan1 icerisindeki bilinmeyen degerleri daha iyi bir sekilde elde edilmesi saglanir. Bu
yonteme “p-adaptivite” adi verilir.

Ayrica h-adaptivite ve p-adaptivite yontemlerinin birlestirilmesi ile olusturulan “hp-
adaptivite” de ¢ok popiiler olarak kullanilan yontemdir.

Bir yonteme adaptif bir yaklasim gelistirebilmek i¢in ydntemin hatasinin tahmin
edilmesi gerekir. Bu sayede elde edilen hatayr minimize edecek sekilde yontemler
gelistirilebilir. Kesim 3.1.9°da agsiz yontemlerde sekil fonksiyonlarinin hareketli en kiiciik
kareler yontemi ile elde edilmesi durumunda olusan yaklasim hatasi igin bir tahmin

verilmektedir.

3.1.9. Hareketli En Kii¢iik Kareler Yontemi ile Yaklasim Hatasi

Bu boliimde 1 boyutlu uzayda hareketli en kiigiik kareler yonteminin bazi 6zellikleri
verilerek yontemin yaklasim hatast igin bir st limit hesaplanmaktadir. Boylece hatanin
bliylik oldugu bolgeler belirlenerek diiglim noktalarinin bu bdlgelere yi8ilmast
saglanmaktadir.

1 boyutlu uzayda agsiz yontemlerde yaklagim

wh@) = ) i

seklindedir. Burada ng;, x noktasinin destek bolgesindeki digiim noktasi sayisidir. 1
boyutta lineer uyumluluk, eger u; lineer bir alana karsilik gelen diigiim degerleri ise u”(x)
bu lineer alan ile tekrar iiretilebilir oldugunu belirtir. Diger bir ifade ile eger Va;,i = 0,1
i¢cin

U; = g + ax;
ise

ul(x) = ap + a;x
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dir. u; diigiim degerleri ¢6ztimde yerine yazilirsa linecer uyumluluk ile

ul(x) = Z ¢i(x)(ap + arx;) = ag + a1 x
i=1

= Z(“ofpi(x) +ax;0;(x)) = ap + ayx. (69)

elde edilir.

(69) bagmntis1 Va;, i = 0,1 i¢in dogru oldugundan

§¢i(x) =1
i1

ng

z xipi(x) = x

i=1

elde edilir. Denklemlerin her iki tarafinin x degiskenine gore tiirevleri alinirsa

i=1

Z xipi(x) =1

i=1
bulunur. Burada ¢; sekil fonksiyonlarinin x degiskenine gore tiirevini ifade eder(Krongauz
ve Belytschko, 1997).

Hata, gergek ¢oziim ile yaklasik ¢6ziim arasindaki farka esittir. Yani,

e(x) = () — u(®) = ) G - u(x) (70)

hata fonksiyonudur. u(x) fonksiyonu x noktasinda Taylor yaklagimma sahip olan bir

fonksiyon olsun. Bu takdirde x;,i = 1,2, ..., n, diigiim noktalarindaki Taylor agilimi

ulx;) =ulx) +u'(x)(x; — x) + %u”(i)(xi —x)4X=x+v(x;—x),0<v<1

seklindedir. Bu ag¢ilim (70) hata fonksiyonunda yerine yazilirsa
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W) ) = ) 8,0 () + () =) + U R =02 ) =)
i=1
= w00 —u@ = ) i) =1 Juld+ ) i@k — D’ ()
i=1 i=1

+%Z B0 — )% ')

elde edilir. Hareketli en kiiclik kareler yonteminin uyumluluk 6zelligi ile ilk 2 terim sifira

esit olur ve hata

ng
1
wh(x) — u(x) = EZ 3,00 = 220

olarak elde edilir. Sekil fonksiyonlar1 sinirli fonksiyonlar oldugundan 3¢ > 0:1 < i < ny
i¢cin

P ()] < c
dir. Ayrica ¢;(x) fonksiyonlar1 bir kompakt destek bolgesine sahiptir ve

lx; — x| < h

dir. Dolayzst ile hatanin L, normu (68)’de verilen sonsuz norma benzer olarak

1
1w G) = @)Ly < 5 ch? 1 G, (71)

seklinde bulunur. Burada, h = max;<j<p, h;’dir. Benzer sekilde tiirevlerin yaklagim hatasi

da hesaplanabilir. Fakat sekil fonksiyonunun tiirevi

1) < c/hy

ile sinirlidir. Dolayist ile x degiskenine gore tiirev i¢in yaklagim hatasi

|6r) - v, <5 ehle" @l (72)

olarak bulunur(Haussler-Combe ve Korn, 1998).
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3.1.10. Céziimii Zamanla Degismeyen Problemler i¢in Adaptif Yaklasim-1

(71) esitsizliginden goriilecegi lizere hata ikinci tiirev ile orantilidir. Yani, problemin
ikinci tiirevinin biyiik degerler aldig1 bolgelerdeki yaklasim hatalar1 da biiyiiktiir. Dolayisi
ile bu bolgelerde fazla diigiim noktas1 alinarak bu bolgelerde olusacak hatalar azaltilabilir.

Bu boliimde adaptivite, diigiim noktalarinin yerlerinin degistirilmesi(r-adaptivite) ile
yapilmaktadir. Yani, baslangicta alinan diiglim noktalar1 sayis1 sabit kalmak {izere diigiim
noktalarinin yerlerinin degistirilmesi ile adaptivite uygulanmaktadir. ikinci tiirevin az
oldugu bolgelerdeki diigiim noktalar1 fazla oldugu bolgelere kaydirilmak suretiyle
adaptivite gerceklestirilmektedir.

Digiim noktalarmin yerleri degistirilerek yapilan adaptif caligmalarda “monitor
fonksiyonlarindan” yararlanilmaktadir. Giiniimiizde en ¢ok kullanilan monitér fonksiyonu
yay uzunlugu(arc-length) monitor fonksiyonu olarak adlandirilan

M(x) =1+ u
fonksiyonudur(Thompson, vd., 1985). Bu fonksiyon yardimiyla tanim araligi esit yay
uzunluklarina sahip alt araliklara ayrilir. Bu araliklarin u¢ noktalart yeni diigiim noktalari
olarak alinarak adaptif diigiim noktalari olusturulur. Giiniimiize kadar agsiz yontemlerde
bu fonksiyon kullanilarak diiglim noktalarmin yerlerinin degistirilmesi ile yapilan
calismalarda cogunlukla radyal nokta interpolasyon yontemi kullanilmistir. Bu
calismalardan bazilar1 Biazer ve Hosami(Biazer ve Hosami, 2015), Kwok ve Ling(Kwok
ve Ling, 2010), Sarra(Sarra, 2005), Sharanazari(Shanazari, 2012), Sharanazari ve
Hasomi(Shanazari ve Hosami, 2012) olarak verilebilir. Bu ¢alismada ise eleman bagimsiz
Galerkin yontemi i¢in bir r-adaptivite oneriyoruz ve monitdr fonksiyonunu segerken sonlu

fark yaklagimlarini kullaniyoruz.

Bir x noktasindaki 1. mertebeden tiirev i¢in sayisal tiirev yaklagimlari

u(x +h) —ulx)

u'(x) = + 0(h), h — 0, (lleri fark yaklagimi)

h
u(x) —u(x —h) :
u'(x) = A + 0(h), h = 0, (Geri fark yaklasimi)
u(x+h)—ulx—nh
u'(x) = ( )Zh ( ) + 0(h?),h - 0, (Merkezi fark yaklasimi)

ile verilir. Bu tiirevlerden hareketle 2. mertebeden tiirev i¢in yaklagimlar
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_ulx+h) —2u(x) +u(x—h)
- h
u'(x+h)—u'(x)
h
seklinde ifade edilebilir. Bu yaklasimdan hareketle herbir araliktaki 2. mertebeden tiirev

u''(x) + 0(h?)

IR

+ 0(h)

degerleri |u;,, — u;| ile hesaplanmakta ve monitor fonksiyonu olarak bunlarin toplami

secilmektedir:

n—1
M= iy — il
i=1

Burada, u} = (u)'(x;) ve n diigiim noktas1 sayisidir. Dolayis1 ile diigiim noktalarinin
yerleri, herbir araliktaki |u;,; —u;| degeri M/n’ye esit olacak sekilde belirlenmektedir.
Boylece problemin 2. tiirevinin kiiglik oldugu bolgelerde digim degerleri arasindaki
uzaklik biiyiik, diger bolgelerde ise kiiciik secilerek adaptif diigiim noktalar1 elde edilmis

olur. Onerilen adaptif yontemin algoritmas ise asagidaki gibidir.

Algoritma(ALG-2): r-adaptif diigiim noktalari

1. Girdi: a, b:problemin sinirlar1(Q = [a, b]), u;: Diizgiin diigiim noktalar1 kullanilarak
agsiz yontem ile elde edilen sayisal ¢oziimler, u;: Diizgiin diigiim noktalar1 kullanilarak
agsiz yontem ile elde edilen sayisal ¢oztiimlerin tiirevleri

2. Parametre: n: diiglim noktas1 sayis1, maxag: maksimum ag genisligi

3. Monitor fonksiyonunun degerini hesapla:

n-—1
M= ufy — il
i=1

4. M /n ile her bir adimdaki fark degerini hesapla.
5. Yeni diigiim noktalarini olustur:
51.x; = aal.
5.2. Egik atis yontemi ile |u;,, —u;| = M/n olacak sekilde x;,i = 2,3, ...,n yeni
diigiim noktalarini belirle.
5.3.Eger son nokta x,, < b ise yeni diigiim noktalarina b noktas1 ekle.
5.4. Dligiim noktalar1 arasindaki uzaklik maksimum ag genisliginden(maxag)

bliylik ise bu bolgelere nokta ekle.
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5.5.5.4°de eklenen nokta sayisi kadar aralarindaki uzaklik en kiigiik olan diigiim
noktalarindan birini sistemden ¢ikart.
6. Cikti: Adaptif diiglim noktalar

(ALG-2)’de dikkat edilirse algoritmanin 5. asamasinda tekrar bir adaptivite
yapilmasi ihtiyaci dogmustur. Ciinkii baz1 bolgelerde ikinci tiirev degeri sifira ¢ok yakin
olmast diigiim noktalar1 arasindaki uzakliklarin ¢ok biiylik secilmesine neden olur. Bu
durumda (71)’deki hata O (h?) ile orantil1 oldugundan bu bdlgelerde ikinci tiirevden dolay1
hata azalirken, h? terimi hatanin artmasma neden olur. Dolayisi ile diigiim noktalar:
arasindaki uzaklik maksimum ag genisligi ile kisitlanarak bu bolgelerdeki h? teriminden
gelecek hatalar azaltilmistir. Fakat bu durumda sisteme fazladan diigiim noktasi eklenmesi
durumu ile karsilasildigindan (5.5)’de ikinci tiirevin biiylik degerler aldig1 bolgelerdeki ¢cok

sik diiglim noktalarindan ¢ikarilma islemi gerceklestirilmistir.

Ornek 1. (1) ile verilen sinir katman problemine adaptif algoritmayr uygulayalim.
Baslangigta [0,1] araliginda 0.1 aralikli 11 diigim noktasi alinsin. a = 0.01 parametre
degeri icin diizgiin diigiim noktalar1 ile elde edilen sayisal ¢oziimiin bagil hata

(e = |u(x;) — u(x)|/|u(x;)|) dagilimi Sekil 21°deki gibidir.

0.02

o.o18
0.016

0.014

0.012
a 0.01
oO.00s8
O0.006

0.004a

0.00=2

Sekil 21. (1) probleminde a = 0.01 parametresi ve diizgiin diigiim noktalar1 i¢in
sayisal ¢oziimiin bagil hata dagilimi

Sekil 21’den goriilecegi ilizere sinir katmani iceren bdlgelerde yontemin hatasi
blyiiktiir. Bu bolgelerdeki hatayr azaltmak igin probleme ALG-2’deki adaptivite
uygulanirsa problemin yeni diigiim noktalar1 Sekil 22°deki gibi elde edilir.
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Dazgan dagam noktalan
o.s

o.a

o.a

o.=
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Adaptif AGSOM noktalar
o.s

o.a

o.=

o.=

o.1

—o.=2
—o.=

—o.a

[
0
N
0
Iy
0
0
0
]

—o.s

Sekil 22. (ALG-2) algoritmasi ile olusturulan r-adaptif diigiim noktalar1
Sekil 22°den goriilecegi ilizere adaptif yontem diizglin diiglim noktalarini ikinci

tiirevin biiyiik oldugu sinir katmani iceren bolgelere yigmistir. Bu adaptif diiglim noktalari

icin yontemin bagil hata dagilimi ise Sekil 23’deki gibidir.

x 107

Sekil 23. (1) probleminin r-adaptif diiglim noktalar ile elde edilen sayisal
¢oziimiiniin bagil hata dagilim

Sekil 21 ve 23’den goriilecegi lizere sinir katmani igceren bolgelerdeki hata degerleri
azalmistir. Boylece sisteme yeni nokta eklenmeden daha az islem yiikii iceren ¢6ziim elde
edilir.

a’nin kiiglik degerleri i¢in sinir bolgelerde fonksiyon ¢ok hizli bir degisim gosterir.
Bu sekildeki fonksiyonlarda adaptif yontemin davranisini incelemek i¢in a parametresini
0.001 ve diiglim noktalar1 aras1 uzakligi 0.05 olarak segelim. Bu takdirde diizgiin diigiim

noktalar1 i¢in sayisal ¢oziimiin grafigi Sekil 24’deki gibi elde edilir.
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sayisal ¢cSzom
Sl analitik ¢Szzam

Sekil 24. (1) probleminin diizgiin diigtim noktalar1 ile elde edilen sayisal ¢6ziim
grafigi

Sekil 24’den goriilecegi tlizere sinira yakin bdlgelerde yontem iyi sonuglar
vermemektedir. Probleme ayni parametreler ile adaptivite uygulanirsa adaptif diigiim

noktalari ile elde edilen ¢6ziim Sekil 25’deki gibidir.

1.4
sayisal ¢&zum
ko analitik g6zum
1.2+ 3
1+ < . < -
0.8 —
=
0.6
0.4
0.2
o .
o 0.2 0.4 0.8 0.8 1

Sekil 25. (1) probleminin r-adaptif diigiim noktalari ile elde edilen ¢6ziim grafigi

Sekil 25’den adaptif diigiim noktalarimin simir katman bdlgelerine yi1gildigi ve bu
bolgelerde olusan hatalarin azaldigi goriiliir. Elde edilen ¢6zliim ise analitik ¢oziim ile
uyumludur.

Ornek 2.

—eu”" +u' =1u(0) =0,u(l) =5 (73)

problemini géz 6niine alalim. (73) problemi x = 1 noktasi komsulugunda hizli degisen bir

fonksiyondur. Dolayisi ile adaptif yontemin diigiim noktalarini bu sinira yigmasi beklenir.
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Eger € = 0.005 ve baslangigtaki diigiim noktalar1 arasi uzaklik ise 0.05 olarak secilirse
diizglin diigim noktalar1 i¢in agsiz eleman bagimsiz Galerkin yontemi ile elde edilen

¢oziim grafigi Sekil 26°daki gibidir.

2% sayisal ¢oziom
analitik ¢dzztum

Sekil 26. Diizgiin diiglim noktalari i¢in (73) probleminin sayisal ¢6ziim grafigi

Sekil 26’dan goriilecegi lizere diizglin diiglim noktalar ile elde edilen sayisal ¢oziim
gercek c¢Oziime yakinsamamaktadir. Eger probleme ALG-2’deki adaptivite uygulanirsa

Sekil 27°deki adaptif ¢ozliim grafigi elde edilir.

ko sayisal ¢é6zim
analitik ¢6zm

Sekil 27. € = 0.005 igin (73) probleminin r-adaptif ¢6ziim grafigi

Sekil 27°den adaptif digiim noktalarinin smir bolgesi komsuluguna yigildig
gorilmektedir. Ayrica diizglin diigiim noktalar1 i¢in olusan hatalar adaptif yontemde

goriilmemekte ve gercek ¢coziimle uyumlu ¢6ziim grafigi elde edilmektedir.
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Ornek 3. Neumann sinir sartina sahip lineer olmayan

14

 t(l—7- A2 - Y)Y =
pzta-r ) (74)

A" = AP?
Y(-D=P'D=0ACD=AU=h

Ginzburg-Landau modelini g6z oOniine alalim(Gokdogan, 2010). Burada, k, Ginzburg
Landau parametresi, 7, boyutsuz sicaklik parametresi, h, uygulanan manyetik alan siddeti,
Y, diizen fonksiyonu ve A ise potansiyel fonksiyonudur.

(74) probleminin zayif sekli iki denklemin her iki tarafinin v test fonksiyonu ile

carpilarak birinci elemanlara kismi integral alma islemi ile

l l_Ij’ .
f <—ﬁv +(1—T—A2—‘P2)L1Jv>dx=0
-1

!
f (A" + A¥Y?v)dx + h(v(-1) —v(1)) =0
)

olarak bulunur. Agsiz yontemlerdeki ¢6ziim

Ye) = ) diu
i=1

A =) i,

seklinde arastirildigindan ¢6ziimiin zay1f sekilde yerine yazilmasi ve test fonksiyonu olarak

¢;(x),i = 1,2,..,n’lerin secilmesi ile sistem denklemi

l

(j—z <— ﬁqb{(x)qb]’-(x) +(1- T)¢i(x)¢j(x)> dx) U;

n 2 ,n " 2
+ ]_ll B <; ¢i(x)vi> (; ¢i(x)ui> - (; (l)i(x)ui) ¢;(x)dx =0
Z”: ( j_zld){(x)(ﬁ}(x)dx) v; + J_ll (zn: ¢i(x)ui> <Zn: ¢i(x)vi> dx

i=1

+h(;(-D = ;1)) =0,j =1,2,,..,n
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olarak elde edilir. Eger
u = [ug Uy -y "
v =[vy vy v,]"

¢ = [91(x) P2(x) - Pp ()]

olarak alinirsa

l
Ku + f (~($0)*(pu) — (Gw)*),(X)dx = 0
- (75)

l
Mv +f (w2 (@v)dx + h (¢;(=1) = ¢;(D) = 0,j = 1,2, ..,n
-1

sistemi elde edilir. Burada

e
K= -f—l <_ﬁ¢l’(x)¢1,(x) +(1- T)d’i(x)(]ﬁj(x)) dx

l
M= [ gicogjeax
-1

dir. (75) sistemi u;,v;,i = 1,2,...,n bilinmeyenli 2n adet denklemden olusan lineer
olmayan bir sistemdir. Bu durumda u;, v;,i = 1,2, ..., n bilinmeyenlerinin belirlenmesinde
lineer olmayan sistemler igin Newton yontemi kullanilabilir. Fakat bu yontemin
uygulanmasi i¢in bir baglangi¢ degeri gerekir ve bu degerin se¢imi Newton yonteminde
onemli yer tutar. Ciinkii aranilan ¢o6ziimiin komsulugunda se¢ilmeyen baslangic
degerlerinde sayisal ¢oziim, problemin farkli bir ¢6zlimiine yakinsayabilir veya hig
yakinsama olmayabilir. Bu calismada (75) problemi i¢in baslangi¢c degeri, sinir sartlarini
saglayan fonksiyonlar secilmekte veya homotopy yoOnteminden yararlanilarak
belirlenmektedir(Coskun vd., 2011).

(74) probleminin analitik ¢oziimii mevcut olmayip literatiirde sayisal yaklagimlar
gelistirilmistir. Bu ¢alismada elde edilen sayisal ¢oziimler MATLAB BVP ¢oziiciiler ile
karsilastirilmakta ve analizler yapilmaktadir. Baglangi¢ kosullart ise smir kosullarini
saglayan [cos(mx) ; hx] veya [1; hx] vektorleri segilmektedir.

Ormnegin, [ = 1,h = 2,k = 5 ve diizgiin diigiim noktalar1 aras1 uzaklik 0.1 olarak
secilirse agsiz yontem ve MATLAB BVP ¢oziiciiler ile elde edilen W ¢6ziimlerinin grafigi
Sekil 28’deki gibi elde edilir.
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h=2,k=5

- Agsiz Yéntem
Matlab BVP

Sekil 28. h = 2,k = 5 i¢in (74) probleminin diizgiin diigiim noktalari ile sayisal
¢O0zumu

Sekil 28’den goriilecegi tizere sayisal ¢oziimler uyumludur. ¥ ig¢in (ALG-2)
algoritmasi ile olusturulan adaptif yaklasim grafikleri ise Sekil 29’daki gibidir.

- Adaptif Yontem
Matlab BVP

Sekil 29. h = 2,k = 5 igin (74) probleminin r-adaptif yontem ile sayisal ¢oziimii

Sekil 29°dan goriilecegi lizere adaptif ¢oziim ile MATLAB BVP ¢6ziimii uyumludur.
Ayrica adaptif yontem diigiim noktalarini 2. tiirevin biiyiik oldugu bélgelere y1igmaktadir.

h, k parametrelerinin biiyiik degerleri ig¢in problemin c¢oziimleri x = 0 noktasi
komsulugunda hizli degisim gosterir. Dolayist ile adaptif yontemin diiglim noktalarin1 bu
bolgelere kaydirmasi beklenir. Bu durumu gozlemlemek igin farkli h, k parametrelerinde
adaptif ¢ozlimiin davranislarini inceleyelim.

h, k parametrelerinin farkli degerleri igin adaptif ¢6ziim ile MATLAB BVP
¢oztimlerinin grafikleri Sekil 30’daki gibi elde edilir.
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h=5, k=10

Matlab BVP
Adaptif Yontem [T

Adaptif Yontem
Matlab BVP

T =
Adaptif Yontem
Matlab BV P

T T
Adaptif Yéntem
Matlab BVP

Sekil 30. Farkli parametre degerleri i¢in (74) probleminin r-adaptif agsiz

yontem ile sayisal ¢oziimi

Sekil 30°dan adaptif yontem ile, baslangigta 0.1 aralikli secilen diigiim noktalarinin
problemin hizli degisim gosterdigi x = 0’nin komsuluguna kaydirildigi goriiliir. Diger
bolgelerde ise maksimum ag uzunlugu ile diigiim noktalar1 alinmistir. Dolayist ile adaptif
yontem diigiim noktalarini istenilen bolgelere y13dig1 gozlemlenmis olur. Ayrica adaptif

diigim noktalar1 ile elde edilen ¢oziimler, MATLAB BVP coziiciiler ile elde edilen

¢oztimler ile uyumludur.

o.4

0.6 o.8 a
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Lineer olmayan problemin ¢oziimii i¢in kullanilan Newton yonteminde baslangig
kosullarmin segimi énemli bir yer tutar. Ornegin, problemdeki parametreler h = 1, k = 2
olarak secildigini varsayalim. Eger Newton yonteminde baslangi¢c kosullari olarak sinir
kosullarin1 saglayan W = cos(mx) ve A = hx fonksiyonlar1 segilirse esit adim uzunluklu
agsiz yontem yakinsamamaktadir. Ciinkii sistem matrisi singiiler olmaktadir. Eger
baslangi¢ kosullar1 ¥ = 1 ve A = hx olarak segilirse baslangi¢c kosullar1 sinir kosullarini

saglar. Bu durumda ¢6ziim Sekil 31°deki goriildiigl iizere gergek ¢coziime yakinsar.

h=1, k=2
0.96 T

13
- Agsiz Yontem
Matlab BVP

0.94

0.92

0.86

0.84

0.82

Sekil 31. h =1, k =2 igin (74) probleminin diizgiin diigiim noktalar1 ile
sayisal ¢oziimii

h =1,k = 2 durumunda oldugu gibi secilen farkli baslangi¢c degerlerinde bazi h, k
parametresi  i¢cin  ydntemde yakinsama olmayabilir. Ornegin, h = 10,k = 20
parametrelerinde W =1 ve A = hx baslangi¢ kosullarinda yakinsama olmaz iken
Y = cos(mx) ve A = hx baslangi¢ kosullarinda yakinsama meydana gelir.

Yukaridaki orneklerden goriilece§i lizere baslangic kosulunun segimi problemin
¢Oziimiinde Onemli bir yer tutar. Gliniimiizde de baslangic degerlerinin se¢imi igin
yontemler  gelistirilmektedir.  Gelistirilen — yontemlerden  biri de  Homotopi
yontemidir(Coskun vd., 2011). Bu yontem baslangic degerlerinin se¢iminde 6nemli bir
avantaj saglar. Ek 2’de Homotopi yontemi ile ilgili genel bilgi verilmistir.

Esit adim uzunluklu agsiz yontemde h = 1,k = 2 parametreleri ve ¥ = cos(mx),
A = hx baslangic degerleri ile yakinsama olmamisti. Ayni parametre ve baslangic

kosullar1 igin Homotopi yontemi kullanilirsa Sekil 32 elde edilir.
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h=1, k=2
=

- Agsi1z Yontem r

Matlab BV P

Sekil 32. (74) probleminde h = 1, k = 2 i¢in Homotopi yontemi ile agsiz yontemin
uygulanmasi

Sekil 32°den goriilecegi lizere Newton yonteminden farkli olarak Homotopi
yonteminde alinan baglangi¢ degerleri i¢in yakinsama meydana gelmektedir. Bu durum
diger baslangi¢ degerleri icin de gecerlidir. Dolayisi ile Homotopi yontemi baslangi¢
degerlerinin segiminde dnemli bir avantaj saglanmasina neden olur. Ote yandan Homotopi
yontemi ile elde edilen sayisal ¢6ziim grafikleri Newton yontemi ile elde edilen ¢oziimlerle
ayni oldugundan Homotopi yontemi ile elde edilen diger sayisal ¢oziimler grafiksel olarak

gosterilmemistir.

3.1.11. Coziimii Zamanla Degismeyen Problemler I¢in Adaptif Yaklasim-2

Adaptif yaklagim-1’de diigiim noktalarinin yerlerinin degistirilmesi ile adaptivite
yapilmisti. Bu boliimde ise sisteme yeni diigiim noktalar1 eklenmesi ile yapilan h-adaptif
bir yontem onerilmektedir.

(71) esitsizligi ile verilen yaklagim hatasindan goriilecegi lizere ¢Oziimiin ikinci
tiirevinin biiyiik oldugu bolgelerde aralik uzunlugunun kiigiik se¢ilmesi veya tersine ikinci
tirevin kiiciik oldugu bolgelerde aralik uzunlugunun genis secilmesi hatayr azaltir. Baska
bir ifadeyle, fonksiyonun ikinci tiirevinin biiyiik degerler aldig1 bolgelerde sik diigiim
noktalar1 ve kiigiik degerler aldig1 bolgelerde daha genis aralikli diigiim noktalar1 almak
gerekir. Fakat problemin analitik ¢Oziimii bilinmediginden dolay1r ¢6ziimiin ikinci
tiirevinin, hangi bdlgelerde biiyiik hangi bolgelerde kiigiik degerler aldigi bilinmemektedir.
Bunun i¢in ilk olarak problemin ikinci tlirevi sayisal olarak hesaplanarak ¢ozlimiin
davranig1 hakkinda bir 6n bilgiye sahip olmaliy1z. Bu tahmin 1. adaptif yontemde esit adim

uzunluklu agsiz yontemin sayisal tiirevi ile yapilmistir. Bu ¢alismada ise Coskun, 2011°de
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sayisal integral alma i¢in uyguladig: strateji takip edilmistir(Coskun vd., 2011). Bu ¢alisma
ile adaptif yontemin algoritmas1 ALG-3’deki gibi verilir.

Algoritma(ALG-3): h-adaptif diigiim noktalar

1. Girdi: a: sol sinir degeri, b: sag sinir degeri, u;: Diizglin diigiim noktalar1 kullanilarak
agsiz yontem ile elde edilen sayisal ¢oziimler

2. Parametre: maxag:diigiim noktalar1 arasindaki maksimum uzaklik(0.2), minag:digim
noktalar1 arasndaki minimum uzaklik (0.01), wq,w,, ws: agirliklar (T3, w; = 1),
h:sayisal tiirev hesabi i¢in adim uzunlugu,h;: ag genisligi i¢cin adim uzunlugu, €: ag
parametresi

3. X = a; x = X; baslangi¢ degerleri olarak al.

4. Adaptif diigiim noktalarini belirle:
X, = a se¢ Ve x < b oldugu siirece agagidaki iglemler tekrarla:

i. Interpolasyon ydntemi yardimiyla ile D, f;_q, D, f;, D, f;—, degerlerini hesapla:

|f G +h) = 2f(x) + f(xi = D)l

|Df (x)| = |D2fil = h2
ii.  Ag genisligini hesapla:
€
hy

" @11D2fi 1] + W2 Do fil + 31D fir]
iii.  hy = min(hy, maxag) ; %ag genisligi en fazla maxag
iv.  hy = max(hy, minag) ; %ag genisligi en az minag
V. x =x+ hy; %sonraki diiglim noktas1
vi. X =[X;x]; %digim noktasinin aga ilavesi
vii.  X(end) = b; %Son ag noktasi
5. Cikti: Adaptif diigiim noktalar1

Bu yaklagimda dikkat edilmesi gereken Onemli bir nokta baslangigtaki diizgiin
diigiim noktalar1 ile sadece diigiim noktalarindaki sayisal degerlerin hesaplanmasidir. Ote
yandan 4.i’den goriilecegi lizere adaptif yontemin uygulanmasi i¢in f(x; + h), f (x; — h)
degerlerinin hesaplanmas1 gerekir. Bu degerlerin hesaplanmasinda 4.i’de belirtildigi gibi
interpolasyon polinomlar1 kullanilmaktadir.

Adaptif yontemdeki bir diger onemli nokta ise x; noktasi ve komsulugundaki

noktalarda 2. tiirevin hesaplanmasidir. Boyle bir adaptiviteye ihtiya¢ olmasinin en 6nemli
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nedeni hizli degisim gosteren fonksiyonlar i¢in fonksiyonun 2. tiirevi bir x noktasinda
sifira yakin degerler almasina ragmen x’in komsulugunda biiyiik degerler alabilmesidir.
Boyle bir adaptivite yapilmadigi durumda x; noktasinda 2. tiirev ¢ok kiiciik oldugundan
maksimum ag genisligi ile diger diigiim noktas: belirlenir. Boylece komsu bolgeki hizh
degisim gosteren bolge ihmal edilmis olur. Bu takdirde ise bu bolgedeki ¢oziimlerde hata
degerleri biiyiik olacagindan sayisal ¢ozlimler ger¢ek ¢dziimle uyumlu olmayabilir. Boyle
durumun meydana gelmemesi i¢in komsu noktalardaki 2. tiirevler géz Oniine alinarak
adaptivite uygulanmaktadir. Fakat komsu noktalara verilen agirlik degerleri w4, ws
merkezdeki agirlik degeri olan w,’den kiiciik degerler secilerek agirlik x; noktasindaki 2.
tiireve verilir.

Asagida, onerilen adaptif yontemin bazi problemlere uygulamalar1 verilmistir. Bu
uygulamalarda adaptif yontemdeki parametreler ¢ = 1/3,h; = h = 0.1, w; = w3 = 0.25,

w, = 0.5 olarak secilmistir.

Ornek 1. (1) ile verilen smir deger probleminde a parametresinin kiiciik degerlerinde simr
katmani olustugu gézlemlenmisti. Bu durumlarda onerilen adaptif yontemin davranisini
gbzlemlemek icin a = 0.005 olarak secelim. Bu takdirde Sekil 33’deki adaptif ¢6zliim elde

edilir.

sayisal gdzum
b analitik ¢c&z=z0m

(o] 0.2 0.4 0.8 o.8 1

Sekil 33. (1) ile verilen problemde a = 0.005 i¢in h-adaptif ¢oziim grafigi

a = 0.005 parametresi i¢in adaptif yontemde 43 adet diiglim noktasi1 kullanilarak
Sekil 33°deki ger¢ek c¢oziimle uyumlu sayisal ¢oziim elde edilir. Ayrica digim

noktalarinin siir bolgelere y1g1ldig1 sekilden gozlemlenir.
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a parametresinin daha kii¢iik degerlerinde ¢6ziim smirin komsulugunda daha hizli
degiseceginden bu durumlarda adaptif yontemi test etmek icin a = 0.001 alalim. Bu

takdirde adaptif ve ger¢ek ¢6ziimiin birbiri ile uyumlu oldugu Sekil 34 elde edilir.

sayisal ¢S=zum
e analltlk c&=0m

Sekil 34. (1) ile verilen problemde a = 0.001 i¢in h-adaptif ¢6ziim grafigi
Ornek 2. Sag smirda sinir katmani iceren

—au" +u' =1

(76)
u(0) =0,u(1) =5
problemini g6z Oniline alalim. a = 0.01, baslangigtaki diiglim noktalar1 arasi uzaklik

h = 0.025 ve ALG-3’deki & parametresi 0.1 olarak segilirse adaptif ¢oziim grafigi Sekil
35’deki gibi elde edilir.

kS sayisal ¢dzum
4.5 analitik ¢6ztm

Sekil 35. (76) probleminde a = 0.01 i¢in h-adaptif ¢6ziim grafigi
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Sekil 35’den goriilecegi lizere adaptif diiglim noktalar1 ¢oziimiin hizli degistigi x = 1
noktas1 komsuluguna yigilmistir. Adaptif yontem ile toplamda 23 adet nokta kullanilarak
gercek coziimle uyumlu bir grafik elde edilmistir. Ayn1 sayida nokta diizgiin dagitilmis
diigiim noktalari i¢in kullanilirsa Sekil 36 elde edilir.

e sayisal cozam
analitlk gszam

a.5

a.s

1.8

U
N
[0}
T T T T T T T T

o.s

o}
*]
N
0
A
<]
0
<]
o
P T T T R N

Sekil 36. (76) probleminde a = 0.01 igin diizgiin diigiim noktalar ile elde
edilen ¢oziim grafigi

Sekil 36, 23 adet diigiim noktasinin problemin tanim bdlgesine esit uzaklikli
dagitilmasi ile elde edilen sayisal ¢oziim grafigini gostermektedir. Sekilden goriilecegi
lizere ¢oziimiin hizli degistigi bolgede hatalar cok biiyliktiir. Fakat adaptif yontem ile
diigiim noktalar1 hatanin fazla oldugu bu bdlgeye yigilarak gergek ¢oziimle uyumlu bir

¢Oziim grafigi elde edilmistir.

Ornek 3. Kesim 3.1.10°de Ornek 3’deki Ginzburg-Landau modelini ele alalim. Bilindigi
lizere k, h’nin biiyiikk degerlerinde problemin ¢oziimii hizli degisen bir fonksiyon 6zelligi
gosterir. Bu durumlar i¢in ALG-3"de Onerilen adaptif diigiim noktalarin1 kullanarak elde
edilen ¢oziim ile MATLAB BVP ¢oziiciilerinin grafiklerini karsilagtiralim.

Ik olarak kiiciik k ve h degerleri icin adaptif ¢ziimiin davramsini inceleyelim. Eger

k = 10, h = 2 olarak secilirse adaptif ¢coziim grafigi Sekil 37°deki gibi elde edilir.

e Adaptif EFS
Matlab BVP

=1 0.5 o o.s k]
>

Sekil 37. (74) probleminde k = 10, h = 2 i¢in h-adaptif ¢6ziim grafigi
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Sekil 37°den goriilecegi iizere adaptif yontem ile problemin ikinci tiirevinin fazla
oldugu bolgelerde fazla diiglim noktas: alinmistir. Bu adaptif diiglim noktalar ile elde
edilen agsiz ¢6ziim ve MATLAB BVP ile elde edilen ¢6ziim birbiri ile uyumludur. Eger
k = 30 ve h = 5 olarak segilirse Sekil 38’deki ¢coziim grafigi elde edilir.

e Adaptif EFG
BVvVP

-o0.2
S

Sekil 38. (74) probleminde k = 30, h = 5 i¢in h-adaptif ¢6ziim grafigi

Sekil 38’den k = 10,h = 2 durumunda elde edilen adaptif diigim noktalarina
benzer sekilde 2. tiirevin fazla oldugu bolgelerde sik diigiim noktasi alindigi diger
bolgelerde ise maksimum uzaklikli diiglim noktalar1 kullamildigi goriilmektedir. Elde
edilen sayisal ¢coziimler de birbiriyle uyumludur.

Biiyiik k ve h degerleri i¢in adaptif diiglim noktalarin1 ve bu diigiim noktalar ile elde
edilen sayisal ¢oziimiin grafigini gézlemlemek i¢in k = 70, h = 10 alalim. Bu takdirde
problemin ¢oziimii x = 0 noktasinin komsulugunda hizli degisen bir fonksiyon &zelligi

gosterir. Bu durumda adaptif yontem probleme uygulanirsa Sekil 39°daki ¢oziim grafigi

elde edilir.

e Adaptif EFG
Matlab BVP

Sekil 39. (74) probleminde k = 70, h = 10 igin h-adaptif ¢6ziim grafigi

Sekil 39°dan ¢6ziimii hizli degisen problemlerde de adaptif noktalarin fonksiyonun
hizli degisim gosterdigi bolgelere yigildig1 ve bu diigiim noktalari ile elde edilen agsiz

¢oziimiin MATLAB BVP coziiciiler ile elde edilen ¢6ziimle uyumlu oldugu goriiliir.
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3.1.12. Agsiz Yontemin Ozdeger Problemlerine Uygulanmasi

d d
—— (b2 ) +a@y = Wy x € [a.b] W

diferensiyel denklemini g6z Oniine alalim. Burada p(x) > 0 fonksiyonu siirekli
tirevlenebilir bir fonksiyon, q(x) ve w(x) > 0 [a, b]’de stirekli fonksiyonlardir. (77)
diferensiyel denkleminin sifirdan farkli ¢6ziime sahip oldugu A degerlerine diferensiyel
denklemin “6zdegerleri” adi verilir. Bu 06zdegerlere karsilik gelen ¢6ziimlere ise
“ozfonksiyonlar” denir.

(77) probleminin sinir kosullari ise genel olarak

a;y(a) + azy'(a) =0 (78)
B1y(b) + Boy'(b) =0
seklinde verilir. Bu sekilde tanimlanan sinir-deger probleminin 6zdegerlerinin elde
edilmesi i¢in bazi yontemler gelistirilmistir. Bu ¢alismada ise agsiz eleman bagimsiz
Galerkin yontemi ile verilen diferensiyel denklemin Ozdegerleri sayisal olarak
hesaplanmaktadir.
Ornek 1. Genel formu (77) ile verilen 6zdeger probleminin bir 6zel hali olan
y'+y=0
diferensiyel denklemini goz Oniine alalim. Burada (77) diferensiyel denklemindeki
parametreler p(x) = w(x) =1,q(x) = 0 olarak secilmistir. Smmir kosullar1 olarak

y'(0) = y'(1) = 0 olarak segilirse 6zdeger problemi

y'+y=0,y(0)=y"(1)=0 (79)

olarak elde edilir. Bu problemin 6zdegerleri
A=mn)?*n=0,12,..

seklinde olup 6zfonksiyonlari ise
Yn(x) = cos(nmx),n =0,1,2, ...

dir.
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Eleman bagimsiz galerkin yontemi ile (79) diferensiyel denkleminin 6zdegerlerini
bulmak i¢in problemin zayif sekli hesaplanmalidir. (79) diferensiyel denkleminin her iki

tarafi v test fonksiyonu ile ¢arpilarak 1. terime kismi integral alma uygulanirsa

1 1

y'v|XZL — fy'v’dx + Af yvdx = 0
0 0

bagintisi elde edilir. Sinir kosullarinin yerine yazilmasiyla problemin zayif sekli

1 1

—J.y’v’dx + Af yvdx =0 (80)
0 0

seklinde bulunur. Agsiz yontemlerdeki ¢oziim (36) ile

n

y() =) $iu

i=1
seklinde arastirildigindan ¢6ziim zayif sekilde yerine yazilir ve test fonksiyonlar1 olarak

®; (x),j = 1,2, ...,n olarak segilirse

(j q'){(x)(;l)]’-(x)dx) u; = /12 <] (;l)i(x)(j)j(x)dx) u,j=12,..,n (81)
0 = \Jo

n
i=1

elde edilir. Dolayist ile sistem denklemi
Mu = AKu (82)

seklinde bulunur. Burada

K;j = jo hi(x)p;(x)dx

1
Mi; ‘=f ¢i()p;()dx,j =1.2,..,n
0

dir. (82) denklem sistemi MATLAB eigs komutu ile ¢oziilerek Ozdegerler ve 6z

fonksiyonlar hesaplanir.



Ornegin, diigiim noktalar1 aras1 uzaklik 0.01 olarak segilmesi durumunda MATLAB

eigs komutu ile hesaplanan 6zdegerler ve gergek Ozdegerlerin karsilagtirilmasi Tablo

12°deki gibidir.
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Tablo 12. (79) probleminin analitik ve sayisal 6zdegerleri

n Ozdegerler EFG ile yaklagimlar Bagil hata
(A=n?n?) | () (e = 1A= Al/IA)
1 9.869604 9.869609 0.00000047
2 39.478417 39.478491 0.00000188
3 88.826439 88.826815 0.00000423
10 | 986.9604401 987.0078647 0.00004805
20 | 3947.8417604 3948.6623801 0.00020786
30 | 8882.6439609 8887.5567022 0.00055307
40 | 15791.3670417 15812.5302008 0.00134017
50 | 246740.1100272 | 247579.886089 0.00340348
60 | 355305.7584392 | 358578.967048 0.00921237
70 | 483610.6156533 | 495723.227743 0.02504620

Diigiim noktalart arast uzaklik 0.01 olmas1 durumunda sayisal olarak hesaplanan ilk

100 6zdeger igin mutlak hata grafigi ise Sekil 40°daki gibidir.

oO.14

o.12 - =

0.1

0.08 -

0.06 -

0.04a -

.02 -

n

Sekil 40. (79) probleminin sayisal 6zdegerleri i¢cin mutlak hata grafigi

Sekil 40 ve Tablo 12’den goriilecegi lizere ilk 40 ozdeger gergek ¢oziime yakin
sonuglar verirken biiyiik 6zdegerlerde hata degerleri artmaktadir. Diigiim noktalar1 arasi
uzaklik azaltilarak daha hassas ¢oziimler elde etmek miimkiindiir. Yontemin iyi sonuglar
verdigi bazi A 6zdegerlerine karsilik elde edilen 6z fonksiyon grafikleri ise Sekil 41’deki
gibidir.
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A=157.9137 &zdeferine kargilik gelen &zfonksiyonlar

1 A=39.4784 dzdeerine kargilik gelen dzfonksiyonlar 4
‘ ' ' sayisal sayisal
o8- *  analitik 08 *  analitik
0.6 06l
04r 0.4
02 0.2
> [} > o
-0.2 - -0.2 -
-0.4 - -0.4
-0.6 -0.6 |
-0.8 0.8 |
10 0.2 0.‘4 0.8 08 - 0.2 0:4 0.6 0.8

2A=1914.7032 szdeerine kargilik gelen ézfonksiyanlar

A=799.438 tzdefjerine karsilik gelen &zfonksiyonlar

Sekil 41. (79) probleminde baz1 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar
Ornek 2.
y'+2y=0,y(0) =y(1) =0 (83)

Dirichlet sinir sartli probleminin 6zdegerlerini eleman bagimsiz Galerkin yontemi ile
hesaplayalim.

(83) probleminin 6zdegerleri Ornek 1°deki 6zdegerler gibi

A, =n?m?,n=1.2,..
olup bu 6zdegerlere karsilik gelen 6z fonksiyonlar ise

Yn(x) = sin(nmx),n = 1,2, ...
dir. Ote yandan problemin sayisal dzdegerlerini eleman bagimsiz Galerkin ydntemi ile
hesaplamak i¢in problemin zayif sekli bulunmalidir. Problem Dirichlet smir sartli bir
problem oldugu icin probleme Penalti yontemi uygulanmalidir. Siir degerleri sifira esit

oldugundan Penalt: yontemi ile Ornek 1°de (80) denkleminde elde edilen zayif sekle
y(0)av(0) + y(1av(1)
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terimi eklenir. Burada a, Penalti parametresi iken v, test fonksiyonudur. Dolayis1 ile

problemin zayif sekli
1 1

— J. y'v'dx + Af yvdx + y(0)av(0) + y(1)av(1) =0
0 0

olarak elde edilir. Ornek 1°deki gibi agsiz yontemlerdeki ¢oziim zayif sekilde yerine yazilir

ve test fonksiyonlar olarak sekil fonksiyonlari segilirse sistem denklemi (82)’deki gibi
Mu = AKu (84)

seklinde elde edilir. Fakat Ornek 1°den farkli olarak Penalti ydntemi ile eklenen

terimlerden dolay1

1
K;j = fo di(x)pj(x)dx

My = [ GICIG@x + 40y (0) + pi(Dady (D, = 12,1
0

dir. Ornek 1°de yapildig: gibi (84) sistem denklemi diigiim noktalar1 aras1 uzaklik esit ve
0.01, penalt1 parametresi & = 10° secilerek MATLAB eigs komutu ile ¢dzdiiriiliirse Tablo
13 elde edilir.

Tablo 13. (83) probleminin analitik ve sayisal 6zdegerleri

n Ozdegerler EFG ile yaklagimlar Bagil hata
(A=n’m?) | (&) (e =1A—Al/IA])
1 9.869604 9.869564 0.000004039394
2 39.478417 39.4782556 0.000004104685
3 88.826439 88.8260652 0.000004214602
4 157.9136704 157.9129805 0.000004368944
5 246.74011 246.7389826 0.000004569189
10 | 986.9604401 986.9542484 0.000006273479
20 | 3947.8417604 3947.7962674 0.000011523516
30 | 8882.6439609 8882.7243902 0.0000090546535
40 | 15791.3670417 15794.9892545 0.0002293793034
50 | 246740.1100272 | 247073.390657 0.0013507355155
60 | 355305.7584392 | 357307.073731 0.0056326565047
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Neumann sinir sartli problemde oldugu gibi Dirichlet sinir sarthh problem i¢in de
eleman bagimsiz Galerkin yontemi ile elde edilen 6z degerlerde bagil hata degerleri n’in
kiiciik degerleri i¢in sifira ¢ok yakin degerler alirken n degeri arttikca hata degerleri de
artmaktadir.

(83) problemi igin A = 972 ve A = 40072 6z degerlerine karsilik gelen sayisal 6z

fonksiyon ve analitik 6z fonksiyon grafikleri ise Sekil 42°deki gibidir.

o2 . '
A=8n" 6zdegerine karsilik gelen &z fonksiyon A=400n? 8zdegerine kargilik gelen dzfonksiyon
sayisal g "H H "H H A A sayisal

%*  analitik 4 08k % analitik

0.6

0.4

0.2

)
Y
Q

02 r

04 -

-0.6 -

-08 -

Sekil 42. (83) problemi igin baz1 6zdegerlere karsilik gelen 6z fonksiyonlar

Sekil 42°den goriilecegi lizere eleman bagimsiz Galerkin yontemi ile elde edilen 6z

fonksiyonlar ile analitik 6z fonksiyonlar birbiri ile uyumludur.

Ornek 3. Siiper iletkenlikte énemli bir yer tutan Ginzburg-Landau modelini goz éniine
alalim.  Bu  problem (77) ile verilen 06zdeger probleminde p(x) =1,

q(x) = k?h?x%, w(x) = k? alinmasi ile elde edilen
y'+k*(A—h*x*)y =0,y'(0) =y'(1) =0 (85)

Neumann sinir sartlarina sahip 6zdeger problemi olarak verilir(Gokdogan, 2010). Burada,

k, Ginzburg Landau parametresi, h, uygulanan manyetik alandir. Denklemin zayif sekli

1 1 1
Jy’v’dx+k2h2fx2yvdx = )lkzjyvdx
0 0 0

seklindedir. Agsiz yontemlerdeki (36) ¢oziimii zayif sekilde yerine yazilirsa sistem

denklemi test fonksiyonu olarak sekil fonksiyonlarinin segilmesi ile
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n

z (f $i () (x)dx + kzhzf x2¢i(X)¢j(x)dX> u;
0 0

i=1

. (@)
1
= 1k? ( d)i(x)q)-(x)dx) u;,j=1,2,..,n
2. o

seklinde elde edilir.

h, k parametrelerinin farkli degerlerinde (85) probleminin 6zdegerleri i¢in gelistirilen
en giivenilir yazilimlardan biri SLEIGN2 yazilimidir. Ote yandan (85) problemine bazi
yaklasimlar gelistirilerek SLEIGNZ2 ile karsilastirilmalart yapilmistir(Gokdogan, 2010).
Tablo 14°de ise agsiz yontemde diigiim noktalar1 aras1 uzakligin 0.01 alinmasi durumunda

elde edilen sonuglar ile SLEIGN?2 ile elde edilen sonuglar karsilastirilmistir.

Tablo 14. h = k = 1 parametre degerleri i¢in (85) probleminin 6zdegerleri

SLEIGNZ programi Agsiz Yontem
0.3249 0.3249
10.2600 10.2600
39.8253 39.8254
89.1657 89.1660
158.2503 158.2515
247.0755 247.0784
355.6405 355.6466
483.9450 483.9562
631.9888 632.0080
799.7719 799.8029
987.2943 987.3417

Tablo 14’den SLEIGN2 ve eleman bagimsiz Galerkin yontemi ile elde edilen

sonuclarin birbirlerine yakin oldugu goriiliir.
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3.2. Baslangic-Sinir Deger Problemlerine Agsiz Eleman Bagimsiz Galerkin
Yonteminin Uygulanmasi

Kesim 3.1.3 ile 3.1.12 arasinda agsiz eleman bagimsiz Galerkin yontemi adi
diferensiyel denklemlere uygulanarak bu yontemler i¢in adaptif yontemler onerildi. Bu
boliimde agsiz eleman bagimsiz Galerkin yontemi 1 boyutlu zaman bagimli problemlere
uygulanarak adi diferensiyel denklemler i¢in Onerilen adaptif yontemler zaman bagimli
problemlere genisletilmektedir. Agsiz yontem Neumann sinir sartli ve Dirichlet sinir sartl

zaman bagimli problemlere ayr1 ayr1 uygulanmaktadir.

3.2.1. Neumann Simir Sarth Baslangic Deger Problemleri

g—?zngZ,O<x<p,t20,pE]R+ (87)
1s1 denklemini

u,(0,t) = u,(p,t) =0,t >0 (88)
sinir kosullar1 ve

u(x,0) = Tysin?(nx/P),0 < x < p,Ty,P €ER (89)

baslangi¢ degeri ile ele alalim. Problemin analitik ¢oziimii
1 2mx\  _4mit
u(x,t) = ETO ll — cos (T) e P? l
dir. Problemin sayisal ¢oziimiinii agsiz eleman bagimsiz Galerkin yontemi ile belirleyelim.
Eleman bagimsiz Galerkin yontemi problemin zayif sekline uygulandigi igin (87)
probleminin zayif sekli bulunmalidir. Bunun i¢in (87) denkleminin her iki tarafi v test

fonksiyonu ile ¢arpilarak 0'dan p'ye x degiskenine gore integral alinirsa

—uvdx = | —vdx. (90)

jp ou P92y
o Ot o 0x?
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elde edilir. (90) bagintisinin sag tarafindaki integrale kismi integral alma uygulanirsa

x=p P u dv
_ _— 91
x=0 Jo O0x0x X ®1)

fpazu 4 _ou
0 oxz " T ox”

bulunur. (88)’deki sinir kosullari ile
ou
ax "’

dir. Dolayist ile (87) diferensiyel denkleminin zayif sekli

x=p
=0

x=0

—vdx+ | —=—dx=0 (92)

fpau Pouov
o Ot o 0x0x

olarak elde edilir.
Analitik ¢oziimdeki gibi agsiz yontemler zaman bagimli problemlere uygulanirken

¢Oziim, degiskenlerine ayirma yontemi ile hesaplanir. Bu yonteme gore ¢oziim

w60 = ) GO = ST (93)
i=1

seklinde arastirilir. (93)’de
() = [P1 ()2 (%) ... Pn(x)]

sekil fonksiyonlar1 ve

T(t) = [T1() T2 (V) ... T,(O]"

ise bilinmeyen fonksiyonlardir. (93) ¢6ziimii (92) zayif sekilde yerine yazilirsa

fop <¢(x) Z_’I;) vdx + J:’ (T(t) g—f)g—zdx =0 (94)

elde edilir. Eleman bagimsiz Galerkin yonteminde test fonksiyonlari olarak sekil

fonksiyonlar1 secildiginden (94) bagintisi

[ (o0 5)8s00ax+ [ (r38) 2 2ax =0, =12.m
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olarak bulunur. Toplam sembolii ile son baginti

P (o oT, 9 )
J. <Z ¢, (x) %) ¢;j(x)dx + f (z T;(t) Pi ,EX)> bj (x) =0 (95)
0 \i=1

j =1,2,...,n, seklinde ifade edilebilir. (95)’de toplam ile integral yer degistirir ve T;(t)’ler

integral degiskeninden bagimsiz oldugundan integral digarisina alinirsa j = 1,2, ..., n igin

aT P 0
2 (x>¢,(x>dx+ZT(t> [[ D D= (96)

i 1

elde edilir. Eger
P
K;; ‘=f () p;(x)dx

Po¢i(x) 09, (x)
Mij:= fo ox  0x

olarak tanimlanirsa (96) bagintisi

Z AL Z T(OM;; = 12,..n (97)

i=
seklinde ifade edilebilir. (97) bagintis1 matris formunda

KT +MT =0 (98)
olarak yazilir. Burada

[T (®) 0T () 9T, (O]
| ot At T ot

dir. (98) denklem sistemindeki bilinmeyen T (t) ¢6ziimii sayisal olarak elde edilmelidir.

Bunun i¢in sayisal tiirev yaklagimlari kullanilabilir.
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[0, t] aralig1 esit aralikli N + 1 adet alt araliga boliinsiin. Bu araliklarin u¢ noktalarini
0=ty <t,<-<ty=tve bu noktalar arasi uzaklig1 ise At ile gosterelim. Ayrica
t=t,m=0,1,..,N,anindaki T degerlerinin tutuldugu vektorii

_ rr(m) n(m) (m)

R

ve t = 0 anindaki T degerlerinin tutuldugu vektorii ise
_ (0 5(0) 0)

O = (1% 1,7 1]

ile gosterelim. Bu takdirde t = t,,,, m = 0,1, ..., N, aninda (98) denklemine

1. T igin ileri fark yaklasimi uygulanirsa

TMm+1) _ (M)

iy +MT =0 (99)

elde edilir. Bu yonteme “ileri Euler yontemi” ad1 verilir.

2. T igin geri fark yaklasimi uygulanirsa

Tm) _ (m-1)

+MT™ =0 (100)
At

elde edilir. Bu yonteme “geri Euler yontemi” adi verilir.
3. T igin ileri fark yaklasimi uygulanir ve denklemdeki T igin t = t,,, Ve t = t44

anlarindaki degerlerin ortalamasi alinirsa

Tm+1) _ 7(m) o Tm) 4 (m+1) B
At 2

(101)

elde edilir. Bu yonteme “Crank-Nicolson yontemi” ad1 verilir.

Yukarida bahsedilen yontemlerden ileri Euler yontemi agik yontem olarak bilinirken
geri Euler ve Crank Nicolson yontemleri kapali yontemlerdir. Asagida bu yontemler ayri
ayrt incelenmekte ve bu yontemler ile (87) probleminin sayisal ¢oziimleri elde

edilmektedir.
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3.2.1.1. ileri Euler Yontemi

(99) bagintis1 diizenlenirse yaklasim
KTm*+D = (K — AtM)T ™ (102)

seklinde elde edilir. (102) sistemi lineer denklem ¢oziiciiler yardimiyla ¢ozdiiriilerek ilgili
¢oziimler bulunur. Fakat acik yontemde dikkat edilmesi gereken en 6nemli noktalardan biri
At adim uzunlugunun se¢imidir. Ciinkii zaman adim uzunlugu belli bir degerden biiyiik
secilirse sonuclar istenildigi gibi olmayabilir. Bu yiizden yontemin kararlilik analizinin

yapilmasi gerekmektedir.

Tamm 6. T = g(T(m)),m = 1,2, ...i¢in eger 3C € R dyle ki sabit adim uzunlugu ile

||T(m) || < C,m=1,2,.., ozelligi saglaniyorsa yonteme “mutlak kararlidir” denir.

fleri Euler yontemi gibi acik ydntemlerde ¢dziimlerin simmrli olmasi igin At nin
secimi iizerinde bir sinirlama gerekir. Ileri Euler yonteminin mutlak kararli olmasi igin
gerekli olan sartt vermeden 6nce bu boliimde kullanacagimiz bazi tanim ve Onermeleri

verelim.

Tamim 7. A;’ler A, x,, matrisinin 6zdegerleri olmak tizere
p(A) = max{|A;]:i = 1,2, ...,n}

ya A matrisinin “spektral yarigap1” ad1 verilir.

Onerme 13. Eger ||A|| < 1 ise Tm+1) = g7 m) yaklasimi mutlak kararhdir.

Onerme 14. p, A matrisinin spektral yarigap1 olmak iizere p(4) < ||A||’dir.

Onerme 15. p, A matrisinin spektral yarigap: olsun. Eger p(A4) < 1 ise Tm+D = AT
yaklasimi mutlak kararlidir.

Onerme 16. f rasyonel bir fonksiyon olmak iizere p(f(A)) = f(p(A))’dir(Smith, 1985).

Onerme 15 ve 16’y ileri Euler yontemine uygulamak igin (102) bagmtisinin her iki
tarafi K1 ile carpilirsa

K~1KTm+D) = K-1(K — AtM)T ™

T+ = (1 — AtK~*M)T™
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elde edilir. Eger A: = K~1M olarak tanimlanirsa yaklasim
TM+D = (] — AtA)T™ (103)

seklinde ifade edilir. Onerme 15 ile ¢dziimiin sinirhi olmasi igin (103)’deki I — AtA
matrisinin spektral yarigap1 1’den kiigiik veya esit olmalidir. Yani,
p(I—AtA) <1

bagintis1 saglanmalidir. Onerme 16 ile
p(I —AtA) = |1 = Atp(A)| = |1 — At4;(A)| <1 (104)

elde edilir. Burada 1;(A), A matrisinin 6z degerlerini gostermektedir. (104) esitsizliginden
2 2
t < <
| Amax (A ~ 12:(A)]

bulunur. Dolayisi ile ¢oziimiin sinirli olmasi igin

A

2

At < ————
| Ainax (A)]

(105)
saglamalidir. (105)’deki sart1 saglayan adim uzunlugu i¢in yontem mutlak kararlidir.

3.2.1.2. Crank-Nicolson Yontemi
(101) bagintis1 diizenlenirse

At At
(K + 7M) TM+D) = (K - 71\/1) 7™ (106)

sistemi elde edilir.

Acik yontemde yapilan kararlilik analizine benzer sekilde (106)’in her iki tarafi

-1
(K + % M ) ile ¢arpilirsa
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-1
Tm+1) — (K + %M) (K — %M) 7™M (107)

bulunur. (107) bagintis1 diizenlenirse

-1
At At
T+ — (K (1 + 71(—11\/1)> <K (1 - 7K—lM)) T

At - At
= T+ = (1 + 7K—lM) KK (1 - 7K—lM) T
-1
= T+ = (1 + %K*M) (1 - %K‘1M> T
elde edilir. Kesim 3.2.1.1°de yapildig1 gibi ¢ozlimiin sinirli olmast i¢in
-1

At At
p (1+71{- M) (1—71(‘ M) <1

saglanmalidir. Buradan ise eger A: = KM olarak tanimlanirsa Onerme 16 ile

1 At/'l A y At/l A
( =4 )) (1—7 ( ))

1-48
| 2t B
2

<1

1 (108)

|1+ /’li(A)| -

elde edilir. (108) esitsizliginden A matrisinin 6zdegerleri pozitif oldugu siirece Crank-

Nicolson yonteminin sartsiz kararl oldugu goriiliir.

3.2.1.3. Geri Euler Yontemi

(100) bagintisi ile geri Euler yaklagimi

(K + AtM)T™ = gKTm-D (109)
dir.

Geri fark yaklasimmim mutlak kararlilig: igin (109)’daki T™ terimi yalniz birakilir.
Denklemin her iki tarafi (K + AtM)~! ile ¢arpilirsa
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T = (K + AtM) 1K TMm~-1)

elde edilir. Buradan ise
T = (I + At(K~1M)) " K-1KTm-D

= T = (] + At(K~IM)) " Tm-D
bulunur. A = K~*M seklinde tanimlanirsa ¢oziimiin sinirli olmasi igin
p((I+AtA) ) <1

saglanmalidir. Dolayisi ile sistemin mutlak kararlilik kriteri

|(1+at2,() Y =1

______ <
TEVYTR 1 (110)

olarak elde edilir. (110)’dan Crank-Nicolson yonteminde oldugu gibi A matrisinin
0zdegerleri reel ve pozitif oldugu siirece (87) problemi i¢in geri Euler yontemi ile elde

edilen ¢oziimiin sinirli oldugu elde edilir.

Ornek 1. (87) baslangic simir deger problemi igin ileri Euler yontemi ile problemin
kararli veya kararsiz oldugu At degerlerini sayisal olarak belirleyerek c¢oziimlerin
davraniglarin1 inceleyelim. Eger (87) probleminde p = 1 ve (88)’deki baslangi¢ sartinda
Ty = 1 segilirse problem

ou 0d%u

ot  dx?’

u,(0,t) =u,(1,t) =0

0<x<1t=0

u(x,0) = sin?(mx)
olarak elde edilir. Eger diiglim noktalar1 arasindaki uzaklik esit ve 0.1 olarak secilirse

A = K~'M matrisinin 6zdegerleri Tablo 15°deki gibi elde edilir.

Tablo 15. A matrisinin 6zdegerleri

1037.4 | 9789 | 759.1 |552.1 |386.1 | 258.9
162.1 |89.9 39.7 9.9
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Tablo 15’den A matrisinin 6zdegerlerinin hepsinin pozitif oldugu goriilmektedir.
Dolayisi ile Crank-Nicolson ve Geri Euler yontemlerinin sartsiz kararli oldugu elde edilir.
Fakat ileri Euler yonteminin mutlak kararli olmasi i¢in segilebilecek en biiyiik At degerinin
(105)’den 0.0018 oldugu goriiliir. Ote yandan diigiim noktalar1 arasindaki uzaklik esit ve
0.05 secilmesi durumunda ise yontemin mutlak kararli olmasi i¢in segilebilecek en biiyiik
At degeri 4.5905 x 10~* olarak bulunur. Dolayisi ile agik yontem kullamldiginda
problemin ¢oziimiiniin davranisini gézlemlemek ig¢in zaman adim uzunlugu ¢ok kiiciik
secilmesi gerekir iken kapali yontemlerde boyle bir sinirlama yoktur.

Acik yontemin kararli oldugu At degerinde ¢oziimiin davranigini gozlemlemek igin
diigiim noktalar1 aras1 uzaklik 0.05 ve At = 4.5905 X 10™* olarak secilirse t = 0.05
anindaki ¢oziim grafigi Sekil 43’deki gibi elde edilir.

analitik ¢S=zGm

Sekil 43. (87) probleminin ileri Euler yontemiyle t = 0.05’deki sayisal ¢oziimii

Sekil 43’den goriilecegi iizere ¢oziim kararli bir yapiya sahip olup gercek ¢oziimle
uyumludur. Eger At degeri problemin kararhilik sartindan biiyiik ve At = 4.7 x 107*

olarak secilirse Sekil 44’deki karasiz ¢6ziim grafigi elde edilir.

Sekil 44. (87) probleminin ileri Euler yontemiyle elde edilen kararsiz ¢6ziimii
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Sekil 44’°den goriilecedi lizere At degeri kararlilik sartindan ¢ok az biiyiik se¢ildigi
durumda bile sayisal ¢6ziimiin davranisi bozulmaktadir. Dolayist ile ileri Euler yonteminde
(105) kosulunun saglanmasi gerekir. Fakat (105) kosulunun saglandigi At degeri ¢ok
kiigiik olacagindan problemin biiyilkk zaman degerlerindeki davraniginin belirlenmesi
bilgisayara biiyiik bir islem yiikii getirir. Bunun yerine zaman adim uzunluklar1 esit olarak
segmek yerine adaptif olarak dagitilarak ilgili zaman degerlerinde ¢ozlimler belirlenebilir.

Ote yandan Crank-Nicolson ve geri Euler yontemleri diigiim noktalar1 aras1 uzaklik
0.1 veya 0.05 segilmesi durumlarnda K~*M matrisinin 6zdegerleri pozitif oldugu icin
sartsiz kararlidir. Bu ise adim uzunlugunun acgik yontemin aksine daha biiyiik
secilebilecegini gosterir. Ornegin, diigiim noktalar1 aras1 uzaklik 0.05 segilmesi durumunda
acik yontemde kararlilik i¢in At < 4.5905 X 10~* saglanmalidir. Fakat Crank-Nicolson
yonteminde At = 0.001 secilmesi durumunda ¢t = 0.1 anindaki ¢6ziim grafigi Sekil

45°deki gibi elde edilir.

Fe sayisal g&dzum
0.9 | analitik g&ztum

0.8 - —

0.7 -

0.6 - -

o4l 4

0.3 -

0.2 —

0.1 -

Sekil 45. (87)’deki 1s1 probleminin Crank-Nicolson yontemi ile ¢oziimii

Sekil 45’den sayisal ¢oziimiin kararli ve gergek ¢oziim ile uyumlu oldugu
goriilmektedir. Boylece Crank-Nicolson yonteminde agik yontemden daha biiyiik adim
uzunlugu secilerek daha az islem yiikii ile sayisal ¢oziimlerin elde edilebilecegi
gozlemlenir.

Ozdegerler pozitif oldugundan yontemin her At degerinde kararli bir yapiya sahip
oldugunu gozlemlemek icin adim uzunlugunu 0.2 gibi biiyilk bir deger secelim. Bu

durumda Sekil 46°daki kararli ¢6zlim grafigi elde edilir.
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Sekil 46. At = 0.2 i¢in (87) probleminin Crank-Nicolson yontemi ile ¢oziimii
At = 0.2 i¢in sayisal ¢oziim kararli bir yapida olmasina ragmen hata degerleri

fazladir. Gergekten, Tablo 16’da bazi noktalarda elde edilen mutlak hata degerlerinden

goriilecegi ilizere yontemin hatasi kiiclik At degerlerine gore fazladir.

Tablo 16 . At = 0.2 i¢in Crank-Nicolson yonteminin mutlak hata tablosu

(x,t) Mutlak hata
(0.05,0.2) 0.2780
(0.1,0.2) 0.2368
(0.15,0.2) 0.1718
(0.5,0.4) 0.1744
(0.55,0.4) 0.1659
(0.6,0.4) 0.1411

Ozetle, A = K~'M matrisi pozitif tanimli ise geri Euler ve Crank-Nicolson
yontemleri ile

KT +MT =0
sistemi igin elde edilen T™ ¢oziimleri smirlidir. Yani, m — oo i¢in 3L € R &yle ki

|T(m)| < L’dir. Fakat ileri Euler yontemi ile elde edilen ¢oziimiin sinirli olmasi i¢in

At < 2
~ p(4)

kriterinin saglanmasi gerekir.
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3.2.2. Dirichlet Simir Sarth Baslangi¢c Simir Deger Problemi

Kesim 3.1.3’de belirtildigi {izere Dirichlet sinir sartli bir problem igin sekil
fonksiyonlar1 Kronecker delta fonksiyon 6zelliklerine sahip olmadiklarindan yontem sinir
kosullarin1 saglamaz. Sinir sartlarinin saglanmasi i¢in Penalti yontemi veya Lagrange
yontemi gibi Ozel yontemler probleme uygulanmalidir. Kesim 3.1.3’de Penalti
yonteminden bahsedilmis olup bu yontem adi diferensiyel denklemlere uygulanmisti. Bu
boliimde Penalt1 yontemi kismi diferensiyel denklemlere uygulanmaktadir.

Kesim 3.1.3’de bahsedildigi iizere Penalti yonteminde probleminin varyasyonel

sekline siir bolgelerinde

1

5| @ - uae) - un'ax (111)
Iy

terimini eklenir. Kismi diferensiyel denklemler zaman bagimli oldugu igin (111) formu

kismi diferensiyel denklemlerde

2

u

I = lf (u(x, t) —up)a(ulx,t) —up)Tdx (112)
r

seklindedir. Dolayisi ile Dirichlet sinir sarth problemlerde problemin zayif sekline /’nin 1.

varyasyonu olan

g—i = . (u(x,t) — ur)adu(x, t)dx (113)

terimi eklenir.
Ornek 1.

U = Uy, 0 <x <1, t >0

(114)
u(0,t) = u(m,t) = 0,u(x,0) = sin(x)

Dirichlet sinir sarth baglangi¢ sinir deger problemini gz oniine alalim.
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(114) probleminin analitik ¢6ziimii

u(x,t) = e tsin(x)
dir. Sinir sartlar1 Dirichlet oldugundan (114) difensiyel denkleminin zayif seklini bulmak
i¢cin probleme Penalt1 yonteminin uygulanmasi gerekir. (113) ile problemin zayif sekline

f (u(x,t) —u(0,t))ayvdly + f (u(x,t) —u(1,t))a,vdrl,
r r

1 2

terimi eklenmelidir. Burada T;:(0,t),t >0 ve I,:(m,t),t > 0 dogrularidir. @y, a, ise
Penalti parametreleridir. Dolayis1 ile problemin zayif sekli Kesim 3.2.1’de yapilan

islemlere benzer islemler ile

Tou Toudv
fo Evdx + i aadx + jrl (u(x, t) —u(0,t))a,vdly

+ | (u(x,t) —u(l,t))a,vdll, =0
I

seklinde bulunur. Agsiz yontemlerde ¢6ziim (93) ile

u(x, 0 = ) HITO = T

seklinde arastirildigindan Kesim 3.2.1°deki gibi
KT +MT =0 (115)

sistemi elde edilir. (115) denklem sistemindeki K matrisi

K;j ==f0 di(x)p;(x)dx

dir. M matrisi ise penalt1 terimlerinden dolay1

_ [TO¢i(x) 0¢;(x)
Mij_fo ox ox

dx + a;$;(0)¢;(0) + az¢;(1)¢p;(1)

seklinde bulunur.

Eger problemin sayisal ¢oziimii i¢in Crank-Nicolson yontemi kullanilirsa Kesim
3.2.1.2’den bilindigi iizere K~'M matrisinin 6zdegerleri reel ve sifirdan biiyiik oldugu
siirece problem sartsiz kararlidir. Ax parametresi 0.1 secilmesi durumda A = K~'M
matrisinin en biiyiikk 06zdegeri 4121819212.473792 ve en kiicik Ozdegeri ise
24.992115°dir. Dolayist ile yontem sartsiz kararhidir. Bu takdirde At = 0.05 degeri i¢in
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yontem kararli olup t = 0.4 anindaki ¢oziim grafigi Sekil 47°deki gibi gercek ¢oziimle ile

uyumludur.

o.7

e

sayisal co=am
aaaaa tik oS=0m

o.6 -

o.s -

o.<a -

o.3 -

o.=2 -

o.1 -

Sekil 47. (114) probleminin t = 0.4 aninda Crank-Nicolson yontemi ile ¢éziimii

Eger probleme kapali yontem yerine agik yontem (ileri Euler) uygulanirsa adim

uzunlugu i¢in

At < ——————
Amax(K~*M)

kararlilik kriterine dikkat edilmesi gerekir. Diigiim noktalar1 arast uzaklik Ax = 0.1

secilmesi durumunda kararhilik sart1 At < 4.8521 x 1078 seklinde elde edilir. Dolayisi ile

secilebilecek maksimum At degeri i¢in bilgisayarin harcayacagi

Bu yiizden acgik yontem ile sayisal ¢oziimiin grafiklerini biiylik zaman degerleri igin
gozlemlemek c¢ok fazla islem yiikii gerektirir. Ancak ¢ok kiiciik zaman araliginda ¢oziim

grafikleri elde edilerek ¢oziimler karsilastirilabilir. Sekil 48°de t = 4.3669 X 1077 aninda

sayisal ¢oziim ile analitik ¢6ziimiin grafikleri ¢izdirilmistir.

CPU zamani ¢ok fazladir.

e

o.e

analitik co=am

o.s8
o.7

o.e

o.a
0.3

o.=2

U
0
(1]
T T T T T T T T

o.1

0
0
)
-
-
o

Sekil 48. t = 4.3669 X 10~7 aninda (114) probleminin agik yontem ile ¢oziimii

Eger problem At < 4.8521 x 1078 kararlilik sartinin saglanmadi81 bir At degeri igin

ileri Euler Yaklasimi ile ¢oziiliirse Sekil 49°daki kararsiz ¢oziim grafigi elde edilir. Burada,

At = 5.4 x 1078 olarak segilmistir.
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Sekil 49. (114) probleminin agik yontem ile elde edilen kararsiz ¢oziimii

Not. Neumann sinir sartli problemler ile Dirichlet sinir sartli problemlerde acik yontemin
kullanildigi 6rnekler iizerindeki kararlilik kosullart karsilastirildiginda, Dirichlet sinir sartl
problemde zaman adim uzunlugu iizerindeki kisitlama Neumann simir sartina sahip
probleme gore c¢ok kiigiiktiir. Gergekten, diiglim noktalar1 arasi uzaklik 0.1 secilmesi
durumunda Kesim 3.2.1 Orek 1°de kararlilik sart1 0.0018 iken Kesim 3.2.2 Ornek 1°de
4.8521 x 1078 dir. Bunun en 6nemli sebebi penalti yonteminin kullanilmasidir. Ciinkii
siir kosullart saglanmasi i¢in penalti parametresi biiylik secilmesi gerekir. Dolayisi ile
(115) sistem denklemindeki M matrisinin elemanlar1 biiyiik degerlere sahiptir. Bu durumda
KM matrisinin 6zdegerlerinin en biiyiigii Dirichlet smir sarth problemlerde ¢ok
biiyiiktiir. Dolayist ile 2/2,,4, (K~1M) degeri ¢ok kiigiik olacagidan Dirichlet sinir sartli

problemde zaman adim uzunlugunun cok kiiciik secilmesi gerekir.

Onerme 13 ile ¢oziimlerin sinirli olmasi i¢in

TMm+1) — oM
sisteminde ||A|| < 1 kosulu saglanmalidir. [|A]| < 1 olmasi igin gerek ve yeter sart ise
p(A) < 1°dir. A’nin spektral yarigapmin 1’den kiigiik ve esit oldugu durumlarda analiz
Neumann ve Dirichlet smir sartli problemler igin Kesim 3.2.1ve 3.2.2°de yapildi ve
¢ozlimiin simirlt olmasi igin ileri Euler yonteminin saglamasi gereken kriter elde edildi.
Simdi, A matrisinin normunu kullanarak ileri fark yaklasiminda ¢éziimlerin sinirli olmast
icin gerekli olan kosullar1 elde edelim.

Meri fark yaklagiminda

T+ = AT 5 = 1,23, ...

oldugundan
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s=1= T® =AT®
s=2= TG = AT@ = 427D
s=n= TO+D = ATM = gnT® (116)
seklinde bulunur. (116) bagintisinin her iki tarafinin normu alinirsa
[T = [larT @ < namifr @] < Ay (117)
elde edilir. (117) esitsizliginden ¢6ziimiin sinirl olmasi i¢in

Al < 1 (118)

olmalidir. Burada norm olarak A matrisinini sonsuz normunu segebiliriz.

Norm iizerinden hesaplamalara devam edebilmek i¢in K =M matrisinin genel sekli

a1 Az -+ Gn
a a .-oa
K-iM:=| 2t 22 o (119)
Apn1 QApz ... Qpp
olarak tanimlansin. Bu durumda
1 - Atall Atalz Ataln
A 1-A .. Ata
A=1—ptk-im =| o taz 2n (120)
Atayq Atay, .. 1—Atay,

seklindedir. Bu sekilde tanimlanan A matrisi i¢in agsagidaki teorem dogrudur.

Teorem 9. KM matrisi kdsegen baskin bir matris ve a;; ,(120)’de tanimlanan A
matrisinin mutlak degerce en biiylik satir toplamina sahip oldugu satirdaki kosegen
elemant olsun. Eger a;; > 0 ise ileri Euler yonteminin mutlak kararli olmasi i¢in yeter sart

At < 1/a;; olmasidir.
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Ispat. (102) ile (98) denklemi igin ileri Euler yaklasimi

KT™*+D = (K — AtM)T ™
seklindedir. Son bagintinin her iki tarafi K1 ile ¢arpilirsa yaklasim

T+ = (] — AtK=*M)T™
olarak elde edilir. A:=1 — AtK~1M olarak tanimlanirsa ileri Euler yaklasimi ile elde
edilen ¢oziimlerin sinirli oldugunun gosterilmesi i¢in

Al < 1
oldugu gosterilmelidir. K~1M ve A matrisleri (119) ve (120)’deki gibi tanimlanirsa

14lleo = max (At(|aja| + [ajz| + -+ [@jioa| +|@jia] + -+ [ajn]) +[1 — Atayi])
1 < i < n, seklindedir. Hipotez ile A matrisinin mutlak degerce en biiyiik satir toplamina
sahip satir1 i. satir oldugundan
14lleo = At(lag| + lag] + =+ |agi—1| + |@jipa]| + - + laml) + |1 = Atay|

dir. Ayrica K~*M matrisi kdsegen baskin oldugu i¢in

lain| + lap | + -+ |agi—1| + |aiva| + -+ laml < lagl, 1 <i<n
esitsizligi dogrudur. Dolayist ile

At(lai| + lag| + -+ |apioa| + |aiisa| + -+ laml) + 11 — Atay]

< At|ay| + |1 — Atay|

elde edilir. At < 1/a;; ve a;; > 0 oldugundan 1 — Ata;; = 0°dur.

lAlle < Atlay| + |1 — Atay| = Atay + 1 — Ata; =1
bulunur. Yani, ||A]|, < 1’dir.

Teorem 10 ise Teorem 9°da verilen At < 1/a;; sartinin saglanmadigi durumda ileri
Euler yonteminin mutlak kararli olmasi i¢in At adim uzunlugunun saglamasi gereken

kriteri gosterir.

Teorem 10. a;;, (120)’de tanimlanan A matrisinin mutlak degerce en biiyiik satir toplamina
sahip oldugu satirdaki kosegen elemani olsun. Eger a;; > 0 ve 1/a;; < At ise ileri Euler
yonteminin mutlak kararli olmasi i¢in yeter sart At < 2/||K~1M ||, olmasidur.
Ispat. Teorem 9’un ispatindaki islemlere benzer sekilde

Alleo = At(lam | + lag | + -+ |agi—a| + |ayiea] + -+ laml) + 11 — Atay|
elde edilir. 1/a;; < At ve a;; > 0 oldugundan 1 — Ata;; < 0 olup

1Al = At(lass| + lag| + - + |ag—q| + @] + - + lam]) — 1 + Atay

= At(lai| + lail + -+ |agioa | + |@iiva| + = + lain]) — 1 + Atlay]
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= At(laill + lap| + -+ |ai,i—1| + |ai,i+1| + -+ ag| + Iaiil) -1
bulunur. (119)’da tanimlanan K ~*M matrisi ile
lair| + lag| + -+ + |ai,i—1| + |ai,i| + |ai,i+1| + ot lapl < IK M|l
dir. Buradan
1Al = At(lais] + lail + -+ |ai1| + |ayiea]| + -+ laml + lagl) — 1
< At||[K M|l — 1

elde edilir. Hipotez ile

1Al < AtIK~ M|l — 1 IK"* Ml —1=1

ST
IK~* Mo

bulunur. Dolayist ile |[A]|, < 1’dir.

Ornek. Kesim 3.2.1’de Omek 1°deki Neumann simir sartli problemi géz oniine alalim.
Omek 1°de agik ydntemin kararli olmasi igin At < 2/p(K~*M) sartinin saglanmasi
gerektigi elde edilmisti. Ayrica diigiim noktalar1 arast uzaklik esit ve 0.1 segilmesi
durumunda At < 0.0018, 0.05 secilmesi durumunda ise At < 4.5905 x 10™* oldugu
gbzlemlenmisti. Diiglim noktalar1 arasindaki uzakligin ayni secilmesi durumunda Teorem
9 ve 10°da elde edilen sonuglar ile agik yontemde At zaman adim uzunlugu tizerindeki
kisitlamalar1 bulalim.

Eger diigiim noktalar1 aras1 uzaklik esit ve 0.1 segilirse K ~1M matrisi 1. satir 1. siitun
eleman1 422.3107 iken 1. satir 2. siitun elemam —441.5759 dir. Yani K~'M matrisi
kosegen baskin olma o6zelligini saglamaz. Dolayist ile Teorem 9’un hipotezi saglanmaz.

Dolayist ile Teorem 10°dan agik yontemin mutlak kararli olmasi i¢in eger At > 1/a;; ise

At £ —————
1K~ M|c

sartin1 saglamas1 gerekir. Eger diiglim noktalar1 aras1 uzaklik 0.1 olarak se¢ilirse yontemin
mutlak kararli olmas1 i¢in At < 0.0018 saglanmas:1 gerektigi gozlemlenir. Diigiim
noktalar1 aras1 uzaklik 0.05 secilmesi durumunda ise bu deger At < 4.5 x 10~*"diir. Elde
edilen bu sonuglar spektral yaricap ile elde edilen sonuglar ile uyumludur.

Yontemin mutlak kararli olmadigi At degerinde ¢oziimiin davranigini gézlemlemek
icin diiglim noktalar1 arasi uzakligi 0.05 alalim. Bu durumda ¢6zlimiin kararli olmasi igin
At < 4.5 x 10™* olmalidir. Bu sartin saglanmadig1 At = 4.7 X 10~* degerinde ¢oziimiin
davranisi Sekil 50°deki gibidir.
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Sekil 50. Kararliligin saglanmadigi durum igin (87) probleminin sayisal ¢éziimii

Sekil 50°den mutlak kararlilik degerinden biiylik At degerlerinde ¢oziimiin kararsiz
yapiya sahip oldugu goriiliir. Coziimiin kararli oldugu durumlarda Ornek 1’deki ¢oziim

grafikleri elde edildigi icin bu 6rnekte kararli ¢6ziim grafikleri gosterilmemistir.

3.2.3. Zaman Bagimh Kismi Diferensiyel Denklemler icin Adaptivite

Kesim 3.1.10 ve 3.1.11°de adi diferensiyel denklemler i¢in bazi adaptif yaklagimlar
gelistirilerek stasyonel problemlere uygulanmisti. Bunlardan biri diigiim noktalarinin
yerlerinin degistirilmesi ile yapilan adaptivite digeri ise yeni diigim noktasi eklenmesi ile
yapilan adaptivitedir. Bu bdliimde ise diigiim noktalarinin yerlerinin degistirilmesi ile
yapilan r-adaptivite kismi diferensiyel denklemlere genisletilmektedir.

Diigiim noktalariin yerleri degistirilerek uygulanan adaptif algoritma Kesim 3.1.10
ALG 2’de ayrintili olarak verilmisti. Kismi diferensiyel denklemlerde en 6nemli problem
bu adaptivitenin uygulanma zamaninin belirlenmesidir. Bu bdliimde adaptivitenin

uygulanma zamani, belli zaman araliklarinda

n-—1
M= ufyy il
i=1

monitdr fonksiyonunun degerlerine bakilarak belirlenmektedir. Eger oOnceki zaman
degerindeki toplam fark M, ve ilgili zaman degerindeki toplam fark M,.p; ile

gosterilirse adaptivitenin uygulanacagi zaman degeri

|Myeni - Meskil
A4eski

(121)
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degerinin kullanici tarafindan belirlenen bir toleranstan biiyiikk oldugu andir. Yani, eger
(121) degeri belirli bir tolerans degerinden biiyiik oluyorsa o zaman degerinde probleme

adaptivite uygulanir.

Ornek. Kesim 3.1.10°da ele alinan Ginzburg-Landau problemini zaman bagimli probleme

genisletelim. Bu problem

oY 1 0%°¥
—=——+(1-1-A%?-Y2)Y¥
ot  k? 0x?
(122)
0A 0%A A
at  0x2
ile verilir. Baglangi¢ ve sinir kosullari ise
Y'(-1,t) =¥ (1,t) =04 (-1,t)=A'(1,t) =h
(123)

Y(x,0) = cos(mx),A(x,0) = hx

olarak verilmis olsun(Gékdogan, 2010). Problemin zayif sekli Kesim 3.1.10 Ornek 3’den

fl(aq] ALy C Ryt ¥2)wv) dx = 0
ot VT k?ox ox ‘ v)er=

fl(aA LAYy )d + hv(1) = hv(=1) = 0
otV T oxox vjexrTay v =

seklinde elde edilir. Kismi diferensiyel denklemler i¢in agsiz yontemlerde ¢oziim (93)’den

Y(x D = ) G = $LOT(O)

A D) = ) i8I0 = pSO)

seklinde arastirilir. Burada
P(x) = [P1(x) P2(x) -+ Pn(x)]
T(t) = [T1(OT2(0) -+ Tp(8)]
S(@) = [$1(2) S2() -+ S (D]
dir. Coziim zayif sekilde yerine yazilir ve test fonksiyonlart olarak sekil fonksiyonlar

secilirse (72)’den
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. 1 1
KT = (=M + (1= DK)T = | (-89 - @D, (dx =0

1
KS =—-MS —f (@T)*(@S)dx + h (¢;(=1) = ¢;(1)) = 0,j = 1,2,,...,n
-1

olarak elde edilir. Burada

1
K= [ it
-1

1
M= [ 9l Gdx

u=[ugup - uy T v = vy vy )"
bulunur. Zaman degiskeninin tiirevini igeren diferensiyel denklemler Kesim 3.1.10’daki
gibi acik veya kapali yontemler ile ¢oziilebilecegi gibi MATLAB Ode c¢oziiciiler
yardimiyla da ¢oziilerek sayisal ¢oziimler elde edilebilir. Bu 6rnekte MATLAB Ode
coziicliler yardimiyla ¢oziimler elde edilmistir.

Omegin, h = 3,k = 5 parametreleri ve baslangigta —1:0.08: 1 diigiim noktalar1 igin
adaptivite uygulanirsa [0,4.5] zaman araliginda 0.1 tolerans degeri igin probleme ii¢ kez
adaptivite uygulandigi gozlemlenir. Bu zaman degerleri 0.4, 0.8 ve 1.8°dir. Bu durumda
adaptivitenin uygulandiktan sonraki bazi tipik zaman degerlerinde W i¢in r-adaptif ¢6ziim

ile MATLAB pdepe ¢oziiciilerin elde ettigi ¢oziim grafikleri Sekil 51 ve 52°deki gibidir.

h=3, k=5 Igin t—0.6 a =]

e EFG g&zumo
MATLAB

0.5 o 0.5
>x

h=3, k=5 Igin t=1 anindakl g¢ézum grafijl

e EFG ¢&zama
MATLAB pdeps

0.9

0.8 -

-0.1 ;
-1 -0.5

0.5 1

XOr

Sekil 51. h = 3,k =5 parametre degerleri i¢in (122) probleminin r -
adaptif ¢ozlimleri
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h=3, k=5 Igin t=2 anindakl gézum grafidl

e EFG ¢dzuama
MATLAB pdepe

o.a

0.7 |

oc.e

0.5 |-

0.3 |

o.2

.1

1 -0.5

X0

o.5

Sekil 52. h = 3,k = 5 parametre degerleri icin (122) probleminin r -
adaptif ¢oztimleri

Sekil 51 ve 52’den goriilecegi ilizere adaptivite ile baglangictaki diiglim noktalari
ikinci tiirevin biiyiik oldugu bolgelere kaydirilmis olup adaptif ¢oziim ile MATLAB pdepe
¢oziiclilerin sonuglar ilgili zaman degerlerinde birbiri ile uyumludur.

Farkli h ve k parametre degerlerinde ¢oziim grafiklerini incelemek icin h = 10,
k =15 alalim. Bu durumda [0,4.6] araliginda 0.2 ve 0.4 zamanlarinda iki adaptivite

uygulanir ve Sekil 53’deki ¢oziim grafikleri elde edilir.

h=10, k=15 Igin t=0.4 anindakl gozam grafikierl

3 EFS gozama

MATLAB pdepe
o.a | —

oc.e| —

B o.a —

o.2 | —

-o.s o 0.5 Bl
>x

h=10, k=15 Igin t=0.6 anindakl ¢&zum grafikier]

e EFG cs=0ma
MATLAB pdepe

o.s —

e -

e o.a —

o= —

-o.2
=1 -0.5 o o.s 1
>

N=10, k=15 Igin t=3 anindakl ¢&z0m grafikier!
o.8

e EFG gcdzumin
MATLAB pdepe

o.7

o.e

o.s

o.a

0.3

o.2

0.1

-0.1

Sekil 53. h =10, k = 15 parametre degerleri i¢in (122) probleminin r -
adaptif ¢ozlimleri
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Biiyiik h ve k degerlerinde ¢6ziim grafikleri sifir noktas1 komsulugunda hizli degisim
gosterir. Bu durumda adaptif yontemin sonuglarin1 gézlemlemek i¢in k = 30,h = 15

alalim. Bu takdirde 0.2,0.4, 1 ve 2.2 zaman degerlerinde dort kez adaptivite uygulanir ve
Sekil 54°deki ¢ozlim grafikleri elde edilir.

h=15, k=30 igin t=0.4 aninda ¢&=zum grafikleri
1 e EFG cs=ama
MATLAB pdepe
o.8 - -
0.6 - -
ol O.4 - -1
o.=2 —
o
-0.=2
-1 -0.5 o o.5 1
>
h=15, k=30 igin t=0.6 anindaki ¢&zum grafikleri
1
e EFG ¢S=zuamia
MATLAB pdepe
o.8 - .
0.6 - —
B o.a -
0.2 *
o
-0.2
-1 -0.5 o o.5 1
>
h=15, k=30 igin t=1.2 anindaki ¢&zam grafikleri
1 < EFG cd=zumo
MATLAE pdepe
o.8s |- -
o.s - -
= o.4a - -1
o.=2 - -
o
ez, -o.5 o o.5 1
>
h=15, k=30 Igin t=2.4 anindakl ¢c&d=zum grafikierl
0.9 ™
Se EFG g¢o=zuama
o.8 | MATLAB pdepe
0.7 - —
0.6 - -
0.5 - .
=l O.4 - 1
0.3 *
o.2 - -
O.1 —
(o]
-0.1
-1 -0.5 o Oo.5 1
>

Sekil 54. h = 30,k = 15 parametre degerleri i¢in (122) probleminin r -adaptif
¢Oziimleri
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Farkli h ve k degerleri i¢in elde edilen adaptif ¢6ziim grafiklerinden goriilecegi lizere
r-adaptif yontem ile diiglim noktalar1 problemin hizli degisim gosterdigi bolgeye y1gilmis

olup sayisal ¢éziimler birbirleriyle uyumludur.

3.2.4. Konveksiyon Problemleri icin Adaptivite

Kesim 3.2.3’deki diigiim noktalarinin yerlerinin degistirilmesi ile yapilan adaptivite,
sadece konveksiyon terimi i¢eren kismi diferensiyel denklemlere uygulanamamaktadir.
Ciinkii diflizyon terimi mevcut olmadigindan yayilim gergeklesmeyecek ve baslangigtaki
¢Oziim her bir zaman aninda belirli bir hizda bozulmadan tasinacaktir. Bu durumda
adaptivitenin uygulanacagi zamani belirleyen parametre

|Myeni e Meskil
Meski

herhangi bir zaman aninda ayn1 degere sahip olacaktir. Dolayisi ile baslangigtaki adaptif ag
hi¢ degistirilmeyecektir. Fakat konveksiyon teriminden dolay1 tasinim olacagindan
problem i¢in baslangicta alinan ag ilerleyen zaman degerlerinde kotii sonuglarin elde
edilmesine neden olacaktir. Bu yiizden konveksiyon problemlerinde farkli bir adaptiviteye
ihtiyag¢ vardir.

Konveksiyon problemlerinde uygulayacagimiz adaptivite Kesim 3.1.11°de (ALG-3)
algoritmasi ile verilen ve sisteme yeni diigim noktalar1 eklenmesi ile yapilan h -
adaptivitedir. Bu adaptivite belirli zaman araliklarinda probleme uygulanarak c¢oziim
grafikleri elde edilmektedir. Bu yontemde ikinci tlirev yaklagimi sonlu farklar yontemi ile
elde edilerek 2. tiirevin ¢ok kiiciik oldugu bolgelerde maksimum ag uzunlugu, 2. tiirevin
cok biiyiik oldugu bolgelerde minimum ag uzunlugu kullanilmaktadir. Diger bolgelerde ise

onerilen adaptif yontem ile diiglim noktalar1 olusturulmaktadir.

Ornek 1.
Ju ou
% + va = 0,xe[—10,10],v € R
u(x,0) = e~

problemini gz Oniine alalim. Problemin zay1f sekli w test fonksiyonu olmak iizere

10 au 10 au
j —de+vJ —wdx =0
10 Ot 10 0%
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dir. Problemin ¢6ziimi u(x,t),v > 0 hiziyla saga dogru hareket ettiginden dolay1

adaptivitenin uygulanma zamani bu parametreye gore belirlenebilir. Bu ¢alismada
adaptivite zamani olarak § € R olmak lizere
é

v
secilmektedir. Bu takdirde v = 3,6 = 0.9 olarak segilirse probleme adaptivite 0.3 adim

uzunluklari ile uygulanir. Ayrica 6nerilen adaptif algoritmadaki parametreler

1 1 1 1
Wi= W2 =5.Wa = 7.8 = 155

2
olarak segilmesi durumunda Sekil 55’deki ¢6ziim grafikleri elde edilir.

t=0.4

+  EFG gszumo

+  EFG gozuma
Gergek g8zlim

Gergek gozim

-6 -4 -2 o 2 4 6 8

- EFG gozuma

- EFG gtzamu
Gergek gdzum

Gergek gozom

t=3.4
1 1
- EFG gbztmu + EFG gbzUmd
Gergek gtzom ——— Gergek gtizom
osf o8l
oef osl
= o0a4a > 04
02t 02}
o —— 0 —
0.2 0.2
8 - - 2 o 2 a ) 8 8 3 - 2 [ 2 4 ) 8
x x

Sekil 55.0rnek 1°deki i¢in h-adaptif ¢oziim grafikleri

Sekil 55°den goriilecegi iizere ¢oziimler birbirine uyumlu olup ikinci tiirevin fazla

oldugu bolgelerde ¢ok nokta alinmig, az oldugu bolgelerde maksimum ag genisligi

kullanilmistir.
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Ornek 2. Ornek 1°deki problemde baslangi¢ degeri olarak

x—1, 1<x<2
u(x,0) =4—x + 2, 2<x<3
0, diger

olarak segelim. Bu durumda 1. 6rnekteki parametreler ile Sekil 56°daki ¢oziim grafikleri

elde edilir.

t=0.3 1=0.7

- sayisal gézm
analitik gszom

- saysal g6zum
analitik gézom

- sayisal g6zom ’ - sayisal gozm
analitik g6zom analltik gaztim

- sayisal g8zUm 3.5
120

analltik g5zom - sayisal gbzum

1 analltik ¢sz0m

Sekil 56.0rnek 2 i¢in h-adaptif ¢dziim grafikleri

Cozimlerden adaptif yontemin diigiim noktalarini problemin 2. tiirevinin fazla
oldugu bolgeye y18dig1 ve bdylece gercek ¢oziimle uyumlu grafiklerin elde edildigi
gortliir.

Ornek 3. u; + vu, = ku,,,—oo < x < oo, t > 0,k, v: sabit
seklinde verilen difiizyon-konveksiyon denklemini ele alalim. Problemin baslangi¢ kosulu
ise

u(x,0) = 1 — Heaviside(x)

olarak verilsin. Bu takdirde problemin gercek ¢oziimii
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(1+ erf — xt) x <vt
w(o ) 1 2Vkt
erfc X =V
2Vkt

dir(Farlow,1993). Burada

erf(x) = \/%foxe_tzdt; erfc(x) =1—erf(x) = \/%j:oe_tzdt

dir. Bu takdirde ¢oziimler v hiz1 ile tasindigi i¢in probleme adaptivitenin uygulanma
zaman1 olarak 1/v segilebilir. Burada Ornek 1’deki & parametresi 1 olarak secilmistir. Bu
takdirde v = 5,k = 3 igin adaptif yontem At = 0.2 araliklarla uygulanarak Sekil 57’deki

¢Oziim grafikleri elde edilir.

t=0.5 t=0.9

o8
o6
0.4

o2

-0.2 -0.2
= 1 1

XS

o8l

07

o6l

04l

oaf

o2l

0.1

0.9

o8

0.7 [

0.6

0.4

0.3

02

01

15

o9

o8l

07}

LX-15

0.5}

04l

o3l

0.2

0.1}

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

04

0.3

Sekil 57. v = 5, k = 3 i¢in baz1 zaman degerlerinde h-adaptif ¢6ziim grafikleri

Sekil 57 konveksiyon teriminin baskin oldugu ¢6ziim grafiklerini gdstermektedir.

Adaptif yontem diigiim noktalarini fonksiyonun hizli degisim gosterdigi bolgelere yigarak

gercek ¢oziimle uyumlu grafikler elde edilmistir.
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3.3. 2 Boyutlu Uzayda Agsi1z Yontem

3.3.1. 2 Boyutlu Uzayda Hareketli En Kii¢iik Kareler Yontemi

Kesim 1.5’de 1 boyutlu uzayda hareketli en kiigiik kareler yontemine deginilmisti.
Bu boliimde ise 1 boyutlu uzayda yapilan islemler 2 boyutlu uzaya genisletilmektedir. 1
boyutlu uzayda (14)’de tanimlanan i¢ ¢carpima benzer olarak 2 boyutlu uzayda hareketli en

kiiciik kareler yonteminde i¢ ¢arpim

n
<f.g>w,= zf (x5, ¥) 9 (i, ydw(xy, ¥, 2) , z € R? sabit (124)
i=1

seklinde tanimlanir. Dolayisi ile yaklagim uzayi

a = (P, P2 ) Pm)

olmak {izere 2 boyutlu uzayda yaklasim
m
u(x,y,z) = Z ¢j(@)p;(x,y), z € R? (125)

j=1

seklinde aragtinlir. Burada ¢j(2),j =1,2,..,m ’ler bilinmeyen fonksiyonlardir.
[I5 uzayinda verilen bir f fonksiyonuna en iyi yaklagimi bulalim.
Kesim 1.5°den bilindigi iizere || ||,,,, (124)’de tanimlanan i¢ garpimin iirettigi norm

olmak tizere hareketli en kiiciik kareler yonteminde
If —uCn 2w, (126)

normu minimize edilerek ¢;(z) bilinmeyen fonksiyonlar1 belirlenir. Buradan normal esitlik
(18) ile

A(2)c(2) = fp(2) (127)

olarak bulunur. Burada
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n
Ajk(Z) = (pj;pk)wz = zPj(xi,Yi)Pk(xi,Yi)W(xi,}’i,Z)

=1

olup bilinmeyenlerin olusturdugu vektor

c(@=[c1(2) c(2) - @]

dir. Sag yan vektori ise

L@ = [(f.pw, (Fp2hw, = FrPmdw,]
seklindedir. Burada n, z’nin destek bolgesi igerisinde kalan diigiim noktasi sayisi, m ise
bilinmeyen sayisidir.
Eger 2 boyutlu uzayda
a=(1Lxy)
lineer taban fonksiyonlar1 segilirse A matrisinin ve f, sag yan vektoriiniin genel ifadeleri

Kesim 1.5 Ornek 2’den

_n n n
ZW(xi,J’i,Z) inW(xi;)’i.Z) Z}’iW(xi'yluZ)
i=1 i=1 i=1
n n n
A(z) = z x;w(x;,yi,2) Z xtw(x;, i, 2) z x; yiw(x;, i, Z) (128)
i=1 i=1 i=1
n n n
ZYiW(xi:yi:Z) inJ’iW(xiJi'Z) Z)’izw(xi:%:z)
=1 i=1 i=1 .

z f (i ydw(xg, i, 2)

fo@ =| ) xif G yow v, 2) (129)
Z yif (i, y)w(xi, i, 2)

Li=1

olarak bulunur.

Not. 1 boyutlu uzayda oldugu gibi 2 boyutlu uzayda da agirlik fonksiyonlar1 |z — X;| nin
fonksiyonu oldugu i¢in bundan sonraki kisimlarda agirlik fonksiyonlart w(z — X;)

seklinde gosterilmektedir. Burada, X; = (x;,y;),i = 1,2, ..., n’dir.
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3.3.2. 2 Boyutlu Uzayda Sekil Fonksiyonlarinin Elde Edilmesi

1 boyutlu uzayda sekil fonksiyonlarinin elde edilmesindeki genel yap1 2 veya 3
boyutlu uzayda da benzerlik gosterir. Fakat 1 boyutlu uzaydaki x degiskeni 2 boyutta
XT = [x y] vektorii seklindedir.

2 boyutlu uzayda agsiz yontemlerde lineer yaklasim (20)’ye benzer sekilde

u(X,z) = ag(2) + a;(2)x + a,(2)y = [1 x y] [Z: Eg] = p"(X)a(2) (130)
az(z)
olarak aratirilir. Burada z € R? olup
p(X) = [1xy]" (131)
dir. Bu takdirde normal esitlik (127) ile
An(2)a(z) = f,(2) (132)

seklindedir. Burada A, matrisi X; = (x;,y;),i = 1,2, ...,n’ler z’nin destek bolgesindeki

diigiim noktalar1 olmak iizere

-zn:W(Z—Xi) Zn:XiW(Z—Xi) Zn:}’iw(l—xi)
An(z) = anxiw(z—xi) ;xfw(z—xi) Z;mw(z—xi) (133)
D ywE-X) Y xywz-X) ) yiwz—X)
i=1 i=1 -

~i=1

olup sag yan vektortii ise (129) ile
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_n -
Z W(Z - Xi)ui
i=1
n

fp@ =| > xow(z - X, (134

i=1
n

Z yiw(z — Xy

Li=1 |

dir. u;’ler ise diigiim parametreleridir. 1 boyutta yapilan islemlere benzer olarak f, vektori

w(z — X;) w(z — X5) w(z — X,)
By(2) = |xyw(z — X1) xw(z—X3) ... x,w(z—X,) (135)
yiw(z—Xq) y,w(z—X3) ynw(z — X5,)

ve

u=[u; Uy - uyl” (136)

seklinde iki matrisin ¢arpimi seklinde yazilabilir. Buradan bilinmeyenlerin olusturdugu

a(z) vektorii 1 boyutlu uzayda oldugu gibi

a(z) = A, (2)Br(2)u (137)

olarak bulunur. Sayisal yaklasim ise

u"(X,z) = p" (X)4;" (2)By(2)u (138)

seklindedir. Eger

P (X, 2):=p" (X)A," (2)Bn(2) (139)

olarak tanimlanirsa (130)’dan sayisal yaklagim

u(X,z) = ¢,(X, 2)u (140)
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seklinde elde edilir. Burada
Py (X, 2) = [¢1(X,2) p1(X,2) - ¢7 (X, 2)]
sekil fonksiyonlaridir. 1 boyutlu uzaydaki yaklasima benzer olarak sekil fonksiyonlarinin

toplamli ifadesi

PrX2) =) P04 @Bu@) =P 04 @D (Ba@) i =12,m (141)

]

dir(Dolbow ve Belytschko, 1998).
Sekil fonksiyonlarinin elde edilisi 1 boyutlu uzaya benzer iken agirlik
fonksiyonlarin se¢iminde farklilik vardir. Agirlik fonksiyonlar ilgili detayli bilgi asagida

verilmektedir.

3.3.3. 2 Boyutlu Uzayda Agirhik Fonksiyonlari

2 boyutlu uzayda bir diigiimiin etki alani, problemin ¢6ziim bdolgesi igerisinde bir
alandir. Bu alanin seklinin nasil secgilecegi keyfidir. Bununla birlikte, dikdortgensel veya
ticgensel bolgeler en ¢ok kullanilanlaridir.

Bu calismada dikdortgensel etki alanina sahip olan agirlik fonksiyonlar

kullanilmaktadir. Bu agirlik fonksiyonlari keyfi bir noktada

w(z—X;) =w;i(2) =w(r) - W(Ty) =w - Wl-y (142)
ile verilir. Burada, w(r,) ve w(r,) bir boyutlu uzayda verilen agirlik fonksiyonlar1 olup 7,

Ve 7y, sirastyla

llx — xll ly = yill
Ty =

(143)

Tx

dmx dmy

dir. (143)’deki dy,y, dy,, parametreleri bir boyuttaki gibi
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Amx = AmaxCxis dmy = dmaxcyi (144)

seklinde segilir. cy; Ve c,; parametreleri ise A, matrisi singiiler olmayacak sekilde
secilmelidir. Eger diiglim noktalari arasindaki uzakliklar esit ise cy; Ve cy; sirastyla x ve y
yonlerindeki diigiim noktalar1 arasindaki uzaklik olarak alinabilir(Dolbow ve Belytschko,
1998).

Agirlik fonksiyonlarinin tiirevleri ise

ow; dwf ow; dw’
Wi GWE Ly W _EWE Ly (145)
dx dx ! dy dy !

. dw?® aw? . . K .. .
ile hesaplanir. Burada,% ve d—yl ise (48)’deki r degiskeninin sirasiyla 7, ve 7, ile yer

degistirmesidir. Yani,

( (—8r, + 12r2)sgn(x — x;), 1, <1/2

dw/* 5 1
dr y (=4 + 8r, — 4r)sgn(x — xi),z <rn <1
\ 0 e > 1
( (—8n, +12r2)sgn(y —y;), 1,<1/2
dwiy _ X 1
e 1 (=4 + 81, — 412)sgn(y — yl-),z <r, <1

\ 0 1y > 1
dir.

2 boyutlu uzaydaki sekil fonksiyonlarinin grafiklerini goézlemlemek icin
Q =[0,1] x [0,1] bdlgesini goz Oniine alalim. [0,1] araliklari esit uzaklikli 10’ar adet alt
araliklara boliindliglinii kabul edelim. Bu araliklarin x ve y yonlerindeki u¢ noktalari
diiglim noktalart olsun. Bu takdirde (0.5,0.5) merkezli diigiim noktasindaki sekil
fonksiyonunun grafigi Sekil 58’deki gibidir.

Sekil 58. (0.5,0.5) merkezli diiglim noktasindaki sekil fonksiyonu
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Sekil fonksiyonunun x Ve y degiskenlerine gore tiirevlerinin grafigi ise Sekil 59 ve
60°daki gibidir.

Sekil 60. (0.5,0.5) merkezli diiglim noktasindaki sekil fonksiyonunun y’ye gore tiirevi

3.3.4. Sekil Fonksiyonlarinin Etkin Sekilde Hesaplanmasi

Sekil fonksiyonlarmin hesaplanmasi igin (139)’daki Aj,' matrisinin hesaplanmasi

yerine A,x = b tipindeki bir lineer sistemin ¢oziimii gerekir. Bunun i¢in (139) bagintisini

®,(X,2) = pT(X)A, (2)Br(2) = yT(X,2)By(2) (146)

seklinde yazalim. (146)’dan

An(2)y(X,2) = p(X) (147)

elde edilir. (147) denklem sisteminden bilinmeyen y(X,z)’yi hesaplamak i¢in Ay (2)

matrisinin LU ayrisimi yapilir. Buradan



142

L(2)U(2)y(X,z) = p(X) (148)

sistemi elde edilir. (148) denklem sisteminde
Y(X,z) =U(2)y(X,2)

olarak alinirsa

L(2)Y(X,z) = p(X)
(149)
U(2)y(X,z) =Y(X,2)
elde edilir. (149)’daki tiggensel sistemlerin ¢oziilmesi ile aranan y (X, z) vektori belirlenir.
u(X,z) yaklasimmin tirevini elde etmek igin ise y(X,z) 'nin tiirevi

hesaplanmalidir. Bunun i¢in (147)’nin her iki tarafinin x’e gore tiirevi alinirsa

9(An(2)) I(y(X,2)) a(p(X))

Tox Y& An(2) dx  0Ox
elde edilir. Eger

oly(X, d(p(X

WED) 0,288,
seklinde gosterilirse

(A

WD)y x,2) + aa @ 8,2 = p, 0

bulunur. Buradan

Ap(2)yx(X,2) = py(X) — WV(X, z) (150)

elde edilir. (150) denklem sisteminden aranan y,(X,z) ise A, matrisinin LU ayrisimi

yardimui ile hesaplanir. Buradan sekil fonksiyonunun x degiskenine gore tiirevi

(D, (X, a(B

M = &,(X,2) = vJ(X,2)B,(2) + yT(X,z)M (151)
0x 0x

seklinde elde edilir(Dolbow ve Belytschko, 1998). Benzer sekilde ®,(X,z) 'nin y

degiskenine gore tiirevi ise
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d(Pn(X,2)) _

d(B
ay = q)y(X,Z) :Y;(X,Z)Bh(z)_*_yT(X’Z)M

5 (152)

ile hesaplanir.

3.3.5. Diigiim Noktalarinin Etki Alanlari

1 boyutlu uzayda sekil fonksiyonlar: i¢in genel bir formiil elde edilmis olup diizgiin
dagitilmig diiglim noktalar1 igin tamamen Q destekli sekil fonksiyonlarinin &teleme
ozelligine sahip oldugu ve d,u = 2 secimi icin sekil fonksiyonlari ile agirlik
fonksiyonlarmin birbirlerine esit oldugu ispatlanmisti. Benzer ozellikler 2 boyutlu
uzaydaki sekil fonksiyonlari i¢in de gegerlidir. Bu 6zellikleri ispat etmeden 6nce 2 boyutlu
uzayda sekil fonksiyonlar1 i¢in bir noktanin destek bolgesi hakkinda bilgi vererek bu

boliimde kullanacagimiz bazi kiimeleri tanimlayalim.

Notasyon. 1 boyutlu uzaydaki calismalardan bilindigi {izere hareketli en kiigiik kareler
yonteminde yerel ve global degiskenler mevcuttur. 2 boyutlu uzayda tanimlanan
degiskenler ile yerel degiskenin z ve global degiskenin X oldugu agiktir. Sadece yerel
degiskenin tanimli oldugu bdlgelerde sekil fonksiyonlarmin degerleri sifirdan farklh
oldugundan bu bolgelerde yerel degiskenler, global degiskenlere esit secilir. 1 boyutlu
uzayda yapildig1 gibi 2 boyutlu uzayda da anlam karmasina sebep olmayacagi diisiincesi
ile z yerel degiskenini vurgulamayarak ¢!(X,z) sekil fonksiyonunun sadece z yerel
degiskenin fonksiyonu olarak diisiinecegiz ve z yerine de X degiskenini kullanacagiz. Bu
yiizden bundan sonraki kisimlarda sekil fonksiyonlarini kisaca
dM(X,2) = pM(X,X) = p(X) seklinde gosterecegiz. Benzer sekilde yaklasim
fonksiyonu kisaca u™(X, z) = u"*(X), agirlik fonksiyonlar ise w(z — X;) = w;(z) olarak

ifade edecegiz.

Sekil fonksiyonlarinin keyfi bir (x,y) noktasindaki degerini hesaplamak igin
(133)’deki A, ve (135)’deki B, matrislerinin hesaplanmasi gerekir. Agirlik
fonksiyonlarmin tanimindan goriilecegi tizere her bir diigiim noktasi bir etki alanina sahip
olup bu bodlgenin icerisindeki noktalarda agirlik fonksiyonlarin degeri sifirdan farklidir. 1

boyutlu uzayda Teorem 1°de x; diiglim noktas1 merkezli sekil fonksiyonunun etki alaninin
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x; noktasinin d,,,; komsulugu oldugu gosterilmisti. 2 boyutlu uzayda ise Kesim 3.3.3’de
tanimlanan agirlik fonksiyonlar: ile x; diiglim noktas1 merkezli sekil fonksiyonunun etki

alan1 bir dikdortgensel bolge olup bu bolge Teorem 11°deki gibidir.

Teorem 11. Problemin tanim bélgesi Q olmak tizere X; = (x;,v;),i = 1,2, ..., n merkezli
sekil fonksiyonunun etki alani

'Qi = [xi - dmx'xi + dmx] X [yi - dmy'yi + dmy] nQ
dir.

Ispat. (141) ile keyfi bir X = (x, y) noktasindaki sekil fonksiyonlari

w;(X)
O = p" (XD X (Br(X)), = p" XA X [xiwi(X) [, i = 1,2, ...,n
yiwi(X)

seklinde tanimlandigindan w;(X) # 0 oldugu durumda sekil fonksiyonlarinin degerleri
stfirdan farklidir. Kesim 3.3.3’de tanimlanan agirlik fonksiyonlari ile w;(X) # 0 oldugu
bolge
n<1An <1
dir. r, ve 7y, 1 boyutlu uzaydaki gibi tanimlandigindan Teorem 1 ile
Xi—Amx S X <X+ dmx ANYi—dpmy <Y<y +dp,y
icin w;(X) # 0°dir. Son esitsizliklerin saglandigi bolge ise
Qi = [X; = s X; + Ay | X [V — Ay, Vi + dimy |
dikdortgensel bolgesidir.
1 boyutlu uzayda verilen destek bolgesi tanimi ise 2 boyutlu uzayda asagidaki gibi

verilir.

Tamm 8. ( tanim bdlgesinde segilen bir X = (x, y) noktasi igin
Qf = ([X —dpy, X + dmx] X [y - dmy'y + dmy]) N Q

bolgesine X noktasinin “destek bolgesi” ad1 verilir.

Tanim 8 ve Teorem 11’den goriilecegi lizere X = (x,y) noktas1 olarak i. digiim
noktast, X; = (x;,y;), alimirsa X; noktasinin destek bolgesi ile etki alani birbirine esittir.
Fakat etki alan1 sadece diiglim noktalar1 icin gecerli iken destek bdlgesi tanim bolgesi
icerisindeki herhangi bir nokta i¢in gecerlidir.

Kesim 3.1.1°den bilindigi tizere herhangi bir X = (x,y) noktas1 i¢in w;(X) # 0,

i =12,..,nise X noktasi X; merkezli agirlik fonksiyonu ile iligkili noktadir. Ayrica
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Onerme 2’den X noktas1 sadece destek bolgesi icerisinde kalan diigiim noktas1 merkezli
agirhik fonksiyonlart ile iliskilidir. Onerme 1 ile X; diigiim noktas1 X’in destek bolgesi
icerisinde olmasi durumunda ¢?(X) # 0 oldugundan X noktasinda sekil fonksiyonlarinin
degerlerinin belirlenmesi i¢in bu noktanin destek bolgesi ve bu nokta ile iliskili agirlik
fonksiyonlarinin belirlenmesi 6nemlidir.

Tanim 8 ile bir X € Q noktasinin destek bolgesini belirleyen parametreler d,,,, Ve
dpy "dir. Diizglin digliim noktalar1 igin c,; Ve cy; sirasiyla x ve y yoniindeki digim
noktalar: arasindaki uzakliga esit oldugundan d,,, Ve dp,, ’yi belirleyen parametre
dmax dir. 1 boyutlu uzayda yapildig1 gibi d,,,, degerini 2 olarak segelim. Bu takdirde
keyfi bir X = (x,y) noktasinin destek bdlgesi ve bu bolge icerisindeki diigiim noktalari
Sekil 61°deki gibidir.

a

= o o o o
Ay ? - ‘

o > :‘;. >

o W ~e ©

)

° g GmanBE L o

o (<]

=) o o ® o o
@ Destek bolgesi “#c Destek bolgesi =3 :())'nin destek

disanisdaki diigiim icerisindekd diigiim bolgesi

noktalar noktalan

Sekil 61. d, ;0 = 2 igin keyfi bir X = (x, y) noktasinin destek bolgesi

Sekil 61°de gosterilen dikddrtgensel bolge X noktasinin destek bolgesi olup bu bolge
icerisinde kalan diigim noktalar1 i¢in w;(X) # 0’dir. Yani, X noktas1 destek bdlgesi
icerisindeki diigiim noktasi1 merkezli agirlik fonksiyonlari ile iliskili noktadir.

Ote yandan Sekil 61'den d,,,;,, = 2 icin sinira komsu olmayan dikdortgensel bdlgede
secilen bir X noktasi ile iliskili agirlik fonksiyonu sayisinin 16 oldugu goriiliir. Bu durum
X 'in bulundugu hiicreye komsu hiicreler i¢in de gecerlidir. Fakat smira komsu

dikdortgensel bolge icerisinde aliman noktalarda bu sayr 12'dir. Ayrica Sekil 62’den
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goriilecegi lizere kose hiicrelerde alinan X noktalari ile iliskili agirlik fonksiyonlari sayisi 9

olup her bir kose hiicre i¢in bu say1 aynidir.

> > >
S 1S S S &
D > T 107 > |5 : >
S i i l |2
g i (1 | . ‘| - (.\3\')
! L - T -
g | | i i
~ > 3 >
K S S S 5 K
S: Sinira komgu hicreler  I:ightcreler  K: Koge hcreler

Sekil 62. dy,q, = 2 i¢in kose ve sinir hiicrelere etki eden diigiim noktalari

Ote yandan d,,,,, degeri degistike destek bolgesindeki diigiim noktalar1 sayis1 da
degisir. Ornegin, d,,q, = 3 icin bir i¢c bolgedeki herhangi bir nokta ile iliskili agirlik
fonksiyonu sayis 36'dir. Dolayist ile d,q, 'In degeri biiylidiikkge sekil fonksiyonlarini
hesaplamadaki islem yiikii de artar. Bu ise hesaplama siiresinin artmasina neden olur. 1
boyutlu uzayda oldugu gibi bu boliimde de sekil fonksiyonlarinin 6zellikleri yardimiyla
sistem matrisini elde etmede gerekli zamanin azaltilmasi i¢in bir algoritma onerilmektedir.
Bu o6zellikleri vermeden 6nce bu boliimde kullanacagimiz bazi kiimeleri ifade edelim.

a, b, c,d sabitler olmak tizere

Q={(,y))a<x<bhc<y<d}
problemin tanim boélgesi olsun. [a, b] araligini esit aralikli N adet alt araliga, [c, d] araligini
ise M adet alt araliga bolelim. Bu araliklarin x ve y yonlerindeki u¢ noktalarini sirasiyla
x,i=12,....,N+1vey;,j=12,...,M + 1ile gosterelim. Bu ayriklastirtlmis bolge i¢in

diigiim noktalar1 kiimesini
Q = {(xl'y])ll =12,...,N+ 1;] =12,....M + 1} (153)

ile gosterelim. Herhangi bir (x,y) noktasinin destek bolgesi igerisinde kalan diigiim

noktalarinin sayisini n ile ve diiglim noktalariin kiimesini ise
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oy =& = y)li=12,...,n} (154)

ile gosterelim. Dikkat edilirse diizgiin olarak dagitilmis diigiim noktalar1 i¢in d,,q, = 2
oldugundan n > 9'dur. Ayrica Ax, x yoniinde esit olarak dagitilmis diigiim noktalar1 arasi

uzaklik olmak tizere

Q°0x,y) ={(x; — Ax,y)|li=1,...,my } (155)

ile (x — Ax,y) noktasmin destek bolgesi igerisinde kalan diigiim noktalarinin kiimesini
gosterelim. Burada m,, (x — Ax,y) noktasinin destek bolgesi igerisinde kalan diigiim
noktalar1 sayisidir. Benzer sekilde Ay, y yoniinde esit olarak dagitilmis diigiim noktalari

aras1 uzaklik olmak tizere

Q'Ol(x'y)={(xi'yi_Ay)|i=1""1m} (156)

ile (x,y —Ay) noktasinin destek bolgesi igerisinde kalan diigiim noktalar1 kiimesini
gosterelim. m,, (x,y — Ay) noktasinin destek bolgesi icerisinde kalan diigiim noktalar
sayisidir. Dikkat edilirse d,, 4, = 2 i¢in sinira yakin olmayan i¢ bolgelerde n = my = m,
iken diger bolgelerde n # my|n # m,’dir. Ornegin, sag sinira komsu bir hiicrede alinan
bir noktaya etki eden diigiim noktasi sayist n = 12 iken o noktanin Ax gerisindeki nokta
sinira komgu olmayan hiicrede bir nokta olacagindan bu noktaya etki eden diigiim noktasi

sayist my; = 16 olup m; = n'dir.

l>|_____
|
LI
|
|

e :Diigiim noktalar

Sekil 63. Q°, Q° ve 0°! kiimelerinin elemanlart
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Her bir diigiim noktasinda bir agirlik fonksiyonu tanimlandigi i¢in (x, y) noktast ile
iligkili agirlik fonksiyonlart kiimeleri de tanimlanmalidir. Herhangi bir (x, y) noktasinin
destek bolgesi igerisinde kalan diigiim noktalar1 kiimesi (°(x, y) olmak iizere bu nokta ile
iliskili agirlik fonksiyonlarinin kiimesi

We(x,y) = {w;i(x,y)|i = 1,2, ...,n}
olsun. Benzer sekilde (x — Ax, y) noktast ile iliskili agirlik fonksiyonlarinin kiimesini

Weo(x,y) = {w;(x — Ax, y)|i = 1,2, e, My}
ve (x,y — Ay) noktasi ile iliskili agirlik fonksiyonlarinin kiimesini

Wet(x,y) = wi(x,y — Ay)li = 1,2, ..., my}
ile gosterelim.

Agirlik fonksiyonlarinin tanimindan goriilecegi tlizere agirlik fonksiyonlari x ve y
yonlerinde dteleme 6zelligini saglar. Dolayisi ile yukarida tanimlanan kiimeler yardimiyla

w;(x, y) = wi(x — Ax, y), w;(x,y) = w;(x,y — Ay)

bagmtilar elde edilir.

3.3.6. Sekil Fonksiyonlarmin Ozellikleri

Sekil fonksiyonlarmin tanimi geregi A matrisi tersinir olmalidir. Bu ise etkinlik
yarigapmin uygun secimi ile saglanir. Onerme 17 uygun etkinlik yarigapr segimi icin Ay

matrisinin tersinir oldugunu gosterir.

Onerme 17. Diizgiin olarak dagitilmis diigiim noktalar kiimesi €, herhangi bir X = (x, y)
noktasinin destek bolgesi igerisinde kalan diigiim noktalarinin kiimesi Q° ve bu nokta ile
iligkili agirlik fonksiyonlari kiimesi W° olsun. Eger n > 3 ise (133) ile verilen 4, (X)

matrisi pozitif tanimhidir.

ispat. A, matrisi alternatif olarak

Zn: w; (X) Zn:xiWi(X) Zn:}’iWi(X) _

Ap(X) = inWi(X) inzwi(x) inyiwi(x)

Zn:yl'wi(x) Z x;y;w; (X) Z y2w;(X)

=1
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wi(X) xywi (X)) ywi(X)

1 1 e 1
ﬁMD=n@'"4W@7WMmymm
Yi Y2 7 In

Wa(X) X (X) YW (X)

seklinde yazilabilir. Burada n, W° nin eleman sayisidir. Ayrica

wi(X) xywi(X) ywi(X) w1 (X) 0 0 1 % »n
wa(X)  xowa(X) yaw, (XD _| O w,(X) 0 1 X2 Y2
w0 0l Lo 0 woollt x

oldugundan Aj, matrisi

1 1 o 1 w; (X) 0 - 0 1 x1
M®=hx2”%]9 woX) e 01T Xy, (157)

y & 8 ‘. . : . .

Y1 V2 o 0 w01 % wn

seklinde 3 matrisin ¢arpimu olarak ifade edilebilir.

1 x5 »n wy (X) 0 B0
I e R
1 x'n };n 0 0 . Wn.(X)
olarak tanimlanirsa (157)’den
A, =CTVC

elde edilir. Agirlik fonksiyonlarinin 6zellikleri ile, X = (x, y) noktasinin destek bolgesinde
w;(X) > 0,i = 1,2, ...,n oldugundan V pozitif tanimli bir matristir. n = 3 oldugundan C
matrisinin lineer bagimsiz siitunlara sahip oldugu agiktir. Dolayist ile CTVC matrisi pozitif
tanimlidir. Gergekten, VX # 0 icin

XTcTvex = (€x)Tv(CX)
olup C matrisi lineer bagimsiz siitunlara sahip oldugundan CX # 0’dir. V pozitif taniml
oldugundan

€x)vx) >0

bulunur. Dolayisi ile X7 A, X > 0 elde edilir. Yani, A, matrisi pozitif tammlidr.

1 boyutlu uzayda oldugu gibi sekil fonksiyonlarinin genel ifadesinin elde
edilebilmesi i¢in (133)’de tanimlanan A, matrisinin determinantina ihtiya¢ vardir. Onerme

18’de iki boyutlu uzayda |A;,| igin genel bir formiil verilmistir.
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Onerme 18. Diizgiin olarak dagitilmis diigiim noktalar1 kiimesi (), herhangi bir X = (x,y)
noktasinin destek bolgesi igerisinde kalan diigim noktalarinin kiimesi Q°(x,y) ve bu nokta
ile iligkili agirlik fonksiyonlar: kiimesi W°(x,y) olsun. Bu takdirde (133) ile verilen A, (X)

matrisinin determinanti

n—-2 n-1 n

A =" (3 =10 + 9 =) + 3y — 1)) wi GO, Ow, (X)

i=1 j=i+1k=j+1
dir. Burada n, W° kiimesinin eleman sayisidir.

Ispat. (133)’de tanimlanan A, matrisinin determinanti

|Ah(X)|=(ZWi> <Z" W‘) <Zy Wl> @: iini>2>

~.
1l

=
~.
1l

=

n n o n

- (Z xiwi> z Z( ly] x]yly])WlW]
i=1 i=1 j=1
n n n

+ (Z YiWi> Z Z(xixjyj Xty )wiw;
i=1 i=1j=1

bulunur. Ayrica toplamlar

n

n-1 n
ZZ(’C Y} = XXy wiwy = z Z (v = x9:) wiwy
i=1]j

i=1j=1 j=i+1
n n—-1 n
2( XY} — XYy )Wiw; = Z Z (xiy; — x7:) &j — y)wiw;
i=1 j=i+1

n-—1 n

(xixjy; — xFy;)wiw; = Z Z (xiy; — i) (x5 — x)wiw;

i=1 j=i+1

M I
- 3

~
I
[y
-
1]
[y
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olarak yazilabilir. Gergekten, i = j oldugu durumlarda toplamlarin sifir oldugu agiktir.
Ayrica, wiw; = wjw;, i,j = 1,2 ...,n,i # j oldugundan dolay:

n n

Z Z(x y] X; x]yly])w w; = z Z (x? y] + x]-zyl-2 - inxjyl-yj)wiwj
i=1j=1 i=1 j=i+1

n n n-1 n
z Z( iyjz - xjyiyj)Win = Z z (xiyjz + xjyiz —XiYiyj — xjyiyj)Win
i=1j=1 i=1 j=i+1

n n n-1 n
z Z(xixj)’j — xfy;)wiw; = z z (xixjyj + x5y — %ty — 2Py )wiw;
i=1j=1 i=1 j=i+1

elde edilir. Toplamlarin i¢indeki terimler ortak paranteze alinirsa ilgili bagmntilar bulunur.

Dolayis1 ile Aj, matrisinin determinanti

[An (X)) = (Z wl> 2 Z (v = %71 wiw;

i=1 j=i+1
n n—1 n
= (z xiWi> Z Z (xiJ’j -5 xjyi)(yj - )’i)Win
i=1 i=1 j=i+1
n n-1 n
+ (Z ini> z Z (xiyj - xjyi)(xj — X)W;W;
i=1 i=1 j=i+1
n-1 n n
2
= A, (X)] = 2 Z(xiy]' — X;y1) wiwwy
i=1 j=i+1 k=1
n-1 n n
+ z Z(xi)’j - xj)’i)()’i - yj)kainWk
i=1 j=i+1 k=1
n-1 n
z X

+ (xiyj - xjyi)(xj - xi)}’k] WiW;Wy

olarak elde edilir. k =i veya k = j olmas1 durumunda determinant degerinin sifira esit
oldugu son bagintidan goriiliir. Ayrica ¢ift toplamda oldugu gibi

WiWjWy = Wiw,Ww; = Wew;w;, L j, k= 1,2,..,ni #j#k
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oldugundan

n-2 n-1 n

|An(X)| = z z z [(xiyj - xjyi)z + (v = %v:) (vi — v) %

i=1 j=i+1k=j+1
+(xi)’j - xjyi)(xj - xi)yk + Coye — xxy)? + (oye — xy) i — Vi) xj
+ iy — X, yi) (X — xi)yj + (xjyk - xkyj)z + (ijk - xkyj)(yj - yk)xi
+(xyic = xy;) (o — %)y wiwywi

olarak elde edilir. Toplam semboliiniin igerisindeki terimler diizenlenirse

|An(X)| = Z Z Z yi(x; —x) + vi (0 — %) + vie(x — xi))2 WiW;Wy

i=1 j=i+1k=j+1

bulunur.

(139)’da tanimlanan sekil fonksiyonlarinin tanimindan goriilecegi lizere sekil
fonksiyonlarinin acik ifadesi igin A;* matrisi hesaplanmalidir. Lineer cebirden bilindigi
uzere

;1 Gq2 Q33
M =|Q21 Qz2 Q23
31 dzz 0dz3
seklinde 3 X 3’liikk bir matrisin tersi

Q32033 — Ap303p (A13033 — Aq2033 d12073 — A13077
M™! = —|Qaz3a3; — Az1A33 Q1033 — A13A37 Q3021 — 1103
A1032 — App0317 Aq12031 — Aq11032 Aq11032 — Q1207

ile verilir. Dolayisi ile A, matrisinin tersi Onerme 18’de elde edilen A, in determinant:

yardimiyla
1 di; diz dis
D=A;"'=——==|dy1 dp dy3
Ap(X
| h( )I d32 d33

olarak elde edilir. Burada

n n

diy = Z(x — X XYY} )Wiw
i=1 j=1
n n

diz = Z( XiYiyj = XiY] Jwiwj
i=1 j=1

n n
diz = Z Z(xixj}’j — xZy;)wiw;



ds3 =

dir. Onerme

di; =
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(xiYin - Xi)’jz)Win
()’jz - }’i}’j)Win
(i) = %y )wiw;

(xixjy; — xty;)wiw;

(riyy = 290) (3 — x;)wiw;
(riyy = ) (v — yj)wiw;
(vi - J’j)ZWin

(i = %) (yj — yi)waw;

(xi%' - ij’i)(xj - xi)Win
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n-1 n
d3z = z z (i = %) (vj — yi)waw;
i=1 j=i+1
n-1 n
dsz = z z (xi - xj)ZWiWJ'
i=1 j=i+1

olarak bulunur.

Ay * matrisi yardimiyla (141)’de verilen sekil fonksiyonlarinin genel formiilii Teorem
12°deki gibi elde edilir.

Teorem 12. Diizgiin olarak dagitilmis diigiim noktalar1 kiimesi €, herhangi bir X = (x,y)
noktasimin destek bolgesi igerisinde kalan diigiim noktalarinin kiimesi Q°(x,y), bu nokta
ile iliskili agirlik fonksiyonlar1 kiimesi W°(x,y) ve sayist n olsun. Bu takdirde (141)’de

tanimlanan i.,i = 1,2, ..., n, sekil fonksiyonunun agik ifadesi

n-—1 n
1
PrX) = mz Z (x3; = e + (i = 37) + ¥ (% — x))
k=1 j=k+1

(xkyj — Xjyr + xi (v — J’j) + yi(x; — xk))Wi(X)Wj(X)Wk(X): 1<i<n
seklindedir. Burada |A, (X)|, Onerme 18’deki A, (X) matrisinin determinantidir.

Ispat. (141) ile
¢F(X) = p" (XA (X)(Bu(X)) i = 1,2, ...,n

olup burada
w; (X)
p(X) =[1xy],(By(X)), = |xiwi(X)[,1<i<n
yiwi(X)

dir. A;%, B;,p matrisleri sekil fonksiyonunda yerine yazilir ve matrislerin &zellikleri

kullanilirsa sekil fonksiyonlari

-1

S

1l
-
+

o (X) = [(xkyj - Xj}’k)z + (e — xvi) e — v5)x

1

a0 1 £

+(0ey; = i) (5 = x)y + (s = %vi) e = v7)x

&
1]

+(3’k - }’j)zxix + (xk - xj)(yj - yk)xiy + (xkyj - xj}’k)(xj - xk))’i
+ (o, — xj)(yj — i) yix + (x — xj)z}’i}’] w; (X)w; (X)wy (X)

olarak bulunur. Buradan i = 1,2, ..., n olmak tlizere
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-1

1 n n
LX) = mkz Z [ ey — %91 [xey; — x5 + (e — v)x + (x5 — xi)y]

=1 j=k+1
+(e = vi)xi [y — %y + e — yi)x + (% = xi)y]

+(x; — xi)yi[xey; — %y + (v — y)x + (% — xk))’]] w; (X)w; (X)w (X)

n-1 n
1
= ¢l (X) = |Ah(—X)|kz z (xeyj = xyie + x(vie = v;) + y(x — x))

=1 Sk
(xxyj — xyi + xi(vie — ¥;) + v (5 — x3) )wi Xw; (XD we (X)
elde edilir.

Diizgiin dagitilmis diigiim noktalar1 i¢in 1 boyutlu uzayda oldugu gibi 2 boyutlu
uzayda da sekil fonksiyonlar1 6teleme 6zelligini saglarlar. Fakat 2 boyutlu uzayda teleme
ozelligi x yoniinde veya y yoniinde mevcuttur. Yani, Ax, Ay sirastyla x ve y yoniindeki
diizgiin olarak dagitilmis diiglim noktalar1 arasindaki uzaklik olmak tizere

OF (6, y) = ¢ (x = Ax,¥), 01 (x,¥) = o1 (x,y — Ay)
bagintilar1 dogrudur. Fakat

¢ (x,y) # df(x — Ax,y — Ay)
dir. Bu 6zelliklerin ispatin1 yapmak i¢in 1 boyutlu uzayda oldugu gibi ilk 6nce (133)’deki

Ap (X) matrisinin determinantinin 6teleme 6zelligini saglandigini gosterelim.

Onerme 19. Q = [a,b] X [c, d] bolgesinde diizgiin olarak dagitilmis diigiim noktalarmin
kiimesi Q ve Q.4 ise tamamen Q destekli sekil fonksiyonlarmin kiimesi olsun. Ax ve Ay
sirastyla x ve y yonlerinde diigiim noktalari arasi uzaklik olmak tizere (x,y) € Q4 ,
(x—Ax,y) € Qiq Ve (x,y —Ay) € Q;y noktalarimin destek bolgeleri igerisinde kalan
digim noktalarmm  kiimeleri sirasiyla  Q°(x, y),(S?(x, y), 0% (x,y), bu digim
noktalarindaki agirlik fonksiyonlarinin kiimeleri sirasiyla W°(x, y),W(x, y), Wt (x,y)
olsun ve bu kiimeler Kesim 3.3.5’deki gibi tanimlansin. Eger bu {i¢ kiimenin eleman

sayilar1 birbirine esit ise (yani, n = m; = m, ise)

|An(x = Ax, y| = |An(x, y)| ve |Ap(x,y — Ay)| = |Ap(x, y)I

dir. Yani, Ay, (x, y) matrisinin determinant1 x ve y yoniinde 6teleme 6zelligini saglar.
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Ispat. |A,(x — Ax,y| = |Ap(x,y)| oldugunu gosterelim. Onerme 18’de Ap(x,)

matrisinin determinanti

n-2 n-1

|An(x, ¥)| = z z z Y G = 20) + yi(xe = %) + w5 = xi))z

wi (%, YIw; (X, yI)wic (%, ¥)

seklinde elde edimisti. (x — Ax,y) noktasinin destek bolgesi igerisinde kalan digim
noktalarinin kiimesi Q°(x, y) ve bu noktalarda tanimlanan agirlik fonksiyonlarmin kiimesi

W°(x,y) oldugundan Onerme 18 ile

n

[AnCx = 8%,y)| = Z Z Z (e = 8) = Gy = A0)

=1 =

+y; ((xk — Ax) — (xj — Ax)) + Vi ((x] —Ax) — (x; — Ax))]z
w; (x — Ax, y)w;(x — Ax, y)wy (x — Ax,y)
dir. Kesim 3.3.5°de belirtildigi gibi agirlik fonksiyonlari oteleme o6zelligine sahip
oldugundan
w; (x,y) = w;i(x — Ax, y)
bagmtilari dogrudur. Bu bagntilar |A,(x — Ax,y)| ’de yerine yazilir ve gerekli

sadelesmeler yapilirsa

n-2

|Ap(x — Ax,y)| = z Z Z (yj(xi —x;) + yl-(xk — xj) + yk(xj — xi))z
j=i+1 k=j+1

i=1j
wi(x, y)w;(x, y)wi (x, y)
elde edilir. Buradan
|Ah(x - Ax;J’)l = |Ah(x;37)|

bulunur. Yani, Aj (x, y) matrisinin determinant1 x yoniinde 6teleme 6zelligini saglar.

Benzer sekilde |4, (x, y)| alternatif olarak
-1 n

2
|4n(x, ¥)| = (yj(xi — ) + yi(2 = %) + (x5 = xi)) WiWjWi

j 1k=j+1

S
N
S

~
[N

i

+

J
n

N
S
[y

n—

2
x] e = v +x:(y; = yie) + 2 (yi — }’j)) WiW;Wi

j=i+1lk=j+1

[N

l:
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seklinde yazilirsa x yoniindeki Oteleme islemlerine benzer islemler ile |A,(x,y)| nin y

yoniinde oteleme 6zelligini sagladig gosterilebilir.

|A,(x,y)|’nin x ve y yoniindeki Oteleme 6zelligi yardimiyla (141)’de tanimlanan

sekil fonksiyonlarinin 6teleme 6zelligini sagladigi Teorem 13°de verilmektedir.

Teorem 13. Q = [a, b] X [c, d] bolgesinde diizgiin olarak dagitilmis diiglim noktalarinin
kiimesi Q) ve Q.4 ise tamamen Q destekli sekil fonksiyonlarinin kiimesi olsun. Ax ve Ay
sirastyla x ve y yonlerinde diigiim noktalari arast uzaklik olmak {izere (x,y) € Q.4 ,
(x—Ax,y) € Qq Ve (x,y —Ay) € Q;q noktalarmin destek bolgeleri igerisinde kalan
diigiim noktalarmin  kiimeleri  srasiyla  Q°(x, ), Q°(x, y), Q°*(x,y), bu diigim
noktalarindaki agirlik fonksiyonlarmin kiimeleri sirasiyla W°(x, y),vv_°(x, y), Wt (x,y)
olsun ve bu kiimeler Kesim 3.3.5’deki gibi tanimlansin. Eger bu ii¢ kiimenin eleman

sayilar1 birbirine esit ise

ol (x — Ax,y) = ol (6, y), Pl (x,y — Ay) = ¢y (x,y)
i=12 .. n—1dir.

Ispat. Teorem 12°de elde edilen sekil fonksiyonlarmin genel formiilii

-1

N 1 n n
biv1(x,y) = mz Z (eeyj = %vi + 2 (i = ;) + ¥ — %))
G Tyl

(xk}’j — XjYk t Xi+1()’k - Yj) + yi(x; — xk))]Wi+1(X. W, yIwe(x,y), 1 <i<n

dir. Kesim 3.3.5’de tanimlanan W°(x, y), W(x, y) kiimeleri ile

1 n-1 n
¢ih(x —Ax,y) = 14, (x — A%, )] z z [((xk — Ax)y; — (xj - Ax))’k
k

=1 j=k+1
+(x — Ax)(yk - yj) +y ((xj — Ax) — (x — Ax)))
((xk — Ax)y; — (% — Ax)yy + xi (v — ¥))

+y; ((xj — Ax) — (% — Ax))] w;(x — Ax, y)w;(x — Ax, y)wy (x — Ax,y)

olarak elde edilir. Kesim 3.3.5’de belirtildigi lizere W°(x, y),W(x, y) kiimelerindeki

agirlik fonksiyonlari icin
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Wj(x —Ax,y) = Wj(x; V), wi(x — Ax,y) = wi(x,y)
dir. Ayrica w;, i. diigiim noktasinin agirlik fonksiyonu oldugundan agirlik fonksiyonlarinin
oteleme o6zelligi ile

wi(x — Ax,y) = wi1(x,y)
dir. Agirlik fonksiyonunun icin elde edilen bagntilar ¢ (x — Ax,y) yerine yazilir ve

gerekli dlizenlemeler yapilirsa

n-1 n
1
W esvn DI (CE/RE LR E AP ICE)
k

=1 j=k+1

(xxyj — Xk + (i + 82 (v — ;) + ¥i(x7 — x1)) [ Wi 1 (o, Y)W (x, VI (x, y)

elde edilir. Onerme 19 ile

n-1 n
1
¢l (x — Ax,y) = mkz Z [(oyy = %90 + x(vie = ) + ¥ — )

=1 j=k+1

(xxyj — %y + X1 (Ve — ¥;) + i — %)) Wi 1 (6, )W G, yIwie (3, )

bulunur. Buradan
¢ (x — Ax, ) = 4 (%, )
elde edilir. Benzer islemler ile

¢l y —Ay) = ¢l (x,¥)
oldugu gosterilebilir. Dolayist ile 1 boyutlu uzayda oldugu gibi 2 boyutlu uzayda da sekil

fonksiyonlar1 6telemeye gore invaryanttir.

Teorem 14 ise 1 boyutlu uzayda sadece d,,;,4 = 2 secilmesi durumunda tamamen Q
destekli sekil fonksiyonlari i¢in gegerli olan sekil fonksiyonlar ile agirlik fonksiyonlarinin

birbirine esit olmas1 durumunun 2 boyutlu uzayda da gegerli oldugunu gosterir.

Teorem 14. Diizglin olarak dagitilmis diiglim noktalar1 i¢in dp,., = 2 secilmesi

durumunda tamamen Q destekli sekil fonksiyonlari ve agirlik fonksiyonlari birbirine esittir.

Ispat. x; < x < xj,4, yj <y < Y¥j4+1 arah@inda keyfi bir (x, y) noktasi alalim. Bu takdirde

(x, ¥) noktasimin destek bolgesi igerisinde kalan diigiim noktalar1 Sekil 64°deki gibidir.
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| | | (xi+2'|yj+2)

Sekil 64. d,,qx = 2 igin (x,y) noktasinin destek bolgesindeki diigiim
noktalar1

Sekil 64’de (x,y) noktasimin destek bolgesi igerisinde kalan diiglim noktalart

verilmistir. Bu diigiim noktalar1 i¢in agirlik fonksiyonlarinin bilesenleri

4 X — X; X —x_1\2 4/x—2x_1\3
x ——_4 -1 4_( 1—1) __( l—1>
S T G B

w2 4(x—xi>2+4(x—xi)3
Wi =374, T
4 (x - xi+1)2 4 (x - xi+1>3
dmx dmx

2

3

4 X — X; X — Xiao\2 4 [(X — Xiio\3
) = AT (E R A iy

Wit (x) =

dmx dmx 3 dmx
2 3
4 Y —=Yji-1 Y—=Yji-1 4(y —Yj-1
y __4 j 4 j T j
W)=z AT T, 3\ dpy

2 (v=w\"_, (v=w\
Y(y) ==—4 / 4 /
wi(y) =3 s + s
2 (y=ya\ (Y= v\
y —Z2_34 Jj+1 —4 Jj+1
Wi () =3 dy Ay
4 y-y Y=Y\ 4y =2\
y —Jj+2 - Jj+2 —Jj+2
: =+ 4—2 () 4o
W) 3 dimy ( Amy > 3 < dmy >
seklinde olup herhangi bir diigiim noktasindaki agirlik fonksiyonu o noktadaki w;* ile Wiy

bilesenlerinin ¢arpimudir. Yani, w;(x,y) = w{* (x)wiy (y)’dir. Ayrica

i+2 j+2

iwt(x; y) = iwix(X)wiy(y) = Z wi (x) Z le(y)

k=i-1 1=j—1
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n i+2 j+2
Dwey=| ) wiw|| ) wo
i=1 k=i—1 1=j-1

n [ i+2 j+2

S amn=| S wio|| Y wo
i=1 | k=i-1 1=j-1

n [ i+2 j+2
Zyiwi(x,y) = z wi (x) Z yw; (y)
i=1 k=i—1 1=j—1

n

i+2 j+2

inYiWi(x»Y) = Z X Wi (%) Z yiw? ()

i=1

n

inzwi(x»Y) =

i=1

)

yiwi(x,y) =

k=i-1 1=j-1
[ i+2 j+2 1
> xdwio|| Y ww
_k=i—1 I=j-1 i
[ i+2 j+2

D, w@|| D yiw )
| k=i—1 l=j-1

dir. Teorem 3’iin ispati ile

k=i-1

i+2
xl%Wx(xk)
k=i—-1
Jj+2

2 yiwy(y) = y* +

1=j—1

oldugundan A;, matrisi

+Ax2
x4

Ay?

3
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n n n
ZWi inWi Z%Wz 1
i=1 i=1 i=1 [ x Yo
L e |
Ap(X) = inwi zxizwi inYiWi =|* +T A
= = = 2
Z)’iwi zxiyiwi ZYLZWL
i=1 i=1 =1
olup
2 2 .
y x y
1+3—+3— -3— -3—
* A 7t Ay? Ax? Ay?
3
A_1 X) = _ i -
n(X) 3sz AxZ
3
_3L 0 -
Ay? Ay?
dir. Buradan
x? y? x y
1+3—+3— -3— —-3—
4 A 7t Ay? Ax? Ay?
3
TArl = [1x 3 X & =[100
p AL =[1xy] 373 - 0 [100]
3
T
Ay Ay
elde edilir. Dolayisi ile sekil fonksiyonlari
14
¢l-h(X) =pTA™1B; =[100] [xiwi = w;(X)
Yiw;

olarak bulunur.

Notasyon. 1 boyutlu uzayda oldugu gibi bundan sonraki kisimlarda i. sekil fonksiyonu
dM(X) kisaca ¢;(X) ile gosterilmektedir.

3.3.7. 2 Boyutlu Uzayda Eleman Bagimsiz Galerkin Yontemi

2 boyutlu uzayda eleman bagimsiz Galerkin yontemini

Au =ty +uy, = f(x,y),as<x<bc<y<d (158)

seklinde verilmis olan Poisson denklemine uygulayalim. (158) probleminin sinir sartlari ise
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u(a,y) = g),ulb,y) = h(y),ulx,c) = k(x),ulx,d) = l(x) (159)

seklinde verilmis olsun. Bilindigi iizere eleman bagimsiz Galerkin yontemi diferensiyel
denklemin zayif sekline uygulanir. Dolayisi ile problemin zayif sekli bulunmalidir. Ayrica
eleman bagimsiz Galerkin yonteminde sekil fonksiyonlar1 Kronecker delta fonksiyon
0zelligini saglamadigi i¢in Dirichlet sinir sartlar1 probleme dogrudan uygulanamamaktadir.
1 boyutlu uzayda oldugu gibi bu bdlimde de smir sartlar1 i¢in Penalti yontemi
kullanilmaktadir.

Q =[a,b] x[c,d], (158) probleminin tanim bodlgesi olmak {izere Poisson

denkleminin varyasyonel sekli

(Z—Z)Z + (%)2 +2 ful g (160)

I(uw) = %fﬂ

seklindedir. 1 boyutlu uzaydan bilindigi {izere Penalti yonteminde problemin varyasyonel

sekline sinir bolgelerinde

f % (w(xy) — ug)2dr (161)
r 2

terimi eklenir. (161) ifadesi (160)’a eklenirse problemin varyasyonel sekli

2
ra=3 |G + ()

olarak bulunur. Burada, I" sinir bolgeleri, ug sinir degerleri ve a ise penalti parametresidir.

2
+ qul dQ + f %(u(x, y) — ug)?dr (162)
r

Dolayist ile elemanlar1 Kesim 1.2°de tanimlanan V kiimesinden segilen Vv test fonksiyonu
i¢in
I (u+ )—1f <6u+6v)2+(6u+6v>2+2 (u+v)|do
uv—zﬂ ox Ox dy 0y flutv

a
+f —(u+v—ug)?dl
r 2
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2

s raan=(3[ (G + (G +arifans [ fo-uwrar)
<f [gzg: Z;gv+fv]dﬂ+fra(u us)vdF>
<f [ ldﬂ+f %vzdr>

r
=>1*(u+v)=I*(u)+§—z+<%fQ [(Z_D +(g—;)2]dﬂ+fr %vzdr>

oldugundan problemin 1. varyasyoneli

oP f [au Jv Jdudv
Q

- _ = 163
50 e ax 3y dy +fv] dQ+f a(u — ug)vdl (163)

r

olarak elde edilir. (163)’deki 1. varyasyonel sifira esitlenirse

f [0u Jv Jdudv

9x0x " dydy +f”]d9+f a(u — ug)vdl = 0

bulunur. Buradan problemin zayif sekli

Judv Jdudv
f [__ +——1dO + af uvdll = —f f‘l]d.Q + (Xf uSUdF (164)
q LOxdx 0Oyady r Q r

olarak elde edilir. Ote yandan problemin ¢6ziim bolgesi dikdortgensel bolge oldugundan 4
sinir bolgesine sahiptir. Dolayisi ile (164) bagintisinda

b b
f ugvdl =.f k(x)v(x, c)dx—f L(x)v(x,d)dx
r a a

d d
- [ gewt@ndy+ [ v ndy

dir. Benzer sekilde (164) zayif seklinin sag tarafindaki diger sinir integrali 4 adet tek kath
integralin toplami seklinde ifade edilebilir.

Ags1z yontemlerde ¢oziim

w'xy) = ) ¢y
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seklinde arastirildigindan ve eleman bagimsiz Galerkin yonteminde test fonksiyonlari

olarak sekil fonksiyonlar segildiginden sistem denklemi

N 3 (x,y) 0;(x,y)  dg;(x,y) 0, (x,y)
;L l( ox ox * dy dy >dﬂlui

noor b b
+Za f (,bl-(x,c)(,bj(x,c)dx—f ¢ (x, d)b; (x, d)dx

|V a

U;

L

+

i=1
n r d d
« f $:(b,y)d; (b, y)dy f ¢i(a,y)¢,-<a,y)dy]ui
i=1 ¢ ¢
b b
. f FGo ) () dO + a(j k() (x, ) ddx — f z(x)¢,-<x,d)dx>
Q a a

d d
+a (] h(y)¢j(b,y)dy—f g(y)¢j(a,y)dy>.j =12,..n

olarak elde edilir. Burada, n diigiim noktasi sayisidir. Sistem denklemi matris formunda ise
Ku=F (165)

olarak ifade edilebilir. Burada

X _f <6¢)i(x,y)a¢j(x:3’)+a¢i(x'3’)a¢j(xr3’)
Q

b
.= . (x,c)d
ij ox ox 3y 3y )dQ+a£1 oi(x, c)qb](x c)dx

d d b
+a ( f $:(b,y)b; (b, y)dy — f $:(a,y)b; (@, y)dy — f b6 )b, (x, d)dx)
b
Fy = —fﬂ foi(x,y)dQ+ a:f (k(x);(x, ) = L(x)¢;(x, d))dx

ta fd(h(y)fbj (b,Y) — 90)b; (@) dy

dir.

3.3.8. Sayisal Integrasyon

Eleman bagimsiz Galerkin yonteminde sistem denklemindeki integraller
hesaplanirken genel olarak Gauss yontemi kullanilir. Ik olarak ¢oziim bolgesi integral

hiicrelerine ayrilir ve bu hiicrelerde integraller sayisal olarak hesaplanarak sistem
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matrisinde ilgili bolgelere eklenir. Fakat integral bolgelerinde segilecek Gauss nokta sayisi
ile bu bolgelerdeki diigiim noktas: sayisi arasinda bazi sartlarin saglanmasi gerekir. Bu
sartlar ve ayrintilar i¢in bakiniz(Liu, 2003).

Bu calismada ise sonlu elemanlar yonteminde yapildigi gibi diizgiin dagitilmis
diigiim noktalar1 i¢in ¢O6ziim bolgesi, kose noktalart diigiim noktalar1 olacak sekilde

dikdortgenlere ayrilir ve bu dikdortgenlere Gauss yontemi uygulanir:

fnkf(x' y)dxdy = _fl f_llf(f, mJ|dédn = ii w;w;f(Em)I (166)

i=1 j=1

Burada, Qy, k. integral hiicresi, &;,7n;, 1 < i < m’ler Gauss noktalari, w;, 1 <i < m’ler
agirliklar ve m ise Gauss nokta sayisidir.
2 boyutlu uzayda sistem denklemini sayisal olarak hesaplamak igin kullanilan

algoritma asagidaki gibidir.

Algoritma(ALG-4):2 boyutlu uzayda sayisal integral alma
1. Girdi: n: digiim noktas1 sayist, (x;,y;),i = 1,2, ..., n: diigiim noktalar1
m: Gauss nokta sayisi, ¢, 7j,j = 1,2, ..., m: Gauss noktalari,
wj,j =12, ..., m:agirliklari, k:integral hiicresi sayisi
2. (165)’de elde edilen K matrisinin ve F vektoriiniin elemanlarini sifirla
3. Tanim bdlgesini esit alanli dikdortgensel integral hiicrelerine bol ve hiicrelerin kdse
noktalarinin koordinatlarini belirle
4. Degisken doniistimii ile integral sinirlarini [—1,1] e dOniistir:
41. x = ay + ay& + azn + a,én
Yy = PB1+ B8 + Bsn + Badn
degisken dontisiimii yap.
4.2. Bilinmeyen a;, §;,i = 1,2,3,4’leri belirle:

(z1,t1), (23, t5), (23, t3), (Z4, t,) integral hiicrelerinin koseleri olmak tizere

1 -1 171 Zyrt -1 -1 1 t
1 1 ‘ lazl _ lzzl ll 1 1 ] l ‘ ltz
1 a3 Z3|’ 1 t3
1 Ay Z4d 11 —1 ty

sistemlerinin ¢ozdiirerek bilinmeyenleri hesapla.



5. Jakobiyeni hesapla
dx Ox
_ ¢ an _|az2 taum
J= 1oy ay| T 1B, +Bun
9§ on
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as + a,é

Bs + Bas

6. j = 1’den m’e kadar asagidaki islemleri yap:

6.1. (x, y) noktasi ile iligkili agirlik fonksiyonlarini belirle

6.2. Hareketli en kiigiik kareler yontemini kullanarak (x,y) noktasi ile iligkili

sekil fonksiyonlarinin degerlerini hesapla

6.3. (166) ile sayisal integr

6.4. Hesaplanan integralleri K matrisi ve F vektoriinde ilgili yere ata

alleri hesapla

7. 4 ve 6 arasindaki islemleri k integral hiicresi i¢in uygula

8. Cikti: (165)’de elde edilen K matrisi ve F vektorii

| [ ® L] [ ] L ]
: \ Integral
'+ \/ Hiicreleri
A}Q E ; [ ] \ e — L ]
Ax Diigiim Noktalar1

Sekil 65. Integral hiicreleri ve diigiim noktalarinin sematik

gosterimi

3.3.9. Sistem Matrisini Hesaplamak Icin Gerekli Kayan Nokta Aritmetik
Islem(Floating Point Operation(Flop)) Sayisi

Eleman bagimsiz Galerkin yonteminde (165)’deki sistem denklemini elde etmek igin

gerekli aritmetik igslem sayisini hesaplayalim. Bunun i¢in ilk olarak 1 boyutlu uzayda

oldugu gibi d,,,,, = 2 degerinde sabit tutalim ve

[ 9bi(x,y) 0¢;(x, y)
Rij o !’lj 0x ox

dxdy,1<i,j<n

(167)



167

integralini hesaplamak icin gerekli aritmetik islem sayisimi bulalim. d,,4, ‘in diger
degerleri ve diger integraller i¢in benzer islemler yapilabilir. R matrisini hesaplamada

gerekli aritmetik islem say1s1 Onerme 20 ile verilmektedir.

Not. 1 boyutlu uzayda oldugu gibi 2 boyutlu uzayda da Gauss nokta sayisint m = 3 olarak

seciyoruz.

Onerme 20. Q = {(x,y)|a < x < b,c < y < d} bolgesinde taniml1 olan (158) problemi
icin [a,b] aralig1 esit aralikli N adet alt araliga, [c,d] aralig1 ise M adet alt araliga
boliinsiin ve bu araliklarin x ve y yonlerindeki u¢ noktalar1 diiglim noktalar1 olarak alinsin.

Eger d,, 4, = 2 segilirse elemanlari

———d0,1<SiSN+11<j<SM+1

olan R matrisini hesaplamak i¢in gerekli aritmetik islem sayisi(integral alma isleminde
ALG-4 algoritmasinin kullanilmasi durumunda)

9216NM — 8064(N + M) + 7056
kadardir.
Ispat. (167) integralini sayisal olarak hesaplamak icin Kesim 3.3.8’de bahsedildigi gibi
¢Oziim bolgesi dikdortgensel bolgelere ayrilir ve elde edilen sayisal sonuglar sistem
matrisine eklenir. [a, b] aralig1 N alt araliga, [c, d] aralig1 ise M alt araliga boliindiigiinden

¢oziim bolgesi NM adet alt dikdortgene ayrilmis olur. Dolayzst ile

anﬁ i(x, y)aqb,(x Y 1 ZUM) i(x, y)5¢>,(x Y q
=1 0
ile hesaplanir.
Ik olarak [x;,x;.1] X [yj,yj+1],1 <i<N,1<j<M seklindeki tek bir integral

hiicresinde

ﬂ 009 9907 4o 112, N (168)

X

integralinin degerini hesaplamada gerekli aritmetik islem sayisini bulalim. (166) bagntisi

ile
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[[recnoneen,, f yf 00 00,09),

Ox 0x

Xi Yj

ffaqb (& n>a¢,(f n)ljldfd Zi‘“iwif(fi'”i)

-1 i=1 j=1

dir. Burada

¢ on

seklindedir. Dolayisi ile bir integral hiicresinde (168) integralini hesaplamak i¢in gerekli

fG&n) = J/L1<i<N1<j<M

aritmetik islem sayis1 4m?°dir. Ote yandan Kesim 3.3.5’de belirtildigi iizere d 4, = 2 i¢in
i¢ bolgelerdeki herhangi bir noktaya 16, siir bolgelerdeki herhangi bir noktaya 12, kose
bolgelerdeki herhangi bir noktaya 9 adet diigiim noktasi etki eder. Bu takdirde eger integral
hiicresi i¢ bolgede ise R matrisinin 16 X 16’lik kismu sifirdan farkli olup digerleri sifirdir.
Dolayisti ile bir i¢ bolgede R matrisini hesaplamak igin

16164 -m? = 1024m?
carpma islemi yapilir. Toplamda (N — 2)(M — 2) i¢ bolge oldugundan bu bolgelerde R
matrisini hesaplamak i¢in gerekli aritmetik islem sayisi

1024m?*(N — 2)(M — 2)
dir.

Koseler
) I bolgeler

B Sinir bolgeler
Ay

<tx®
Sekil 66. Integral hiicreleri

Benzer igslemler sinir ve kose bolgeler i¢in de tekrarlanir. Sinir bolge igerisindeki bir
integral noktasi i¢in R matrisinin 12 X 12°’lik kismu sifirdan farklidir. Dolayisi ile bu
hiicredeki aritmetik islem sayisi

12124 -m? = 576m?
dir. Toplamda 2(N — 2) 4+ 2(M — 2) adet sinir hiicresi oldugundan sinir hiicrelerinde R

matrisini hesaplamak i¢in gerekli aritmetik islem sayisi
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1152m?((N — 2) + (M — 2))
dir. Kose bolgelerde ise bu say1 9-9 - 4-m? -4 = 1296m?’dir. Sonug olarak R matrisini

hesaplamak i¢in gerekli aritmetik islem sayisi
1024m2(N — 2)(M — 2) + 1152m?((N — 2) + (M — 2)) + 1296m? (169)

olarak elde edilir. Gauss nokta sayis1 3 se¢ildiginden (169) ile R matrisini hesaplamak igin
gerekli aritmetik islem sayisi
9216NM — 8064(N + M) + 7056

olarak bulunur.

Onerme 20°deki R matrisi igin gerekli aritmetik islem sayisindan hareketle sistem
denklemindeki K matrisini hesaplamada gerekli arimetik islem sayisi Teorem 15’deki

gibidir.

Teorem 15. Q = {(x,y)|a < x < b,c <y < d} bdlgesinde tanimli olan (158) problemi
icin [a, b] aralig1 esit araliklit N adet alt araliga, [c,d] araligi ise M adet alt araliga
boliinsiin ve bu araliklarin x ve y yonlerindeki u¢ noktalar1 diiglim noktalar1 olarak alinsin.
Eger dpq = 2 segilir ise (165) sistem denklemindeki K matrisini hesaplamak igin gerekli
aritmetik islem sayisi(integral alma isleminde ALG-4 algoritmasinin kullanilmasi
durumunda)
O(NM)
kadardr.

Ispat. Onerme 20°de R matrisi

a¢i(x! }’) ad)j(xl y)
.{[f ox 0 dxdy

X

seklinde tanimlanmist1. Fakat (165) sistem denkleminde K matrisi

_ 0i(x,y) 0¢;(x,y)  0¢i(x,y) 9¢;(x,y)
Kij_fﬂ ( ox ox * dy dy )dﬂ

b b
+a( | i opnerdx— | gicn i d)dx)

d d
+a( [ 00,0900y - [ ¢i<a,y>¢j<a,y)dy)
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seklinde elde edilmisti. Dolayisi ile sistem matrisini elde etmede gerekli aritmetik islem
sayis1 Onerme 20’de elde edilen sonuglara diger integraller icin gerekli aritmetik islem
sayilarinin eklenmesi ile elde edilir.

R integralini hesaplamak icin gerekli aritmetik islem sayist

1024m2(N — 2)(M — 2) + 1152m?((N — 2) + (M — 2)) + 1296m?
oldugundan K matrisindeki

di(x,y) 9 (x,y)
!J. 3y dxdy

dy
integralini hesaplamak i¢in gerekli aritmetik islem sayis1 da aynidir.

1 boyutlu uzaydan bilindigi iizere K matrisindeki tek katli integral

b N Xit+1
[ i asad=" [ im0 00ds

i=1"%i
N

1
- f bi(a + BE, ) p;(a + BE, )] |dE
2 -1

i=1

N m
=D wuila+ B 9@+ B, O]
i=1 k=1

Xi+1+X;

seklinde hesaplanir. Burada, a = B =xi+12_xi "dir.  Ayrica Tanim 8’den
Ax,Ay sirasiyla x,y yonlerinde diigiim noktalar1 arasi1 esit uzakhik olmak iizere

(a+ Bé&,c) = (a+ Lér,v1), k = 1,2, ..., m noktalarinin destek alani

[a + B& — 28x, a + Bé), + 2Ax] X [y, — 2Ay,y, + 2Ay]
= [a + B&, — 20x,a + B&, + 2Ax] X [y1,v3], k =1,2,...,m

oldugundan [x;,x,] ve [xy,Xy41] araliklarindaki bir integral noktasi 9 adet agirhik
fonksiyonu ile iligkili iken diger araliklarda alinan integral noktalart i¢in bu say1 12’dir.
Dolayist ile [xq, x5] Ve [xy, Xy41] araliklarinda K matrisinin 9 X 9’luk kismu sifirdan farkli
iken diger araliklarda 12 X 12°lik kismu sifirdan farklhidir. Ayrica bir aralikta tek katl

integrali hesaplamak icin gerekli aritmetik islem sayis1 3m oldugundan

b
[ 960000 00ax

integralini hesaplamak i¢in gerekli aritmetik islem sayis1

2:9:9:3-m+(N—2)-12-12-3-m = 486m + 432(N — 2)m
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dir. y = d dogrusu tizerindeki smir integrali i¢in de gerekli aritmetik islem sayis1 ayni

oldugundan

b b
f@@@@mQM—f@mwgmww

integralleri i¢in gerekli aritmetik islem sayisi
2(486m + 432(N — 2)m)
olarak bulunur. y ekseni M alt araliga boliindiigii i¢in y’ye gore integralleri hesaplamada
gerekli aritmetik islem sayisi ise
2(486m + 432(M — 2)m)
dir. Dolayis1 ile K matrisini hesaplamada gerekli olan aritmetik islem sayis1
2(1024m2(N — 2)(M — 2) + 1152m?((N — 2) + (M — 2)) + 1296m?
+432(N — 2)m + 432(M — 2)m) + 4 - 486m
= (2048NM — 1792(N + M) + 1568)m?
+(864(N + M) — 1512)m
dir. m = 3 secildiginden K matrisini hesaplamada gerekli olan aritmetik islem sayisi
18432NM — 13536(N + M) + 9576 = O(NM)

olarak elde edilir.

Teorem 15°den goriilecegi lizere x ve y yoniindeki adim uzunluklar1 ¢ok kiigiik
secildiginde islem yiikii artar. Bu ise yapilan islemlerin uzun zaman almasina neden olur.
Bu islem yiikiinii azaltmak i¢in 1 boyutlu uzayda yapildigr gibi sekil fonksiyonlarinin
ozelliklerinden yararlanilabilir. 2 boyutlu uzayda da sekil fonksiyonlar1 6teleme 6zelligini
sagladigindan dolay1 bu 6zelligin gecerli oldugu bolgelerde sadece bir integral hiicresinde
K matrisini hesaplamak yeterlidir. Oteleme 6zelliginin gegerli oldugu diger bélgelerde elde

edilen matris 6telenerek sistem matrisi olusturulabilir.

3.3.10. 2 Boyutlu Uzayda Diizgiin Dagitilmis Diigiim Noktalar1 I¢in Aritmetik
Islem Sayisinin Optimizasyonu

Teorem 13 ile esit sayida diigiim noktasinin etki ettigi integral hiicrelerinde 6teleme
Ozelligi saglanir. 1 boyutlu uzayda oldugu gibi oteleme 0Ozelligi yardimiyla sistem
matrisinin elde edilmesindeki aritmetik islem sayisi azaltilabilir. Bu takdirde (167) ile

verilen R matrisi icin Onerme 21 elde edilir.
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Onerme 21. Q = {(x,y)|a < x < b,c < y < d} bdlgesinde tanimli olan (158) problemi
icin [a,b] aralig1 esit aralikli N adet alt araliga, [c,d] aralig1 ise M adet alt araliga
boliinsiin ve bu araliklarin x ve y yonlerindeki u¢ noktalar1 diiglim noktalar1 olarak alinsin.

Eger d,nq = 2 secilir ve elemanlari

d,1<i<N+11<j<M+1

([ 99:i(x,¥) 0¢;(x,y)
Rij = .![f dx dx

olan R matrisi sekil fonksiyonlarinin 6teleme 6zelligi kullanilarak hesaplanirsa R matrisini
hesaplamak igin gerekli aritmetik islem sayisi

4624m? = 41616
kadardur.

Ispat. Kesim 3.3.5 ve Teorem 13 ile d,,,,, = 2 icin i¢ bolgelerde ve koseler hari¢ diger
sinir bolgelerinde oOteleme oOzelligi ayr1 ayri saglanir. Ciinkii bu bolgelerdeki her bir
hiicreye etki eden agirlik fonksiyonlari sayilar1 birbirine esittir. Dolayist ile i¢ bdlgelerde
sadece 1 integral hiicresinde R matrisinin hesaplanmasi yeterlidir. Benzer durum smir
bolgeleri icin de gegerlidir. Yani, 4 sinir bolgesinin herbirinde sadece 1 integral hiicresinde
R matrisi hesaplanir ve bu degerler diger hiicrelere 6telenir. Kose bolgelerde bu 6zellik
saglanmadig i¢in bu bolgelerde sayisal integraller hesaplanarak sistem matrisi olusturulur.
Dolayist ile Gteleme ozelliginin kullanilmasi1 durumunda gerekli aritmetik islem sayisi
Onerme 20’nin ispat1 yardimiyla

Ic bolgelerde 16 - 16 - 4 - m? = 1024m?

Sinir bolgelerde 4+ 12 - 12 - 4 - m? = 2304m?

Kose bolgelerde 9-9 - 4 - m? - 4 = 1296m?

olup toplam aritmetik islem sayisi
1024m? + 2304m? + 1296m? = 4624m? (170)

olarak elde edilir. Gauss nokta sayisi 3 secildiginden oteleme Ozelligi kullanilarak
hesaplanirsa R matrisini hesaplamak icin gerekli aritmetik islem sayis1 (170) ile

4624 -9 = 41616
dir.
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(169) ile (170) ifadeleri karsilastirildiginda i¢ bolgelerdeki kazang, i¢ bolgelerdeki
aritmetik islem sayilarinin orani ile
1024m*(N — 2)(M — 2)
1024m?
O((N — 2)(M — 2)) olarak elde edilir. Smir bdlgelerinde ise O((N — 2) + (M — 2))’lik

=WN-2)M-2)

bir kazang vardir. N ve M sayisinin biiyiik degerleri i¢in i¢ bolgelerdeki kazang, sinir
bolgelerinden ¢ok daha fazla oldugundan dolay1 aritmetik islem sayilarindaki toplamlari
etkileyen en onemli terim i¢ bolgelerdeki aritmetik islem sayilaridir. Dolayisi ile 6teleme

Ozelligi ile R matrisini hesaplamada gerekli aritmetik islem sayisindaki kazang

O((N —2)(M —2)) olur.

Teorem 16 ise oOteleme oOzelligi ile (165) sistem denklemindeki K matrisini

hesaplamak igin gerekli aritmetik islem sayisini gosterir.

Teorem 16. Q = {(x,y)|a < x < b,c < y < d} bolgesinde taniml1 olan (158) problemi
icin [a, b] araligi esit aralikli N adet alt araliga, [c,d] aralig1 ise M adet alt araliga
boliinsiin ve bu araliklarin x ve y yonlerindeki u¢ noktalart diigiim noktalari olarak alinsin.
Eger dpyac =2 secilir ve (165) sistem denkleminde verilen K matrisi sekil
fonksiyonlarinin 6teleme 6zelligi kullanilarak hesaplanirsa K matrisini hesaplamak igin
gerekli aritmetik iglem sayist
0(1)
kadardr.

Ispat. Onerme 21 ile dteleme 6zelligini kullanarak

a¢i(x! }’) ad)j(xl y)
.{[f ox d0x af

integralini hesaplamak i¢in gerekli aritmetik islem sayisi
4624m*

oldugundan K matrisindeki

ﬂ 0¢;(x,y) 0¢;(x,y) 40
n ay

dy

integralini hesaplamak i¢in gerekli aritmetik islem sayis1 da aynidir.
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Ote yandan tek katl integraller icin Teorem 15’in ispatinda belirtildigi iizere 1. ve
sonuncu araliklar hari¢ diger araliklarda segilen bir nokta ile iligkili diglim noktas1 sayilari
her bir aralikta birbirine esit oldugundan oOteleme ozelligi saglanir. Dolayist ile K
matrisindeki tek kath integrallerden biri oteleme 6zelligi ile hesaplanirsa bu integrali
hesaplamak i¢in gerekli aritmetik islem sayis1t Teorem15’in ispati ile

2:9:9-3-m+12-12-3-m=918m
dir. Boylece oOteleme oOzelligi kullanildigi durumda K matrisini hesaplamada gerekli
aritmetik islem sayisi

2-4624m? + 4-918m = 9248m? + 3672m
olarak elde edilir. m = 3 segildiginden K matrisini hesaplamada gerekli aritmetik islem
sayisl

9248 -9+ 3672-3 =94248 = 0(1)
dir.

3.3.11. 2 Boyutlu Uzayda Sekil Fonksiyonlarim Hesaplamada Gerekli Aritmetik
Islem Sayisi

Kesim 3.3.9 ve 3.3.10’da K matrisini hesaplamak i¢in gerekli aritmetik islem sayilari
elde edilirken sekil fonksiyonlarinin ve tlirevlerinin herhangi bir noktadaki degerlerinin
hesaplanmasi igin gerekli aritmetik islem sayilar1 hesaplanmamis olup sadece bu degerlerin
bilindigi varsayimi altinda K matrisini hesaplamada gerekli olan aritmetik islem sayilari
hesaplanmigtir. Dolayist ile herhangi bir integral noktasinda sekil fonksiyonlarinin ve
tiirevlerinin degerlerini hesaplamada gerekli olan aritmetik islem sayilarinin bulunmasi
gerekir.

Kesim 3.1.6°da 1 boyutlu uzayda herhangi bir integral noktasinda, sekil
fonksiyonlarini ve tiirevlerini hesaplamak igin gerekli aritmetik islem sayilar belirlenerek
K matrisindeki sekil fonksiyonlarinin ve tiirevlerinin tiim integral noktalarindaki
degerlerinin elde edilmesinde gerekli aritmetik islem sayisi elde edilmisti. Bu boliimde 1
boyutlu uzaydaki islemler 2 boyutlu uzaya genisletilmektedir. Ayrica 1 boyutlu uzayda
yapildig1 gibi bu boliimde de agirlik fonksiyonlar1 olarak (W1) agirlik fonksiyonlart yerine
(W2) agirlik fonksiyonlari kullanilmaktadir.

Onerme 22’de sekil fonksiyonlarmin herhangi bir noktadaki degerlerinin elde

edilmesinde gerekli aritmetik islem sayis1 verilmistir.
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Onerme 22. O = {(x,y)|a < x < b,c < y < d} bolgesinde tanimli olan (158) problemi
icin [a,b] aralig1 esit aralikli N adet alt araliga, [c,d] aralig1 ise M adet alt araliga
boliinsiin ve bu araliklarin x ve y yonlerindeki u¢ noktalar1 diigiim noktalar1 olarak
secilsin. Eger herhangi bir X = (x,y) € Q noktasi ile iligkili agirlik fonksiyonlarinin sayisi
N, ise Kesim 3.3.3’de verilen agirlik fonksiyonlari ile ®(X) sekil fonksiyonu vektoriiniin
elde edilmesi i¢in gerekli aritmetik islem sayis1
34N, + 23
kadardir.

Ispat. Kesim 3.3.4°deki (146) bagintisindan sekil fonksiyonlari

o(X) =y"(X)B(X)
ile elde edilir. Burada y vektori, L, U matrisleri A, matrisinin LU ayrisimi ile elde edilen
matrisler olmak {izere

LXOUX)y(X) = p(X)
sisteminin ¢oziimudiir.

(133)’de A, matrisi w;(X) agirhk fonksiyonlarmi igerdiginden A, matrisini
hesaplamada gerekli aritmetik islem sayilarinin belirlenmesi i¢in ilk olarak agirlik
fonksiyonlarini hesaplamada gerekli aritmetik islem sayilar1 belirlenmelidir. w;, X noktasi
ile iliskili agirlik fonksiyonu olmak iizere

w;(X) = (1 — 612 + 8% — 3r4) (1 — 617 + 81 — 313%)
seklindedir. Burada, r, = |x — x;|/dpy, 17y, = [x — ¥il/dsy, dir. Dolayist ile X noktas: ile
iligkili herhangi bir agirlik fonksiyonunun degerini hesaplamak 21 adet aritmetik islem
gerektirir. X ile iligkili agirlik fonksiyonu sayist N, oldugundan agirlik fonksiyonlarimni elde
etmede gerekli aritmetik islem sayis1 21N, dir.

X ile iligkili agirlik fonksiyonlarimi w;(X), i = 1,2 ..., N, ile gosterelim. Bu takdirde

A, matrisi
r Ny Ny Ny
ZWL'(X) zxiWi(X) ZYiWi(X)
i=1 i=1 i=1
Nx Nx Nx
Ap(X) = inWi(X) inzwi(x) inyiwi(x)
im1 i=1 i=1
Ny Ny Ny
ZYiWi(X) inJ’iWi(X) ZYiZWi(X)
i=1 |

Fi=1 i=1
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seklinde ifade edilebilir. Dolayisi ile A, matrisini hesaplamadaki toplam aritmetik islem
sayis1 8N, dir.

Bj, matrisi ise iligkili agirlik fonksiyonlar1 yardimiyla

w1 (X) w,(X) WNx(X) 0O - 0
B(X) = |xyw (X)) x,wo(X) o Xy W, (XD 0 - 0
yiwi(X) yow,(X) - yywn,(X) 0 - 0

seklinde oldugundan Bj, matrisini hesaplamada gerekli aritmetik islem sayis1 2N, ’dir.

Sekil fonksiyonlarinin elde edilmesinde A, matrisinin LU ayrisimi kullanildigindan
bu ayrisim igin gerekli aritmetik islem sayisi1 belirlenmelidir. 3 X 3 tipinde bir matrise LU
ayrisimi uygulamak i¢in gerekli olan aritmetik islem sayis1 U matrisi i¢in 11, L matrisi i¢in
3 olup toplamda 14 aritmetik islem gerektirir. Bu ayrisim yardimiyla y(X) ’in elde
edilmesi ise 9 aritmetik islem gerektirir. Ayrica

d(X,2) =y"(X,2)B(2)
carpimindan sekil fonksiyonlarinin degerlerinin elde edilmesi ise her bir eleman1 3 ¢arpma
islemi gerektirdiginden 3N, aritmetik islem gerektirir.

Sonug olarak sekil fonksiyonlariin keyfi bir noktadaki degeri hesaplanirken gerekli

aritmetik islem sayis1 Tablo 17’de 6zetlenmistir.

Tablo 17. Sekil fonksiyonlarinin elde edilmesinde gerekli aritmetik islem sayisi

Aritmetik Islem Sayis
Agirlik fonksiyonlari i¢in aritmetik islem sayisi 21N,
Ay, matrisi i¢in ilave aritmetik islem sayisi 8N,
By, matrisi igin ilave aritmetik islem sayisi 2N,
y vektorl igin ilave aritmetik islem sayisi 23
¢y, vektorii igin ilave aritmetik islem sayisi 3N,
L i ek o

Sekil fonksiyonlarinin tiirevlerinin hesaplanmasinda gerekli aritmetik islem sayilari

ise Onerme 23°deki gibidir.
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Onerme 23. O = {(x,y)|a < x < b,c <y < d} bolgesinde tanimli olan (158) problemi
icin [a,b] aralig1 esit aralikli N adet alt araliga, [c,d] aralig1 ise M adet alt araliga
boliinsiin ve bu araliklarin x ve y yonlerindeki u¢ noktalar1 diigiim noktalar1 olarak
secilsin. Eger herhangi bir X = (x,y) € Q noktasi ile iligkili agirlik fonksiyonlarinin sayisi

N, ise Kesim 3.3.3’de verilen agirlik fonksiyonlar: ile %(X) vektoriiniin elde edilmesi

icin gerekli aritmetik islem sayisi

65N, + 41

kadardur.

Ispat. (151) bagintisinda sekil fonksiyonlarinin x degiskenine gore tiirevi
(@, (X) d(Br(X)
% = (0 = Y (B0 + yT(X)%

olarak elde edilmisti. Dolayist ile y, ve d(Bj(X))/dx matrislerini hesaplamada gerekli
aritmetik islem sayilart belirlenmelidir. By, matrisinin x degiskenine gore tiirevi agirlik
fonksiyonlarmin tiirevlerini icerdiginden agirlik fonksiyonlarmin tiirevlerini hesaplamada
gerekli aritmetik islem sayilar1 belirlenmelidir.

Agirlik fonksiyonlarinin x degiskenine gore tiirevleri Kesim 3.3.3°de

ow; _dwi

= W
ox dx 't

olarak verilmisti. Kesim 3.1.6 Onerme 12’de agirlik fonksiyonlarinin tiirevlerini

hesaplamadaki aritmetik islem sayis1 7 olarak elde edilmisti. Onerme 11’de w,, agirlik
fonksiyonunu elde etmede gerekli aritmetik islem sayisi 10 olarak bulunmustu. Dolayist ile
agirhik fonksiyonunun x degiskenine gore tiirevini elde etmede gerekli aritmetik islem
sayist 18 ’dir. X noktas: ile iligkili agirlik fonksiyonu sayisi N, oldugundan agirlik
fonksiyonlarmin tiirevlerini hesaplamadaki toplam aritmetik islem sayist 18N, dir.

By, matrisinin x degiskenine gore tiirevi ise eger X noktasi ile iliskili agirlik

fonksiyonlari wy, wy, ..., wy_ ile gosterilirse

[ dwq(X) Iw,(X) dwy, (X)
0x 0x 0x
0By, 1 ow;(X) ow,(X) dwy, (X)
— (X)) = X1 2 D
0x Ox Ox X 9x 0 0
ow, (X) ow,(X) owy (X) 0 - 0
| V1 ox 2 ox YNy 0x

seklindedir. Dolayis1 ile B, matrisinin x degiskenine gore tiirevini hesaplamadaki aritmetik

islem sayis1 2N, dir.
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(150) ile y,,

0(A4p(X
A Xy (X) = pe(X) - %ym

sisteminin ¢oztimii ile hesaplanir. Dolayist ile y,’i hesaplamada gerekli aritmetik islem
sayisinin hesaplanmasi igin A; matrisinin x degiskenine gore tiirevinin hesaplanmasinda
gerekli aritmetik islem sayisi belirlenmelidir.

A, matrisinin x degiskenine gore tiirevi

- Nx Ny Ny
z ow;(X) ow;(X) ow;(X)
. 0x in 0x 2% dx
i=1 i=1 i=1
Ny Ny Ny
2(4,(X)) _ aw;(X) L 0w (X) aw; (X)
0x . z"" 0x Z"i 0x Exiyi dx
i=1 i=1 i=1
Ny Ny Ny
Z Ow;(X) Zx_ Ow;(X) z ZaWi(X)
: yl ax . lyl ax ' yl ax
-i=1 =1 i=1 -
- a(4pX) - Al . . o
oldugundan ——, matrisini hesaplamada gerekli aritmetik islem sayisi A, matrisi ile

ayni olup 8N, dir. Buradan

0(Ap(X
Px(X) —%ym

ifadesini hesaplamak igin gerekli aritmetik islem sayis1 9°dur. Ote yandan

o0(Ap(X
A (X7 (X) = p(X) = %ym

sistemini ¢ozmek i¢in A, matrisinin LU ayrisimi yapildigindan bu sistemden y, ’i elde
etmek i¢in gerekli aritmetik islem sayisi ile Onerme 22 nin ispatinda

Ap(X)y(X) = p(X)
sistemini ¢6zmek i¢in gerekli islem sayisi birbirine esit oldugu goriliir. Yani, y,’i

hesaplamada gerekli aritmetik islem sayis1 9°dur.

9(B,(X
D, (X) = y4 (X)Bp(X) + yT(X)%

bagintisindan @, vektoriinii elde etmek igin gerekli aritmetik islem sayisi ise 6N, dir.
Sonug olarak sekil fonksiyonun x’e gore tiirevinin keyfi bir noktadaki degeri

hesaplanirken gerekli aritmetik islem sayis1 Tablo 18’de 6zetlenmistir.
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Tablo 18. Sekil fonksiyonlarinin x degiskenine gore tiirevinin elde edilmesindeki
aritmetik islem sayisi

Aritmetik Islem Sayisi
Agirlik fonksiyonlart i¢in aritmetik islem sayisi 21N,
Agirlik fonksiyonlarmin tiirevleri igin ilave 18N
aritmetik islem sayisi x
Ay, matrisi igin ilave aritmetik iglem sayisi 8N,
y vektorii igin ilave aritmetik islem sayisi 23
By, matrisi igin ilave aritmetik islem sayisi 2N,
A}, matrisi igin ilave aritmetik islem sayisi 8N,
Bj, matrisi i¢in ilave aritmetik islem sayisi 2N,
¥, vektord igin ilave aritmetik islem sayisi 18
@, vektori igin ilave aritmetik islem sayisi 6N,
Sekil fonksiyonlarmin x degiskenine gore tlirev
vektoriiniin elde edilmesinde gerekli aritmetik 65N, + 41
islem sayis1

Onerme 22 ve 23’de sekil fonksiyonlarinin ve tiirevlerinin sadece bir noktadaki
degerlerinin hesaplanmasinda gerekli aritmetik islem sayilar1 verilmistir. Teorem 17 ise
(165) sistem denklemindeki K matrisini hesaplamak icin gerekli olan biitiin integral
noktalarindaki aritmetik iglem sayisin1 gosterir. Fakat d,,,,’in farkli degerleri icin her bir
integral hiicresine etki eden agirlik fonksiyonu sayist degistiginden Kesim 3.3.9°da oldugu
gibi sadece d,,,, = 2 degeri i¢in K matrisini hesaplamada gerekli olan aritmetik islem

say1s1 hesaplanmaktadir.

Teorem 17. Q = {(x,y)|a < x < b,c < y < d} bdlgesinde taniml1 olan (158) problemi
icin [a, b] aralig1 esit araliklt N adet alt araliga, [c,d] aralig1 ise M adet alt araliga
boliinsiin ve bu araliklarin x ve y yonlerindeki u¢ noktalart diigiim noktalar1 olarak alinsin.
Eger dpac = 2 secilirse integral noktalarinda K matrisindeki sekil fonksiyonlarmnin ve
tiirevlerinin degerlerinin hesaplanmasi igin gerekli toplam aritmetik islem sayisi(integral
alma isleminde ALG-4 algoritmasinin kullanilmas1 durumunda)
O(NM)
kadardr.
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Ispat. Problemin tanim bolgesi NM adet integral hiicresine béliindiigiinden ve her bir
hiicrede m adet gauss noktasi kullanildigindan

m*NM
noktada sekil fonksiyonlar: ve tiirevlerinin degerleri hesaplanmalidir.

Onerme 22 ve 23, X noktas: ile iliskili agirlik fonksiyonu sayist N, oldugu durum
icin gecerlidir. Dolayist ile her bir integral hiicresine diisen agirlik fonksiyonlar1 sayisi
belirlenmelidir. Kesim 3.3.5’de d,qr = 2 i¢in her bir hiicreye etki eden agirhik
fonksiyonlart sayilar1 verilmisti. Buna gore kose bolgelerde N, =9, smur bdolgelerde
N, = 12 ve i¢ bolgelerde N, = 16°dir(Bu bolgeler Sekil 66°da gosterilmistir). Her bir
integral hiicresi icin m? adet integral noktasinda sekil fonksiyonlarmm ve tiirevlerinin
degerleri bulunmasi gerektiginden kose bolgelerin her birinde sekil fonksiyonlarmin x
degiskenine gore tiirevlerini hesaplamak igin gerekli aritmetik islem sayis1 Onerme 23 ile

(65N, + 41)m? = (659 + 41)m? = 626m?
dir. 4 kose bolgesi oldugundan bu bolgelerde sekil fonksiyonlariin x degiskenine gore
tiirevlerinin integral noktalarindaki degerlerini elde etmede gerekli aritmetik islem sayisi

4-626m? = 2504m?
olarak bulunur. Benzer sekilde smir bolgelerdeki her bir integral hiicresinde sekil
fonksiyonlarmin x degiskenine gore tlirevlerini hesaplamak i¢in gerekli aritmetik islem
sayisl

(65N, + 41)m? = (65- 12 + 41)m? = 821m?
dir. Alt ve st bolgede N — 2, sag ve sol siur bolgelerde M — 2 adet integral hiicresi
oldugundan bu bolgelerde sekil fonksiyonlarmin x degiskenine gore tiirevlerinin elde
edilmesinde gerekli aritmetik islem sayis1

2:821m2(N+ M — 4) = 1642m?(N + M — 4)
olarak elde edilir. i¢ bolgelerde ise toplamda (N — 2)(M — 2) adet integral hiicresi ve her
bir hiicrede alinan bir nokta i¢in 16 adet iliskili agirlik fonksiyonu bulundugundan bu
bolgelerdeki sekil fonksiyonlarinin x degiskenine gore tiirevlerinin elde edilmesinde
gerekli aritmetik islem sayist

(65-16 + 41)m?(N — 2)(M — 2) = 1081m?(N — 2)(M — 2)
dir. Sonug olarak integral noktalarinda K matrisindeki &, degerlerini hesaplamak icin

gerekli aritmetik islem sayis1 Tablo 19°daki gibi 6zetlenebilir.
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Tablo 19. Sekil fonksiyonlarmin x’e gore tiirevlerinin elde edilmesinde gerekli aritmetik
islem sayis1

Aritmetik Islem Sayisi

Kose bolgelerde &, ‘’lerin  degerlerini
hesaplamak i¢in gerekli aritmetik islem sayisi
Simmir  bolgelerde &, ’lerin  degerlerini
hesaplamak i¢in gerekli aritmetik islem sayisi
Ic  bolgelerde @, ’lerin  degerlerini
hesaplamak i¢in gerekli aritmetik islem sayisi
Tim integral noktalarinda &, ’lerin
degerlerini hesaplamak icin gerekli aritmetik | (1081MN — 520(N + M) + 260)m?
islem sayis1

2504m?

1642m?(N + M — 4)

1081m2(N — 2)(M — 2)

K matrisindeki ®,,’lerin integral noktalarindaki degerlerini hesaplamak icin gerekli
aritmetik islem sayisi ise @, ’lere esittir. Ote yandan (165) denklem sisteminde verilen K
matrisinden goriilecegi tlizere sinir bolgelerde sekil fonksiyonlarinin  degerleri

hesaplanmalidir. Sinir bolgelerindeki integaller 1 boyutlu olup Teorem 15’in ispati ile

b N m
[ 909 rdx =D widila+ B Iy + B I

i=1 k=1

seklinde hesaplanir. Dolayisi ile integral noktalarinda sekil fonksiyonlarmin degerleri
bulunmalidir. Onerme 22°de keyfi bir integral noktasinda sekil fonksiyonunun degerinin
hesaplanmasi igin gerekli aritmetik iglem sayist

34N, + 23
olarak elde edilmisti. 1 boyutlu integraller i¢in her bir integral hiicresinde m adet Gauss
noktasi kullanildigindan [x;, x;,1],i = 1,2, ..., N araligindaki aritmetik islem sayisi

(34N, + 23)m
olarak elde edilir. Ote yandan Teorem 15’in ispatindan bilindigi iizere her bir hiicreye etki
eden agirlik fonksiyonlari sayilari farkli olup d,,, = 2 icin 1. ve sonuncu araliklarda

N, = 9, diger araliklarda N,, = 12°dir. Dolayist ile

b
[ 902y crax

integralindeki sekil fonksiyonlarinin degerlerini hesaplamak icin gerekli aritmetik islem
say1s1 Teorem 7’°nin ispatinda yapilan islemlere benzer islemler ile

2:(34:-9423) m+(34-12+23)-(N—-2)-m=658m+ 431(N — 2)m
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olarak elde edilir. x degiskeni lizerindeki diger integral i¢in aritmetik islem sayis1 ayni olup
y degiskeni iizerindeki integral de, integral hiicresi M adet alt araliga boliindiigiinden bu
integrallerin her biri i¢in gerekli aritmetik islem sayisi
658m + 431(M — 2)m
dir. Dolayisi ile K integralindeki tek katli integralleri hesaplamak i¢in gerekli aritmetik
islem sayis1
2(658m + 431(N — 2)m) + 2(658m + 431(M — 2)m)
olarak elde edilir. Boylece K matrisindeki sekil fonksiyonlarinin ve tiirevlerinin

degerlerinin hesaplanmasi i¢in gerekli aritmetik islem sayist
2 ((1081MN — 520(N + M) + 260)m? + (431(N — 2) + 431(M — 2))m)

+4-658m = (2162NM — 1040(N + M) + 520)m?
+(862(N + M) — 816)m
seklinde bulunur. Ote yandan Gauss nokta sayis1 m = 3 olarak secildiginden integral
noktalarinda K matrisindeki sekil fonksiyonlarinin ve tiirevlerinin degerlerinin
hesaplanmasi i¢in gerekli aritmetik islem sayisi

19458NM — 6774(N + M) + 2232 = O(NM)
olarak elde edilir.

Teorem 17, K matrisindeki sekil fonksiyonlarinin ve tiirevlerinin tiim integral
noktalarindaki degerlerini hesaplamada gerekli olan aritmetik islem sayisini gosterir.
Teorem 15 ise bu sekil fonksiyonlarinin bilindigi varsayimi altinda K matrisini
hesaplamadaki aritmetik islem sayisin1 gosterir. Dolayist ile bu iki islemin toplami ise K
matrisini hesaplamadaki toplam aritmetik islem sayisin1 verir. Boylece asagidaki sonug

elde edilir.

Sonu¢ 2. O ={(x,y)|a <x < b,c <y < d}bodlgesinde tanimli olan (158) problemi igin
[a, b] aralig1 esit aralikli N adet alt araliga, [c, d] aralig1 ise M adet alt araliga boliinsiin ve
bu araliklarin x ve y yonlerindeki u¢ noktalar1 diiglim noktalar1 olarak secilsin. Eger
Amax = 2 segilir ve Kesim 3.3.7°de elde edilen K matrisi Kesim 3.3.8’de verilen sayisal
integral alma yontemi ile hesaplanirsa K matrisini hesaplamak i¢in gerekli aritmetik islem
say1st
(4210NM — 2832(N + M) + 2088)m? + (1726(N + M) — 2328)m
= 37890NM — 20310(N + M) + 11808 = O(NM)

dir.
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3.3.12. Sekil Fonksiyonlarmin Oteleme Ozelligi Yardimiyla K Matrisinin Elde
Edilmesi

Kesim 3.3.11’de K matrisindeki sekil fonksiyonlarinin ve tiirevlerinin herhangi bir
integral noktasinda hesaplanmasi i¢in gerekli aritmetik islem sayilar1 elde edilerek Sonug
2’de K matrisini hesaplamak igin gerekli aritmetik islem sayis1 verildi. Bu boliimde ise
diizgiin dagitilmig diigiim noktalar1 igin Oteleme oOzelligi yardimiyla K matrisini
hesaplamadaki aritmetik islem sayis1 azaltilmaktadir.

Teorem 18’de oteleme 6zelligi kullanilmasi durumunda sekil fonksiyonlarinin ve

tiirevlerinin hesaplanmasinda gerekli aritmetik islem sayis1 verilmektedir.

Teorem 18. Q = {(x,y)|a < x < b,c < y < d} bdlgesinde taniml1 olan (158) problemi
icin [a, b] araligi esit aralikli N adet alt araliga, [c,d] aralig1 ise M adet alt araliga
boliinsiin ve bu araliklarin x ve y yonlerindeki ug¢ noktalar1 diigiim noktalar1 olarak alinsin.
Eger dpq = 2 secilir ve (165) sisteminde verilen K matrisi 6teleme 6zelligi yardimiyla
elde edilirse K matrisindeki sekil fonksiyonlarmin ve tiirevlerinin degerlerinin
hesaplanmasi i¢in gerekli aritmetik islem sayisi
0(1)

kadardr.

Ispat. Kesim 3.3.10 Teorem 16’nin ispatinda belirtildigi iizere esit olarak dagitilmis
diigiim noktalar i¢in i¢ bolgelerde ve sinir bolgelerde Gteleme 6zelligi saglanir. Dolayisi
ile bu bolgelerde, sadece 1 hiicredeki integral noktalarinda sekil fonksiyonlarinin ve
tiirevlerinin degerleri belirlenir ve sonuglar diger bolgelere Stelenir. Onerme 22 ve 23
yardimiyla ile bir hiicrede K matrisinin Q tizerindeki integrallerini elde etmede gerekli

aritmetik islem sayilar1 Tablo 20°deki gibi verilir.

Tablo 20. Sekil fonksiyonlarinin tiirevlerinin bir integral hiicresinde elde edilmesinde
gerekli aritmetik islem sayisi

Aritmetik Islem Sayist
Kése bolgelerde @y, @, ’lerin  degerlerini 626m?
hesaplamak icin gerekli aritmetik islem sayisi
Smir bolgelerde @, @,, ’lerin  degerlerini 821m?2
hesaplamak icin gerekli aritmetik islem sayist
Ic bélgeler'dc'e @,, CITy "lerir.l 'degerlerini 1081m?
hesaplamak icin gerekli aritmetik islem sayisi
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Her bir sinir hiicrede ayr1 ayr1 6teleme 6zelligi mevcut oldugundan sinir hiicrelerdeki
toplam aritmetik iglem sayist hesaplanmasi i¢in Tablo 20’de verilen degerler 4 ile

carpilmalidir. Koselerde 6teleme 6zelligi kullanilmadigindan K matrisindeki

0¢i(x,y) 0¢;(x,y) 0¢i(x,y) 0¢;(x, y)
!J. 0x ]c')x d.(2+.!2:f dy ]6y a

integralini hesaplamak i¢in gerekli aritmetik islem sayisi
2:-4-626m%+2-4-821m? + 2-1081m? = 13738m?

olarak bulunur.

Tek katl integraller i¢in Teorem 16’dan bilindigi lizere sinirdaki araliklar hari¢ diger
araliklarda &teleme 0Ozelligi saglanir. Onerme 22 ile keyfi bir noktada sekil
fonksiyonlarimin degerlerini hesaplamak i¢in gerekli aritmetik islem sayisi

34N, + 23
dir. Her bir aralikta m adet Gauss noktas1 kullanildigindan her bir araliktaki aritmetik islem
sayi1sl

(34N, + 23)m
olup sinira komsu araliklarda N, = 9, diger araliklarda N, = 12°dir. d;;,q, = 2 i¢in sinira
komsu bolgelerde oOteleme Ozelligi gegerli olmadigindan bu araliklarda sekil
fonksiyonlarmin degerlerinin elde edilmesi i¢in gerekli aritmetik islem sayisi

2:(34-9423)-m=658m
dir. Sinira komsu olmayan bir i¢ bolgede ise sekil fonksiyonlarin integral noktalarindaki
degerlerini elde etmek i¢in gerekli aritmetik islem sayisi

(38-12 + 30)m = 486m

dir. Diger i¢ araliklarda 6teleme 6zelligi saglandigindan K matrisindeki

b
f $: 6, O, (x, C)dx

integralindeki sekil fonksiyonlarinin degerlerini hesaplamak i¢in gerekli aritmetik islem
say1s1

658m + 486m = 1144m
olarak bulunur. 4 smir integrali i¢in benzer sonuglar elde edileceginden K matrisindeki

sinir integrallerini 1lgili integral noktalarinda hesaplamak i¢in gerekli aritmetik islem sayisi



185

4-1144m = 4576m
dir.
Sonu¢ olarak K matrisindeki sekil fonksiyonlarinin ve tiirevlerinin integral
noktalarindaki degerlerinin hesaplanmasi i¢in gerekli aritmetik islem sayist
13738m? + 4576m
seklinde bulunur. Ote yandan Gauss nokta sayist 3 secildiginden oteleme oOzelligi
yardimiyla integral noktalarinda K matrisini hesaplamada gerekli aritmetik islem sayis1
13738-9 +4576-3 = 137370 = 0(1)
dir.

Teorem 16 ve 18 ile dteleme Ozelligi yardimiyla K matrisini hesaplamadaki toplam

aritmetik islem sayis1 Sonug¢ 3’deki gibi elde edilir.

Sonu¢ 3. QO ={(x,y)|la <x <b,c <y <d}bodlgesinde tanimli olan (158) problemi i¢in
[a, b] aralig1 esit aralikli N adet alt araliga, [c, d] aralig1 ise M adet alt araliga boliinsiin ve
bu araliklarin x ve y yonlerindeki u¢ noktalar1 diigiim noktalar1 olarak segilsin. Eger
Amax = 2 segilir ve (165)’deki K matrisi oteleme oOzelligi yardimiyla elde edilirse K

matrisini hesaplamak i¢in gerekli aritmetik islem sayisi

22986m? + 8248m = 231618 = 0(1)
dir.

Not. d,qr = 2 parametre degeri icin elde edilen sonuglara benzer islemler ile diger
parametre degerleri igin de gerekli aritmetik islem sayisin1 hesaplamak miimkiindiir. Fakat

ilk once hangi bolgelerde 6teleme 6zelliginin saglandigi belirlenmelidir.

Ornek. Oteleme 6zelligi yardimiyla aritmetik islem sayisinda kazang saglandig: gibi buna
paralel olarak CPU zamaninda da Onemli degisime neden olmasi beklenir. Bunu
gozlemlemek igin Sekil 67 ve Sekil 68’i inceleyelim. Sekil 67 toplam diigiim nokta
sayisina karsilik oteleme Ozelligi kullanilmadan (167)’de verilen R matrisini elde etmek
icin gerekli CPU zamanlarin1 gosterirken, Sekil 68 oteleme ozelligi yardimiyla gerekli

CPU zamanlarii gostermektedir. Burada Gauss nokta sayist m = 3 se¢ilmistir.
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Sekil 67. Oteleme 6zelligi kullanilmadigi durumda (167)’de verilen R
matrisini hesaplamadaki CPU zamanlari

Oteleme szelligi

CPU zamani
a
Il

o 200 400 800 800 1000 1200 1400
dagam noktasi sayisi

Sekil 68. Oteleme oOzelligi kullamlmasi durumunda (167)’de verilen R
matrisini hesaplamadaki CPU zamanlari

Sekil 67 ve Sekil 68’den goriilecegi iizere diigiim noktalar1 sayisi artirildiginda CPU
zamanlarinda biiyiik bir fark olugmaktadir. Bu sayede programin hizlanmasi saglanarak
kisa siirede sayisal sonuglar elde edilmistir.

(165) ile verilen sistem denkleminden goriilecegi lizere K matrisini elde etmek igin Q0
tizerinden integraller hesaplanacag: gibi Penalt1 yonteminden dolay: I' sinir bolgelerinde de

integraller hesaplanmalidir. Sinir bolgelerde de 6teleme 6zelligi saglanacagindan

f uvdrl
r

integrali hizl1 bir sekilde hesaplanabilir. Dolayisi ile 6teleme 6zelligi ile sistem denklemleri
elde edilirken hem c¢oziim bolgesi lizerindeki integralleri hem de sinir bolgelerindeki
integralleri hesaplamada gerekli aritmetik islem sayilarinda 6nemli bir kazang saglanir.
Boylece bilgisayarin sistem denklemini hesaplamadaki CPU zamanlarinda bir kazang
saglanmis olur. Sekil 69 ve Sekil 70 ise (165) ile verilen sistem denklemindeki K matrisini

elde etmek i¢in gerekli CPU zaman degerlerini gostermektedir.
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Sekil 69. Oteleme &zelligi kullamlmadigit durumda K  matrisini
hesaplamadaki CPU zamanlar1
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T T
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Sekil 70. Oteleme 6zelligi kullamldig1 durumda K matrisini hesaplamadaki
CPU zamanlar1

Sekil 69 ve Sekil 70’den oteleme oOzelligi yardimiyla sistem denkleminin elde
edilmesi durumunda 6telemesiz duruma goére CPU zamanlarinda biiyiik bir fark olustugu
goriiliir.

Tablo 21°de otelemeli ve Otelemesiz durumlarda K matrisini elde etmedeki CPU

zamanlar1 ve

Otelemesiz durumda CPU degeri
Oran = — - — (171)
Otelemeli durumda CPU degeri

verilmistir.
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Tablo 21. (165)’de verilen K matrisini elde etmede CPU zamanlar1 ve (171)’deki oran

Diigiim  noktasi | Otelemesiz durumda | Otemeli ~ durumda Oran

sayisl CPU zamanlari(sn) | CPU zamanlari(sn)
10 x 10 0.84209 0.17222 4.88962
15 x 15 6.91531 0.22294 31.0187
20 X 20 31.3473 0.40171 78.0347
25 x 25 111.3025 0.71629 155.3875
30 x 30 333.3420 1.26498 263.5156
35x%x 35 809.6777 2.101735 385.2426

Tablo 21°de verilen oran degerlerinden goriilecegi tizere diigiim nokta sayisinin
biiyiik degerlerinde 6telemeli durumdaki kazang biiytiktiir.
Sistem denklemini elde etmek i¢in gerekli aritmetik islem sayilari hesaplandiktan

sonra problemin sayisal ¢oziimiinii elde ederek ¢oziim grafiklerini inceleyelim.

Ornek 1. (158) ile verilen Poisson denklemini agsiz eleman bagimsiz Galerkin yontemi ile
cozelim. Fakat 1 boyutlu uzayda oldugu gibi ilk olarak uygun d,,,, parametresini sayisal
olarak belirleyelim.
Uygun d,, 4, parametresinin se¢imi i¢in agsagidaki li¢ problemi goz oniine alalim.
1ouye +uyy, =0
u(0,y) = 0,u(m,y) = 0,u(x,0) = 0,u(x, 1) = sin(x)
2. Uyy + Uyy = 4cos(x® +y*) — 4(x* + y*)cos(x* + y*)
u(=2,y) =sin(y? + 4),u(2,y) = sin(y? + 4),
u(x, —2) = sin(x? + 4),u(x, 2) = sin(x? + 4)
3 Uyy T Uy, = 4e~(F*+Y%) 4 4(x? + y?)e~(*+7%)
w(=2,7) = e~ u(2,y) = =+ u(x,—2) = e=(++*) u(x, 2) = e~(4+¥7)
Bu problemlerin analitik ¢oziimleri sirasiyla

B sinh(y) sin(x)
uloy) = sinh(1)

dir. Ele alinan problemler i¢in 1 boyutlu uzayda oldugu gibi farkli d,,,, degerlerinde

ux,y) = sin(@? +y2), ulx,y) = e~ )

n
2
e = AXAYZ(ugergek - usaylsal) (172)

=1
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grid normunu hesaplayalim. Burada Ax ve Ay sirasiyla diizgiin dagitilmis digim
noktalarmin x ve y yonlerindeki esit uzakliklaridir. Bu takdirde @ = 10* parametre degeri

i¢in Tablo 22 elde edilir.

Tablo 22. Poisson probleminin farkli d,,,, parametreleri i¢in (172)’deki hata tablosu

Problem 1 ig¢in hata | Problem 2 i¢in hata | Problem 3 icin hata
degerleri degerleri degerleri
Aralik
151 10 x 10 20 x 20 10 x 10
Amax
2 4.4430 x 10~* 0.0707 0.0011
2.25 5.0350 x 107* 0.0723 0.0013
2.5 3.7184 x 107* 0.0501 49115 x 10™*
2.75 43078 x 10~* 0.0271 0.0013
3 3.3716 x 1074 0.0114 0.0012
3.25 1.4687 x 107* 0.0044 8.9476 x 107*
3.5 1.8675 x 10™* 0.0041 0.0017
3.75 1.5030 x 10™* 0.0051 0.0014
4 1.1654 x 10™* 0.0073 0.0012
4.25 1.6611 x 10™* 0.0054 8.8692 x 1074
4.5 3.8540 x 1074 0.0135 0.0013

Tablo 22’nin ikinci satirinda x ve y eksenlerinde alinan aralik sayilari verilmis olup
diger satirlarinda her bir problem igin farkli d,,;,, degerlerinde olusan hatalar
gosterilmistir. Birinci problem icin en kiigiik iki hata degeri dpq = 4, dipax = 3.25°de,
ikinci problemde d,,q. = 3.5, djpax = 3.25 ’de lgilincii problemde ise dpq = 2.5,
dmax = 4.25’de olugmaktadir. Ayrica tiglincli problemde d,,;4, = 3.25’deki hata degeri
dmax = 4.25°deki hata degerine ¢ok yakindir. Bu ii¢ problem karsilagtirildiginda her {i¢
problemin de kiiciik hata degerine sahip oldugu 3.25 degeri d,,,, degeri olarak segilebilir.
Bundan sonraki kisimlarda d,,,, = 3.25 se¢ilmekte ve sayisal ¢oziimler bu parametre
degeri ile elde edilmektedir.

Amax = 3.25 i¢in y = 0.4 noktasindaki 1. problemin ¢odziim grafigi Sekil 71’deki
gibidir.
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0.35

e sayisal gozam
analitik gszam

0.25 - —

0.2 —

0.15 B

0.05 - —

Sekil 71. Problem 1 i¢in y = 0.4’deki ¢6ziim grafikleri

y = 0.4 noktasindaki Problem 2 ve 3’lin ¢6ziim grafikleri ise Sekil 72 ve 73’deki
gibidir.

e sayisal ¢dziim
analitik gzm

0.5 1 1.5 2

-2 -1.5 -1 -0.5

XOor

Sekil 72. Problem 2’nin y = 0.4’deki ¢6ziim grafikleri

0.9 T ™ ™ T T
| e sayisal ¢Szim

analitik gztm

0.8 -

0.7 - —

0.6 - —

0.5 b

0.4 - —

0.3 b

0.2 - —

0.1} 1

Sekil 73. Problem 3’{in y = 0.4’deki ¢ozlim grafikleri

Problemlerin y = 0.4’deki ¢6ziim grafiklerinden goriilecegi lizere sayisal ¢oziim ile

analitik ¢oziim birbiriyle uyumludur.
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3.3.13. 2 Boyutlu Adaptif Bir Yontem
3.3.13.1. Yapilan Cahsmalar

Agsiz eleman bagimsiz Galerkin yonteminde hata analizi ve adaptivite ile ilgili
birgok ¢alisma yapilmis olup bu galismalardan bazilar1 Chung ve Belytschko(Chung ve
Belytschko, 1998), Rossi ve Alves(Rossi ve Alves, 2004), Gavate, Falcon ve Ruiz(Gavate
vd., 2001), Gavate, Cuesta ve Ruiz(Gavate vd., 2001), Liu ve Tu(Liu ve Tu, 2002) , Lee ve
Zhou(Lee ve Zhou, 2004a, 2004b), Lee, Chung ve Choi(Lee vd., 2003), Liu ve
arkadaslarinin(Liu vd., 2010) c¢alismalaridir.

Bu calismada hareketli en kiigiik kareler yonteminin yaklasim hatasi tabanli adaptif
bir yontem 6nerilmektedir. Yaklagim hatasi tabanli adaptif yontemler giiniimiize kadar bazi
calismalarda kullanilmistir. Bu galigsmalar arasinda Combe ve Korn(Combe ve Korn,
1998), Le, Askes ve Gilbert(Le vd., 2010) yapmis olduklar1 ¢aligmalar gosterilebilir. Bu
calismalarin temeli hareketli en kiiciik kareler yonteminin 2 boyutlu uzaydaki yaklagim
hatasinin biiyiik oldugu hiicrelerin belirlenmesidir. Bu sayede yaklasim hatasinin biiyiik
oldugu bolgelere yeni noktalar eklenerek adaptivite ger¢eklestirilmektedir.

Kesim 3.1.9°da 1 boyutlu uzayda elde edilen yaklasim hatasin1 2 boyutlu uzaya

genisletelim. Bilindigi lizere hata gergek ¢oziimle ile sayisal ¢oziim arasindaki farka esittir:

N
e(X) = uh(X) — u(X) = Z ¢, (Xu; — u(X), X € RZ.
i=1

u(X) fonksiyonu, X noktasinda Taylor yaklagimina sahip bir fonksiyon olsun. u

fonksiyonunun X; = (x;,y;),i = 1,2, ..., N diigiim noktalarindaki Taylor agilimi ile
1 _
u(Xy) = ulX) + u, (X)) —x) +u, X)), —y) + Euxx(x)(xi —x)?

_ 1 _ _
Fyy X)(x; — )y —y) + Euyy(x)(yi -2 X=X+vX;-X),0<v<1

elde edilir. Burada N, X;’nin destek bolgesindeki diigiim noktasi sayisidir. Taylor agilimi

hata fonksiyonunda yerine yazilirsa

N N
e(X) = ) $,(0u 100 = ) ¢, (w00 + w0 — 0 + 1,0y, ~ )
i=1 i=1

1 — — 1 —
42U (D = 0 + 1y D@ = D01 = ) + 5y D1 = 9)?) ~ 1)



192

bulunur. Buradan

N N N
e(X) = (Z ¢:(X) — 1) u(X) + z ¢ (X) (x; — Du, (X) + Z ¢ (X) (i — Y, (X)
=t i=1 i=1
1v o )
¥ zz $1 () (x; = )10 (X) + Z $1(X) (i = D) (¥ = )ty X)

+

N =

N
PR CATERIEINe g
i=1
elde edilir. 1 boyutlu uzaydaki uyumluluk sartlari ise 2 boyutlu uzayda
N
Z $:(X) =1
i=1

N

Z xipi(X) = x

i=1
N

z yigi(X) =y

i=1

seklinde oldugundan hata terimindeki ilk 3 terim sifira esittir. Dolayisi ile

1¢ o~ -
e(X) =5 G0 = 021 (0 + ) B0 — D = Vit (X)

N
1 -
+EZ B0 = )ty ()

olarak elde edilir. 1 boyutlu uzayda yapilan islemlere benzer olarak sekil fonksiyonlar

sinirlt fonksiyonlar oldugundan 3¢ > 0:Vi = 1,2, ..., N i¢in

l$: (X <c
ve ¢, (X) fonksiyonlari bir kompakt destek bolgesine sahip oldugundan

lx; — x| < Y, |y, —yl < R

dir. Dolayist ile

[u(X) — uX)llz < ch?

1 1
() + 1y (X) + 5 203, () ||L (173)

olarak elde edilir. Burada, h = max, <<y {h{, b} } dir.
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Yapilan c¢aligmalarda genel olarak (173) esitsizliginin sagindaki deger belirli bir
tolerans degerlerinden biiyiikk oldugu hiicrelere yeni noktalar eklenerek bu bdlgelerde

olusan hata degerleri azaltilmistir.

3.3.13.2. Adaptif Algoritma

Bu ¢alismada, 1 boyutlu uzayda 6nerilen adaptif yontemlerde oldugu gibi 2 boyutlu
uzayda da yaklasim hatasi tabanli hata analizi yapilmaktadir. (173) esitsizliginden
gorlilecedi lizere hata 2. tiirevlere baghdir. Fakat eleman bagimsiz Galerkin yonteminde
ikinci tiirevi hesaplamada gerekli aritmetik islem sayisi oldukga biiyiik oldugu i¢in ikinci
tirevlerin sayisal olarak hesaplanmasi gerekir. Bu c¢alismada bu degerler sonlu fark
yaklagimlar1 ile sayisal olarak hesaplanmaktadir. Ayrica, bu calismada literatiirdeki

calismalardan farkli olarak her bir integral hiicresinde

1 - al 1 _
ch? Euxx(X) + Uyy (X) + Euyy(X)

L(Q)
yaklagim hatasinin belli bir tolerans degerinden biiyiikk oldugu bdlgelere adaptivite
uygulamak yerine Hessian matrisi tabanli adaptif bir yontem Onerilmektedir. Bu yontem ile

her bir integral hiicresinde

Uyx uxy]

H= [
Uxy Uyy

(174)

Hessian matrisinin sonsuz normunun kullanici tarafindan belirlenen tolerans degerinden
biiyiik oldugu bolgelere yeni noktalar ilave edilmektedir.

Adaptif yontemde, dikdortgensel integral hiicrelerine boliinmiis bir bdlgede, her bir
integral hiicresinin orta noktasinda Hessian matrisinin sonsuz normunun sayisal degeri
hesaplanmakta ve bu deger kullanici tarafindan belirlenen tolerans degerinden biiyiik
oldugunda orta nokta diiglim noktas1 olarak sisteme eklenmektedir. Ayrica ilgili integral
hiicresi 4 yeni integral hiicresine boliinmektedir. Adaptivite i¢in asagidaki algoritma

Onerilmektedir.
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Algoritma(ALG-5): 2 boyutlu uzayda Hessian tabanli adaptif algoritma

1. Girdi: u;i=1,2,..,n:ag degerleri, Ax: esit uzakliklar ile dagitilmis digiim
noktalarinin x eksenindeki adim uzunlugu, Ay: esit uzakliklar ile dagitilmis digim
noktalarinin y eksenindeki adim uzunlugu, (X;Y;): digiim noktalari, (xj, yj),
Jj = 1,2, ..., k: integral hiicrelerinin kdse noktalari

2. Parametre: ¢: tolerans degeri, §: durdurma Kriteri

3. Dikdortgensel integral hiicrelerinin kdse noktalarini belirle.

4. Ag degerlerini kullanarak her bir integral hiicresinin orta noktasinda Hessian matrisini

asagidaki gibi hesapla.

ikinci tiirevin hesaplanacagi nokta (¥o:¥j+1)  (Xiy1,¥js1) 5. . . .
Ikinci tiirevin sayisal

(Xi-1, Yj+ olarak hesaplanacag1
noktalar
(xi-1,¥7) Xi+1, Vi)
Ay
(xi—1:}’j—1) Ax ’\xi+1:3’j—1)

Sekil 74. Adaptivite yapilan integral hiicresi

u(xiy1, Vi) — 2ulx;, yi ) + u(xi—1, ;)
uxx(xi'yj)E ( = J) (Agc/lz)]z) -

Uy (xi: Yj+1) — Uy (xi' }’j—1)
Ay

uxy(xi' yj) = (ux)y =

u(xi+1;J’j+1) - u(xi—1;J’j+1) _ u(xi+1:J’j—1) - u(xi—p)’j—l)

~ Ax Ax
= Ay
- u(xi+1;J’j+1) - u(xi—1;J’j+1) - u(xi+1'yj—1) + u(xi—1,¥j-1)
- AxAy
ulx;, ¥iz1) = 2ulx;, y; ) + u(xi, yi—1)
uyy (x5, y;) = (. 301) (Ag,/lz)Jz) o
_ [Uxx  Uxy
H= [uxy uyy]
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5. Her bir integral hiicresinin orta noktasinda sayisal olarak hesaplanan Hessian matrisinin
sonsuz normunu bul.

5.1. Eger Hessian matrisinin sonsuz normu kullanici tarafindan belirlenen tolerans
degerinden( €) biiyiik ise bu noktayr diiglim noktas1 olarak sisteme ekle ve integral

hiicresini 4 yeni dikdortgene ayir.

Sisteme eklenen yeni diigiim

e Sistemde mevcut
noktaSi< &

~~ _olan diiglim noktalari

Sekil 75. Adaptif diigiim noktasi

5.2. Eger Hessian matrisinin sonsuz normu kullanici tarafindan belirlenen toleranstan
kiigtlikse higbir islem yapmadan devam et.

6. 3-5’deki islemleri kullanici tarafindan belirlenen en kiigiik dikdortgen alaninin (§)
olusumuna kadar devam et.

7. Cikti: Adaptif diigiim noktalari

Her bir integral hiicresinde Hessian matrisinin hesaplanmasinda ikinci tiirev igin
sonlu fark yaklasimlar1 kullanilmistir. Fakat baslangicta diizgilin diiglim noktalari ile elde
edilen ¢6ziimde sadece diigiim noktalarindaki sayisal degerler, u;,i = 1,2, ..., n, elde edilir.
Dolayis1 ile sayisal tiirevi hesaplamak i¢in gerekli olan diger noktalardaki sayisal
degerlerin hesaplanmas1 gerekir. Bunun i¢in kullanilan yontem ise adaptivite
uygulanmadan once elde edilen sayisal ¢6ziimii bu noktalarda interpole etmektir. Yani,
u;, 1 = 1,2,...,n adaptiviteden 6nce agsiz yontem ile elde edilen diiglim parametreleri ve

¢; 1se sekil fonksiyonlar1 olmak {izere (xi, yj) noktasindaki sayisal deger

u(x,y;) = z bi (i y;)ug
i=1

seklinde hesaplanir.
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Onerilen adaptif yontem ile ag olusturma stratejisinin nasil adaptif diigiim noktalar:
olusturdugunu gozlemlemek i¢in ilk olarak ilgili yontemi fonksiyonlar {izerinde test
edelim. Agsiz eleman bagimsiz Galerkin yontemi ile adaptif ¢oziimlerin davranislar ise

Kesim 3.3.13.4’de incelenmektedir.

3.3.13.3. Adaptif Yontem ile 2 Degiskenli Fonksiyonlarda Ag Uretimi

Bu boéliimde farkli fonksiyonlar tizerinde Hessian tabanli adaptivite ile adaptif diigtim
noktalar1 elde edilmektedir. Genel olarak salinim yapan, hizli degisen veya sinir katmani

iceren fonksiyonlar lizerinde adaptivite uygulanmaktadir.

Ornek 1. f(x,y) = sin(x? + y?),—2 < x,y < 2 fonksiyonunun grafigi Sekil 76’daki
gibidir.

Sekil 76. Ornek 1°deki f fonksiyonunun grafigi
f fonksiyonu i¢in adaptif yontem & = 2.5 tolerans degeri ve § = 0.001 durdurma

kriteri ile baslangicta 8 x 8’lik diiglim noktalar1 alinarak uygulanirsa Sekil 77 ve 78’deki

diizgiin ve adaptif diiglim noktalar1 elde edilir.

Dozgon dugom noktalar 1. adaptif dGgum noktalan

* * * s * *

* * * * * *

* * * * * *
051 * * * * * * * 1 0.5t

0.5% * * * * * * * E -0.5 ¢+

Sekil 77. Ornek 1°deki fonksiyon i¢in diizgiin ve 1. adaptif diigiim noktalar:
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2. adaptif dugum noktalan 3. adaptif dG§im noktalan
*

*
*
*
*
*
*
*

L N
*:*
*
* ok
*
*
*
*

H Ok E K K K
¥k
¥ *

* kK

*
*
*

*
*
*
*

Sekil 78. Ornek 1°deki fonksiyon i¢in 3. ve 4. adaptif diigiim noktalar

Adaptif digiim noktalarmin grafiklerinde nokta ile gosterilen diigiim noktalar
adaptiviteden onceki diigiim noktalarini gosterirken yildiz ile gosterilen diigiim noktalar
ise adaptivite ile sisteme eklenen diigiim noktalarmi gostermektedir. 3. adaptivite ile
minimum alana sahip dikddrtgenin alani

0.0625 - 0.0625 = 0.0039
oldugundan problemdeki durdurma kriteri saglanmaz. Dolayisi ile probleme 4. adaptivite

uygulanmalidir. Bu takdirde Sekil 79°daki adaptif diiglim noktalar1 elde edilir.

Sekil 79. 4. adaptif diigiim noktalari

4. adaptivite ile en kiiclik alana sahip dikdortgenin alani

0.03125-0.03125 = 9.765 x 10~*
olup durdurma sart1 saglanmis olur. Dolayisi ile tekrar bir adaptiviteye ihtiyag¢ yoktur.

Ote yandan f fonksiyonun ve adaptif diigiim noktalarinin grafiklerinden goriilecegi
tizere Hessian tabanli adaptivite ile ikinci tiirevin biiyiik oldugu bolgelere yeni diigiim
noktalar1 eklenmistir. Dolayisi ile adaptif yontem ile problemin ikinci tiirevinin biiyiik

oldugu bolgelerde fazla diigiim noktas1 alindig1 gdzlemlenir.
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Ornek 2. Saliim yapan fonksiyonlar iizerinde adaptivitenin diigiim noktalarmi nasil
dagittigini gozlemlemek icin
flx,y) =sin(x+y),-2<x,y<2

fonksiyonunu g6z 6niine alalim. Bu fonksiyonun grafigi ise Sekil 80°deki gibidir.

Sekil 80. Ornek 2’deki fonksiyonun grafigi

Ornek 1°de oldugu gibi baslangicta 8 x 8°lik diigiim noktalar: alalim. Bu takdirde
adaptivite e = 1 ve § = 0.001 igin uygulanirsa Sekil 81’deki adaptif diigiim noktalar1 elde

1. adaptif dGglim noktalan
2 2. adaptif dugam noktalan
* * * * < H kR k wx
15 15 Hk Ak H kK
* * * * b R
1 1 R I S
* * * * * * R e
os o8l *.* H ek ok kK ok k
* * * * * Tl #e ok ok Ed kK K
- 0 - ol R kk kK k ok
* * * * * EE R S EE s
0.5 P T T T . A ok
* * * * * B *
1 . . R I S *
- " " " kR ok ww
B e
1.5 - 18+ . SELE R R R R RO
* * * * SRR R R R,
Kk kK ok x
-2 2
-2 -1 o 1 2 -2 -1 o 1 2
x x
3. adaptif digiim noktalan
>

Sekil 81. Ornek 2°deki f fonksiyonu igin elde edilen adaptif diigiim noktalar
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Adaptif diigim noktalart grafiklerinden goriilecegi iizere salimim yapan
fonksiyonlarda adaptivite ile sadece fonksiyonun ikinci tiirevinin fazla oldugu bolgelere
yeni diiglim noktalar1 eklenmekte diger bolgelerde ise baslangigtaki diigiim noktalari
degismemektedir.

Ornek 3. f(x,y) = e ") _2 < x,y <2

fonksiyonunu ele alalim. Bu durumda fonksiyonun grafigi Sekil 82’deki gibidir.

2+y2)

fx,y)=e (x

VA

R

S, “““:‘-- S
S - -

S R SRS

e e

W W VR T . WY

e e

oTS

Sekil 82. Ornek 3’deki fonksiyonun grafigi

Sekil 82°den goriilecegi lizere orta bolgede fonksiyonun ikinci tiirevi bilyiik degerler
alirken kose ve kenar bolgelerinde fonksiyonun degeri ve ikinci tiirevi degismemektedir.
Dolayis1 ile adaptivite ile yeni diigiim noktalarinin orta bolgelere eklenmesi beklenir.
Hessian tabanl1 adaptif yontem Ornek 2’deki parametre degerleri ile probleme uygulanirsa

adaptif yontem probleme 4 kez uygulanir ve Sekil 83-84’deki adaptif diiglim noktalar1 elde

1. adaptif digam noktalar 2. adaptif dagim noktalari
2 2
15 . . 777
* L U
* *
1 . 1+ e e e e e .
* Kk Kk Kk
* * T,
* ok kK
05 . 05f » » » s o o « & o e o « =
ok kR ok kK Kk ok
* * * * * e
EE U S
> 0 . . P T
L S S
* * * * * e
ok kR ok kK Kk ok
0.5 . Y- 3 S
ok kK
* 2
* ok kK
1 . At e e LTI
* *
* 2
1.5 . . - 3%
2 -2
2 1 o 1 2 -2 1 o 1 2
x x

Sekil 83. Ornek 3’deki fonksiyon igin 1. ve 2. adaptif diigiim noktalart



200

3. adaptif d0gim noktalan 4. adaptif digim noktalan

Sekil 84. Ornek 3°deki fonksiyon igin 3. ve 4. adaptif diigiim noktalart

Sekil 83 ve 84’den goriilecegi lizere fonksiyonun ikinci tiirevinin biiyiik oldugu
bolgelerde cok sik diigiim noktalar1 alinmis olup diger bolgelerde genis aralikli diigiim
noktalari ile adaptif ag olusturulmustur.

Ornek 4. Siir katmani iceren problemlerde adaptivitenin smr katmanin oldugu

bolgelerde daha fazla diiglim noktast almasi beklenir. Hessian tabanli adaptif diiglim

noktalarinin bu 6zelligi saglayip saglamadigin1 gézlemlemek i¢in

>,0Sx,y£1

1
f(x,y) = sin <
0.1m + /x?2 + y2
fonksiyonunu goz Oniine alalim(Mitchell, 2010). Bu durumda fonksiyonun grafigi ilgili

aralikta Sekil 85’deki gibidir.

(<, y)=siNn(1/(0. Lo+ sqrt(x2+y2)))

Sekil 85. Ornek 4’teki fonksiyonun grafigi

Sekil 85’den goriilecegi lizere problem (0,0) noktast komsulugunda sinir katmani
igerir. Adaptif yontem probleme Ornek 2’deki parametre degerleri ile uygulanirsa sinir

katman bolgesine fazla diigiim noktas1 ekleyen Sekil 86°daki adaptif diigiim noktalar1 elde

edilir.
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\ 1. adaptif d0Jum noktalari 2. adaptif dogum noktalan

0.9
0.8
0.7
o6 - - - - - - . 1 T

= 0.5F - e e LA

0.4 . . . . . . . 1 o4}

oal * * * * S e N
**********
02 * * * * * 1 o2: " . TL. T LT LT T T T LT AT
**********

0.1 1 0.1 * 3 % % * % 3k ¥ %

4. adaptif dogum noktalan

08

0.8

0.7

0.8 1

Sekil 86. Smir katman problemi icin adaptif diigiim noktalari

Ornek 1-4’den goriilecegi iizere Hessian tabanli adaptif yontem ile problemin ikinci
tiirevinin biiylik degerler aldig1 bolgelere diigiim noktalar1 eklenmistir. Dolayisi ile hatanin
fazla oldugu bolgeler dogru bir sekilde belirlenmis olur. Kesim 3.3.13.4°te ise Hessian
tabanli adaptif yontem diferensiyel denklemlere uygulanarak sayisal c¢oziimler elde

edilmektedir.

3.3.13.4. Hessian Tabanh Adaptif Yoéntemin Iki Boyutlu Problemlere
Uygulanmasi

Bu boliimde Hessian tabanli adaptif yontem

Uex + Uyy = f(X,¥)

u=1uy(xy €er
Poisson denklemine uygulanmaktadir. Ayrica, Kesim 3.3.13.3’deki fonksiyonlar Poisson
denkleminin ¢6ziimii olacak sekilde segilmekte ve adaptif algoritma ile elde edilen diigim
noktalar1 Kesim 3.3.13.3’deki sonuglar ile karsilastirilmaktadir. Bu bolimde adaptif
diigiim noktalarindaki sayisal c¢oziimler eleman bagimsiz Galerkin yontemi ile

hesaplanmaktadir.
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Ornek 1. Coziimii u(x,y) = sin(x? + y?),—2 < x,y < 2 olan Poisson denklemi

Uyy + Uyy = 4cos(x? + y2) — 4(x* + y?) sin(x? + y?)
ve sinir kosullari

u(=2,y) =u(2,y) = sin(4 + y?)

u(x,—2) = u(x, 2) = sin(x? + 4)
olarak verilir. x ve y eksenleri 10’ar esit pargaya boliinerek olusturulan diizgiin digim
noktalar1 Sekil 87 ve bu diigiim noktalar1 ile elde edilen sayisal ¢oziim Sekil 88’deki
gibidir.

Dazgan dagam noktalar

0
0
0

00000000DO
0000000DO
000000CO0COD

000000COD

0000000DO
0000000DO
0000000O0DO

$000000000

Xob 0 0 0000000

0
[
a
o
N

Sekil 87. Ornek 1 i¢in diizgiin diigiim noktalart

Duzgun dagum noktalan ile elde edilen ¢g&zm

llu-u "||_=0.0846

Sekil 88. Ornek 1 igin diizgiin diigiim noktalar: ile elde edilen sayisal
¢Ozum

Sekil 88’den goriilecegi lizere segilen diigiim noktalart igin sayisal ¢oziim bazi

diigiim noktalarinda iyi sonu¢ vermemektedir. Ayrica u, gercek ¢oziim ve u”

, sayisal
¢Oziim olmak tiizere

lu —u"||,, = 0.0846
hata degeri olusmaktadir. Ote yandan adaptif yontem e = 2 ve durdurma kriteri § = 0.01
secilerek probleme uygulanirsa Sekil 89’daki adaptif ¢6ziim noktalar1 ve Sekil 90°daki

sayisal ¢oziim grafigi elde edilir.



203

1. adaptif dagum noktalar

R EEEEE
000000000
I
000000000
FOF F F F F 5 #{r
00000000 QO
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00000000 0 gox
¥tk Fox ot
000000000
I Fox ok
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e
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R OE F E F FF % %
T
- s g ' &
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Seki 89. Ornek 1 icin 1. adaptif diigiim noktalar:

1. adaptif dGgum noktalarn ile elde edilen ¢&zUm

llu-u "||_=0.0552

Sekil 90. Ornek 1 icin 1. adaptif diigiim noktalar1 ile elde edilen sayisal ¢oziim

Sekil 89 ve 90’dan goriilecegi lizere fonksiyonun 2. tiirevinin fazla oldugu bolgelere

daha fazla du

giim noktas1 eklenerek diizgiin diglim noktalarinda olusan hatalar

azaltilmistir. Adaptif diiglim noktalar1 i¢in hata degeri ise

lu(X) — u"(X)||e = 0.0552

dir.

Adaptivitenin tekrar uygulanmasi durumunda ise Sekil 91°deki 2. adaptif diigiim

noktalar1 ve Sekil 92°deki sayisal ¢oziim grafigi elde edilir.

If dagum r

—B—O6- 0 0 o n A non o
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Sekil 91. Ornek 1 i¢in 2. adaptif diigiim noktalart
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2. adaptif d0gom noktalar ile elde edilen ¢g&6zim

llu-u "||_=0.0167

=

Sekil 92. Ornek 1 igin 2. adaptif diigiim noktalari ile elde edilen ¢6ziim

Sayisal ¢oziimden goriilecegi lizere diizgiin diiglim noktalarinda olusan hatalar

azalmakta ve gercek ¢6ziimle uyumlu ¢oziim grafikleri elde edilmektedir. Ayrica 2. adaptif
diigiim noktalart ile olusan hata degeri ise

lu(X) — u"(X)|l = 0.0167
olup diizgiin diiglim noktalar1 i¢in olusan hata degeri adaptif diiglim noktalar ile azaldig1
gozlemlenir. 2. adaptif diiglim noktalart i¢in dikddrtgensel integral hiicrelerindeki
minimum alana sahip hiicrenin kenar uzunluklar1 0.125°e esit oldugundan bu hiicrenin
alan1 0.015625 ’dir. Durdurma kriteri § = 0.01 olarak segildiginden probleme tekrar

adaptivite uygulanmalidir. 3. adaptive ile elde edilen diigiim noktalar1 ise Sekil 93’deki
gibidir.

Gy
it

faYi
T

a
1%

ITa)
AV

00000

Sekil 93. Ornek 1 i¢in 3. adaptif diigiim noktalart

Adaptif diigiim noktalar ile elde edilen sayisal ¢6zliim ve hatanin sonsuz normu Sekil
94°deki gibidir.
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3. adaptif dagam noktalar: lle elde edllen cSzum

llu-u *||_—0.00=29d

Sekil 94. Ornek 1 igin 3. adaptif diigiim noktalar1 ile elde edilen ¢6ziim grafigi

3. adaptif diigiim noktalar1 ile problemin hatasi

lu(X) — u"(X)|l» = 0.0029
olup hatanin Onceki sonuglara gore azaldigi ve elde edilen adaptif diigiim noktalar
fonksiyonlar kisminda iiretilen adaptif diiglim noktalar1 ile uyumlu oldugu adaptif diigiim

noktalarinin sekillerinden goriilmektedir.

Ornek 2. u(x,y) = sin(x +y),—2 < x,y < 2 ¢bziimiine sahip olan probleme adaptif
yontemi € = 0.75 ve § = 0.0001 degerleri ile uygulayalim. Eger baslangigta x ekseni 5 ve
y ekseni 8 esit parcaya ayrilirsa diizglin diigiim noktalar1 ile elde edilen ¢6ziim grafigi
Sekil 95°deki gibidir.

Dozgun dagum noktalar lle elde edllen ¢&zam

llu-u "||_=0.0506

Sekil 95. Ornek 2 i¢in diizgiin diigiim noktalart ile elde edilen sayisal ¢dziim

Diizgiin diigiim noktalari i¢in sayisal ¢cdziim ve analitik ¢6ziim grafikleri genel olarak
uyumlu ¢oziimler vermesine ragmen bazi noktalarda hatalar gozlemlenmektedir. Ayrica
diizgiin diiglim noktalar1 i¢in maksimum hata degeri

lu(X) — u"(X)||» = 0.0506
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olarak elde edilir. 5§ = 0.0001 i¢in probleme 3 kez adaptivite uygulanir ve Sekil 96°daki

adaptif diigiim noktalar1 elde edilir.

1. adaptif d0§um noktalan 2. adaptif dugum noktalan
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3. adaptif dGguam noktalan
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Sekil 96. Ornek 2 icin adaptif diigiim noktalar1

Fonksiyonlarda elde edilen adaptif diiglim noktalar1 ile diferensiyel denklemin
sayisal ¢oziimii kullanilarak elde edilen adaptif diigiim noktalar1 benzer davranisi
sergileyerek fonksiyonun 2. tiirevinin biiyiik degerler aldig1 bolgelere yigilmiglardir. Bu
durumda elde edilen adaptif ¢6ziim grafikleri ve hata normlari ise Sekil 97-99’daki gibidir.

1. adaptif dagum noktalarn ile elde edilen ¢6zum

llu-u "||_=0.012]

=

Sekil 97. Ornek 2 i¢in 1. adaptif diigiim noktalar1 ile elde edilen sayisal ¢oziim
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2. adaptif dajam noktalan lle elde edllen géz=am

lu-u "||_=0.c0s3

== ®<mz%@mga§% >,

1 ®@®®@ @,%@w =

Sekil 98. Ornek 2 icin 2. adaptif diigiim noktalar1 ile elde edilen sayisal ¢ziim

3. adaptif dOgum noktalan ile elde edilen ¢&6zz0m

lu-u M||_=3.8030x10" %

Sekil 99. Ornek 2 icin 3. adaptif diigiim noktalar1 ile elde edilen sayisal ¢oziim

Sayisal ¢ozlim grafiklerinden diizgiin agda belli noktalarda olusan hatanin azaldig1 ve

gercek ¢oziimle uyumlu sayisal ¢oziim grafiklerinin elde edildigi gozlemlenmektedir.

Ornek 3. Analitik ¢oziimii u(x,y) = e~(**+¥*) —2 < x,y < 2 olan
Uy T Uyy = —4e~(*+Y%) 4 4(x2 + y2)e~ (47
ulx,—2) =u(x,2) = e‘(x2+4),u(—2,y) =u(2,y) = e~ (v?3+4)
problemini gz dniine alalim. Ornek 3’°deki gibi baslangigta x ekseni 5, y ekseni ise 8 esit

parcaya boliinerek probleme agsiz eleman bagimsiz Galerkin yontemi uygulansin. Bu

takdirde Sekil 100°deki sayisal ¢ozliim grafigi elde edilir.

Duazglun daguam noktalan ile elde edilen ¢bzim

llu-u "|_=0.0292

Sekil 100. Ornek 3 igin diizgiin diigiim noktalari igin ¢dziim grafikleri
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Sekil 100’den goriilecegi iizere diizgiin diigiim noktalar1 ile elde edilen sayisal
¢coziimde i¢ bolgelerde hatalar olusmaktadir. Ayrica diizglin diiglim noktalari igin

lu(X) — u" (X))l = 0.0292
hatas1 elde edilir. Bu hatanin azaltilmasi i¢in adaptif yontemi € = 0.35 ve § = 0.0005
degerleri ile uygulayalim. Bu takdirde probleme 4 kez adaptivite uygulanir. Elde edilen
adaptif diigiim noktalar1 Sekil 101°deki gibidir.
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Sekil 101. Ornek 3 i¢in adaptif diigiim noktalar

Adaptif diigiim noktalarindan goriilece§i iizere adaptivite ile yontemin ikinci
tiirevinin biiyiik oldugu orta bolgelere yeni diigiim noktalar1 eklenmistir. Bu takdirde elde

edilen sayisal ¢6ziim grafikleri ise Sekil 102-105’deki gibidir.

1. adaptif daguam noktalar ile elde edilen ¢c&zzum

llu-u "||_=0.0149

Sekil 102. Ornek 3 igin 1. adaptif diigiim noktalari ile elde edilen ¢6ziim grafikleri
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2. adaptif dOSGM Nnoktalar ile olde adilen ¢S=0m

Hu-u " =—0.002s5

Sekil 103. Ornek 3 igin 2. adaptif diigiim noktalari ile elde edilen ¢6ziim grafikleri

3. adaptif dagam noktalan lle elde adilen cS=am

lHu-u "||__=—0.00=22)

Sekil 104. Ornek 3 i¢in 3. adaptif diigiim noktalar1 ile elde edilen ¢dziim grafikleri

4. adaptif dagam noktalan lle elde edllen coS=am

Hu-u 7| _=7.9925x10" 1’

Sekil 105. Ornek 3 igin 4. adaptif diigiim noktalari ile elde edilen ¢6ziim grafikleri
Adaptif ¢oziim grafiklerinden goriilecegi iizere diizgiin diigiim noktalarinda orta

bolgede olusan hatalar azalmakta gercek ¢oOziimle uyumlu sayisal ¢oziimler elde

edilmektedir. Adaptif ¢oziimlerdeki hatalar ise Tablo 23’de verilmistir.

Tablo 23. Adaptif ¢6ziimlerdeki hata

Nokta sayisi [lu(X) — u(X)||
Diizgiin diigim noktalar1 54 0.0292
1. adaptif diigiim noktalar1 68 0.0149
2. adaptif diigiim noktalar1 124 0.0025
3. adaptif diiglim noktalari 354 0.0022
4. adaptif diigiim noktalar1 660 7.9925 x 1074




210

Tablo 23’den goriilecegi tlizere adaptif diiglim noktalar1 ile problemdeki hata

degerleri azalmaktadir.

2

= r3sin

Ornek 4. Analitik ¢oziimii u

x? + y? ve problemin ¢6ziim bolgesi

' =

6)
<y < 0}olan

G

,—1

<1

{-1<x,y<IN0<«x

Au=20

0=

L-shaped problemini géz Oniine alalim. Li ve arkadaslari(Li, 2013) tarafindan sonlu

elemanlar yontemine gore adaptif olarak ¢oziilen bu problemde adaptif diigtim noktalarinin

(0,0) noktasinin komsulugunda yigilmasi1 gerektigini gozlemlemislerdir. Agsiz yontemde

ise adaptif diigiim noktalar1 € = 0.8 degeri i¢in asagidaki gibi bulunur.
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Sekil 106. Ornek 4 igin diizgiin diigiim noktalar
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Sekillerden goriilecegi iizere Hessian tabanli hata analizi yardimiyla elde edilen
diigim noktalar1 ile sonlu elemanlar yonteminde yapilan ¢alismaya benzer olarak (0,0)

noktasimnin komsulugunda yigilmaktadir. Problemin sayisal ¢oziim grafigi ise Sekil
109°daki gibidir.

1. adaptif dogjum noktalarn lle elde edllen sayisal g&6zum

Sekil 109. L shaped problemi i¢in adaptif ¢6ziim grafigi



4. SONUCLAR

1. Diizgiin dagitilmis diigiim noktalar1 igin sekil fonksiyonlar1 Gteleme 6zelligini
sagladig1r ve bu ozellik yardimiyla sistem matrisinin elde edilmesinde gerekli aritmetik
islem sayisinin biiyiikk Olglide azaldigi ispatlanmistir. BOylece kisa siirede sayisal
coziimlerin elde edilebilecegi gdzlemlenmistir.

2. Hareketli en kiigiik kareler yonteminin yaklagim hatasi tabanli adaptif yontemler
gelistirilerek 1 boyutlu adi diferensiyel denklemlere, zaman bagimli diferensiyel
denklemlere ve 2 boyutlu ¢6ziimii zamanla degismeyen(stasyoner) problemlere
uygulanmistir. Yaklagim hatasinin biiyiik oldugu bolgeler fonksiyonun 2. tiirevinin veya
Hessian normunun biiyiik degerler aldigi bolgeler oldugu gozlemlenmis ve 1 boyutlu
uzayda diigiim noktalarinin bu bolgelere kaydirilmasi(r-adaptivite) veya bu bolgelere yeni
diigiim noktalar1 eklenmesi(h-adaptivite) yoluyla adaptif algoritmalar gelistirilmistir. Daha
sonra bu algoritmalar 1 boyutlu uzayda zaman bagimli problemlere genisletilmistir. Ayrica
2 boyutlu uzayda Hessian matrisi yardimiyla hatanin biiylik oldugu bolgeler belirlenerek
bu bolgelere yeni diiglim noktalar1 eklenmesi yoluyla adaptivite uygulanmis olup 6nerilen
adaptif algoritmalar ile sayisal ¢oziimdeki hatalarin azaldigi ve gergek ¢oziimle uyumlu
sayisal ¢oziimlerin elde edildigi gézlemlenmistir.

3. Zaman bagimli problemlerde agsiz eleman bagimsiz Galerkin yonteminin mutlak
kararhilik analizi yapilmis olup geri Euler ve Crank Nicolson ydntemlerinin KM

matrisinin 6zdegerleri reel ve pozitif oldugu siirece sartsiz kararli oldugu ileri Euler

yonteminin mutlak kararli olmasi i¢in At < 2 Y sartinin saglanmasi gerektigi

[Amax (K~

gosterilmistir.



5. ONERILER

1. Lineer ¢oOziimii zamanla degismeyen(stasyoner) problemler igin 2 boyutta
uygulanan Hessian tabanli adaptif algoritmalar, lineer olmayan problemlere uygulanabilir.

2. Hessian tabanli adaptif algoritmalar 2 boyutlu zaman bagimli lineer veya lineer
olmayan problemlere uygulanabilir.

3. Gelistirilen adaptif algoritmalar bayagi veya kismi diferensiyel denklem

sistemlerine uygulanabilir.
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7. EKLER

EK 1. Gauss Noktalar1 ve Agirhiklar:

Gauss Nokta Sayisi Gauss Noktalar1 Agirliklar
1 0 2
2 +0.57735 1

3 0 0.8888889

+0.774597 0.5555556

4 +0.339981 0.6521452

+0.861136 0.3478548

0 0.5688889

5 +0.538469 0.4786287

+0.90618 0.2369269

+0.23862 0.467914

6 +0.6612 0.3607616

+0.93247 0.1713245
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EK-2
Homotopi Yontemi

Bir F fonksiyonunun sifir yerlerini arasgtirdigimizi kabul edelim. Homotopi
yontemindeki temel iddia, sifir yerleri bilinen diizgiin bir G fonksiyonundan, F
fonksiyonunun sifir yerlerini bulmay1 amaglar. Bu amagla bir homotopi

H:R" xR - R"
H(X,0) =G(X),H(X,1) = F(X)

seklindeki diizgiin bir fonksiyon olarak tanimlanur.
HX,A) =AFX)+ (1 -2A)G6X)

konveks homotopy olarak bilinir. Sifir yerleri bilinen H(X,0) = G(X) fonksiyonundan
baglayarak A =1 ’e kadar H(X,A) = 0 egrileri boyunca ilerleyerek H(X,1) = F(X)
fonksiyonunun sifir yerlerini hesaplar. I(s) = (X(s),A(s)),1(0) = (a,0) bir egri olmak
tizere, amacimiz I(s;) = (X(s;1),1) gibi niimerik olarak s;’e kadar bir egriyi izlemektir.
Bu durumda X (s,), F(X) = 0’1n bir kokii olur.

En yaygin olarak kullanilan G(X) fonksiyonlarindan biri a € R® olmak iizere
G(X) =X —a se¢imidir. Bir digeri G(X) = F(X) — F(a) olup bu durumda H(x, 1)
homotopy fonksiyonuna Newton homotopy adi verilir ve

HX,2) =AF(X)+ (A —-1D(FX) — F(a))

= HX,2) = F(X) + (1 — DF(a)

seklindedir. Bu durumda A = 0 igin H(X,1) = 0’in koki X = a’dir. Bir I(s) egrisi ile
(X(s1),1) noktasina ulasmayr amaglanmaktadir. Bunun igin niimerik yoOntemler
verilmistir. Burada asagidaki yontem kullanilmaktadir.

[0,1] araliginda 4

AG) =

i
—,i=01,..,n
n

olmak tizere n alt araliga ayrilir. H(X,0) = G(X) = 0 ’in ¢oziimii x, = a baslangi¢
tahmininden baslayarak her bir A(i) degeri i¢in (x;_1,4;—1)

H(Xi,li) = O,l = 1,2, W, n

¢Ozliimii bir sonraki adimin baslangic tahmini olarak kullanilarak ¢oziimler Newton
yontemi ile elde edilir. A; = 1’deki ¢6ziim aranan ¢oziimdiir.
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