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Doktora Tezi

OZET

50(2) GRUBUNUN BANACH UZAYLARINDAKI SUREKLI LINEER GOSTERIMLERI
ICIN FOURIER SERILERI TEORISI VE UYGULAMALARI

Mehmet KUNT

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlsu
Matematik Anabilim Dali
Danigsman: Prof. Dr. Abdullah CAVUS
2014, 80 Sayfa

Bu tezin amaci, SO(2) grubunun Banach uzaylarinda siirekli lineer gosterimleri i¢in Fourier
serilerini, temel 6zelliklerini ve bazi uygulamalarini aragtirmaktir.

Bu ¢aligma iki boliimden olugsmaktadir. B6lim 1’de ¢aligmamizda temel olan bazi tanim ve
teoremler ifade edilmistir. Boliim 2 bes kistmdan olusmaktadir. i1k kistmda, SO(2) grubunun bir
Banach uzayinda bir lineer gosterimi, smirli lineer gosterim ve sirekli lineer gosterim
tanimlanarak bazi 6zellikleri incelenmistir. Ikinci kisimda, strekli lineer gosterimlerin Fourier
serileri tanimlanmis ve bazi dzellikleri incelenmistir. Ugiincli kisimda, infinitesimal Gretici D ve
onun tanim kiimesi H(D) tanimlanmistir. Her A € C i¢in Ry: H - H yari-rezolvent operatori
tanimlanarak bazi 6zellikleri incelenmistir. Dordiincti kisimda, D operatOrl icin integral teoremi
verilmigtir. D’nin rezolvent(=yari-rezolvent) operatériiniin bir esdegeri D’nin spektrum noktalar
icin tamimlanmis, acgik ifadesi verilmistir. Besinci kisimda, Banach uzaylarindaki n. dereceden
sabit katsayili bir lineer diferansiyel denklemin periyodik ¢oziimlerinin varlig: iizerine teoremler
elde edilmis ve periyodik ¢ozumlerin varhigi durumunda biitiin periyodik ¢6ziimlerinin agik

ifadesi verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fourier serileri, Gruplarin lineer gosterimleri, Infinitesimal (iretici,
Rezolvent operator, Periyodik ¢ozlimler, Integral teoremi.
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PhD. Thesis
SUMMARY

THE THEORY OF FOURIER SERIES FOR CONTINUOUS LINEAR REPRESENTATIONS
OF THE S0(2) GROUP IN BANACH SPACES AND APPLICATIONS

Mehmet KUNT

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Prof. Dr. Abdullah CAVUS
2014, 80 Pages

The aim of this thesis is to study the fundamental properties of Fourier series for a
continuous linear representation of SO(2) group in a Banach space and to give some applications
of those.

This thesis consists of two main chapters. In Chapter 1, some definitions and theorems
which are crucial for our study are stated. Chapter 2 contains five parts. In the first part, a linear
representation of the SO(2) group in a Banach space, bounded linear representation, continuous
linear representation are defined and some properties of them are investigated. In the second part,
Fourier series of the continuous linear representation are defined and some properties of them are
investigated. In the third part, the infinitesimal generator D and its domain H(D) are defined. The
quasi-resolvent operator R;:H — H is defined for all A € C and some properties of R, are
investigated. In the fourth part, the theorem on integral for the operator D is given. An analog of
the resolvent (= quasi-resolvent) operator of D is defined for points of the spectrum of D and its
evident form is given. In the fifth part, theorems on the existence of periodic solutions of a linear
differential equation of the nth order with constant coefficients in Banach spaces are obtained and

in the case of the existence of periodic solutions, evident forms of all periodic solutions are given.

Key Words: Fourier series; Linear representations of groups; Infinitesimal generator; Resolvent
operator; Periodic solution; Theorem on integral.
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0 : Sonsuz

D, (t) : n. Dirichlet ¢ekirdegi

K, (t) : n. Fejer gekirdegi

[] : Mutlak deger

> : Toplam

a : Lineer gdsterim

a, . a lineer gosteriminin x noktasinda yoriingesi

H, : Sureklilik noktalar1 kiimesi

€ : Elemani

E,(x) . a Lineer gosterimine gore x elemaninin n. Fourier katsayisi

Sp(x) . a Lineer gosterimine gore x elemaninin Fourier serisinin n. kismi toplami
Y (x) . a Lineer gosterimine gore x elemaninin Fourier serisininn. Cesaro ortalamasi
Spec(x) : x’in spektrumu

Spec(H) . H’nin nokta spektrumu, D’nin spektrumu

H : Spektrumu sonu olan elemanlarin kiimesi

D : Sonsuz kiguk dretici

H(D) . a’nin tirev noktalar1 kiimesi

R; : Rezolvent operator

Rim : Yari-rezolvent operator

C \ Spec(H) : D’nin rezolvent kiimesi

o(D) . D operatorindn spektrumu



1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Matematigin biiyiilk kismi koklerini fizikten alir. Bir fonksiyonun Fourier serisi
kendisine yakinsar mi1, daha genel olarak bir fonksiyon Fourier serisi ile tanimlanabilir mi?
Yani bir fonksiyonun Fourier katsayilar1 biliniyorsa fonksiyon bulunabilir mi ve nasil
bulunur? Bu tiir serilerle ¢aligmak ve 6zel olarak bir trigonometrik seri ile bir fonksiyonun
yeniden diizenlenmesi probleminin temeli, bir telin titresimi (salinim) ve katilarda 1s1
iletimi gibi fiziksel problemlere dayanir. Fourier serilerinin ne anlama geldigini anlamak
ve hangi diistince ile bu iki fizik probleminin ¢oziilecegi matematiksel analizin temeline ve
gelismesine biiyiik katkilarda bulunmustur. Cantor’un sonsuz kiimeler teorisi, Riemann ve
Lebesgue integralleri, serilerin toplamsalligi Fourier serileri arastirmalari sonucu ortaya
c¢ikan teoriler arasindadir.

1747 yilinda J. D’Alembert bir telin titresimi ile ilgili dalga denklemini Gretip bir
¢Ozim verdi. 1755 yilinda D. Bernoulli simdi Fourier serileri olarak bilinen serilerle daha
ileri bir ¢0zim ortaya koydu. 1804 yilinda J. Fourier katilarin 1s1 iletimi ile ilgili
caligmalarina bagladi ve tli¢ yillik verimli ¢alismanin sonucu olarak temel 1s1 iletimi
denklemlerini kesfetti, onlar1 ¢6zmek icin yeni metotlar gelistirdi, baz1 pratik problemleri
analiz etmek i¢in metotlarin1 kulland:1 ve teorisini desteklemek i¢in deneysel kanitlar elde
etti. Bu ¢aligmalarini topladigr “ The Analytical Theory of Heat ™ fizik tarihinde en 6nemli
kitaplardan biridir [1].

Fakat J. Fourier, Fourier serileri ile ilgili matematik sinavlarinda dogru olarak
degerlendirilecek bir ifade kullanmadi veya ispatlamadi. J. Fourier’in ¢alismalarini alip
matematige kazandiran ve modern analiz i¢in saglam buluslara Onderlik eden P.
Dirichlet’tir.

P. Dirichlet surekli veya belki de integrallenebilir her fonksiyonun her noktada
Fourier serisinin yakinsak oldugunu diistiniiyordu ki, bu diisiince Riemann, Weierstrass,
Dedekind gibi doneminin diger {inlii matematikgileri tarafindan paylasiliyordu. Fakat bu
diistince P. Du Bois-Reymond tarafindan Siirekli bir fonksiyon 6rnegi verilip onun bir

noktada Fourier serisinin iraksak oldugu gosterilerek curttildi [2].



Bu noktada Fourier serilerinin yakinsakligi i¢in iki yol ortaya ¢ikiyor;
1. Fonksiyon iizerindeki sartlar1 arttirmak,
2. Yakinsaklig1 zayiflatmak.
1828 yilinda P. Dirichlet grafigi ¢izilemeyen bir fonksiyona 6rnek olarak

( )_{1 , egerx rasyonelise
flx) = 0 , egerxirrasyonelise

karakteristik fonksiyonu verdi. Bu fonksiyon siirekli olmadigindan J. Fourier’in metodu ile
Fourier katsayilar1 hesaplanamaz. Bununla birlikte P. Dirichlet ¢izilebilen (yani Parcali

diizgiin) her fonksiyon igin, eger x siirekli oldugu nokta ise Fourier serisinin kendisine
yakinsadigini, eger x sigrama noktasi ise Fourier Serisinin %(f x)+f (x_)) ortalama

degerine yakinsadigini gosterdi ki bu ilk biiyiik yakinsaklik sonucudur.
1904 yilinda L. Fejer herhangi siirekli fonksiyonun Fourier serisinin Cesaro

toplamsal ve bu yeni diisiince ile fonksiyona diizgiin yakinsadigini ispatladi [3].

Gunumuzde ise klasik Fourier serleri teorisi, aslinda SO(2) grubunun Kklasik
fonksiyonel uzaylardaki strekli lineer gosterimleri teorisidir. Fourier serilerine ait klasik
teorideki temel bilgiler Zigmund [4], Kahane J. P., Salem, R. [5], Kahane J. —-P. [6]
kitaplarinda Khavin, V. P. [7], Kislyakov, S. V. [8] ve Gurarij, V. P. [9] surveylerinde
detayli sekilde verilmistir. Banach uzaylarindaki Fourier serileri teorisine ait temel bilgiler

Edwards, R. E. [10] ve Engel, K. =J., Nagel, R. [11] kitaplarinda verilmistir.

T = {eit: te [O,Zn)} grubunun Banach uzaylarinda siirekli lineer gosterimleri icin
Fourier Katsayilar1 ve Fourier serileri tez danigmanim Prof. Dr. Abdullah Cavus ve tez
komitesi Uyelerinden Prof. Dr. Djavvat Khadjiev’ in [12-17] ¢alismalarinda incelenmistir.
S0(2) grubu bir kompakt topolojik gruptur. Kompakt gruplarin harmonik analizine ait
temel bilgiler Hewitt E., Ross, K. A. [18,19] ve Zelobenko D. P.[20] kitaplarinda

verilmistir.

Bu calismada, diizlemin donmelere gére SO(2) grubu tekrar tamtilmaktadir. Bu
grubun kompakt bir abel grubu oldugu gosterilerek bu grubun bir kompleks Banach
uzayindaki periyodik lineer gosterimlerine gore Fourier katsayilari ve Fourier katsayilari
ile tanimlanan yari-rezolvent operatorlerin sagladigi bazi fonksiyonel esitlikler ile ilgili
baz1 teoremler ve bu teoremler kullanilarak, kompleks Banach uzaylarinda bazi
diferansiyel denklemler icin ¢ozumler verilmektedir. Elde edilen sonucglar [21]’de

yayinlanmistir.



1.2. Metrik Uzaylar

Tamim 1.2.1: [22, s.3] X # @ verilen bir kime ve d: X X X — R asagidaki sartlar
saglayan bir fonksiyon ise d’ye X tizerinde tanimli bir metrik ve (X, d) ikilisine bir metrik
uzay denir.

M1) vx,y € X ig¢ind(x,y) = 0 ’dir.

M2) x,y € X igind(x,y) = 0 'dir ancak ve ancak x = y ise.

M3) Vx,y € X icind(x,y) = d(y,x) ’dir.

M4) Vx,y,z € Xigind(x,z) < d(x,y) +d(y,z) ’dir.

Ornek 1.2.2: R reel sayilar kiimesi, |-|: R — R fonksiyonu Vx € R igin

[x] :={ X xz0ise mutlak deger fonksiyonu olsun. Bu durumda e:R X R —= R,

—Xx » x < 0ise
Vx,y € R icine(x,y) := |x — y| fonksiyonu R Uzerinde bir metrik ve (R, e) bir metrik
uzaydir. (R, e) metrik uzayina Oklid uzayi denir.

C kompleks sayilar kiimesi, |-|: C = C fonksiyonu Vz = x + iy € Cigin
|z| =[x + iy| = W modl fonksiyonu olsun. vz, w € C igin

ec(z,w) = |z —w|
fonksiyonu C lizerinde bir metriktir ve (C, e.) bir metrik uzaydir.

Ornek 1.2.3: a,b € Rigin a < b olmak lizere
B([a,b],R) = {f:[a,b] > R : My = 0 dyle ki Vx € [a, b] icin |f(x)]| < Mf} olsun. Bu
durumda d.:B([a,b],R) X B([a,b],R) - R, Vf,g € B([a,b],R) i¢gin

deo(f,9) = sup{lf(x) — g(x)| : x € [a,b]}
fonksiyonu B([a, b], R) Uzerinde bir metriktir ve (B([a, b], R), d,,) bir metrik uzaydir.

Co6zim:

f,9 € B([a,b],R) keyfi olsun. Bu takdirde M, M, >0 sayilart mevcuttur -
Vx € [a,b] igin |f(x)| < M ve |g(x)| < M, "dir.

O halde Vvx€[ab] icin [f(x)—gQ)|<|f()]+]gx)| <M+ M, ’dir
Dolayisiyla My + My sayist {|f(x) — g(x)| : x € [a,b]} kimesinin bir Gst simridir. O
halde d(f,g) = sup{|f(x) —g()|: x € [a,b]} < My + M, "dir.

f,g € B([a, b],R) keyfi oldugundan d: B([a, b], R) X B([a, b], R) - R’dir.

M1) f,g € B([a,b],R) keyfi olsun. Vx € [a, b] i¢in



0<[f(x) —g)| <sup{lf(x) —g()|: x € [a,bl} = dw(f,g) "dir. f,g € B([a,b],R)
keyfi oldugundan Vf, g € B([a,b],R) i¢in d(f,g) = 0 ’dur.

M2) f,g € B([a,b],R) icin d,(f,g) = 0olsun. O halde Vx € [a, b] igin
0<|f(x) —g)| <sup{lf(x) —g(x)|: x € [a,b]} = do(f,g) = 0 oldugundan
Vx € [a, b] icin |f(x) — g(x)| = 0 ’dir. Dolayisiyla Vx € [a, b] icin f(x) = g(x) yani
f =g ’dir.

Tersine g € B([a, b], R) i¢in f = g olsun. O halde Vx € [a, b] i¢gin
f(x) = g(x) oldugundan Vx € [a, b] icin |f(x) — g(x)| = 0 ’dir. Dolayisiyla
do(f,9) = supf{lf(x) —g(x)| : x € [a,b]} = 0 dur.

M3) Vf,g € B([a, b],R) icin
do(f,9) = supf{lf(x) —g(x)| : x € [a,b]}

= sup{lg(x) — f(x)| : x € [a,b]} = do(g, ) dir.

M4) f,g,h € B([a, b], R) keyfi olsun. Vx € [a, b] igin
lf () =gl < 1f (x) = h()[ + [h(x) — g()| = do(f, h) + des (R, g) oldugundan
do(f,h) + de(h, g) sayis1 {|f(x) —g(x)|: x € [a,b]} kiimesinin bir {st siniridir. O
halde d,(f,g) = sup{lf(x) —g(x)|: x € [a,b]} < d(f, h) + d(h, g) ’dir.

f, g, h fonksiyonlar1 keyfi oldugundan Vf, g, h € B([a, b], R) i¢in
do(f,9) < dw(f,h) +d(h, g) ’dir.

O halde (B([a, b],R), d,) bir metrik uzaydir.

Ornek 1.2.4: (X, d) bir metrik uzay, @ # Y c X olsun. dyy»y:Y XY > R, Vx,y €Y
icin dyywy (x,y) = d(x,y), fonksiyonu Y Uzerinde bir metriktir. (Y, d,yxy) metrik uzayina
(X,d) metrik uzaymin bir alt metrik uzay1 denir. (Y, d,yyy) yerine kisalik i¢in (Y, d)
sembolii kullanilir.

Tamim 1.2.5: [22, 5.18]

(X, d) bir metrik uzay, a € X sabit bir nokta, r > 0 verilen bir say1 olsun
B(a,r) ={x:x€Xved(x,a)<r}c X, Bla,r) ={x:x€Xved(x,a) <r}c X ve
S(a,r) :=={x : x € Xved(x,a) = r} c X kiimelerine sirasiyla a merkezli r yarigapl agik
top, kapali top ve kiire denir.

Tamim 1.2.6: [22, 5.19] (X, d) bir metrik uzay, A c X ve x, € A olsun.

B(x,,15) © A olacak sekilde bir 1, > 0 sayis1 bulunabilirse x, € A noktasina A klimesinin

bir i¢ noktasi denir.

o

A kiimesinin biitiin i¢ noktalarinin kiimesine A kiimesinin igi denir ve A ile gosterilir.



A={x:x€Avedr, >00yle ki B(x,r,,) € A} dir.

Tamm1.2.7: [22, s.18-19] (X, d) bir metrik uzay ve A c X olsun. A =:1 ise A alt
kiimesine X’in d metrigine gore bir agik alt kiimesi denir.

Tamm 1.2.8: [22, 5.18] (X, d) bir metrik uzay ve K c X olsun. Eger K¢ = X\K alt
kiimesi X’in d metrigine gore bir acik alt klimesi ise K kiimesine X’in d metrigine gore bir
kapal1 alt kiimesi denir.

Tamm 1.2.9: [22, s.25] (X,d) bir metrik uzay, {x,} < X verilen bir dizi olsun.
Ve > 0 sayisina karsilik bir N(¢) € N dogal sayis1 bulunabilir . Vn € N, n = N(¢) igin
d(x,, xy) < € olacak sekilde bir x, € X noktas1 varsa; {x,} dizisine d metrigine gore
yakinsak bir dizi ve x, € X noktasma {x,} dizisinin d metrigine gére bir limit noktasi
denir.

Teorem 1.2.10: [22, s.26] (X,d) bir metrik uzay, {x,} € X olsun. {x,,} dizisi d
metrigine gore yakinsak bir dizi ise limiti tektir.

Ispat:

X0, Yo € X noktalart {x,,} dizisinin d metrigine gore iki limit noktasi olsun.

€ > 0 keyfi bir say1 olsun. O halde §> 0 sayisina karsilik N; (g),NZ (2) EN

mevcuttur ~ Vn € N, n > N, (g),Nz (2) icin d(x,, xp) < zve d(x,, Vo) < z "dir.
N := mak {Nl G) ,N, (2)} seklinde tanimlanirsa Vn € Nn > N igin
0 < d(x,y0) < d(x,,x0) + d(x,, y0) < g +§ = ¢ ’dur. € > 0 keyfi oldugundan Ve > 0

icin 0 < d(xg,yo) < &’dur. O halde d(x,y,) = 0 oldugundan x, = y, ’dir.
Notasyon 1.2.11: (X, d) bir metrik uzay, x, € X olsun. {x,} dizisi d metrigine gore

d
yakinsak ve limiti x, ise bu durum; lim x,=x, lim x, =x, n - 4o igin
n - +o n - 4o

X, = Xo veya kisaca x,, = x, sembollerinden biri ile gosterilir.

Tammm 1.2.12: [22, s.21] (X,d) bir metrik uzay, x € X ve M c X olsun. Eger
Ve > 0 sayisina karsilik (B(x, e)\{x}) N M # @ ise x € X noktasina M c X alt kiimesinin
bir y1gilma noktasi (limit noktasi) denir.

M c X alt kiimesinin biitiin y1gilma noktalarinin kiimesi M' ile gosterilir.

M =M uU M’ c X alt kimesine M ’nin kapanis1 denir.



Onerme 1.2.13: [23, s.14] (X, d) bir metrik uzay, M < X olsun. Bu takdirde

i) M c X bir kapal alt kiimedir.

i) M kapalidir ancak ve ancak M = M ise.

Ispat:

i) M c X ’in agik oldugu gosterilirse M kapali olur.

a-) M¢ = @ olsun. Bu takdirde M€ acik alt kiimedir.

b-) M¢ = @ olsun. x, € M¢ keyfi fakat sabit olsun. O halde x, € M = M U M’ "dir.
Bu takdirde x, € M ve x, ¢ M' "dir.

Xo € M' oldugundan 3ry, > 0 sayist meveuttur = (B(xg, 19)\{xo}) N M = @ ’dir.
Xo € M oldugundan

Iddia: B(x,,15) N M' = @ ’dir.

Aksini varsayalim B(x,7,) N M' # @ olsun. Bu durumda x; € B(x,, 1) N M’
mevcuttur. x; € B(xy, 1) oldugundan 3r; > 0 . B(x,, 1) € B(xy,1p) “dir.

Ote yandan x; € M’ oldugundan (B(x;,7)\{x;}) N M # @ ’dir. Bu durumda
Jx, € (B(x1, m)\{x1}) N M ve x, € M oldugundan x, # x; Ve x, # x, ’dir.

Bu durumda x, € [(B(xy, 7)\{x:}) N M] < [(B(xq,75)\{x0}) N M] # @ *dir. Bu ise
(B(xg, 1o)\{xoD N M =@ olmasiyla ¢eligsir. Celiski B(xq,175) NM' # @ oldugunu

varsaymaktan kaynaklanir. Yani
B(xo, ro) n MI = Q) ’dil’ (12)

(1.1) ve (1.2) ’den B(x,,15) N M = @ ’dir. Dolayisiyla B(xo,7,) © M€ “dir. x, € M¢
bir i¢ noktadir ve x, € M€ keyfi oldugundan M¢ bir acik alt kiimedir.

ii) M = M olsun. i) den M kapali oldugundan M ’de kapaldir.

Tersine M kapali olsun. M = M oldugu gosterilmelidir. Aksini varsayalim M # M
olsun. O halde M ¢ M U M’ = M ’dir. Bu durumda 3x, € M’ . x, € M€ ’dir. M kapali
oldugundan M€ agik ve x, € M€ oldugundan 3ry > 0 .. B(x,, 1) € M€ *dir. Bu durumda
(B(xg, 15)\{xo) N M = @ olur ki bu x, € M' olmasi ile gelisir. Celiski M kapali iken
M # M oldugunu varsaymaktan kaynaklamir. O halde M kapali ise M = M olmak

zorundadir.



Teorem 1.2.14: [22, s.30] (X,d) bir metrik uzay, @ # M c X ve x € X olsun.
x € M olmasi icin gerek ve yeter kosul M ’nin noktalarindan olusan ve x ’e yakinsayan bir
dizinin mevcut olmasidir.

Ispat:

a) x € M ise M ’nin noktalarindan olusan ve x ’e yakinsayan bir dizi mevcuttur.

x € M olsun. x € M veya x € M’ "dir.

x € Miseolan {x,,} := {x} € M dizisiicin lim x,= lim x = xdir.
n — 4o n — 4o

x € M"ise Vr > 0 icin (B(x,7)\{x}) N M = @ "dir. O halde Vn € N igin
(B (x, %) \{x}) N M # @ oldugundan Vn € N dogal sayisina karsilik 3x,, € M -
0 <d(xpx) < % "dir. Sikistirma teoreminden {x,} € M icin  lim x, = x 'dir.
n — 4o
Dolayisiyla x € M ise M ’nin noktalarindan olusan ve x ’e yakinsayan bir dizi
mevcuttur.
b) M ’nin noktalarindan olusan ve x ’e yakinsayan bir dizinin mevcut ise x € M dir.

x €Xicin lim x, = x olan bir {x,,} € M dizisi mevcut olsun.
n — +oo

Eger x € {x,;:n € N} ise {x,,} € M oldugundan x € M c M "dir.

Eger x € {x,:n €N} ise lim x, =x oldugundan Vr > 0 sayismna karsilik
n - +oo

vneN, n=N(r) icin 0 <d(x, x) <r olacak sekilde bir N(r) € N dogal sayisi
mevcuttur. O halde xy-) € (B(x,7)\{x}) N M # @ oldugundan x € M "dir.

Dolayisiyla M ’nin noktalarindan olusan ve x ’e yakinsayan bir dizinin mevcut ise
x € M ’dir.

a) ve b) den x € M olmas: icin gerek ve yeter kosul M *nin noktalarindan olusan ve
x ’e yakinsayan bir dizinin mevcut olmasidir.

Sonug 1.2.15: (X, d) bir metrik uzay, @ # M < X olsun. M c X kapal1 bir alt kime
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M ’nin noktalarindan olusan ve yakinsak olan her dizinin
limitinin M ’ye ait olmasidir.

Ispat:

a) M c X kapali bir alt kiime ise M ’nin noktalarindan olusan ve yakinsak olan her

dizinin limitinin M ’ye aittir.



M c X kapali bir alt kiime, {x,} € M yakinsak ve bir x € X i¢in lim x, =x
n— +o

olan bir dizi olsun. Teorem.1.2.14 *den x € M ’dir. M kapali oldugundan Onerme.1.2.13
den M = M ’dir. O halde x € M ’dir. {x,} € M keyfi oldugundan, M c X kapal bir alt
kiime ise M ’nin noktalarindan olusan ve yakinsak olan her dizinin limitinin M ’ye aittir.

b) Tersine M ’nin noktalarindan olusan ve yakinsak olan her dizinin limitinin M "ye

aitise M c X kapali bir alt kiimedir.

x € M keyfi olsun. Teorem.1.2.14 ’den lim x, = x olan bir {x,} c M dizisi
n - +o

mevcuttur. Hipoteze gore x € M ’dir. x € M keyfi oldugundan M c M c MUM' =M
"dir. O halde M = M oldugundan Onerme.1.2.13 *den M kapalidir.

a) ve b) ’den M c X kapali bir alt kiime olmasi igin gerek ve yeter kosul M ’nin
noktalarindan olusan ve yakinsak olan her dizinin limitinin M ’ye ait olmasidir.

Onerme 1.2.16: (X, d) bir metrik uzay, ® # M c X ve x € X olsun. x € M olmasi
icin gerek ve yeter kosul Ve > 0 sayisina karsilik d(x,, x) < € olacak sekilde bir x, € M
mevcut olmasidir.

Ispat:

a) x EM ise Ve >0 sayisma karsihik d(x.,x) < e olacak sekilde bir x, € M
mevcuttur.

x € M olsun. M = M U M’ oldugundan x € M veya x € M’ "dir.

X € M ise x, := x alinirsa x, = x € M oldugundan Ve > 0 icin
d(xg,,x) =d(x,x) =0 < g ’dir.

x € M'ise Tanim 1.2.12 den Ve > 0 sayisina karsilik (B(x, €)\{x}) N M = @ ’dir.
O halde 3x, € M . x, # x ve d(x,,x) < & ’dir.

b) Tersine Ve > 0 sayisina karsilik d(x,, x) < € olacak sekilde bir x, € M mevcut
ise x € M "dir.

Ve > 0 sayisina karsilik d(x,, x) < € olacak sekilde bir x, € M mevcut olsun.

xEMisex e M c MUM' = M ’dir.

x & Misex, € (B(x,e)\{x}) "M # @ oldugundan x € M' € M U M' = M dir.

Dolayisiyla Ve > 0 sayisina karsilik d(x,, x) < € olacak sekilde bir x, € M mevcut

ise x € M ’dir.



Tamm 1.2.17: [22, s.28] (X,d) bir metrik uzay, {x,} c X bir dizi olsun. ve > 0
sayisina karsilik; m,n > N(e) olan vm,n € N icin d(x,,, x,,) < € olacak sekilde bir

N (&) € N dogal sayis1 bulunabilirse {x,,} dizisine (X, d) metrik uzayinda bir Cauchy dizisi
denir.

Teorem 1.2.18: [22, s.29] Bir metrik uzayda yakinsak olan her dizi bir Cauchy
dizisidir.

Ispat:

(X,d) bir metrik uzay, {x,} c X dizisi yakinsak ve x, € X icin  lim x, = x,

n — 4o
olan bir dizi olsun. Bu takdirde Ve > 0 sayisina karsilik bir N G) € N dogal sayis1 vardir

~w¥neN, n2N (%) igin d(r,x) <= dir. O halde vm,n €N, mn >N (%) igin

d(Xm, Xp) < d(Xpy, o) + d(xp, xo) < 2 +§ = ¢ ’dir. O halde {x,} c X yakinsak dizisi
bir Cauchy dizisidir.

Bu teoremin tersi her zaman dogru degildir. Yani bir metrik uzayda Cauchy dizisi
olan bir dizinin yakinsak olmasi gerekmez.

Ornek 1.2.19: (R, e) metrik uzaymin bir alt metrik uzay1 olan ((0,1],6) metrik

uzayinda {%} c (0,1] dizisi bir Cauchy dizisidir, fakat yakinsak degildir.
Cozim:

€ > 0 keyfi olsun. Dogal sayilar kiimesi iistten sinirli olmadigindan %<§ olacak
sekilde en az bir k € N dogal sayis1 mevcuttur. En klcgik eleman prensibine gore

{k: keN ,% < 2} klimesinin en kii¢iik elemani1 mevcuttur [24, s.8].

1 ¢
N =EKEJJk:keN,— —}
) { k<2

secilirse, vm,n € Nm,n = N(¢) igin

11 1 <
—-<—X Eoldugundan
m n N(¢e) 2
(1 1) 1
e(=,- = —=
m n

1 1
(2.2
m n

) < € ’dur. &> 0 keyfi oldugundan {%} c (0,1] dizisi ((0,1], e) metrik uzayinda
bir Cauchy dizisidir.

m n

1| < % + % < § +§ = ¢ ’dur. Dolasyisiyla Vm,n € N m,n > N(¢) igin
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Fakat {%} dizisi ((0,1], ) metrik uzaymnda yakinsak degildir. Aksini varsayalim. Bir

Xo € (0,1] icin  lim %= Xo Olsun. O halde Ve > 0 sayisina karsilik bir N*(¢) € N
n — +oo

% . - 1 _ 1 _ f 5 1:
vardir . Vn € N, n > N*(¢) igin e (Z,xo) = |; x0| <3 dir.
N, := mak{N (&), N*(&)} seklinde tanimlanirsa Vn € N, n = N, i¢in
1,1 1,1 &, ¢ - _
0 <x=|xo| = |x0—;+;| < |xO —;| +-<-+s=¢e7dir. O halde e=x>0

almirsa 0 < x, < x, celiskisi ortaya ¢ikar. Bu celiski {%} dizisinin ((O,l],e) metrik

uzayinda yakinsak olmadigini gosterir.
Tanim 1.2.20: [22, 5.28] (X, d) bir metrik uzay olsun. Eger (X, d) metrik uzayindaki

her Cauchy dizisi yakinsak ise (X, d) metrik uzayina bir tam metrik uzay denir.

Ornek 1.2.21: (B([a, b], R), do,) bir tam metrik uzaydir.

Cozim:

{f.} € B([a, b], R) bir cauchy dizisi olsun. O halde Ve > 0 sayisina karsilik bir
N(e) € N dogal sayist mevcuttur ~ Vm,n € N, m,n = N(¢) i¢in
dos (s frn) = sup{lfu(x) = frn (0| + x € [a,b]} < - "dir.

Dolayisiyla Vm,n € N, m,n = N(¢&) ve Vx € [a, b] igin
10O = frn G| < £ i (L3)

O halde vx € [a, b] i¢in {f,,(x)} € R reel say1 dizisinin cauchy dizisidir. R reel
sayilar kiimesi e(x,y) = |x —y| Oklid metrigine gore bir tam metrik uzay oldugundan
[22, 5.33] {f,,(x)} c R dizisi (R, e) metrik uzayinda yakinsaktir.

f:la,b] = R fonksiyonu Vx € [a,b] icin f(x):= lim f,(x) € R seklinde

n — +oo
tanimlansin.
Vx € [a,b] icin lim f,(x) = f(x) oldugundan 3IN,(e) EN .~ VneN ,
n - +oo
n = N,(¢) igin
ful) — F@)] < dir. (L4)

€ [a, b] keyfi fakat sabit olsun. n, € N dogal sayis1t n, > N(¢),N, () olacak
sekilde segilirse (1.3) ve (1.4) ’den
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IF OO = [f () = fr, () + £, () = five)(X) + fiv(ey ()]
< |F() = fr, | + [, () = fuey O] + [fuo )] < §+ § + Mg, ., dir.

x € [a, b] keyfi oldugundan Vx € [a, b] igin |f ()| <=5+ My, *dir. O halde
f € B([a, b, R) "dir.

Ote yandan Vx € [a,b] icin n, € N dogal sayis1 yine n, = N(e),N,(¢) olacak
sekilde segilirse (1.3) ve (1.4) ’den vn € N, n > N(¢) igin
/() = F@] = [fa () = for, 0 + frn, ) = F ()]

< [l = fo, G| + £, ) = FCO] < 545 = Z2dir,

Dolayisiyla Vn € N, n > N(¢) igin
doo(fro f) = sup{lfu(x) = f(x)| : x € [a,b]} < % < e ’dir. O halde {f;} c B([a,b],R)
dizisi (B([a,b],R),d,) metrik uzaymda f € B([a,b],R) fonksiyonuna yakinsaktir.
Dolayisiyla (B([a, b], R), d,) bir tam metrik uzaydir.

Tamm 1.2.22: [22, s.619] (X, d) bir metrik uzay ve M < X olsun. {4;},ea acik

kiimelerin ailesi M ’nin keyfi bir agik ortiimii olsun (M € U A4,). Eger bu agik rtiimiin
AEA

n
sonlu bir alt ortumu varsa (M ¢ U A, ise) M ’ye (X, d) metrik uzayinda kompakt bir

i=1
kiime denir.

Tamm 1.2.23: [22, 5.619] (X,d) bir metrik uzay ve M c X olsun. V{x,} c M
dizisinin d metrigine gére M kiimesinde yakinsak olan bir {xkn} c {x,} alt dizisi varsa M
'ye (X, d) metrik uzayinda dizisel kompakt bir kime denir.

Teorem 1.2.24: [22, 5.619] (X, d) bir metrik uzay ve M < X olsun. M ’nin kompakt
olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul M ’nin dizisel kompakt olmasidir.

Tamm 1.2.25: (X,dy), (Y,dy) iki metrik uzay, Ac X, x, €A’ ve fitAcX->Y
olsun. Eger Ve > 0 sayisina karsilik 0 < dy(x,x,) < 6 olan Vx € A icin dy(f(x),L) < €
olacak sekilde bir § = §(x,, &) > 0 sayis1 bulunabilirse f:A c X —» Y fonksiyonunun
X, € A’ noktasinda limiti vardir ve L € Y ’ye f ’nin x, noktasindaki bir limiti denir.

f:A c X - Y fonksiyonunun x, € A’ noktasinda bir limiti varsa tektir ve bu durum

lim f(x) =L veyax — x;icin f(x) — L ile gosterilir.
X = X
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Tammm 1.2.26: [22, s.20] (X,dy), (Y,dy) iki metrik uzay, @ # Ac X, x, € A ve
f:A—>Y olsun. Eger Ve >0 sayisina karsibk  dy(x,x,) <& olan Vx € A icin
dy (f(x), f(x0)) < € olacak sekilde bir 35 = §(xo, &) > 0 sayist bulunabilirse f:4 > Y
fonksiyonu x, € A noktasinda siireklidir denir.

Eger f:A - Y fonksiyonu A 'nin her noktasinda siirekli ise f ’ye A kiimesinde
strekli bir fonksiyondur denir.

Tamm 1.2.27: (X,dy), (Y,dy) iki metrik uzay, @ #Ac X, xo€Ave f:1A->Y

dx dy
olsun. lim x,=x, olan V{x,} c A icin lim f(x,)=f(x,) ise f:A->Y
n-—- 4o n - 4o

fonksiyonu x, € X noktasinda dizisel stireklidir denir.

Teorem 1.2.28: [22, s.31] (X,dy), (Y,dy) iki metrik uzay ve f:X — Y olsun. f
fonksiyonunun x, € X noktasinda siirekli olmasi igin gerekli ve yeterli kosul x, € X
noktasinda dizisel siirekli olmasidir.

Teorem 1.2.29: [22, 5.30] (X, d) bir tam metrik uzay, Y < X olsun. (Y, d) alt metrik
uzayinin tam olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Y ’nin kapali olmasidir.

Ornek 1.2.30: C([a,b],R) = {f:[a, b] = R: f siirekli} kiimesi d, metrigine gore
(B([a,b],R),d) metrik uzaymin bir alt uzay1 olup (C([a, b],R),d) bir tam metrik
uzaydir.

Cozim:

f € C(Ja,b],R) keyfi fakat sabit olsun. f:[a,b] - R sureklidir. [25, s.126] ’dan
kapali bir aralikta siirekli bir fonksiyon bu aralikta sinirli oldugundan f € B([a, b], R) ’dir.
f € C([a, b], R) keyfi oldugundan C([a, b],R) € B([a, b], R) dir.

O halde (C([a, b],R), ds), (B([a, b], R), d,) metrik uzaymini bir alt uzayidir.

Ornek.1.2.11 *den (B([a, b], R), d,) bir tam metrik uzay oldugundan
C([a, b], R) ’nin kapali oldugunu géstermek yeterlidir.

{f,} € C(la,b],R), (B([a, b], R), d,) metrik uzayinda yakinsak ve bir

doo
f € (B(a,b],R),ds) icin  lim f, = f olan bir dizi ve & > 0 keyfi olsun. O halde
n— +o

vn €N, n = N(¢) icin do(f, f) = sup{lf,,(x) — f(x)| : x € [a,b]} < 2 olacak sekilde

bir N(¢) € N dogal sayisi vardir. Dolayisiyla Vn € N, n = N(&) ve Vx € [a, b] icin

fu() = F0)| < 3 dir. (1.5)
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xo € [a, b] keyfi fakat sabit olsun. fy(.) € C([a, b], R) oldugundan Ve > 0 saymina

karsilik |x — x,| < § olan Vx € [a, b] icin
|fvee () = fve (x0)| < § (1.6)

olacak sekilde bir &§(x,, &) > 0 sayist mevcuttur. O halde |x — x| < 6 olan Vx € [a, b]
icin (1.5) ve (1.6) ’dan

If Cx) — f(xo)| = |f(x) — fne) () + fue) () = ey (xo0) + fvgey (x0) — f(xo)|

< |f(x) - fN(s)(x)l + |fN(£)(x) - fN(e)(xo)l + |fN(£)(x0) - f(xo)l < §+ § +§ = g ’dir.
€ > 0 keyfi oldugundan f x, € [a, b] *de slreklidir. x, € [a, b] keyfi oldugundan

f € C([a,b],R) ’dir. {f,,} € C([a, b], R) keyfi oldugundan Sonug¢.1.2.15 den C([a, b], R)
kapalidir. Dolayisiyla (C([a, b], R), d,) bir tam metrik uzaydir.

Onerme 1.2.31: (X, dy), (Y, dy) iki metrik uzay olsun. Bu takdirde
dyxy: (X X Y) x (X X Y) - R fonksiyonu ¥((xy, 1), (x2,¥2)) € (X X ¥) X (X X Y) i¢in
dyxy (1, ¥1), (%2, 7)) = dy(xq, %) + dy(y1,y;) olarak tanimlanirsa  dyyy, X XY
tzerinde bir metriktir.

Ispat:

M1) V(xq,¥1), (X3, ¥,) € X X Y igin dy(xq,x,) = 0, dy(y4,y2) = 0 oldugundan
dyxy (X1, 1), (2, ¥2)) = dx(x1, %) + dy(y1,y2) = 0 dur.

M2) (x1,¥1), (x5, ¥,) € X X Y igin dxxy((xl,yl), (xz,yz)) = 0 olsun. O halde
dy(xq,x,) + dy(y1,y,) = 0 oldugundan dy(x,,x,) = 0, dy(y,,y,) = 0 ’dir. dy ve dy
metrik oldugundan x; = x, ve y; = y, ’dir. Dolayisiyla (x4, y;) = (x5, y,) ’dir.

Tersine (x4, y1), (x2,¥,) € X X Y icin (xq,y,) = (x5, y,) olsun. O halde x; = x, ve
y1 =y, ’dir. dy ve dy metrik oldugundan dy(x;,x,) =0, dy(yy,y,) =0 ’dir.
Dolayisiyla dXxy((xl,yl), (xz,yz)) = dy(xq1,x2) + dy(yy,y,) = 0 ’dir.

M3) V(xy,¥1), (x2,,) € X XY igin
dysxy ((t1, 1), (02, ¥2)) = dy (31, 22) + dy (31, ¥2) = dx(x2,%1) + dy(¥2,¥1)

= dXXY((XZr:VZ): (x1'3’1)) "dir.

M4) V(x1,y1), (x2,¥2), (x3,¥3) € X X Y igin

dyxy (X1, 1), (x3,¥3)) = dy(x1,%3) + dy (y1,¥3)
< (dx (1, 25) + dy (2, %3)) + (dy (1, ¥2) + dy (2, ¥3))
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= (dx(x1, %2) + dy (y1,¥2)) + (dx (x2, %3) + dy (¥2, ¥3))
= dXxY((xer1): (XZJyZ)) + dXxY((xz:J’z); (x3'J’3)) "dir.
O halde dyy, fonksiyonu X x Y kiumesi Uzerinde bir metrik ve (X XY, dyxy) bir
metrik uzay oldugunu gosterir.
(X X Y,dyxy) metrik uzayma (X,dy), (Y,dy) metrik uzaylarimin garpim uzayi

denir.

1.3. Lineer Uzaylar, Norm ve Normlu Lineer Uzaylar

Tammm 1.3.1: [22, s.51] @ +# H bir kime, F = R reel sayilar cismi veya F = C
kompleks sayilar cismi olsun. Sirasiyla toplama ve skaler ile c¢arpma denilen

@®:HxH—H ,®:FxH-—H ikili islemleri asagidaki kosullarin1 sagliyorsa H ya
(x,y) — x®y (4, x) » AOx

IF cismi Gzerinde bir reel veya kompleks lineer uzay denir ve bu durum (H, @, F®) uclisu
ile gosterilir.

Ll) Vx,y,z€Hicinx®(y P z) =(xDy) Dz dir.

L2) Vx € Hicinx @ 6y = x olacak sekilde bir tek 8 € H mevcuttur.

L3) Vx € Higinx @ x~! = 8y olacak sekilde bir tek x~* € H mevcuttur,

L4) vVx,yeHicinx @y =y D x dir.

L5) Vx € H,VA,B € Figin A\O(fOx) = (A8)Ox,

L6) Vx € H, VAL ETFicin(1+ B)Ox = (AOx)D(BOx),

L7) Vx,y € H VA€ Ficin A0(x®y) = 10x)D(10y),

L8) VvVx€eH,1€Ficin1®Ox = x.

H ’nin elemanlarina vektorler, F *nin elemanlarina skalerler denir.

Kisalik i¢in (H,®, F®) lineer uzayindaki “@” ve “®” islemleri “+” ve “.” olarak
aliacaktir.

Ornekler 1.3.2:

1. R reel sayilar kiimesi reel lineer uzaydir. C kompleks sayilar kiimesi hem reel
lineer uzay hem de kompleks lineer uzaydir.

2. C([a,b],R) == {f:[a,b] — R, f siirekli } kimesi, Vf,g € C([a, b], R),
VLUER ve Vxe€lab] icin (f+g)x)=f(x)+gx) ve Uf)(x):=Af(x)

islemlerine gore bir reel lineer uzaydir.
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3. My (R) = {A = [Z Z

VA € R igin A + B matrislerdeki toplama islemi ve AA matrislerdeki skalerle carpma

: a,b,c,dE€ ]R} kiimesi VA, B € M,,,(R) ve

islemi olmak tizere bir reel lineer uzaydir.

4 M@ =fa=[" "

VA € Cigin A + B matrislerdeki toplama islemi ve AA matrislerdeki skalerle ¢carpma islemi

: a,b,c,de (C} kiimesi VA, B € M,,(C) ve

olmak tizere bir kompleks lineer uzaydir.

Tamim 1.3.3: [22, s.53] H bir reel veya kompleks lineer uzay, @ # L ¢ H olsun.
Vx,y € LveVA B € Ficin Ax + By € L ise L ’ye H ’nin bir alt lineer uzayi denir.

Ornek 1.3.4: L == {f € C([a,b],R) : f sabit} c C([a, b], R) bir alt lineer uzaydir.

Cozim:

@+ LcC([a, b],R) oldugu aciktir. Vf,g €L ve VA, B €R igin f ve g sabit
oldugundan Vx € [a,b] icin f(x) =m, g(x) =n olacak sekilde m,n € R sayilari
mevcuttur. O halde Vx € [a,b] icin (Af +Bg)(x) =Af(x) + Bg(x) =Am+Bn€eER
sabit oldugundan Af + Sg € L *dir. Dolayisiyla L c C([a, b], R) bir alt lineer uzaydir.

Tamim 1.3.5: [22, s.59] H bir reel veya kompleks lineer uzay ve ||-|| : H — R olsun.
[|-]] fonksiyonu asagidaki kosullar1 sagliyorsa ||*|| ya H (zerinde bir norm ve (H, ||*]|)
ikilisine bir (reel veya kompleks) normlu lineer uzay denir.

N1) Vx € H icin [|x]| = 0 ’dur,

N2) x € H icin ||x|| = 0 ’dir ancak ve ancak x = 8y ise,

N3) Vx € H,VA € Ficin ||Ax|| = |A|||x]| "dir,

N4) Vx,y € Hicin |lx + y|| < [lx]| + [ly]l "dir.

Ornek 1.3.6: |||l : B([a,b],R) — R, Vf € B([a, b], R) icin
1l == sup{|f(x)| : x € [a,b]} seklinde tanimlanirsa; ||-||,, fonksiyonu B([a,b], R)
reel lineer uzayi lizerinde bir norm ve (B([a, b], R), |||l ) bir reel normlu lineer uzaydir.

Cozim:

N1) f € B([a, b], R) olsun. Vx € [a, b] icin |f(x)| = 0 oldugundan
1l = sup{lf(x)|: x € [a,b]} = 0 ’dir. O halde Vf € B([a, b], R) i¢in |||l = 0 dur.

N2) f € B([a,b],R) icin||f]l = 0 olsun. sup{|f(x)|: x € [a,b]} = 0 dur.
Dolayisiyla Vx € [a, b] icin 0 < |f(x)| < 0 oldugundan Vx € [a, b] icin f(x) = 0 *dir. O
halde f = Op([qp1r) "dir

Tersine f = Op([qp)r) 1S VX € [a, b] iGiN Bp((q,pr)(x) = 0 oldugundan
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1flleo = |8amim |, = sup{| Os(apiry®)| = x € [a, b]} = sup{0} = 0 dur.
N3) f € B([a,b],R) ve A € Rigin
A =0 ise;
14flleo = 10f lleo = [|88(tap1mll,, = 0 = Ollflleo = I1llf Il “dlir.
A # 0ise; Vx € [a,b] icin |[(A)(x)]| = |Af ()] < |AIf |l oldugundan

1Af llo < 12111 f1l o "dir. (1.7)

1

1N < = |Af |l oldugundan Vx € [a, b] igin

vx € [a,b] icin |f(x)| = =

IAIF @) < lIAf |, “dir. O halde

I flleo < IAf Nl *dir. (1.8)

(1.7) ve (1.8) ’den ||[Af[ls = IAllIf [l ’dir. Dolayisiyla Vf € B([a, b], R) ve VA € R
icin [IAf 1l = |41l flloo dir.

N4) f,g € B([a, b], R) olsun.

vx € [a,b] icin |f(x) + g < If)]+ 19| < lIflleo + llgllee  0ldugundan
If + gllo < llflleo + llglloo dir.

Dolaysiyla |||l fonksiyonu B([a, b], R) tzerinde bir norm ve (B([a, b], R), |||lo )

bir reel normlu lineer uzaydir.

Ornek L3.7: [z Mpxo(R) — R, ¥ [* 2

- d] € M,,,(R) icin

”Z Z” = sup{|al, |bl, |c|,|d|} seklinde tanimlanirsa; ||-||,x, fonksiyonu M,,.,(R)
2x2

reel lineer uzayinda bir norm ve (M,y,(R), ||*]|,x2) bir reel normlu lineer uzaydir.

Cozum:

ND) v [? Z] € M,,,(R) icin |al, |l, |c|, |d] = 0 oldugundan

> 0 ’dir.
2x2

sup{lal, |bl, [c|, |d| } = 0 ’dir. Bu durumda ”Z Z

b - b
N2) [ccl d] € My, (R) icin ”‘Cl 4l =0olsun. sup{lal, bl, |c|, |} = 0

2x2
- , b 0 0 ) g
oldugundan |a|, |b|, |c|, |d| = 0 *dir. O halde [Z 4l = [0 ol = Omy i,y "dIT

Tersine [g 8] = O, (w iGI ||8 g||2x2 — sup{|0[, [0], 0], |0[} = 0 *dur.
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N3) [Ccl Z] € M,,,(R) ve 1 € R olsun.

A =0ise;
l2e al=lol2 2l =I5 o
A+ 0ise;
lal, LIl 1l < [[¢ 2]|  oldugundan
"dir. O halde
I 2l =152 25l =sud

2X2

b
= sup{|llal, [211b],14llc, 12lldl} < |2l ||

Tersine |]lal, |2]|b], |Allc], 12]ld]| < sup{|A||al

oldugundan |al, b1, lcl, Id] < = [|2[* Z -

|¢ ol =suplial lel lel1dl} < || [2
21| 2ms||/1[‘cl Z i
(1.9) ve (1.10) "dan ||2[* 2 .y

2X2

N4) v [ Z][; Z]EMZXZ(]R{) icin

|a+e|S|a|+|e|S|a szz+;
b+ fI< bl +1f1 < |4 sz2+;
e+ gl <lel+1gl < ||@ sz2+;
|d+hl <ld| +|n < || 22x2+||;

at+e b+ f
c+g d+h

2X2

[ K P

2X2

2X2

“dir.

2X2

o=}

b
[Allal, 121161, 1211el, 1Alld] < 11| 2

Aal,|Ab|, |Acl, |Ad|}
(1.9)
2x2
. a b
b Ael 12ty = 2l
X
"dir. O halde
b <
oldugundan
d 2X2
(1.10)
a b , g
|||C all .., dir.
f
Rl
f
Rl
f
Rl
z oldugundan

2X2

= sup{la +el, b+ fl,|c + gl,|d + hl}

2X2
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e f
g h

Dolayisiyla ||*||,x2 fonksiyonu M, (R) UGzerinde bir norm ve (M,y,(R), ||*||2x2 )

"dir.

2X2

S”a b
c d

|

2X2

bir reel normlu lineer uzaydir.
Ornek 1.3.8: ||:C > R modiil fonksiyonu olmak (izere Ornekler.1.3.2-4 ’den
M, (C) ’nin bir kompleks lineer uzay oldugu biliniyor. ||*||,x2: My (C) = R,

a b - a b — .
V[C d]EMZXZ((C) icin ”C d”zxz = sup{|al, |bl, |c|,|d|} seklinde tanimlanirsa

Ornek.1.3.7 ’ye benzer sekilde ||-]|,x, fonksiyonu M, (C) kompleks lineer uzayinda bir
normve (M,y,(C), ||*]l,x2) bir kompleks normlu lineer uzaydir.

Tamm 1.3.9: [22, s.59] (H, [||]) bir normlu lineer uzay olsun. dy.:H X H - R
fonksiyonu Vx,y € H igin dy(x,y) == ||x — y|| seklinde tamimlanirsa; d,.; fonksiyonu H

tizerinde bir metrik ve (H,dj.;) bir metrik uzaydir. dj; metrigine H izerinde ||-|| normu
ile tretilen metrik denir.

Bundan sonra (H , d”.”) metrik uzay1 yerine kisaca (H, ||*]|) sembolii kullanilacaktir.

(H, |I[1) bir reel veya kompleks normlu lineer uzay ise ||-|| normunun iirettigi metrige
gore bir metrik uzay oldugundan; dnceki boliimde verilen acik top, kapali top, kiire, i¢
nokta, limit noktasi, bir kiimenin i¢i, bir kiimenin kapanisi, agik kiime, kapali kiime, bir
dizinin yakinsakligi, cauchy dizisi, kompaktlik, dizisel kompaktlik, limit, sureklilik ve
dizisel slreklilik kavramlari normlu lineer uzaylarda normun drettigi metrige gore
tanimlanir.

Ornek 1.3.6 ’da ki B([a, b],R) reel lineer uzaymnda tanimlanan ||:||,, normunun
iirettigi metrik Ornek 1.2.3 "de ki do, metrigidir. Yani d., = do "dur.

Tamm 1.3.10: [22, s.75] H bir reel veya kompleks lineer uzay, ||*||;, |||, normlart
H uzerinde iki norm olsun. Vx € H igin

Allxlly < llxllz < pllxlly

olacak sekilde A, u > 0 sayilar1t mevcut ise ||-||; normu ||-]|, normuna denktir denir ve bu
durum [|*||{~II*]l, ile gbsterilir.

Ornek 1.3.11: R = R X R = {(x,y) : x,y € R} reel lineer uzaymda V(x,y) € R?

icin || (x, MIl1 = Vx% +y? ve ||(x, )l = |x| + |y| seklinde tanimlanan
[Ill, Il : R? > R fonksiyonlar1 R? Gzerinde birer norm ve ||-]|;~||*||, *dir.
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Cozim:
R? tzerinde |||, |]']l,: R > R fonksiyonlarinin birer norm oldugu kolaylikla

gosterilir. O halde V(x, y) € R? igin

1ol = 757 < [x2 + 245757 + 57 = |7+ )’
=/(xl +1yD? = [lxl + yl] = Ixl + Iyl = G )l

ve

LGl = 20xl + Iy = 3 (Va2 +37) < 3 (22 + 7 +/x? + 52)

T2
=yx2+y? =106l

oldugundan V(x,y) € R? igin %Il(x,y)llz < [Ce, ML < MG, I, dir. Dolayisiyla
Il ~ Il "dir.

Tammm 1.3.12: (H, ||]|) bir reel veya kompleks normlu uzay olsun. Eger (H, ||-||)
metrik uzay1 bir tam metrik uzay ise (H, ||-||) normlu uzayina bir Banach uzayi denir.

Ornek 1.3.13: (B([a, b], R), |||l ) bir Banach uzayidur.

Cozum:

Ornek 1.2.21 *den (B([a, b], R), d., ) bir tam metrik uzay ve ||:||, normu ile tretilen
metrik d,, oldugundan (B([a, b], R), ||*|| ) bir Banach uzayidir.

Ornek 1.3.14: C([0,1],R) reel lineer uzayr Uzerinde ||-|l;:C([0,1],R) » R
fonksiyonu Vf € C([0,1],R) icin ||f]l; := follf(x)ldx seklinde tanimlanirsa bir norm ve
(€([0,1],R), ||I*[l;) reel normlu lineer uzaydir. Fakat (C([0,1], R), ||:]|;) bir Banach uzay1
degildir.

COzum:

vn € N, n > 2igin

0 ,0Sx<lise
2
1 1,1,
fn(x) = n(x—z) 3 S XS+ ise (1.11)
1 ,l+l<xS1ise
2 n

seklinde tanimlanan f,: [0,1] — R fonksiyonlarimimn her biri streklidir. O halde

{filns2 © C([0,1], R) bir dizidirm > n = 2 olan vm,n € N i¢gin
If = fnlla = [ 1f2 () = fin ()l dx "dlir.
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= Wy = finlls = J21£,(0) — GOl + [7 71 () = frn ()]l
+ 2 UG = frn GOl + 11 ) = fin G0 i
= |fy = finlls = fO%IO — 0]dx + ff+a|n (x —%) -m (x ——)| dx

2T

2'm

1—m (x = 3)| dx + fi, 11 = 1]dx "dir
2 n

-m (x ——)| dx dir.

1
2 m

W= il = mln (x=3) =m (-3 ax+ 7 1
J

= |fy = finllL = ff m(m n) (x——) dx + _1% m(x—%) dx *dir.

m
1 m ’ q-
= ||f, — fm”1—2mz ;—m—z+% dir.
1 n m , 4
= |lfn — fm||1—— — == 5 dir.
2m—-n 2n—-m 1 1
= lfn — fm”1—_+ oz ﬁ+m—;+;<—dlr

Dolayisiylam > n > 2 olan vm,n € N igin
fo = fonlly < = dir. (1.12)

O halde Ve >0 icin N(¢) :==E.K.E. {k: keN ve% < s} seklinde tanimlanirsa

m >n = 2olanvm,n € Niginn > N(¢) secilirse (1.12) *den ||f, — finll1 < % < & ’dur.

O halde {f,,},,s» © €(]0,1], R) bir cauchy dizisidir.
Fakat {f,},s2» © C([0,1], R) dizisi (C([0,1],R),||:|l;) reel normlu lineer uzayinda
yakinsak degildir.
Varsayalim ki {f, },,» © C([0,1], R) yakinsak ve bir f € C([0,1], R) i¢in
11l

lim f, = folsun.
n - 4o

O halde Ve > 0 sayisina karsilik n > N(¢) olan vn € N igin ||f,, — f|l; < € olacak
sekilde bir N(&) € N dogal sayis1 mevcuttur. Dolayisiylan = N(&) olan vn € N igin

[ 100 = fF(0)ldx < & "dur. (1.13)
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Ote yandan Vx € [0,1] icin |f,,(x) — f(x)| = 0 oldugundan (1.13) ’den n = N(¢)

olan vn € N igin 0 < [2|f,(x) — f(x)]|dx < follfn(x) — f(x)|dx < & *dur. Dolayisiyla
(1.11) ’den Ve > 0 igin

1
2

0 < 2lfn(0) = flo)ldx = 210 — f(x)dx = [Z|f (x)|dx < & *dur.
1 1
Ve > 0icin 0 < [2|f(x)|dx < e oldugundan [2|f (x)|dx = 0 dur.
1
Aynica [ZIf(x)ldx = 0 ise Vx € |0,2] icin |£(x)] strekli ve |£ (x)| = 0 oldugundan

[26,5.138 ] "den Vax € [0,2] icin |f ()] = 0 “dur. O halde Vx € [0,2] icin £(x) = 0 "d.

1

ae G, 1] keyfi fakat sabit alinsin. % <ayani 0<a —% oldugundan pi <a-z,

Pa = N(¢) olan bir p, € N dogal sayisi vardir. O halde p, = N(¢) igin % + pi < a ’dir.

¥n € N,n > pg = N(e) icin +~ s§+pi< a oldugundan
a
1

(a,1] c (§+pi 1] c (5+$,1] "dir.

O halde Vx € (a, 1] icin x € (g +=, 1] "dir. (1.13) *den Ve > 0 igin ve

n = p, = N(¢) olan vn € N igin

1 1 1
0= [ 16 - fOldx < [ 10 - F@Idx < [ 1,0 - f@ldx <
a >ty 0

oldugundan Ve > 0 iginve n > p, = N(¢) olan Vn € N igin
0< fallfn(x) — f(x)|dx < & ’dur. (1.11) kullanilirsa 0 < falll — f(x)|dx < & ’dur.
Yukaridakine benzer olarak bu Vx € (a, 1] icin f(x) = 1 oldugunu gosterir. O halde
lim f(x) =1 ve fecC([01],R) oldugundan f(a) =1 ’dir. a€ G, 1] keyfi
xX—-a
oldugundan lim +f(a) = 1veyine f € C([0,1], R) oldugundan f G) = 1 "dir.

1
a--
2

Bu Vx € [0, %] icin £(x) = 0 olmast ile celisir. Celiski bir £ € C([0,1], R) igin

11l
lim f, = f oldugunu varsaymaktan kaynaklanir. Yani {f,,},s, < C([0,1], R) dizisi

n — +oo

(€([0,1], R), ||*]l;) reel normlu lineer uzayinda yakinsak bir dizi degildir. Dolayisiyla
(€([0,1], R), |I*[l;) bir Banach uzay1 degildir.
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Tamm 1.3.15: [27, s.23] (X, |I"llx), (Y, |I'[ly) aym F cismi (izerinde normlu uzaylar,
Xo €EX ve f:X - Y bir donlisiim olsun. Ve > 0 sayisina karsilik |[x — y||y < & olan
Vx,y € X icin ||[f(x) — f(¥)|ly < € olacak sekilde bir § = §(e) > 0 sayisi bulunabilirse f
’ye X Uzerinde dizgun sureklidir denir.

Tamm 1.3.16: [22, s.82] X, Y aym F cismi Uzerinde iki lineer uzay T: X — Y bir
dontisiim olsun. Eger Vx;,x, € X ve VA, B € Ficin T(Ax; + Bx,) = AT (x;) + BT (x,) ise
T ye X *den Y ’ye bir lineer doniisiim denir.

X ’den Y ’ye tiim lineer doniistimlerin kiimesi L(X,Y) ile gosterilir. VT,S € L(X,Y),
VAETF ve Vx € X icin (T+ S)(x) :==T(x) +S(x) ,(AT)(x) = AT(x) islemlerine gore
L(X,Y) 'nin de F cismi iizerinde lineer uzay oldugu kolayca gosterilir.

Tanmm 1.3.17: [22, s.91] (X, |I"llx), (Y, ||']ly) aym [F cismi (zerinde normlu uzaylar
T € L(X,Y) olsun. Eger Vx € X igin ||T(x)|ly < M||x||x olacak sekilde IM > 0 mevcut
ise T ’ye sinirli lineer doniistim denir.

X ’den Y ’ye tiim sinirh lineer doniisiimlerin kiimesi B(X,Y) ile gosterilir. Kisalik
icin B(X) = B(X,X) alinur.

Onerme 1.3.18: VT,S € B(X,Y), VA € F ve Vx € X igin
(T+S)(x)=T(x)+ S(x) ve (AT)(x) = AT(x) islemlerine gore B(X,Y) c L(X,Y) bir
alt uzaydir.

Ispat:

T,S € B(X,Y) keyfi olsun. 3IM,, Mg > 0 mevcuttur .. Vx € X icin
ITCOlly < Mrllx[[x ve [[SCOIly < Msllx|lx dir. VA, B € F ve Vx € X igin
AT + BS)D)ly = IAT)(x) + (B ly < IATCly + IBSCOly

= [Ty + 1BHISCONly < [AMrllxllx + 1B1Msllx]lx

= (12IM7 + |BIM) Il
o halde (AT + BS) € B(X,Y) ’dir. Tanim1.3.3 ’den B(X,Y) c L(X,Y) bir alt lineer
uzaydir.

Teorem 1.3.19: (X, |IIlx), (Y, |Illy) ayn1 F cismi Uzerinde normlu uzaylar, X # {64}
ve T € L(X,Y) olsun. Bu takdirde asagidakiler denktir.

i) T, X Uzerinde dizgun sureklidir.

i) T, X Uzerinde streklidir.

)T, 8y € X *de sureklidir.

V)T sinirhidur.
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Ispat:

i) = ii) T, X Uzerinde dizgun surekli olsun. O halde Ve > 0 sayisina karsilik
[lx —y|lxy < §olan Vx,y € X igin [|T(x) — T(y)|ly < € olacak sekilde bir §(¢) > 0 sayisi
mevcuttur.

X, € X keyfi fakat sabit olsun. Ve >0 icin § = &(xy,€) :== 5(e) > 0 seklinde
tanimlanirsa ||x, — y|lx < 6 olan Vy € X icin |[T(xy) — T(¥)|ly < & ’dur. O halde T,
Xo € X “de sureklidir. x, € X keyfi oldugundan T, X Uzerinde streklidir.

ii) = iii) T, X Uzerinde surekli olsun. O halde T, her x € X ’de sureklidir.
Dolayisiyla T, 8y € X “de sureklidir.

iii) = vi) T, 6y ’de surekli olsun. O halde 1 >0 i¢in 36 >0 ~ ||lu —0llx <6
olan Vu € X icin ||T(u) — T(6x)|ly < 1 dir. Yani |lu|ly < 6 olan Yu € X icin

IT@Wlly < 1 dir. (1.14)

)

2l|xllx

= =-<6
2xllx 2

x € X\ {6x} keyfi olsun. ||x||x # 0, x€EX ve ”Lx

” _Slxllx _ 8
2lxllx My
)

2|lxllx

oldugundan (1.14) *den || T (

. 2 ) g
x)|| < 1dirn = TGNy < 2 lxlly "di.
Y

Ohalde x € X \ {65} icin |IT(x)||y < %llxllx "dir. Ozel olarak

Ty < %IIBXIIX "dir. Dolayisiyla Vx € X igin ||T(x)lly S%IIxIIX "dir. O halde T
sinirlidir.

iv) = i) T smirli olsun.

O halde Vx € X icin ||T(x)|ly < M||x||x olacak sekilde IM > 0 mevcuttur. O halde
vx,y € X icin |[T(x) =TWIly = IT(x —Y)Ily < M||lx — y|lx oldugundan Ve > 0 igin
6= ﬁ seklinde tanimlanirsa ||x — y||x < & olan Vx,y € X i¢in

[|T(x) = T()Ily < € ’dur. Dolayisiyla T, X Uzerinde diizgln sureklidir.

Tanmmm 1.3.20: (X, ||']lx), (Y, |I-lly) ayn1 F cismi Gzerinde normlu uzaylar, T: X - Y
sinirlt bir lineer doniisiim olsun.
|IT|| == inf{M: M = 0 ve Vx € X icin |[T(x)|ly < M||x|lx} sayismma T smrh lineer
doniisiimiiniin normu denir.

Teorem 1.3.21: (X, ||'[lx), (Y, |Illy) aym: F cismi Gzerinde normlu uzaylar olsun.
T € B(X,Y)isevx € X icin [|ITC)|ly < IITI|lx]lx dir.
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Ispat:
A={M:M=0veVx € X icin ||T(x)|ly < M||x]||x} olsun. Tanim 1.3.20 "den

[|IT]| = infA dir. Ayrica Vn € N icin ||T|| < ||T|| +%01dugundan aM, €A .
0<|ITI| <M, <||T|| +% "dir. O halde vn € N i¢in M,, € A oldugundan A kiimesinin
tammindan Vx € X, v € N igin |ITCOlly < Myllxlly < (ITN +2) llxlly “dir. O halde

vx € X ve ¥n €N icin ITGOlly < (IITI +2) llxlly "dir. x € X sabit tutulup n — +o0

limit alinirsa Vx € X icin [|T(x)|ly < |IT||||x||x *dir.

Onerme 1.3.22: (X, |Illy), (Y, |Illy) ayn1 F cismi iizerinde normlu uzaylar olsun.
I]l: B(X,Y) » R, VT € B(X,Y) icin
IT|| :==inf{M : M = 0 ve Vx € X icin ||T(x)|ly < M||x||x} fonksiyonu, B(X,Y) Uzerinde
bir norm ve (B(X,Y), ||]|) bir normlu uzaydir.

Ispat:

B(X,Y) ’deki toplama ve skalerle ¢arpma islemleri ve bu islemlere gore lineer uzay
olmas1 Ornekler 1.3.2-2 “deki gibidir.

N1) VT € B(X,Y) icin [|T|| = 0 oldugu agiktir. Negatif olmayan sayilarin
infimumu negatif olamaz.

N2) Vx € X igin Op(xy)(x) = By olmak lizere Oy vy Operatori B(X,Y) lineer
uzayiin sifir elemanidir.

IIT|| = 0 olsun. O halde Teorem1.3.21 ’den Vx € X igin

0<IITIly <ITIx|lx = O]lx|lx = 0 oldugundan Vx € X icin ||T(x)|ly = 0 ’dir.
O halde Vx € X icin T (x) = 6y ’dir. Dolayisiyla T = Opx y) "dir.

Tersine T = Opxy) Olsun. O halde Vx € X icin T(x) = 6y oldugundan Vx € X i¢in
IT(x)|ly =0 ’dir. O halde VheN ve Vx € X icin 0= ||T(x)|ly S%llxllx dir.
Dolayisiyla Vn € N igin % €E{M: M =>0veVx € X icin ||T(x)|ly < M||x||x} ’dir. O
halde ||T|| == inf{fM : M > 0 ve Vx € X icin ||T(x)|ly < M||x||x} = 0 ’dur.

N3) T € B(X,Y), A € F keyfi olsun.

A=0iseVx € X igin (AT)(x) = AT (x) = 0T (x) = Oy oldugundan
AT = Op(xy) ’dir. O halde |[AT]| = [|8g|l = 0 = [O[||T| = [A||IT]| *dir.

A # 0 ise Teorem1.3.21 ’den Vx € X igin
AT COlly = AT COlly < AT |HIx]x oldugundan
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AT < [A[NIT]] *dir. (1.15)

Tersine olarak Teorem1.3.21 ’den Vx € X i¢in

AT GOy = AT C)lly < [IAT|llIx]lx oldugundan Vx € X icin [T (x)(ly < %lellx
"dir. O halde ||T|| < % ’dir. Dolayisiyla
IALIT] < [[AT]| "dir. (1.16)

(1.15) ve (1.16) ’dan [|AT|| = |A||IT]| *dir. T € B(X,Y) ve A € F keyfi oldugundan
VT € B(X,Y) ve VA € Ficin ||AT|| = |A|||T]| ’dir.

N4) T,S € B(X,Y)keyfiolsun. Teorem 1.3.21 *den Vx € X icin

I(T + Sy = IITC) + Sy < ITEMly + ISCOlly < AT+ ISID x|l
veT,S € B(X,Y) keyfi oldugundan VT,S € B(X,Y) icin ||T + S|| < ||IT|| + |IS|| "dir.

O halde (B(X,Y), ||I-|l) bir normlu uzaydir.

Teorem 1.3.23: [28, s.70] (X, [I*llx), (Y, ||*|ly) ayn1 [F cismi tizerinde normlu uzaylar,
X # {64} olsun. Bu takdirde VT € B(X,Y) icin asagidaki esitlikler saglanir.

i) Il = sup {% tx € X\ {ex}}
i) ITIl = sup{lIT)Ily : x € X\ {6x}ve llxllx = 1}
)T = sup{lIT()Ily : x € X\ {6x}ve llxllx <1}
VITIl = sup{lITCIly : x € X\ {6x}ve llxllx < 1}
Teorem 1.3.24: (Diizglin sinirlilik prensibi) [23, s.118] (X, |Illx) ve (Y, |I-|ly) iki
Banach uzayi, S# @ olsun. Vs€S icin Ty € B(X,Y) olmak Uzere Vx € X igin

{IT;(x)|ly :s € S}kiimesi sinirli ise {||T,|| : s € S} kiimesi de sinirhdir.
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1.4. S$0(2) Grubu ve Ozellikleri

Tanim 1.4.1: G bos olmayan bir kiime ve *»:G X G — G asagidaki sartlari
(a,b) — axb

islemine gore bir grup denir ve bu durum (G,*) ikilisi

u*a'}

saglayan bir ikili islem ise G ’ye
ile gosterilir;

Gl) Va,b,ceGiginax*(bxc)=(axb)=*c,

G2) JeeGoylekivaeGigina*xe=ex*a=a,

G3) VaeGigindb e Goylekia*b =b*a =e,

G2 ’deki e elemaninin tek oldugu kolayca goriiliir.

G3 ’deki b elemaninin tek oldugu kolayca goriiliir. Bu tek olan b elemanina a 'nin
tersi denir ve a=1 := b ile gosterilir [29, 5.274].

Tamm 1.4.2: (G,*) bir grup olsun. “+” islemi Va,b € G i¢in a * b = b * a sartin1
sagliyorsa (G,*) grubuna bir degismeli grup denir [29, 5.276].

Ornekler 1.4.3:

1. Z tamsayilar kiimesi, R reel sayilar kiimesi ve C kompleks sayilar kiimesi “+”
toplama islemine gore birer degismeli gruptur. Fakat “.” carpma islemine goére grup
degildir. Ciinkii her {i¢ kiimede de bulunan “0” sayisinin ¢arpma islemine gore tersi yoktur.

2. T:={z € C: |z| =1} birim ¢cember olsun. T, C ’deki ¢carpma islemine gore
degismeli bir gruptur.

CoOzim:

Vz,,z, € Ticin|z,z,| = |z,||z,| = 1 olup z,z, € T ’dir.

G1) Vzy,2,,2z5 € T icin z,(z,23) = (2,2,)z5 "dir.

G2)1eCicin|1|=1o0lupl1 €T dir.Vz €T icinz1l = 1z = z ’dir.

G3) vz € T igin |§| = 1yani§e ’Jl‘olupz§=§z =1 dir.

|z
G4) VZI, Zy eT i(;ln Z1Zy = 27324 ’dil’
T, C *deki ¢arpma islemine degismeli bir gruptur.

3. M3 (R) = {A = [Z Z

islemine gore bir degismeli gruptur, fakat matrislerdeki carpma islemine gore bir grup

: a,b,c,dE€ ]R} kiimesi matrislerdeki toplama

degildir. Ciinkii bir A € M,,,(R) icin det(A) = 0 ise A 'nin carpmaya gore tersi yoktur.
4. M = {A € M,,,(R) : det A # 0} kiimesi matrislerdeki ¢arpma islemine

gore degismeli olmayan bir gruptur.
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Cozim:

VA,B € M igin detA # 0, det B # 0 oldugundan det(AB) = detAdetB # 0 ’dir.
O halde AB € M ’dir.

G1) VA, B, C € M igin matrisler carpma islemine gore asosyatif oldugundan
A(BC) = (AB)C ’dir.

1 0
0 1

Al = 1A = A dir.

G2) I = ] € My, (R) icin det] = 1 # 0 oldugundan I € M *dir. VA € M icin

G3) A = [Z Z] € M keyfi olsun. det A = ad — bc # 0 oldugundan

da b

ad—bc _-ad—bc
c a

ad—bc ad—bc

€ M,y,(R) matrisi icin detB = 2d=be — 1 %0 oldugundan

B = =
ad-bc

B € M ’dir. Kolayca AB = BA =1 yani B = A~ oldugu gériiliir. O halde VA € M igin
A~ € M mevcuttur.

M matrislerdeki ¢arpma islemine gore bir gruptur.

[(1) g] , [i i] €M igin i i] [(1) g] * [(1) g] [i i] oldugundan M grubu
degismeli bir grup degildir.

Tamm 1.4.4: (G,*) bir grup ve @ # H c G olsun. H’nin kendisi “*” islemine goére
bir grup ise H’ya G’nin bir alt grubu denir ve bu durum H < G ile gosterilir [29, 5.281].

Teorem 1.4.5: (G,*) bir grup @ # H € G olsun. H < G olmasi igin gerek ve yeter
kosul Va,b € H igina x b~ € H olmasidir [29, 5.281].

Onerme 1.4.6: M := {4 € M,+,(R) : det A # 0} olmak Uizere
S0(2)={AeM: A = AT vedet(A) = 1} kiimesi matrislerdeki ¢arpma islemine gore
M ’nin bir alt grubudur.

Ispat:

A,B€S0(2) keyfi olsun. A7t =47, B ' =BT ve det(4) =det(B) =1
oldugundan det(AB~1) = detA.detB~! = detA.det BT = detA.detB = 1.1 = 1 "dir.
AB~Y(AB™Y)T = AB~Y(B~1)TAT = AB~Y(BT)TA™! = AB~'BA~' = AIA™' = AA™' = |
(AB"1)TAB™' = (B")TATAB™' = (B")TA~'AB~' = BA"'AB~' = BIB"' = BB~ = |
oldugundan (AB~1)™1 = (AB~1)T ’dir. Bu durumda AB~! € SO(2)’dir. A,B € SO(2)
keyfi oldugundan SO(2) < M bir alt gruptur.

Onerme 1.4.7: SO(2) = {[‘S:‘l’;;f _Cgisntt] : e [02m) dir.
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Ispat:

A= [Ccl Z] €S0(2) ={A€M: At = AT ve det(4) = 1} keyfi fakat sabit olsun.

1_[d =bl_[a cl_ ,r . _ g A
A —[_C a]_[b d]—A oldugundan a = d ve b = —c ’dir. Ote yandan

det(4) = 1 oldugundan ad — bc = 1 ’dir. O halde a? + ¢? = 1 ’dir.
[24, Sayfa 94, Theorem.3.1] ’den a = cost, ¢ = sint olacak sekilde bir tek t € [0,27)

cost —sint

mevcuttur. O halde A = [sin t cost

] "dir. A € SO(2) keyfi oldugundan

so@ < {[5° ‘Cgisntt] ¢ € [0,2m)} "dir.

cosf —sinf

sinf cos#@ ] € Mzx2(R) igin

Tersine 6 € [0,2m) keyfi fakat sabit olsun |

det ([cos 6 —sind

= 2 .2 =
sin @ cosG) cos“ 0 +sin“6 =1 ve

[cos@ —sinf _1_[c050 sin 6 [cos@ —sin61" -
= oldugundan

sinf@ cos@ —sinf cosf®l  lsind cos#

cosf —sinf ) 1
[sinH cos @ ] €50(2) "dir.

9 € [0,27) keyfi oldugundan {[‘;’S; _Cz;“tt : t €[02m)} € 50(2) "dir. O halde

S0(2) = {[Zi’il’f _Czisntt]: t € [0,2m)} "dir.

Sonug 1.4.8: SO(2) < M alt grubu degismelidir.
Ispat:

cosf —sinf [cosﬁ —sin B € 50(2) icin

VA:[sine cos 6 B = sinf  cosf

B = [cos 0 —sin 9] [cosﬁ - sinﬁ] _ [cos(@ +B) —sin(6 +f)
“lsin@ cos@ l[sinp  cosB | [sin(@+B) cos(8 +p)

_ [COS(B +6) —sin(f + 9)] _ [COSB —sinf [Cos 6 —sinf
" Isin(B+6) cos(B+6)] Isinp cosp Ilsing cos@

Onerme 1.4.9: T = {z € C: |z| = 1} birim cember ise T = {e* : ¢ € [0,2m)} *dir.

] — BA "dir.

Ispat:

vt € [0,27) icin |e’| = 1 oldugundan {e' : t € [0,2r)} < T “dir. Tersine Vz € T
icin Arg(z) € [0,2r) oldugundan z = |z|e!AT8@) = A8 ¢ {elt : ¢ € [0,2m)} “dir. O
halde T c {e’ : ¢ € [0,2)} "dir. Bu durumda
T={z€C: |z| =1} = {e* : t € [0,2m)} "dir.
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Tanmm 1.4.10: (K,0), (L,*) iki grup olsun. Eger h: K — L dontisimii Va, b € K igin
h(a o b) = h(a) * h(b) kosulunu sagliyorsa h ’ya bir grup homomorfisi denir.

Eger h: K — L bir grup homomorfisi ve bire-bir ise h ’ya bir grup izomorfisi denir.

Eger h: K — L bir grup izomorfisi ve h(K) = L ise (yani ortense) (K,o) ve (L,*)
gruplarina birbirine izomorftur denir ve bu durum K = L ile gosterilir [29, 5.279-280].

Onerme 1.4.11: SO(2) = T dir.

Ispat:

T={el*: t €[02m)} ve 50(2)={[C°St —sint : t€[02m)} oldugundan

sint cost

cost —sint

f: T — S0(2), vt € [0,2n) icin f(e't): = [sint cost

] doniistimii géz dniine alinsin.

Vt,, t, € [0,2m) igin
ity it} — i(t+65)) — cos(ty; +t;) —sin(ty + tz)]
f(e ¢ ) f(e ) [Sin(tl +t,) cos(t; +t,)

_[cost; cost, —sint; sint, —cost;sint, —sint; cost,
" |cost;sint, +sint; cost, cost; cost, —sint, sint,

__[cost; —sint;]|[cost, —sint,] it it
N [sin t; cost ”sin t, cost, ] B f(e 1)f(e 2)
oldugundan f: T — S0(2) bir grup homomorfisidir.

f(e'tr) = f(e't2) olmak lizere t,, t, € [0,2m) keyfi olsun. O halde

[cos t; —sin tl] [cos t, —sin tz] -
. . dir.
sint; cost; sint, cost,
Bu iki matrisin farki olabilmesi i¢in cost; # cost, veya sint; # sint, olmaldir.
Dolayisiyla cost; +isint; # cost, + isint, ’dir. O halde e'*r = 'tz "dir. O halde
(e'tr) # f(e'2) olan Vty, t, € [0,2m) icin '™t # e’z oldugundan f: T — SO(2) bire-bir
dir.

[cos t —sint

it -
sint  cost ] € S0(2) keyfi olsun. Agikca e'* € T oldugundan

f(e't) = [Zi’;: _C(S)isntt] yani f: T — S0(2) ortendir. O halde SO(2) = T ’dir.
Onerme 1.4.12: (My,,(R), |Ill,x2) normlu lineer uzayinda SO(2) grubu normun
tirettigi metrigin topolojisine gore bir kompakt topolojik gruptur [30, s.4].
Ispat:

{[cos 0, -—sin@,

sin6,  cosf, } c 50(2) keyfi olsun.

{cos 0,} c R dizisi siirli oldugundan Bolzano—\Weierstrass teoreminden
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lim cosf),, = A olacak sekilde bir A € R sayis1 mevcuttur,
n— 4o

{sinfy,} c R dizisi simirl oldugundan Bolzano-Weierstrass teoreminden

lim sin Ok, =B olacak sekilde bir B € R mevcuttur. O halde Ve > 0 sayisina
n — +oo

karsilik n > N, (¢) olan Vn € N igin |sin6, — B| < golacak sekilde bir N; (&) € N dogal

sayisl mevcuttur.

lim cos@,, =A oldugundan  lim cos Ok, = A dir. O halde ve>0
n - +oo n — +oo

sayisina karsihk n > N,(¢) olan vn € N igin |cos Ok, —A| <§ olacak sekilde bir
N,(e) EN dogal sayl1sl mevcuttur. Dolayisiyla Ve >0 say1sina
N(¢) = mak{N, (¢), N, ()} dogal sayisi karsilik getirilirse n = N(¢) olan Vn € N i¢in

Icos 9,% —sin lenl [A B

= sup {|cos len - A| , |sin szn — B|}
x2

sin len cos szn B A
€ € €
<sup{§ E}:E<€
cos 0, —sin g, I ||z><2 _
oldugundan lim o = A B ] "dir. Ote yandan
sin 6, cos 0,
n — +oo In fn
1= lim 1= lim cos®6y, +sin?6;, = A?+ B? oldugundan
n- +o n - +o
det( g _AB ) =A%+ B2 = 1’dir. A+ B?=1 oldugundan A =cosfB, B =sinf

cosff —sinf

sinf  cospB € S0(2) *dir.

olacak sekilde bir tek § € [0,27r) mevcut yani [g _AB] = [

cosf, —sing,

sinf, cosd, }c S$0(2) dizisinin SO(2) ’de yakinsak alt dizisi

Dolayistyla {[

mevcut oldugundan Tanim 1.2.23 ’e gore SO(2) dizisel kompakttir. Teorem 1.2.24 ’e gore
S0(2) kompakttir.

Simdi SO (2) kompakt grubunun topolojik grup oldugunu gosterelim.

Onerme 1.2.31 "e gére M,,(R) X M,,,(R) deki norm

([al ] [ ]) € M;y2(R) X My, (R) igin

C1

I el Dl

v([cose —sin 6 [Cosﬁ —sinﬁ
sin@ cos@ 1'|sinff cosp

a, b,

+Cz d,

2X2

a;
1

oldugundan
2x2

) € SO(2) x S0(2) icin
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cosff —sinf

||<cos@ —sinf [COS,B —sinf )“_”cose —sinf
N sinf  cosf

sin@ cos@ 1'|sinf cosp sin@ cos@

2x2 2%2
“dir.

f:50(2) x S0(2) - S0(2)

f<[c050 —sin 9] [COS,B —sin/j]) _ [cos@ —sin 9] [COSB —sinﬂ]

sin@ cos@ 1’|sinB cosB |} Llsin@ cos@ Ilsing cosp

_ [COS(G + ) —sin(6 + B)
“Isin(@ +B) cos(8 + )

carpim fonksiyonu gz 6niine alinsin.

([cos 6, —sin 90] [cos fo —sinp,

sinf, cos@, |'lsing, cosp, ]) € S0(2) xS0O(2) keyfi fakat sabit olsun.

Ve > 0 sayisina karsilik § = 2 seklinde tanimlanirsa

”( cos® —sinf [cosﬁ —sinﬁ)_([cos@o —sinﬁo] [cosﬁo —sinﬁo])

sinf cos@ 1’'lsinf cosf sinf, cosfy |'|sinf, cosp,

<o

0|anV<[COSH —sinH] [COSB —sinf

sin@ cos@ 1’[sinf  cosp >ESO(2)X50(2) icin

2X2

”f( cos 0 —sine] [cosﬁ —sinf )_f<[c0500 —sin@o] [cosﬁo —sinﬁo])

sinf cos@ 1’'|lsinf cosp sinf, cos@, |'lsinB, cosp,

B H[COS(9 +£) —sin(8 + ,3)] [COS(QO + Bo) —sin(f, + ,30)]
“llsin(@ +B) cos(6+p) sin(6, + B)  cos(6y + Bo)

cos(8 + ) —cos(fy + Bo) —sin(8 + B) + sin(, + fo)
(sin(6 + B) —sin(fy + By))  cos(@ + B) — cos(Gy + Bo) Il

= sup{|cos(6 + B) — cos(6y + Bo)l, [sin(6 + B) — sin(6y + Bo)}
< |cos @ — cos By| + |sin O — sin 4| + |cos B — cos fy| + [sin B — sin ;]

2X2

< 2 supf{|cos @ — cos 6|, |sin & — sin 6|} + 2 sup{|cos B — cos By, |sin B — sin B, |}
cosff —cosfy, —(sinf —sinp,)
+ 2| .
%2 sin § — sin 3, cos B —cos f3,

([cos 0 —cosf, —(sinf — sin 60)] [cos B —cosB, —(sinp —sinp,) )|

sin@ — sin 6, cos@ —cosf, |’lsinfB —sinpf, cos B — cos f3y

_ ([cos@ —sinH] [cosﬁ —sinB)_([cosHo —sineo] [COSBO —sinﬁo])”

sinf cos@ 1’'|sinf cosp sinfy, cosfy |'|sinf, cosp,

cosf —cosf, —(sinf —sinéb,)

=2 sin @ — sin 6, cos 8 — cos 8,

2X2

=2

<25=2§=e’dir.

cosf, —sinf,] [cosf, —sinp,
0 halde ([sin 0, cos6, ] ’ [sin Bo cosf,

noktasinda f streklidir. Dolayisiyla f: SO(2) X SO(2) — S0(2) sureklidir.

]) €S0(2)xSO2)  keyfi
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cosf —sinf

g:50(2) » 50Q2), v [sinH cos 0

| € s02) igin

([COS 6 —sinf )

cosd —sinf1 ! cosd —sinf]' _[cos@ sin6
sinf cosé [ [ _[ ]

sinf cos@ sinf cos@ —sin@ cos@
cosf, —sinf,

sinf, cosf, ] €50Q2)

her elemani tersine gotiiren fonksiyonu g6z Oniine alinsin. [

keyfi fakat sabit olsun. Ve > 0 sayisina karsilik § := € seklinde tanimlanirsa

[cos 6 —sinf] [cos 0, —sin 90]
sinfd cos6 sinf, cosf,

cosf —sinf cos 6, —Sineo]
”g([sine cose])_g<[sin00 cos 6, )

= supf{|cos 8 — cos 6|, [sin @ — sin G|} =

< aolanv[C059 —sin@

2%2 sinf cos6 ] € 50(2) igin

2%x2

cos 8 — cos 8, sin @ — sin 6,
—(sinf —sinf,) cos6@ — cos B,

2X2

[cose sine]_[coseo sinHO]
—sinf cosf —sinf, cosf,

2X2
cosf —cosf, —(sinf —sinb,)
sin@ — sin 6, cos 8 — cos 8,

2X2

_ ” [cos 0 —sin 9] _ [COS 6, —sin 90]

) . < § =g dir.
sinf cosé@ sinf, cos#f,

2X2

cosf, sinf,

O halde [— sinf, cos#f,

]ESO(Z) keyfi noktasinda g sireklidir. Dolayisiyla

g:S0(2) — S0(2) sureklidir.

S0(2) kompakt topolojik gruptur.

Onerme 1.4.13: SO(2), R? "nin ( veya C kompleks diizlemin ) tiim dénmelerinin
grubudur.

Ispat:

_[rcosa

zZ= [r sina] € ]RZ\{[g]} keyfi bir eleman olsun. Yani z ’nin orjine olan uzaklig

cosf —sinf

NP ] € S0(2) keyfi

r > 0 ve ox —ekseni ile pozitif yonde yaptigt a¢1 a olsun. [
cos® —sin@[rcosa rcos(a + 6) 0
ol = | e =\ {[ol}

bir eleman olmak Uizere w = [ ) ) ,
sinf@ cos@ llrsina rsin(a + 0)

cosf —sinf

sinf  cosd ] € S0(2) elemani1 z ’yi orjine olan uzakligini degistirmeden

oldugundan [

ox —ekseni ile yaptig1 aciy1 pozitif yonde 6 agis1 kadar dondiiriir. z € RZ\{[g]} keyfi

cosf —sinf

oldugundan [sin 0 cosd

] € SO(2) elemam ]Rz\{[g]} "deki tiim noktalar1 orjine olan

uzakliklarin1 degistirmeden pozitif yonde 6 a¢isi kadar dondiirtir.
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cosf —sinf7[07 _ [0 - cos@ —sin@ . :
[sine cos 0 [0] = [0] oldugundan [sinH 05 0 ] € SO(2) elemani orjini sabit

cosf —sinf

birakir. O halde [sin 0 cosd

] € SO(2) eleman1 R? ’yi 6 agis1 kadar pozitif yonde

dondurir. Onerme 1.4.7 *den SO(2), R? ’nin tim dénmelerinin grubudur.
Notasyon 1.4.14: t€[0,2m) sayisin verildiginde, buna karsihk gelen

[cos t —sint

sint  cost ] € SO(2) elemani1 2m- periyodlu oldugundan, SO(2) iizerinde tanimli

fonksiyonlar 2 — periyodlu fonksiyonlar olarak géz oniine alinacak ve kisalik agisindan
t,s € [0,21) sayilar1 i¢in

[cos t —sin t] [cos s —sin s] _ [Cos(t +s) —sin(t+s) oldugundan

sint cost llsins coss sin(t+s) cos(t+s)

[C(.)S t —sin t] € SO(2) yerine t € SO(2) sembolii kullanilacaktir. Yani SO (2) ’nin
sint cost

elemanlar1 [0,27) ’nin elemanlar: olarak alinacaktir.

Ayrica SO (2) tizerinde tanimli vektor degerli bir f fonksiyonun integrali

fgo(z)f(t)dt = [ f®)dt = foznf(t)dt olarak alinacaktir.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. $0(2) Grubunun Banach Uzaylarindaki Lineer Gosterimleri

(H, |I. 1) bir kompleks Banach uzay: ve
GL(H):={A€eB(H):A*eB(H)} cB(H)
olsun. GL(H) kimesi doniisiimlerin bileske islemine gore bir gruptur.

Tamm 2.1.1: (H, ||.]|) bir kompleks Banach uzay1 ve a:SO(2) — GL(H) bir grup
homomorfisi ise a ya SO(2) grubunun H Banach uzayindaki bir lineer gosterimi denir
[31].

Burada Vvt € SO(2) icin a(t) € GL(H) c B(H) oldugundan a(t):H — H lineer
siirl tersinir operatordiir ve Bolim1.3 *deki lineer sinirli operatorlerin 6zelliklerini saglar.

a:S0(2) — GL(H) bir lineer gosterimi ise a(0) = I ’dir. Ayrica
a(0) = a(t + (—t)) = a(t)a(—t) = I oldugu goz 6niine alinirsa a~1(t) = a(—t) "dir.

Tamm 2.1.2: (H, ||.|]) bir kompleks Banach uzay1 ve a; SO(2) ’nin H ’da bir lineer
gosterimi olsun. Vx € H, Vt € SO(2) icin ||a(t)x|| = ||x|| ise a ’ya ||. || normuna gore bir
izometri denir [31].

Tanmmm 2.1.3: (H,|.|lg), (V,II.1ly) iki kompleks Banach uzay: ve a, B; sirasiyla
S0(2) ’nin H ve V ’de iki lineer gosterimi olsun. Vx € H, Vt € SO(2) i¢in
B(a(t)x) = B(t)B(x) olacak sekilde bir B: H — E lineer homeomorfizmas1 mevcut ise a
goOsterimi B gosterimine denktir denir [31].

Tammm 2.1.4: (H,||.|]) bir kompleks Banach uzayi, a; SO(2) ’nin H’da bir lineer
goOsterimi ve x € H olsun. Vt € SO(2) igin a,(t) == a(t)x degerini alan a,:S0(2) - H
doniistimiine a lineer gosteriminin x € H elemanina gore yoriinge dontisiimii denir [31].

Tanmmm 2.1.5: (H,||.||) bir kompleks Banach uzayi, a; SO(2) ’nin H ’da bir lineer
gOsterimi ve x € H olsun. a,.: SO(2) — H yoriinge doniisiimii siirekli ise x € H noktasina
a goOsteriminin bir stireklilik noktasi denir.

H, := {x € H: x, a lineer gosteriminin bir stireklilik noktast} ¢ H
kiimesine a gosteriminin siireklilik noktalarinin kiimesi denir.

H. c H, alt kimesi H ’nin bir kapali alt lineer uzay1 oldugu kolaylikla gosterilir.
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Tammm 2.1.6: (H, ||.||) bir kompleks Banach uzay: ve a; SO(2) ’'nin H ’da bir lineer
gosterimi olsun. H = H,. ise a gosterimine bir sirekli lineer gésterim denir [31].

Tamm 2.1.7: (H, ||. |]) bir kompleks Banach uzay1 ve a; SO(2) ’nin H ’da bir lineer
gOsterimi olsun. Vt € SO(2) icin [la(t)|| < M olacak sekilde bir M > 0 sayis1 mevcut ise
« gosterimine bir sinirlt lineer gosterim denir.

Onerme 2.1.8:

(H,|I.11) normlu bir kompleks lineer uzay, a; SO(2) ’'nin H ’da bir lineer gosterimi
ve x € H olsun. a, yoringe doniisiimiiniin sirekli olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul
0 € SO(2) ’de surekli olmasidir.

Ispat:

a) a,, yoriinge doniisiimii SO (2) "de surekli ise 0 € SO(2) "de siirekli oldugu agiktir.

b) a, yoriinge doniisiimii 0 € SO(2) "de strekli ise SO(2) ’de sireklidir.

t, € SO(2) keyfi fakat sabit olsun. O halde Ve > 0 ve |t]| < §, olan Vt € SO(2) i¢in
llax (€) — a, (0] < m

|t —ty] < 6, 0lan Vt € SO(2) icin

olan 6, = 6,(¢,0) > 0 sayist1 mevcuttur. Dolayisiyla

&
lla(to)ll+1

llax(t = to) — ax(0)]] < "dir. (2.1)

O halde Ve > 0icin § = §, olarak tamimlanirsa |t — t,| < &, olan Vt € SO(2) igin

llax (€) — ax (€)1l = lla(®x — alto)x|l = lla(t —to + to)x — a(ty)x|l
= lla(to)a(t — to)x — a(to)x|l = lla(to)[a(t — to)x — x]|l
Teorem 1.3.21
< lla o) lllla(t — to)x — x|l = lla(to) lllax(t — to) — ax(0)ll
(2.1)

&
< ol <

oldugundan «a, YyOringe doniisimii t, € SO(2) ’de slreklidir. t, € SO(2) keyfi
oldugundan a,, yoriinge doniisimii SO (2) ’de sureklidir.

Onerme 2.1.9: (H, ||.|]) bir kompleks Banach uzay1, a; SO(2) ’nin H ’da bir lineer
gOsterimi ve x € H, olsun. Bu takdirde; h,:S0(2) — R, Vt € SO(2) i¢in
h,(t) = [la(t)x|| doniisimii SO (2) ’de streklidir.

Ispat:

x € H, ve ty € SO(2) keyfi fakat sabit olsun. Onerme 2.1.8 ’den a, yoriinge
dontisimii t, € SO(2) ’de slreklidir. O halde Ve > 0 ve |t — ty| < §, olan Vt € SO(2)



36

icin |la,(t) — a,(ty)ll < & olacak sekilde bir &6y = 6y(g, ty) > 0 sayisi mevcuttur.
Dolayisiyla Ve > 0 icin § := §, seklinde tanimlanirsa |t — t,| < § olan Vt € SO(2) igin
|hye (8) — hoe(Eo) | = [lla(@x]| — lla(t)xl| < la(®)x — alto)x|l = llax(t) — ax(to)ll <€
oldugundan h,, t, ’da sireklidir. t, € SO(2) keyfi oldugundan h,, SO(2) ’de sireklidir.

Teorem 2.1.10: (H,||.||) bir kompleks Banach uzay1 ve a; SO(2) ’nin H ’da bir
stirekli lineer gosterimi ise « lineer gosterimi sinirlidir.

Ispat:

a gosterimi surekli oldugundan H = H, ’dir. Onerme 2.1.9 ’dan Vx € H igin
h,:S0(2) — R, Vt € SO(2) icin h,(t) == ||la(t)x|| donisimi SO(2) ’de sureklidir.
Onerme 1.4.13 ’den SO(2) kompakttir. Kompakt kiime Gzerindeki bir stirekli fonksiyon
siirh oldugundan Vx € H igin h,:SO(2) — R sirhidir. O halde vVt € SO(2) icin
|h,(t)| < K, olacak sekilde K, > 0 sayis1 mevcuttur.

O halde vxeH icin {|h,(®)]:te€eS0R)}={lla(®)x]|:te€SO0)} <K,
oldugundan {||a(t)x||: t € SO(2)} kiimesi sinirlidir. Teorem 1.3.24 *den
{lla(®)]l: t € SO(2)} kiimesi de sinirlidir. O halde Sup{||a(t)||:t € SO(2)} < +oo “dir.

M =1+ Sup{|la(t)||:t € SO(2)} > 0 seklinde tanmimlanirsa Vt € SO(2) i¢in
la(®)|| < Sup{|la(t)]|:t € SO(2)} < M ’dir. Tamim 2.1.7 den a gosterimi sinirlidir.

Uyan 2.1.11: Bu teoremin tersi genelde dogru degildir. Yani bir Banach uzayinda
sinirl bir lineer gosterim siirekli olmak zorunda degildir.

Ornek 2.1.12:
lo, = {{an} c C: Vn € Nicin |a,| < K,y olacak sekilde K¢, y > 0 sayis1 mevcuttur}
sinirh diziler uzay1 gz oniine alinsin.

v{a,},{b,} €El, ve VA€EC icin {a,}+ {b,}:={a,+ b,} ve AMa,}:={1a,}
seklinde tanimlanan islemlere gore [, bir kompleks lineer uzaydir.

V{an} € l icin [[{an}lle = Supf{la,| : n € N} < K(, 3 < 4+ seklinde tanimlanan
[I'llee = Ll = R fonksiyonunun [, ’da norm ve (I, || |l) kompleks normlu lineer uzayi
bir Banach uzayidir [22, 5.61 ].

vt € S0(2), V{a,} € l, icin a(t){a,} = {ei”tan} seklinde tanimlanan a, SO(2)
'nin I, ’da bir sinirli lineer gosterimidir fakat , SO(2) "nin [, *da slrekli lineer gosterimi
degildir.

Cozim:

t € SO(2) keyfi fakat sabit olsun.
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v{a,} € l, icin a(t){a,} = {ei”tan} oldugundan Vn € N icgin
le™a,| = |e™||a,| = 1la,| < Ky, dir. O halde a(t){a,}={e™a,}€l, ’dur
Dolayisiyla a(t): l, — 1, *dir. V{a, }, {b,} € lo, YUy, 4, € Cigin
a(t)(ur{an} + ta{by}) = a(O{p1an + paby} = {e™ (Wyan + p2by)}

= {e™ua, + e™ by} = py{e™a,} + py{e™b,}
= pa(t){an} + poa(t){b,}
oldugundan a(t): I, — [, lineerdir.
v{a,} € l, i¢in
la®anlo = [{e™an}ll,, = Sup{le™ay] : n € N}
ent| =1
= Supfle™|lan|: n€N} = Sup{lay|: n €N} = [{an}lle
“dir. Tanmim 1.3.20’den ||a(t)|| < 1 oldugundan a(t):l,, — l, sinirhidir.

O halde a(t) € B(l,,) ’dir.

a ()i le — lw, Y{an} €l icin a1 (D){ay} = {e"™a,} donisiminin «(t)
“nin tersi oldugu kolayca gosterilir.

O halde a(t) € GL(l,) ’dur. t € SO(2) keyfi oldugundan Vt € SO(2) igin
a(t) € GL(l,) *dur.

Dolayisiyla a: SO(2) — GL(l,) ’dur.

Vt,, t, € SO(2), V{a,} € I, icin
a(ty + t){a,} = {entittadg, } = {eintreint2q L = a(t, ){e"2a,} = a(ty))a(t,){a,}
oldugundan Vt,, t, € SO(2) icin a(t; + t;) = a(ty)a(t,) 'dir. O halde Tanim 1.4.11 ’den
a:50(2) — GL(l,) bir grup homomorfisidir. Tanim 2.1.1 ’den a, SO(2) ’nin I, ’da bir
lineer gosterimidir.

Vvt € SO(2) icin |la(t)]| < 1 ’dir. Dolayisiyla a, SO(2) ’nin l,, ’da bir sinirli lineer
gosterimidir.

Fakat a, SO(2) ’nin [, ’da bir surekli lineer gosterimi degildir. a, SO(2) ’nin [, ’da
bir siirekli lineer gosterimi oldugu varsayilsin. Tanim 2.1.5-2.1.6 ve Onerme 2.1.8 ’den
V{a,} € Ly i¢in ag, 1:SO(2) — o, yoringe doniisiimii 0 € SO(2) "de streklidir. O halde
{1,1,1, .} €l icinag 1 3:S0(2) — L yoriinge doniisiimii 0 € SO(2) ’de stireklidir.

Dolayisiyla Ve > 0 ve |t] < §(¢) olan YVt € SO(2) igin
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||a{1,1,1w}(t) — a{1,1,1,...}(0)||00 < & olacak sekilde bir §(&) > 0 sayist mevcuttur. O halde

% > 0 oldugundan |t| < &, olan V¢t € SO(2) igin
1
||a{1,1,1,...}(t) - 05{1,1,1,...}(0)”oo <3 (2.2)

olacak sekilde bir §, = §,, G) > 0 sayist mevcuttur.

6y > 0 oldugundan

nl = nl < §, olacak sekilde bir n, € N dogal sayis1 mevcuttur.
0 0

No

(2.2) *den ||a{1,1,1,___} (£)- “{1'1'1'---}(0)”00 < 2dir. O halde

1 s I8
2 > ||“{1,1,1,...} (_> - “{1,1,1,...}(0)” = ||a <—) {111, ..} —a(0){1,1,1, .. }”
Ny © ny o

in* in- in*
= [{e ™ot —{1,1,1,...}|]] =|[je -1 = Supj|e "o—1|:nEN}

inl
> e °no—1|=|—1—1|=2

dir. Dolaylslyla% > 2 ¢eligkisi ortaya ¢ikar. Celiski a siirli lineer gésteriminin bir strekli

lineer gosterim oldugunu varsaymaktan kaynaklanir. O halde a, SO(2) ’nin [, *da surekli
lineer gosterimi degildir.
Onerme 2.1.13: (4, ||.]) bir kompleks Banach uzay: ve a; SO(2) ’nin H ’da bir
sinirl lineer gosterimi olsun. Bu takdirde; Vn € Z igin
H, = {x € H:Vt € SO(2) i¢in a(t)x = e™x} c H, H *nin bir kapali lineer alt uzayidr.
Ispat:
X,y € H, , uq, 4y € Ckeyfiolsun. vt € SO(2) i¢in a(t) € GL(H) oldugundan
a®)[ux + Y] = wa(t)x + pa)y = pe™x + pe™y = e™[ux + pyy] "dir.
O halde vt € SO(2) igin a(t)[uyx + uy] = e™[uyx + u,y] oldugundan
Ui X + p,y € Hy, *dir. Tanim 1.3.3 *den H,, € H bir lineer alt uzaydir.
a, SO(2) 'nin H ’daki bir simirh lineer gosterimi oldugundan Tanim 2.1.7 ’den

Vvt € SO(2) igin
la(t)|| < M ’dir. (2.3)

olacak sekilde bir M > 0 sayis1 mevcuttur.
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n € Z keyfi fakat sabit olsun. {x,,} € H,, dizisi lim x, = x olan keyfi bir dizi
m — +oo

olsun. vm € N i¢in x,,, € H,, oldugundan Vm € N, vVt € SO(2) i¢in
a(t)x,, = e™x,, "dir. (2.4)

lim  x,, = x oldugundan Ve > 0 i¢in ve m > N(¢) olan Ym € N igin
m — +oo

&
2(M+1)

% — x|l < 2 e — x|l < 2.5)
olacak sekilde bir N(¢) € N dogal sayis1 mevcuttur.
O halde Ve > 0 ve Vt € SO(2) i¢in
la@®x — e x|| = |a(®)x — a(®xy + a(t)xy — e™ x|
< Jla(®)x — a@®xyll + ||a®)xy — e™ x|

(2.4)
= |la(®)(x —x)Il + ”einth _ eintx”

< lla@llllx — xyll + [[e™ (x — xp) |

(2.3) |
< Mllx —xyll + |le™ (x — xp)||

= Mllx — xyll + |e™|llx — xyll = Mllx = xyll + [lx — x|
(2.5) e e
< Mm + > <g
oldugundan Ve > 0, Vt € SO(2) icin ||a(t)(x) - ei”tx|| < & ’dur. Dolayisiyla
vt € S0(2) icin a(t)x =e™x ’dir. O halde x€H, ’dir. {x,}<H, dizisi

lim x,, = x olan keyfi bir dizi ve x € H,, oldugundan Sonug 1.2.15 ’den H,, lineer
m — +oo

alt uzayi kapalidir. n € Z keyfi oldugundan Vn € Z igin H, c H alt uzay: kapalidir.

Sonug 2.1.14: (H, ||. ) bir kompleks Banach uzayi ve a; SO(2) 'nin H ’da bir siirh
lineer gosterimi olsun. Bu takdirde; H ’da ||.|| normuna denk olan bir ||.]|, normu
mevcuttur 6yle ki a, SO(2) ’nin H ’daki lineer gdsterimi ||. ]|, normuna goére izometridir
[31].

Ispat:

a, SO(2) ’nin H ’da bir smirh lineer gosterimi olsun. Tanim 2.1.7 *den Vt € SO(2)
icin ||a(t)|| < M olacak sekilde bir M > 0 sayis1 mevcuttur. Teorem 1.3.21 den
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Vvt € SO(2), Vx € H igin ||a(t)x]|| < M||x|| “dir.

O halde Vx € H icin {[la(t)x]|| : Vt € SO(2)} kiimesi tistten sinirhidir. Vx € H igin
llx]l, = Sup{lla(t)x|| : t € SO(2)} seklinde tanimlana ||. ||,: H — R fonksiyonunun bir
norm oldugu kolayca gosterilir.

Vx € H icin
llxll = le(0)x|l < Sup{lla(®)x]l : t € SO(2)} = lIxllo < Sup{M||x]| : ¢ € SO(2)} = M||x|
oldugundan Vx € H icin ||x|| < ||x||, < M||x|| ’dir. Dolayisiyla Tanim 1.3.10 ’dan
I [I~1l- 1l *dur.

vVt € SO(2),Vx € H igin
la(®)xll, = Supflla(s)a(®)x|l : s € SO(2)} = Sup{lla(s + t)x|| : s € SO(2)}

= Sup{lla(s)x|l : s € SO(2)} = lIx|lo

oldugundan Tanim 2.1.2 *den a gosterimi ||. ||, normuna goére izometridir.

2.2. $0(2) Grubunun Banach Uzaylarindaki Lineer Gosterimleri icin Fourier

Serileri

Tamm 2.2.1: (H,||.||) bir kompleks Banach uzayi, a; SO(2) ’nin H ’da bir lineer
goOsterimi ve x € H, olsun.

Vk € Zigin ifozn e~ g (t)xdt integrali mevcut oldugundan [32, 5.314-322]

F(x) = %fso(z) e Ko (t)xdt = %fozn e *tq(t)xdt seklinde tanimlanan F,(x) € H

elemanina x ’in a lineer gosterimine gore k. Fourier katsayisi ve Y7 F; (x) serisine x
"in a lineer gosterinine goére Fourier serisi denir. vn € N U {0} icin
Sp(x) = Yr=_n Fr(x) seklinde tanimlanan S,,(x) € H elemanma x ’in « lineer gosterinine

gore Y1 F(x) Fourier serisinin n. simetrik kismi toplami ve Vn € N U {0} icin

l/J (X) . So(x)+51(x)+:+-+5,(x)
n —

— seklinde tanimlanan ,,(x) € H elemanina x ’in a lineer

goOsterimine gore Fourier serisinin n. Cesa’ro ortalamasi denir [16].

Teorem 2.2.2: (H, ||.|]) bir kompleks Banach uzayi, a; SO(2) 'nin H ’da bir lineer
gosterimi ve x € H, olsun. Bu takdirde;

i) Vn € Z icin F,(x) € H,, “dir,

i) Vn € Z icin F,(x) € H, ’dur.
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Ispat:
f, 2m-periyodik fonksiyon ise Vc € R igin

[ fodx = [ f(x)dx (2.6)

oldugu kolaylikla gosterilir.

i) n € Z keyfi olsun. Tanim 2.2.1 "den E,(x) = if:ﬂe‘i"”a(u)xdu "dir. O halde

Vvt € SO(2) igin e™E, (x) = e""tifozne“'”“a(u)xdu = ifozne‘i"(“‘”a(u)xdu

dir. u—t=k donligimi uygulanirsa u=0 = k=—t, u=2n = k =21 —t,

du = dk oldugundan

e™FE (x) = %fozn e~ M- (W) xdu = if_zf_t e ko (t + k)xdk
(2.6) - . L '
= Efo Teminkg(t + k)xdk = Zfo Teminkg()a(k)xdk

1
= a(t) (Ejo e a(k)xdk) = a(t)E,(x)

"dir. O halde vVt € SO(2) igin
a(t)E,(x) = e™FE, (x) “dir. (2.7)

n € Z keyfi oldugundan Onerme 2.1.14 ve (2.7) ’den Vn € Z igin E,(x) € H,, “dir.
i) t, € SO(2), n € Z keyfi fakat sabit, ¢ > 0 keyfi olsun.

f:[0,2m) — C, Vvt € [0,2m) icin f(t) = e™ doniisimii [0,2m) ’de siireklidir.
Dolayisiyla t, € SO(2) ’de de sureklidir. |t — t,| < & olan Vt € SO(2) i¢in
_ — |pint _ Lint i
() = Fto)] = [ei™ — einto] < —E— (28)
olacak sekilde bir §(g,ty) > 0 sayist mevcuttur. O halde |t — t,| < & olan Vt € SO(2)
icin
lag, 0 () = ag, )t = la@®F,(x) — alt) Kl

@n . o
— ”elntFn(x) _ elntan(x)” — ”(emt _ emto)Fn(x)”

(2.8)

< |t — e[|l < 1Bl < e

&
I COll+1
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“dir. € > 0 keyfi oldugundan Ve > 0 icin 36(¢g, ty) > 0 ~ [t —ty] < 6 olan Vt € SO(2)
icin ||aFn(x) (t) — aFn(x)(tO)” < ¢ ’dir. Dolayistyla ag_ () yOriinge doniisimii
to € SO(2) ’de streklidir. t, € SO(2) keyfi oldugundan ag, () yoringe doniisiimii SO(2)
’de sureklidir. Tanim 2.1.5 ’den F,(x) € H, ’dir. n € Z keyfi oldugundan ¥vn € Z icin
E,(x) € H, ’dir.

Teorem 2.2.3: (H, ||.|]) bir kompleks Banach uzayi, a; SO(2) ’nin H ’da bir lineer

gOsterimi ve x € H, olsun. Bu takdirde;  lim  F,(x) = 6y ’dir.

n| - 4o
Ispat:
Tanim 2.2.1 den Vn € Z igin
F,(x) = % 7T e a(t)xdt dir. (2.9)

O halde

(T (T

Fn(x) = ifozn e_in( n+g)a(t)xdt = %f;ﬂe—in( n)e_ina(t)th
1 21

= —— e_in(t_ %)a(t)xdt
21 ),

dir. t —% =u doniisimii uygulanirsa t =0 = u = —%, t=2n > u=2n1 —%,

dt = du oldugundan

_z (2.6)
Fn(x) = _ifz;t neTinuy (u +%)xdu = —ifozne—inua (u +%)xdu

1 2w o
Fa() = = — [ e~ e (£ +2) xdt “dir. (2.10)
(2.9), (2.10) taraf tarafa toplanirsa
2F,(x) = %f()zﬂ e Mo (t)xdt — %fozn e Nty (t + %) xdt
26,(x) = = [2" eint (a(t)(x) —a(t+5) (x)) dt

E,(x) = ifozn e~int (a(t)x —a (t + %) x) dt
"dir. O halde

|E,(x)|| = ”ﬁfozn e~int (a(t)x -« (t + g) x) dt”
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< ﬁfozn ”e‘i"t (a(t)x -« (t + %) x) ” dt
= ﬁf02"|e‘i"t| ”a(t)x - (t + %) x” dt

= ﬁf;" ”a(t)x — a(t +§)x” dt = if02n|

oldugundan Vn € Z igin

a,(t) — a, (t + %) || dt

IECON < = 77 [la(®) = ax (¢ + ) | de "dir.

(2.11)

€ > 0 keyfi fakat sabit olsun. x € H, oldugundan Tanim 2.1.5 ’den «, yOriinge
doniisiimii SO(2) ’de streklidir. Onerme 1.4.12 ’den SO(2) kompakt oldugundan a,

yoriinge dontisiimii SO (2) “de diizgln sureklidir. O halde |t; — t,| < &, olan
Vt,, t, € SO(2) icin

”ax(tl) - ax(tz)” <e
olacak sekilde bir §, > 0 sayis1 mevcuttur. t € SO(2) keyfi fakat sabit olsun.

lim t+ % = t oldugundan &, > 0 igin |n| = N olan vn € Z icin
[n] — 4o

|t+3—t| <6,
n

olacak sekilde bir N(8,) € N dogal sayis1 mevcuttur.
(2.12), (2.13) ’den £ > 0 icin 35, > 0,3IN € N . |[n| = N olan Vn € Z igin

|t + % — t| < §; oldugundan ”ax (t + g) — ax(t)” < g ’dur.

(2.12)

(2.13)

t € SO(2) keyfi oldugundan Vt € SO(2) ve € >0 icin IN € N dyle ki [n| =N

olan vn € Z igin
”ax (t + %) - ax(t)” < g’dir.

(2.11) ve (2.14) ’den e > 0 icin N € N . |n| = N olan Vn € Z i¢in
1 p2m
@I <= 77|

€ > 0 keyfi oldugundan Ve > 0 i¢in AN € N . [n| = N olan Vn € Z igin

a,(t) — a, (t + %)” dt < ifoz’r edt = g < ¢ 'dir.

(2.14)
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|E,(x) — 0yll = l|E,(x)|| < e’dir.Ohalde lim E,(x) = 8y ’dir.
[n| » 4o

Sonug 2.2.4: (H,||.]]) bir kompleks Banach uzayi, a; SO(2) ’nin H ’da bir sirekli

lineer gdsterimi olsun. Bu takdirde; Vx € H icin lim E,(x) = 6 ’dir [16].
n| - 4o

Ispat:
Tanim 2.1.6 ve Teorem 2.2.3 *den agiktir.
Onerme 2.2.5: (H, ||.|]) bir kompleks Banach uzay1, a; SO(2) 'nin H ’da bir lineer

gosterimi ve x € H,. olsun. Bu takdirde; vn € N U {0} icin D,,(t) = YF__, e~ tkt
n. Dirichlet ¢ekirdegi [33, 5.80] ise S, (x) = Ef—n D, (t)a(t)xdt dir.

Ispat:

vn € N U {0} i¢in
$u(0) = Themn Fe() = Baon- fy e M a(@xdt = o [ (Sheop o™ )a(t)xdt

(2.6)
= 5 )y (B ™ )a@xdt = - [ Dy (Da@xdt = - [7 Dy(Da(®)xdt "dir

Onerme 2.2.6: (H,||.]]) bir kompleks Banach uzay1, a; SO(2) ’nin H ’da bir lineer
gosterimi ve x € H, olsun. Bu takdirde; vn € N U {0} icin K,,(t) = ﬁZ’,}:O D, (t)
n. Fejer ¢ekirdegi [33, 5.80] ise Y, (x) = %f_nn K, (t)a(t)xdt *dir [16].

Ispat:

vn € N U {0} i¢in

So(O+81(0++8x () _ 1 Onerme 2.2.5
X X n(x
Y (x) == 1 (So(x) +5(x)+ -+ Sn(x)) _

n+1

_n+1( I, Do(B)a(t)xdt + — f Dy(Da(t)xdt + -+ f D (t)a(t)xdt)

[Do(t) + D, (t) + -+ D, (t)]a(t)xdt

Ef—ﬂ n+1

= [n+1 ’;Z:aDk(t)] a(t)xdt = i J© Kn(@©a()xdt "dir.

2T Y —
Teorem 2.2.7: (H, ||.|]) bir kompleks Banach uzayi, a; SO(2) ’nin H ’da bir lineer

gosterimi ve x € H, olsun. Bu takdirde; lim 1, (x) = x ’dir.
n — +oo

Ispat:
Bilindigi tizere K,,(t) Fejer ¢ekirdegi asagidaki 6zellikleri saglar.
i) Vt € [-m, @], t # 0veVn € NU {0} icin K,,(t) = 0 *dr.
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i) vn € N U {0} icin if_”ﬂ K, ()dt = 1 "dir.
iiiV0 < & <micin  lim %f; K,(t)dt = 0 dir [33, 5.82].
n — +oo
iii) ’den Fejer ¢ekirdeginin asagidaki 6zelligi sagladigr agiktir.

V) VO< & <migin  lim
n - 4o

1 b
§f55|t|gnKn(t)dt = 0 ’dir.

€ > 0 keyfi fakat sabit olsun.

x € H, olsun. Tamim 2.1.5 ’den a, yériinge déniisiimii SO(2) "de sureklidir. Onerme
1.4.12 ’den SO(2) kompakt oldugundan a, yoOriinge dontisimii SO(2) ’de siirhdir. O
halde vVt € SO(2) icin

lax (Ol = M (2.15)

olacak sekilde bir M > 0 sayis1 mevcuttur.
Tanim 2.1.5 ve Onerme 2.1.8 ’den a, yériinge déniisiimii 0 € SO(2) ’de sureklidir.
O halde |t| < § olan Vt € SO(2) icin

lla () — @ (0l < 2 (2.16)

olacak sekilde bir §(¢) > 0, (§ < m) sayis1 mevcuttur.

(2.16) *daki 0 < § < wiginiv) ’den  lim i Js<ieen Kn(©)dt = 0 oldugundan
n — +oo T
n > N, olan Vn € N igin
1 1 &
|§f65|t|snKn(t)dt - 0| = ;f55|t|SnKn(t)dt < (M D) (2.17)

olacak sekilde bir N, € N sayis1 mevcuttur.
O halde n > N, olan Vn € N igin

n () = 2l = || = 7 Ka(®a(xdt — x| = || 7 Ka(©)a(©)xdt — a(0)x|

= | =17, Ka(®a(O)xdt — a(@)x = [ Ky (Ot
= =17, Ka(®a®xat - = [* Ky (©)a(0)xdt|

= |35 /T Ka(® (@(x — a (@)t
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< — [ 1Ka(Ollla()x — a(0)x|ldt

i)
=2 D Kn (Ol = a(@xllde = [ Kn @l (©) = (0)llde

— ﬁfm«s K, (O)|lay (t) — a,(0)||dt + ifssmsn K, (O, (t) — a, (0)||dt

(2.16)
1 1
< Efm«g Kn(t)g dt + Ef6slt|srt Kn(t)”ax(t) - Ofx(())”dt

<t lf sKa@dtt 2l KOOl + la (0)Dde

22m

(2.15)

€1

< St
= 2 27rf|t|<5

g1 1
‘_f|t|<5 K,(t) dt + 2M—f5<|t|<nKn(t)dt

<= [T Ky(©) dt +2M = [ Ky ()dt

1
K,(t) dt + Efasmsa K,(t)2Mdt

== + 2M — K,(t)dt

f6<|t|<n

(2.17)

< —+2M <= +——e’d|r

4(M+1)
€ > 0 keyfi oldugundan Ve > 0 sayisina karsilik n > N, olan Vn € N i¢in

[lY,, (x) — x|| < € olacak sekilde bir N, € N mevcuttur. O halde lim 1, (x) = x ’dir.
n— +o

Sonug 2.2.8: (H, ||.]) bir kompleks Banach uzayi ve a; SO(2) ’nin H ’da bir sirekli

lineer gdsterimi olsun. Bu takdirde; Vx € H icin ~ lim  ,(x) = x ’dir [16].
n — 4o

Ispat:

Tanim 2.1.6 ve Teorem 2.2.7 *den agiktir.

Sonug 2.2.9: (H,|.|]) bir kompleks Banach uzayi, a; SO(2) ’nin H ’da bir lineer
goOsterimi ve x, y € H, olsun. Bu takdirde;

i) Vn € Zigin E,(x) = 6 ise x = Oy *dir.

i) Vn € Z icin E,(x) = E,(y) ise x = y ’dir [16].

Ispat:

X,y € H_ olsun,

i) Vn € Z icin F,(x) = 6y olsun. O halde vn € N U {0} icin
Sp(x) = Ypen Fx(x) = X}R-_,, 0y = 0y oldugundan Vn € N U {0} icin

So(X)+S1(x)+-+Sp(x Oy+0y+--+6 ,
W, (x) = 0(x)+51(x) n(x) _ Ou+On H _ 0, *dir.
n+1 n+1
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Dolayisiyla Teorem 2.2.7’denx = lim ¢,(x) = lim 6y = 6y ’dir.
n - +o n - 4o

ii) Vn € Z icin E,(x) = E,(y) olsun. Bu takdirde Vn € Z i¢in
1 2m it _ 1 r2m _int
— Jy e Ma(t)xdt = — Jy eT™Ma(t)ydt
1 2T _int _ 1P _int —
— Jy e Ma(t)xdt — Jy, eT™Ma(t)ydt = 6y
o de e (@(®x — a(®)y)dt = by

ifome‘i"ta(t)(x —y)dt = 0y
oldugundan Vn € Z icin E,(x —y) = 8y ’dir. i) ’den x —y = 6y oldugundan x = y ’dir.
Tammm 2.2.10: (H, ||.||) normlu bir kompleks lineer uzay ve a; SO(2) 'nin H ’da bir
lineer gosterimi olsun. Hs, = ({H, }nez) ile tanimlanir [16].
Sonug 2.2.11: (H,||.|]) bir kompleks Banach uzay1, a; SO(2) ’nin H ’da bir siirh
lineer gosterimi ise H—s,, = H_ ’dir [16].
Ispat:
n € Z keyfi fakat sabit olsun. Onerme 2.1.13 *den
H, = {x € H:Vt € SO(2) igin a(t)x = e™x} c H lineer alt uzaydr.
x € H,, keyfiolsun. vt € SO(2) icin a(t)x = e™tx *dir.
f:[0,2m) — C, Vt € [0,27) icin f(t) :== e™ doniisiimii [0,2m) ’de siirekli oldugundan
0 € SO(2) ’de sureklidir. O halde Ve > 0 igin, |[t| < 6 olan Vt € SO(2) i¢in

If (@) = fO)] = |e™ — 1] <

llxll + 1
olacak sekilde bir §(€) > 0 sayis1 mevcuttur.
O halde Ve > 0 icin |t| < § olan Vt € SO(2) icin
llax(®) — ax (0)]| = [la(®©x — a(O)x|| = lla(®)x — x|| = |le™x — x|
. : £
= {[(e™ — 1)x|| = |e™ — 1||lx]| < ———|Ix|| < &
et = 1)l = fes — el < g

olacak sekilde bir §(€) > 0 sayisi mevcuttur. Dolayisiyla a,, yéringe doniistimii
0 € SO(2) ’de siireklidir. Tanim 2.1.5 ve Onerme 2.1.8 ’den x € H, ’dir. x € H,, keyfi
oldugundan H,, c H, ’dir. n € Z keyfi oldugundan Vn € Z i¢in H,, € H_ ’dur.
Tanim 2.2.10 dan
Hs, = {Hplner) = {x =22 pix; :m€eN, 1 <i<miginy; € C,x; € H;} oldugundan

Hs, < H.’dir. H. © H kapali bir alt uzay oldugundan
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Hs, c H, = H, 'dir (2.18)

Tersine x € H, keyfi olsun. Teorem 2.2.2-i ’den Vn € Z icin F,(x) € H, ’dir. O
halde vn € N U {0} i¢in S,,(x) = X}-_, Fx(x) € Hg, = ({H, }pnez) 'dir.

O halde vn € N U {0} igin 1, (x) = 2S00 ¢ gy g

n+1

Teorem2.2.7’den  lim 1, (x) = x oldugundan Teorem 1.2.14 *den x € H ’dur.
n — +oo

x € H, keyfi oldugundan
H.c H_Sp dir. (2.19)

O halde (2.18) ve (2.19) *dan Hs, = H, "dir.

Tamm 2.2.12: (H,||.||]) bir kompleks Banach uzay1 ve a; SO(2) ’nin H ’da bir
strekli lineer gosterimi olsun. Vn € Z igin Vx € H noktasinda F,(x) := F,(x) degerini
alan F,;: H — H operatérine H ’nin n. Fourier operatori denir. Vn € Z icin
F,(.) € B(H) ’d.

Onerme 2.2.13: (H, || |I) bir kompleks Banach uzay1, H # {8y} ve a; SO(2) 'nin H
"da bir izometrik surekli lineer gosterimi olsun. Bu takdirde;

i) Vt € S0(2),Vn € Zve Vx € H igin F,(a(t)x) = a(t)F,(x) "dir.

ii) Vn € Zigin F2(.) = F,(.) "dir.

iii)vn € Zicin 3y, € H\{8y} Oyle ki F,(y,,) # 0y ’dur.

iv)Vn € Z igin ||F,,(.)]| = 1 ’dir.

V) Vn € Zicin x € H, = F,(x) = x ’dir.

vi)vn € Zicin F,(.)H = {F,(.)x = E,(x) : x € H} = H,, "dir.

vi) ynm € Z,n # migin F,(.) o Fp,(.) = 0 ’dur.

viii)vn,m € Z, n # mi¢in H, N H,, = {6y} *dir [16].

Ispat:

i) YVt €S0(2),Vn € Zve Vx € H igin
E,(a(t)x) = ifozn e " Ma(s)a(t)xds = %fozne_insa(s + t)xds

= i [T emmsa(t)als)xds = a(t)% [T e a(s)xds = a(t)F,(x) "dir.

i) Vn € Z, Vx € H igin
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Fi()x = Fp()(Fp()x) = Fa()(F,(0)) = Fy(F ()

L 2.2.2.Teorem — i L
_ T
= Efo e "Ma(t)E,(x)dt = Efo e Mte™E (x)dt

=5 Jy " Fde = F() o )7 dt = Fy() = Fu()x

oldugundan
F2(.) = F,(.) dir. (2.20)

ii)H # {6y} ise 3x, € H\{fy} *dir. Sonug 2.2.9-i *den F, (x,) # 6y olacak
sekilde bir ny € Z tam sayist mevcuttur. O halde ifozne_inota(t)xodt # 0y ’dir.
Dolayisiyla
vn € Zicin if:ﬂe‘i”tei(”‘“o)ta(t)xodt + Oy
vn € Zicin %fozne‘inta(t)ei(”_”ﬂ)txodt * Oy
vn € Z igin F,(e!™ M0ty ) = 6
oldugundan Vn € Z icin y,, = e!(® M)ty seklinde tanimlanirsa y, € H\{6,} ve

E,(y,) # 0y dir.
iv)n € Z keyfi olsun. Teorem 1.3.23 *den

llx| [l

IFa ()l = sup {—“”"‘”‘” x € H\{eﬂ}} = sup {—”F"(")” x € H\{HH}}

iii) ;
> 1Fn () >0
Iyl
oldugundan
|F,(.)]| > 0 ’dir. (2.21)

Ote yandan a, SO(2) ’nin H "daki bir izometrik lineer gdsterimi oldugundan Tanim
2.1.2’den Vx € H igin

IFLOxll = 1B = || 57 e ™ a(xdt || < = [ |le ™ a(t)x]|dt

1 p2myp 1 27
=I5 le™[la@©xllde = [ lla®)xldt

aizo. -
T .
= —/J, lixlldt = |lx|| "dir.

2T
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Dolayisiyla Vx € H igin ||F,(.)x]|| < ||x|| oldugundan Tanim1.3.20 den
|F, ()]l <1 ’dir. (2.22)

(2.20) *den Vx € H icin E,(x) = E?(x) oldugundan Vx € H igin
IE.CONl = IE2COI = [|Fa( (B, O)|| < IFnOINE,()II’dir. O halde Vx € H\{6y}

icin % < ||F,()Il % ’dir. Dolayisiyla

IF2()Il = sup {% x € H\{HH}} < sup {||Fn<.)|| 2l i xe H\{GH}}

= IFa ()l sup {% x € H\{eH}} = IFu (12 "dir.

(2.21) ’den
1 < ||F,,(.)|| *dir. (2.23)

O halde (2.22) ve (2.23) ’den ||F,,(.)|]| =1 ’dir. n € Z keyfi oldugundan Vn € Z igin
IF, (Il =1 dir.

v) n € Z keyfi fakat sabit olsun. x € H,, ise Vt € SO(2) icin a(t)x = e x "dir.
O halde

Fn(x) = ifozn e_i”ta(t)xdt = %fozne—inteintxdt
1 2@ 1 (27
=—Jy xdt =x—["dt =x
"dir. n € Z keyfi oldugundan Vn € Z icin x € H,, ise F,(x) = x ’dir.

vi)n € Z keyfi olsun.
y € F,(.)H keyfi olsun, Teorem 2.2.2-i ’den y € H,, "dir. O halde

F,()H < H,, "dir. (2.24)
x € H,, keyfiolsun, v) ’den x = F,(x) oldugundan x € F,,(.)H ’dir. o halde
H, € F,(.)H dir. (2.25)

(2.24) ve (2.25) ’den F,(.)H = H,, ’dir. n € Z keyfi oldugundan Vn € Z igin
F,()H = H, ’dir.

vi)Vnm € Z,n+m, Vx € H igin
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(Fu() o Fi())x = Fu()Fy () = Fy(Fu() = o [ e "Mt a(t) Fy (x)dt

Teorem 2.2.2 — i .

27'[ _ .
= Efo e MteME (x)dt =

1 2w _
Zfo elm-mtEp (x)dt

1 2 ) n+m
= Fm(x)gfonel(m_n)tdt = E,(x)0=0

oldugundan F,,(.) o F,,,(.) = 0 ’dur.

viii)Vn,m € Z, icin x € {H,, N H,,,}\{0y} keyfi olsun. O halde

vt € SO(2) icin a(t)x = e™x, a(t)x = e™tx “dir.

vt € S0(2) icin e™tx = ei™ix’dir. Vt € SO(2) icin e!™"™tx = x *dir.

vt € SO(2) icin (e!™™¢ — 1)x = @y, *dir. x # 8} oldugundan

Vt € SO(2) igin e!™™t — 1 = 0 *dir. Vt € SO(2) igin e!™~™ = 1 *dir.

Vvt € SO(2) icin 3k, € Z Oyle ki i(n — m)t = 2mk,i ’dir.

vt € SO(2) icin 3k, € Z dyle ki k, = %t "dir.

f:10,2m) — Z, vt € [0,27) icin f(t) =k, = %t fonksiyonu sureklidir. O halde
f:10,2m) — Z sabittir. Dolayisiyla Vt € [0,2m) igin %t =f(0) =0 ’dir. t=1 igin
n-m

- =0 oldugundan n = m ’dir. H, N H,, # {6y} ise n =m ’dir. O halde vn,m € Z,

n # m icin H, N H,, = {6y} ’dir.

2.3. Rj; Yar1 - Rezolvent Operator

Bu kisimda a; SO(2) ’nin H ’da bir lineer gosterimine gére H ’nin sinirli lineer R;
yari-rezolvent operatorleri tanimlanacak ve bu operatdrlerin bazi 6zellikleri incelenecektir.
Elde edilen sonuglar [21] ’de yayinlanmustir.

Tamm 2.3.1: (H,||.||) bir kompleks Banach uzayi, a; SO(2) ’nin H ’da bir lineer

gOsterimi ve x € H,. olsun.
Spec(x) =={in:n€e€Z: F,(x) # 0y} (2.26)

kiimesine x € H elemaninin a lineer gésterimine goére spektrumu denir.

a, SO(2) 'nin H ’da bir surekli lineer gosterimi olmak uzere
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Spec(H) = Ux=ze, Spec(x) kimesine (H,||.]]) Banach uzaymin o« slrekli lineer
XEH

gosterimine gore spektrumu denir.
Onerme 2.3.2: (H,||.1]) bir kompleks Banach uzay1 ve a; SO(2) ’nin H ’da bir

stirekli lineer gosterimi olsun.
Hy = {x € H : Spec(x) Sonlu} ¢ H (2.27)

bir lineer alt uzaydir.

Ispat:

x,y € Hy keyfi olsun. o halde (2.26) ve (2.27) *den
Spec(x) ={in:n€Z: E(x)# 0y},Svec(y) ={im:meZ: E,(y) # 64} kimeleri
sonludur. Dolayistyla
Spec(x) ={in:n€Z: F,(x) # 0y} ={iny,in,, ...,ing : Ny, Ny, ..., Ny € L}
Spec(y) ={im:meZ: E,(y) # 0y} ={imy,im,, ...,img : my,m,, ..., mg; € Z}
oldugundan Vu,, u, € C, Vn € Z\ {n,, n,, ..., g, My, My, ..., mg} icin Tamim 2.2.12 *den
Fy(uax + uoy) = i Fr (%) + poFy (y) = 0y *dir,

O halde Spec(u;x + p,y) < {Spec(x)USpec(y)} ’dir. Spec(x)USpec(y) sonlu
oldugundan Spec(u,x + p,y) *de sonludur. Dolayistyla py x + u,y € Hy "dir.

x,y € Hy keyfi oldugundan Tanim 1.3.3 *den Hy < H bir lineer alt uzaydir.

Sonug 2.3.3: (H,|.|]) bir kompleks Banach uzay1 ve a; SO(2) 'nin H ’da sirekli
lineer gosterimi ise Hy = H *dur.

Ispat:

Hy c H oldugu agiktir. x € H keyfi olsun. Sonug 2.2.8 "den  lim ¥, (x) = x “dir.
n — +oo

Ote yandan Vn € Z igin v, (x) € Hy oldugundan Teorem 1.2.14 "den x € H; "dir. x € H
keyfi oldugundan H c H; "dir. Dolayisiyla Hr = H ’dur.
Tamm 2.3.4: (H,||.|]) bir kompleks Banach uzay1 ve a; SO(2) ’nin H ’daki bir

a(t)x—x

€EHise xEH

izometrik strekli lineer gosterimi olsun. x € H igin Dx := lim
t—-0

elemanina @ ’nin bir tiirev noktas1 denir. H(D) = {x € H : x, a'min tlirev noktas1 } ¢ H
kiimesine a ’nin tiirev noktalarinin kiimesi denir. Spec(H) kimesine D ’nin spektrumu,

C \ Spec(H) kimesine D ’nin rezolvent kiimesi denir. [11, s.45]
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Onerme 2.3.5: (H,]|.]) bir kompleks Banach uzay: ve a; SO(2) ’nin H ’da bir
izometrik stirekli lineer gosterimi olsun. Bu takdirde;

i) H(D) < H bir lineer alt uzay olup Hr < H(D) ve H(D) = H dur,

ii) H(D), a(S0(2))-invaryant olup V¢t € SO(2), Vx € H(D) i¢in
a(t)Dx = Da(t)x dir,

iii) vn € Z, Vx € H(D) i¢in DE,(x) = F,(Dx) = inF,(x) ’dir.

Ispat:

i) x,y € H(D), uq, 4, € C keyfi olsun.

a(t)(pyx+ppy)—(H1x+uzy)
t

D(pyx + ppy) = lim

t—0
= uy lim 9% 4 lim 2927 — ) Dy + u,Dy € H
t—-0 t—-0

oldugundan Tanim 1.3.3 *den H(D) < H bir lineer alt uzaydir.
x € Hy keyfi olsun. Bu takdirde Spec(x):={in:n€Z: E(x)# 6y} sonlu
oldugundan )37 Fi.(x) = XL _,, Fi (x) olacak sekilde bir m € Z tam sayis1 mevcuttur.

Sonug 2.2.9-ii ve Onerme 2.2.13-ii,vii "den
x=Y"_ F.(x) dir. (2.28)

Teorem 2.2.2-i ’den Vk € Z icin F(x) € Hy oldugundan Vt € SO(2) icin
a(t)F,(x) = e*tF, (x) “dir.

lim a(t)x—x = lim a(t) Z}?:—m Fk(x)—Z}ZL_m Fr(x)

Dx = = ;
t—-0 t—-0
- ikt _
t—>0 t—>0
ikt _
=y™ __ lim ( 1) Fo(x) =¥ _ ikF.(x) € H

t—-0
oldugundan x € H(D) ’dir. x € Hf keyfi oldugundan H; < H(D) ’dir. Sonug 2.3.3 *den

H = H; c H(D) c H oldugundan H(D) = H ’dur.
i) x € H(D), t € SO(2) keyfi olsun.

Da(t)x = lim w = lim w = lim a(t) 6K(S)Sx—x
s—0 s—=0 s—0
= q(t) lim arx a(t)Dx € H

s—>0
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oldugundan a(t)x € H(D) ’dir. x € H(D), t € SO(2) keyfi oldugundan
a(50(2))H(D) c H(D) “dir. Tersine H(D) = a(0)H(D) c a(S0(2))H (D) oldugundan
a(S0(2))H(D) = H(D) vyani H(D), a(SO(2))-invaryanttir. Ayrica Vt € SO(2),
Vx € H(D) icin a(t)Dx = Da(t)x ’dir,

iii) n € Z, x € H(D) keyfi olsun.

a(s)% fozne‘i"ta(t)xdt—ﬁ fozn e~ Mty (t)xdt

DE,(x) = lim IOk 1Sk 1CI NN T

s—0 ’ s-0 s
1 (27 —int 1 27 —int
— lim ﬁfo e a(s)a(t)xdt—- Jo e Ma(t)xdt
s—>0 s
T 1 2 _ine a(s)a(t)x—a(t)x _ 1 r2m _ing s a(s)a(t)x—a(t)x
= lim —["e (—S )dt =—J, e lim (—S )dt
s—-0 s—-0

i)
= ﬁfozne"i"tDa(t)xdt = ifome_i”ta(t)Dxdt = E,(Dx) "dir.

Ayrica Teorem 2.2.2-i ’den F,(x) € H,, oldugundan

a($)Fn(x)—Fp(x) _ eMSE, (x)—Fn(x) _ eins_q

DE,(x) = lim — . = lim — . = lim E,(x)
s—>0 s—0 s—0

N

=F,(x) lim emsi = inF,(x)
s—0

"dir. O halde vn € Z, Vx € H(D) icin DE,(x) = E,(Dx) = inFE,(x) ’dir.

Tamim 2.3.6:D operatorine a ’nin infinitesimal Ureticisi denir. [11, s.45]

Onerme 2.3.7: (H,]|.]) bir kompleks Banach uzayi, a; SO(2) ’nin H ’da bir
izometrik strekli lineer gosterimi ve x € H(D) olsun. Bu takdirde; a,, operatorii SO(2) *de
tirevlenebilir ve a, (t) = a(t)a,(0) = a(t)Dx ’dir.

Ispat:

x € H(D) olsun. a, SO(2) ’nin H *daki strekli lineer gosterimi oldugundan

af() = lim SED7GO gy QOO -y, @Oalhma

S S S
s—0 s—0 s—0

a(s)x—x

= lim a(t) = a(t) lim % =a(t)Dx € H
s—=>0 s—>0
oldugundan a,, operatorii SO(2) *de tirevlenebilirdir. Ayrica
a(t)Dx = a(t) lim % = a(t) lim 2lst0)x—a(0)x
s—>0 s—0
= a(t) lim 02O = 4(6)q;(0) "dir.
s—>0
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Tamm 2.3.8: (H,||.]||) bir kompleks Banach uzay1 ve a; SO(2) ’nin H ’da bir

izometrik sirekli lineer gosterimi olsun. Vx € H, VA € C igin

) 02n et ( ) Ot e’ a(s)xds) dt vektor degerli Riemann integrali mevcuttur.

A € Colmak lizere Ym € Z igin 1 # im ise

1

Ry (x):= A fozn et (ft e"lsa(s)xds) dt + —— fozn a(t)xdt (2.29)

1—e2mA 0 1—e2mA

seklinde tanimlan ve Vm € Z igin

Ry ()= 2= 0211' e Mty (t)xdt — ifozn (fot e‘imsa(s)xds) dt (2.30)

2T 2T

degerini alan Ry: H — H operatorine ([15] ve [17]) D ’nin yari-rezolvent operatoru denir.
Teorem 2.3.9: (H,||.]]) bir kompleks Banach uzay1 ve a; SO(2) 'nin H ’da bir
izometrik stirekli lineer gosterimi olsun. Bu takdirde:
i) VA € Cicin Ry: H — H bir lineer sinirli operat6rdr.
ii)Vn €Z, A #inolan VA€ C, Vx € H igin

Ri(Fa(2)) = Fy(Ry(x)) = == Fy (x) "dir. (2.31)
iii) Vn € Z, vx € H igin
Rin(F,(x)) = Fy(Rin(x)) = Fy(x) “dir. (2.32)

iv) VA, it € €, ¥x € H igin Ry (R, (x)) = R, (Ry(x)) “dir.
Ispat:
i) VA € Cigin Ry: H — H operatoriiniin lineer oldugu (2.29), (2.30) tanimlari,

a(t) ve integralin lineerliginden agiktir.
A€ Ckeyfive L = [ "|e*| (f0t|e"15|ds) dt osun.

vm € Z igin A # im ise (2.29) ve a izometrik oldugundan

[[R, (Ol = ” 1_:2,“1 fozn et (fot e‘lsa(s)xds) dt + Hﬁf;n a(t)xdt”

< ”ﬁf;” et (fote‘lsa(s)xds) dt” + ”;f;"a(t)xdt”

1_92nl
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= ﬁ |f02n eMt (fot e_lsa(s)xds) dt” + m ” fozn a(t)xdt ”

- _Ml foznle’“| ”fote_’lsa(s)xds” dt + foznlla(t)xlldt]

|1—e2m2| |

IA

s A1l (Jyle e laCsdallds) de + [l e

= S [ 271 (Sl llxllds) de + [l ]

|1—e2m2| |

IA

= 1Al [Z7|e?| (f0t|e"15|ds) dt + IlxIl ;" dt]

|1—92”l|_

(|l|L+27t) ” ”
211:/1|

= e WI HANxIIL + (x| 2] =

Benzer sekilde m € Z igin A = im ise (2.30) ve a izometrik oldugundan
IR GONl = IR (O = |5 f5" et a(t)xdt — — [ (fy e ™ a(s)xds) de

< ”fzn "””ta(t)xdt” +— ”fz”( ‘imsa(s)xds) dt”

<1+—” JMemme|lla(xlldt + —— [ (3 le=™ |lla(s)xllds ) dt
= 2 [Pl + = 27 (S lelds ) de =22 2l + 2l 2
= (1 + 27T)||x|I

znﬂ

“dir. O halde [|R, ()| < <('“”2”) +(1+ 2n)> llx|| *dir. A € C keyfi oldugundan VA € C

icin R;: H — H lineer operatoru sinirlidir.
ii) n € Z keyfi fakat sabit olsun. 1 € C keyfi dyle ki A # in olsun.
(2.31) esitliginin ispat1 asagidaki adimlar1 takip ederek yapilacaktir.
1. Ym € Z igin A # im olmak Uzere;
l.a. x € Hy ise,
1.b. x € H ise,
2. m # nolan birm € Z igin A = im olmak (zere;
2.a. x € Hy ise,
2.a.i. E,(x) = 6y ise,
2.a.ii. Ey,(x) # 6y ise,
2.b.x € H ise.
1. Ym € Z igin A # im olsun.
l.a. x € Hf keyfi olsun.

(2.28) *den 3k € Zicin x = Y%__, F,(x) *dir. Teorem 2.2.2-i *den V£ € Z igin
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F,(x) € H, oldugundan Vt € SO(2) icin a(t)F,(x) = e*tF,(x) *dir.

Ry(x) = = ezmlfm At (f e Asa(s)xds) dt + - 2mlfma(t)xdt

=1z ezm f2n A (fot e a(s) -y Fo(x) ds) dt i zm fzn O Xk _ F(x)dt

= 1— eZHA fzn A (fot e_ls Z{’——k a(s)Ff(x) dS) dt + 271./1 J'ZTT Zg_ k a(t)Fg(X) dt
= ezml fz’f At (fote—/ls Z wsF (%) ds) dt +— f27r Z{_ ) et F,(x) dt
T ezm1 fzn " (Z et A)SF"(x)ds) dt +—m Y=k fzn HLF(x)dt
= aly (2';__m<x>f eWDsds ) dt + T T Foo) [y et dt
2T (ie-Dt 27F, (x)
= mls e (T 0 [ — 5 )dt T °2,i3

A (ie-)t
e (e OO - (0 ) ]+ 22

A Z];=_kF[_(x) fozne“e(w_’l)tdt—zlg_ Fe(x) f2n “dt] ZnFo(x)

~ 1-ezni|

it—2 ==k jp_, e2mA
__ A vk Fe) 2mipe Kk Felx) p2m oAt ZﬂFo(x)
= o [ Stk gy Jy @At =B, U dt| + o

A 'Fo(x)zn_ —ZIE kp,g(x) ezﬂfl—l] n 21 Fy(x)

T 1—e2mi| ) it-2 1-e2m
27Fy (x) A 2”/1—1 Fp(x) 27 Fy (x) Fp(x)
- 1_6271'1 - 1_6211'1 Zf——k it—2 + 1_6271'1 Zf——k =2

Bu takdirde R, (x) = Z’;z_kﬂFf(x) "dir.
Fa(Ra(0) = Fy (Zhi o Fo) = B 5 Fa(Fe ()

= k== Fo(Fa() = Ry(Fo(0)) = —= F, () dir.
1.b. x € H keyfi olsun.

Sonu¢ 2.2.8 ’den lim ¥,(x) =x ’dir. vpeNuU{0} icin ¥,(x) € Hf
p > +oo

oldugundan l.a. ’dan E, (R,l (lpp (x))) =R, (Fn (lpp (X)))

R; operatorleri surekli ve  lim 1, (x) = x oldugundan
p o +oo

Fa(Ra()) = Ry(Fy () = == Fy (x) "dir.

2. m # nolan birm € Z igin A = im olsun.

(zpp(x)) dir. F, ve

in-1

2.a.x € Hy olsun.

2.a.i. E,(x) = 6y olsun. Bu takdirde (2.28) *den 3k € Z icin x = Y5__, F,(x)

{+m
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seklinde oldugundan Vt € SO(2) icin
a(t)x = a(t) X Fp(x) = Ti-_x a(t)Fp(x) = Tf-_ e Fp(x) "dir. (2.30) "dan

£+m £+m {+m

Rim (%) = == Ozn ~imt Zt’ ket Fy(x) dt — _fzn (f mims Zlg=—k e Fy(x) dS) dt

2n {+m

= SrEh ) e R Gt = 5 TSR ([ e R s ) de

n f+m

= H_an——k F{’(x) fzn e=mitqe — _fzn Zf——k Fe(x) (f - m)sds) dt

{+m o,
=12+_7T7T fznZt’_—kFg(x) (el(l’ myt _ 1) dt
= _Zfoznzez l({) m)t dt + fznzt,__k F{)(x) it
£+m
- __Zf-—k Fo(x) — fZ" (E=mitge + — 2{,_ 2n
{+m =k
= ——GH + — Z[g__k Fg(x)—Zn' Zf-—k —— e(x)
m
oldugundan
Run(F ) = u(Ren0) -
<li
= T Fe(Fa00) = { L E@, Inl<kise -
On , n>kise

2.a.ii. E, (x) # 6y olsun. Bu takdirde (2.28) ’den 3k € Z igin
x = E,(x) + X%__, F,(x) "dir. Ayrica Fm(x — Fm(x)) = Oy oldugundan 2.a.i. *den

f+m

Lm(x K (x)) Z{‘_—k

i F[(x— Fp(x)) = Zé_—k e Fe(x) "dir.

(2.29) ve (2.30) ’dan

Z%’:—k Fp(x) = lm(x Fm(x)) =

if—im

_ 14m c2m e"Ma(t)(x — En(x))dt — ifozn (fot e"Msq(s)(x — Fm(x))ds) dt

2w Y0
= 2 [T emimta(t)xdt — = [ et a(t) Fy (x)dt +
+ Efo 2 (fo e‘imsa(s)Fm(x)ds) dt — ifozn (fot e‘imsa(s)xds) dt
= (1 + My () = L+ WFR) + o= [ tha()dt — —— [ ([ e" ™ a(s)xds ) dt

= nF,(x) — i fozn (fot e‘imsa(s)xds) dt
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oldugundan

zt,__,( L Fp(2) + F(x) = (14 M, (0) = - 7 (Jfy e ™ a(s)xds ) dt

1 2 s 1 2 t i
S L L lmta(t)xdt—gfon(fo e lmsa(s)XdS) dt = Rim(x)

2w Y0

Bu esitlik kullanilirsa
F(Rim(0)) = Rim (Fa(x)) = zg__k — Fy(Fu(0)) + Fn(Fu ()
— E,(x), In| <kise
B Z{J_—k FE(F () = { 0y ., n>kise

E,(x), |n|<kise

esitligi
H , n>kise

2., 2.aii 'den Ry (E (%) = Fy(Rim(x)) = {m lme

saglanir. Ote yandan n > k ise 8, = E,(x) = F 7 (x) olacagindan x € Hy ise

Rim(Fa(9)) = Fa(Rim(x)) = ———Fy (x) elde edilir.
2.b. x € H olsun.

Sonug 2.2.8 den  lim ,(x) = x ’dir. Vp € NU {0} icin 9, (x) € Hr ve 2.a.
p o+

"dan Fn(Rim(l/;p(x)))=Rim(Fn(1/Jp(x))) — (llJp(x)) ‘dir. E, ve R,

operatorleri stireklive  lim  ,(x) = x oldugundan
p > +oo

1
Fn(Rim(x)) = Rim(Fn(x)) = P
n € Z keyfi, A € C keyfi oyle ki A # in oldugundan l.ve2.’denVn € Zigin A # in

olan VA € Cve Vx € H icin Ry(F,(x)) = E,(Ry(x)) = — F,(x) "dir.

i) n € Z keyfi olsun.

(2.32) esitliginin ispat1 asagidaki adimlar1 takip ederek yapilacaktir.
1. x € Hy olmak Uzere;

la. F,(x) = 6y ise,

1.b. E,(x) # 6 ise,

2.x € H ise.

1.x € Hf olsun.

1.a. E,(x) = 6, olsun. Bu takdirde (2.28) den 3k € Z icin x = Y5__, F,(x)

t+n

seklinde oldugundan Vt € SO(2) icin
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a(t)x = a(t) T Fp(x) = Th__p a(O)F,(x) = 6= r e Fy(x)

t+n {+n t+n

saglanir. (2.30) *dan
Rip(x) = =2 0211' e~int Z?:—k et Fy(x) dt — — fozn (fot g~ins ZI;:_;( e*SF,(x) ds) dt
2m #n 2m {+n

= LS ST R () de — L 2 z’;=_k ( IN ei(f—n)ng(X)ds) dt

2T

{#n

_H_"Z{,__kpf(x)f elt-1t g¢ _ fZ”Zt,__ka(x) (f i(e- n)sds)d
{#n {+n

1 2 1 i(p—
= Sn O 5y ZhenFe () o (e — 1) e
= —— [ b Fo(0) e e dt + — [T FE Fy(x) ——dt
PEn rxn if—in

=——m,uw)wlf““fmm+ Sh o Fo(0) = [ dt
{#n {#n

= =0yt Zf——ka(x)—ZH D = Fe(x)

{+n {+n
O halde
Rin(Fu(x)) = Fu(Rin () = B Fe(Fu () = 04 = Fy(x) dir. (2.34)
£¥n

1.b. E,(x) # 6y olsun. Bu takdirde (2.28) *den 3k € Z icin x = E,(x) + Y 5__; Fo(x)

{+n

dir. Ayrica F,(x — F, (x)) = 0 oldugundan 1.a. ’dan

Rin(x — Fy (%)) = Zg__k —Fy(x - F(x0) = z{,__k—Fg(x) "dir.
(2.30) ve (2.34) *den

The k7 Fe() = Rin(x = Fy(0)) =

{#n i-in

== Ozn e~ a(t)(x ~ ()t = - [ (Jy e ™ als)(x - Fu(x)ds) dt

21

1+m _ 1+ (2m
== [ TeTmta()xdt — = [
21

—J e M (t)E,(x)dt +

+ %fozn (fo e‘insa(s)Fn(x)ds) dt — %f()zﬂ (fot e‘insa(s)xds) dt
= (1 +WF(0) — (1+ MEQ) + o [77 thy()dt — — [ (7 e"™a(s)xds) dt

=nE,(x) — % fozn (fot e‘insa(s)xds) dt

oldugundan
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Lt ——Fy(x) + Fy(0) = 1+ mF,(0) — — 7 (Jfy e ™ a(s)xds) dt

2 . 2 i 7 H
_l4m ﬂe mta(t)xdt—ifon(fote msa(s)de) dt = R;,(x) ’dir.

2w Y0

Bu esitlik kullanilirsa

Fn(Rin(x)) = Rin(Fn(x)) = Z%:—k -

= Fi(F,(0) + F(F,(0)) = K ()
l.a.ve 1.b. ’den x € Hy ise F,(Rin(x)) = Rin(F(x)) = Fy(x) “dir.
2.x € H olsun.

Sonu¢ 2.2.8 ’den lim Y,(x) =x ’dir. VvpeNuU{0} icin ,(x) € Hf
p > +oo

oldugundan 1. *den F, (Rm (zpp(x))) =R;, (Fn (wp(x))) =F, (zpp(x)) dir. E, ve Ry,

operatorleri stireklive  lim  ,(x) = x oldugundan
p > +oo

Fy(Rin(x)) = Rin(Fu (%)) = F,(x) dir.
n € Z keyfi, oldugundan 1. ve 2. ’den Vn € Z igin, Vx € H i¢in
Rin(Fa(x)) = Fy(Rin(x)) = F,(x) "dir.
iV)x € H,n € Z keyfi olsun. Yu,A € Cigin
1. A=pu=inise (2.32) ’den
E, (R;l (Ru(x))> = B (Ry(®) = Fu(x) = Fy(Ra(0) = F, (R (Ry(x))) "dir.
2. A=1in,u # inise (2.31) ve (2.32) den

E, (R,l (R#(x))> = K (R,(®) = == F(x) = ﬁFn(RA(x)) = F, (Ru(Ra())) dir.

in—-u

3. A#in,u # inise (2.32) ’den

B (R (Ra@)) = 25 (Ru0) = 252 B = 22 R0

in-lin—u in—-pin—-A1

= ﬁFn(R)L(x)) =F, (Ru(Rl(x)))
oldugundan 1, 2 ve 3 ’den Vu, A € C icin F, <RA (R“(x))> =F, (R#(Rl(x))) dirn€eZ
keyfi oldugundan Vn € Z, Y, 1 € C icin F, (R,l (Ru(x))) = F, (Ru(Ra(x)) “dir. Sonug

2.2.9-ii "den Vi, 1 € Cicin R, (R,(x)) = R, (Ry(x)) “dir.

Sonu¢ 2.3.10: (H,||.|]) bir kompleks Banach uzayi, «; SO(2) 'nin H ’da bir

izometrik stirekli lineer gosterimi a € H, im € Spec(H) ve A € C olsun. Bu takdirde,
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F(Ry(a)) = 8y olmast igin gerekli ve yeterli kosul F,(a) = 8 olmasidr.
Ispat:
F(Ry(a)) = 6y olsun. Teorem 2.3.9 "dan

Fp(Ry(@)) , A=imise

= Oy “dir.
(in — A)Fm(R,l(a)) , A #imise H

E,(a) = {

Tersine E, (a) = 6y olsun. Teorem 2.3.9 "dan
E,(a) , A=1imise _

in-A
Onerme 2.3.11: (H,]|.]) bir kompleks Banach uzay1 ve a; SO(2) ’nin H ’da bir

izometrik strekli lineer gosterimi olsun. Bu takdirde;
i. VA€ C\{im : m € Z} igin Ry — Ry = A(Ry ° Ro) — 5 Fo “dir.
ii. ¥m € Z\{0} igin Ry, — Ry = im(Rym © Ro) — — Fo — = Fy, "dir.

Ispat:
i. x € Hve A€ C\{im: m € Z} keyfi olsun.
Teorem 2.3.9 ’dan Vn € Z \ {0} icin

B (A1 0 R)G) = 1 Fo)) = Fi(ARy © R)()) = 1 Fa(Fo()) = Fa(ARy © Ro)(1)

= L R(®) = 25 R0 - 5 Fa() = R(Ri(0) = Ry()) i

n = 0igin
Fo(Ra(x) = Ro(®)) = =2 Fo(x) = Fo(Ry(x)) = — 5 Fo(Fo(x)) — Fo(Ro(x))

= —%FO(FO(x)) + Fo(A(Ry © Rp)(x)) = Fy (A(RA ° Ro)(x) — %Fo(x)) "dir.

O halde ¥n € Z icin F, (A(R,l o Ry)(x) — %Fo(x)) = Fy(Ry(x) — Ro(x))
oldugundan Sonug 2.2.9-ii *den A(Ry  Ro)(x) — 3 Fy(x) = Ry(x) — Ro(x)"dir. x € H
keyfi oldugundan Ry — Ry = A(R; o Ry) — %FO “dir.

ii. x € Hvem € Z\ {0} keyfi olsun.

m # nolanvn € Z \ {0} icin

(2.31)

Fn(Rim(x) - RO(X)) = Fn(Rim(x)) - Fn(RO(x)) = !

in—-im

Fo(x) = — Fo(x)
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(2.31) (2.31)
E,(Ro(x)) = imFy((Rim © Ro)(x))

in—im

im ,
_in(in—im)Fn(x) = m

= Fy(im(Rim © Ro)(®)) = Fo(im(Rim © Ro) (X)) = - Fo(Fo () = -=Fy (Fn ()

= B (im R © R () = 2 Fo () = 7 F (1) ) "

n = 0i¢in
(231-32) |
Fo(Rim(x) - Ro(x)) = Fo(Rim(x)) - Fo(Ro(x)) = $F0(x) — Fo(x)
= im ——Fy(x) = ——Fy (Fo () = = Fo (Fn (x))
(2.31)

= im—Fo(Ro(0) = Fo (= Fo @) = Fo (5 Fa@))

(Zjl)imFo((Rim °Ro)(x)) — Fy (ﬁ Fo(x)) ~fo % me)

= Fo(im(Rim © Ro)()) = Fo (5 Fo () = o (1 Frn(0))

= Fo (im(Rim © R)(X) = 2 Fol(x) = = F (1) )l

m = nigin
(2.31 -32) . L
En(Rim(0) = Ry(0)) = Fn(Rim(0)) = Fn(Ro(®)) = im—Fp(x0) = —Fp(x)
(2.31) . .
= imFm(RO(x)) - %Fm(Fm(x)) - E m(FO(x))
(2.32)

= imFpn((Rim © RO)(®)) = = Fn(Fn () = — Fu (Fo ()

= Fn(im(Rom © R)()) = Fi (1 Fin9)) = i (5 Fo )

= Fp, (im(Rim © Ro)(x) — —F(x) — %Fm(x))

O halde vn € N igin
Fa(Rim () = Ro()) = By (im (R © R)() = = Fo () = 2 F ()
oldugundan Sonug 2.2.9-iii *den
Rim(x) — Ry(x) = im(Ry, © Ry) (%) — %Fo(x) - %Fm(x) "dir.

x € H keyfi oldugundan Ry, — Ry = im(Ri © Ro) — —Fo — = Fy, "dir.
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2.4. Yarn-Rezolvent Operatorlerinin Bazi Ozellikleri Uzerine Teoremler

Asagidaki iki Lemma, Teorem 2.4.3 ’{in ispatinda kullanilacaktir.

Lemma 2.4.1: (H,||.||) bir kompleks Banach uzay1 ve a; SO(2) ’nin H ’da bir
izometrik strekli lineer gosterimi olsun. Bu takdirde Vx € H igin
DRy(x) = x — Fy(x) ’dir.

Ispat:

x € Hg olsun. O halde (2.28) "den 3k € Z igin x = YK Fo(x) *dir. Onerme 2.3.5
ve Teorem 2.3.9 ’dan n # 0 igin
Fu(DRy(x)) = DE,(Ro(x)) = D= Fy(x) = = DF,(x) = —inFy (x) = F, ()
Fo(DRy(x)) = DFy(Ro(x)) = DF,(x) = i0F,(x) = 6 "dir. O halde
DRy(x) = DRO(Z’E:_,{ F{)(X)) = Y5k DRO(Ff(X)) = Y5k DF#(Ro(X))
= Zlf:—k Ff(DRo(x)) =0y + Z’;:—k Fp(x) = (Z’;:—k Fe(x)) — Fo(x) = x — Fo(x) "dir.

£%0
Lemma 2.4.2: (H,||.|]) bir kompleks Banach uzayi, a; SO(2) ’nin H ’da bir

izometrik sirekli lineer gosterimi ve x € H icin Fy(x) = 8y olsun. Bu takdirde

Vvt € SO(2) icin
a(t)Ry(x) = [} a(s)x ds + Ry(x) “dir. (2.35)

Ispat:
x € H icin Fy(x) = 0y olsun. vn € N U {0} icin f,,, f: SO(2) - H, Vt € SO(2) i¢in
fn(t) = a(t)RO(lpn(x)), f(t) == a(t)Ry(x) seklinde tanimlansin. &, SO(2) ’nin H ’da

bir izometrik strekli lineer gosterimi oldugundan vVt € SO(2) igin
lla(®)x — a(©OP (Ol = llx — P, (0| "dir. (2.36)
£ (&) = O = [[Ro(x) = Ro(¥r ()| diir. (2.37)

(2.36) ’dan vVt € SO(2) icin
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”fota(s)xds - fota(s)tpn(x)ds” < 2m||x — Y, (x)|| “dir. (2.38)

Ote yandan vn € N U {0} icin ¥, (x) € Hy, Fo(n(x)) = Fo(x) = 6y oldugundan
Lemma 2.4.1 ve Onerme 2.3.7 den Vn € N U {0} ve Vt € SO(2) icin

F@) = (alORs ($r())) = aldDRo(pa®)) = a(®) (¥ (0) = Fo(n ()))

= a(®) (Y (x) — Oy) = a()p,(x)
Yani vn € N U {0} ve Vt € SO(2) igin ¢,, € H olmak Uzere

fu(0) = [T a(s)p (x)ds + c, dir.
vn e NU{0} ve t = 0 icin ¢, = £,(0) = a(0)Ry (P (x)) = Ry (P (x)) oldugundan

fu®) = [ a()¥,(x)ds + Ro (¥, (x)) “dir. (2.39)

(2.36-39) kullanilirsa Vn € N U {0} ve V¢t € SO(2) icin

[r@ = (J; ayxds + R || = [|£© = £u® + fu® = (Jy alox ds + Ry )|
<IF(®) = ol + || fu(®) = f; a(s)x ds — Ry(0)||
= () = fu(Oll + || ; @) G)s + Ro (1 (x)) = [; a(s)x ds — Ro(x)
<IF ) = ol + || al)nG)ds = [ alo)x ds|| + [|Ro () = RG]
= [If®) = fu®ll + || fy @()@n () = 2)dls|| + IRy (o (o) = )]
= 1R () = D)l + || f; () @pn () = 2)ds | + IRo (W () = )1
< 2/|Ro (P (x) = D)l + [l () W (x) — 1) llds

= 2[Ry (%) — Ol + [, Il (x) — xllds
< 2[[Ro[llI¥n () — x|l + 27|l3pr (x) — x|l = 2(7w + [|Ro D [0 (x) — x|
Sonug 2.2.8'den Vt € SO(2) igin a(t)Ry(x) = f(t) = [, a(s)x ds + Ry(x) "dir.

Teorem 2.4.3: (H,||.||) bir kompleks Banach uzay1 ve a; SO(2) 'nin H ’daki bir
izometrik stirekli lineer gosterimi olsun. Bu takdirde:

i) VA€ Cicin H(D) = Ry(H) dir;

i) F,,(x) = E,(y) =0y olanvx € H(D),Vy € Hve Vim € Spec(H) icin
Rim((D —im)x) = x, (D — im)Ry, (y) = y "dir.
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iii)vx e H(D),Vy e Hve VA€ C\ Spec(H) icin
R,l((D — A)(x)) =x, (D— A)(R,»l(y)) =y ’dir.
iV)V 1 € C\ Spec(H) icin R, (x) = 1_—1m )T e M a(s)xds “dir.
V) D ’nin spektrumu olan ¢ (D) bir nokta spektrum olup (D) = Spec(H) ’dur.
Ispat:
i) (2.35) ’den Fy(x) = 8y olan Vx € H ve Vt € SO(2) igin f(t) turevlenebilir ve
f'(t) = a(t)x ’dir. Dolayisiyla f'(0) = a(0)x = x ’dir.

f't) =a(t)x = a(t)f'(0) = a(t) lim M
s=0

= a(t) lim ZRER 4 (1)pR(x)
s—>0

oldugundan x = f'(0) = a(0)DRy(x) = DRy(x) ’dir. O halde F,(x) = 8y olan Vx € H
icin Ry(x) € H(D) ’dir.

x € H keyfi olsun. Fy(x — Fy(x)) = 6y oldugundan Ry(x — Fy(x)) € H(D) "dir.
Teorem 2.3.9 ve Onerme 2.3.5 "den Ry(Fy(x)) = Fy(x) € Hy € Hy < H(D) “dir. H(D)
lineer alt uzay oldugundan

Ro(x — Fo(x)) + Ry (Fo(x)) = Ro(x — Fy(x) + Fy(x)) = Ry(x) € H(D) dir.

x € H keyfi oldugundan Ry(H) < H(D) ’dir.

Tersine, x € H(D) keyfi olsun. vn € Z\{0} icin

Onerme 2.2.13 — vii
F,(Ro(Dx) + Fo(x)) = F,(R(Dx)) + F,(Fo(x)) = F,(Ro(Dx))

Onerme 2.3.9 —ii ) Onerme 2.3.5 — iii .
= aFn(Dx) = ainFn(x) = E,(x)’dir.

Onerme 2.2.13 —ii
Fo(Ry(Dx) 4 Fy(x)) = Fy(Ro(Dx)) + Fy(Fo(x)) = Fo(Ro(Dx)) + Fy(x)

Onerme 2.3.9 — iii Onerme 2.3.5 — iii

oldugundan Vn € Z igin F,(Ry(Dx) + Fo(x)) = F,(x) "dir. Sonug 2.2.9-ii "den
Ro(Dx) + Fy(x) = x ’dir. Ayrica yine Onerme 2.3.9-iii ’den Fy(x) = RO(FO(x))
oldugundanRO(Dx + Fo(x)) =x ’dir. O halde x€R,(H) ’dir. x € H(D) keyfi
oldugundan H(D) < R,(H) ’dir. O halde H(D) = R,(H) ’dir.

1.vm € Z\ {0} icin Ry(H) = R;;,,(H) oldugunu gosterelim. m € Z \ {0} keyfi fakat

sabit olsun. Onerme 2.3.11-ii ve Teorem 2.3.9-iv *den Vx € H igin
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Rim(x) = Ro(x) + imRo(Rin () — = Fy(x) = Fy (x) *dir. Fy(x) € Ho, F(x) € Hp,
Hy, H,, € Hr € H(D) = Ry(H) oldugundan R;,,(H) © Ry(H) ’dur.

Tersine Onerme 2.3.11-ii "den Vx € H igin
Ro(x) = Rim (x) = imRim (Ro (2)) + = Fo (x) + — F (x) "dir.

Teorem 2.3.9-ii-iii ’den
Fy(x) = —imRyp (Fy(x)) € Ry (H), Ep(x) = Ry (Fn(x)) € Ry (H) *dir.
O halde Ry(H) < R;, (H)’dir. m € Z \ {0} keyfi oldugundan ¥Ym € Z \ {0} i¢in
Ry(H) = R, (H) dir.

2.VA € C\{im : m € Z} igin Ry(H) = R;(H) oldugunu gosterelim.

Onerme 2.3.11-i ve Teorem 2.3.9-iv *den Vx € H igin
R, (x) = Ro(x) + ARy (Ry(x)) — %Fo(x) “dir. Fo(x) € Hy € Hy € H(D) = Ry(H)
oldugundan R;(H) © R,(H) dir. Onerme 2.3.11-i *den Vx € H igin
Ro(x) = Ry (x) — AR (Ry(x)) + %Fo(x) "dir.

Teorem 2.3.9-ii "den Fy(x) = —AR;(F,(x)) € Ry (H) oldugundan
R,(H) € Ry(H) ’dir. O halde VA € C\{im : m € Z} i¢in Ry(H) = R;(H)
1.ve 2.’den VA € Cigin Ry(H) = Ry(H) ’dir.

H(D) = Ry(H) oldugundan VA € Cigin H(D) = R;(H) ’dir.

ii) im € Spec{H} keyfi olsun.

x € H(D) keyfi dyle ki E,,(x) = 6 olsun. Onerme 2.3.5 *den Vk € Z igin
Fi((D — im)x) = F,(Dx — imx) = F(Dx) — F,(imx)

= ikF,(x) — imF,(x) = (ik — im)F;, (x) ’dir.

Teorem 2.3.9 ’dan Vk € Z \ {m} icin
Fie (Rim((D — im)x) ) =

Fn (Rim((D = im)x)) = (D = im)x) = (im — im)Fy(x) = 8y = Fy ()

1
ik—im

1
ik—im

Fe((D —im)x) = (ik — im)F,(x) = F(x)

oldugundan Vk € Z igin F;, (Rim((D - im)x)) = F(x) "dir. Sonug 2.2.9 *dan
Rim((D —im)x) = x ’dir. x € H(D) ve im € Spec{H} keyfi oldugundan F,(x) = 6y
olan Vx € H(D) ve Vim € Spec{H} i¢in R, ((D — im)x) = x "dir.

y € H keyfi dyle ki F,,(y) = 8y olsun. Teorem 2.3.9 *dan
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Fu(Rin()) = {Tﬁj (O KEENIEE g
O halde Onerme 2.3.5 *den Yk € Z \ {m} icin
F((D = im)Rim () = Fi (DR (¥)) — Fi(imR i ()
= ikFi(Rim)) — imF(Rim () = (ik — im)F(Rim ()
= (ik — im) ——F, () = F,()
Fn((D = im)Rin(3)) = Fn(DRim () — Fn(imR i ()
= imFp(Rin () — imFp(Rim () = 6y = Fn(y)
oldugundan Vk € Z igin F,((D — im)R;, () = Fi(y) *dir. Sonug 2.2.9-ii *den

(D —im)R;;,,(y) =y ’dir. y € H ve im € Spec{H} keyfi oldugundan F,(y) = 64 olan
Vy € H ve Yim € Spec{H} i¢in (D — im)R;,,,(y) = y ’dir.
iii)A € C\ Spec(H) keyfi olsun.
x € H(D) keyfi olsun. Onerme 2.3.5 *den Vk € Z icin
Fi((D — Dx) = F(Dx — Ax) = F,(Dx) — F.(Ax)
= ikF (x) — AF (x) = (ik — 1) F (x) “dir.
Teorem 2.3.9 ’dan Vk € Z icin

F, (RA((D - A)x)) = ——F((D = Dx) = = (ik — DF;e(x) = Fe(x) "dir.
Sonug 2.2.9-ii ’den Ry((D —A)x)=x ’dir. x € H(D) ve A€ C\ Spec(H) keyfi
oldugundan Vx € H(D) ve VA € C\ Spec(H) icin R;((D — Dx) = x "dir.

y € H keyfi olsun. Teorem 2.3.9 ’dan Vk € Z igin F,(R,(y)) = ﬁFk(y) dir. O

halde Onerme 2.3.5 *den Yk € Z igin
F((D = DR, () = F(DRA(Y)) — F(AR, (1)) = ik Fi(Ry()) — AFi (R ()
= (ik — DF(Ry(x)) = (ik = D) == Fe(y) = F(y) dir.

Sonug 2.2.9-ii ’den (D — A)R,;(y) =y ’dir. y € H ve 1 € C\ Spec(H) keyfi oldugundan
veVy € HveVA € C\ Spec(H) i¢in (D — )R, (y) = y ’dir.

iv) 1ii "den VA € C \ Spec(H) igin R, rezolvent operatordr.

Rezolvent operat6riin tanimindan [11, 2.25 Lemma]
Ry(x) =

V) ii ve iii ’den D ’nin spektrumu olan o (D) bir nokta spektrum ve
o(D) = Spec(H) dir.

1_m fozne‘lsa(s)xds “dir.

1-e
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Teorem 2.4.4: (H,||.|]) bir kompleks Banach uzayi, a; SO(2) 'nin H ’da bir
izometrik surekli lineer gosterimi, a € H ve m € Z olsun. Bu takdirde Dx —imx = a
denkleminin ¢6ziminin mevcut olmas: igin gerekli ve yeterli kosul FE,(a) = 6y
olmasidir.

Bu durumda ¢6ziimler ¢ € H,,, keyfi olmak Gizere x = R;,,(a) + ¢ formundadir.

Ispat:

Dx — imx = a denkleminin keyfi bir ¢ozimii x olsun. Onerme 2.3.5 den
E,(a) = E,,(Dx — imx) = E,(Dx) — E, (imx) = imF,,(x) — imF,,(x) = 6y ’dir.

Tersine F,(a) = 8y olsun. Teorem 2.4.3 ’den (D — im)R;,(a) = a oldugundan
x = R;;,(a), Dx — imx = a denkleminin bir ¢6zimudur.

Simdi Dx — imx = a denkleminin herhangi bir ¢6zimu varsa bu ¢6zimin ¢ € H,,
olmak lzere x = R;,(a) + ¢ formunda oldugunu gosterelim.

E,(a) = 6y, c € H,, keyfi olsun.

(D — im)[R;j(a) + c] = (D —im)R;,(a) + (D —im)c = a + (D — im)c

imt

=a+Dc—imc=a+ lim @—imcza-&- lim &< —imc
t—->0 t—-0
imt_
=a+c lim —imc=a+imc—imc=a
t—>0

oldugundan R;,(a) +c¢, Dx —imx = a denkleminin bir ¢6zimudir. ¢ € H,,, keyfi
oldugundan V¢ € H,, i¢in R;,(a) + ¢, Dx — imx = a denkleminin ¢dzumuddr.
Ote yandan Dx — imx = a denkleminin bir ¢oziimii y € H olsun. Bu takdirde

Dy —imy = a’dir. F,(y — F,(y)) = 6y oldugundan Onerme 2.3.5 ve Teorem 2.4.3 *den
Y = Fn(») = Ri((D = im)[y = Fu()]) = Ry (Dy = imy — (DFy(y) — imFr (1)) )

= Rip (Dy — imy — (imFy(y) = imFyy(3))) = Rim(DY = imy) = Ry (@)
oldugundan y = R;,(a) + E,(¥) = Ryn(a) + ¢, ¢ € Hy, formundadir.

Teorem 2.4.5: (H,||.||) bir kompleks Banach uzayi, a; SO(2) 'nin H ’daki bir
izometrik sirekli lineer gésterimi ve a € H(D) olsun. Bu takdirde a ’nin fourier serisi H
"da kendisine yakinsaktir.

Ispat:

a € H(D) keyfi olsun. D,,(t) Drichlet ¢ekirdegi olmak iizere Onerme 2.2.5 *den

S,(a) = i f_nn D,,(t)a(t)adt oldugundan i f_nﬂ D, (t)dt = 1 oldugu gdz éniine alinirsa
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Sa(@) —a = —[" D (O)(a(t)a — a)dt dir.

t
% 1 _
9@ =zt ¢ LELmAIN
0, t=20

seklinde tanimlanan g(t) fonksiyonu [—m, r] araliginda siireklidir.

sin(n+%)t sinnt cos%+cos nt sin% i cos;
D, (t) =—=*%= — = sinnt—% + cosnt
smEt sin; sinz

. cos
=Zsmnt< Z ——+ >+cosnt—

Zsm—
2

2sinnt

+ 2g(t) sinnt + cosnt

oldugu g6z Oniine alinirsa

a(t)a—a

— , t#0
p(t) = { t

Da , t=0

olmak Uizere

Sp(a) —a = if_n [2 sinnt 4 2g(t) sinnt + cos nt] (a(t)a — a)dt
= if_nn 2¢(t) sinnt dt + Zf—n 29(t) sinnt (a(t)a — a)dt + Ef—n cosnt (a(t)a — a)dt

ve 2¢(t), a(t)a—a, 2g(t)(a(t)a — a) fonksiyonlar1 SO(2) ’de surekli oldugundan

Sonug¢ 2.2.4 ’den  lim S, (a) = a ’dir. O halde a ’nin fourier serisi H da kendisine
n - +o

yakinsaktir.
Bu teorem [11] *deki 2.26.Teoremdir. Fakat buradaki ispat metodu farklidir.
Sonug 2.4.6: (H, ||.|) bir kompleks Banach uzayi, a; SO(2) *nin H da bir izometrik

strekli lineer gosterimi ve x € H olsun. Bu takdirde;
) VA€ C\ Spec(H) icin 2 ., - 1_1 Fy (x) serisi H "da R, (x) *e yakinsaktir,

i) Vim € Spec(H) igin E,,(x) + ¥#2
k£m

ik_lim Fy (x) serisi H ’da R;,, (x) ’e yakinsaktir.
Ispat:
i) A€ C\ Spec(H), x € H keyfi olsun.
Teorem 2.4.3-i ’den R;(x) € H(D) ’dir. Teorem 2.3.9-ii *den
k——oo Fk(Rxl(x)) Zk——oo ik— AFk(x)

oldugundan Teorem 2.4.5 den R, (x) ’in fourier serisi olan Zk__oo Fk(x) serisi H "da

R;(x) ’e yakinsaktir.
ii) im € Spec(H), x € H keyfi olsun.
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Teorem 2.4.3-i ’den R;,,,(x) € H(D) ’dir. Teorem 2.3.9-iii den
P W Fk(le(x)) E,(x) + Zk__oo — Fk(x) oldugundan Teorem 2.4.5 *den R;;,, (x)

’in fourier serisi olan E, (x) + ¥#2 o
k+m

Sonu¢ 2.4.7: (H, ||. ) bir kompleks Banach uzay1, a; SO(2) ’nin H da bir izometrik

PP~ F, (x) serisi H "da R;,,,(x) ’e yakinsaktir.

strekli lineer gosterimi ve x € H olsun. Bu takdirde;

i) 1eC \ Spec(H) olmak Uzere x € H(D) olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

+ o0

X = k-‘°°k/‘1

F, (y) olacak sekilde bir y € H elemaninin mevcut olmasidir.
i) im € Spec(H) olmak lizere x € H(D) olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

x = Ey(y) + ZkZwo

k+m

- F, (y) olacak sekilde bir y € H elemaninin mevcut olmasidir.

Ispat:
i) A€ C\ Spec(H) olsun.
x € H(D) ise Teorem 2.4.3-i ’den x = R;(y) olacak sekilde bir y € H elemani

mevcuttur. Sonug 2.4.6-i "den x = Ry(y) = Y52 o AFk(y) "dir.

Tersine x = Y12 . AFk(y) olacak sekilde bir y € H eleman1 mevcut ise Sonug

2.4.6-i'denx = Y12 . AFk(y) R;(y) ’dir. O halde Teorem 2.4.3-i *den
x = R;(y) € Ry(H) = H(D) ’dir.
i) im € Spec(H) olsun.
x € H(D) ise Teorem 2.4.3-i ’den x = R;;,,(y) olacak sekilde bir y € H elemani

mevcuttur. Sonug 2.4.6-ii *den x = R;,,,(y) = E,,(y) + Y1 o ——F, (y) ’dir.

1
ktm itk—im

1
ik—im

+00
Tersine x = F,,(y) + Zkz_oo

k+m

F,(y) olacak sekilde bir y € H eleman1 mevcut

ise Sonug 2.4.6-ii 'den x = E, (y) + Xp& o ——
k+m

2.4.3-i’den x = R;,,,(y) € R;,(H) = H(D) ’dir.

F.(y) = R (y) dir. O halde Teorem

ik—im
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2.5. P(D)x = a Seklinde Sabit Katsayih n. Dereceden Lineer Diferansiyel

Denklemin Periyodik Coztumleri

(H, |I.1]) bir kompleks Banach uzay, ; SO(2) "nin H *da bir izometrik strekli lineer
gosterimi, D, a *nin infinitesimal Ureticisi , a € H ve I: H — H birim operattr ve

i €{0,1,2,..,n— 1} igin ¢; € C olamak Uzere

P(D) = ¢yl + ¢;D + ¢c,D? + -+ ¢, D" 1 + D" (2.40)
operatoru D “nin n. mertebeden bir polinomu olsun. Bu kisimda

P(D)x = a (2.41)

seklinde lineer diferansiyel denklemin ¢ozumleri incelenecektir.

Lemma 2.5.1: (H,||.|]) bir kompleks Banach uzayi, a; SO(2) ’nin H ’da bir
izometrik surekli lineer gosterimi, a € H, A € Spec(H) ve m € Z, m > 1 olsun. Bu
takdirde,

D—-AD)"x =a (2.42)

denkleminin ¢6ziimiiniin mevcut olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul F_;;(a) = 6y
olmasidir.

Bu durumda ¢ézimler b € H_;; olmak lizere x = R}*(a) + b formundadir.

Ispat:

y = (D — AI)™ 'x seklinde tanimlansin. O halde (2.42) denklemi (D —A)y = a
formunda oldugundan Teorem 2.4.4 *den bu denklemin ¢6ziiminin mevcut olmasi igin
gerekli ve yeterli kosul F_;;(a) = 6y olmasidir.

F_j;(a) =0y ise b € H_;; olmak uUzere y=Ry(a)+b;, (D—ADy=a

denkleminin ¢6zumudir. Bu durumda (2.42) denklemi
(D —AD™ 1x = Ry(a) + by (2.43)

seklinde indirgenmis olur.

z == (D — AI)™2x seklinde tanimlansin. Bu takdirde (2.43) denklemi
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(D — Al)z = Ry(a) + b; formunda oldugundan Teorem 2.4.4 ’den bu denklemin
¢OzUmunin mevcut olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
F_iz(Rp(a) + by) = F_3(Ra(@) + Fa(by) = F_ip(a) + F_ip(by) = F_i3(by) = 6y
olmasidir. b; € H_;; oldugundan Onerme 2.2.13-v ’den b; = F_;;(b,) = 6y dur.

Ayrica ¢oziim mevcut ise b, € H_;; olmak Uzere
z = Ry(Ry(@) + by) + by = R}(a) + Ry(by) + by = R} (a) + Ry (F_i2(b1) + b

Teorem 2.3.9 — iii
= R)% (a) + F_j(by) + b, = R,%(a) + b,

formundadir. Bu durumda (2.42) denklemi
(D —AD)™ 2x = Ri(a) + b, (2.44)

seklinde indirgenmis olur. Bu sekilde devam ederek indiiksiyon ile (2.42) denkleminin
¢Ozimu mevcut ise b € H_;; olmak tizere x = R}*(a) + b formunda oldugu elde edilir.
Teorem 2.5.2: (H,||.||) bir kompleks Banach uzayi, a; SO(2) 'nin H ’daki bir
izometrik surekli lineer gosterimi ve a € H olsun. P(D), (2.40) *daki lineer operator.
P(z) =cog+c1z+ cz? + -+ cpqz™ 4+ 2"
polinomun kokleri A4, 4,5, ..., Ax, my + my + -4+ my, = n olmak Uzere m;,m,, ... ,my
bu koklerin katlilig1 yani
P(z)=co+ciz+cz?+ -+ cpq1z2V 1+ 2" =(2—21)™(z—1)™ ...(z — ;)™
olsun. Bu takdirde;
i) A1, Az, -, Ak € Spec(H) ise (2.41) denklemi x = R]*R}* ... R} *(a)
seklinde tek bir ¢ézlime sahiptir.
i) 41,45, ..., A €Spec(H) , Api1, Aryar -, Ak & Spec(H) ise (2.41) denkleminin

¢O0zUmUnun mevcut olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
F_i3,(@) = F_j,(a) = -+ = F_;; (a) = 6y olmasidir. Bu durumda ¢ozimler b; € H_;; ,

b, € H_j3,,..., by € H_;; olmak Uzere

X = RﬁlRZZ R:{:r (RZ:T RZ:‘ (a)) + b; + b, + -+ + b, formundadir.
Ispat:
i) AIJAZJ e ’Ak $ SpeC(H) O|Sun P(D) = (D - All)ml(D - Azl)mz e (D - Akl)mk

seklinde ifade edilebilir. Buna gore (2.41) denklemi
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(D —=21)™(D —A,1)™2 ...(D — )™ x =a (2.45)
formunda yazilabilir. Ote yandan Teorem 2.4.3-iii ’den 1 € C \ Spec(H), x € H(D) igin
Ry(D —ADx =x (2.46)

oldugundan Teorem 2.3.9-iv, (2.45) ve (2.46) 'dan x = R} 'R}’ ...R;’;k(a), (2.41) ’in
¢cozimaddar.
i) 4,45, ..., A € Spec(H) , Api1,Arya, - , A & Spec(H) olsun. i ’den

(D — A, D™ (D — A,1)™2 ...(D — A, )™rx = R} "R+ R;:l{k(a) dir. (2.47)

Are1 " Ariz

Lemma 2.5.1 *den (2.47) denkleminin ¢ozimunun mevcut olabilmesi icin gerekli ve

yeterli kosul F_;;, (Rmr“RmrJr2 ...Rﬂk(a)) = Oy olmasidir. Sonug 2.3.10 ’dan (2.47)

Ar+1 "~ Arg2
denkleminin ¢dziimiiniin olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul F_;; (a) = 6y olmasidir. Bu
durumda ¢ozimler b; € H_;; olmak lzere

(D = 2;D)™2 ... (D — A4, 1)™rx = R} (RmT“Rm”Z RZE"(a)) + b, (2.48)

AT+1 AT+2

formundadir. Benzer sekilde Lemma 2.5.1 ’den (2.48) denkleminin ¢6zimuniun mevcut
olabilmesi igin gerekli ve yeterli kosul F_;; (a) = F_;;,(a) = 6 olmasidir. bu durumda

¢oztmler b, € H_;;, olmak lzere

(D —A3D)™= ... (D — A D)™rx = Rlezz (1!2”‘T+1R"‘T+2 Rﬁk(a)) + by + b,

Ars1 " Argz
formundadir. Bu sekilde devam edilirse indiiksiyon ile (2.41) denkleminin ¢6zumunin
mevcut olabilmesi igin gerekli ve yeterli kosul F_;; (a) = F_;3,(a) = -+ = F_;; (a) = 0y

olmasidir. Bu durumda ¢éztmler by € H_;, , b, € H_j;,,..., b, € H_;; olmak lzere

Ars1

X = RﬁlRZZ ...R:{:r (Rmr“ R;:l("(a)) + b; + b, + -+ + b, formundadir.



3. iIRDELEME

Bu c¢alismada SO(2) grubunun Banach uzaylarindaki siirekli lineer gésterimi i¢in Fourier
serisi tanimlanmus, gesitli 6zellikleri incelenmis ve bazi uygulamalari arastirilmistir

Ilk kisimda, SO(2) grubunun bir Banach uzayindaki bir lineer gosterimi, siirekli lineer
gdsterim, smirli lineer gdsterim ve bunlar arasindaki iliski arastinlmistir. Ikinci kisimda, bir siirekli
lineer gosterimlerin Fourier serileri tanimlanmig ve siirekli lineer gdsterimi icin Fejer teoremi ve
Riemann-Lebesgue lemma’smin bir genellestirilmesi ispatlanmistir. Ugiincii kistmda, bir H Banach
uzayindaki slrekli lineer gosteriminin infinitesimal Ureticisi D ve onun tamim kiimesi H(D)’nin
tamimlar1 verilmis. Ry: H — H operatdrl, D’nin rezolvent kiimesindeki noktalar igin ve D’nin
spektrum noktalar1 i¢in tanimlanarak, R; lineer operatoriiniin sinirli oldugu gosterilmistir.
Dordiincti kisimda, A € C olmak Uzere H(D) = Ry(H) esitligi elde edilmis. D operatdrinin
spektrumu a(D)’nin bir nokta spektrum oldugu, Spec(H), a lineer gosteriminin spektrumu olmak
Uzere o(D) = {im € Spec(H)} oldugu ispatlanmustir. Ayrica D’nin rezolvent kiimesindeki her A
noktasi i¢in R; operatoruniin D’nin rezolvent operatoriine esit oldugu ispatlanmistir. D igin bir
integral teoremi elde edilmistir. Besinci kisimda, Banach uzaylarindaki n. dereceden sabit katsayili
bir lineer diferansiyel denklemin periyodik ¢6ziimiiniin varlik sartlar1 verilerek, bu durumda biitiin

periyodik ¢6ziimlerin ag¢ik ifadesi D’nin rezolvent ve yari-rezolvent operatéri dilinde verilmistir.



4. SONUCLAR

Yaptigimiz ¢calismada elde edilen baglica sonuglar sunlardir:

1. S0(2) grubunun bir Banach uzayindaki siirekli lineer gosterimi icin Fourier
katsayilar1 kullanilarak Fejer teoremi ve Riemann-Lebesgue lemma’sinin bir
genellestirilmesi verilmistir. (Sonug 2.2.8 ve Sonug 2.2.4)

2. SO(2) grubunun bir H Banach uzayindaki izometrik strekli lineer gosteriminin
infinitesimal Ureticisi D ve onun tanim kiimesi H(D)’nin tanmimlar1 verilerek (Tanim
2.3.4 ve Tanim 2.3.6) baz1 zellikleri incelenmistir (Onerme 2.3.5 ve Onerme 2.3.7).
Her A € Cigin Ry: H = H sinirh lineer operatori tanimlanarak (Tanim 2.3.8) bazi
ozellikleri incelenmistir (Teorem 2.3.9, Sonug 2.3.10 ve Onerme 2.3.11).

3. Her A €C icin H(D) = Ry(H) oldugu, D operatérinin spektrumu (D) "nin bir
nokta spektrum oldugu ve o(D) = {im € Spec(H)} esitligini sagladigi ve D ’nin
rezolvent kimesindeki her A noktasi igin R; operatdrinin D ’nin rezolvent
operatoriine esit oldugu ispatlanmistir (Teorem 2.4.3). D igin bir integral teoremi
elde edilmistir (Teorem 2.4.4).

4.  Banach uzaylarindaki n. dereceden sabit katsayili bir lineer diferansiyel denklemin
periyodik ¢ozimanin varlik sartlar1 verilerek, bu durumda biitiin periyodik

¢oziimlerin agik ifadesi verilmistir (Teorem 2.5.2).



5.ONERILER

SO(2) = T idi. O halde vn € N igin (S0(2))" = T™"dir. Bu nedenle (S0(2))"nin

herhangi bir (H, ||-||) Banach uzayindaki a lineer gosterimleri incelenebilir.
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