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Bu tezde, Kotanjant demette natural metrik siddm olan Sasaki ve Cheeger-
Gromoll metriklerinin diferensiyel geometrisi galmistir. Kotanjant demette$g, Sasaki

metrigi ve “° g, Cheeger-Gromoll metriklerinin adapte catida, L8iita konneksiyonlari

ve eirilik problemleri incelenmgtir. Ayrica, Sasaki metginin para-Nordenlik 6zelfi
sunulmytur. Son olarak, Kotanjant demette Cheeger-Gromuadiriginin jeodezikleri

arastirilmistir.
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In this thesis, the differential geometry of Saaakand Cheeger-Gromoll metric

which are in the class of natural metric on theangéent bundle are studied. Levi-Civita
connection and curvature problems of Sasakian enégi and Cheeger-Gromoll metric
¢ g are investigated with respect to the adapted frais®, para-Nordenian properties of

the Sasakian metric on the cotangent bundle aseptred. Finally, geodesics of Cheeger-

Gromoll metric on the cotangent bundle are inves#d .
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1. GENEL BILGILER
1.1. Giris

Differensiyellenebilir manifoldlar Gzerindeki geotrik yapilarin incelenmesi
modern diferensiyel geometrinin dnemli gnrana konularindan birini okiurmaktadir.
Tanjant demetlerin diferensiyel geometrisi 196§illarda, Davies [12], Yano ve Davies
[47,48], Dombrowski [13], Ledger ve Yano [19, 20Rchibana ve Okumuro [39], Sasaki
[37] ve Yano [44, 45] gibi bilimsel ¢gimalarla balamistir.

Tanjant demetlerde tensor alanlari ve konneksiyonla dikey (vertikal) ve tam
(complete) liftleri teorisini Yano ve Kobayashi [534, 55] , yatay (horizontal) lift
teorisini Yano ve Ishihara [49, 50, 51] g&limistir.

Kotanjant demetlerde lift teorisi ilk olarak Yane ¥etterson [57, 58] catnalariyla
baslamistir. Yano ve Ishihara’nin [52] ¢camasinda ise, hem tanjant hem de kotanjant
demetlerdeki dikey, tam, yatay ve diagonal liféeitbili elde edilmg 6nemli sonuclara yer
verilmistir. 1970 yilinda Morimoto [22] tanjant demette ¢6n alanlari ve
konneksiyonlarin liftleri hakkinda camalarda bulunmgiur. Ayrica Talantova and
Shirokov [41] camasinda, tanjant demet ile dual cebir Gzerindga edilmi holomorf
manifoldlar arasinda bir gkanti elde edilmi ve bu bglanti, lift konusunda milat kabul
edilebilecek yeni bir yakkam ortaya cikarngtir. Bu yaklgimin sonucu olarak synectic lift
denilen liftlerin incelenmesine klanmstir.

1958 yilinda, Sasaki [37] ¢cainasinda,M diferensiyellenebilir manifoldunuiM

tanjant demetindeM nin g Riemannian metgini kullanarak § metrigini Gretmistir.
Bugiin bu metrik, Sasaki meiriolarak adlandiriimaktadir.

Tanjant demette Lie parantezinhﬁ,] ifadesi Dombrowski [13] tarafindan

verilmistir. TM de Sasaki mettinin 0 Levi-Civita konneksiyonu veR Riemannian

egrilik tensorii Kowalski [17] tarafindan hesaplagtm Kowalski [17], Aso [7], Musso

ve Tricerri [25]; (M, g) ve (TM, §) manifoldlarinin geometrik 6zellikleri arasindaitig

baglantilar bulmglardir.



Kowalski [17] calgmasinda baz manifoldundag metrigi flat olmazsa Sasaki

metrigiyle TM nin lokal olarak simetrik olmayagani gostermytir. Musso ve Tricerri [25]

calismasinda, Sasaki meimin sabit skalar gilikli olmasi icin gerek ve yetegartin

(M : g) nin lokal olarak Euclidean olmasi gergkti gostermgtir.

Tensor demette (1,q), (0,q) ve (p,q) tipli dahaeyeturumlarda Sasaki meirive
onun jeodezikleri, Dombrowski [13], Salimov ve Cenf0], Salimov, Gezer ve Akbulut
[31] tarafindan cagiimistir.

Frame demette Sasaki mgtiik olarak Mok [21] tarafindan ¢callmistir.

Akbulut, Ozdemir ve Salimov [4] ¢aasinda, kotanjant demette Sasaki rpitei
(diagonal lift) gore Levi-Civita konneksiyonu gl yolla hesaplanngtir ve jeodezikleri
arggtinimistir. Tensér demette jeodezikler ise Cengiz ve Salin{10] tarafindan

arastirilmistir.

1972 de Cheeger ve Gromoll [111.M,g) Riemannian manifoldunuiM tanjant

demetinde, Cheeger-Gromoll mgtradiyla anilarg yeni metrgini Gretmglerdir. TM de,

Cheeger-Gromoll meftinin acik formalu ilk olarak Musso ve Tricerri [23&rafindan
verilmistir. Teorik fizikte benzer bir metrik Tamm [42] &mdan verilmgtir. Sekizawa

[38], TM de Cheeger-Gromoll metine gore [ Levi-Civita konneksiyonunu veR

egrilik tensoriini hesaplagtir. (M, g) ve (TM, §) nin geometrik ozellikleri arasinda yeni

baglantilar da bulmgtur. Gudmundsson ve Kappos [14,15] bu sonuclaratal@amstir.
Ayrica, eer baz manifoldda, metrik sabit kesit (section@li&li ise Cheeger-Gromoll
metriginin skalar grili ginin sabit olmayacani gostermylerdir. Abbasi ve Sarih [1]
calismasinda Cheeger-Gromoll mgtyle TM nin sabit kesit (sectional)gelikli uzay
olmadgini ispatlanmytir.

Tanjant demette Cheeger-Gromoll mgtre gore jeodezikler Salimov ve Kazimova
[34] de aratiriimistir.

Tanjant demette dal parakompleks yapiya gore paraholomorfik Che&yemoll
metrigi Salimov ve Akbulut [29] cajmasinda incelenrstir.

Salimov, Gezer ve Aslanci [32] kotanjant demettené&e hemen kompleks yapinin
tam liftini de hemen hemen kompleks yapi okagtini aratirmistir.

Sasaki ve Cheeger-Gromoll metriklerininin gengitéddi gi daha genel metrik,
Anastasiei [5] tarafindan verilgtir. Bu calsmada dikey (vertikal) ve yatay (horizontal)
dagihmlarin ortogonallgi korunmutur. Yatay dgilim baz manifolddakiyle aynidir ve



nihayet Sasaki ve Cheeger-Gromoll metriklerininrbatrigin 6zel bir durumu oldgunu
gostermgtir. Bu metrikler Munteanu [23, 24] tarafindan ddigimistir.

Bu tezde, kotanjant demette natural metrik singmdlan®g Sasaki metgi ve “°g

Cheeger-Gromoll meftinin adapte catiya gore, Levi-Civita konneksiyoleganleri ve bu
konneksiyonlara ait @ilik tensorleri aratiriimaktadir. Kotanjant demette Sasaki
metriginin para- Nordenlik 6zelli ve son olarak da kotanjant demette Cheeger-Giomol

metrigine gore jeodezikler incelenmektedir.

1.2. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tanim 1.1: M bir Hausdorff uzay! olmak tzere herhangi birt] M agik kiimesinden
V OR" bélgesine tanimlanan

¢g:U -V
homeomorfizmineM de n-boyutlu koordinat sistemi veya harith, acik bolgesine de
haritasinin koordinat kognlugu veya koordinat boélgesi denir. Bazen har(tid,¢)
seklinde de gdsterilir.

Eger xOU ise
#(x)=(x,%,...x)OR"

olur. Buradakix,...,x" reel sayilaring haritasindax noktasinin koordinatlari denir.
Tanim 1.2: M Hausdorff topolojik uzayinin n-boyutlg, haritalarininu, bolgeleri bu
uzayi Orterse, yani

M =[JU, (A-indisler kimes)

alA
ise M ye n-boyutlu topolojik manifold veya sadece n-bityymanifold denir.

Tanim 1.3: M bir Hausdorff uzayi vek ise 0<k <o sartini sglayan tamsayi olsun

Asagidaki sartlar sglayan {(U,,,¢,,):aDA, U, O M} lokal koordinatlar ailesineM

uzerindeC* sinifindan n-boyutlu atlas adi verilir:

I) Lokal haritalarinU, boélgesiM vyi 6rter, yaniM n-boyutlu topolojik manifolddur.



i) Keyfi a,BUAIgcinU, nU,#0 ise
8500, :4,(U,nU,) - ¢,(U, nU,)
donisimi C* sinifindandir. Busarta bazen(Ua,¢0,) ve (Uﬁ,¢ﬂ) haritalarinin C*

uzlasmasarti da denir.

$so0," donizumine ise koordinatlarin dégiimi (u‘ﬂ = u'ﬂ(Lf,) i, jzl,...,n)
denir. Buradau‘ﬂ, (Uﬁ,¢ﬂ) haritasindakix[JU, n U, noktasinin koordinatlari va) ise
(UD,,¢0,) haritasindakix noktasinin koordinatlaridir.
U,nU,;=0 olmasi halinde, ¢ﬂo¢a_l donigimiiniin C* sinifindan oldgu kabul

edilecektir. (ii) sarti, ¢ﬂo¢0/—1 donigimiinin C* sinifindan diffeomorfizm olmasina

denktir. Bu ise,¢ﬂo¢a‘l koordinat dongliminin Jakobiyen matrisinin determinantinin
sifirdan farkli olmasi demektir.

Tanim 1.4: {(Ua!¢a)} ve{(Uﬂ,¢ﬂ)} , C* sinifindan herhangi iki atlas olsun. Bu atlaslarin

keyfi (U,.4,) ve (U,.8,) haritalan C* uzlamis ise yani{(U,.4,)} ve{(Uﬂ,¢ﬂ)}

atlaslarinin birlgimi C* sinifindan atlas ise verilen atlaslara denk attadénir.

Haritalarin C* uzlasmasi bir denklik baintisidir. Bu bginti C* atlaslar kiimesini

denk atlaslarin ayrik denklik siniflarina ayirir.
Tanim 1.5: M Hausdorff uzay iizerind€* atlaslarinin denklik sinifin€*-yapi denir.

C¥-yapisinin timC* atlaslarinin birlgminin olusturdugu C* atlasina maksimaC*

atlas adi verilir.

M UzerindekiC* atlaslarinin her bir denklik sinifi, kendisinirr elemani ile ifade
edilir. Yani, C*-yapisi, onun keyfiC* atlasi yardimiyla okiurulabilir. Buradan da,X
Uzerindeki her birC*-yapisinin bu yapidan olan b atlas ile verilebilegsi sonucu
cikar. C°-yapiya topolojik yapi,C¥, (15 ksw)yaplya ise duzgln (smooth) yapi denir.
Bundan sonra yalni€” sinifindan olan yapilara bakilacaktir .

Tanim 1.6: M, sayilabilir baza sahip bir Hausdorff uzay olsi. Gzerinde n-boyutlu
C?”atlaslarinin C”-yapisi  verilmg ise M uzayina n-boyutlu C* sinifindan

diferensiyellenebilir manifold veya diizgiin manifalenir veM " ile gosterilir. [35]



1.3. Tensor Alanlari

Tanim 1.7: M", C” sinifindan bir manifold vé’a(M“), OadM" noktasindaki tanjant

uzay! olsun.M" manifoldununCaCdM" noktasmaTa(M”) uzayindan birX, vektord

karsilik getiren X vektdr dgerli fonksiyonuna bir vektor alani denir.

(X)(a)= X,
ile tanimlanan bir déniiimdir. M" nin U O M" koordinat korgulugunda bir vektér alani
X =£'0,

olarak yazilir. Buradakf' ler U daki lokal koordinatlara @hdir. Yani,
=¢ (xl,...,X“), i=1..n
seklindedir.

a noktasindaM" nin Ta(M”) tanjant uzayinin dual uzayrg(M”) oIsun.T;(M”) ye

aldM" noktasindaki kovektér uzayi denir. Bu uzayin elelmana da kovektorler denir
[56].

Tanim 1.8: Her alD0M" noktasina bir ve yalniz biw, 0T, kovektorini kanlik getiren

w donumiuneM" Uzerinde kovektor alani adi verilir [35].

Tanim 1.9: B,, n-boyutlu bir vektér uzayr veB, ise onun dual uzay! olsun.
X, UB,, j=1..9 ve;I‘D B, i=1,..,p kovektor dgiskenlerinin
o _ 1 2 p
Cd:t(&’xzv--’)%’ff’"fj

reel degerli fonksiyonunu g6z onine alalimgé& bu fonksiyon her bir ggskene gore
lineerlik sartini s&larsa, bu fonksiyona bir multilineer fonksiyon denMesela birinci

vektor dgiskenine gore lineerlikarti A, #0R olmak lGzere
- o - 1 2 p oo - 1 2 p .o . 1 2 p
t(/ix+,uy, %0 %, ,E,E,...sz/it( X% e &é ,..g‘,j+,u{ Yy X ,...@(E,E, Ej

biciminde gdsterilebilir. Bu multilineer fonksiyonkasilik gelen



p
——

t:B xBx.xBxBx.xB >R
|

q

operatorineB, uzayindap dereceden kontravaryam, dereceden kovaryant tensor adi

verilir ve T?(B,) ile gosterilir. (p,g) semboline ise tensorin tipi den(rp,0) tipli
tensore kontravaryant tensorler (p-kovektogigleenlerinin say|S|),(O,q) tipli tensorlere
(g vektor dgiskenlerinin sayisi) ise kovaryant tensorler dent][3

M", C” sinifindan bir manifold olmak Gzefem M" noktasindaki her bi(p, q)
tipli tensor icin uygun birqu(m) tensor uzayi vardir.
Tanim 1.10: M", C” sinifindan bir manifold veT” (m), OmO M" noktasindaki( p, q)

tipli tensor uzayi olsunM" manifoldununOm@ M" noktasmaqu(m) tensér uzayinda

bir t? (m) tensorii kanlik getirent fonksiyonuna( p, q) tipli tensor alani denir.

Eger p=1, g=0 ise vektor alani elde edilir. Yani, (1,0) tiplingr alani bir vektor

alanidir.

Eger p=q=0 ise herm M" noktasina bir skaler ger kasilik gelir. Bu ytizden (0,0)

tipli tensor alani reel @erli bir fonksiyondur.

U OM" bolgesinde f fonksiyonu C* sinifindan ise,0xdJU icin df |XDT10(X) olur.

Boylece f fonksiyonunun diferensiyeli oladf operatori (0,1) tipli bir tensér alanidir.
Herhangi bir m noktasindakiT,, tensorii simetrik tensor is& tensor alanina

simetrik tensor alani denir.gér herhangi birm noktasindakiT, tensori antisimetrik

tensor iseT tensor alanina antisimetrik tensor alani denir.

(p,0) tipli tensor alaniT olsun. (0,1) tipli tensor alanlad,,...,6, ve vektor alanlari

X5 X, Olmak tzere

T(8,08, Xy X)) (M= (A 8, X X

ifadesi reel dgerli bir fonksiyon tanimlar. Ozelliklex koordinatlarina goreT tensor

alaninin bilgenleri

Til..ip — (d){i,..., d)icj !ajl ""ﬁjq)

Jidq

biciminde reel dgerli fonksiyonlardir.



T tensor alaninin bijenleri C* sinifindan fonksiyonlar is@ tensér alaninaC”

sinifindandir denirC” sinifindan olan (0,1) tipli tensor alanina 1-fo(Rfaffian form)

denir.

(p,9) tipli T tensor alanininC” sinifindan olmasi icin gerek ve yetgrt her

6,...0, 1l-formlart ve her C* sinifindan X,;...,X, vektor alanlar igin

T(6’ 7 Xl,...,Xq) fonksiyonununC® sinifindan olmasidir [8].

1.4. Diferensiyellenebilir Manifold Uzerinde Lineer (Afin) Konneksiyon

Tanim 1.11: M" manifoldu tzerinde vektor alanlarinin mod[[[l]i;](M ”) olmak lzere
O:Op(M7)x05(M") - O5(M"), O(X,Y)=(OY)( X)=0, Y

donGima

1.0u,.nZ=10,Z+90,Z

2. O,fX+gY=(zf) X+ 0, X+( 29 ¥ @, "

sartlarini sg@liyorsa 0 ya afin konneksiyon denir. Burada
Oy 105 (M") - O5(M")

donlsimine kovaryant diferensiyellenme denir [16].

M" manifoldu Uzerinde U koordinat komgulugundaki {xlx”} lokal

koordinatlarini ve bu kosulukta ki 0, :% dogal vektor alanlarini goz 6nune alalim.
X

U, =1, gosterimini kabul edeliml]; yi 0; vektor alanlarina uygulayalim. Sonug vektor
alani oldgundan dolayi
0,0, =T,

yazabiliriz. Buradar

=T(x), U komsulugunda belirli C* sinifindan fonksiyonlardir
[56].
X =X'9; ve Y=Y'9, icin kovaryant tiirevinin koordinatlarini bulalimil’nin 1. ve 2.

Ozelligini kullanilarak,



(OY)(X)=0,Y= X (o, ¥ +T} ¥)o,
bulunur. Eger bu gitlikte X =9, alirsak,
(OY), =0,Y=(8, Y +T} ¥)9,
yazilir. (0Y)' =(3,Y) =0, Y seklinde gosterirsek,
OY' =90 Y +rl ¥

elde edilir. Bu ise (1,1) tipli tensor alani olanY kovaryant ttrevinin dgal catidaki

koordinatlaridir.

Simdi, w0 Df(M “) kovektor alanininOw kovaryant tdrevinin dgal catidaki
koordinatlarini bulalim.Ow0O Dg(M”) ve w(X)DDﬁ(M”) oldusu agiktir. Buna gore
w(X)e Oy, YO D})( M“) operatériinii uygularsak,

0, (X)) =(0,)(X) +@(0,X)
yazilir. Buradan da

(D) (¥, X) = (Oe)( X) =0y (@ 9)-e(0, )
:Y(w( X)) _w(DY X)
yazilir. BuradaX =9, ve'Y =0, alirsak,
(Ow), =(Dja))i =09, —a)(Djai )
:ajcq—a)(l";ai ):ai @ -Tiw
elde edilir. Buradaki(Da))ji gosterimi [J;«9 anlaminda kullaniingtir. Boylece, U@,
Ow kovaryant turevinin koordinatlarla ifadesi

Dja‘? :ajcﬁ’_rjl?alg
biciminde elde edilir(0,w)(X) ssitliginde X =9,, Y =0, ve w=dx* alinirsa,

(0,0%)(8,) =0, (X (3))- d¥(D;a)

=0,(g")-dx(r}o,)
= _r?i Jsk = _r;(i
elde edilir. Buradan dax‘ (9,) =9, dX‘ = 3“ oldugunu dikkate alirsak,
0,dX = -T* dX

buluruz.



to0y (M “) tensor alaninin kovaryant tirev formaltntrgalocatidaki ifadesi,

B ti.l"jF' :(Dt)il..jp :(D t)il..'Lp
K™ jp-lg Ky Jq K™y g
ip..i B i Limi d iy
L R D LI S S Wi S
akth---lq rkmth---lq rkuth--m---Jq
H=1 A=1

bicimindedir [35].

1.5. Burulma ve Egrilik Tensorleri

M", afin konneksiyonlu uzayindda = f (u',...,u") diferensiyellebilir fonksiyonu
verilmis olsun. Bu fonksiyonun tam diferensiyeli, yadf =9, fdu ifadesi, koordinatlarin
donistimi halinde invaryant kalir velf fonksiyonu du  vektoriinun lineer fonksiyonu
olur. Bu lineer fonksiyona keitik gelen kovektorin koordinatlari

V. =0, f
ile gosterilir. Bu kovektoref fonksiyonunun gradientif fonksiyonuna ise bu kovektor

alaninin potansiyel fonksiyonu denir.

Keyfi V, kovektorunin herhangi bir skaler alanin gradi@htasi icin gerek ve

yetersart

oV =0 (1.1)

olmasidir [43]. Burada{.,.] semboll tensérler Uzerindeki antisimetrgkie slemini

gostermektedir.
Gradient kovekto¥, nin kovaryant turevi

Dj\/izaj\(_rjli(y ).

bicimindedir. (1.2) denklemindg ve i indislerine gore alterngferme islemi yapilir ve

(1.1) sitli gi kullanilirsa
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OV = S (1.3)
bulunur. Burada
S =T a4

olarak verilmitir. (1.3) sitli ginin sol tarafi tensor, gatarafindakiV, da (0,1) tipli tensor
oldugundan S}‘ da (1,2) tipli tensor qur.S}‘ tens6rl O konneksiyonunun burulma
tensortiniin dgal catidaki koordinatlandir§’ = - § oldugu agiktir [35].
M" manifoldundaki X, Y vektoér alanlari i¢cin burulma tensériinin invarydotmda
yaziligl

S(X Y)=0, -0, X[ XY
bicimindedir. Burade[X,Y] , X veY vektor alanlarinin Lie parantezi olup

[X,Y] f=X(YH- X X
seklinde tanimlanir [56].

M" manifoldundaki X, Y, Z vektdr alanlari igin grilik tensériniin invaryant formda

yazilisl ise
R(X,Y) z=0,0, Z-0,0, Z-0y, y 2 (1.5)

bicimindedir [16].

R nin X, Y ve Z desiskenlerine gore lineerlikartini sgladigi kolayca gosterilebilir. Bu
takdirde, R( X, Y) ZDD%)( I\/P) oldugundan doIawRDDé(M“) olur. (1.5) sitli ginde
X =0,,Y=0,Z=0, alinarakR’nin dogal catidaki koordinatlarini

RjkS :airjsk _ajrikS +rir:rjl£n_rjnsqrikr

biciminde yazariz. BazenR egrilik tensdriine O konneksiyonunun Riemannian
Christoffel tensoru de denir. (1.5it ginden

Rjks =-Ri )
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elde edilir [35].

1.6. Burulmasi Sifir Olan Uzaylar

Afin konneksiyonlu uzaylar icerisinde burulmasirsdlan (burulmasiz) uzaylar ¢ok
onemli bir sinif tgkil ederler. Bu tlr uzaylarda konneksiyon katsayisimetrik olur.

Yani,
M= Tri-§=0

bicimindedir. Burulma tensorunun invaryant formdl&ailarak burulmasiz uzaylarda
[X.Y]=0,Y-0, X

oldugu bulunur.

Burulmasiz uzaylarda, normal koordinat sistemivedilen yeni bir koordinat sistemi

tanimlanir. Simdi bu sistemin nasil verilegmi gosterelim. O noktasininU OM"

komsulugundaki 0, catisina gore koordinatlan;ﬂ, konneksiyon katsayilarinin da bu

koordinat sistemine gor® noktasindaki dgeri F:j olsun.U OM" komsulugunda yeni

u'" koordinatlarini
U= (U - U +%F—kpq( WP - u)( - U} (1.6)

bigiminde tanimlayahm. Burada 4, Kronecker deltasidir. Bu  dogiimin

diferensiyellenebilir oldgu aciktir ve

A== g T -
- 1.7
. o' Gl (1.7)
A = adau =4

biciminde olur. BuradaD noktasinda ve civarinddet(4 )# 0 sarti s&lanir. Bu ise (1.6)

donsiminun difeomorfizm olmasi demektir. Yani, (1.6)ndgiimiu diferensiyellenebilir
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Simdi ise yukarida bakiimiz turevlerin O noktasindaki dgerlerini bulalim. Bu

turevler

A=d A=qT
bicimindedir. Bunlari
rijk = Ai'p)j"%rijl'k' + A 'Ajk
esitli ginde kullanirsak,
r ijk: 5115::5: rijl'k'+ dd rlkj
veya
M =0
oldugu bulunur. Yani, burulmasiz uzaylarda her ®itJ M" noktasinda 6yle bir koordinat
sistemi dahil edebiliriz ki, bu sistemdeki konngksi katsayilari sifir olur. Bu sisteme

normal koordinat sistemi denir. Bu sistem kullaraka ezrilik tensérinin her birO

noktasindaki bilgenlerini
Ri® =05 —0, (riik: 0)
biciminde daha sade olarak yazilabilir.

Burulmasiz afin konneksiyonlu uzaylarda@daki sitlikler gecerlidir:
1.a@;=o
2. Ry =0,
3. OyRy« =0 (Bianchi-Padov gtli i).

Bu ssitliklerin tensor karakter tadigini dikkate alirsak, bunlarin ispatini normal kaoad
sisteminde incelemek yeterli ve daha kolaydir.

Burulmasiz afin konneksiyonlu uzayda simetrik vguler (0,2) a; tensorl verilmy
olsun. Bu tensoriin tersi’ olmak Uizerea, tensorinin kovaryant tiirevi
D|<a1j = %
olarak gosterilsin. Busartlar dahilinde burulmasiz uzayin konneksiyon &gtgrini

bulalim. Bu sitlikte indislerin yeri dairesel olarak datirilerek asagidaki sitlikler yazilir:
akaﬂ _rlr:i]amj ‘er% = 9>

aiajk _rirjnank _rirl?ajm = s
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ajaki _rrjEQni _r?a(m = Ay
Son iki sitlik toplanir, toplamdan birincigtlik ¢ikartilirsa,
2rirjnamk :aia'jk +ajq< ‘aké} _(f?h + &~ @ )
bulunur. Bu eitlikte &% ya gore kontraksiyorsliemi yapilirsa,
r r l Ar
M :{u} _Eak(%k 3 - )

elde edilir. Bu ifadeyes; tensori icin Christoffel sembolu veya paranteziideBuradan

(}=32@a 32 -239)

bicimindedir [35].

1.7. Esafin ve Riemann Konneksiyonlari

Burulmasiz afin konneksiyonlu uzaya bakalim. Buydazakoordinatlarie ; olan

esas n vektor alani verilgolsun.
V=g, by 08

skalerinevivz...\" vektor alanlar Gzerine kurulan paralel yiiziin hiagemir.

Tanim 1.12: Eger Vi, Vz,..,\' vektorlerinin keyfi gri boyunca paralel tanmasi
durumundaVv hacmi korunursa, yardV =0 ise verilen uzayasafin uzay denir.

dx lerin lineer bgimsizlgina gére

dv =(0,V) dt =0
sartindan,0,V =01,V =0 bulunur. (1.8) gtli ginden kovaryant turev alirsak,

Dkellizijn =0
bulunur. Boylece @fin uzayin konneksiyonunu (veya sadegafia konneksiyon) son
esitlikle de karakterize edebilir. Busitli gi acik olarak yazarsak

0.8 ;. —F;l &, .0 —...—I‘kﬁn e,=0

bulunur. Buradan d&_; esasn vektorun ozeliine gore
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ake.l.2...n - rilesz...n_ el Skme.LZ...s: 0
esitli gi elde edilir. Bu gitlikte e= g, , olarak gosterirsek,

M.=0.ne (1.9)

biciminde vyazilir. (1.9) etligi esafin konneksiyonu karakterize eder. safin
konneksiyonunun katsayilarindan g@a I, toplaminin gradient kovektdr alani ofdu
(1.9) sitli ginden gorular. [35]
Tanim 1.13: Regrilik tensoru yardimiyla tanimlanan

R =R;"
tensorine Ricci tensord denir [43].
Burada e@rilik tensorunin ifadesi kullanilirsa,

R = Rijk =0, ri}( -0 rk;'( +rkll<ri'| _rkil I_|jk

)
elde edilir. Buradan d&; = Rij" Ricci tensorunln simetrik olmasi igin gerek veeyet
sartin (1.9) oldgu gorular. Boylece @fin konneksiyon, Ricci tensorindn

R =R
simetriklik sarti ile de karakterize edilgini ifade edebiliriz. Burulmasiz uzaylarda (1.9)

0zdsli gini kullanirsak,

I%skk = Rs_ &r
elde ederiz. Buradan daadin konneksiyonunun
I%skk = O

sartl ile de karakterize edilgini buluruz.

Tanim 1.14: i) M" diferensiyellenebilir manifoldu tzerinde (0,2) tigimetrik ve regiler
g; esas tensor alani verilgse M " ye Riemann manifoldu denir.

i) Riemann manifoldu Gzerindg, g; =0 sartini s&layan burulmasiz lineer konneksiyona
Riemann konneksiyonu adi verilir [35].

M" de, {xl,xz,...,X“} lokal koordinat sistemi verilsin. Bu lokal koordin

sistemine goreg nin bilesenleri g; ler
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g :g(i ij ij:]_ n
X ax )T T

seklindedir. g; lere g nin kovaryant bilgenleri denir.g nin kontravaryant bikenleri g
ler
g' =g(dX, dx), i,j=1..n

seklinde belirlidir. Buradan

: 1, k=i
gk=gc g=l"
gl]g 1 1 {O, k¢|

elde edilir.

{xl, x2,...,>{‘} ye gore X vektoriinin bilgenleri X' ise, yani, X = X' (%) dir, bu

X
takdirde kovektore (1-form) katik gelen X. bilesenleri, X' ler ile aagidaki sekilde
ili skilidir:

X'=g¢g" X, X =g X.
T,(M) tanjant uzay! ve onun dudli (M) uzayindakig i¢ carpimi,x noktasindakir(s)

tipli T, tensor uzayina da genstiglebilir. K ve L, {xlx”} koordinatlarina gore

bilesenleri K- ve L'’ olan x noktasindakir(s) tipli tensérler olmak Gzere ve L

Jads
nin i¢ carpimi
g(K L) =gy .Gy 9" ..0% K L
seklindedir [56].
Teorem 1.1:[56] M bir Riemann manifoldu olmak Gzer8=0 ve ,g=0 olacak
sekilde bir tek afin konneksiyon vardir.

Ispat: Varlik: M (izerindeX ve Y vektor alanlari verilsin. Bu durumdsl de herhangi
bir Z vektor alani igin

20(0,¥.2)= Xd ¥ 3+ Y§ X ¥ Zo X)¥

+o([xv] A+ d[z X ¥+ ¢ . 2}

(1.10)
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konneksiyondur, Y nin (1.10) tanimi kullanilara( X, Y) =0 ve
Xa(Y. 2= d0, Y 3+ 4 YO, ¥
bulunur ve buradanl, g =0 oldusu gorulir, yanid, M de bir metrik konneksiyondur.
Teklik: 0,g=0 ve S=0 oldugunu kabul edelim. Bu durumdx, Y, ZO y( M) igin
[X,Y]=0,Y-0, X
seklindedir ve
Xg(¥, )= d0, ¥ 3+ ¢ YO,
ile ifade edilebilir. Ayrica
O,Y =0, X+[ X, Y]
ifadesi
9(Y.0x2)= Xd ¥ 3~ ¢0, Y ¥

denkleminde yerine yazilirsa
Xa(Y, 2= d0, Z Y+ ¢0, X I+ f X} ¥ (1.11)

denklemi elde edilir. Benzegekilde

Y9(Z X)= g0, X 2+ 40, Y ¥+ ff Y ) (1.12)

ve

Zg(X.Y)= g0, Z Y+ ¢0, Y ¥+ fd 2K ) (1.13)

olur. (1.12) ve (1.13) denklemlerinin toplaminddnl() denklemini ¢ikarirsak, Kozsul
esitli gi denen (1.10) denklemini elde ederiz. (1.10) demitlile verilenI konneksiyonuna

Riemann konneksiyonu veya Levi-Civita konneksiyaiemir. O

Tanim 1.15: X, Y ortonormal bazlar olmak tzerg, kesitinin K (77) kesit erili gi,
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K(m)=-R(X,Y, X Y==( B XY X) (1.14)

seklinde tanimlanir.
Simetri ve lineerlik 6zelfinden X, Y, X', Y' vektor cifti ile X =a X'+ 8Y
Y=yX'+9dY yazilirsa

(a7)(R(X,¥) X, ¥)=( R % Y X )
elde edilir. BuradaA =ad - Sy, katsayilar determinantidir.gér X', Y' bir ortonormal

baz ise bu takdirdé =1 olur, dolay|5|yIaK(77) secilen vektor ciftinden gamsiz olur.
Herhangi lineer bamsiz vektor cifti icin A% =(X', X')(Y,Y)-( X, \’()2 oldusu

kullanilirsa
K(m)=-

elde edilir. Lokal koordinatlarda ise ifadesi

(R(X,Y) X, V)
(X', X) (Y, Y)=( X, Y)°

Rjklaiﬁjakﬁl

K(ﬂ) :_(gikgjl ~ 0 G% )aiﬂjakﬁl

(1.15)

seklindedir [9].
T (M) tanjant uzayinda hepduzlemi ve M manifoldunun herx noktasi icin,
K(p) bir sabit ise bu durumd& manifolduna sabit gilikli uzay denir. Sabit grilikli

Riemann manifolduna da bir uzay form denir [56].

Teorem 1.2:[56] Sabitk egrilikli uzay icin,

RXMZ=HdYI % §XEY
seklindedir.

Rjkl', egrilik tensorindn, g;, metrik tensorinin lokal koordinat sistemine gore
bilesenleri ise, bu takdirdeR, =g, R," ile verilen R, , (0,4) tipli Riemann grilik

tensorinian bilgenleridir.
Eger M , k sabit grilikli uzay ise, bu takdirde

R]kl = k( G99 -99 ) VeyaRjkli = k(d'( 9 _di Qk)
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seklindedir [56].

Tanim 1.16: R, Ricci tensoru olmak Gzere, skalar grili gi,
r =tr,Ric=Rig = ¢ R
biciminde belirlidir [6].

1.8. Kotanjant Demet

Tanim 1.17: M", n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold vé'pDM "isePOM"

noktasindaki kotanjant uzayi olsun. Yaninoktasindakir M" tanjant uzayinin dual

uzay!i olsun.

T°M"= U TOM"

POM"

kiimesine kotanjant demet denir.
T"M" nin her P noktasi icin, P » P kasilik gelerek, 77:T"M" - M" demet

izdUsimunt belirler.77*(P) kimesi, yaniT’M", POM" uzerinde fibredir (lif) veM"
baz uzayidir. Burada @al olarak f :M_ - T"M" kesiti (cross-section) vardir, dyle ki
?(P) M" nin her P noktasi icinT/M" nin sifir kovektoridir.f kesiti (cross-section)

veya ? (M ”) goruntusu sifir kesit olarak adlandlrllr?r.(M ”) sifir kesitiM" baz uzayiyla

tanimhdir ve boylecev " in kendisiT"M" in alt manifoldudur.

M" baz uzaylnlr{U ; xh} koordinat konguluklar sistemi ile 6rtuldgini farz edelim.
Burada(xh), U komsulugunda tanimli lokal koordinat sistemidiR", R Uzerinde n-
boyutlu vektor uzayr olmak Uzerer™ (U) OT"M" acik kimesiU xR" direk carpimina
diferensiyellenebilir homeomorfiktirPOT,M" (POU) noktasi (P, p) sirali cifti ile
gosterilir ve pOR" kovektoriiniin bilgenleri T;M" kotanjant uzayindalx’ dogal gatiya
gére P nin (p) bilesenleri ile verilir.

U da P=7T( I5) nin koordinatlarl(x“) ile ifade edilmek Uzere,ger (xh, p) yi

PO (U) noktasina karlik getirirsek, 7(U) OT"M" agik kUmesinde(xh, |q) lokal
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koordinat sistemini buluruz. Bu takdirde™(U) da (x“, |q) koordinatlarlna(x“) den

indirgenmitir deriz veya basitcer™ (U) da indirgenmy (induced) koordinatlardir deriz.
P:ﬂ( |5) noktasini ihtiva ederM" manifoldunun dier bir koordinat korsulugu

{U',x”} ise, bu takdirdezz*(U") koordinat korgulugu P noktasini ihtiva eder ve

m*(U")’nde P noktasinin indirgenmaikoordinatlari(x”, p) ile verilir. Burada

X" = X" (%)
p =% (1.16)
boax

olarak verilir. xX"(x), P noktasindakix', x?,...,X' degiskenlerinin C* sinifindan olan

diferensiyellenebilirfonksiyonlarldm.(E =p, X' = p. ile gosterirsek (1.16) denklemi

XA = XM (X (1.17)

olarak yazilir.

(1.16) denkleminin Jacobiyeni

o
oxA % 0
= . . 1.18
ox* | ax 92X o ox 19
X axox " ax
matrisi ile verilir. (1.16) denkleminin tersi ise
X" = x"(X)
_ox" @)1
P B

ya da
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XA = XA(X‘) (1.20)

olarak yazilr.

(1.19) denkleminin Jacobiyeni

ox"
ox” _ X 0 (1.21)
ax* | ox 92X ) X '
X aX X " 9N

matrisi ile verilir. (1.18) ve (1.21) denklemlerT“M" kotanjant demetin daima

yonlendirilebilir oldygunu gosterir.[52]

1.8.1. Kotanjant Demette Temel 1-Form

m(U)OT"™M" de p 1-formunun bilgenleri (p,0) dir. Yani (x“, g) indirgenms
koordinatlara gorep = pdx dir. p 1-formuna, T"M" de temel 1-form denirp 1-temel
formunundp dis diferensiyeli 2-formdur ver™ (U) komsulugunda

dp=dp O dx
olarak yazilir. Bu nedenle

dp=%fCBd>€ 0 P

yazilirsa

(0 &
(fcs)—(_dj 0] (1.22)

elde edilir. (1.22) matrisi reguler olgundan ¢, = 0 olacaksekilde £°* ters matrisi

vardir ve bu
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(62 :( 0 —53‘) (1.23)

bicimindedir. [52]

1.8.2. (0,s) Tipli Tensoér Alanlarinin Dikey (Vertial) Liftleri:

n

M" manifoldu lizerindef M" - R fonksiyonu verilm§ olsun. 7:T"M" . M
izdUsUmi olmak tzere

Vi=form
fonksiyonuna f fonksiyonunun kotanjant demette dikey lifti denBodylece tanimdan
POT,M" olmak tizere

V1 (P)=1(P)
elde edilir.

wO @ (M ”) olmak tizere lokal bikenleri
@ =@, (1.24)

olan T°M" kotanjant demetinde vektér alani elde edilir. baktér alanina M"
manifoldundaw 1-formunun dikey lifti denir ve w ile gosterilir.
Vo dikey liftinin lokal bilesenleri T"M" kotanjant demette(xh, g) indirgenms

koordinatlara gore

0 0
Vo= Vo= - 1.25
w (qu veya Y w Za),axl (1.25)

seklindedir. Acikga, herf O Dg(M “) icin Va)(vf):o oldusundan“w bir dikey vektor

alanidir.
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Her bir U da dx" dogal e catisi (coframe) iciny7*(U) da (1.24) ve (1.25) ten

(xh, p) indirgenmi koordinatlarina gore

v 0
x) =2
(9¢)= 50,

yazariz.
X0 DE(M“) olmak tizere,r* (U) da, (x“, |q) indirgenmg koordinatlarina gére

IX=pX (1.26)

yazariz. BuradaX', U da X in bilesenleridir.
SO Dﬁ(M”) olsun.U da S'nin bilesenleri § ;" ise, bu takdirderr*(U) da

indirgenmi koordinatlara gore

p.S ,; dx O dk O dx (1.27)
ifadesi T (M ”) de (0,s) tipli tensor alanini belirtir.

Sin Dﬁ( M“) (321) ve T"M" de indirgenmi koordinatlara goreS in bilesenleri

S; g Olsun. Yani

Si5" =5 .57 (1.28)
seklindedir. Buradaf“” ifadesi (1.23) deki gibidir. (1.28) ifade$iM" de yS in
bilesenleridir ve Ds_ll(TDM“) in elemanidir. (1.27) ve (1.28) i kullanarak;' (U) da
indirgenmi koordinatlara gore

9 (1.29)

=pS .  *dk0O..0 dxO0—
yS g $S...I2I1 apll
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yazariz. BuradaS,s”jélh, U daS nin bileenleridir. [52]

1.8.3. Vektdr Alanlarinin Tam (Complete) Liftleri:

Onerme 1.1: X ve Y, TD( M”) de vektor alanlari olmak tize#] Dg(M”) icin,
X (12)=vY(12) 1.30)

ise X =Y dir.
Verilen X OO5(M") igin, 1X = p X' kotanjant demette bir fonksiyon tanimlat.”,
U koordinat korgulugunda X vektor alaninin bilgenleri olmak tzere gldiferensiyel
d(iX)=p (@, X" )dx + X dp
ifadesi 77'(U) koordinat komuluguna gore bir 1-form tanimlar. Kotanjant demette bir
vektor alaninin tam liftf X
C X A — XBEBA
seklinde tanimlanir. BuradaZB, d(1X) in bilesenleridir. O zamansr*(U) deki (x", p)

indirgenmis koordinatlara gére tam lift X

(_p();hxi)j (2.32)

bilesenlerine sahiptir.

Onerme 1.2: f OO} (M"), X,YOIE(M"), w0 (M") ve FOC(M") olmak iizere

i) Yo' f =0, iyayz =" (w(Z)),
iii) (yF)Vf =0, v\ yF)yz =y(FZz),
v) SXV =" (Xf), Vi)’ Xyz=y[ X 4

Ozellikleri sglanir.

Lie carpimi icin gagidaki 6zellikleri ifade edelim:
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Onerme 1.3: X,YO O (M"), w,800(M") ise bu takdirde
) [Yw"6]=0,
i) [ °X,Yw]=" (L),
i)y [ °X,°Y]="[ XY

dir. BuradaL, , X e gore Lie tirev operatdridur. [52]

1.8.4. Kovaryant Turevin Tam Lifti

0, M" de bir afin konneksiyon olsutM" de X vektor alanina gorél, kovaryant
turevinin bileenleri

O :(X" xrh)

dir. BuradaX", X in, I', O nin bilesenleridir. 0, in “(0,) tam liftinin bilesenleri

i

c X"
(Dx):(p xira.h] (1.32)

seklindedir.
Onerme 1.4:Her X [ Dé(M”) icin
°(0,) =X +y(0x)
dir. BuradaJ, M" manifoldunda herx,Y O Dg( M”) icin (,Y = O, X+[ X, Y] seklinde
tanimlanan afin konneksiyondur.

Onerme 1.5: (X =0 olmas igin gerek ve yetgart ° (0, ) = °X olmasidir. [52]
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1.8.5. Vektor Alanlarinin Yatay (Horizontal) Liftle ri

O, M" diferensiyellenebilir manifoldunda bir simetrikimfkonneksiyon olsun.
(0y), O, kovaryant tiirevinin tam lifti olmak tizer&)" de X vektor alani igin,T"M"
de

X =° (Ox)
yazariz. Burada X ye, X vektor alaninin yatay (horizontal) lifti denirn€me 1.4 ten

"X =X +y(0y)
elde edilir, cuinkiJX = OX tir.

T°M" de (x“, |q) indirgenmi koordinatlara gore,” X horizontal liftinin lokal

bilesenleri
X" d -0
HX = | veya "X =X"—+ X —= 1.33
{parﬁix'j y ox' Z‘ Bl ox' ( )
seklindedir.

f DDg(M”) ve ZDD})(M”) olmak tzere,X in "X horizontal lifti asagidakileri
sglar:

HXV =T (XF),

"Xyz=y(0,2).

Onerme 1.6: X,YO D})( M”) ve wl] Df(M “) olmak Uzere

i) [HX,Va)]:V(DXa)),
XY=+ RO Y= xR XY, (1.34)
iy [ X, Y] =" X Y +y( LO),

esitlikleri saglanir. Burada( L, ), = 0,0X + R( X, Y) seklindedir. [52]
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1.8.6. Adapte Cati

0, M" diferensiyellenebilir manifoldunda bir simetrikirakonneksiyon olsunM "
nin {U : x“} koordinat korgulugunda

_ 0
()= 3

yazariz. (1.25) ve (1.33) dem;*(U) da indirgenmj koordinatlara goré' X, ve Ve nin

X 6 =dx ,i=1..n

bilesenleri
<~ _H _ 0 2 O
% ="K =50 T2 AT (-39
i 0
& :VH(') =7 ®)3
) % (@)

seklindedir. 7*(U) da {é(a)} :{é('i),%)} :{” )6),"80)} ya O afin konneksiyonu icin

adapte cati denir.
(1.25), (1.33), (1.35) ve (1.36) kullanilaraX OC5(M") in "X lifti ve

wO P (M ”) nin Y w lifti, {é(ﬁ)} adapte catiya gore

"X =X'g, veya “x=(”x")=(>éi], (1.37)
Vw=Za),é(T) veya Vw:(vaf’):(;j (1.38)

seklindedir. Burada X' ve « sirasiyla XDD%J(M“) ve a)DDf(M“) nin lokal

bilesenleridir. [52]



2. YAPILAN CALI SMALAR VE BULGULAR

Bu bdlUmde(M“,g) Riemann manifoldunum M" kotanjant demetinde natural

metrik sinifindan olan Sasaki ve Cheeger-Gromotrikierini inceleyecgiz.

2.1. Natural Metrik

Her x(OM" icin, ﬂ‘l(x) =T,M" kotanjant uzayinda™ = (g”) skaler carpimi
her w,60 Df(M ”) olmak tzere

g_l(wa 9) = gijc“fej
seklinde tanimlanir [26].

Tanim 2.1: M", g metrikli Riemann manifoldu olsun. HeiX,Y[O D})(M ”) ve
w, 60 DS(M ”) icin, T"M" kotanjant demettg Riemann metpi

) g("X."Y)=g(x.Y),

i) g(" X" w)=0
sartlarini sgliyorsa, M" de g Riemann metgine gore naturaldir denir.

T'M" de g natural metgiinin O Levi-Civita konneksiyonu igin sagidaki teoremi
ispatlayalim.

Teorem 2.1:[3] M", g metrikli Rieman manifoldu v M", M" in kotanjant demeti
olsun.T'"M"’de § Riemann metgi, M" de g metrigine gore natural ise bu takdirde her

X,Y[O DE(M n)ve w, 00 Df(M “) icin O Levi-Civita konneksiyonusagidakileri salar:
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V) g(ivw“v,”z)=—lg( , (pR(Y,z))), 2.1)

vi) g(3,,"6, “z):%(—”z(g(vw,ve))m(vw,v(DZH))+§(V9,V(DZw))),

i 9(0.,%0.°6) =2 {a("0.¢))+ o(a "€ "al) (5 0.9

Ispat: HerX,Y,ZDD})(M”) ve i,j,kO{H\V} olmak uzere, O Levi-Civita
konneksiyonu igin Koszul formuli
20(0, ¥:2)=x[a(¥.2))» ¥{o('2.) - z{o( x )
o [ Z])ra( [z ])va('2 [1x ]
seklindedir [15]. T'"M" de ger i, j,kO{V} ise, X,Y,Z yerine w,6,§0 Df(M“) yazariz.

Koszul formiili, Onermel.3 i), Onerme 1.6 i)-ii) Vanim 2.1 kullanilarak ispatagidaki

gibi yapilir.

:—va(g(x Y))- 9( X " (0y)
+g("v." (-0x)) + (@ " Y]+ (pR(XY)))
:g("a)v,(pR(X Y))) :

iii) ve v), ii) ye benzegekilde hesaplanir.
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iv) 2g(D Yo, H) HX( ) (g VH X ) (g(HX Va)))
—Q(HX[’wvf’]) g(w [0 "x])+g("o["x "o
="x(9(Vw Va))+g( w" (- DXH))+g( 6" (0 xa)))
= "% (9("w.0)) (. (08))+3("0." (0xe)

vi) ve vii) ,iv) e benzegekilde hesaplanir.

viii) Bu kisim ise iki kovektor alaninin dikey (wé¢eal) liftinin, Lie tdrevinin sifir olmasi
kullanilarak elde edilir. Yani,

2(0.,"0.7¢) = "(9("0."¢))+'6(a ("¢ " w)) - ¢ (g (" w."0))
~o("w[0 '€ +a("0 e “w]) +a ("¢ [V )
=2("(a(*0 "€)+ o(a(¢ ")) -"e(o("w ). O

Sonug 2.1:M", g metrikli Riemann manifoldu v& M" de M" in § natural metrikli

kotanjant demeti olsun. Bu takdirde, Levi-Civita konneksiyonu, heD(,YDD})(M”)

icin

1v

0 HY:”(DXY)+E (PR(X.Y)) (2.2)

Hx

seklindedir [3].
Ispat: Teorem 2.1 in (i) ve (i) kismindan elde edilir.

2.2. T'™M" de °g Sasaki Metrigi

Bu k|S|mda(M“,g) Riemann manifoldunu™™ " kotanjant demetindég Sasaki

metrigi ve bu metrgin diferensiyel geometrisi incelengtir. Adapte catida®g metriginin
Levi-Civita konneksiyonunun bi¢enleri ve bu konneksiyona ait Riemangrikk tensoru

hesaplannstir. Ayrica (M”,g) ve (TDM”,Sg) manifoldlarinin geometrik 6zellikleri

arasinda yeni [@antilar da elde edilngiir.
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Tanim 2.2: ([4,26]) (M”,g) Riemann manifoldu olsun. HerX,YDDé(M“) ve

w,60 Df(M ”) icin, T"M" de °g Sasaki metgi asagidaki Ug aitlikle tanimlanmaktadir:

Sg("a),ve):v(g‘l(w,e)):g‘l(a},@)oﬂ, (2.3)
*9(Vw."Y)=0, (2.4)
*g("X,"Y) =" (g(X.Y))=g(X.Y)err. (2.5)

T°M" de (0,2) tipli her tensor" X ve Yw tipli vektor alanlari vasitasiyla tamamen
tanimlanir [52].

(1.31) ve (1.32) denX OO (M") nin ©X tam lifti igin

°x ="x-"(p(Ox)). (2.6)

esitli gini g6z 6nline alalim. Buradp(OX ) = p, (thi)dxh seklindedir.

(2.3), (2.4), (2.5) ve (2.6) yi kullanarak
°g(°X,°v) =" (g(X,Y))+" (9™ (p(0X). p(DOY))). 2.7)

elde ederizg™ (p(0X), p(0Y)) =g’ ( pO, X! )( kajY") seklindedir [4].
SgDDg(T*M”) tensor alani X ve °Y tipli vektor alanlar vasitasiyla da

tanimlanabilmektedir [52]. Dolayisiyla (2.%parti, T'"M" de °g Sasaki metji icin

alternatif bir tanimdir.
(1.35) ve (1.36) da verilmi olan {é(a)} ={¢§(i),é(7)} ={Hx(i),"6?(i)} adapte catisi

kullanilarak

o ="0(8).4)) =" (o7 (ax.a¢))=g",
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"9, =°0(8).8)= (0(0.9,))=4,.
(&)

elde edilir. Yani adapte catisina gorg Sasaki metginin bilesenlerinin

j (2.8)

oldugu elde edilir.
2.2.1.%g in Levi-Civita Konneksiyonu
m'(U) dadf lokal 1-formlarini

@ =A" dx®,

seklinde tanimlariz. Burada

R — Z‘ij Z‘ilT — 5; 0
e {3y BH

seklindedir. (2.9) matrisié; = "0, ((1.35) ve (1.36) da verilntir) donisimuni

sglayan

a(A AN (8 o
Az(Aﬁ ):(A_i A'iJ_(pariejl dljj (2.10)
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elde edilir. Buradal,,* = (&,A ,* —&,A *)A” , seklindedir.

Q ;" non- holonomik objelerinin sifir olmayan biémnleri

Q|TT = _QTIT = _rlji'
- X (2.11)
Qlj = paRji
seklindedir. BuradaR; *, 0, nin R egrilik tensorundin lokal bilgenleridir [4].
°0, °g Sasaki metgiyle belirlenen Levi — Civita konneksiyonu olsun.
*0. 8, =56, asitligini kullanahm. °0,Y-°0,X =[X,Y], OX,YOO(T™™")
esitli ginden
SI’”W—SFZV:QW” (2.12)
yazariz.

{é(a)} adapte catisina g(‘j(éDX Sg)(Y,Z) =0 denkleminden
édsgm_srgysggﬂ_srgg Sgw :O (213)

elde edilir.
(2.12) ve (2.13) ten

Sra _1S ae (x S ~ S ~ S 1 a a a
FW‘E g (ey 9:5 €79, € gyﬂ)+E(Qyﬂ +Q7 ,+Q ﬁy) (2.14)

_ 0
bulunur, buradaQ? ; = °g”* °g,Q,,° ve (Sg) ' =(Sg"") :(go g ] seklindedir.
i

(1.35), (1.36), (2.8), (2.11) i g6z 6nlne alar{e\qh)} adapte catisina g(‘jlsd'”w nin

bilesenlerini
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Srh —_h Sr-h —Srh _—Srh
I_ll r]i ! I_TT - I_TI - rTT =0
1 im 1 jm
SI_?T ZE me.hj. ’ Sr?i :E mehi.l J (215)
SI—H _1 R m Sl—h = ri
ji 2 pm jih iT ih

seklinde buluruz. Burad®",™ = g" ¢“R, " seklindedir [4].
X,yoot (TDM”) veX = X8, , Y=Y"g; olsun -{é(,,)} adapte catisina gore,

boyuncaSDYX kovaryant tirevinin bilgenleri
SO X7 =Y"8 X + 517 X/Y, (2.16)

seklindedir.

Teorem 2.2: [27] (M”,g) Riemann manifoldu olsun véO, °g Sasaki metgiyle
donatilmg T"M" kotanjant demetinin Levi — Civita konneksiyoniswi. Bu takdirde,
herX,YDDg(M”) ve w, 00 Df(M”) icin, °0 asagidakileri salar:

) °0,,'6=0,

i) *0,,"Y =" (R(p.@V),

ETR va_V EH o
iiiy S0, V8= (Dxé’)+2 (R(p.&)X),

.5 Hy _ H 1v
iv) °0,, "Y = (DXY)+2 (PR(X.Y)).

Burada &= g‘lowDD;(M“), 6=gt.-00 Dé(M“) ve p=gro pDDé(M“)
seklindedir.
Ispat: (1.35), (1.36), (1.37), (1.38), (2.15) ve (2.16)&mlarak,
i) °0,,Y0="ef (e,V6" +°T5,¢")
_— (Q Vs 4+ Srﬁvek + SF£V9E)+VCJ (erveﬁ + Srﬁ(vﬁk + SF?RVHE)
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=V (6V0' +°T |V + T LV6" )+ Ve (&0 +°T ) V6 + 5T L V6" )
Yo (QVBT+Srivek+SriTEVBE)_l_Va)T(eTVBT+Sri1kvek+SI—iIEV9R)
= O,
i) S0,,"Y ="af (e, Y7 + 515, YY)
= Ve ("7 +STEIY 4 STEMYE) Ve (g MY+ STE MYk 4 T8, )

= e (& MY+ STV ST Y)Y (@ MY+ ST Y oY)

w.(e.Yj +% me."kf"‘ij

1 i js
== pmglgJ Rskleka)l

"RpoYy),

Nl N

iiiy SO, Y8="X"(e, 0" +°r% Vo)
—Hy (qv9/z+sl—i,/l3<v9k +sl—i/%v9ﬁ)+ Hy T (eTVBﬁ_l_sl—iél}(ka_*_sl—igEvBE)
= HYi (QVQj + Srijkvek + SrinVHE)+ H i (quT + Srivek + SrijTEVHE)
i1 i km i
=X (E meli.k ij+X (qej _ril?ek)

:V(DX0)+%H(R poX) .

Iv) Sonug 2.1'in direkt sonucudur. m

2.2.2.°0 in Egrilik Tensorii

°R, °0Oin egrilik tensori olsun. Bu takdirde
Spfa & & =S SH & _SH S & _O £€SH &
R(&0) &) 8 = *00 *0s8) = °0, 0,8 ~ s’ 0.8,
seklindedir. Burada®0, = SD% olarak alinmgtir. {é(a)} adapte catisina goreR egrilik

tensorundn bilgenleri
S 0O _& Sr9 _Qx Sro S0 S[r€&€ _ S0 Sré& _ Esro
Raﬂy =& rﬂy eﬂ ray+ raé rﬂy rﬁf ray Qaﬂ rey

seklinde elde edilir [52]. (2.11) ve (2.15) i goziire alarak ,
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S —_ 1 a m 1 m a m a
Rij' =R/ =5 PaPaRR "+ P, (RUR, - RIR),

S I_l | im
Rij _E mekR.j. !

Ry’ =5 Pu(OR7-OR),

SRK”'T Z% pm(DkRi'm_DiRkjlm)’

Rei’ =Ru’ =7 Pubs(Ra"R R, "R,
SRZijr Z%Ruk _% pmpaanRtjf(a,

s | — pl im l | km ia | impl ka

R?i’j _R.j. +mepa(Rt. R.tj. _R.j. R.j. )’

Re =5R 2 PRRITRY

SRETJTT —s TJTT — SRETJ'T — SRETJJ — SRl;iJj :O (217)

buluruz [28].
Teorem 2.3: [28] g metrigiyle M" Riemann manifoldu ve®g metrigiyle T"M"
kotanjant demeti verilsin. Bu takdirdéM " nin flat olmasi icin gerek ve yetgart M" in
flat olmasidir.
Ispat : Ispat(2.17) numarall gtli gin direkt sonucudur, éyle kR=0 olmasi °R=0
olmasi anlamina gelir. @r °R=0 olduzunu varsayarsak, ilk sglikte

(xi, pi) :(x‘,O)DTDM " noktasindan

SR«,‘I

1 a m 1 m a m a
(.0) =(R<ijl 5 PnPaRa"R ;. +Z pmpa(let. Ry* —R\"Ry )j

(9

=R,/ (x)=0
elde edilir. m
Teorem 2.4:[28] g metrigiyle M" Riemann manifoldu ve’g metrigiyle T°M"
kotanjant demeti verilsinc, g nin skalar grili gi ve °r de °g in skalar grili gi olsun. Bu

takdirde °r skalar grili gi:
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1 2
2| PR
dir.
Ispat: {é(,,)} adapte catisina gor&R ; = °R,,,° Ricci tensor alaninin bijenleri ise, bu
takdirde;
Sr = Sgaﬂ SRH - S Ij SR] ij SRT
— i 1 apk tm l mpt ka
=g Rj 5 pmpaRkit R i 5 pmpaRtk RJ
2 4
1 k tm k tm 1 k]l kimpt ja
+Z pmpa(R. k. Rjt R th )+ g” R _ pmpaR R

1 i m a m a 1 ii a m 1 :
:r+z pmpagJ(RkkT R _R_kit. Rt )—— P, P.0" R, R,ij __ngZRzki

1 ij m a i m a
W P.P.9"9"g“R,"R,* —= pmpag’g“gkthk Ris
1 ij m a m S a m
=r+ popg’ (RYR -RIR,?) - —pmpag 19" 9"R*R;.
1 ij S a m
-3 P.P.9"9"“9°R"R;
— +£ ij Rktm a_Rktm a
=r 4pmpag ( K, Rjt i R<jt)

1 ij S m a
=r-7 PaP.9" 9" g"R"R,

1 :
r-79'9"9°(pR),,(PR),,

1

—_ = 2
=r-2[pR
elde edilir. Burada =R,g" ve |pR,

PR =g™ (PR, PR) =g"g" 9" (PR),,(PR),,
seklindedir [56]. O
Bu teoremderu sonucu ifade ederiz.

Sonug 2.2:[28] g metrigiyle M" Riemann manifoldu v€g metrigiyle T"M" kotanjant

demeti verilsin.

i) °r =0 ise, bu takdirde =0,
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i) r=0, R#0ise, bu takdirde’r 0,

i) °r =0 olmasi icin gerek ve yetgart R=0olmasidir, yaniM" in flat olmasidir.

Buradan gagidaki teorem ifade edilir.

Teorem 2.5: [28](M“,g), n>2, x sabit grilikli bir Riemann manifoldu olsun. Bu

takdirde(TDM " Sg) nin °r skalar rili gi

:(n—gk(n—aprkj
dir. Burada| p|2 =g"p p; seklindedir.
ispat: (M”,g), n>2 « sabit grilikli bir Riemann manifoldu olsun, yani
Rug® =K (80 = 3304 )
ve
r=n(n-1)«

esitliklerini kullanalim ([56], [43]). Buradao, Kronecker deltasidir. Bu takdirde, Teorem
2.4 ten

1 2
Z||0R|

1 ij S m a
2 PaP.9' 9" g"R"R,

ig 9" 9°p.x (9" ~ 379 ) PK (G20, — 570, )

1 ] S
4ﬁ2¢g”¢(ﬂgm—ﬂgd(mgn—p&m)

1K2 ij K ts( _ - + )
2 99 9 (PP ~ PP YO« ~ B P99 + B P; 99k

%Kzg“pkM’J” k9" pp,dlog += Kzg"p.pkékés+ Kzg”p.p,ékJE

1
=t ZIDI n+7 KIPI + KI pl" == “Ipl"n

:n(n—l)/(—%/(2|p|2(n—1)

:(n—l)K(n—%|p|2Kj
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elde ederiz. ]

Teorem 2.6: [28](M”,g) bir Riemann manifoldu v "M " de, °g Sasaki metgiyle

donatiimg kotanjant demeti oIsun.(TDM”,Sg) in °K kesit (sectional) giligi
asagidakileri sglar:
) °K (Ve2Y6) =0,

2

i) SK(HX,Va))=%‘pR( X)df,

if) SK(HX,HY):K(X,Y)—%pR(X,Y)‘Z.
Burada K, (M”,g) nin kesit @riligidir ve @@= g‘loa)z(g”wj)Dﬂé(M”),
R( . X)@OC (M) dir.
Ispat: (TDM " Sg) de lokal ortonormal catida, bir kesfiriik

°K(P)=-°RyU'VuU'V! |
seklindedir. BuradaP =(U,V), (U,V) ile gerilen diizlemi belirtir [16].
{Xi} ve {cd} i=1..n, M" de sirasiyla lokal ortonormal cati ve eati olsun. Bu
takdirde (2.3)-(2.5) ter{ "X, en X VLY } , TD(M”)de lokal ortonormal catidir.
(TDM”,Sg), SK(”X,”Y), SK(”X,Vé?) ve SK(Va),VH) S|raS|yIa(”X,HY), (”X,VH)
ve (Va),VH) ile gerilen duzlemi belirtir. (1.37), (1.38), 8.ve (2.17) yi kullanarak,
) °K(Yw,Y0)=—°R,,," @ V6"V ar V6”

=R,V G V@ 6

~*Rert" °0.,. 8,6,

R “9s@bw,0, - SR;TTT "9 w6,
0

bulunur.
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i) K ("X,Y0) = =Ry, "XV XV
=R, *ga X '@X'@ - °Ry ) *gs- X @ X a0,
1 i 1 m ia i
:(ER(H _mepaRk[I Rtj. jgﬂxka%xja)s
_1 ixk XJ d _1 mRt iaxk XJ El
_ERkjl w g @, mepaRktl . w g @,
1 i j ~ 1 m a ~ i~
ZERkJ'I Xka)IXJ(J +Z pmpaRkl Rfjh gtkafwxlaj
1 N1 ) i
ZE(wR(X X)w)+zg”(pR( X)@) (pR( X)),

:%‘( pR( ,X)CD)‘Z
elde edilir.
i) SK ("X, MY) = =R, REEY R Y
:_SRkijlgd HZ K Hyi H g j Hyg's _ SRkijrgsT H gk Hy H T HYs

(Rl +3 PRRAR, " =2 ppy (RIR, RIR) XY XY
= -Ry; g4 X Y'XTY® +% Pm PR R Mg XY XY

-3 PR R XY XY 4 2P PR, TR XY XY
=-R;'gg X Y'XY* —% PmPaRe Rie; Mg X Y XIY?

1 m a i /S 1 m a i ix/S
2 PPaR Ry g" X*Y' Xy 7 PP Ry, g X*YIX Y

K(x ¥)=30° (PR(X Y)),(PR(X ¥)),
=20 (R(Y.X)), (PR(Y X)), +50" (PR(Y X)), (PR(X X)),
=K (X ¥)-2pR(X Y
olur. O
Bu teoremden kolayca goriiriiz ¥ (Va),VH) =°K ( HX,Va)) =°K ( "X, “Y) olmasi

icin gerek ve yetegart R=0 olmasidir. Buradasu sonucu ifade ederiz.

Sonug 2.3:(M " g) bir Riemann manifoldu v&8™M " de,°g Sasaki metgiyle donatiims

kotanjant demeti olsun. Bu takdirde
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) (TDM”, Sg) in sabit @rilikli Rieman manifoldu olmasi icin gerek ve yetart

SK =0 olmasidir,

i) °K =0 olmasi icin gerek ve yeteart (M " g) nin flat olmasidir [28].

2.2.3.°g Metri gine Gore Metrik Konneksiyonunun Skalar Egrili gi

T°M" kotanjant demette®g Sasaki metginin °0, Levi-Civita konneksiyonu

S0°g =0 sartini sglayan ve burulmasi olmayan tek konneksiyondur. Edkdg =0
sartini s@layan baka bir konneksiyon daha vardir ve non-trivial bumal tensériine
sahiptir. Bu konneksiyonag in metrik konneksiyonu denir [52].

T°M" kotanjant demetindeld konneksiyonunun™ [ yatay (horizontal) lifti, her

X,y DE(M ”) ve w, 60 DS(M ”) icin asagidaki sekilde tanimlanir:

L (2.18)

"O, = ”D% yazanz." 0,8, ="I,6 , olduundan, "I, in farkl indislerini (2.18) i

kullanaraksu sekilde buluruz:

v ] (2.19)

{”r;— rc, "r< =-vri,
HrFk — HprFk — HpFk — k _HrFk _—
M =M ="rs =1"rs="re, ="re, =o.

"0 yatay liftinin burulma tensér@ olsun . T, T°M" de (1,2) tipli antisimetrik tensor

alanidir ve gagidakisekilde tanimlanir:

T("@"0)=0 , T("X 0)= 0 . T("X 1Y) =R(X Y).

BuradaR, O nin erilik tensoérudur veyR X Y thRd. X<y af seklindedir [52].
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Boylece, g lokal olarak flat olmadikca,g ile belirlenen O , Levi-Civita

konneksiyonu olsa bild! 0 konneksiyonunun sifirdan farkli (non-trivial) bimaya sahip

oldugu gorulmektedir.

Her X,Y,.ZOO,(M") ve @,6,60%(M") igin (2.3), (2.4), (2.5) ve (2.18) i
kullanarak ,
(” Dvwsg)("ﬁ,"e) = ”Dvwsg("e,ve)— Sg(“ DVWVH,Vg)— Sg("H,“ Dvw"s)

="0,, (g7(08)="w (g7(0¢))= 0,

(HDHXSg)(VH'V‘g): HDHXSg(ve’vg)_Sg(HDHxve’VE)_Sg(VH’HDHXVé.)
"Dy (976 8)-20(" (0,6) “e)-2q(*6 " (0xe))
Hy (g‘l(ﬁ 5))—V (g‘l(DXH 5))—V (g‘l(H D,Xg))
V(Xg‘l(ﬁ,s))—v(g‘l(Dxﬁ,s))—V(g‘l(H,st))
"(0ya (0 6)-" (a7(0,0 £))-" (a7(6 Te))

((oxa)(e 9))

:O,

(H Dvwsg)(ve, HZ) —H Dvwsg(va HZ)_ Sg(H DVMVH,HZ)_ Sg(VH,H DvaZ)

(HDHXSg)(VQ,HZ)=HDHXSg(ve,HZ)—Sg(HDHXVH,HZ)—Sg(VQ,HDHXHZ)
*9("(D.8) "z)-c0("6 "(0,2))= O,

(HDVng)(HY,Vg): HDvag(HY,Vf)_SQ(HDVMHY,VS)_SQ(HY,HDvwvg)
= O’

(HDHX Sg)(HY,Vé‘): HDHX Sg(”Y,Vs)—Sg(”DHX HY,Vg)_Sg(HY’HDHxvg)
:—Sg(H (0,) Ve)—sg(”v V,(ng))
= O’

(”Dvwsg)(HY,”Z): HDVWSg(HY’HZ)_Sg(HDVWHY’HZ)_Sg(HY’HD\IwHZ)

="0,, " (9(x V) ="w" (a(x ))= 0,
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(HDHXSg)(HY’HZ):HDHXSg(HY’HZ)_Sg(HDHXHY’HZ)_Sg(HY,HDHXHZ)
="0,, “(9(¥ 2)-°o(" (04Y) "2)-°9("Y "(0,2))
="x"(g(Y z))-"(9(0,Y Z))-" (9(Y 0,2))
=" (xa(v.2))-"(9(0,v.2))- " (9(v.0,2))
=" (0,9(Y 2))-"(9(OxY 2))-"(a(Y 0,2))
="((0.0)(¥ 2))= O

elde ederiz, yani; nin 70 yatay lifti °g Sasaki metgine gére metrik konneksiyondur.

"R, "0 in erilik tensor alani olsun’' R nin, {é(a)} adapte catiya gore b§kenleri

H a — X a H £
Rsp —2(3[5 V]ﬁ,+ FW I'V]ﬁ,

) Qd_yé‘ H rgg ,
esitliklerinden elde edilir.
(1.35), (1.36), (2.11), (2.19) u kullanarakR ; = "R, ;" seklindeki Ricci tensér alaninin

bilesenlerini hesaplarsak:

{&: Ri" ="Ry' + "Ry’ =R =R, , (2.20)

"R = "R =

elde ederiz, burad®,; , M" de J, nin Ricci tensor alanidir.

g Sasaki metgine gore" 0 skalar grili gi icin (2.20) ve $g*’ = 5g*/ =0 oldugu
kullanilarak
=°g”"R,=¢"R =,
elde edilir.
Buradarsu teoremi yazariz.

Teorem 2.7:[28] (M“,g) bir Rieman manifoldu olsun VE'M", °g Sasaki metgiyle

donatiims kotanjant demet olsun. Bu takdird@M" kotanjant demetin®g Sasaki

metrigine gore " O metrik konneksiyonlu™r skalar grili ginin sifirlanmasi icin gerek ve

yetersart M" de O, nin r skalar grili ginin sifir olmasidir.
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Buradan soyleyebiliriz ki,' 0 = >0 olmasi igin gerek ve yetgart (M " g) nin flat

olmasidir. Boylece, Teorem 2.7 den Sonug 2.2 njnf@desi elde edilir.
2.2.4. (T*M " Sg) de Para-Norden Yapilar

Hemen hemen parakompleks manifol(ivl“,qﬁ), #°*=1 hemen hemen carpim

manifoldudur, dyle ki, T'"M" ve T"M" 0Ozdemetleri, sirasiylag nin +1 ve -1

Ozdeserleriyle iligkilidir ve ayni ranka sahiplerdir. Hemen hemen gamapleks

manifoldun boyutu cifttir.¢ parakompleks yapisini géz énine alirsak, 2 mdrtebbiri
izomorfik temsil eden{1,¢} kiimesini elde ederizM "de, {I,¢} kiimesi parakompleks
(veya double) sayilar cebri olarak adlandirilirRgj), j? =1ile temsil edilir.

Her X;, X,,...X, O 05(M ") igin

O PXy g Xy ) = W[ X, X5, X, ) = 2w X, X, 180X,
ise,wl] DE(M 2”) tensor alaninap parakompleks vyapisina gore purdir denir ([26, 33,
40]).

w pur tensor alani ve parakompleks yapisi kullanilargl operatori

(8) (Y Xy X ) = (#Y) (@( X1 X,)) =Y (08X, X, X))

+oof(Lg)Y X, ..X,)+ :l'.a)(xl X, ,.(qu¢)¥)

seklinde tanimlanir. Buradd., , X e gore Lie tlrevini gosterir. Ayricg,wl] D3+1(M 2“)
seklindedir [46].
@w=0 ise, bu takdirdew, R(j) parakompleks cebrine gére hemen hemen para-

holomorfiktir denir ( [18, 33]).

Eger g Riemannian metgi, ¢ hemen hemen parakompleks yapisina gore pupise,

parakompleks yapll(MZ”,g) Riemann manifolduna hemen hemen para-Norden denir.
Bilinmektedir ki, hemen hemen para-Norden manifalgu para—KéhIe(Dg¢ =O) olmasi

icin gerek ve yetegart g nin paraholomorfilé%g = O) olmasidir [33].
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(T*M“,Sg), °g Sasaki metrikli kotanjant demet olsun. H%DD%(M”) ve

wl] Df(M”) icin, TM" de (1,1) tipliF tensor alanini,
FAX ="YX,
(2.21)
w

seklinde tanimlayalim. BuradX = go X O (M"), @=g™cwD0;(M") dir. Bylece
F2=1.

elde ederiz. Gergekten (2.21) i kullanarak, Xéf (T, (M") ve w0 (M") igin
F2("X)=F(F"X)=F("X)="X = "X,
F?(Yw)=F(FYw)=F ("@)="0="w

elde ederiz, yanF2 =1 dir [27].

Teorem 2.8:[27](T*M", °g, F) ugliisti bir hemen hemen para-Norden manifolddur.
ispat: Her X,Y O (T'M") igin

A(X.Y)=°g(FX.Y)-"°g(X.FY)
yazalim. (2.3)-(2.5) ve (2.21) den

A" X, 1Y) =3g(F"X, 1Y) =5g( "X, FHY)=5g(¥X,"Y)-3g("X,"¥)=0,
Sg(FHX,Va))—Sg(HX,FVw)= sg(v>~(,v ) s (HX’H&))
g7 (g°X w)-g(X gew)= 0,

A" X, w)

I

g
|

Q

A(ta) =AY =0
A(vw’ve) - Sg(FVa),VH)— sg(vw,Fvg) - g—l(Ha),Vg)_ Sg(Va),Hé) =0,

elde ederiz. Yani®g, F ye gore purdir. Boylece ispat tamamlagoiur.

F nin kovaryant tirevine bakalim. Teorem 2.2 ve 12idlikkate alarak,

(40, )(")= 0, () (%0,

=50, 'Y =F(°0., ")
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%” (pas(R( . X)Y-R(X.Y))), (2.22)

(F"Y)-F(°0.,"Y)

=20,V -3F " (p(goR(,)@))==5" (PR( .Y)@). (223)

(*0.F)("0)= 0., (F*6)-F(°0.,6)
=°0,, Hé—F(V (DX6)+% ) (IO(Q_lo R( X)é))J
_" (Exé)+%v(pR(X,6~’))—H (g-lo(Dxe))——;V(pgo(g‘loR( X))

=="(pRr(x.8)-pR(,X)8), (2.24)

(°0. F)(¥6)="°0. (F"6)-F(°0,,"6)
=0, ”é:%H (p(g7R( . 8)a)) (2.25)
elde ederiz. (2.22)-(2.25) i kullanarajagidaki teoremi yazariz.

Teorem 2.9.[27] Riemann manifoldunun kotanjant demety metrigine ve (2.21) ile

tanimlananF hemen hemen parakompleks yapisina gore para-K§btdeaholomorfik

Norden) olmasi icin gerek ve yetart Riemann manifoldunun flat olmasidir.

2.2.5. Vektor Alanlarinin Tam Liftinin Paraholomor fik Olmasi

F, hemen hemen para-Nordenian yapisinin Lie turesifirlayan, (LXF =O),

X OO (T*M ”) vektor alanina hemen hemen paraholomorfiktir ieid].
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°X, "y 1= "[x,Y]+" (p(LD)Y),
[ } V[ ] (p( X ) ) (2.26)
[°X,Yw]=" (Lw),

esitlikleri bilinmektedir. Burada (L,O)Y =0,0X +R(X,Y) ve

(L,O)(Y,Z) =L, (0,X) -0, (LyZ) -0 ,,Z seklindedir [52].

[x.v]
XDD%)(M”) vektor alanina, L,g=0 oluyorsa Killing vektdr alanidir (veya
infinitesimal isometridir) denir veL,[J, =0 oluyorsa da infinitizmal afin dogimdur

denir. Bir Killing vektor alani infinitizmal afin dntstimddr, yaniL,g=0 In sonucu

olarak L[], =0 elde edilir [52].

©X tam liftine gére F nin Lie tirevine bakalim. (2.21) ve (2.26) y1 gbaiine
alarak

(LeyF)Y0= L, FYo-F (L, 0) = L., "0-F (" (L,8))
=L, Hé_H (g'lo(LXH))
[x 8]+ (p(Ly)8)-" (g™ (L.8))

(L (g08)-go(L,8))+ (p(LD)). (2.27)

(LeuF) Y = Lo FPY =F (L, )
= LCXV\?—F(H [X Y]+V(p(LXD)Y))

=" (L (gY)-goLeY) =" (g p(L,0),) (2.28)

elde ederiz.X, Killing vektor alani olsun I, g =0). L,[J =0 oldusundan dolayi (2.27)
ve (2.28) denL. F =0 elde ederiz, yanfFX, F ye gore paraholomorfiktirL. F =0
oldugunu varsayarsak véx‘,O), p =0 da (2.28) i hesaplarsak, (goY)=goL,Y elde

ederiz. BuradanL, g =0 elde edilir. Boylecgu teoremi yazariz.
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Teorem 2.10: [27] (M”,g) Riemann manifoldununX infinitizmal donimunin bir

Killing vektor alani olmasi igin gerek ve yetgart T'M" kotanjant demetindé X tam

liftinin (F,Sg) hemen hemen para-Norden yapisina gore hememheanaholomorfik
vektor alani olmasidir.
Uyan 2.1.*000%(T'M"),
"O(°X,°Y)=-p(0,Y+0,X) , X YOO5(M,) .
seklinde tanimlanariJ, konneksiyonunun Riemann gglemesi (extension) olsun [52].

{0,,0;} dogal gatiya gére*0 metriginin bilesenleri

-2p,rs o
RD:( g?“ 6] (2.29)

J

seklindedir. (1.25), (1.33) ve (2.29) dan kolaycaigtz ki
*0("X,"Y)=0, *O('w. 8)= 0, "0("X Y8)="(8(X)) (2.30)

seklindedir. Yani , "0 metrigi (2.30)sartiylada tanimlanir. (2.3)-(2.5), (2.21) ve (2.80)

kullanarak,
(FOoF)("X,"Y)="O(F "X, "Y) = "0(YX,"Y) =" (X(Y))
v(g(x Y')):Sg(HX Hy) ,

(ROeF)("x.,V6)=RO(F"X,Y8)="0(YX,"8) = °g("X,"8) =0,

(fOoF)(Yw."Y)="O(FY@,"Y)="0("®,"Y) = °g("w,"Y) =0,
("0 F) " 00) = "0 00)= "0 ") = (0(a)
="(g7(w8))="g("w"0) .
elde ederiz, yani®*OoF = °g olur. Boylece (2.21) deki ifadeyle belirlengd hemen

hemen para-Norden yapig$t,= ( RD)_lo g formunda da bir ifadeye sahiptir [27].
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2.3.T"M" de “°g Cheeger-GromollMetri gi

Bu kisimda (M " g) Riemann manifoldununT M" kotanjant demetinde*°g
Cheeger-Gromoll me#inin egilik 6zelligi ve jeodezikleri argiriimistir.

Tanim 2.3: (M ”,g) Riemann manifoldu olsui. ' M" de “°g Cheeger-Gromoll mefi,

her X,Y O Dﬁ(M “) ve w, 60 Df(M “) icin asagidaki Uc gitlikle tanimlanmaktadir:

CGg(HX,HY):V(g(X,Y))Zg(X,Y)Oﬂ', (2.31)
CGg(VCL), HY) =0, (2)3
“9("w"60) = (97 (@.6)+ g™ (wp) g7(6.p)). (2)83

Buradar®=g~*(p, p) = g’ p p; seklindedir.
CGgDDS(T*M”) tensor alani °X ve °Y vektor alanlariyla da tamamen

tanimlanacgindan, (2.6) kullanilarak,

1
1+r

g(ex.5%)=" (ax¥))+- (g (p(0X).p(0V)

+g‘1(p(DX), p)g’l(p(DY), p)) (2.34)

elde ederiz. Buradg™(p(0X), p(0Y)) = ¢’ ( p,Dix')( kajY") ve
g‘l(p(DX), p) =g'p (p(DX))J_ seklindedir. BoyleceT'M" de “°g Cheeger-Gromoll
metrigi icin alternatif bir tanim elde edilmbolur [3].

(1.35) ve (1.36) da verilmiolan {é(a)}:{é(i),é(r)}:{HX(i),VH(i)} adapte catis|

kullanilarak:

o, :CGg(é(i)’éTj))=V(g(ai'ai)):gij'
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CGgTj — CGg(é(i—),é(j)) =0,
gy = (88 ) =1z (070X ) + 070X, ) (¢ p)
= 1+1r2 (o' +g"g"p,p)

yazilir, yani{é(a)} adapte catiya gore’g nin bilesenleri

9; 0
(2.35)

(g +d"d"nn)

seklindedir [3].

2.3.1.“®g nin Levi-Civita Konneksiyonu

Kotanjant demette Cheeger-Gromoll m@trin Levi-Civita konneksiyonu igin

asagidaki teoremi yazariz.

Teorem 2.11: [3](M”,g) Riemann manifoldu olsun®®0, “®g Cheeger-Gromoll

metrigiyle donatiimg T'"M" kotanjant demetinin Levi — Civita konneksiyonisu. Bu

takdirde “°0, herX,Y O Dg(M ”) , @,00 Df(M ”) icin asagidakileri salar:

N CG H lv
) o, "y ="(0, Y)+2 (pR(x,Y)),

i) 0., w="(0w)+=— (p(g*R(.X)a)),

G CG Hy = 1 -1

i) €0,y = ( p(geR(,Y) )) (2.36)
V) ©0.,"0= - (o[ w6) 0+ Co("6.16) ) + T =g (e, '6) )6

(=
—% 9(Yw ) Ca(*0 )y
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Burada @=g o0 (M"), R(, X)@OO(M"), g™eR(,X)@OE(M"),
a =1+r? dir. R, O nin erilik tensoriinii vgd, TM" de )0 = p,e(T)iIe belirli olan

kanonik dikey vektor alanini gosterir.
Ispat: i) Sonug 2.1'in direkt sonucudur.
i) Tanim 2.1 ve Teorem 2.1 den

2CGg(CGDHXVa),HY): CGg(V(pR(Y,X)) ’vw)

== (g™(PR(Y X) @)+g*(pR(Y X) P)g"*(« p)

L (ol 1)) )
ZCGg(CGDHXVw’Ve):(Hx(CGg(Vw,VH))_CGg(Vw,V(Dxe))_'_ceg(velv(wa)))
:CGg(Va),V(DXH))+CGg(V0 ,V(Dxa)))—ceg("a),v(Dxﬁ))+°Gg(V9,V(Dxa)))
= 2°9("6.’ (0,)) = 2°9(" (D) 16)
elde edilir. Burada,
g™ (PR(Y. X)) = (g" (PR(Y X)), @)

= g(d pstksYixjaf 9 F(;Rjkwi)(jgk'af
%RiksYixja}( % %psRajkwixjaf

=g(p(g™0R( %)a).Y)
=°Gg(H(p(g‘loR( X)) ”,Yj ,

g™ (PR(Y, X),p) = (9" p.R,Y*X"p;)
= F(;gtSRabitYaxbpi 3 RabitYaxbf)i p'
= R X°P'D I doRa'Y'XP'P'
=g(R(p p)Y.X)=0,

HX(CGg(Va),VH)) - CGg(Va),V (ng))_l_ ceg(vg,v (wa)),

seklindedir. Boylece
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CGDHXvw:V(DXw)+%H(p(g"1o R( ,X)&)))

elde ederiz.

i) (i) ye benzer olarak,
2CG9(CGDVw HY’VH) - ( HY(CGg(Va)’Ve)) _ CGg(Va),V (DYH)) _ CGg(VH,V (DYCU)))
=%g("w, (0,8))+ <g(*8 ) (0,0)) - “g( @ (0,6)) - <g(*6  (0,0))

=0
ve

ZCGg(CGDvw Hy Hz) = —CGg(Va),V ( pR(Y,Z)))

Boylece,

CGDVMHY=%H(F)(9_1°R( ,Y)CD))-

elde ederiz.

iv) Teorem 2.1 den

©g(*0,,'6,"2)=1(-"7(“g"0."8))+ o' (0,6))+ ("6, (0,4

_—CGg(Va),V(DZH))—CGQ(VB,V (Dzw))+ceg(vw’v(ng))Jrceg(vg . (Dza)))
=0

yazarlz."a)(lj = —% 9™ (w, p) esitli gini kullanarak
a a
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kullanilarak,

a . -1 _a
-5 9 (¢ @)g7*(6 p) 59 (wp

=-g™(wp)g (6 §)+ag ™ (w6)g (¢ p)
-97(6 p)g (¢ w) -9 (6 P)g7'(¢ P)g (w p)
+97(¢ p)g " (w6)
=-ag™(w p) ("0 '¢)+ag™ (¢ p)Cy('w0)
~ag™(6 p)©9('¢ Yw)-ag™(6 p)g™(¢ p)g(w p)
a°97(& p)©9(Yw )
_ ceg(_ceg(vw y5)v9_aceg(v9 y5)vw+aceg(vw YH)yJ
+a2CGg(Va) Ye)yé'— CGg("t? yé')g("a) yé')yé' ‘{f) .
elde edilir. Buna gore
CGDVWVHZ_%(CGg(Vw,yd)VH_'_ ceg(ve’yd)vw)+a7+1ceg(vw,ve)y5
—%CGg(Ve W)a(“w y0) Yo
bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
T'M" de {qa)} adapte catisina gore’l, e, = “°I'y e, yazariz. Burada “°I'y,
“©g Cheeger-Gromoll mefiine gore Christoffel semboliinii géstermektedir.
Teorem 2.11 densagidaki sonucu yazariz.
Sonu¢ 2.4: (M " g) Riemann manifoldu olsun.“®g Cheeger-Gromoll metiyle
donatilmg T"M" kotanjant demetiniry®0d, Levi — Civita konneksiyonu verilsin. (2.36) yi

kuIIanarak,{é(a)} adapte catisina gofé& Fiﬁ nin farkl indisler icin dgerlerini
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CGrk rllj, CGI_,, _CGI— _ 0,
CGrikT =-Th CGril? =2 P.Ri”
e _ 1 k ia ke _ 1 k ja (2.37)
CGrTj__paR .0 CGriT—ZpaRi.] )
°ry == (p5‘+p‘0“) " 2|oi|0"|ok

seklinde buluruz. Burad®' = g"p,, R =g“g"R," dir [3].

2.3.2.°°0 nin Egrilik Tensori

“°R, “°0 nin erilik tensori olsun. Bu takdirdé®R

CGR(e(a e(ﬁ)e(y CGD ce e() CGDﬁCGDaé(y)_QHEECGDSé(V)’
bigimindedir. Burada “°0, = CGD% dir. {é(a)} adapte catisina goré®°R  egrilik
tensorunin bilgenleri

T e A L o
seklindedir.

Buradan (2.11) ve (2.37) vyi kullanar&RR egrilik tensoriiniin bilgenlerini

1 a m l m a m a
CGR«jl :Rkijl _E pmpaRdt lef +E pmpa(let. Rjt _R.Iit. R<jt )'
CG I 1 | im
Rij __20' mekR.j. J

1

CGR«,*I = o 2 P (Dlei.jm_Dile.jm)’
_ 1 m
CGRkijI E ( kRJI DiRij )’
CG mpt ja _ mpt ja 1 i a
Rof! 2o PP (RUTRVT-RR) +~ pp'R,

=R’
_a+ a
0'2 pl pankll
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T 1 1 m a 1 a
CGRZijI =_Rj|k_z pmpaRtl R.tj?( _E pakajl

1

CZY apIRJka
CGRZTII _%p (pRI ka -p lei.a)_i_%(leilk_Rl.jl.(i)
412 pmpa(Rl kat ia thi'mRTjITa) ,

“Rej =2—2 R +% p. (PR -p'R?) +% PnP.R "R,

R = =g ta+ ;aﬂ( ig-ghg)+2 (g“’p'm g'p'p)

Lapp -app))

ce TTT — CGR?Tir - CGR?le CGREIT -0 (2.38

elde ederiz [3].
Teorem 2.12:[3] (M " g) Riemann manifoldu olsun VE'M" de M" nin, “®g Cheeger-
Gromoll metrgiyle donatiimg kotanjant demeti olsun. Bu takdiroié*M " CGg) in “°K
kesit esrili gi asagidakileri salar:
. 3 2
) CK("X,Y)=K(X,Y)——|pR(X,Y),
) “K("X,"Y) =K (X.Y) 4a\p (X.Y)
2
1 [(pR(.X)a)

i) °GK(HX’V&))_E(1+( il

1-a a+2 1
+

2

a a (1+(g‘1(9, p))2 +(g_l(w’ p))z) |

Burada K,(M " g) nin kesit grili gini gostermektedir veéo= g™ e w=(g"w) 0 (M ”) ,

iii) “°K (Ye0,"0) =

R( . X)@O(M") seklindedir,
Ispat: (T*M ", CGg) de kesit grili gi

CG R«HJU kV mU iV j
O - O — e 9y gV AALCAYE

K (P)=-

(CG
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seklindedir. BuradaP =(U,V), (U,V) ile gerilen duizlemi gostermektedir [1§]X;} ve
{cd}, i=1,..n, M" de lokal ortonormal catl ves €atl olsun. Bu takdirde (2.31)-(2.33)
den {HXl ..... XV } T°'M" de bir lokal ortonormal (;atldlr?GK(“X,“Y),
CGK(”X,VH) ve CGK(Va),VH), (T*M ”,CGg) de S|raS|yIa(”X, HY), (”X,VQ) ve
(Ye."6) ile gerilen duzlemin kesit ggiligi olsun. (1.37), (1.38), (2.35) ve (2.38)i
kullanarak gerekli hesaplamalari yaparsak,

CGRkijSHXk Hy7i H Y I Hy's
(Cngj cegis _ CngsCGgij)H KAy H 1 Hs
ceRkijl cegd H gk i H Y Hgs o stijT CGgsr H gk Hygi H g I s

(CGij CGgis _ cegkscegij)H Xy H Y Hys

) SK(HX,HY):—

1 a m 1 m a m a i . s
(_Rkij|+20! pmpaRI(it R.le _E pmpa(R.lkT Pm _R_Iit, Rkjt )jngkY XJY

(0 ©e = 0 g XY XIY?

iyi i a m tf v kn/i v j\/S
- R(ijlngkY'XJYS | N 20 pmpaRkit &jf g X-Y-X Y
(gkigis_gksgii)XleXJYS (gkigis_gksgij)kaIXJYs
1 e a iy iys 1 e a .
ag PP R TRIGXYXVE o PoPuR TR XYXY

— + -
(gkigis _(‘:]ks(‘:]ij)XleX]YS (gkigis _gksgij)XkY'X'YS

1

g (RO (REYX)), g (pR(Y ), (R(X X)),
(a(x.x)g(¥.¥)-g(x.Y)g(X.¥)) (g(X.X)g(¥.¥)-g(XY)g(XY))
=K(X,Y)—%‘pR(X,Y)‘2
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CG&T.iHXkV&jHXjVa;

]S

(Cngj cegii§ —°GgR§°Ggﬁ)”>Zka; A Vs
CGRk.—-' CGg§|Xka{Xj0)s—CGRkTJ-rCGggrxka),xjws

- _ ij

1 is ia i
(gk,- (a(g +g g*papb)jj X gXlw,

i) CGK(HX’ VH):_

1 i a
E P.P qu'l

1 is ia i
(a(g 9 +9"970, papb)jxkazst

1 i 1 m ia
_ §R<i| _E pmpaR«I R.tj. -

20,2 papl qu

1 is ia i
(a(g g¢+9 nggkj Dapb)jxkcqxla)s

+

(i(gs' +g¥g"p, pv)j X gX'a,

1 i ySu IV j 1 m ia j
?RN'I g*g’ pupvxkagx’a)s—ﬁ PnPaRa"R ;. 9* X gX'w

1 is ia i
(a(g gy +9"9%0y papb)jxkcqx’ws

;%Iiggkaxj%— 461,2 PP.Ra"R 070" P, R X G X @,
+
1 is ia ;
(a(g gy +9°9%0, papb)jka.x‘a%

i a i S'kaxiw_il a i A SU IV X X
_20,2 paR(jl pg d S 20,2 paRN'I pPg g pupv Cq A
1/ s ia .

(a(g gy +9°9%0, papb)jka,xlws
1 ia j 1 ia su v i
+Z;3pap.Rq, ggxk“fxlwﬁz; P.PR,*g%g" p,p, X wX @,
1 is ia ;
(a(g 9y + 99”9, papb)jxk‘qx’%
1 ~ ~
o g" (pR(, X)&@) (PR( . X)),
= - :
a(g X, X) g™ (ww)+g(X,X)(g 1(a),p))z)

(
_ 1 [(eRCX)a)
4da (1"'(9_1(0), p))z)
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CGRSWﬁV&)eVéyV&«)aVéﬁ; ]
(CGngGgyﬂ_CGggﬁCGgw)VafVByva)aVHﬁ
R“Jsva}(\/elv ]VHS
(CGgETCGg gks gIJ)Va}Vel Va)] Ves

G 7L CG

T gsL%ewe
(CG 77 CGgT§ gksCG I7T)Vaj<V6| Vw] VHS

_CGR;**I CGgSICq(Ha)H %77I CGgSI Cq(ga)g
(CG CGgIS CG k ng)Q&HCUH

) a’ ';C;-'-l(g'kd' g”dk)

i) K (Yw V) =-

ij nk

(g pp-g'pp)

P

(dpp dkpp)( (o

s g +g$g'bpapb)jawiw,-6’s

L (g g, p) (o7 (@)
(g en) (@)
:1—a+a+2 1
@ @ (1e(g?(0.0)) +(97(@p)))

elde ederiz. Burada

P=(0; e = C0s ;) WBw6,

—(i( 91 g°g"p,p, )= ~(9"+g'g"npi)- (g +9°g™ p,p,) 1(g”+@J“@l"v|ou|ov)j

W Ow b, = al(g g°+9"g"g¥ p.p, +9"9”p, P, 0" + 99" p,n,9" 0% p P, ) WOWE,
(gksg"+gksg'”g PP, +9°9% P.Py0’ +9°0¥ P.Ps0" 9" P, P, ) BB,

=%(g‘1(w,a))g‘1(6,6?)+g‘1(a),a))(g‘1(6,p))2+g‘1(6?,6?)(g‘1(a),p))2

+(g7 (@) (97(6.9)) ~(97(«8)) -9 (@) g (w,p) g 7(6.p)

-9 («26) g™ (@.p)g7(6.p)~(97(@.p)) (a7(0.0)))

-1

_0'

(1+(g7(0.9) + (07 (@ )’)
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seklindedir.
Teorem 2.13:[3] (M " g), K sabit kesit grilikli Rieman manifoldu olsunT'M", M "in

“g Cheeger-Gromoll mefilyle donatiims kotanjant demeti olsun. Bu takdirde
(T*M " CGg) nin “°K , kesit erili gi asagidakileri salar:
o (15, ) k(o (0 %) <[ ()
1 4a L 1 1

Kz(rZ—Zg‘l(X,p)g’l(w,p)+(g_1(x’p))2) o1
40(1+(g_1(w’p))2) e

KZ((g‘l(X,p))z)

40(1+(9'1(w’ p))z) |

1-a a+2 1 '
a2 a (1+(g‘1(6?, p))z"'(g_l(w’ p))Z)

Buradaw= g‘loa):(g”a)j)DDé(M”) ve X'=g'X; =gt X DD})(M“) seklindedir.

i) K ("X, w)=

g(X,w)=0,

iii) “°K (Yw,Y6)=

Ispat : Ry =K (5|fgm. —Jnigkj) esitli gini kullanalim. Teorem 2.12 den,

) K ("X, "Y)= K(X,Y)—%‘pR(X,Y)‘Z

K _4_3;gu (PR(X Y)), (PR(X Y)).

=K —4—3; g’ p.K (979, ~ 979 ) BK (379, —Shgy ) XY XY™
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[pR(.X)d" " (PR(.X)@) (PR( X)),

D o )]

_ 9" p.R* X' @' p Ry X "

i 4a(1+(g’1(a), p))z)

_g pa(K(dtagij ‘dagtj))xia)j pb(K(d?gkm_él?gfm))xk&)m

i 4a(1+(g’1(a), p))z)

o' (K (P, ~P8,)) X' (K(P: G~ PG X"
4a(1+(g‘1(a), p))z)

_ g Kz(ptgij Pt Gin = P9 Pcim ~ P9y Pr Gm + PGy pkgfm) X'@ X'

4a(1+(g‘1(a), p))z)

_ K2(9tf P.9; Ps 9im -g" P9 PO m -g" P9y Pr Gm + g" P9y pkgfm) X'@ Xt

4a(1+ (97 (w. p))z)

KZ(rZ(g(x,@))z—2g(x,cb)g‘1(>2 p) g7 (@,p)+9(@.@)(g7(X ’p))z)

4a'(1+ (97(, p))z)

ez (p)oton @ a))

T ]
((o°(%.0) X @0
4a(1+(g’1(w’p))2), e

elde ederiz. Burada
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Kz(rzgijgkmxi&)jxk&jn_ P.9; pkértnxi&)jxkd)m - p|5jf Ps gkmxid)jxka)m
+pJ; P Y X '@ X* ")
- Kz(rz(g(x,d)))z— 0.9(X. @) pX & - pg(X,@) p,X'@

~ ~ 2

= Kz(rz(g(x,d)))z—Zg(X ,&))g’l(x ,p)g‘l(a),p)+g(&),&))(g‘1(x p)) ) :

. . . . . 11 :b1
g(xa’a}J) = gijxaI (a}J)] = gijxalg]ka'f(b = dkxal%b = Xaka'Lb = CJJ(Xa) = 5: Z{Oaa¢ b
9(0®)=g;@d& =9,9°w9"w = 5wg"w =g*ww =9 (ww) =1
seklindedir.
iii) Teorem 2.12 (iii) den agiktir.
Boylelikle teorem ispatlanmolur.

(M“,g) Riemann manifoldu flat manifold olsun. Bu durumdaorem 2.13 den

asagidaki teoremi ifade ederiz.

Teorem 2.14: [3](M”,g) Riemannian manifoldu flat ise, bu takdirdéM", “°g

Cheeger-Gromoll meftine gore hicbir yerde sabit ve negatif olmayan tkegrili gine
sahiptir.
(x,p) p£0, T'M" de bir nokta olsun v¢e,....e} , x noktasindam" in TM"

tanjant uzayinda ortonormal baz olsun. Ayr{(zd ..... cd‘} , X noktasindaM" in T, M"
kotanjant uzayinda dual ortonormal baz olsprb., M" de g metrigine gbre p nin
normu olmak Uzeres = p/|p| seklindedir. Oyleyse O{1,...,n} ve kO{2,...,n} icin yatay
ve dikey liftler: f ="e, f. ="' vef,, =Ja('of),a=1+r% r2=g*(p,p)

seklindedir. Bu takdirde{ f,,...,f,)}, “°g Cheeger-Gromoll meftine gére T, ,M"

(x,p)

kotanjant uzayinin ortonormal bazidir. Teorem XdlPanilarak:

i)CGK(fi’fi):CGK(HQ’Hei):K(q’ej)_%‘pR(q’ei)r’
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ii) CGK(fi’fnﬂ):CGK(Hq,Va)l :%(Jg?z(l(q;’p))‘)z):

burada
PR( 8) & = (PR "€ (P/|P))°) = (R & (P/|P)°P")=1/|p| R € PP )=0
seklindedir.

- e R( &)Vad )
I

=R )@ .

V) K (o foi) = K (Ved Va Vo)
:1—a+a+2 1
a’ a (1+(g-1(a},p))2+(g‘1(\/3af,p))j

_l-a,a+2 1 _3
a? a (1+r2) a?’

V) CK (fre o) = K (Voo Vo'
:1—a+a+2 1

7 (uo ] [ ()

_1—a+a+2_a2+a+1
a’® a a’

elde ederiz.
Teorem 2.15:[3](x, p), T'"M"de bir nokta ve f,,...,f,.}, T;M" kotanjant uzayinda bir
ortonormal baz olsun. Bu takdirdél{1,...,n} ve k,10{2,...n} icin, “°K kesit erili gi

asagidaki denklemleri sglar:
i) CGK(fi, fj):K(q,ej)—%‘pR(q,ej)r,
i) “K(f,f..)=0,

2

i) K (1, ) =3 |(PR( &) &)
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iV) CGK ( fn+1’ fn+k) Z%’
2
V)CGK(fmk’ fn+l):%§+l'

Burada K, (M “,g) de kesit grili gidir ve @& = g™ o seklindedir.
{1‘1 ..... on}, T,M" kotanjant uzayinda ortonormal baz olsun, bu taledir

="K (. ,) skalar rili gi asagidaki gibidir.

iZ]

CGrZZCGK(fi!fj)

iz]

=1 hi=t T
= K(e8)- X|pR(e &) +5 X|(PR( &)@)
i#] ij=1 Rk
no 3 nagi+a+l
+ 2;? -, 0’2
=23 [pR(e &) +5 2 [(pR( 8)2)
40’,1—1 : 2ivi:1
2
S A=) - Yo
2

Buradan dagagidaki teoremi ifade ederiz.

Teorem 2.16:[3] (M",g) Riemann manifoldu flat ise, bu takdir8 M ", “°g) de skalar
egrilik

CCr= (n—21) (6+(n— 2)(a? +a+]))

a
seklindedir.
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2.3.3.°g nin Jeodezikleri

C, M" de x"=x"(t) ile lokal olarak ifade edilen birgei olsun ve a,(t), C

boyunca bir kovektér alani olsun. Bu takdirdE'M " kotanjant demetteC egrisi

X"=x"(t), x"=p,=aq,t) (2.39)

ot dt Mt
sartinl sgliyorsa, M" de C egrisinin yatay liftidir denir. EBer balangi¢ kgulu t =t
icin @, =) olarak verilirse, (2.39) ile belirtilen tek yatft vardir.

Simdi de “°g metrikli T'M" kotanjant demette jeodeziklerin diferensiyel
denklemine bakalm. gert, T'M" de A=(i,i) olmak tizerex" = x* (t) egrisinin yay
uzunlyu ise, bu takdird@ M" de (x‘,xT) :(xi , pi) indirgenmsg (induced) koordinatlara

gore jeodeziin denklemi gagidaki formdadir:

O d™XY oa OXC dX®
- + & X o, 2.40
dt?  dt? B dt dt (2.40)

Burada “°T'%,, “°0 nin bilesenleridir ve (2.37) de tanimlangtr.

{é(a)} adapte catisi icin (2.40) numarali denklemi kwdlem. (1.35) ve (1.36) dan

e =A "0, seklindeki gati donglimuni sglayan A " matrisinin bilgenleri (2.10) da
verilmigtir. (2.9) kullanilarak,

" = A" dx*,
yazariz, yanig =h icin

g"=A" ,dx"=35"dx =dx"

ve a =h igin
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6" =A" ,dx" =-p,Iidx +ddx' =dp,
elde ederiz. Ayricd M "de x* = x*(t) egrisi boyunca

6" ., dx* _dx"

dt Adt dt ]

& _x &X' _dp,
dt Adt o dt
seklindedir [52].
(2.40) denklemini, (2.37) ifadesini goz 6niine dtamdapte catiya gore
are soopa 0° (o Bﬁ
dt\ dt Yot dt

yazariz, bu takdirde

2" dx P,
(a) 5): +1 paRkilad_Xiz ,
dZ ot Tt dt 0 a1
52ph J J ij 5p 5pl — ( ' )
(b) —+ (p5+p5) zgph zppphdtdt—a

elde ederiz. Boylece (2.41) numarali denkléfig metrikli T M" de jeodeziklerin

denklemleridir. C:x"=x"(t), X" =p,®)=&,(t), O, nin M" de C:x"=x"(t)

g

2. h
Jd); =0) jeodezginin ( F:h :%—O) yatay lifti olsun. (2.41) ifadesini kullanarak

asagidaki teoremi yazariz.

(

Teorem 2.16:[3] (M",g)de jeodeziklerin yatay liftiT'M" de “°g Cheeger-Gromoll

metrigine gore her zaman jeodeziktir.



3. SONUCLAR

Bu tez caymasindan elde edilen sonuclaa@adaki gibi 6zetlenebilir:
1. Kotanjant demette Sasaki ve Cheeger-Gromoll metiiké gbre Levi-Civita

konneksiyonu, grilik tensort, skalar gilik ve kesit grilik hesaplanmytir.

2. (T*M ns g) nin flat olmasi i(;in(M " g) nin flat olmasi gerekgi elde edilmgtir.

3. °r=0 ve °K =0 olmasi icin gerek ve yeteartin M" in flat olmasi gerekgi
sonucuna varilngtir.

4. [0, nin "0 yatay liftinin °g Sasaki metgine goére metrik konneksiyon olgu
bulunmuytur ve (T*M ns g)de, “r, skalar grili ginin sifir olmasi igin(M ”,g)de
r skalar grili ginin sifir olmasi gerek@ bulunmuytur.

5. (T*M ns g) de para-Norden yapilar incelerytim. (T*M ns g,F) in hemen hemen

para-Norden manifold olgu go6sterilmgtir. Ayrica, para-Kahlerlik sarti da

aragtiriimistir.

6. (T*M”,S g) de (2.21) ile tanimlanagh hemen hemen para-Norden yapisi igin
F=("0)"o® g esitli g elde edilmitir.

7. (M”,g) Riemann manifoldunun flat olmasi durumun(:IEfM”,cG g) de skalar

- i, CG =(n_l) _ 2
egrilik, °r " (6+(n 2)(a +a+:l)) olarak bulunmgtur.

2

8. Son olarak, TM" de “°g Cheeger-Gromoll mefiine gore jeodezikler
argtirnlmistir ve (M”,g) de jeodeziklerin yatay Iiftinin,(T*M”,CG g) de her

zaman jeodezik oldiu bulunmuytur.

Alinan bu sonuclar VII, VIII, IX ve XI. Geometriégnpozyumlarinda s6zli olarak
sunulmytur. Ayrica dort adet makale de basgtm [2], [3], [27], [28] ve bir makale de
kabul edilmgtir [36].



4. ONERILER

1. Diferensiyellenebilir manifoldlarin tanjant demegagnetrisi, matematikte ve fizikte
bircok alanda ygun olarak cakilmaktadir. Kotanjant demet, tanjant demetin duali
olmasi sebebiyle bazi sonuclarda benzerlik eldenedtiedir. Fakat lift yapisinin
kurulus sekli bakimindan bu iki demet farklihk g6stermealkite Boylece tezde

alinan sonuglar kotanjant demet geometrisininsgeine katki sglayacaktir.

2. Kotanjant demette Cheeger-Gromoll mgitriicin para-Nordenlik 6zelfii
incelenebilir. Ayrica Sasaki ve Cheeger-Gromoll tnkkeri icin daha farkli hemen
hemen kompleks, hemen hemen product, hemen hentdark@pilar incelenebilir

ve gelgtirilebilir.

3. Jeodezik griler konusu bu metrikler icin gatirilebilir.
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