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Bu tezin amaci siirli bir L kafesi lizerinde tanimlanan < ile gosterilen t-kismen
siralamanin 6zelliklerini arastirmak, [0,1] tizerindeki herhangi bir T t-normu igin keyfi
fakat sabit bir ¢ € [0,1] elemani ile <y siralamasina gore kiyaslanamayan elemanlarin
kiimesini tanimlamak, bu kiime lizerinde incelemeler yapmak ve ([0,1], <) kafes olacak
sekilde T t-normu insa edebilmektir.

Bu calisma iki boliimden olusmaktadir. Bolim 1 de, ¢alismamizda temel olan bazi
tamim ve teoremler ifade edilmistir. Boliim 2 ise dort kisimdan olusmaktadir. Ilk kisimda
siirht bir L kafesi lizerindeki t-normlar igin sira-gii¢liilik ve sira-zayiflik kavramlart
tanimlanmis ve siras1 en zayif ve en giiclii olan t-normlar belirlenmistir. Ikinci kisimda,
(2.1) de [0,1] tizerindeki t-normlarin ailesi tizerinde bir § denklik bagintisi tanimlanmig ve
bu bagintinin zellikleri incelenmistir. Ugiincii kisimda, [0,1] iizerindeki herhangi bir T t-
normu i¢in keyfi fakat sabit bir ¢ € [0,1] eleman1 ile < siralamasina gore kiyaslanamayan
tim elemanlarin kiimesi olan 7T(c) kiimesi tanimlanmis ve bazi 6zel t-norm ornekleri i¢in
ﬂT(C) kiimesi belirlenmistir. Son kisimda, [0,1] tizerindeki herhangi bir T t-normu
yardimiyla t-normlarin bir (T}),¢(0,1) ailesi insa edilmis ve T boliinebilir bir t-norm ise
([0,1], <T,1) nin tam kafes oldugu gosterilmistir. Boylece L = [0,1] igin (L, <T1) kafes
olacak sekilde Ty, dan farkli bir T; t-normunun mevcut oldugu gosterilerek [35] te
birakilan agik probleme cevap verilmistir. Burada T t-normu boliinebilir degilse (L, <T/1)

nin kafes olmas1 gerekmedigi gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sinirli kafes, T-Norm, T-Kismen Siralama
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The main aim of this thesis is to investigate properties of t-partial order, denoted by
<r, defined on a bounded lattice L, to define on the set of all incomparable elements with
arbitrary but fixed ¢ € [0,1] according to <4 for any t-norm T on [0,1] to study on this set
and to construct a t-norm T such that ([0,1], <7) is a lattice.

This study consists of two main chapters. In Chapter 1, some definitions and
theorems which are crucial for our study are stated. Chapter 2 contains four parts. In the
first part, it is defined that the notions order-strong and order-weak for t-norms on a
bounded lattice L and it is determined the order-weakest and the order strongest t-norms. In
the second part, it is defined that an equivalence relation 8 on the class of t-norms on [0,1]
and it is investigated properties of this relation. In the third part, it is defined the set of all
incomparable elements with arbitrary but fixed ¢ € [0,1] according to <, denoted by
7T(C), and this set is determined for some particular t-norms. In the last part, it is

constructed a family (T)ec,1) Of t-norms on [0,1] with the help of any t-norm T on
[0,1]. Also, if T is a divisible t-norm, then it is shown that ([0,1],<TA) is a complete
lattice. So, it is shown that there exists a t-norm T; which is different from Ty, such that

(L, <T,1) is a lattice for L = [0,1] whence an answer is given to the open problem in [35].

Also, it is shown that if T is non-divisible t-norm, then (L, <r,) need not to be a lattice.

Key Words: Bounded lattice, T-Norm, T-partial order
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Ucgensel normlarin tarihi Karl Menger’ in 1942 yilinda yaptig1 “Statistical Metrics’
adl1 ¢alismasi ile baslar [46]. Menger’ in amaci metrik uzaylari insa etmektir. Uggensel
normlar (kisaca t-normlar) klasik iiggen esitsizliginin genellestirilmesi sirasinda daha genel
bir yap1 olarak ortaya ¢ikmustir.

Olasiliksal metrik uzaylar teorisi t-normlarin onemli rol oynadigi ilk alandir.
Schweizer ve Sklar [51-55], giiniimiizde de kullanilan t-normlarin aksiyomlarini vererek,
alanin hizli bir sekilde gelismesini saglayan istatistiksel metrik uzaylarini tekrar
tanimlamislardir. Bu gelisme sayesinde t-normlara iligskin pek ¢ok sonug elde edilmistir.

Fonksiyonel esitliklerle ilgili olan t-normlar birlesmelilik 6zelligiyle yakindan
ilgilidir. Bu konudaki en eski kaynak Abel [1] olarak goriilmektedir. Bu yondeki diger
sonuglar [3,7,8,23] te elde edilmistir. Ozellikle Aczel’ in galigmasi t-normlarin gelisimi
lizerinde biiyiik bir etkiye sahiptir [2,4]. Onceki sonuglara istinaden temel sonug toplamsal
tiretegler yardimiyla siirekli Arsimedyan t-normlarin tam siniflandirilmasidir [43].

Bazi dogal fonksiyonel esitliklerin ¢oziimii olarak t-normlarin  birgok
parametrelenmis ailesinin belirlenmesi t-normlar iizerindeki arastirmanin diger bir
yoniidiir. Bu baglamdaki en tinlii sonug [15] te ispatlanmistir. Bu sonug Frank t-normlar ve
t-konormlar ailesi Frank fonksiyonel esitligi olarak adlandirilan esitlikler i¢in tek ¢éziim
oldugunu gostermektedir.

Ordinal toplamlar ve (izomorf) doniigiimler gibi yari-gruplar teorisinden pek ¢ok insa
etme yontemi, verilen bir takim 6n 6rnekler yardimiyla tlim t-normlar ailesini inga etmek
icin bagarili bir sekilde uygulanmustir [10,11,39,54]. Ozetle, yalnizca ii¢ t-norm yani
minimum Ty, carpim Tp ve Lukasiewicz t-norm T, kullanilarak izomorf doniisiimler ve
ordinal toplamlar vasitasiyla tiim siirekli t-normlari insa etmek miimkiindiir [43].

Zadeh’ in [60] daki ¢alismasi fuzzy kiimeleri tizerinedir. Fuzzy kiimelerin kesisimini,
birlesimini ve komplementini modellemek igin sirastyla minimum Ty, maksimum S,, ve
standart negasyon Ng Onerilmistir. Bu ¢alismada c¢arpim Tp, olasiliksal toplam S, ve
Lukasiewicz t-konorm S;, fuzzy kiimelerinin sirasiyla kesisimi ve birlesimi i¢in uygun

karsiliklar olarak ifade edilmisti.



[14] te kompakt, indirgenemez, baglantili, topolojik yari-gruplarin bir smifi
calisilmigtir. Bu ¢alisma, siir noktalart yalnizca idempotent elemanlar olan ve nilpotent
eleman1 olmayan yari-gruplarin karakterizasyonunu igermektedir. Bu ¢alisma kesin t-
normlarin tam gosteriminin elde edilmesini saglamistir. Sinir noktalari, birim eleman ve
siir sart1 olarak rol alan tiim yari-gruplar [49] da karakterize edilmistir. Bu tiim siirekli t-
normlarin bir gosteriminin elde edilmesini saglamistir [43].

De Baets ve Mesiar [12] deki galismalarinda bir ¢arpim kafesi iizerinde tanimlanan
ve t-normlarin direkt ¢arpimi olan t-normlar1 karakterize etmislerdir. Bir t-normun
idempotent elemanlarinin sifir  bdlenlerinin  ve nilpotent elemanlarmin kiimesini
tanimlayarak birbirleri ile olan iligkilerini aragtirmislar ve su agik problemi ortaya
koymuslardir: ‘([0,1], <) tizerindeki siirekli t-normlarin bir direkt ¢arpimi olmayan ve
([0,1]?, <) iizerinde siirekli olan bir t-norm mevcut mudur?’

Jenei ve De Baets [25] teki ¢alismalarinda direkt ¢arpim olmayan ¢arpim kafesleri
tizerindeki t-normlari inga etmek i¢in bir metot gelistirmisler ve De Baets ve Mesiar’ in
[12] deki ¢aligmalarinda yer alan agik problemlerine cevap vermislerdir. Jenei ve De Baets
bu ¢aligmada 3 tane agik problem ifade etmislerdir. Bu problemlerden biri su sekildedir: T,
L ¢arpim kafesi lizerinde bir t-norm olmak iizere aAb =0, avb =1, T(a,a) = a,
T(b,b) = b olacak sekildeki a,b € L elemanlarinin varhigi T nin direkt pargalanmasini
gerektirir mi?

Karagal ve Khadjiev [30] daki ¢aligmalarinda tam kafesler tizerindeki t-normlarin i¢
direkt ¢arpim tanimini vermisler ve tam kafesler iizerindeki t-normlarin i¢ ve dis direkt
carpimlar1 arasindaki bagintiy1 incelemislerdir. Bu bagintiy1 kullanarak Jenei ve De Baets’
in [25] teki caligmalarinda yer alan agik problemlerine cevap vermislerdir. Tam kafesler
tizerindeki V-dagilmali ve sonsuz V-dagilmali t-normlar iizerine birgok ¢alisma vardir
[6,26,27,57].

Fuzzy teori iizerine Subat 2003’ te diizenlenen 24. Linz seminerinde iicgensel
normlar ve baglantili operatorler {izerine pek ¢ok agik problem tartisilmistir [41]. Bu
problemlerden bazilar1 su sekildedir: ‘(1,1) noktasinda siirekli olan sifir bolenli sarth
kisaltma 6zelligini saglayan bir t-normun siirekli olmas1 gerekir mi?’ ve ‘Sifir bolenli sarth
kisaltma 6zelligini saglayan sol siirekli bir t-normun siirekli olmas1 gerekir mi? Karagal
[29] daki galismasinda ‘(1,1) noktasinda siirekli olan sifir bolenli sartl kisaltma 6zelligini

saglayan bir t-normun siirekli olmasi gerekir mi?’ problemini cevaplamustir.



Ma ve Wu [44] de bir L tam kafesi tizerindeki t-norm kavramini tanimlayarak, L
tizerindeki gerektirmeler ile t-normlar arasindaki bagintiy1 arastirmiglar ve tiim sol siirekli
t-normlarin kiimesi ile L iizerindeki tiim sag siirekli gerektirmelerin kiimesi arasinda
birebir bir eslemenin mevcut oldugunu gostermislerdir.

Wang ve Yu [57] deki ¢alismalarinda bir tam Brouwerian L kafesi lizerindeki pseudo
t-norm kavramini ele almiglar ve tiim sonsuz V-dagilmali pseudo t-normlarin kiimesi ile L
tizerindeki tlim sonsuz A- dagilmali gerektirmeler arasindaki bagintiy1 ayrintili bir sekilde
incelemiglerdir.

Saminger, Klement ve Mesiar [50] deki ¢alismalarinda siirli kafesler iizerindeki
ticgensel t-normlarin en biiyiik ve en kii¢iik miimkiin genislemelerini arastirmislardir.

Karacal [32] deki c¢alismasinda gii¢lii negasyonlarin direkt ¢arpimlari {izerinde
calismis ve giliclii negasyonlarin direkt ¢arpimlari olan, ¢arpim kafesleri tizerindeki giiglii
negasyonlari karakterize etmistir.

Karacgal ve Sagiroglu [33] teki ¢alismalarinda T-asal eleman, T-asal radikal eleman
ve T-yari-asal eleman kavramlarini ele almislar ve bu kavramlarin 6zellikleri iizerinde
caligmiglardir. T-asal elemanlar ve pseudo-komplementler yardimiyla verilen sonsuz V-
dagilmali t-normlardan yeni sonsuz V-dagilmali t-normlar iiretme yOntemleri
arastirmiglardir.

Khadjiev ve Karagal [27] deki ¢alismasinda kii¢iikk uzunluklu tiim V- dagilmali t-
normlari belirleme problemi {izerine ¢alismislardir. Ek olarak, bir L kafesi tizerindeki sonlu
V- dagilmali t-normlarin direkt pargalaniglart ile L nin en biiyiik elemaninin ve L deki
comaximal ailelerin direkt par¢alanislari arasindaki baglantiy1 arastirmislardir.

Karagal [28] deki ¢alismasinda ¢arpim kafesleri lizerindeki gerektirme operatorleri
ve pseudo t-normlarin direkt pargalanislari i¢in gerek ve yeter sartlari belirlemistir. Carpim
kafesleri ilizerindeki gerektirme operatorlerinin, giiglii negasyonlarin ve t-konormlarin
direkt c¢arpimi tizerinde calismis ve S-gerektirmelerin ve R-gerektirmelerin direkt
parcalanabilirligini aragtirmistir.

H. Mitsch [48] de bir (S,.) yar1 grubu tizerinde, S deki ¢arpim islemi yardimiyla
‘dogal kismen siralama’ olarak adlandirilan bir siralama tanimlamis ve bir X kiimesi
tizerindeki tim doniigimlerin (Ty,o) diizgiin yari-grubu tizerindeki dogal kismen
siralamadan tretilen benzer bagintilar arastirmistir.

Karagal ve Kesicioglu [35] teki ¢alismalarinda sinirli bir L kafesi tizerindeki herhangi

bir t-norm yardimiyla L iizerinde < ile gosterilen bir t-kismen siralama tanimlamislar ve



dogal siralama ile <y siralama arasindaki iliskiyi arastirmislardir. Ayrica, L bir zincir
(veya kafes) olsa bile L nin <; siralamasina gore bir zincir (veya kafes) olmasi
gerekmedigini gostermislerdir. Ozel olarak T =Ty, olarak alimdiginda, L nin <r
siralamasia gore bir kafes oldugunu ispatlamiglar buna karsin Ty, nun L yi <p
siralamasina gore kafes yapan tek t-norm olmadigini 6rneklerle géstermislerdir.

Yine ayni ¢alismada T nin tiim idempotent elemanlarinin olusturdugu H; kiimesinin
<r swralamasmna gore bir tam kafes olmasi i¢in t-norm {zerindeki bazi sartlar
belirlenmistir. Bdylece bir integral, komiitatif, rezidual #- monoid M = (L,O,<)
boliinebilir ise © ikili islemine gore tim idempotent elemanlarin Hy alt kiimesinin bir
Heyting cebiri oldugu ve Hy deki gerektirme ile (© ikili islemine dayanan gerektirmenin
ayni oldugu ispatlanmistir. Ayrica, atomlarin supremumu seklinde yazilabilen L nin tim
elemanlarinin A kiimesini < siralamasina gore tam kafes yapan bazi sartlar incelenmistir.

Kesicioglu, Karagal ve Mesiar [38] deki ¢alismalarinda bir L sinirli kafesi tizerindeki
t-normlarin ailesi tizerinde t-kismen siralamalarin esitligine dayanan bir denklik bagintisi
tanimlamiglar ve bu bagintiya gore L tizerindeki T, infumum t-normunun ve [0,1]
tizerindeki T, t-normunun denklik smiflarii belirlemislerdir. Ayrica [0,1] tizerindeki
herhangi bir t-norm ve onun ¢-transform t-normu olan T,, nin ayn1 denklik sinifinda olmasi
gerekmedigine dair bir 6rnek vermisler ve bu t-normlarin ayni denklik sinifinda olmasi igin
bir gerek ve yeter sart belirlemislerdir. Ayrica [0,1] tizerindeki herhangi bir T t-normu igin
<r siralamasma gore biitiin kiyaslanamayan elemanlarin kiimesi olan K; kiimesini
tanimlamiglar ve bu kiimeyi incelemislerdir. Son olarak ise [35] te birakilan bir agik
probleme cevap vermislerdir.

Bu tezin amaci siirli bir L kafesi lizerinde tanimlanan <y ile gosterilen t-kismen
siralamasinin ozelliklerini arastirmak, [0,1] tizerindeki herhangi bir T t-normu igin keyfi
fakat sabit bir ¢ € [0,1] elemani ile <y siralamasina gore kiyaslanamayan elemanlarin
kiimesini tanimlamak, bu kiime iizerinde incelemeler yapmak ve ([0,1], <;) kafes olacak
sekilde T t-normu insa edebilmektir.

Bu ¢alisma iki boliimden olusmaktadir. Bolim 1 de, ¢calismamizda temel olan bazi
tanim ve teoremler ifade edilmistir. Bolim 2 dort kissmdan olusmaktadir. Ik kisimda

oncelikle (1.13) te smurl bir L kafesi {izerinde tanimlanan ~ bagintisi i¢in L = [0,1]

alinirsa, [0’1]/ ~ nin sayllamaz sonsuz bir kiime oldugu gosterilmistir. Daha sonra sinirl

bir L kafesi lizerindeki t-normlar igin sira-giigliiliik ve sira-zayiflik kavramlari tanimlanmis



ve Onerme 2.2 ile siras1 en zayif ve en giiglii olan t-normlar belirlenmistir. Ikinci kisimda,
Tanim 2.2 de [0,1] tizerindeki t-normlarin ailesi iizerinde bir B denklik bagintisi
tanimlanmis ve bu bagintiya gére Tp t-normunun denklik sinifinin T}, den farkli bir t-norm
icerdigi Onerme 2.4 ile gdsterilmistir. Ayrica [0,1] iizerindeki iki siirekli t-normun bu
bagintiya gore denk oldugu Uyari 2.2 ile sdylenmistir. Ugiincii kisimda, [0,1] iizerindeki
herhangi bir T t-normu i¢in keyfi fakat sabit bir ¢ € [0,1] elemani ile < siralamasina gore
kiyaslanamayan tiim elemanlarin kiimesi olan JT(C) kiimesi tanimlanmis, bu kiime
derinlemesine incelenmis ve bazi 6zel t-norm ornekleri igin 7T(C) kiimesi belirlenmistir.
Daha sonra 7, kiimesinin yardimiyla Onerme 2.6 da [0,1] iizerindeki herhangi iki t-
normun (1.13) te verilen ~ bagintisina gore denk olabilmesi igin bir gerek ve yeter sart
belirlenmistir. Ancak bu gerek ve yeter sartin (2.1) de verilen f bagmntist i¢in dogru
olmadig1 bir ornekle gosterilmistir. Son kisimda, Teorem 2.6 ile [0,1] tizerindeki herhangi
bir T t-normu yardimiyla t-normlarin bir (T3)e(0,1) ailesi insa edilmis ve T boliinebilir bir
t-norm ise ([0,1], sTx) nin tam kafes oldugu gosterilmistir. Boylece L = [0,1] i¢in
(L, <T,1) kafes olacak sekilde Ty, dan farkli bir T; t-normunun mevcut oldugu gosterilerek
[35] te birakilan bir agik probleme cevap verilmistir. Buradaki T t-normu béliinebilir

degilse, (L, sTx) nin kafes olmasi gerekmedigi Ornek 2.7 de gosterilmistir.

1.2. Kismen Sirali Kiimeler ve Kafesler

1.2.1. Kismen Sirali Kiimeler

Tamm 1.1. P bir kiime ve <, P iizerinde bir bagmt1 olsun. Her x, y, z € P igin

Pl. x <x (Yansima)
P2.x<yvey<xisex=y (Ters Simetri)
Pl.x<yvey<zisex<z (Gegisme)

sartlar1 saglanirsa, < bagmtisina P {izerinde bir siralama (veya kismen siralama) denir.
Uzerinde bir < siralama bagintis1 mevcut olan P kiimesine sirali kiime (veya kismen sirali
kiime) denir ve (P, <) ikilisi ile gosterilir.

Eger x <y ve x #y ise x <y vyaziir ve ‘x, y de 6z olarak igerilir’ olarak ifade

edilir. x <y bagintist y > x olarak da yazilir ve ‘y, x de igerilir’ olarak ifade edilir.



Benzer sekilde x <y, y > x olarak da yazilir. Ayrica ‘x <y yanlis’ ise x £ y yazilir.
x %y vey<£x ise ‘x ve y elemanlar1 kiyaslanamaz’ denir ve x || y ile gosterilir.

Ornek 1.1. X bir kiime olmak iizere, ($(X), €) kismen sirali bir kiimedir.

Lemma 1.1. Herhangi bir P kismen sirali kiimesinde her x € P i¢in x < x dogru
degildir ve her x,y,z € Picin x <y ve y < z ise x < z dir. Tersine ‘<’ ikili bagintisi 6n
iki sart1 saglar ve ‘x <y’ ‘x <y’ veya ‘x =y’ olarak tanimlanirsa ‘x < y’ bagintis1 P1,
P2, P3 sartlarin1 saglar.

Lemma1.2. Eger x; < x, < -+ < xp, < X1 IS€ X1 = Xy =+ = x, dir.

Tamm 1.2. (P, <) kismen sirali bir kiime olsun. Her x,y € Picinx < yveyay < x
ise (P, <) kismen sirali kiimesine tam siral1 kiime veya zincir denir.

Teorem 1.1. [6] (P, <) kismen siral1 bir kiime ve S € P alt kiimesi ise (S, <) kismen
siral1 bir kiimedir. Ozel olarak, P bir zincir ise S de zincirdir.

Ornek 1.2. R reel sayilar kiimesi bir zincir oldugundan N dogal sayilar kiimesi, Z
tam sayilar kiimesi ve Q rasyonel sayilar kiimesi dogal siralamaya gore bir zincirdir.

Ornek 1.3. {1,2, ---, n} kiimesi dogal siralamaya gore bir zincirdir.

Tamm 1.3. (P, <) ve (Q, <,) iki kismen siral1 kiime olsun. 8: P — Q doniisiimiine
sira korur doniisiim veya izoton denir:< Her x,y € P igin

x <,y isef(x) <, 6(y)
dir.

(P,<y) ve (Q, <,) kismen sirali kiimelerine izomorftur denir:< Her x,y € P i¢in

0(x) < 0(y) & x<1y
saglayacak sekilde birebir ve orten bir 6: P — Q doniisiimii mevcuttur. (P, <;) ve (Q, <,)
kismen siral1 kiimeleri izomorf ise bu durum P = @ ile gosterilir.

(P, <;) kismen sirali kiimesinden kendisine tanimlanan bir izomorfiye bir otomorfi
denir.

Tamim 1.4. p, P tizerinde bir bagmt1 olsun.

p~t ={(a,b)|(b,a) € p}
olarak tammlanan p~! bagintisina p bagmtisinin tersi denir.

Teorem 1.2. (Duallik Prensibi) [6] Bir kismen siralamanin tersi yine bir kismen
siralamadir.

Tamim 1.5. Bir P kismen sirali kiimenin duali ayni elemanlar iizerinde ters siralama

bagintisi ile tanimlanan P kiimesidir.



Tanmm 16. (P,<;) ve (Q,<,) iki kismen sirali kiime olsun. Bir 6:P — Q
fonksiyonuna ters sira korur veya antiton denir:& x,y € P igin,

[x <1y ise 6(y) <2 6(x)] ve [6(x) <, 6(y) isey <; x]
gerektirmeleri saglanir. 6 antiton, 1-1 ve orten bir doniisim ise 6 donisiimiine dual
izomorfi denir.

Tamm 1.7. (P, <) kismen siral1 bir kiime olsun. a,b € P i¢in ‘a orter b° denir: &
a > bolup a > x > b olacak sekilde bir x € P eleman1 mevcut degildir.

Bir P kismen sirali kiimesinin n(P) mertebesi ile P nin elemanlarinin (kardinal)
sayisi kastedilir. Bu say1 sonlu ise P ye sonlu kismen sirali bir kiime denir. Kapsama
bagintis1 kullanilarak herhangi bir sonlu kismen sirali kiimenin asagidaki gibi bir grafiksel
gosterimi elde edilir: P nin her bir elemanini gostermek igin kiiciik bir daire gizilir ve
a > b oldugunda a, b den daha yukari yazilir. a, b yi orttiigiinde a dan b ye diiz bir ¢izgi
cizilir. Sonugta elde edilen sekle P nin bir diyagrami denir. Asagida bazi kismen sirali

kiimelerin diyagram 6rnekleri verilmistir.

1 1 .
C
a d
a
b
b C
0 0
Ms Ny P

Sekil 1.1. Diyagram 6rnekleri

Tanmm 1.8. (P, <) kismen sirali bir kiime ve X € P olsun.

(i) Bira € P elemani her x € P igin a < x kosulunu saglayacak sekilde mevcutsa
bu elemanin tek oldugu aciktir. Boyle bir eleman (eger mevcutsa) 0 ile gosterilir ve P nin
en kii¢iik elemani1 olarak adlandirilir.

Bir b € P elemani her x € P igin x < b kosulunu saglayacak sekilde mevcutsa



1 ile gosterilir ve P nin en biiyiik eleman1 olarak adlandirilir. Bdyle bir eleman mevcutsa
tek oldugu agiktir.

Eger 0 ve 1 clemanlar1 mevcutsa, her x € P i¢in 0 < x < 1 oldugundan 0 ve 1 e
evrensel siirlar denir.

(ii) a € X olsun. Eger x < a olacak sekilde x € X mevcut degil ise a elemanma X
kiimesinin bir minimal elemani denir.

X kiimesinde maksimal eleman dual olarak tanimlanir.

En kiiciik eleman bir minimal eleman ve en biiyilk eleman da bir maksimal
elemandir. Ancak tersinin dogru olmasi gerekmez.

Teorem 1.3. [6] (P, <) kismen sirali bir kiime ve @ # X € P sonlu alt kiime olsun.
Bu takdirde X kiimesi minimal ve maksimal elemanlara sahiptir.

Teorem 1.4. [6] Zincirlerde minimal (maksimal) ve en kiiciik (en biiyiik) eleman
kavramlar1 denktir. Boylece keyfi sonlu bir zincir en kiiciik ve en biiyiik elemanlara
sahiptir.

Teorem 1.5. [6] n elemanli her sonlu zincir n ordinal sayisina (1,-:-,n
tamsayilarinin zincirine) izomorftur.

Tamm 1.9. Bir sonlu n elemanl zincirin uzunlugu n — 1 olarak tanimlanir. Daha
genel olarak, bir P kismen sirali kiimesinin £(P) uzunlugu P deki zincirlerin
uzunluklarimin en kiigiik st sinirt olarak tanimlanir. Eger £(P) sonlu ise P kismen sirali
kiimesine sonlu uzunluklu kismen sirali kiime denir.

Tamm 1.10. (P, <) kismen siral1 bir kiime ve X € P olsun.

(i) a€ P veherx € X i¢cinx < a ise a elemanina X kiimesinin bir {ist sinirt

denir ve X kiimesinin iist sinirlarmin kiimesi X ile gosterilir. X kiimesinin (eger mevcutsa)
en kii¢iik elemanina X kiimesinin supremumu denir ve supX ile gosterilir.

(i) be P veher x € Xicinb < x ise b elemanma X kiimesinin bir alt
sinir1 denir ve X kiimesinin alt siirlarmin kiimesi X ile gosterilir. X kiimesinin (eger

mevcutsa) en biiyiik elemanina X kiimesinin infimumu denir ve infX ile gosterilir.



1.2.2. Kafesler

Tanmm 1.11. (P, <) bir kismen sirali kiime olsun. Her x,y € P igin sup{x,y} ve
inf{x, vy} mevcut ise P ye kafes denir.

P kafesinde x,y € P i¢inx Vy := sup{x,y} ve x Ay := inf{x,y} ile gosterilir.

Eger (P, <) bir kafes ise vV ve A islemleri P iizerinde ikili islemlerdir. Dolayisiyla
(P,V,N) bir cebirsel yapidir.

Ornek 1.4. Sekil 1.1 de verilen diyagram 6rneklerinde M5 ve Ny kafestir fakat P
kafes degildir.

Ornek 1.5. ((X),S) kismen sirali kiimesi bir kafestir. Bu kafeste VA, B € g(X)
icinAVB=AUB ve AAB = An B dir.

Tamim 1.12. Bir P kafesine sinirli kafes denir:< P en kii¢iik eleman 0 ve en biiyiik
eleman 1 e sahiptir.

Tanmm 1.13. Bir L Kkafesine tam kafes denir:< L nin her X alt kiimesi L de bir en
kiigiik ist sinira ve bir en biiylik alt sinira sahiptir, yani her X € L alt kiimesi ig¢in supX
ve infX, L de mevcuttur.

Ozel olarak Tanim 1.13 te X = L alindiginda bostan farkl1 her tam kafesin en kiigiik
elemaninin ve en bilyiik elemanmin mevcut oldugu goriilir. Bu nedenle her tam kafes
siirhidir. Her sonlu kafes tam kafestir. Keyfi bir zincir kafestir.

Ornek 1.5 te verilen bir X kiimesinin tiim alt kiimelerinin kafesi (g(X), <) tam
kafestir, burada en kiigiik eleman 0 = @ ve en biiyiik eleman 1 = X dir. S, € p(X) alt
kiimelerinden olusan keyfi A ailesi i¢in infA = N4 S, Ve supA = Uy S, dir.

Tamm 1.14. L bir kafes ve X € L olsun. X alt kiimesine L Kkafesinin bir alt
kafesidir denir:< Hera,b € X icinaAb € X veaV b € X dir.

Bir kafeste bos kiime ve tek elemanli alt kiimeler alt kafestir. Daha genel olarak,
(L, <) birkafesve a,b € Ligin a < b ise

[a,b] ={x €L|a<x<b}
ile tanimlanan [a, b] kapal aralig1 bir alt kafestir.

Tammm 1.15. P bir kismen sirali kiime ve X € P olsun. X e konveks alt kiime
denir:< Her a,b € X, a < b i¢in [a, b] € X dir.

Tamm 1.16. Bir L kafesinin S alt kiimesine konveks alt kafes denir:< Her a,b € S

icin [a Ab,aV b] € S dir.
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Bir L kafesinin aynmi siralama altinda kafes olan bir alt kiimesinin alt kafes olmasi
gerekmez. Asagidaki kafes bu duruma bir 6rnek olarak verilebilir.

Ornek 1.6. X bir G grubunun tiim alt gruplarmn ailesi olsun. H, K € ¥ igin

H<KSHCK
olarak tanimlansin. Bu takdirde (X, <) bir tam kafestir, burada H AK = H n K (kiime
kesigsimi) dir. HV K ise H ve K alt gruplarini igeren en kiiglik alt gruptur. Ancak (Z, <)
kafesi (0(G), <) kafesinin bir alt kafesi degildir.

Teorem 1.6. [6] L bir tam kafes ve S € L olsun. Eger

(i) 0€Ss,

(i) HerT < S i¢in supT € S
ise S bir tam kafestir.

Tanim 1.17. (P, <;) ve (Q,<,) iki kismen sirali kiime olsun. P ve Q kismen siral
kiimelerinin

PxQ={(xy)|xeP,yeQ}
seklinde tanimlanan P X Q kartezyen carpim kiimesi her x;,x, € P ve y;,y, € Q i¢in

(x1,71) S (x2,¥2) © X1 Sy X vey; <3 ¥
bagintisi altinda kismen sirali bir kiimedir. Bu (P X Q, <) kismen sirali kiimesine P ve Q
kismen sirali kiimelerinin direkt ¢arpim kiimesi denir.

Teorem 1.7. [6] L ve M iki kafes olsun. L X M direkt ¢arpimi da yine bir kafestir.
Burada (x4, y;), (x2,¥,) € L X M igin

(x1, y1) V (x2,¥2) = (1 VX3, 71 V ¥2)

(x1, y1) A (x2,¥2) = (1 Axg, Y1 AY2)
dir.

Bir kafeste A ve Vv ikili islemleri 6nemli cebirsel 6zelliklere sahiptir.

Lemma 1.3. [6] P kismen sirali bir kiime olsun. Infimum ve supremum islemleri

(eger mevcutsa) her x,y, z € P i¢in asagidaki 6zelliklere sahiptir:

Ll xAx=x, xVx=x, (Idempotent)
L2. xAy=yAx, xVy=yVx, (Komiitatif)
L3. xAy)Az=xAN(yAz), &Vy)vz=xV(Vz), (Birlesme)
L4 xA(xVy)=xV(xAy)=x. (Yok etme)

Ustelik x < y ifadesi x Ay = x ve x Vy =y sartlarinin her birine denktir.
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Lemma 1.4. [6] P, 0 en kii¢iik elemanina sahip kismen siral1 bir kiime ise her x € P
icin

OAx=0ve OVx=x
dir. Dual olarak P, 1 evrensel iist sinirina sahip ise her x € P i¢in

xANl=xvexvl=1
dir.

Lemma 1.5. [6] Herhangi bir kafeste infimum ve supremum islemleri siray1 korur,
yani bir L kafesinde x,y,z € L i¢in

y<zise xAy<xAzve xVy<xVz
saglanir.

Lemma 1.6. [6] L bir kafes olsun. Her x,y,z € L igin

xANyVvz)=Z(xAy)V(xAz)

xViyAz) S(xVY)A(xV2z)
esitsizlikleri saglanir.

Lemma 1.7. [6] L bir kafes olsun. Her x,y,z € L igin modiiler esitsizlik olarak
bilinen

x<zisexV(yAz)<(xVy)Az
esitsizligi saglanir.

Tamm 1.18. Idempotent, komiitatif ve birlesme 6zelliklerine sahip ikili islemli bir
sisteme yari kafes denir.

Sonu¢ 1.1. [6] P kismen sirali bir kiime ve P de alinan herhangi iki elemanin
infimumu mevcut olsun. Bu takdirde P, A ikili igslemine gore bir yar1 kafestir. Boyle yari
kafeslere infimum-yar1 kafesler denir. Dual olarak P kismen sirali kiimesinde alinan
herhangi iki elemanin supremumu mevcut ise P, V ikili islemine gore bir yar1 kafestir.
Boyle yar1 kafeslere supremum-yar1 kafesler denir.

Lemma 1.8. [6] P bir kiime, o P iizerinde bir ikili islem ve (P,o) bir yar kafes
olsun. Bu takdirde x <y < xoy = x olarak tanimlanan < bagintis1 altinda (P, <)
kismen sirali bir kiimedir, burada x o y = inf{x,y} seklinde tanimlhdir.

Teorem 1.8. [6] (L, <,A,V) bir kafestir & A ve Vv ikili islemleri L1-L4 6zelliklerini
saglar.

Teorem 1.9. [6] Keyfi bir L kafesinde asagidaki ifadeler denktir:

L5 . xA(yvz)=(xAy)V(xAz) Vx,y,z€L,

L5 . xv(yAz)=(xVy)A(xVz) Vx,y,z€L
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Tammm 1.19. Bir kafese dagilmali kafes denir:< L5’ ozelligi (boylece L5" )
saglanir.

Sekil 1.1 deki M5 ve N5 kafesleri dagilmali degildir.

Lemma 1.9. [6] L bir zincir ise L dagilmal1 bir kafestir.

Keyfi dagilmali kafesin duali de dagilmali kafestir. Ayrica herhangi bir dagilmali
kafesin alt kafesi ve dagilmal1 kafeslerin direkt carpimlar1 da dagilmali kafestir.

Teorem 1.10 [6]. Bir dagilmali kafeste cAx =cAy ve cVx=cVy isex =y
elde edilir.

Tamm 1.20. L Dbir kafes olsun. L kafesine modiiler kafes denir: & Her x,y,z € L
i¢in

L6. x<zisexV(yAz)=(xVy Az
saglanir.

Her dagilmali kafes modiilerdir. Fakat her modiiler kafesin dagilmali kafes olmasi
gerekmez. Ornek olarak Sekil 1.1 deki Ms kafesi modiilerdir ancak dagilmali degildir.

Teorem 1.11. [6] Herhangi bir G grubunun normal alt gruplarinin kafesi bir modiiler
kafestir.

Bir modiiler kafesin keyfi alt kafesleri modiilerdir ve modiiler kafeslerin direkt
carpimlar1 da modiilerdir.

Teorem 1.12. [6] Modiiler olmayan herhangi bir L kafesi Sekil 1.1 deki Ny kafesini
bir alt kafes olarak icgerir.

Tammm 1.21. L siirh bir kafes ve x,y € L olsun. y elemanina x elemaninin
komplementi denires xAy=0 ve xvVy=1 dir. Bu durumda x elemanmin
komplementi x’ ile gosterilir.

Eger bir kafesin her elemaninin komplementi mevcut ise boyle kafeslere
komplementli kafes denir.

Tamim 1.22. Bir kafese yerel komplementli kafes denir:< Bu kafesin tiim kapal
araliklari komplementlidir.

Bir X kiimesinin tiim alt kiimelerinin kafesi komplementlidir. Sekil 1.1 deki Mg
kafesi komplementli kafese bir 6rnektir.

Teorem 1.13. [6] Keyfi komplementli modiiler kafes yerel komplementlidir.

5-elemanli modiiler olmayan Sekil 1.1 deki N5 kafesi komplementlidir ancak yerel

komplementli degildir.
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Tammm 1.23. L bir kafes olsun. x € L elemanina atom denir : < x, L\ {0} in
minimal elemanidir.

Teorem 1.14. [6] Sonlu uzunluklu yerel komplementli bir kafeste her eleman
igerdigi atomlarin supremumu seklinde yazilabilir.

Sonu¢ 1.2. [6] Sonlu uzunluklu komplementli modiiler kafeste, her eleman igerdigi
atomlarin supremumu seklinde yazilabilir.

Tamim 1.24. Her elemani igerdigi atomlarin supremumu seklinde olan kafese atomik
kafes denir.

Tamm 1.25. L smurlt bir kafes olsun. L kafesine Boole kafesi denir:< L dagilmal
ve komplementli bir kafestir.

Ornek 1.7. Ornek 1.5 te verilen ((X), S,V,A) kafesi bir Boole kafesidir, burada her
A € X altkiimesii¢in A" = X \ A dir.

Teorem 1.10 ile herhangi bir dagilmali kafeste komplementler tektir.

Teorem 1.15. [6] L bir Boole kafesi olsun. Her x € L elemaninin bir tek x’
komplementi mevcuttur. Ustelik her x,y € L icin

L7. xAx'=0 ve xvx' =1,

L8. (x) = «x,

L9. (xAy) =x"vy ve (xVy) =x"Ay’
ozellikleri saglanir.

Tanmm 1.26. L bir kafes olsun. L kafesine Boole cebiridir denir:< L kafesi A,V,’
islemleri ile L1-L9 6zelliklerini saglar.

A bir Boole cebiri olsun. @ # B € A kiimesine A Boole cebirinin alt cebiridir
denir. < Hera,b € BiginaAb, aV b, a' € B dir.

Teorem 1.16. [6] Evrensel sinirlara sahip herhangi dagilmali kafesin komplementli
elemanlarin kiimesi bir alt kafes olusturur.

Tamm 1.27. L, 0 en kii¢iik elemanina sahip bir kafes olsun. Bir a* elemanina a € L
elemaninin pseudo-komplementi denir :< aAa* = 0ve a A x = 0 olan her x i¢in x < a”
dir.

Her elemani pseudo-komplemente sahip olan bir kafese pseudo-komplementli kafes
denir.

Tamim 1.28. L bir infimum-yar1 kafes ve a, b € L olsun. a elemaninin b elemanina
gore yerel pseudo-komplementi a*b € L elemanidir ve aAx<b &S x<axbh

saglanir.
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Tamm 1.29. Bir L kafesine Brouwerian kafesi denirre X ={x €L |aAx < b}
kiimesi a * b ile gosterilen bir en biiylik eleman igerir; burada a * b elemanina, a
elemaninin b elemanina gore yerel pseudo-komplementi denir.

Teorem 1.17. [6] Bir kafes Brouwerian kafes ise dagilmalidir.

Teorem 1.18. [6] Bir tam kafes Brouweriandir & Supremum infimum tiizerine tam
olarak dagilmaldir, yani keyfi {x,|a € I} kiimesi i¢in

aAVix, =V(aNx,)
esitligi saglanir.

Tanmmm 1.30. [21] Yerel pseudo- komplementli dagilmali kafese Heyting Cebiri

denir.

1.3. [0,1] Uzerinde U¢gensel Normlar ve Konormlar

1.3.1.  [0,1] Uzerinde Ucgensel Normlar

Aksi belirtilmedikge [0,1] tizerindeki dogal siralama < ile gosterilecektir.

Tanmm 1.31. Bir tggensel norm (kisaca t-norm) T, [0,1] birim araligi iizerinde
asagidaki ozellikleri saglayan bir ikili islemdir, yani T:[0,1]> — [0,1] fonksiyonu her
x,y,z € [0,1] igin

T1. T(x,y) =T(y,x) (Komiitatiflik)
T2. T(x,T(y,2)) = T(T(x,¥),2) (Birlesme)
T3. y<zise T(x,y) <T(x,z) (Monotonluk)
T4. T(x, 1) =x (Sinur sart1)

ozelliklerini saglar.

Ornek 1.8. Ty, Tp, T;, Tp temel t-normlar asagidaki gibi verilir:

Tu(x,y) = min(x,y) (Minimum)
Tp(x,y) = xy (Carpim)
T, (x,y) =max(x +y —1,0) (Lukasiewicz t-norm)
0, (x,y) € [0,1)?, .
T, = Drastik
b(x,7) {min(x, y), aksi halde (Drastik carpim)

Uyann 1.1. T, [0,1] birim araligi {izerinde bir t-norm ise asagidaki oOzellikler

gecerlidir.
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(i) Tanim 1.31 ile her T t-norm her x € [0,1] igin

T(0,x) =T(x,0)=0 (1.1)
T(1,x) =x 1.2)
dir.

(if) Bir T t-normunun ikinci bilesene gore monotonlugu, (T1) komiitatiflik ve (T3)

monotonluk 6zellikleri ile tanimlanir. Bu monotonluk her iki bilesene gére monotonluga

denktir, yani

X1 <X Ve y; Sy, ise T(xy,y1) <T(x2,¥2) (1.3)
dir.

Tanim 1.32.

(i) T, veT, ikit-norm olsun. Eger her (x,y) € [0,1]? icin Ty (x,y) < T»(x,y)
esitsizligi saglaniyor ise ‘T; t-normu, T, t-normundan zayiftr’ veya ‘T, t-normu T; t-
normundan gii¢liidiir’ denir ve bu durum T; < T, ile gosterilir.

(i) T, <T, ve T, # T, ise yani T; < T, Ve bir (x,,y,) € [0,1]? igin
Ty (%9, Vo) < T2(x0,¥0) ise budurum Ty < T, ile gosterilir.

Uyar 1.2.

(i) T, [0,1] birim aralig1 iizerinde bir t-norm olsun. (1.3) iin bir sonucu olarak her
x,y€[01] igin T(x,y) <T(x,1)=x ve T(x,y)<T(,y)=y olup T(x,y) <
min(x,y) = Ty (x,y) dir. Béylece Ty, minimum t-normu en giiglii t-normdur.

Her (x,y) € (0,1)? i¢in T(x,y) = 0 = Tp(x,y) oldugundan Tp, drastik carpimi en

zayif t-normdur. Bu durumda keyfi T t-normu i¢in

Tp <T <Ty (1.4)

esitsizligi saglanir.
(i) Simdide T, < Tp oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in x,y € [0,1] keyfi alinsin.
x + vy = 1olsun. Buradan x + y — 1, xy € [0,1] oldugundan
x+y—1<xyveyax+y—1>xy
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olur. Ik olarak x + y — 1 > xy alinsin. Buradan

x—1>xy—y

x—1>y(x—-1)

y>1
celigkisi elde edilir. O halde x + y — 1 < xy dir.

Yanix +y>1iseTy(x,y) =x+y—1<xy = Tp(x,y) dir.
x +y < 1 durumunda ise T;,(x,y) = 0 < Tp(x, y) olur. Dolayisiyla T, < Tp oldugu elde
edilir. Simdi esitligin saglanmadig1 gosterilecektir.

x = 1/2 vey = 1/2 alinsin.
1.(Y2.15) = max(Yy + 1/ = 10) =0 < T (Y/5. 1/0) = Yy Yy = 14
oldugundan T; # Tp dir. Buradan T; < Tp oldugu elde edilir.

Bu nedenle dort temel t-norm arasinda

Ty <T, <Tp < Ty (1.5)
iligkisi mevcuttur.

Onerme 1.1. [40] (0,1) € A < [0,1] bir kiime ve *: A> — A, A iizerinde bir ikili
islem ve her x,y,z € A igin (T1)-(T3) 6zellikleri ile birlikte

x*y <min(x,y) (1.6)

ozelligi saglansin. O halde

_(xxy, (x,y) € (A\ {1})?%,
Tlxy) = {min(x, y),  aksi halde (1.7)

ile tammlanan T:[0,1]> — [0,1] fonksiyonu bir t-normdur. Ustelik T, (4\ {1})? e
kisitlanist, * ikili isleminin (4 \ {1})? ne kisitlanisi ile ayn1 olan tek t-normdur.
Tammm 1.33. Her x,y,z € [0,1] igcin (T1)-(T3) ve (1.6) ozelliklerini saglayan bir

F:[0,1]> — [0,1] fonksiyonuna bir t-altnorm denir.
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Agik olarak her t-norm bir t-althormdur, fakat tersinin dogru olmasi gerekmez.
Ornegin F(x,y) = 0 ile verilen F:[0,1]> — [0,1] fonksiyonu bir t-altnormdur fakat bir t-
norm degildir. Ciinkii F fonksiyonu sinir sart1 6zelligini saglamaz.

Sonuc 1.3. [40] F bir t-altnorm ise

F(x,y), (x,y) € [0,1)%,
min(x,y), aksi halde

T(x,y) = {
ile tanimlanan T:[0,1]> — [0,1] fonksiyonu bir t-normdur.

Onerme 1.2. [40]

(i) Her x €[0,1] i¢in T(x, x) = x esitligini saglayan tek t-norm T,, minimum t-
normdur.

(if) Her x € [0,1) i¢in T(x,x) = 0 esitligini saglayan tek t-norm T drastik
carpimdir.

Uyan 1.3.

(1) (T2) birlesme kurali ile, her t-norm T bir tek sekilde, indiiksiyon kullanarak
asagidaki gibi bir n-li isleme genisletilebilir, yani her (xi, x5, ...,x,) € [0,1]™ n-siralisi
i¢in

TiL,x; = T(TZ %, %)
dir. Eger 6zel olarak x; = x, = -+ = x,, = x ise kisaca

x%n) =T(x,x,...,x)

yazilir. Bu durumda x;O) =1 ve x%l) = x olarak tanimlanir.

(ii) [0,1] in elemanlarmin her (x;);ey dizisi yani (x;);en € [0,1]N igin
T2 x; = limy,_ e T2 X; (1.8)

ile tanimlanir.

(iii) Keyfi bir I indis kiimesi ve her (x;);¢; € [0,1]" igin, yani [0,1] in
elemanlarinin her (x;);e; ailesi i¢in asagidaki ifade iyi tamimlidir ve (1.8) in bir
genellemesidir:

Tiex; = inf {'I"J-k:lxij| (xil,xiz, ) xik), (x;);e; nmin bir sonlu alt ailesidir }

Ornek 1.9. T}, minumum ve T, ¢arpim t- normlarmin n-li genislemelerinin

Ty (xq, Xg, ooy X)) = min(xy, x5, ..., Xp)

Tp(x1, Xg, oy X)) = [T X
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oldugu agiktir. T, Lukasiewicz t-normunun ve T}, drastik ¢arpiminin n-li genislemeleri
Ty (xq, X5, e, Xp) = max(Qie, x; — (n — 1),0),
seklindedir.
Uyan 1.4. Tanim 1.31 de verilen (T1)-(T4) aksiyomlar: birbirinden bagimsizdir. Bu
asagidaki 6rnekte goriilebilir.

Ornek 1.10. i = 1,2,3,4 igin F;: [0,1]?> — [0,1] fonksiyonlar1 asagidaki gibi sirasiyla

tanimlansin.
(0, (x,y) €[0,0.5] x [0, 1),
Fi(x,y) = {min(X, y), aksi halde
F,(x,y) = xymax(x,y)
(0.5, (x,y) € (0,1)%,
F3 (xr y) - { min(x, Y), aksi halde
F4-(x! :V) = 0

Bu fonksiyonlar t-norm degildirler. Ciinkii F; fonksiyonu (T1)-komiitatiflik
ozelligini, F, fonksiyonu (T2)-birlesme 6zelligini, F; fonksiyonu (T3)-monotonluk

ozelligini ve F, fonksiyonu (T4)-sinir sart1 6zelligini saglamaz.

1.3.2.  [0,1] Uzerinde Uggensel Konormlar

Tamm 1.34. Bir iiggensel konorm (veya kisaca t-konorm) S, [0,1] birim araligi
tizerinde her x,y, z € [0,1] i¢in (T1)-(T3) sartlarini ve her x € [0,1] i¢in

(S4) S(x,0) =x (Sinir sart1)
sartin1 saglayan S: [0,1]2 — [0,1] fonksiyonudur.

Aksiyomatik olarak t-normlar ve t-konormlar sadece sinir sartlarinda farklilik
gosterirler. Aslinda t-norm ve t-konorm kavramlari bazi anlamlarda dualdirler.

Ornek 1.11. Sm»Sp,S1, Ve Sp temel t-konormlari siras1 ile

Sulx,y) = max(x,y) (Maksimum)
Sp(x,y) =x+y—xy (Probalistic toplam)
S.(x,y) =min(x +y,1) (Lukasiewicz t-konorm)

2
Sp(x,y) = {1' (x.y) € (0,1)% (Drastik toplam)

max(x,y), aksi halde
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seklinde tanimlanir.
Onerme 1.3. [40] S: [0,1]> — [0,1] fonksiyonu bir t-konormdur < Her x,y € [0,1]

i¢in

S(x,y)=1-T(A—x,1—-y) (1.9)

olacak sekilde bir T t-normu mevcuttur.
Uyan 1.5.
(i) S:[0,1]> — [0,1] bir t-konorm ise

Tx,y)=1-S1—x,1-y) (1.10)

ile tanimlanan T:[0,1]> — [0,1] fonksiyonu bir t-normdur. (1.9) da verilen t-konorma, t-
norm T nin dual t-konormu denir. Benzer sekilde, (1.10) da verilen t-normas$ t-
konormunun dual t-normu denir.

(it) (Tp, Sy), (Tp,Sp), (T, S,) ve (Tp,Sp) ikiser tarzda birbirine dual t-norm ve t-
konorm giftleridir.

(iii) S:[0,1]2 — [0,1] bir t-konorm olsun. Her x € [0,1] i¢in

S(1,x)=S(x,1) =1

S(0,x) =x
ilave sinir sartlar1 olarak adlandirilan esitlikler saglanir. Boylece tiim t-konormlar [0,1]2
sinir1 lizerinde ¢akisiktir, yani ayn1 degeri alirlar.

T-normlarda oldugu gibi bir S t-konormu elde etmek igin gerek ve yeter kosul
Onerme 1.1 in duali ile (S1)-(S3) sartlarmin ve her (x,y) i¢in S(x,y) = max(x,y)
esitsizliginin saglanmasidir.

(iv) Duallik siralamayi degistirir, yani T; ve T, t-normlarii¢in Ty < T, ve Sy, T; t-
normuna ve S,, T, t-normuna karsilik gelen dual t-konormlar ise S; > S, dir. Her S t-
konormu igin

SM<S<Sp
dir. Yani Sy, maksimum t-konormu en zayif, Sp drastik toplam en giiglii t-konormdur.
Ornek 1.11 deki t-konormlar icin

Su<Sp<S$S. <S$p

siralamasi elde edilir.
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(v) S bir t-konorm olsun. Uyari 1.3 e benzer sekilde (x4, x5, ... x,) € [0,1]"
n-siralilarma, (x;);ey € [0,1]N dizilerine ve I keyfi kiime olmak iizere (x;);¢; € [0,1]

ailelerine genisletme islemi asagidaki gibidir:
Sin=1xi = S(Sin=_11xi)xn) = S(x1:x2) "'xn)
Sizqx; = limy_q Sin=1xi

Sie/X; = sup {Sj"zlxij| (xl-l, Xiysoees xik), (x;);e; nin sonlu alt ailesidir }

X1 =X, =+ =X, =x oldugunda S(x,x,---,x) yerine kisaca xén) yazilir ve her

x € [0,1] i¢in xéo) =0ve xs(l) = x olarak gosterilir.
Ornek 1.12. S,, maksimum t-konormunun n-li genislemesinin
Su(x1, x5, o xy) = max(xq, Xg, ... Xp)
oldugu agiktir. Sp probalistik toplam, S; Lukasiewicz t-konorm ve Sj, drastik toplam igin
n-1i genislemeler
Sp(x1, Xz, o Xp) = 1= [[7e1 (1 — x)
Sp(xq, %, o xp) = min(Yi=, x;, 1)
X, Vi # jigin x; =0 ise

Sp(x1, Xz, . Xn) = {1 aksi halde

seklinde tanimlanir.
Uyan 1.6. (T, S) birbirlerine dual t-norm ve t-konorm ¢ifti ise (1.9) ve (1.10) dual

ifadeleri,

SkexXk = 1 — Teg (1 — x)

Trexxk =1 — Skex (1 — x)

seklinde genisletilebilir, burada K keyfi bir indis kiimesidir.
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1.4. Siireklilik

Tamm 1.35. Bir F:[0,1]2 — [0,1] fonksiyonuna siireklidir denir:< Her yakinsak
(Xn)nens Vndnen € [0,1]Y dizileri igin

F(limy o0 2, iy 00 Y ) = im0 F (o, V)
dir.

Agikga, Ty, Tp ve T, temel t-normlari ve Sy, Sp Ve S, dual t-konormlart siireklidir.
Tp drastik carpim ve Sp, drastik toplam ise siirekli degildir.

Onerme 1.4. [40] Azalan olmayan x; < x,, y; <y, oldugunda F(x;,y,) <
F(x,,y,) esitsizligini saglayan bir F:[0,1]> — [0,1] fonksiyonu siireklidire F her bir
bilesene gore siireklidir, yani her x,, yo € [0,1] igin F(x,,.): [0,1] — [0,1] diisey kesimi
ve F(.,v4):[0,1] — [0,1] yatay kesimi tek degiskenli siirekli fonksiyonlardir.

Tammm 1.36. Bir F:[0,1]> — [0,1] fonksiyonuna sirasi ile alt (iist) yar siireklidir
denir : & Her (x4, y,) € [0,1]% ve her £ > 0 i¢in 36 > 0 Syleki sirast ile

F(x,y) > F(x0,¥0) =&, (%) € (xo — 8,x0] X (Yo — 8, 0]

F(x,y) <F(xo,¥0) +&,  (x,¥) € [x0,%0 + 8) X [yo,¥0 + 6)
saglanir.

Uyan 1.7.

_ 0 x+y<1
nM =1 ’
(i) T (x,y) = {mm(x, ), aksi halde

ile tantmlanan T™:[0,1]> — [0,1] fonksiyonu bir t-normdur [40] ve bu t-norm nilpotent
minimum t-norm olarak adlandirilir. T™ nilpotent minimum t-norm alt yar siireklidir
fakat {ist yar stirekli degildir.

(if) Bir t-norm T alt (iist) yar siireklidire (1.9) da verilen onun dual t-konormu iist
(alt) yari siireklidir.

Onerme 1.5. [40] Bir F:[0,1]> — [0,1] azalmayan fonksiyonu alt yar siireklidire
F her bir bilesene gore sol siireklidir, yani her x,,y, € [0,1] ve her (x;)nen (F)nen €
[0,1]N icin

Sup{F (xy, yo)In € N} = F(sup{x,|n € N}, y,)

Sup{F (xo, ya)In € N} = F(x,, sup{yn|n € N})
dir.

Benzer sekilde azalmayan bir fonksiyonun {ist yar1 siirekliligi her bir bilesene gore

sag siirekliligine denktir.
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Onerme 1.6. [20] F: 1" — R azalmayan fonksiyonu i¢in asagidaki kosullar denktir:

(i)  F sireklidir.

(i) F her bir bilesene gore siirekli, yani herhangi bir x € I"* ve i € {1,2,---,n}
icin, u = F(xq,*, Xj—1, U, Xj 41, , Xn) birli fonksiyonu stireklidir.

(i) F ortalama deger Ozelligine sahiptir: x < y olan herhangi x,y € I" ve c €
[F(x),F(y)] i¢in x <z <y olan z € I" eleman1 F(z) = ¢ olacak sekilde
mevcuttur.

Tamm 1.37. Bir T t-normuna (t-konorm S) sinir siireklidir denir <& T t-normu (S t-

konormu) [0,1]? nin sinirlar iizerinde, yani [0,1]? \ (0,1)? iizerinde siireklidir.

Tamm 1.38. Bir F:[0,1]? - [0,1] fonksiyonuna Lipschitz &zelligini saglar denir:<

Her (x,y,), (x3,v,) € [0,1]? ¢iftleri i¢in bir ¢ € (0, ) sabiti
|F(x1, y1) — F(x2,¥2)| < c(lxy — x| + |y1 — y2D)
olacak sekilde mevcuttur.

Genelde F fonksiyonu Lipschitz 6zelligini saglar ise F fonksiyonu diizgiin siireklidir,

yani siireklidir. Fakat bunun tersi dogru degildir.

Tanim 1.39. A c R ve x € R olsun. x, 4 kimesinin bir limit noktasidir:& x in her

U komsulugu i¢in U \ {x} N A # @ dur.

1.5. Cebirsel Ozellikler

Tanmm 1.40. T bir t-norm olsun.

(i) Bir a € [0,1] elemanma T nin bir idempotent elemanidir denir: <
T(a,a) = a dir.

0 ve 1 her t-norm i¢in idempotent elemanlar olup bu elemanlara trivial idempotent
elemanlar denir. (0,1) deki idempotent elemanlar ise trivialden farkli idempotent elemanlar
olarak adlandirilir.

(if) Bir a € (0,1) elemanina t-norm T nin nilpotent elemani denir:< Bir n € N
sayisl a(Tn) = 0 olacak sekilde mevcuttur.

(iii) Bir a € (0,1) elemanina T nin sifir boleni denir :< T'(a, b) = 0 olacak sekilde
bir b € (0,1) mevcuttur.

Ornek 1.13.

e Hera € [0,1] i¢in T);(a, a) = min(a, a) = a oldugundan keyfi a € [0,1]
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eleman1 T),, minimum t-normunun idempotent elemanidir. Onerme 1.2 nin bir sonucu
olarak Ty, minimum t-normu idempotent elemanlarinin kiimesi [0,1] e esit olan tek t-
normdur.

e Her a € (0,1) eleman1 T; Lukasiewicz t-normunun ve Tp drastik ¢arpimin hem
sifir béleni hem de nilpotent elemanidir.

e Ty minimum t-normu nilpotent elemana ve sifir bélene sahip degildir.

e Tp drastik ¢arpim ve T, Lukasiewicz t-normu trivialden farkli idempotent
elemanlara sahip degildirler.

e Ty ¢arpim t-normunun da trivialden farkli idempotent eleman1 yoktur.

e Tp garpim t-normu nilpotent elemana ve sifir bélene sahip degildir.

Idempotent elemanlar asagidaki yolla karakterize edilebilirler.

Onerme 1.7. [40]

(i) Bira € [0,1] elemani bir t-norm T nin idempotent elemanidir.< Her
x € [a,1] i¢in T(a,x) = min(a, x) dir.

(if) Eger T siirekli bir t-normise a € [0,1], T nin bir idempotent elemanidir

Her x € [0,1] i¢in T(a, x) = min(a, x) dir.

Uyar 1.8.
(i) Eger a € [0,1] bir t-norm T nin idempotent elemani ise indiiksiyon ile her
n €N igin a(Tn) = a dir. Sonug olarak, (0,1) in hi¢bir elemani hem idempotent hem de

nilpotent eleman olamaz.

(if) Birt-norm T nin her nilpotent eleman1 ayn1 zamanda T nin bir sifir bélenidir.
Fakat tersi dogru degildir. Ornegin; 2/ 3 € (0,1), T™ nilpotent minimum t-normunun sifir
bolenidir ancak nilpotent eleman1 degildir.

(iii) Eger bir t-norm T bir a nilpotent elemana sahip ise o halde b;Z) = 0 olacak
sekilde bir b € (0,1) elemani1 daima mevcuttur.

(iv) Eger bir a € (0,1) eleman1 t-norm T nin bir nilpotent elemani (sifir boleni) ise
her b € (0, a) sayis1 ayn1 zamanda T nin bir nilpotent elemanidir (sifir bolenidir).

(v) Birt-norm T nin nilpotent elemanlarinin ve sifir bolenlerinin kiimesi ya bos
kiimedir ya da (0, c) veya (0, c] seklinde bir araliktir.

Onerme 1.8. [40] Her t-norm T igin asagidakiler denktir.

(i) T sifir bolenlidir.

(if) T nilpotent elemana sahiptir.
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Onerme 1.9. [40] T t-normu [0,1]? birim Karesinin {(x,x) | x € [0,1]} kosegeni
tizerinde sag stirekli ve a € [0,1] olsun. Bu takdirde asagidakiler denktir:

(i) a, T nin bir idempotent elemanidir.

(i) a = lim,_e x7™ olacak sekilde bir x € [0,1] mevcuttur.

Tanim 1.41. T bir t-norm olsun.

(i) T t-normuna kesin monotondur denir: < x > 0vey < z ise
T(x,y) <T(x,z).

(ii) T t-normu kisaltma kuralin1 saglar denir :< x >0 ve T(x,y) =T(x,z) ise
y =z

(iii) T t-normu sartli kisaltma 6zelligini saglar denir : < T(x,y) = T(x,z) > 0 ise
y =z

(iv) T t-normu Arsimedyandir denir :< Her x,y € (0,1) i¢in bir n € N sayist
xr™ < y olacak sekilde mevcuttur.

(v) T t-normu limit dzelligini saglar denir : < Her x € (0,1) igin
lim, e x7™ = 0.

Ornek 1.14.

e Ty minimum t-normu Tanim 1.41 de verilen 6zelliklerden higbirini saglamaz.

e Tp carpim t-normu Tanim 1.41 de verilen 6zelliklerin hepsini saglar.

e T, Lukasiewicz t-normu Arsimedyandir, sartl kisaltma 6zelligini ve limit
Ozelligini saglar ancak Tanim 1.41 de verilen diger 6zelliklerin higbirini saglamaz.

e Tp drastik carpimi Arsimedyandir, sarth kisaltma 6zelligini ve limit
Ozelligini saglar ancak Tanim 1.41 de verilen diger 6zelliklerin higbirini saglamaz.

Onerme 1.10. [40] T bir t-norm olsun. Bu takdirde;

(i) T kesin monotondur & T kisaltma 6zelligini saglar.

(i) T kesin monoton ise T sadece trivial idempotent elemanlara sahiptir.

(ili) T kesin monoton ise T sifir bolene sahip degildir.

Teorem 1.19. [40] Bir t-norm T igin asagidaki ifadeler denktir:

(i) T Arsimedyandir.

(i) T limit 6zelligini saglar.

(iii) T sadece trivial idempotent elemanlara sahiptir. Bir x, € (0,1) igin
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limy, T(x,x) =xo ise T(y0,y0) =X, olacak sekilde bir y, € (xo,1) elemam
mevecuttur, burada lim,, T'(x, x) notasyonu t-norm T nin (x,, Xo) noktasindaki sag tarafls
limitini gostermektedir.

Tanim 1.42.

(i) Birt-norm T ye kesin denir T siireklidir ve kesin monotondur.

(if) Bir t-norm T ye nilpotent denir & T siireklidir ve her a € (0,1) elemani T nin
bir nilpotent elemanidir.

Ornek 1.15. Tp ¢arpim t-normunun ve T, Lukasiewicz t-normunun siirekli oldugu
aciktir. x,y,z € [0,1] i¢in x>0 ve y <z olsun. Tp(x,y) =xy <xz = Tp(x,2)
oldugundan Tp ¢arpim t-normu kesin monotondur. Béylece Tp kesin t-normdur. Ayrica,
her a € (0,1) eleman1 T, Lukasiewicz t-normunun bir nilpotent elemani oldugundan T},
bir nilpotent t-normdur.

Onerme 1.11. [40] T bir t-norm olsun. Bu takdirde

(i) EgerT sag siirekli ve trivial idempotent elemanlara sahip ise T Arsimedyandir.

(i) Eger T sag siirekli ve sarth kisaltma kuralini sagliyor ise T Arsimedyandir.

(iii) Eger her xo € (0,1) igin limyy,, T(x,x) < x, ise T Arsimedyandir.

(iv) T kesinise Arsimedyandir.

(v) Keyfi x € (0,1) elemani T nin bir nilpotent elemani ise T Arsimedyandir.

Onerme 1.12. [40] Her Arsimedyan t-norm T igin asagidaki ifadeler denktir:

(i) T sol siireklidir.

(i) T stireklidir.

Teorem 1.20. [40] T siirekli Arsimedyan bir t-norm olsun. Bu takdirde asagidaki
ifadeler denktir:

(i) T nilpotenttir.

(if) T nin bir nilpotent eleman1 mevcuttur.

(iii) T nin bir sifir boleni mevcuttur.

(iv) T kesin degildir.

Tamim 1.43. T bir t-norm, S bir t-konorm olsun. T t-normu S {izerinde dagilmalidir
denir : & Her x,y,z € [0,1] i¢gin

T(x,S(y,2)) = S(T(x, ), T(x,2))
esitligi saglanir. Benzer sekilde S, T tizerinde dagilmalidir denir : & Her x,y,z € [0,1]

i¢cin
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S(xT(,2)) = T(S(x,¥),5(x,2))
esitligi saglanir. Eger S, T iizerinde ve T, S {izerinde dagilmali ise (T,S) ciftine
dagilmali ¢ift denir.

Onerme 1.13. [40] T bir t-norm ve S bir t-konorm olsun. Bu takdirde

(i) S, T iizerinde dagilmalhidir & T = T, dir.

(if) T, S tzerinde dagilmalidir & S = S, dir.

(iii) (T,S) bir dagilmali gifttir & T =Ty, ve S = S, dir.

Uyan1 1.9. Eger T bir t-norm, S dual t-konormu ve T, S 1iizerinde (veya S, T

tizerinde) dagilmaliise T = Ty, ve S = S, dir.

1.6. Yan Gruplar ve t-normlar

Tamm 1.44.
(i) X # @ bir kiime ve = X iizerinde bir ikili islem, yani *: X?> — X bir fonksiyon
olsun. (X,*) giftine bir yar1 grup denir : < Yani her x,y,z € X igin
x*x(yxz)=(xxy)*z
esitligi saglanir.
(if) Bir (X,*) yar1 grubuna degismeli denir : & Yani her x,y € X i¢in
X*y=y*Xx
dir.
(iii) Bir e € X elemanina (X,*) yar1 grubunun etkisiz veya birim elemani denir
e Herx €X i¢in x xe = e *xx = x esitligi saglanir.
Birim elemanli bir yar1 gruba monoid denir.
(iv) Bir a € X elemanina (X,*) yari grubunun sifirlayani denir : < Her x € X i¢in
x*a=ax*x = a esitligi saglanir.
(v) Bir x € X elemanina (X,*) yar1 grubunun idempotent elemani denir : &
x * x = x dir.
(vi) Eger (X,*) bir a sifirlayanina sahip ise bir x € X \ {a} elemanina (X,*) m
nilpotent elemani denir ;< Bir n € N, x™ = a olacak sekilde mevcuttur.
Bir (X,*) yar1 grubunda birim eleman ve sifirlayan eleman mevcut ise tek olduklar

kolayca goriiliir. Bir (X,*) yar1 grubunda birim elemanin ve sifirlayan elemanin (mevcutsa)
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idempotent olduklar1 agiktir. Boyle idempotent elemanlara trivial idempotent elemanlar
denir.

Tamim 1.45. <, X tzerinde kismen veya tam siralama olsun. (X,*, <) tigliisiine sirasi
ile kismen sirali yar1 grup veya tam sirali yar1 grup denir : < Her x,y,z€ X icin y < z

isex*y<x*z Ve y*x =< zx*xdir.
Ornek 1.16. =: [1/,,1]" = [1/,,1] ikili islemi

x *y = max(xy, 1/2)
ile tammlansin. Bu takdirde ([1/2, 1],%,<) degismeli, 1-birim elemanl, 1/2 sifirlayanli,
tam siral1 bir yar1 gruptur.

Tanim 1.46.

(i) (X,x) ve (Y,e) yar gruplarina izomorftur denir:< Bir ¢: X — Y, 1-1 ve orten

fonksiyonu her x,y € X igin

pxxy) =)o), (1.11)

esitligini saglar.

(i) iki kismen veya tam sirali (X,*, <) ve (Y,9, E) yar1 gruplar1 izomorftur denir:<
(1.11) i saglayan ¢: X — Y 1-1, orten fonksiyonu bir sira korur doniisimdiir, yani her
x,y €X igin

x <y isep(x) Eo(y)
dir.

Onerme 1.14. [40]

(i) T:[0,1]?> - [0,1] fonksiyonu bir t-normdur< ([0,1], T, <) iigliisii 1-birim
elemanli, 0- sifirlayanli, tam siral1, degismeli yar1 gruptur.

(ii) S:[0,1]? - [0,1] fonksiyonu bir t-konormdur< ([0,1],S, <) iicliisii 0- birimli,
1-sifirlayanli, tam sirali, degismeli yar1 gruptur.

(iii) Eger [a,b] € R, ([a,b],*,<), b birimli tam sirali degismeli yar1 grup ve
¢:[0,1] - [a, b] fonksiyonu 1-1, érten ve kesin artan ise

T(xy) = ¢~ () * p()
ile tanimlanan T:[0,1]?> - [0,1] fonksiyonu bir t-normdur. A¢ik olarak, iki tam sirali
([a, b],*,<) ve ([0,1],T,<) yar gruplar1 izomorftur.

(iv) Ozel olarak T bir t-norm, S bir t-konorm ve ¢:[0,1] = [0,1] kesin artan
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1-1 ve orten bir fonksiyon olsun. Bu durumda
Ty (6, y) = o 1 (T(@(x), 9 (»)))
Sp(6,y) = 97 H(S(@(x), (1))
ile tanimlanan T,,, S,:[0,1]*> = [0,1] ikili islemleri sirasiyla T ve S ye izomorf olan t-

norm ve t-konormdur.
Ornek 1.17. =: [1/,,1]" > [1/,,1] ikili islemi

x *y = max(xy, 1/2)
ile tanimlansin. Bu takdirde T; Lukasiewicz t-normu ve * islemi izomorftur.
f:la,b] = [c,d] bir fonksiyon olsun. Eger her x;,x, € [a, b] igin x; < x, iken

f(x;) < f(x,) saglamyorsa f fonksiyonuna artmayan fonksiyon denir.
1.7. Kafes Sirali Monoidler ve Sol Siirekli T-normlar

Tamm 1.47. [22] (L, <) bir kafes ve (L,*) bir monoid olsun.

(i) (L,*, <) uglisiine bir kafes sirali monoid (veya £- monoid) denir:< Her
X,y,Z €L igin

(LM1) x*(yvz)=@*xy)V(x*z)

(LM2) (xvy)rz=x*2)V(y*2)
esitlikleri saglanir.

(if) Bir (L,x, <) ¥- monoidine komiitatif denir:< (L *) yar1 grubu komditatiftir.

(iii) Bir (L,*,<) #- monoidine rezidual - monoid denir:<
—-,: L2 — L (*- rezidii) islemi her x,y, z € L igin

R) xxy<zoex<y-,z
olacak sekilde mevcuttur.

(iv) Bir (L,*,<) ¢- monoidine integral denir:< (L, <) kafesinde en biiyiik eleman
mevcuttur ve bu en biiyiik eleman (L,*) yar1 grubunun birim elemani ile ¢akisir.

Tanim 1.47 deki (iii) ve (iv) sartlarim1 saglayan(L,*, <) #- monoidine bir integral,
rezidual, £- monoid denir. Bir integral, rezidual, £- monoidde (R), -, ikili islemini tek
tirlii olarak belirler ve —, ikili islemine L {izerinde rezidii islemi denir. Eger (L,*)
komiitatif ise (L,*, <) integral, rezidual, - monoidine komiitatif, integral, rezidual, #-

monoid (yani rezidual kafes) denir.
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Tamim 1.48. [24] M = (L,*, <) bir integral, komiitatif, rezidual £- monoid olsun.
Eger her x,y € M i¢in

x>V -.x)=1
ise M cebirsel gii¢liit De Morgan kuralini saglar denir.

i _ (min(x,y), x+y<1,

Ornek 1.18. x x y = {max(x, y),  aksi halde

ile tanimlanan =*: [0,1]? - [0,1] igin ([0,1],%,<) bir komiitatif, rezidual, £- monoiddir ve
-, , *-reziduali

R _&mMG—mw, x <y,
7 min(1 —x,y), aksi halde

seklindedir.

Uyan 1.10. T:[0,1]> — [0,1] fonksiyonu bir t-norm ise ([0,1], T, <) bir komiitatif,
integral, - monoiddir. Bu ifadenin tersi de dogrudur, yani ([0,1],T,<) bir komiitatif,
integral, £-monoid ise T bir t-normdur. Boylece komiitatif, integral, £-monoidler
tizerindeki 6zellikler t-normlar i¢in de saglanir.

Onerme 1.15. [40] Keyfi T:[0,1]> — [0,1] fonksiyonu i¢in asagidakiler denktir:

(i) ([0,1],T,<) bir komiitatif, integral, rezidual, £- monoiddir.

(i) T sol siirekli t-normdur. Bu durumda —4 T- reziduali

x »ry = sup{z € [0,1]|T(x,2) < y}
ile verilir.

Tamim 1.49. Bir komiitatif, integral, £- monoid (L,*, <) boliinebilir denir:< Her

x,y €L iginx <y isebirz € L eleman1 y * z = x olacak sekilde mevcuttur.
1.8. Smrh Kafesler Uzerinde Uggensel Normlar

Tamim 1.50. [30] L smurh bir kafes olsun. Bir {iggensel norm T (kisaca t-norm) L
tizerinde komiitatif, birlesme, monoton 6zelliklerini saglayan 1- birim elemanl bir ikili
islemdir.

Tamm 1.51. [30]

(i) T, ve T, smirli bir L kafesi tizerinde iki t-norm olsun. Eger her x,y € L i¢in
Ti(x,y) < T,(x,y) esitsizligi saglanmyor ise Ty, T, t-normundan zayiftir veya denk olarak
T,, T, t-normundan giigliidiir denir ve bu durum T; < T, ile gosterilir.

(i) T, <T, veT, # T, iseyani T; < T, vebirx,,y, €L igin
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Tl(xO, yo) < TZ (xO, yo) ISG bU durum Tl < TZ ile gOSterlhr

X, y=1,
TW(X,_')/)Z Y, x =1,
0, aksi halde

olsun. O halde Ty, L tizerinde bir t-normdur ve 6zel olarak L = [0,1] oldugunda Ty, Tp
ile gosterilir. L tizerindeki keyfi t-norm T i¢in Ty, < T oldugundan bu t-norm, L {izerindeki
en kiigiik t-normdur.

x,y €ELigcinT(x,y) < xveT(x,y) <yoldugundan T(x,y) < x Ay = T\(x,y) dir.
Bu nedenle sinirli bir L kafesi tizerindeki en biiyiik t-norm T,(x,y) = x Ay dir ve 6zel
olarak L = [0,1] oldugunda T, = T), dir.

Tamm 1.52. [12] T, smurh bir L kafesi iizerinde bir t-norm olsun. Bir x € L
elemanma T nin bir sifir boleni denir : < x Ay # 0 ve T(x,y) = 0 olacak sekilde bir
y € L eleman1 mevcuttur. T nin sifir bélenlerinin kiimesi Z(T) ile gosterilecektir.

Eger Z(T) = @ ise T ye sifir bolensiz denir.

L = [0,1] olarak alinirsa Tanim 1.52 ve Tanim 1.40 (iii) deki sifir b6len tanimlarinin
denk oldugu kolaylikla goriilebilir.

Tamim 1.53. [12] T, smurh bir L kafesi iizerinde bir t-norm olsun. Bir x € L
elemanina T nin idempotent elemanidir denir : & T (x, x) = x esitligi saglanir.

Agik olarak, 0 ve 1 elemanlar1 herhangi bir t-normun idempotent elemanlaridir. Bu
elemanlara trivial idempotent elemanlar denir. Bunlardan farkli idempotent elemanlara da
trivial olmayan idempotent elemanlar denir.

Tamim 1.54. [30]

(i) Swnirl: bir L kafesi {izerindeki bir t-norm T ye V- dagilmalidir denir : &

Her a, by, b, € L igin

T(a,by V b,) =T(a,by)VT(a,b,)
esitligi saglanir.

(if) Bir L tam kafesi tizerindeki bir t-norm T ye sonsuz V-dagilmalidir denir : < Her
{a,b; € L; T € I} C L alt kiimesi i¢in T'(a, V; b;) = V;T(a, b;) esitligi saglanir.

Uyan 1.11. Ozel olarak L = [0,1] ise bir t-norm T nin sonsuz V- dagilmali olmasi
sol stirekli olmasina denktir.

Tamm 1.55. [9] Smurl bir L kafesi iizerindeki bir t-norm T ye boliinebilirdir denir

1< x < yolanherx,y € Li¢in x = T(y, z) olacak sekilde bir z € L mevcuttur.
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Smurlt bir L kafesi tizerindeki Ty, t-normu boliinebilir olmayan bir t-normdur. Diger
taraftan, T, infimum t-normu boéliinebilir bir t-normdur: x < y olmasi x A y = x olmasina
denktir.

Onerme 1.16. [13] T, [0,1] iizerinde bir t-norm olsun. T bélinebilirdir & T

sureklidir.

1.9. T-Normlardan Elde Edilen T-Kismen Sira

1.9.1. <7 -Ucgensel Siralama

Tamim 1.56. [35] L smurli bir kafes ve T L lizerinde bir t-norm olsun. L iizerinde <y

bagintisi

x <7 y:< T(£,y) = x olacak sekilde bir £ € L elemani mevcuttur (1.12)

olarak verilir.

Onerme 1.17. [35] L sinirh bir kafes ve T, L iizerinde bir t-norm olsun. Bu takdirde
(L, <7) bir kismen sirali kiimedir.

Tamm 1.57. [35] Onerme 1.17 ile verilen <; siralama bagmtisina, t-norm T den
elde edilen T-siralama (liggensel siralama) denir.

Lemma 1.10. [38] L siurli bir kafes ve T, L iizerinde bir t-norm olsun. Bu takdirde
her T t-normu ve her x € L i¢in 0 <7 x, x <p x ve x < 1 dir.

Onerme 1.18. [35] L smirli bir kafes, T L iizerinde bir t-norm ve <p t-norm T den
elde edilen kismen siralama olsun. Eger x <; y ise x < y, yani ;< dir.

Uyari 1.12. [35] Onerme 1.18 in tersinin dogru olmasi gerekmez.
Ornek:

L ={0,a,b,c,1} ve L lizerinde < siralamasi Sekil 1.2 deki gibi verilsin.
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Sekil 1.2. L iizerindeki < siralamast

T =Ty almdiginda a <b oldugu halde a <r, b oldugu gosterilecektir. Aksini

varsayarak a <r,,, b alinsin. O halde bir £ € L eleman

TW (f, b) =a
olacak sekilde mevcut olur. Ilk olarak £ = 0 olsun. Bu durumda
a=20

olur ki bu bir ¢eliskidir. £ = a, b veya c oldugunda
Tw(#,b)=0=a
olup yine bir geliski elde edilir. Son olarak £ = 1 olmasi durumunda ise
a=Ty(,b)=>b
olur ki bu ise yine bir ¢eliskidir. Boylece Ty, (¢, b) = a olacak sekilde bir £ € L elemani

mevcut degildir, yani a K7, b dir. L iizerindeki <r,, asagidaki gibidir:
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Sekil 1.3. L tizerindeki <7, siralamasi

Onerme 1.19. [35] L sinirh bir kafes ve T, L iizerinde bir t-norm olsun. <, ile <
stralamalarinin esit olmasi igin gerek ve yeter sart T t-normunun L tizerinde boliinebilir bir

t-norm olmasidir.
1.9.2.  (L,<y) Kismen Sirali Kiimesinin Bazi Ozellikleri

Uyan 1.13. [35] (L,<) nm bir zincir olmasi (L,<;) nm bir zincir olmasini
gerektirmez.

Ornegin;
L =10,1] kafesi ve

0, x+y<l1,

nM —
i xy) = {min(x, y),  aksi halde

ile tanimlanan nilpotent minimum t-normunu g6z dniine alinsin [40].
/5 <1/, olmasina ragmen 1/5 ve 1/, L =10,1] iizerinde <nm siralamasina

gore kiyaslanamazdir. Gergekten;

1/2 <M 1/3 olsun. Onerme 1.18 ile 1/2 < 1/3 olmas: gerekir ki bu ise bir
geliskidir. Boylece 1/5 Kpnm 1/5 dir.

172 <4nu 1/, olsun. O halde bir ¢ € [0,1] igin

T (¢,1/5) = 1/
saglanir. T (¢,1/,) = 1/; oldugundan 7™ t-normunun tanim ile € + 1/, > 1, yani

¢>1/,
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olmalidir. Buradan 1/3 = T"M(f, 1/2) = min(f, 1/2) = 1/2 olur ki bu ise bir geliskidir.
Boylece 1/5 %um 1/, dir. Sonug olarak, 1/ ve 1/, L =101] izerinde <
siralamasina gore kiyaslanamazdir. Dolayisiyla, (L, <, nm) bir zincir degildir.

Onerme 1.20. [35] L smirli bir kafes ve T, L iizerinde bir t-norm olsun. (L, <) bir
zincir ise T boliinebilir bir t-normdur, yani <;=< dir.

Uyan 1.14. [35] L smurh bir kafes olsun. L iizerinde bir T t-normu alinsin. X € L
i¢in L iizerinde <1 siralamasina gre X kiimesinin iist sinirlarinin kiimesini X7 ile ve <7
siralamasina gére X kiimesinin alt sinirlarinin kiimesi de Xy ile gosterilsin. X = {a, b}

olarak alinirsa, T (a, b) <t a ve T(a, b) <¢ b oldugundan T'(a, b) € {a, b} olup
{a,b}r # 0

dir. T(a,1) = a ve T(b,1) = b oldugundan a < 1 ve b < 1 dir. Buradan 1 € {a, b},
olup

{a,b}, # 0
dir. Ayrica < siralamasina gore en kiiglik eleman 0, en biiyiikk eleman ise 1 dir. X # @ bir
kiime olsun. S, € X ailelerinin keyfi B ailesinin <; siralamasma goére {ist sinirlarin en
kiigigi ve alt sinirlarin en biiyiigli mevcut ise bunlar sirasiyla VS, ve ArS, ile
gosterilecektir.

L sinirh bir kafes ve T, L tizerinde bir t-norm olsun. L nin <y siralamasia goére her
zaman kafes olamayabilecegi asagidaki drnekle incelenecektir.

Ornek 1.19. L = [0,1] ve L iizerinde T™: [0,1]? - [0,1]

0, x+y<1,
min(x,y), aksi halde

T™M(x,y) = {
olarak tanimlanan nilpotent minimum t-normlar1 goz oniine alinsm. (L, <pnm) infimum-
yar1 kafestir fakat supremum-yar1 kafes degildir.

X <pam Y VEYA Y <pam X ise sirastyla x Apnm y = x veya y dir. Aksini varsayarak
X ¥gnm y Ve y «nmm x olarak alalim. Bu durumda

x+y<1
olmalidir. Ciinkii x +y > 1 olsa T™ (x,y) = min(x,y) dir. Dolayisiyla

T™ (x,y) = x veya y

olup x <;nm y veyay < am x dir. Bu ise kabul ile celisir.
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x +y < 1olsun. 0 € {x,y};nm oldugu agiktir. x Aynm y = 0 oldugu gosterilecektir.
k € {x,y};nm \ {0} olsun. Buradan

k <inm x Ve k <pnm y
dir. O halde #,,¢, € [0,1] elemanlari

0+#k=T"(x,¢)=T"(y,1,)
olacak sekilde mevcuttur. T™ (x, £;) # 0 oldugundan

x+4;>1 ve T™M(x,¢,) = min(x, ;)
dir. Eger T (x, ¢,) = min(x,£,) = x ise

k=x<mmmy
oldugu elde edilir ki bu ise x ve y nin <;nm siralamasina gore kiyaslanamaz olmasi ile
celisir. Boylece

T"™M(x,¢,) =4, =k
dir. x+#;,>1ve x+y<1oldugundan k =¢; > 1—x >y dir. 0 # k = T™™(y,£,)
oldugundan

k =Ty, ¢;) = min(y, £3)
dir. k = T™(y,¢,) = min(y,¥,) = y olamaz. Aksi halde x ve y < nm siralamasina gore
kiyaslanabilir olur ki bu ise kabul ile ¢elisir. Boylece

k=T (y,£;) = ¢,
olmalidir. k = #; = £, > 1 — x = y oldugundan

k=T"™(y,£;,) = T™(y,k) = min(y, k) =y
elde edilir ki bu ise x ve y nin <;am siralamasma gore kiyaslanamaz olmasi kabuli ile
celisir. Boylece k = 0 olup x Aynm y mevcuttur.

Simdi (L, <pnm) nin supremum-yari kafes olmadigini gosterilmelidir. Uyar1 1.13 ile

L 3 Ve 1 o nin L = [0,1] tizerinde < nm siralamasina gore kiyaslanamaz oldugu biliniyor.
k €{1/3,1/3}_ . Olsun. O halde

1/2 <TnM k ve 1/3 <TnM k
dir. Boylece ¢4, ¢, € [0,1] elemanlari
Lo =Mk, £,) ve /3 =TmM(k,¢,)
olacak sekilde mevcuttur. 1/ o = min(k,¥;) ve 1/ 3= min(k, ;) oldugundan

k+6,>1vek++£,>1
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dir. Uyar1 1.13 de verilen 6rnek ile 1/ AL 1/ 3 clemanlart <;nm siralamasina gore
kiyaslanamazdir. Buradan £, = 1/ o Vedt, = 1/ 3 oldugu elde edilir. Boylece
1/2 = T"M(k, 1/2) ve 1/3 = TnM(k, 1/3) oldugundan
k+1/, >1vek+1/3 >1
dir. Buradan
k>2/y >1/,

oldugu gorilliir. Boylece {1/5,1/3} . < (2/5,1] elde edilir.

TnM -
Simdi (2/3 ,1] € {1/2, 1/3}TnM oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in x € (2/3, 1]

olsun. O zaman x > 2/, diir. Boylece

™ (x,1/,) = min(x, 1/,) = 1/,
T™(x,1/3) = min(x, 1/3) = 1/

olup 1/, <um x ve 1/5 <um x bulunur. Dolayisiyla

X € {1/2 ’ 1/3}TnM

dir. Boylece (2/3,1] ={1 /2,1/3}TnM esitligi elde edilir. Buradan < nm siralamasina

gore (2/3, 1] kiimesinin en kiiglik elemani mevcut olmadifindan ([0,1], <;nm) nin
supremum- yar1 kafes olmadig elde edilir.

Uyar1 1.12 de verilen 6zel L kafesi ve bu kafes {lizerinde tanimli Ty, t-normu ig¢in
(L, <Tw) nin bir kafes oldugu kolaylikla goriilebilir. Asagida verilen Onerme 1.21 ile her
smirli L kafesi ve L iizerinde verilen Ty, t-normu igin (L,%TW) nun kafes oldugu
gosterilmistir.

Onerme 1.21. [35] L sinirh bir kafes olsun. Eger L iizerinde Ty, t-normu alinirsa
keyfi a € L\{0,1} i¢in aAr,b=0 ve aVy,b=1, Vb€ L\{0,1,a} dir. Boylece
(L, <r,,) bir kafestir.

Onerme 1.21 in tersinin dogru olmadig1 asagidaki drnek ile gdsterilecektir.

Ornek 1.20. [0,1] iizerinde

1 2
o[t et
min(x,y), aksi halde
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fonksiyonu alinsin. Bu fonksiyonun [0,1] tizerinde bir t-norm oldugu [40] da verilmistir.
([0,1], <7) smurh bir kafestir.
x ve y elemanlariin <y siralamasina gore kiyaslanmasi halinde x V; y ve x Ay

nin mevcut oldugu aciktir. <7 siralamasina gore kiyaslanamayan x ve y elemanlari alinsin.
xVpy= 1/ o oldugu gosterilecektir.

x ¢ (0, 1/2) veyay ¢ (0, 1/2) olsun. O halde

T(x,y) = min(x,y)
olup x ve y <t ya gore kiyaslanamaz oldugundan bu bir ¢eliskidir. Boylece x,y € (0, 1/ 2)
dir.

Simdi 1/, €{x,y}, oldugu gosterilmelidir. T(x,1/,) = min(x,1/,) = x
oldugundan

X <r 1/ 2
elde edilir. Benzer sekilde y <7 1/2 dir. Boylece

1/ 2 € WT

dir. k € {x,y}, keyfi alinsm. Buradan x <7 k ve y <r k dir. Béylece #4,¢, € [0,1]

elemanlari
x=T(k,4) ve y=T(k,¥,)
olacak sekilde mevcut olur. Burada x # 0 oldugundan
x =T(k,;) = min(k,£,)
dir. x ve y <1 ya gore kiyaslanamadigindan x = k olamaz. O halde
oldugu elde edilir. Buradan k & (0,1/,) ve k # 0 dir, yani
k=1/,
dir. 1/, = T(k,1/,) = min(k, 1/,) oldugundan
k=r 1/,
olmalidir. Boylece x Vy y = 1/ o oldugu elde edilir.
k € {x,y}r keyfiolsun. k <; x ve k <; y oldugundan x4, y; € [0,1] elemanlar

k=T(x,x) ve k=T(y,y,)
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olacak sekilde mevcuttur. x ve y <r ya gore kiyaslanamadigindan k = x veya k =y
olamaz. Boylece
k=x,vek =y,
dir. Ayrica k = T(x, k) oldugundan
k<x<l/,
dir. x, k € (0, 1/2) olmasindan k = T'(x, k) = 0 oldugu elde edilir. Dolayisiyla

x Ary = 0olup ([0,1], <7) bir kafestir. ([0,1], <7) kafesinin sinirli oldugu agiktir.
Onerme 1.22. [35] L sinirh bir kafes ve T, L iizerinde bir t-norm olsun. Eger a,b € L
icin a < b ise her ¢ € L igin
T(a,c) <t T(b,c)
dir.
Sonug¢ 1.4. [35] L simurli bir kafes ve T L {izerinde bir t-norm olsun. (L, <) bir kafes

ise T: (L, <7)? — (L, <r) bir t-normdur.
1.9.3.  Hy ve A Kiimeleri Uzerinde Baz1 Belirlemeler

Tamm 1.58. [35] L smurl bir kafes ve T, L tizerinde bir t-norm olsun. T nin tim
idempotent elemanlarinin kiimesi,

Hpy ={x € LIT(x,x) = x}
ve elemanlar1 atomlarin bir ailesinin supremumu seklinde olan L nin tiim elemanlarinin
kiimesi,

A = {a € L|a atomlarin bir ailesinin supremumuna esittir}
ile gosterilsin.

Onerme 1.23. [35] L = [0,1] ve T, L iizerinde bir t-norm olsun. O halde (Hr, <)
bir zincirdir.

Uyan 1.15. [35] Genel olarak L bir zincir ise Onerme 1.23 yine dogrudur. Simdi
zincir olmayan L igin Onerme 1.23 iin saglanmadigim gosteren asagidaki o&rnek
incelenecektir.

Ornek 1.21. Kafes diyagrami asagidaki gibi verilen L = ({0, a, b, ¢, d, 1}, <) kafesi

g0z Oniine alinsin.
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Sekil 1.4. (L, <) kafesi

T:L? - L fonksiyonu her x,y € L i¢in

c, x=dvey=d,
XAy, aksi halde

T(xy) =
olarak tanimlansin. Bu takdirde T, L tizerinde bir t-normdur.

Her x € L \ {d} i¢in T(x, x) = x oldugundan H; = L \ {d} = {0, a, b, c, 1} dir. a ve
b, <7 siralamasina gore kiyaslanamadigindan (Hr, <7) bir zincir degildir. Gergekten;

Aksini varsayarak a <r b olarak alalim. Dolayistyla bir k € L eleman:

T(b,k) =a
olacak sekilde mevcuttur. T nin tanim ile b Ak = a olup esitligin her iki tarafinin b
elemant ile supremumu alinirsa

b=MbAk)Vb=aVb=c
celigkisi elde edilir. Boylece a ¢ b dir. Benzer sekilde b £ a olup (Hy, <r) nin bir
zincir olmadig1 goriliir.

Onerme 1.24. [35] (L, <) siirl bir kafes ve T, L iizerinde bir t-norm olsun. Bu
takdirde, her a,b € Hy igin T'(a, b) € Hy dir.

Teorem 1.21. [35] L bir tam kafes ve T, L iizerinde bir t-norm olsun. Her a,b € Hy
icin a Ar b = T(a, b) dir. T sonsuz V-dagilmali t-norm ise her {a,|t € Q} € Hy i¢in

Vria;|t € @} = V{a,|r € 0}
olup, (Hr,=<r) bir tam kafestir.
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Sonug¢ 1.5. [35] L siirh bir kafes ve T, L {izerinde V-dagilmali bir t-norm olsun. O
halde her a, b € Hy i¢in
aNrb=T(ab)veaVyb=aVbhb
dir. Boylece (Hy, <7) siurli bir kafestir.
Sonug 1.6. [35] L bir tam kafes ve T, L iizerinde sonsuz V -dagilmali bir t-norm ise
(Hy, <7) bir Heyting cebiridir.
Sonug 1.7. [35] L bir tam kafes, T sonsuz V- dagilmali, boliinebilir t-norm olsun. O
halde (Hr, <) bir Heyting cebiridir.
Sonug 1.8. [35] L smurl1 bir kafes ve T V- dagilmali boliinebilir bir t-norm olsun. O
halde (Hr, <) dagilmali kafestir.
Onerme 1.25. [35] (L, <) smirl1 bir kafes ve T, L iizerinde V- dagilmal1 bir t-norm
olsun. O halde T | Hy, (Hy,<r) tzerinde bir t-normdur.
Onerme 1.26. [35] T smirlt bir L kafesi iizerinde bir t-norm ve K, L nin bir alt
kafesi olsun. Eger her x,y € K i¢cin x Ar y = T(x,y) ise
TIK=nA
dir. Ozel olarak K = L ise T =A dur.
Teorem 1.22. [35] M = (L,©®, <) bir integral, komiitatif, rezidual £- monoid olsun.
Eger M boliinebilir ve cebirsel giiclii De Morgan kuralini sagliyor ise (© ikili islemine gore
tim idempotent elemanlarin Hp alt kiimesi bir Heyting cebiri olusturur ve Hp deki
gerektirme © ikili islemine dayanan gerektirme ile gakisir.
Uyan 1.16. [35] Keyfi bir L kafesi icin M = (L,©, <) integral, komiitatif, rezidual,
£- monoidin boliinebilir olmasi, cebirsel giicli De Morgan kuralint saglamasini
gerektirmez. Bunu gorebilmek igin asagidaki 6rnek incelenebilir.

Ornek 1.22. (L = {0,a,b, ¢, 1}, <) kafesinin kafes diyagran asagidaki gibi verilsin.
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Sekil 1.5. (L = {0, a, b, ¢, 1}, <) kafesi

O=T, ve —r:L* — Likili islemi her x, y € L igin

1, x<vy,
v, aksi halde

X=r Y= {
olarak tanimlansin. -, ikili isleminin L {izerinde bir rezidii islemi oldugu agiktir. Boylece
M = (L,T,, <) bir integral, komiitatif, rezidual, £- monoiddir. T, boliinebilir bir t-norm
oldugundan M boliinebilirdir. Ancak a, b € L igin

(a—>TA b)v(b -7, a) =bVa=c+1
oldugundan M cebirsel gii¢lii De Morgan kuralini saglamaz.

Onerme 1.27. [35] M = (L,®, <) bir integral, komiitatif, rezidual £- monoid olsun.
Eger M bolinebilir ise (© islemine gore tim idempotent elemanlarin Hy alt kiimesi bir
Heyting cebiri olusturur ve Hy deki gerektirme ile © ikili islemine dayanan gerektirme
ayni olur.

Onerme 1.28. [35] T, [0,1] iizerinde sifir bélensiz bir t-norm ve (L, <7) bir kafes
olsun. Bu takdirde her a, b € L \ {0} i¢in

aNyb#0
dir.
Teorem 1.23. [35] L bir tam kafes, T L tizerinde sifir bélensiz sonsuz V- dagilmali
bir t-norm ve

A = {a € L|a, atomlarin bir ailesinin supremumuna esittir}

olsun. Bu takdirde,
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i. (A, <) bir tam kafestir. Ustelik, her a, b € A i¢cin

aArb=T(a,b)
dir,yani T 1 A =Ar dir.

ii. T1 A, (A,<r) tzerinde bir t-norm olup sonsuz V-dagilmalidir.

Sonug 1.9. [35] Eger L deki atomlar sonlu sayida ve T sifir bélensiz, V- dagilmali bir
t-norm ise Teorem 1.23 yine dogrudur, yani (4, <r) bir tam kafestir ve her a, b € A igin

aNrb=T(a,b)
dir.

Sonug¢ 1.10. [35] L bir tam kafes ve T, L {izerinde sonsuz V- dagilmali sifir bolensiz
bir t-norm olsun. O halde (4, <) bir Boole cebiridir.

Sonu¢ 1.11. [35] Sonlu uzunluklu, yerel komplementli bir L kafesi tizerinde sifir
bolensiz V- dagilmali bir t-norm mevcutsa (L, <) bir Boole cebiridir.

Sonu¢ 1.12. [35] Eger L bir atomik tam Brouwerian kafesi ise (L, <) bir Boole
cebiridir.

Onerme 1.29. [35] Eger L bir tam Brouwerian kafesi ve T, L iizerinde sifir bolensiz
sonsuz V- dagilmali bir t-norm ise

TI(A<7)=N1lA
dir.

Onerme 1.30. [35] L bir tam kafes, T sifir bolensiz sonsuz V- dagilmali bir t-norm
ve A(L) atomlarin kiimesi olsun. O halde bir A € L alt kiimesi mevcuttur dyleki A =
#(A(L)) ve A bir Boole cebiridir.

Sonug 1.13. [35] Eger L sinirli ve dagilmali bir kafes ve |A(L)| < oo ise L nin bir
A alt kafesi mevcuttur 6yleki A = g (A(L)) olup A bir Boole cebiridir.

1.10. <7 Siralamasindan Elde Edilen Denklik Siniflari

Tamm 1.59. [38] L simirli bir kafes olsun. L tizerindeki t-normlarin ailesi tizerindeki

~ bagintis1

T1~T;: & <7,- kismen siralama <r,- kismen siralamaya esittir (1.13)

ile verilsin.
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Lemma 1.11. [38] Tanmim 1.59 da (1.13) ile verilen ~ bagintis1 bir denklik
bagmtisidir.

Tamim 1.60. [38] T, smurli bir L kafesi tizerinde bir t-norm ve ~ (1.13) te verilen bir
bagint1 olsun. T t-normunun denklik sinifi

T={T"|T"~T}
dir.

Onerme 1.31. [38] [0,1] iizerindeki Tp t-normunun denklik smifi sadece Tp, t-
normundan olusur.

Onerme 1.32. [38] L sinirh bir kafes olsun. L iizerindeki T, t-normunun denklik
sinifi L {izerindeki biitiin béliinebilir t-normlarm kiimesidir. Ozellikle L = [0,1] olmas1
durumunda T,, t-normunun denklik sinifi [0,1] tizerindeki biitiin siirekli t-normlarin
kiimesi olur.

Onerme 1.33. [38] Eger T bir t-norm ve ¢:[0,1] - [0,1] fonksiyonu bir kesin
artan bijeksiyon ise

T, () = 07 (T(0(), 0 ()
ile tamimlanan T,: [0,1]?> = [0,1] fonksiyonu T ye izomorf olan bir t-normdur. T, ye T nin
@-transformu denir.

Onerme 1.34. [38] T, [0,1] iizerinde bir t-norm ve ¢:[0,1] — [0,1] bir otomorfi
olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:

i) T veT, t-normlar1 ayn: denklik sinifina aittir.
ii) ¢ fonksiyonu <y siralamasina gore sira korurdur, yani her x,y € [0,1] i¢in

x<ry e @) <r o).
1.11. <y Siralamasina Gore Kiyaslanamayan Elemanlarin Kiimesi

Tammm 1.61. [38] T, [0,1] tizerinde bir t-norm olsun. <; siralamasina goére biitiin

kiyaslanamayan elemanlarin kiimesi K asagidaki gibi tanimlanir:
Kr={x€(0,1) |3y € (0,1), [x<yisex %y y]veya[y <xisey %7 x]}

Lemma 1.12. [38] T, [0,1] iizerinde bir t-norm olsun. Bu takdirde K; =@ & T

sureklidir.
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Onerme 1.35. [38] [0, 1)2 nin bir H alt kiimesi herhangi bir u € [0,x], v € [0, y]
icin (x,y) € H ise (y,x) € H ve (u,v) € H olacak sekilde mevcut olsun.
Ty:[0,1]% - [0,1] fonksiyonu

O; (x’ y) E H’
min(x,y), aksi halde

Ty(x,y) = {
olarak tammlansin. Bu takdirde Ty bir t-normdur [40]. Ek olarak K7, = (0,1) < Her bir
x € (0,1) igin (x,y) € H olacak sekilde y € (0,1) eleman1 mevcuttur.

Tamm 1.62. [38] ((ai, bi))iel’ [0,1] in ayrik ag¢ik alt araliklarinin bir ailesi ve
(T;e;)ie; t-normlarin bir ailesi olsun. Bu takdirde ordinal toplam
T = (< a;b;, T; >)ier: [0,1] - [0,1]

X—a y_ai) 2
(& . .
T —— (x,y) € [a;, bi]%,

min(x,y), aksi halde

a; + (b; — ay)T; (
T(x,y) — l ( l l) l
olarak tanimlanir.

Onerme 1.36. [38] T:[0,1]? — [0,1] ordinal toplam t-norm,

T =(<a;by,T; >)._, olsun. Bu takdirde

Kr = Uje (aj + (b - aj)KTj)
dir. Burada a, b reel degerleri ve R nin bir K altkiimesi i¢in a + bK = {a + bk | k € K}
notasyonu kullanilir.

Onerme 1.37. [38] T, [0,1] iizerinde bir t-norm olsun. Eger K; # @ ise herhangi
bir x € K; i¢in K; nin x elemanimi igeren trivialden farkli bir alt araligi mevcuttur ve bu
nedenle K; kiimesi sonsuz kardinaliteye sahiptir.

Teorem 1.24. [38] T bir t-norm ve K # @ olsun. Bu takdirde her x € K; igin
x € K, ve K, € Ky olacak sekilde bir K,, maksimal aralig1 (en biiyiik aralik) mevcuttur. EK
olarak

o = {K, | x € K ve K, K; nin en biiylik araligi}
ailesi Ky nin bir par¢alanmasidir. Burada o kiimesinin kardinalitesi sonlu veya (N dogal
sayilar kiimesinin kardinalitesi) 8, dir.

Lemma 1.13. [38] T, [0,1] {izerinde bir t-norm ve K,, € K; x elemanini igeren Ky
nin en biiyiik alt aralig1 olsun. Bu takdirde < siralamasia gore K, in elemanlar ile

kiyaslanamayan herbir eleman K, dedir. Ek olarak herhangi bir y € K, i¢cin K,, = K,, dir.
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Onerme 1.38. [38] T, [0,1] iizerinde sol siirekli bir t-norm ve K, € K; x € Ky
elemanini i¢eren en biiyiik aralik olsun. Bu takdirde K, alt yar1 agik araliktir.

Onerme 1.39. [38] T, [0,1] iizerinde bir t-norm olsun. K7 nin her eleman1 Ky nin
bir limit noktasidir.

Teorem 1.25. [38] {0,1} < B < [0,1] keyfi bir kiime olsun. Eger T sol siirekli bir t-
norm ve B kiimesi <y siralamasina gore kiyaslanamayan elemanlarinin kiimesi ise bu
takdirde

Uies(uy, v) S [0,1]\ B S Ui (wy, vl
olacak sekilde bir sonlu veya sayilabilir sonsuz [ indis kiimesi ve ayrik acgik alt
araliklarinin ((ui, vi))l_el ailesi mevcuttur.

Teorem 1.26. [38] {0,1} < B < [0,1] keyfi bir kiime olsun. Eger [0,1] in ayrik agik
alt araliklarinin ((ui, vl-))l,el ailesi

Uies(uy, v) S [0,1]\ B S Ui (wy, vl
olacak sekilde mevcutsa, bu takdirde <; siralamasina kiyaslanamayan elemanlarinin
kiimesi B olan bir T t-normu vardir. Burada I sonlu veya sayilabilir sonsuz kardinaliteli
indis kiimesidir.

Onerme 1.40. [38] T [0,1] iizerinde bir t-norm olsun.
K; ={x € K; | v, v,' € (0,1), x < y, fakat x £ y, ve y,’ < x fakat y," K1 x}

ile tanimlanan K7 kiimesi bir acik kiimedir.



2. YAPILAN CALISMALAR

Bu calismada elde edilen bazi sonuglar ‘Some notes on T-partial order’ isimli
makalede yayinlanmistir [36]. Ayrica yine bu ¢alismada elde edilen sonuglarin bazilar1 ‘On
the T-partial Order and Properties’ isimli ¢alisma ile Information Sciences dergisine

gonderilmistir.
2.1. <7 -Ucgensel Siralamanin Baz1 Ozellikleri
Genel Bilgiler boliimiinde herhangi bir L sinirh kafesi tizerinde (1.13) te verilen

“Ty~T,: & <r,- kismen siralama <z, - kismen siralamaya esittir ”

~ bagmtisinin denklik siniflarinin kiimesi L/ e gosterilsin. Burada eger L sonlu bir

kiime ise L/~ nin da sonlu oldugu agiktir. L = [0,1] olmasi durumunda ise L/ nin sonsuz

olup olmadig1 sorusuna asagida verilen Onerme 2.1 ile cevap verilebilir.

Onerme 2.1. [0'1]/ ~ kiimesi say1lamaz sonsuz bir kiimedir.

ispat: ki, k, € (0,1) keyfi fakat sabit elemanlar ve k; # k, olsun. Genellikten bir sey

kaybetmeden k; < k, alinsin. [0,1] iizerinde,

0; (x' }’) € (O' kl)zﬂ
T, =
ke (6) {min(x, y), aksi halde
ve
_ 0! (x' }’) € (O' k2)2ﬂ
Tiey (6, 7) = {min(x, y), aksi halde

ile tanimlanan Ty, ve T, fonksiyonlar1 [0,1] iizerinde birer t-normdur [40]. k; < k,
oldugundan k; < x < k, olacak sekilde bir x € (0,1) eleman1 mevcuttur.

Ik olarak (kq,x) esTklyani ky STy, X oldugu gosterilecektir. k; < x oldugundan
ky = min(k,;,x) olur. ky # 0 ve (ky,x) € (0,k;)? oldugundan T, t-normunun tanimi

kullanilarak

ki = min(ky, x) = Ty, (kq,x)
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elde edilir. Buradan

k, STe, X olup (kq,x) SN
oldugu goriiliir.

Simdi de (kq,x) €<, oldugu gosterilmelidir. Aksini varsayarak
(kq,x) €7, oldugu kabul edilirse, bir £ € [0,1] elemani

ki =Ty, (x, )
olacak sekilde mevcut olur. Burada k; # 0 oldugundan Ty, (x, £) # 0 dir. Dolayisiyla
(x,4) & (0, k)?* dir. Bu durumda Ty, t-normunun tammi kullanilarak

Ty, (x,€) = min(x,£) =k,

oldugu elde edilir. Burada k; = x veya k; = € olmasi s6z konusudur. k; = x durumu
k, < x kabulii ile ¢elisecegi igin k; = ¥ olmak zorundadir. Buradan

Ty, (x, k) = min(x, ky) = ky
oldugu gériiliir. Diger taraftan k; < x < k, oldugundan her (x,k;) € (0,k,)? icin
Ty, (x, k1) = 0 dir. Buradan k; = 0 geliskisi elde edilir. Dolayisiyla

(ky,x) $<Tk2
olur. Bu ise ST, STy, oldugu anlamina gelir. Bu nedenle Ty ve Ty, t-normlar (1.13) te
tanimlanan ~ bagintisina gore denk degildirler. Dolayisiyla

Ty, # Tk,

dir. Béylece a(k) =T}, ile tammlanan a: (0,1) - [0’1]/~ fonksiyonu birebirdir ve «

[0,1]/_

birebir bir fonksiyon oldugu i¢in [(0,1)| < dir. Dolayisiyla [0’1]/ ~ sayllamaz

sonsuz bir kiimedir.

Tamm 2.1. T; ve Ty, bir L smirh kafesi {izerinde iki t-norm olsun.<r, €<, ise “Ty,
T; den sira-giigliidiir” veya “T;, T, den sira-zayiftir” denir.

Onerme 2.2. L sinirh bir kafes, T L iizerinde herhangi bir t-norm olsun. L kafesi
tizerindeki Ty, ve T, t-normlart g6z Oniine alinirsa, bu takdirde Ty, sirasi en zayif olan t-
norm ve T, sirasi en gii¢lii olan t-normdur, yani

<71, ESTEST,

dur.
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Ispat. Ik olarak <7S<r, oldugu gosterilecektir. (x,y) €<r, yani x <r y olacak
sekilde x,y € L keyfi alinsm. Onerme 1.18 e gére <;S< oldugundan x <y dir.
Dolayistyla

x=xANy=Ty(x,y)
olur. Bu esitlik

x <r, ¥ oldugunu, yani (x,y) €<r,
ifadesini verir. Boylece <rE<r, ifadesi elde edilir. Simdi de <r,E<r oldugu

gosterilmelidir. Bu amagla x,y € L i¢in (x,y) €<r,,, Yani x <r,, y alnsm. x =y = 0,

Ty
x=y=1veya x=0 ve y=1 olmasi durumunda Lemma 1.10 dan L iizerindeki
herhangi bir T t-normu i¢in x <; y oldugu agiktir. x,y € L \ {0,1} olmas1 durumunda ise
<r,,~kKismen siralamasinin tanimiyla bir £ € L \ {0} elemani

Tw(y,€) = x
olacak sekilde mevcut olur. Eger £ =1 ise x = y dir. Bu durumda Lemma 1.10 dan
x <7 x oldugu agiktir. Eger £ # 1 ise Ty, t-normunun tanimma gore x = 0 olur. Yine
Lemma 1.10 dan 0 < y oldugu agiktir. Buradan her iki durumda da

x <t y oldugu, yani (x,y) €y
ifadesi elde edilir. Boylece <7, S<r dir. Buradan Ty, nun siras1 en zayif olan t-norm ve T,
un sirasi en gii¢lii olan t-norm, yani

STt ESTEST,

oldugu elde edilir.

Onerme 2.3. T; ve T,, [0,1] iizerinde iki t-norm olsun. Bu takdirde <r,EXp, lise
Kr, € Ky, dir.
Ispat: T; ve T,, [0,1] iizerinde birer t-norm ve <r, S<r, olsun. Bu durumda K, S Kr,
oldugu gosterilmelidir. Aksini varsayarak, Kr, € Kr, oldugu kabul edilsin. O halde bir
X € Kr, eleman1 x € K, olacak sekilde mevcuttur. Diger taraftan x € K7, oldugu i¢in Kz,
nin tanimina gore bir y, € (0,1) eleman1

[x <y, isex <r, yx] veya [y, < x ise y, <1, x]
olacak sekilde mevcuttur. Genellikten bir sey kaybetmeden x <y, fakat x Xr, ¥, oldugu

kabul edilsin. x ¢ Kr, ve x < y, oldugundan

X <, Yy o Yani (x,y,) €
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olur. Bu durumda <y, E<r, oldugundan (x,y,) €<r,, Yani x <r, y, elde edilir. Bu ise x

Ve Y, in <r, siralamasina gore kiyaslanamaz olmasi ile gelisir. Bu nedenle Ky, € Kr, dir.
Uyart 2.1. Onerme 2.3 iin tersi dogru degildir. Yani [0,1] iizerindeki T; ve T, t-

normlart i¢in Kz, € Kr, ise <, €<z, nin olmasi gerekmez. Onerme 2.3 iin tersinin dogru

olmadigi asagidaki 6rnek ile gosterilecektir.
Ornek 2.1. T:[0,1]% - [0,1] ve T™™:[0,1]? - [0,1]

Xy 2
T(x,y) ={2’ () € [01)7
min(x,y), aksi halde
ve
0 x+y<1
nM — ) )
™0 y) = {min(x, ), aksi halde

ile tanimlanan t-normlar goz oniine alinsin [40]. Bu takdirde K = Knm = (0,1) olmasina
ragmen <7 &< ,pam Ve < pamE<p dir

Kr = (0,1) oldugu [38] deki ¢alismada (Ornek 5) gosterildi.

Bu nedenle K, nm = (0,1) oldugu gosterilmelidir. x € (0,1) keyfi alinsin. Bu
durumda x € K;nm oldugu gosterilecektir. Bunu gosterebilmek i¢in x elemani i¢in

mumkiin olan 3 farkli durum incelenecektir:

1. Durum: x< 1/2 olsun. Bu durumda y:=1—x € (0,1) eleman1 goz Oniine

alinirsa, 1/2 <y oldugu elde edilir. Dolayisiyla x <y fakat x £, am y dir. AKsini

varsayarak x <,nm y oldugu kabul edilirse, bir £ € [0,1] elemani

T™M(y,¢) =x
olacak sekilde mevcut olur. Burada x # 0 oldugundan

T™(y,£) # 0
dir. Bu durumda T™ t-normunun tanimi kullanilarak 1 —x + £ > 1 den £ > x oldugu
elde edilir. Yine T™ t-normunun tanimima gore

x=T"M(y,£) =T"™(1 - x,£) = min(1 — x,¥)

bulunur. Burada x = 1 — x veya x = £ olabilir. x # y = 1 — x oldugundan x = ¢ olmak
zorundadir. Bu ise £ > x olmasi ile gelisir. Dolayisiyla herhangi bir x € (0,1) ig¢in x < y
fakat x % nm y olacak sekilde biry = 1 — x € (0,1) eleman: mevcut olur. Bu ise

x € K nm oldugu anlamina gelir.
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2. Durum: x> 1/2 olsun. Bu durumda y:=1—x € (0,1) eleman1 géz Oniine

alinirsa, y < 1/ o oldugu elde edilir. Dolayisiyla y <x fakat y £nm x dir. Aksini
varsayarak y <,»m x oldugu kabul edilirse, bir k € [0,1] eleman1

™M, k) =y
olacak sekilde mevcut olur. Burada x # 1 oldugu i¢in y # 0, yani

T"™(x,k) # 0
dir. Bu durumda T™ t-normunun tanimini kullanilarak x + k > 1 den k > 1 — x oldugu
bulunur. Yine T™ t-normunun tanimma gore

y=1-—x=T"™(x,k) = min(x, k)
bulunur. Burada 1 — x = x veya 1 — x = k olabilir. y = 1 — x # x oldugundan
1 — x = k olmak zorundadir. Bu ise k > 1 — x olmast ile ¢elisir. Dolayisiyla herhangi bir
x € (0,1) i¢in y < x fakat y %, nm x olacak sekilde y =1 —x € (0,1) eleman: mevcut
olur. Buise x € K nm oldugu anlamina gelir.

3. Durum: x = 1/2 olsun. 0 < y < 1/2 olacak sekilde bir y elemani segilsin. Bu
durumda y X ynm 1/2 olur. Aksini varsayarak y < nm 1/2 oldugu kabul edilirse, bir
m € [0,1] eleman:

TnM(l/Z ,m) =y
olacak sekilde mevcut olur. Burada y # 0 oldugundan

T”M(l/z,m) #0
dir. Bu durumda T™ t-normunun tanimi kullanilarak m + 1/ o >1denm> 1/2 oldugu
elde edilir. Diger taraftan yine T™ t-normunun tanimina gore

y =T™(1/5,m) = min(1/,,m)
dir. Buradan y = 1/2 veya y = m olur. y # 1/2 oldugu i¢in y = m olmak zorundadur.
Buradan y =m > 1/2 oldugu elde edilir. Bu ise y elemaninin kabulii ile ¢elisir.
Dolayisiyla x = 1/2 icin y < 1/2 fakat y K nm 1/2 olacak sekilde y elemanlar1 mevcut

olur. Bu ise x € K nm oldugu anlamina gelir.

Bu ti¢ durum incelemesinden de (0,1) S K yam oldugu elde edilir.

Tersine herhangi bir T t-normu i¢in Ky € (0,1) oldugu agiktir. Dolayisiyla her iKi
kapsamadan K n»m = (0,1) oldugu elde edilir.
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Simdi de K; =K nu olmasma ragmen <;Ex; M Veya <qmESy olmasi
gerekmedigi gsterilmelidir. ik olarak <;&<nm oldugu gosterilecektir. 3/ c €[0,1]
elemant i¢in

2/ 37 \)=1

1(%5:%5) = s
esitligi saglandigindan < siralamasinin tanimina gore 1/ 5 =T 2/ 3 olur. Boylece

(1/5 ) 2/3) Esr
oldugu elde edilir. Fakat (1/5,2/3) &< nm dir. Aksini varsayarak, (1/5,2/3) EX M,
yani 1/5 <M 2/3 oldugu kabul edilirse, bir £ € [0,1] eleman

TnM(Z/S’f) — 1/5
olacak sekilde mevcut olur. 7™ t-normunun tanimina gore
dir. Buradan 1/5 =¢> 1/3 celigkisi elde edilir. Bu nedenle 1/5 K pnm 2/3 yani

(1/5,2/3) ¢<,nu dir. Buradan
<T-¢_<TnM
elde edilir.
Ikinci olarak < nv <7 oldugu gdsterilecektir. 1/2 € [0,1] elemant igin
TnM(3/4’1/2) — 1/2
esitligi saglandigindan < nm siralamasina gore 1/ 2 SpnM 3/ 4 olur. Boylece
(1/2 ’ 3/4) ESpnm
oldugu elde edilir. Fakat (1/,,3/,) €<y dir. Aksini varsayarak (1/,,3/,) e yani
1/2 <7 3/4 oldugu kabul edilirse, bu durumda bir £* € [0,1] elemam
T(3/4.27) =1/
olacak sekilde meveut olur. Burada 1/, = 3/4 oldugundan £* = 1 olamaz. T t-normunun
tanimina gore
Vo =T(3/g ) =3/4- -1/
olur. Esitlikten ¢* = 4/5 ¢ [0,1] celiskisi elde edildiginden (1/,,3/,) €<, dir. Bu ise

<TnMg<T
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olmasi anlamina gelir.

2.2. [0, 1] Uzerindeki T-Normlarin Denkligi

Tamim 2.2. [0,1] tizerindeki t-normlarin ailesi iizerinde f bagmtisi

Tl ﬁ T2 = KT1 = KTZ (21)

verilir.

Lemma 2.1. Tanim 2.2 de (2.1) ile verilen B bagintis1 bir denklik bagmtisidir.

Ispat: Lemma 2.1 in ispat1 agiktir.

Tanim 2.3. B bagintisi [0,1] tizerindeki t-normlarin ailesi tizerinde (2.1) de
tanimlanan bir denklik bagimntis1 olsun. Bu takdirde T t-normunun denklik sinifi

T ={T"| T', [0,1] iizerinde bir t-normve T B T’}
dir.

Kesicioglu, Karagal ve Mesiar [38] deki ¢alismalarindaki Onerme 2 ile, (1.13) te
tanimlanan ~ bagmtisina gore Tp t-normunun denklik smifinin sadece Tp, t-normundan
olustugunu gostermislerdir. Asagida verilen Onerme 2.4 ise (2.1) de tanimlanan S
bagintisina gore Tp t-normunun denklik sinifimin T, den farkli bir t-norm igerdigini
gostermektedir.

Onerme 2.4. [0,1] iizerindeki T, t-normu i¢in Tp # {Tp} dir.

Onerme 2.4 iin ispat1 asagidaki aksi drnek ile verilebilir.

[0,1] lizerinde,

x
oy <7 () €01,
min(x,y), aksi halde

ile tanimlanan t-norm ve [38] de verilen Ornek 5 kullanilarak K; = Kr,, oldugu goriilir.
Bu durumda S bagmtisinin tanimimna gore T f T dir. Yani T ve T t-normlari (2.1) de
tanimlanan 8 bagintisina gore denktirler. Buradan T}, t-normunun denklik sinifinin T}, den
farkli bir T t-normu igerdigi goriiliir.

Onerme 2.5. (2.1) de tanimlanan 8 bagintisina gére [0,1] iizerindeki Ty, minumum t-

normunun denklik smifi, [0,1] tizerindeki biitiin siirekli t-normlarin kiimesidir.
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Ispat: B bagmtis1 [0,1] iizerindeki t-normlarin ailesi iizerinde (2.1) deki gibi
tanimlansin ve T", [0,1] {izerinde herhangi bir t-norm olsun. T’ € T,, keyfi olmak iizere T’
t-normunun siirekli oldugu elde edilmelidir. T’ € Ty, oldugundan T’ B T,, dir. Buradan 8
bagmtisinin tanimina gore

K =Ky,
olur. Ty, t-normu siirekli oldugu i¢in Lemma 1.12 den Kr,, = @ dir. Buradan K;» = @
oldugu elde edilir. Bu nedenle T’ t-normu siireklidir.

Tersine T', [0,1] tizerinde siirekli bir t-norm olsun. Bu takdirde yine Lemma 1.12
den Ky = @ olur. Diger taraftan T), t-normuda siirekli bir t-norm oldugundan K, = @
dir. Buradan

K =0= KTM
oldugu bulunur. 8 bagtisinin tanimina gére T' B Ty, dur. Dolayisiyla T’ € T), elde edilir.

Uyan 2.2. Onerme 2.5 de [0,1] iizerindeki herhangi iki siirekli t-normun (2.1) deki
tanimlanan £ bagintisina gore denk oldugu gosterilmistir. Fakat iki sol siirekli t-normun bu

bagintiya gore denk olmas1 gerekmedigi asagidaki 6rnekle incelenebilir.

Ornek 2.2. [0,1] iizerindeki

T (x,y) = {1(r);in(x, y), Zk-ls_ijlllidi,
ve
min(x,y), max(x,y) € (3/4' 1],
LGey) =41/, x,y € (Y4.3/4)
0, aksi halde

t-normlar1 géz oniine alinirsa, T™ ve T, t-normlar1 sol siirekli t-normlardir [40,45].
Kpnm = (0,1) ve K7, = (0, 3/4] oldugundan T™ ve T, t-normlari (2.1) deki 8 bagmtisina
gore denk degildirler.

Omek 2.1 de Kynm = (0,1) oldugu gosterildi. Bu nedenle Kr, = (O, 3/4] oldugu
gosterilmelidir.

Bunun i¢in x € (O, 3/ 4] keyfi alinsin. x elemani i¢in miimkiin olan iki farkli durum

irdelenecektir:
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1. Durum : x € (0, 3/4) olsun. y:= x/3 € (0,1) eleman1 gbz Oniine alinirsa,
buradan y < x fakat y %7, x oldugu elde edilir. Aksini varsayarak y <r, x oldugu kabul
edilirse, bu durumda bir k € [0,1] eleman1

T,(, k) =y ="%/3
olacak sekilde mevcut olur. Burada x # 3/ 4 oldugundan y # 1/ gdir. y#0ve y =+ 1/ 4
oldugundan

Ty(x, k) # 0 ve T,(x, k) # 1/,
olur. Bu durumda T, t-normunun tanimina gore max(x, k) € (3/4, 1] oldugu elde edilir.
Yine T, t-normunun tanimini kullanarak

Tu(x, k) = min(x, k) = */3
bulunur. Buradan */3 = x veya */3 = k olabilir. */3 # x oldugundan */3 = k olmak
zorundadir. Buradan max(x, x/3) € (3/4 , 1] elde edilir ki x € (0, 3/4) oldugundan bu bir
geliskidir. Dolayisiyla herhangi bir x € (0, 3/ 4) igin */3 < x fakat */3 <, x olacak
sekilde bir y = */5 € (0,1) elemani mevcut olur. Bu ise x € Kr, oldugu anlamina gelir.

2. Durum : x = 3/4 olsun. 1/4 <y< 3/4 olacak sekilde bir y elemani segilsin.
Bu durumda y < x fakat y Xr, x dir. Aksini varsayarak y <7, x oldugu kabul edilirse, bir
t € [0,1] eleman:

Ty(x,t) =y
olacak sekilde meveut olur. Burada 1/ 4 <y < 3/ 4 oldugu igin T, t-normunun tanmmi
kullanilarak max(x, t) € (3/4 , 1] oldugu elde edilir. Yine T, t-normunun tanimina gore

T,(x,t) = min(x,t) =y
dir. Buradan y = x veya y =t olabilir. x # y oldugundan y =t olmak zorundadir.
Buradan max(x,y) € (3/4, 1] elde edilir ki x = 3/4 ve 1/4 <y< 3/4 oldugundan bu
bir ¢eliskidir. Dolayisiyla x = 3/ 4 1¢in 1/ 4 <Y< 3/ 4 fakat y Xr, 3/ 4 olacak sekilde y
elemanlar: mevcut olur. Bu ise x € K7, oldugu anlamina gelir.

Her iki durumda da (0,3/,] € K, oldugu elde edilir.

Tersine x € Ky, keyfi almsin. Farzedelimki x & (0, 3/4] dir. x € K7, oldugundan
K7, kiimesinin tanimina gore bir y € (0,1) elemam

) [x <yisex <q, y]
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veya
i) [y <xisey<r, x|
olacak sekilde mevcut olur.

I) x <y fakat x %7, y kabul edilsin.

Bu durumda x <y oldugundan min(x,y) = x dir. 3/4 < x <y oldugundan
max(x,y) € (3/ 4 1] olur. Buradan T, t-normunun tanimi kullanilarak

x =min(x,y) = T,(x,y)
esitliginde x <7, y celiskisi elde edilir. Bu nedenle x € (0,3/,] dur.

i) y < x fakaty £, x kabul edilsin.

Bu durumda y <x oldugundan min(y,x) =y dir. 3/ 4 <x oldugundan
max(y,x) € (3/ 4 1] olur. Buradan T, t-normunun tanimina goére

y =min(x,y) = T,(x,y)
esitliginde y <7, x celiskisi elde edilir. Bu nedenle x € (0, 3/4] dir. Boylece
Kz, < (0, 3/ 4] oldugu elde edilmis olur. Dolayisiyla

Kr, = (0, 3/ 4]
dir. Sonug olarak K nm # K7, oldugundan T™ ve T, t-normlar1 § bagintisina gére denk

degildirler.
2.3. 7.9 Kiimesi ve Baz1 Ozellikleri

Bu boliimde [0,1] tzerindeki herhangi bir T t-normu igin keyfi fakat sabit bir
c €[0,1] elemani ile < siralamasina gore kiyaslanamayan tim elemanlarin kiimesi
tizerinde incelemeler yapilacaktir.

Tanmm 2.4. T, [0,1] tzerinde herhangi bir t-norm olsun. Keyfi fakat sabit bir

¢ € [0,1] elemani ile <y siralamasina gore kiyaslanamayan tiim elemanlarin kiimesi JT(C)

ile gosterilsin, yani
79 = {x € (0,1) | x, <7 siralamasina gére c ile kiyaslanamazdir}

olsun.
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Herhangi bir T t-normu igin eger ¢ = 0 veya ¢ = 1 alinirsa, Lemma 1.10 dan
79 = ¢ = 3, oldugu elde edilir. Eger T boliinebilir bir t-norm ise her ¢ € [0,1] icin
7:9 = @ esitligi agiktir.

Uyann 2.3. Keyfi bir simirli kafes iizerinde de ﬂT(C) kiimesi benzer olarak
tanimlanabilir.

Lemma 2.2. T, [0,1] lizerinde herhangi bir t-norm olsun. Bu takdirde
Kr = Uxefoa] 7T(x) dir.

Ispat: T, [0,1] iizerinde herhangi bir t-norm olsun. Her x € [0,1] igin 7T(x) C Ky
oldugundan U¢[o 1] JT(x) C Kr oldugu elde edilir. Tersine y € K; keyfi alinsin. Ky nin
tanimina gore bir x* € (0,1) eleman:

[y <x*isey r x*] veya [x* < yise x* K1 V]
olacak sekilde mevcut olur. Buradan her iki durumda da y € f]T(x*) oldugu elde edilir.
Diger taraftan ;% < U xefo.1]Ir @ 5ldugundan y € U x€[0.1] 7% oldugu agikca goriiliir.
Buradan

Kr = Uxe[0,1] 7T(x)
olur.

Ornek 2.3. [0,1] iizerindeki

0 x+y<1
nM _ ) )
T (x,y) = {min(x, y), aksi halde

t-normu alinsin. Bu takdirde,

Her x € (0,1) i¢in 7™ = {y € (0,1 —x] | x # ¥}
dir.

Her x € (0,1) i¢in y € Jmm @) keyfi alinsin. Bu takdirde x # y oldugu ag¢iktir. Bu
durumda y € (0,1 — x] oldugu gosterilecektir. Aksini varsayarak y & (0,1 — x] oldugu
kabul edilsin, yani y > 1 — x olsun.

y € 7TnM(x) oldugundan y elemani <, nm siralamasina gore x ile kiyaslanamazdir,
yani

[y <xisey £ m x] veya [x < y ise x Kpnm Y]
dir. Genellikten bir sey kaybetmeden y < x fakat y X;nm x oldugu kabul edilirse, Lemma

1.10 dan y # 0 oldugu aciktir. y < x oldugundan min(x,y) =y dir. Diger taraftan
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y > 1—x kabiilinden x +y > 1 oldugu elde edilir. Dolayisiyla T™ t-normunun
tanimina gore

y =min(x,y) = T™(x,y)
dir. Buradan y <;xm x geliskisi elde edileceginden y € (0,1 — x] olmalidir.

Tersine herhangi bir x € (0,1) ve x #y i¢in y € (0,1 —x] keyfi alinsin. Bu
durumda y € Jnm ) oldugu gosterilmelidir. Aksini varsayarak y & 9 pnm @ kabul edilsin,
yani y < nm siralamasina gore x ile kiyaslanabilir olsun. Bu takdirde

) [y <xisey <;nm x]
veya

i) [x < yisex <pnm y]
dir.

i) ¥ <xvey <;am x kabul edilsin. O halde bir m € [0,1] elemani

T™M(x,m) =y
olacak sekilde mevcut olur. y # 0 oldugundan

T"™(x,m) # 0
dir. Bu nedenle T™ t-normunun tanimi kullanilarak x + m > 1 oldugundan m > 1 — x
elde edilir. Yine T™ t-normunun tanimina gore

T™(x,m) = min(x,m) =y
dir. Buradan y =m veya y = x olabilir. x # y kabuliinden dolay1 y =m olmak
zorundadir. Bu durumda m > 1 — x oldugundan y > 1 —x elde edilir. Bu ise y €
(0,1 — x] kabulii ile gelisir. Bu nedenle y < x fakat y %,m x dir. Dolayisiyla y €
Tmn™ olur.

if) Benzer sekilde x < y ve x <;nm y almsm. O halde bir n € [0,1] eleman:

T"™(y,n) =x
olacak sekilde mevcut olur. x # 0 oldugundan

T™(y,n) + 0
dir. Bu nedenle T™ t-normunun tanim kullanilarak y + n > 1 oldugundan n > 1 —y
elde edilir. Yine T™ t-normunun tanimima gore

T™(y,n) = min(y,n) = x
dir. Buradan x = y veya x = n olabilir. x # y kabuliinden dolay1 x = n olmak zorundadir.

Bu durumda n > 1 — y oldugundan x > 1 — y elde edilir ki bu ise y € (0,1 — x] kabulii
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ile gelisir. Bu nedenle x < y fakat x X nm y dir. Dolayisiyla y € 7TnM(x) olur. Sonug
olarak

T,® ={y € (0,1—x] | x £y}
dir.

Uyan 2.4. Asagida verilen Onerme 2.6 ile, [0,1] {izerindeki herhangi iki t-normun
(1.13) te verilen ~ bagmtisina gore denk olabilmesi i¢in bir gerek ve yeter sart
verilmektedir.

Onerme 2.6. T, ve T,, [0,1] iizerinde iki t-norm olsun. Bu takdirde her x € [0,1] i¢in
Ir, @) = Ir, ) esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart T; ve T, t-normlarinin (1.13)
te verilen ~ bagintisina gore denk olmalaridir.

Ispat. = T; ve T,, [0,1] iizerinde birer t-norm ve her x € [0,1] i¢in 7T1(x) = Ir, )
olsun. (x,y) €<y, keyfi almsm. Bu durumda x <r, y dir. Yani y elemam <p,
siralamasma gore x ile kiyaslanabilirdir. Boylece y & I, @ olur, Ir, @ = Ir, )
oldugundan y & 77, ™ elde edilir. Buradan

x <, y yani (x,y) €y,
oldugu bulunur. Boylece <1, €<, oldugu elde edilmis olur. Benzer sekilde <r,E<r,
oldugu agikga goriilebilir. Bu nedenle

<. =<

T, TNT,
dir. Boylece T; ve T, t-normlari (1.13) te verilen ~ bagintisina gore denktirler.

& T, ve Ty, [0,1] tizerinde iki t-norm ve (1.13) te verilen ~ bagintisina gére denk
olsunlar. Bu durumda her x € [0,1] i¢in ng(x) = f]Tz(x) oldugu gosterilecektir. Aksini
varsayarak, x € (0,1) igin Jr, @) & Ir, @ oldugu kabul edilirse, y;,v, € (0,1) elemanlari

[y1 € 7, @ ve y, ¢ Ir, (x)] veya [y, € Ir, @ vey, ¢ Ir, (")]

)

olacak sekilde mevcut olur. y, EﬂTl(x) ve y; € Jr, "’ olarak almsm. y,; € ﬂTl(x)

oldugundan Jr, ®) kiimesinin tanimina gore
) [y <xisey; K, x|
veya
i) [x <y, isex %, yl]
dir.
i) Ilk olarak y; < x fakat y; 7, x oldugu kabul edilsin.
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y1 € Ir, @ ve y1 < x oldugundan y; <z, x dir. T; ve T, t-normlan (1.13) te verilen ~

bagmtisina gore denk olduklarmndan <z, =<, dir ve bu esitlikten y; <z, x oldugu elde

edilir. Bu ise x ve y; in <, siralamasina gore kiyaslanamaz olmasi, yani y; € 7T1(x)
olmasi ile ¢elisir.
ii) Ikinci olarak x <y, fakat x X7, y; oldugu kabul edilsin.

(x)

y1 € Jr,”’ ve x <y; oldugundan x <, y, dir. T; ve T, t-normlan (1,13) de verilen ~

bagmtisina gore denk olduklarmdan <z, =<y, dir ve bu esitlikten x <7, y; oldugu elde

edilir. Bu ise x ve y; in <, siralamasina gore kiyaslanamaz olmasi, yani y; € 7T1(x)
olmasi ile ¢elisir.

Bu nedenle her x € [0,1] igin 7, = 75, @ dir.

Onerme 2.6, [0,1] iizerindeki herhangi iki t-normun (1.13) te verilen ~ bagintisina
gore denk olabilmesi igin bir gerek ve yeter sart vermektedir. Asagida verilen Onerme 2.7
ve Uyar1 2.5 ise bu gerek ve yeter sartin (2.1) de verilen § bagintisi i¢in dogru olmasi
gerekmedigini gostermektedir.

Onerme 2.7. T, ve T,, [0,1] iizerinde iki t-norm olsun. Bu takdirde her x € [0,1] i¢in
Ir, @ = Ir, ®) jse T, ve T, t-normlari (2.1) de verilen § bagintisina gore denktirler.

Ispat: T; ve Ty, [0,1] iizerinde iki t-norm ve her x € [0,1] i¢in Jr, O Ir, @) olsun.

Lemma 2.2 den

K7, = Uxefo] 7T1(x) Ve Kz, = Uxe[o,1] 7T2(x)

dir. Her x € [0,1] igin 7, C Ir, ) oldugundan
KT1 = Uxe[0,1] 7T1(x) = Uxe[0,1] 7T2(x) = KT2
esitliginden K7, = Ky, elde edilir. Buradan f bagmtisinin tanimima goére T; T, olur. Bu
ise T, ve T, t-normlarinin (2.1) de verilen 8 bagmtisina gore denk olduklarini gosterir.
Uyari 2.5. Onerme 2.7 nin tersinin dogru olmas: gerekmez. Yani T; ve T, t-normlart
(2.1) de verilen B bagintisina gore denk ise her x € (0,1) i¢in JTl(x) = JTZ(X) olmasi
gerekmedigi asagidaki o6rnek ile goriilebilir.
Ornek 2.4. [0,1] iizerinde

Xy 5
T(x,y) =12 Cr,y) €[0,1)°,

min(x,y), aksi halde
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ve Tp t-normlari géz &niine alinsin. [38] de verilen Ornek 5 den Ky = Kr,, oldugu goriiliir.
Bu nedenle T ve Tj t-normlar1 (2.1) de verilen § bagmntisina gére denktirler.

Her x € (0,1) igin 7, = Ir, @ oldugunu iddia ediyoruz. Bu amagla

a) a;) 0<x<1/yicin ;% ={y € (0,1)| y € [¥/,,2x] ve x # y}
ve

a;) 1y <x<1igin ;¥ ={ye (01 |ye[¥/y, Dvex =y }

b) Her x € (0,1) i¢in JTD(x) = {y € (0,1) | x # y} esitlikleri gosterilecektir.

Simdi bunlarin gerceklendigini sirastyla gosterelim:

a) a,) Ik olarak 0 < x < 1/2 icin, ;% = yveD|ye[*/,,2x] vex # y}
elde edilecektir.

0<x< 1/2 icin y € JT(x) keyfi alinsin. Lemma 1.10 dan x # y oldugu acgiktir.
y € (0,1) oldugundan y € [*/,, 2x] oldugu gosterilmelidir. Aksini varsayarak
y € [x/z , 2x] oldugu kabul edilirse, y < X/, veya 2x <y olur.

a,1) llk olarak y < ¥/, olsun. Bu durumday < ¥/, < x olur.

y=x- 2731 : % vex # 1, 2y / x # 1 oldugundan T t-normunun tanimina gore

2y 1 2y
y=xTg=1(x3)
esitliginden y <r x oldugu elde edilir. Bu ise y € JT(x) olmasi ile gelisir. Bu nedenle
y =*/, dir.
a,,) Ikinci olarak 2x < y olsun. Bu durumda x < y/z < yolur.

X=y- 27’6 . %ve y # 1, Zx/y # 1 oldugundan T t-normunun tanimina gore

2x 1 ( Zx)
x= " — — ,—
Y y 2 yy

esitliginden x <t y oldugu elde edilir. Bu ise y € 7T(x) olmas: ile gelisir. Bu nedenle
y < 2x olur. Dolayisiyla

0<x< 1/2 icin 7, c{ye(0,1)| ye %/, 2x] ve x # y}
dir.
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Tersine 0 < x < 1/, i¢in x # y ve y € [¥/,, 2x] olacak sekildeki y € (0,1) keyfi
alinsm. Bu durumda y € 7% oldugu gdsterilmelidir. Aksini varsayarak y & 7;* alalim,
yani y <r siralamasina gore x ile kiyaslanabilir olsun. Bu takdirde

i) [y<xisey=<rx]
veya

i) [x<yisex <ry]
dir.

i) Ilk olarak y < x ve y <7 x alinsin. O halde bir £ € [0,1] elemani

T(x,®) =y
olacak sekilde mevcut olur. Burada x # y oldugundan ¢ # 1 olmak zorundadir. Buradan

x # 1ve £ # 1oldugu icin T t-normunun tanimina gore

T ) =y=%

oldugu elde edilir. * /2 < y kabuliinden dolay1 esitlikten £ = 273’ > 1 celiskisi elde edilir.

Bu nedenle y < x fakat y £, x yani y € ;% olur.
i) Simdi de x < y ve x < y olsun. O halde bir £* € [0,1] eleman:
T(y,£) =x
olacak sekilde mevcuttur. Burada x # y oldugundan ¢* # 1 olmak zorundadir. y # 1 ve

£* # 1 oldugundan T t-normunun tanimina gore

oldugu elde edilir. y < 2x kabuliinden dolay1 esitlikten £* = Zy—x > 1 geligkisi elde edilir.

Bu nedenle x < y fakat x %, y yani y € 7% dir. Dolayistyla
0<x<l/yicin{ye (1] yel[¥),, 2x]vex #y} <5, ®
dir. Boylece her iki kapsamadan
0<x< 1/2 i¢in ;™ ={y e (0,1)| y € [%/, ., 2x] ve x # y}
elde edilir.
a,) Benzer sekilde 1/2 < x <1 igin, ilT(x) = {y € (0,1) |y € [x/z 2 Dvex #y }

oldugu elde edilecektir.



62

1/2 <x <1 i¢in y € 9, keyfi alinsin. Lemma 1.10 dan x # y oldugu agiktur.
y € (0,1) oldugundan y € [x/z , 1) oldugu gosterilmelidir. Aksini varsayarak y & [* /2,1
oldugu kabul edilirse, y < */, veyay = 1 olur,

az1) llk olarak y < ¥/, olsun. Bu durumda y < */, < x olur.

y=x- 273' . %Ve x # 1ve 2y / x # 1 oldugundan T t-normunun tanimina gore

2y 1 2y

y=x5=T(x7)

esitliginden y <7 x oldugu elde edilir. Bu ise y & 7;* olmast ile celisir. Bu nedenle
y =%/, dir.

a,,) v = 1 olmast durumunda ise her x € [0,1] icin 1 & 7, elde edilir. Bu ise
kabul ile ¢elisecegi i¢in y # 1 dir. Dolayisiyla

1/2 <x<1iin7® c{ye O |ye[¥/y, Dvex#y }
dir.

Tersine 1/2 <x<1icin x#y ve y€ [x/z, 1) olacak sekilde y € (0,1) keyfi
alinsm. Bu durumda y € 7, oldugu gdsterilmelidir. Aksini varsayarak y ¢ 7,;* alalim.
Yani y, <y siralamasina gore x ile kiyaslanabilir olsun. Bu takdirde

[y <xisey <y x]
veya

[x <yisex <y y]
dir.

[k olarak y < x ve y <7 x alinsin. O halde bir t € [0,1] elemani

T(x,t)=y
olacak sekilde mevcuttur. x # y oldugundan t # 1 olmak zorundadir. x # 1 vet # 1

oldugundan T t-normunun tanimina goére

Tt)=y=%
oldugu elde edilir. ¥/, <y kabuliinden dolay: esitlikten t = 2% > 1 celiskisi elde edilir.
Bu nedenle y < x fakat y £ x yani y € JT(") olur.

Simdi de x < y ve x <7 y olsun. O halde bir z € [0,1] eleman1

T(y,z) =x
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olacak sekilde mevcuttur. x # y oldugu i¢in z # 1 olmak zorundadir. y #1 ve z # 1

oldugundan T t-normunun tanimina gore

vz

T(y,z) =x = >y

oldugu elde edilir. 1/ g S X Ve X/z < y kabuliinden dolay1 esitlikten z = 2y_x > 1 celiskisi

elde edilir. Bu nedenle x < y fakat x £ y yaniy € ﬂT(") olur. Dolayisiyla
1/2 <x<1li¢in{ye(01)|ye [x/z,l) vex 7y }E?T(x)
dir. Boylece her iki kapsamadan
1/2 <x<1iin7® ={ye OV |ye[¥/y, Dvex#y }
elde edilir.
b) Simdi de her x € (0,1) i¢in Jr, @) = {y € (0,1) | x # y} oldugu gosterilecektir.
Her x € (0,1) i¢in x # y olacak sekilde y € (0,1) keyfi alinsin. Bu durumda

X X

) oldugu gosterilmelidir. Aksini varsayarak y & JTD() alinsmn. Yani y, <r,

Y€ 7TD(
siralamasina gore x ile kiyaslanabilir olsun. Bu takdirde

b)) [y <xisey=<r, x]
veya

by) [x <yisex <p, y]
dir.

b,) Ik olarak y < x ve y <r, x alinsin. O halde bir £ € [0,1] eleman:

Tp(x, ) =y
olacak sekilde mevcuttur. x # y oldugundan ¢ =1 olamaz. Bu durumda x,€ # 1
oldugundan Tp t-normunun tanimindan y = 0 elde edilir. Bu ise kabul ile ¢elisir. Bu
nedenle y < x fakaty <, x yani y € 7, @ olur.

b,) Benzer sekilde x < y ve x <y, y olsun. O halde bir £* € [0,1] eleman

Tp(y,€) =x
olacak sekilde mevcuttur. Yine x # y oldugundan £* = 1 olamaz. Bu durumda y, £* # 1
oldugundan Tp t-normunun tanimindan x = 0 ¢eliskisi elde edilir. Bu nedenle x < y fakat
x %7, y yani y € 7 @ dir. Buradan

e |x#y}c,®
oldugu bulunur.
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Tersine herhangi bir T t-normu ve her x € [0,1] i¢in :IT(") c (0,1) oldugu agiktir.

Dolayistyla J7, @ = {y € (0,1) | x # y} oldugu elde edilir.

Boylece Ky = Kr, olmasina ragmen her x € (0,1) icin ﬂT(x) iﬂTD(x)

oldugu
gosterilmis olur.

Onerme 28. T, [0,1] iizerinde bir t-norm ve x — T(xg,x) ile tammlanan
T(x9,.):[0,1] = [0, x,] fonksiyonu siirekli olsun. Bu takdirde y < x, olan her y € [0,1]
iciny <7 xq dir.

Ispat: T, [0,1] iizerinde herhangi bir t-norm ve x — T(x,x) ile tanimlanan
T(x9,.):[0,1] = [0, x,] fonksiyonu siirekli olsun. Aksini varsayarak y, € [0,1] elemanini

Yo < x, fakat yo £7 xo
olacak sekilde alalim. x — T(xy,x) ile tamimlanan T(x,,.):[0,1] = [0, x,] fonksiyonu
siirekli oldugu igin Onerme 1.6 dan y, € [0, x,] igin bir t € [0,1] eleman

T(x0,t) = yo
olacak sekilde mevcut olur. Buradan y, <y x, ¢eliskisi elde edilir. O halde varsayimin
yanlis y < x, olan her y € [0,1] i¢in y < x, oldugu elde edilir.

Teorem 2.1. T, [0,1] lizerinde bir t-norm ve Ky # @ olsun. Bu takdirde keyfi bir

m € Ky i¢in y,,, € ;™

eleman1 asagidaki 6zelligi saglayacak sekilde mevcuttur:

x - T(m,x) ile tanmimlanan T(m,.):[0,1] = [0,m] veya y - T(y,,y) ile
tanimlanan T (V,y,.): [0,1] = [0, y,,,] fonksiyonu siirekli degildir.
Ispat. T, [0,1] iizerinde herhangi bir t-norm ve K; # @ olsun. m € K; keyfi almirsa,
7.7 = @ olur. O halde y,, € 7,™ eleman

) [m<yy,isem <Ly ynl
veya

i) [ym <misey, £ m]
olacak sekilde mevcuttur. Iddianin aksini varsayarak m € Ky Ve y,, € JT(m) elemant icin
x - T(m,x) ile tanimlanan T(m,.):[0,1] - [0,m] ve y - T(y,,y) ile tammlanan
T (Y, -):10,1] - [0, v, ] fonksiyonu siirekli olsun.

i) Ik olarak m < y,, fakat m 1 y,,, almsin. T(y,,,.):[0,1] - [0, y,,,] fonksiyonu
siirekli oldugu igin Onerme 2.8 den

m =t Ym

celiskisi elde edilir.
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ii) Benzer sekilde y,, <m fakat y, £y m almsm. T(m,.):[0,1] = [0, m]
fonksiyonu siirekli oldugu i¢in yine Onerme 2.8 den
Ym ST M
celiskisi elde edilir. Bu nedenle m € Ky igin y, € 17T(m) eleman1 x - T(m,x) ile
tanimlanan T'(m,.):[0,1] - [0,m] veya y = T(y,, y) ile tanimlanan T(y,y,,.):[0,1] =
[0, y1,,] fonksiyonu siirekli olmayacak sekilde mevcuttur.
Teorem 2.2. T, [0,1] lizerinde sag siirekli bir t-norm olsun. Bu takdirde c € [0,1]
icin sup(?T(C) N{xe01)]|x< c}) ¢ 7T(C) dir.
Ispat: T, [0,1] lizerinde sag siirekli bir t-norm ve c € [0,1] keyfi olsun. Eger
(7:9n{xe@D|x<c}) =0
ise sup® = 0 oldugundan 0 & 7, olur. Bu nedenle
0% k=sup(3:°9n{xe01)x<c})
kabul edebiliriz. Eger k = c ise k = ¢ ¢ 7 elde edilir. Bu durumda c € (0,1) igin
k=c=sup(;“n{xe©]|x<c}) ¢
olur. Eger k # c, yani k < c ise n € N i¢in (y,)nen N k Ve k <y, olacak sekilde bir
ndnen € [0,1]N dizisi insa edilebilir. k = sup (7, n {x € (0,1) | x < c}) oldugundan
her n € N igin
Yn ST C
oldugu elde edilir. Bu takdirde bir n € N i¢in £,, € [0,1] elemani
Yo =T(c, )
olacak sekilde mevcuttur. T sag siirekli bir t-norm ve (y,,) v k oldugundan
k = AnenYn = AnenT(c,€n) = T (¢, Anen £n)
dir. Boylece
k =T(c, Anen tn)
ve buradan k < ¢ oldugu elde edilir. Yani k ve ¢, <y siralamasina gore kiyaslanabilirdir.
Buradan k & 7, elde edilir. Dolayistyla ¢ € [0,1] i¢in
sup(ﬂT(C) N{xe (1) |x<c}) ¢ 7.9 dir.
Sonug 2.1. T, [0,1] tizerinde sag stirekli bir t-norm olsun. Bu takdirde ¢ € [0,1] i¢in
JT(C) N {x € (0,1) | x < c} kiimesinin en biiyiik eleman1 mevcut degildir.
Sonug 2.2. T, [0,1] tizerinde sag siirekli bir t-norm olsun. Bu takdirde ¢ € [0,1] igin

JT(C) N {x € (0,1) | x < c} kiimesi ya bostur ya da sonsuzdur.
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Teorem 2.3. T, [0,1] tizerinde sol siirekli bir t-norm olsun. Bu takdirde ¢ € [0,1] i¢in
inf(7:°9 n{x € (0,1) | x < ¢}) & 7, dir.

Ispat: T, [0,1] iizerinde sol siirekli bir t-norm ve ¢ € [0,1] olsun. Eger

(7:9n{xe@D|x<c}) =0
ise inf@® = 1 oldugundan 1 ¢ JT(C) bulunur. Bu nedenle

2=inf(3:9 n{x € (01) | x <c})
alalim. Eger £ = cise £ = ¢ & 7 oldugu elde edilir. Bu durumda ¢ € (0,1) igin

t=c=inf(3;9n{xe (01 |x<c}) ¢,
olur. Eger £ #c yani £ <c ise n €N i¢in (V)ney 7 € Ve y, < £ olacak sekilde bir
Dnen € [0,1]V dizisi insaa edilebilir. £ = inf (7“0 {x € (0,1) | x < ¢}) oldugundan
her n € N i¢in

Yn ST C
oldugu elde edilir. Bu takdirde bir n € N igin m,, € [0,1] elemam

Yo =T(c,my)
olacak sekilde mevcuttur. T sol siirekli bir t-norm ve (y,)nen 7 £ oldugundan

€ =VnenYn = VaenT(c, my) = T(c, Vnenmn)
oldugu elde edilir. Boylece

¢ =T(c,Vnenmy)
ve buradan ¢ < c oldugu elde edilir. £ ve ¢, <t siralamasina gore kiyaslanabilirdir.
Béylece ¢ & 7, sonucuna varilir. Dolayistyla ¢ € [0,1] igin
inf(?T(C) N{xe(|x<c}) ¢ 7. dir.

Sonug 2.3. T, [0,1] lizerinde sol siirekli bir t-norm olsun. Bu takdirde ¢ € [0,1] i¢in
7T(C) N {x € (0,1) | x < c} kiimesinin en kiigiik eleman1 mevcut degildir.

Sonu¢ 2.4. T, [0,1] tizerinde sol siirekli bir t-norm olsun. Bu takdirde ¢ € [0,1] i¢in
ﬂT(C) N {x € (0,1) | x < c} kiimesi ya bostur ya da sonsuzdur.

Teorem 2.4. T, [0,1] tizerinde bir t-norm, ([0,1], <7) bir kafes ve ¢ € (0,1) olmak
iizere 9;© = {x;,%,,,x,} olsun. Bu takdirde herk €{1,2,---,n} icin xg, I&%
kiimesinin bir limit noktasidir.

Ispat: k € {1,2,---,n} keyfi alinsin.

1) x;, < colsun.
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m: = x;, Ar ¢ olarak alalim. Eger m = x;, olsa, x; <r ¢ oldugu elde edilir. Buradan
x;, & 79 celiskisi elde edilir. Bu nedenle m # x;, dir.
& = min(|xg — x|, |xp — %21, ) e = xp—a |, e = 2peqa |+ 1k — x|, e —ml,
X% — xc1)
olarak tanimlansin.

(o — g/z,xk) c 7;%K) oldugunu gdstermek amaciyla ¢ € (xr — g/z,xk) keyfi
alinstn. Bu durumda ¢ € 7, % oldugu gdsterilecektir. Aksini varsayarak ¢ & 7, %% alalim,
yani £ < siralamasina gore xy, ile kiyaslanabilir olsun. Buradan

£ <t X
oldugu elde edilir. Diger taraftan € un tanimindan € € ﬂT(C) oldugu agiktir. Buradan € <y ¢
olmak zorundadir. £ <; x; ve £ <; c oldugundan

C<rxyANrc=m
dir. Bu durumda ¢ <y m den £ < m ¢eliskisi elde edilir. Dolayisiyla
(. — g/z,xk) c 7,5 dir.

Simdi de (xy, x¢ +€/,) S 7,58 oldugu gosterilmelidir. Bunu gosterebilmek igin
s € (xx, x +%/5) keyfi alinsin. s € 7:%% oldugu gosterilecektir. Aksini varsayarak
S ¢ 7T(x") alinsin, yani s <; siralamasina gore xy, ile kiyaslanabilir olsun. Buradan

Xk TS
oldugu elde edilir. Diger taraftan € un tanimindan s & 7T(C) oldugu aciktir. Buradan
s <7 c dir. x; <7 s ve s <7 ¢ oldugundan <; bagmtisinin gegisme Szelligi kullanilarak
Xy <r c geliskisi elde edilir. Dolayisiyla (x, x; + £/,) € ;%% dir.

i) ¢ < x; olsun.

t: = x; Vr c olarak alalim. Eger t = x;, ise ¢ <t x; olur. Buradan x;, ¢ JT(C) celiskisi elde
edilir. Bu nedenle t # x;, dir.
e" = min(lxg — x|, [xg — 22|, -+, e = X1l [ = Xpega Lo I3 = 2|, 12gge — 21,
|l — xc)
olarak tanimlansin.

(Xk _¢& /5, xk) c 7% oldugunu gdstermek amactyla £* € (xk ~-€ 2 .xk) keyfi

alinsin. Bu durumda ¢* € ﬂT(xk) oldugu gosterilecektir. Aksini varsayarak £* ¢ JT(xk)

alinsin. Yani £*, <y siralamasina gore xj, ile kiyaslanabilir olsun. Buradan
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t* <T Xk
oldugu elde edilir. Diger taraftan €* in tanimindan £* ¢ JT(C) oldugu agiktir. Buradan

¢ <p ?* dir. <; bagintisinin gegisme 6zelligi kullanilarak ¢ <7 x; ¢eliskisi elde edilir.
Dolayisiyla (xk —&/ 2 ,xk) c 7,09 dur.

Simdi de (xk, X + 8*/ 2) c 7,%Foldugu gosterilmelidir Bunu gdsterebilmek icin
s* € (%2 + €/, keyfi almsm. Bu durumda s* € 7% oldugu gésterilecektir. Aksini

varsayarak s* ¢ ﬂT(x") alalim. Yani s*, <y siralamasina gore x;, ile kiyaslanabilir olsun.
Buradan

X <7 8"
oldugu elde edilir. Yine €* in tanimindan s* ¢ 7T(C) olur. Bu ise ¢ <7 s* oldugu anlamina
gelir. x;, <7 s* ve ¢ <¢ s* oldugundan

t:=x, VrCc < S"

dir. Budurumda t <7 s* den t < s* geliskisi elde edilir. Dolayisiyla
(xk, Xy + 8*/2) - jT(xk) dir.

Boylece her k € {1,2,--+,n} igin x; nin, JT(’C") kiimesinin bir limit noktas1 oldugu
gosterilmis olur.

Teorem 2.5. A, (0,1)? nin bir alt kiimesi olsun ve asagidaki dzellikleri saglasin.

(i) A simetriktir yani (x,y) € Aise (y,x) € A dur.

(i) Her (x,y) € Aigin (0,x] x (0,y] € A dur.
Bu takdirde [0,1] tizerindeki

_ ) (xF )’) € A’
Ta(x,y) = {min(x, y),  aksihalde

fonksiyonu bir t-normdur [40].
x € (0,1) keyfi alinsin.
Eger y € (0,1) eleman: (x,y) € A olacak sekilde mevcut ise bu takdirde
7TA(x) ={ye(0,1)]| (x,y) EAvex # y}dr.
Eger her y € (0,1) icin (x,y) € A ise bu takdirde 7, = @ dir.
Ispat: x € (0,1) keyfi alinsin ve bir y € (0,1) elemanm: (x,y) € A olacak sekilde mevcut
olsun. B, kiimesi

B, ={y€e (1) (x,y) € Ave x # y}
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x)

ile tanimlansin. Bu durumda B, = J7,* oldugu gosterilecektir.

s €Jr A(x) keyfi alinsin. s € B, oldugu elde edilecektir. Aksini varsayarak s & B,

@) oldugundan 7 A(x) kiimesinin tamimina gore s Ve x, <rp, siralamasina

olsun. s € I,
gore kiyaslanamazdir. Yani,

) [s<x fakats <7, x|
veya

i) [x <s fakatx %7, s]
dir.

Simdi bu durumlar sirasiyla incelensin:

i) s <xfakats %7, x olsun.

S € B, oldugundan (x,s) € A veya x = s dir. x = s olmasi durumunda s X7, s
celigkisi elde edileceginden (x,s) € A olmak zorundadir. Diger taraftan s < x oldugundan
min(x,s) = s dir. Lemma 1.10 dan s # 0 oldugu igin T, t-normunun tanimi kullanilarak

s =min(x,s) = Ty(x,s)
esitliginde s <7, x geliskisi elde edilir. Dolayisiyla s € B, dir.

i) Benzer sekilde x < s ve x X7, s alinsin.

S € B, oldugundan (x,s) € A veya x = s dir. x =s olmasi durumunda s X7, s
celigkisi elde edileceginden (x,s) € A olmak zorundadir. Diger taraftan x < s oldugundan
min(x,s) = x dir. Lemma 1.10 dan x # 0 oldugu i¢in T, t-normunun tanimi kullanilarak

x =min(x,s) = Ty(x,s)
esitliginde x <y, s celiskisi elde edilir. Dolayisiyla s € B, dir. Buradan Jr A(x) C B,
oldugu elde edilmis olur.

Tersine y € B, keyfi alinsmn. B, kiimesinin tanimma gore y € (0,1) eleman

(x,y)EA ve x+#y olacak sekilde mevcuttur. Bu durumda yEf]TA(x) oldugu

gosterilecektir. Aksini varsayarak y & I A(x) alinsmn. O halde y, <7, siralamasina gore x
ile kiyaslanabilirdir. Boylece
) [y<xisey<r, x|
veya
i) [x<yisex <r,y]
oldugu elde edilir.

i) ¥y <xvey<r, x oldugu kabul edilsin. O halde bir £ € [0,1] eleman
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Ty(x, &)=y
olacak sekilde mevcut olur. Burada y # 0 oldugundan

Ty(x,£) #0
dir. Bu durumda T, t-normunun tanimi kullanilarak (x,#) € A oldugu elde edilir. Yine T,
t-normunun tanimina gore

T (x,£) = min(x,€) =y
elde edilir. Buradan y = x veya y = £ olabilecegi goriiliir. x # y kabuliinden dolay1 y = ¢
olmak zorundadir. Bu durumda (x,¢) € A oldugundan (x,y) € A elde edilir. Bu ise kabul
ile gelisir. Bunedenle y < x fakat y %, x yani y € f]TA(x) dir.

if) Benzer sekilde x < y ve x <y, y almsm. O halde bir £* € [0,1] elemam

Ty(y, ) =x
olacak sekilde mevcut olur. Burada x # 0 oldugundan

Ty(y, ) # 0
dir. T4 t-normunun tanimi kullanilarak (y,€*) & A oldugu elde edilir. Yine T4 t-normunun
tanimina gore

T,(y,¢") = min(y,¢*) = x
elde edilir. Buradan x =y veya x = £* olabilecegi goriilir. x # y kabuliinden dolay1
x = £* olmak zorundadir. Bu durumda (y, ¢*) € A oldugundan (y,x) & A elde edilir. Bu

(x

ise kabul ile gelisir. Bu nedenle x <y fakat x X7, y yani y € Jr, ) oldugu bulunur. O

halde B, < ,, dir.

Sonug olarak JTA(X) ={y € (0,1) | (x,y) € Ave x # y } elde edilmis olur.

Simdi de her y € (0,1) igin (x,y) € A olsun. Bu durumda J;,*) =@ oldugu
gosterilecektir. Aksini varsayarak Jp A(x) # @ kabul edilsin. Bu nedenle t € 7, A(x) keyfi

almirsa, Jr, )

kiimesinin tammindan dolayr t, <y, siralamasina gore x ile
kiyaslanamazdir. Yani,
i) [t<xfakatt «r, x]
veya
i) [x <tfakatx %7, t]
dir. Tlk olarak

i) t<xfakatt £y, x almsin.
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t <x oldugundan min(t,x) =t dir. t =0 olmasi durumunda 0 %7, x celiskisi elde
edileceginden t # 0 dir. (x,t) € A oldugundan T, t-normunun tanimina gore

t =min(x,t) = Ty(x,t)
esitliginde t <7, x celiskisi elde edilir. Benzer sekilde

i) x <tfakatx X, t alinsin.

x < t oldugundan min(x, t) = x dir. x = 0 olmas1 durumunda 0 %, t celiskisi elde
edileceginden x # 0 dir. (x,t) € A oldugundan T, t-normunun tanimina gore

x =min(x,t) = Ty(x, t)
esitliginde x <7, t celiskisi elde edilir. Dolayistyla 77, = @ dir.

Uyar 2.6. A € (0,1)? kiimesi Teorem 2.5 de verilen sartlar1 saglasin ve T,
t-normu Teorem 2.5 deki gibi alinsin. Eger JTA(x) + (@ ise ﬂTA(x) kiimesi sonsuzdur. Buna
bir 6rnek olarak asagidaki 6rnek verilebilir.

Ornek 25. A = (O, 1/3] ><(O, 1/3] kiimesi, Teorem 2.5 de verilen sartlar1 saglar. T,
t-normu da yine Teorem 2.5 deki gibi alinsin, yani

(0, (x,y) €A,
TA (x, 3’) - { mln(x, y), aksi halde

olsun. Bu takdirde <y, siralamasina gore x ile kiyaslanamayan elemanlarmin kiimesi,
JTA(") ={y € (o, 1/3]| (x,y) EAve x +y}
dir.

2.4. T-Normlarmn bir (T;) ¢(0,1) Ailesi

Karagal ve Kesicioglu [35] teki ¢alismalarinda L sinirli bir kafes ve T, L iizerinde
herhangi bir t-norm olmak tiizere, L nin < siralamasma gore genelde kafes olmasi
gerekmedigini, fakat L kafesi tizerinde tanimli Ty, t-normu igin (L, <Tw) nin her zaman
kafes oldugunu gostermisler ve yine ayni ¢alisma da su agik problemi ifade etmislerdir: “L
smurli bir kafes olmak tizere (L,<7) kafes olacak sekilde farkli t-norm Ornekleri var
midir?” Bu boliimde L = [0,1] i¢in ([0,1], <7) kafes olacak sekilde Ty, dan farkl bir t-
norm inga edilebilir mi sorusu tizerine diistiniilmiis ve [0,1] lizerindeki herhangi bir T t-

normu yardimryla t-normlarin bir (7)) z¢(o,1) ailesi insa edilmis ve T boliinebilir bir t-norm
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ise ([0'1]'<Ta) nin tam kafes oldugu gosterilmistir. Boylece [35] te birakilan bir agik
probleme cevap verilmistir.
Teorem 2.6. T, [0,1] iizerinde herhangi bir t-norm olsun ve (T;) ze(o,1) fonksiyonu

(0, T(x,y)<Avex,y #1,
H@J%{T@ﬁ, aksi halde

ile tanimlansin.

(i) T, fonksiyonu [0,1] tizerinde bir t-normdur.

(ii) T béliinebilir bir t-norm ise ([0,1], 4“) bir tam kafestir.

Ispat: (i) Oncelikle T} nin bir t-norm oldugu gosterilecektir. Bunun igin ilk olarak,
degisme ozelligini sagladigi gosterilmelidir.

(a1) T(x,y) <A olsun. Bu durumda T,(x,y) = T(y,x) esitliginin saglandig
aciktir. Bu nedenle T, degisme 6zelligini saglar.

(ay) T(x,y) > Aolsun. T nin t-norm oldugu kullanilarak,

(xy) =T y) =T(y,x) =Ty, x)
esitligi elde edilir. Boylece T degisme 6zelligini saglar.

Simdi de T, nin birlesme 6zelligini sagladigi gosterilecektir.

x,y,z den herhangi birinin 1 olmasi durumunda T;(T;(x,y),z) = Tﬂ(x, T;(y, z))
esitliginin saglandig1 agiktir. Bu nedenle x,y,z € [0,1) keyfi alinsin. Burada A igin
miimkiin olan (b;) ve (b,) durumlar1 asagida incelenecektir:

(b1) T(x,y) < A alinsin. Bu durumda

TH(Ta(x,y),2) =T(0,2z) =0
olur.

(b11) Eger T(y,2) < 2 ise Ty(x,Ty(y,2)) = Ty(x,0) = 0 olup esitlik gdsterilmis
olur.

(b12) Eger T(y,z) > Aise T;L(x, T, (y, Z)) = T,l(x, T (y, Z)) dir.

T(x,y) < A kabulii ve T t-normunun monotonluk ve birlesme 6zelligi kullanilarak,

T(x,T(y,2)) =T(T(x,y),2z) <T(4,z) < A
oldugu elde edilir ve bu nedenle

T (%, Th(y,2)) = Ta(x,T(y,2)) = 0
olup esitlik saglanir.

(b;) T(x,y) > A alinsin. Bu durumda

Ta(Ty(x, y),2) = TH(T(x,y),2)
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esitligi elde edilir.
(by1) T(T(x,y),2z) < Aolsun. Budurumda Ty( T3(x,y),2) = TH(T(x,y),z) =0
dir.
Eger T(y,z) < Aise T;L(x, T, (y, Z)) = T;(x,0) = 0 olup esitlik saglanir.
Eger T(y,2) > A ise Ty(x,T3(y,2)) = Ta(x,T(y,2)) dir. T t-normunun birlesme
Ozelligi kullanilarak,
T(x,T(y, Z)) =T(T(x,y),z) <A
oldugu elde edilir ve boylece
T(xT0,2) = Ti(x,T(,2) =0
olup esitlik saglanir.
(by2) T(T(x,y),z) > A olsun. Bu durumda T(x,y) > A oldugu da kullanilarak
T (Ty(x,y),2) = Ta(T(x,y),2) = T(T(x,y),2)
esitligi elde edilir. Diger taraftan A < T(x, T(y, Z)) < T(y, z) oldugundan
T3(y,z) = T(y, z) dir. Buradan
Tl(x, T, (y, z)) = T;L(x,T(y, Z)) = T(x,T(y, z))
olup esitlik saglanir. Boylece T birlesme 6zelligini saglar.
Simdi ise T; nin monoton oldugu gosterilmelidir. Bunun i¢in y < z alinsin.
Ik olarak x # 1 ve y # 1 olsun.
Eger T(x,y) < A ise T)(x,y) = 0 < T,(x,z) oldugundan T, monotonluk 6zelligini
saglar.
T(x,y) > A olmast durumunda ise T t-normunun monoton oldugu kullanilarak
A< T(x,y) < T(x,z) oldugu elde edilir. Buradan
Ta(x,y) =T(x,y) <T(x,2) = Ty(x,2)
olup T; monotondur.
Ikinci olarak x = 1 olsun. Bu durumda T nin t-norm oldugu kullanilarak,
LLy)=T(Ly)=y<z=T(,2z) = TH(1,2)
elde edilir. Boylece T, yine monotondur.
Benzer sekilde y = 1 durumunda da T; nin monoton oldugu gosterilebilir. Bu nedenle T,
monotonluk 6zelligini saglar.
Son olarak T, nin sinir sarti
Ty(x,1) =T(x,1) = x

esitliginden elde edilir. Boylece T bir t-normdur.
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(i) Simdi T boliinebilir bir t-norm ise ([0,1],<T1) nin tam kafes oldugu
gosterilecektir. T, [0,1] tizerinde bolinebilir bir t-norm ve {y, |t € ¢} < [0,1] keyfi
alisin.

Vr, Uz [T €0} =Vr,{y: [T €0, y; # 0}

A, e |T€ @} =NAr, {0 | TE @,y # 13
esitlikleri elde edileceginden {y; | 7 € ¢} S (0,1) alnabilir. Burada A nin durumlar
incelenecektir.

(A) ik olarak Vr,{y; | T € ¢} nmn varhg incelensin. Miimkiin olan durumlar
asagidaki gibidir:

1. Durum: En az bir 7, € ¢ igin y;; < A olsun. Bu durumda V7, {y; [t € p} =1

oldugu gosterilecektir. Lemma 1.10 dan 1 € mm acik oldugundan
1+ke mm keyfi alinsin. Boylece

Vi, ST, k
oldugu elde edilir. O halde {n;|t € Q} < [0,1] altkiimesi her T € ¢ i¢in

Ve, = Ta(k,ng)
olacak sekilde mevcuttur. Burada y; # 0 oldugundan

Ty(k,n;) #0
dir. T) t-normunun tanimina gore

Ve, = Talk,ng) =T(k,n,)
esitligi elde edilir. Esit elemanlarin infimum ve supremum islemlerine katkisi
olmadigindan {y, | T € ¢} kiimesindeki biitiin elemanlar birbirinden farkli alinmistir. Bu
nedenle her T € ¢ igin n, = 1 olamaz. k # 1 ve n; # 1 oldugundan yine T; t-normunun
tanimi1 kullanilarak

A<y, =Ty(k,n) =Tk,n) <2
celiskisi elde edilir. Bu nedenle

Ve, e =1
dir.

2. Durum: Her 1 € ¢ igin y, > A olsun. Bu durumda
Ve, | T € ¢} =V{y; | T € ¢} oldugu gosterilecektir. Bunun igin ¢ = V{y; | 7 € ¢}
olsun. O halde

Ve <TA c
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oldugu gosterilmelidir. ¢ = V{y, | T € ¢} oldugundan y, < c olur. Buradan T boliinebilir
bir t-norm oldugu i¢in {£, | T € Q} < [0,1] altkiimesi her T € ¢ i¢in

ye =T(c, €7)
olacak sekilde mevcuttur. Burada y; # 0 ve y, > A oldugundan T, t-normunun tanimina
gore her T € ¢ i¢in

A<y, =T(c,4) = Tylc, 4r)
oldugu elde edilir. Dolayisiyla y; <7, ¢ dir. Boylece,

cebrlregl,
oldugu gosterilmis olur. Simdi ise s € m“ keyfi alinsin. Bu durumda
C=<r, S
oldugu gosterilmelidir. s € m“ oldugundan, y,; <, s dir. O halde
{m, |t € Q} < [0,1] altkiimesi her T € ¢ igin
yr = T(s,my)
olacak sekilde mevcuttur. Her 7 € ¢ i¢in y; # 0 oldugundan
T)(s,m;) #0
dir. Buradan T} t-normunun tanimina gore
ye =T(s,m;) = Ty(s,my)
elde edilir. Esitligin her iki tarafindan V alinirsa,
Vy, =VT(s,m;) =VT(s,mg)
oldugu elde edilir. T nin béliinebilir bir t-norm oldugu kullanilarak,
c=Vy, =T(s,Vm;) =VTy(s,m;)
esitligi elde edilir.
0 #VTi(s,my) <Ty(s,Vm;) =T(s,Vm,)
oldugundan
c=Vy =T(s,Vmyg) = Ty(s,Vmy)
esitliginden ¢ = V y; <7, s oldugu elde edilir.
Sonug olarak V7 {y; | T € ¢} =V{y; | T € @} dir.
(B) Simdi de Ar,{y; | T € ¢} nin varhgi incelensin. Miimkiin olan durumlar
asagidaki gibidir:
1. Durum: Enazbir o € ¢ igin y;, < A olsun. Bu durumda A7, {y; [T € ¢} =0

oldugu gosterilecektir. Lemma 1.10 dan 0 € {y; | T € ¢}7, oldugundan
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0 # k € {y; | T € p}r, keyfi alinsin. Boylece

k <1, Yz,
oldugu elde edilir. O halde {#, | T € Q} < [0,1] altkiimesi her T € ¢ i¢in

k = Ty(ve, 2)
olacak sekilde mevcut olur. Burada k # 0 oldugundan

Ty (Veyi £2) # 0
dir. T t-normunun tanimina gore

k= Ta(Vey £2) = (Vo £2)
oldugu elde edilir. {y; | T € ¢} kiimesindeki biitiin elemanlar birbirinden farkli alindig
i¢in her 7 € ¢ i¢in £ =1 olamaz.y,, # 1 ve £; # 1 oldugundan yine T, t-normunun
tanimi kullanilarak,

A<k =Ty(Vry#e) = T(yro ) < 32, <2
celiskisi elde edilir. Boylece

Ar, (- [T€0}=0
dir

2. Durum: Her 7 € ¢ igin A < y, olsun ve k = A{y; | T € ¢} olarak alinsin.
A < y; oldugundan A < Ay, = k dir. Bu durumda A i¢in miimkiin olan durumlar asagidaki
gibidir:

2.1, Durum: A <k olsun. Budurumda Az {y; | T € @} = Aly; | T € ¢} oldugu
gosterilecektir. Bunun i¢in dncelikle

k <r, ¥
oldugu gosterilmelidir. k = A{y, | T € ¢} oldugundan k < y, olur. T béliinebilir bir t-
norm oldugundan {t, | T € Q} < [0,1] altkiimesi her T € ¢ i¢in

k=T, t)
olacak sekilde mevcuttur. Burada k =0 olmasi durumunda A <0 ¢eligkisi elde
edileceginden k # 0 dir. k # 0 ve 1 < k oldugundan T; t-normunun tanimina gore her
T € @ igin

A<k =T t) =Ty to)
oldugu elde edilir. Buradan

k <1, Yr

dir. Boylece k € {y; | T € @}, oldugu gosterilmis olur.
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Simdi ise £ €{y; |7 € @}y, keyfi almsin. Bu takdirde ¢ <r, k oldugu

gosterilmelidir. Lemma 1.10 dan £ = 0 <7, k oldugundan ¢ # 0 alinmalidir.

¢ € {y; | T € ¢}, oldugundan, her t € ¢ igin

t <1, Yr
dur. O halde {m, | T € Q} < [0,1] altkiimesi her T € ¢ i¢in

¢ =Ty(y;, my)
olacak sekilde mevcuttur. € # 0 oldugundan T, t-normunun tanimina gore

£ =T)(yr, m;) = T(yr, my)
olur. Bu durumda T; t-normunun tanimindan ya £ > A ya da her t € ¢ i¢in y,m,
elemanlarindan biri 1 e esittir. Varsayalim ki £ > A olmasin. O halde y, = 1veyam, =1
olmak zorundadir. y; # 1 alindigindan m, = 1 olur. m; = 1 olmasi durumunda ise £ = y,
oldugu elde edilir. Buradan ise £ = y, > A ¢eliskisi elde edilir. Bu nedenle £ > A dur.

Diger taraftan £ <7, y; oldugundan ¢ <y, ve dolayisiyla £ < Ay, oldugu elde
edilir. T boltunebilir bir t-norm oldugundan {k, | T € Q} < [0,1] altkiimesi her T € ¢ igin

=Ty, ko)
olacak sekilde mevcuttur. £ # 0 ve £ > A oldugundan T, t-normunun tanimina gore

£ =T(Ayr k) = Th(Ayr, k)
esitliginden € <7, Ay; = k elde edilir. Sonug olarak

A yr 1T €@} = Ay | T € ¢}
dir.

2.2. Durum: A = k olsun. Bu durumda her {x; | T € ¢} ailesi i¢in ispattaki (A)
dan Vr,{x; | T € @} mevcut oldugundan ve 0, <r,-kismen siralamasinin en kiigiik elemani
oldugundan Teorem 1.6 ile ([0,1], <T;1) tam kafestir.

Béylece T bdliinebilir bir t-norm ise ([0,1],<r,) nin tam kafes oldugu gdsterilmis
olur.

Sonug 2.5. T, [0,1] iizerinde béliinebilir bir t-norm olsun ve t-normlarmn (7}3)¢(0,1)

ailesi

(0, T(x,y)<Avex,y #1,
Lixy) = { T(x,y), aksi halde

olarak alinsin. Bu takdirde ([0,1], <T/1) bir kafestir ve

0, (x<Aveyay<lDve(x+y, x,y#0,1),

XA,y = { XAy, aksi halde
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ve
ny _{ 1, (x<Aveyay<Adwve(x#y, x,y+0,1),
Y =1 xvy, aksi halde
olur.
Sonu¢ 2.6. T, [0,1] {izerinde herhangi bir t-norm olsun ve t-normlarin (T})e(0,1)
ailesi

(0, T(x,y)<Avex,y #1,
(e y) = { T(x,y), aksi halde

olarak alinsin. Bu takdirde her Ay € (0,1) igin (T3)ae(o1) ailesinin limit durumlar
asagidaki gibidir:

lim T, =T,
A 2= 12

=T

T =T,

Ornek 2.6. T:[0,1]% - [0,1]
T(x,y):{o, xysl/z vex,y # 1,
Xy, aksi halde
fonksiyonu goz oniine alinsin. Teorem 2.6 (i) den T fonksiyonu [0,1] {izerinde bir t-
normdur. Tp(x,y) = xy t-normu boliinebilir oldugu i¢in Teorem 2.6 (ii) kullanilarak,
([0,1], <r) nin tam kafes oldugu elde edilir.
Onerme 2.9. T, [0,1] iizerinde bir t-norm olsun ve t-normlarin (Ta) 2e0,1) ailesi

Teorem 2.6 daki gibi alinsin. Yani,

(0, T(x,y)<Avex,y #1,
LGoy) = { T(x,y), aksi halde

olsun. Bu takdirde <7, &< dir.
Ispat : (c,d) €<r, keyfi olsun. Buradan ¢ <r, d oldugu elde edilir. Bu durumda <r,-
kismen siralamasiin tanimia gore bir z € [0,1] eleman1

c =T, z)
olacak sekilde mevcut olur. Burada ¢ = 0 olmasi durumunda Lemma 1.10 dan (0,d) €<y
acik oldugundan ¢ # 0 dir. T; t-normunun tanimina gore

c=T)(d,z)=T(d,z)
esitliginden ¢ < d oldugu elde edilir. Yani,

(Cr d) E<T
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dir. Dolayisiyla <7,E<7; oldugu gosterilmis olur. Simdi ise <r,&<r oldugu
gosterilmelidir. Bunun i¢in

x,y # 0,1 olmak tizere x <y ve x < A olacak sekilde (x,y) €<t alinsin. Bu
durumda (x,y) €<r, oldugu gosterilecektir. Aksini varsayarak (x,y) €<r, oldugu kabul
edilirse, bir £ € [0,1] eleman1

x =Ty, ?)
olacak sekilde mevcut olur. x # 0 oldugundan T} t-normunun tanimina gore

x =Ty ) =TWy?)
oldugu elde edilir. Burada eger £ = 1 alinirsa x = y ¢eliskisi elde edileceginden € # 1 dir.
y # 1 ve £ # 1 oldugundan T, t-normunun tanimina gore

A<x=Ty,®) =Ty, ) <A
celiskisi elde edilir. Bu nedenle (x,y) €<r, dir. Béylece <r,&<r oldugu gdsterilmis
olur.

Uyan 2.7.

(i) Onerme 2.9 ile [0,1] iizerindeki herhangi bir t-norm yardimiyla, siras1 daha zayif
olan T t-normu insa edildi.

(if) Teorem 2.6 (i) den T t-normu boliinebilir olmasa bile, Ty nin her zaman bir t-
norm oldugu agiktir. Fakat T t-normu boliinebilir degilse ([0,1],<T/1) nin kafes olmasi
gerekmedigi asagidaki 6rnek ile gosterilecektir.

Ornek 2.7. T":[0,1]?> - [0,1] t-normu ve T:[0,1]? - [0,1]

0, T™ (x,y) < 1/5 vex,y # 1,

T(x,y) = {
T™ (x,y), aksi halde

fonksiyonu goz oniine alinsin. Bu durumda Teorem 2.6 (i) den T bir t-normdur. T™ t-
normu boliinebilir olmadigindan ([0,1], <) kafes degildir.

Simdi ([0,1], <7) nin kafes olmadig1 gésterilecektir.
k € {1/4, 1/3}T keyfi alinsin. O halde

1/4_ <T k ve 1/3 <T k
dir. Boylece ¢4, %, € [0,1] elemanlari
Ly =Tk, ) vel/3 =T(k, ¢,)
olacak sekilde mevcuttur. T t-normunun tanimina gore

Ly =Tk, ¢,) ve l/3 = T (k, 2,)
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oldugu elde edilir. T™ t-normunun tanimi kullanilarak

L/, = min(k, £,) ve g = min(k, €,)  k+ €, > 1ve k + £, > 1
oldugu elde edilir. Buradan k = 1/4 veya ¢, = 1/4 olabilir. k = 1/4 olmasi durumunda
1/ <1/, celiskisi elde edileceginden k # 1/, dir. Bu nedenle ¢, =1/, olmak
zorundadir. Bu durumda k + ¢, = k + 1/4 > 1den

k>3/,
oldugu elde edilir. Dolayisiyla k € (3/ 4 1] dir.

Boylece {1/4, 1/3}T c (3/4 , 1] oldugu gosterilmis olur.

Simdi ise 3 ,1] € 1 ,1 oldugu gosterilecektir.
4 40 /3J;
X € (3/4, 1] olsun. Bu durumda T t-normunun tanimi kullanilarak

1y =min(x,1/,) = T"(x,1/,) = T(x, 1/4)

U =min(x, 1/3) = T"M(x,1/3) = T(x, 1/3)

esitlikleri elde edilir. Buradan 1/ 4 ST X Ve 1/ 3 =t x dir. Dolayisiyla

xe{1/4,1/3}T
dir. Boylece (3/4,1] 9{1/4,1/3}T oldugu gosterilmis olur. Her iki kapsamadan

{1/4,1/3}T:(3/4,1] esitligi elde edilir. Buradan <; siralamasina gore (3/4,1]

kiimesinin en kii¢iik eleman1 mevcut olmadigindan ([0,1], <7) kafes degildir.



3. iIRDELEME

Bu tezin amaci smirli bir L kafesi ilizerinde tanimlanan <7 ile gosterilen t-kismen
siralamanin Ozelliklerini arastirmak, [0,1] tizerindeki herhangi bir T t-normu i¢in keyfi
fakat sabit bir ¢ € [0,1] eleman:1 ile <; siralamasina gore kiyaslanamayan elemanlarin
kiimesini tanimlamak, bu kiime tizerinde incelemeler yapmak ve ([0,1], <7) kafes olacak
sekilde T t-normu insa edebilmektir.

Bu amagla 6ncelikle, (1.13) te sinirh bir L kafesi {izerinde tanimlanan ~ bagintisi i¢in

L =[0,1] alinirsa, [0’1]/ ~ kiimesinin sayilamaz sonsuz kardinaliteye sahip oldugu

gosterilmistir. Daha sonra t-kismen siralamanin yardimiyla sinirli bir L kafesi igin sira-
glicliillik ve sira-zayiflik kavramlari tanimlanmistir. Kesicioglu, Karagal ve Mesiar [38]
deki calismalarinda (1.13) te verilen ~ bagintisina gore [0,1] {izerindeki en zayif t-norm
olan Ty t-normunun denklik simnifinin sadece Tp t-normundan olustugunu gostermislerdir.
Bu tezde [0,1] tizerindeki t-normlarin ailesi tizerinde bir 8 bagintisi tanimlanmig ve bu
bagintiya gore Tp t-normunun denklik smifinin Tp den farkli bir t-norm igerdigi
gosterilmistir. Ayrica [0,1] tizerindeki stirekli iki t-normun bu bagmtiya gore denk oldugu
da elde edilmistir. Daha sonra [0,1] tizerindeki herhangi bir T t-normu i¢in keyfi fakat sabit
bir ¢ €[0,1] elemami ile t-siralamaya gore kiyaslanamayan elemanlarin kiimesi
tanimlanmis ve bu kiime yardimiyla [0,1] tizerindeki herhangi iki t-normun (1.13) te
verilen ~ bagmtisina gore denk olabilmesi i¢in bir gerek ve yeter sart verilmis ancak bu
gerek ve yeter sartin (2.1) de verilen B bagintisi igin dogru olmadigi bir Grnekle
gosterilmistir. Karagal ve Kesicioglu [35] teki ¢alismalarinda bir sinirli L kafesi tizerindeKi
Ty t-normu igin (L, <Tw) nin kafes oldugunu gostermislerdir. Buradan yola ¢ikarak tezde
L =1[0,1] i¢in ([0,1], <7) kafes olacak sekilde Ty, dan farkli bir t-norm insa edilebilir mi
sorusu tiizerine diisiiniilmiis ve [0,1] lizerindeki herhangi bir T t-norm yardimiyla bir
(Ta) 2e(0,1) ailesi insa edilmis ve T boliinebilir bir t-norm ise ([0,1], 4“) nin tam kafes

oldugu gosterilmistir.



4. SONUCLAR

Yaptigimiz calismada elde edilen bazi temel sonuglar sunlardir:

1. (1.13) te sinirli bir L kafesi iizerinde tanimlanan ~ bagmtisi ig¢in L = [0,1] alinirsa

[0’1]/ ~ nin sayilamaz sonsuz bir kiime oldugu gosterilmistir.

2. Smiurh bir L kafesi lizerindeki t-normlar i¢in sira-giicliilik ve sira-zayiflik kavramlar
tanimlanmis ve Ty, t-normunun siras1 en zayif olan bir t-norm, T, t-normunun ise sirasi en
giiclii olan bir t-norm oldugu gosterilmistir.

3. (2.1) de [0,1] tizerinde bir B bagintis1 tanimlanmig ve bu bagintinin bir denklik bagintisi
oldugu gosterilmistir. Bu bagintiya gore Tp t-normunun denklik sinifinin Tp den farkli bir
t-norm igerdigi ve Ty t-normunun denklik sinifinin [0,1] tizerindeki stirekli t-normlarin
kiimesi oldugu gosterilmistir. Ayrica [0,1] tizerindeki iki sol strekli t-normun (2.1) de
verilen § bagintisina gore denk olmasi gerekmedigi bir 6rnekle gosterilmistir.

4. [0,1] tzerindeki herhangi bir T t-norm igin keyfi fakat sabit bir c € [0,1] ile <;
siralamasina gore kiyaslanamayan tiim elemanlarin kiimesi tanimlanmis ve bazi ozel t-
norm Ornekleri i¢in bu kiime belirlenmistir.

5. [0,1] tizerindeki herhangi iki t-normun (1.13) te verilen ~ bagintisina gore denk
olabilmesi i¢in bir gerek ve yeter sart verilmistir. Bu gerek ve yeter sartin (2.1) de verilen
B bagmtisi i¢in dogru olmasi gerekmedigi bir 6rnekle gosterilmistir.

6. T, [0,1] tizerinde sag siirekli bir t-norm olmak tizere ¢ € [0,1] igin

sup(ﬂT(C) N{xe(0,1)|x< c}) ¢ JT(C) oldugu gosterilmistir. Bunun sonuglari olarak
ﬂT(C) N{x € (0,1) | x < c} kiimesinin en biyiik elemaninin mevcut olmadigi ve bu
kiimenin bos ya da sonsuz bir kiime oldugu elde edilmistir.

7. T, [0,1] tizerinde sol siirekli bir t-norm olmak {izere ¢ € [0,1] i¢in

inf (JT(C) N{xe(01)|x<c}) ¢ 7 oldugu gosterilmistir. Bunun sonuglari olarak
JT(C) N{x € (0,1) | x < ¢} kiimesinin en kiigiik elemanimnin mevcut olmadigr ve bu

kiimenin bos ya da sonsuz bir kiime oldugu elde edilmistir.
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8. Karagal ve Kesicioglu’ nun [35] teki calismasinda ifade ettikleri bir agik probleme
cevap verebilmek igin [0,1] lizerindeki herhangi bir T t-norm yardimiyla t-normlarin bir

(T1)ae(o,p) ailesi insa edilmis ve T boliinebilir bir t-norm ise ([0,1],<r,) nmn tam kafes

oldugu ispatlanmistir.



5. ONERILER

1. Tanmim 2.2 de [0,1] tizerindeki t-normlarin ailesi {izerinde bir f bagintis1 tanimlanmis ve
bu bagintinin o6zellikleri incelenmistir. Benzer sekilde f bagintist bir L smirli kafesi
tizerinde de tanimlanarak 6zellikleri arastirilabilir.

2. Onerme 2.6 da [0,1] iizerindeki herhangi iki t-normun (1.13) te verilen ~ bagintisina
gore denk olabilmesi i¢in bir gerek ve yeter sart verilmistir. Bu iki t-normun ~ bagntisina
gore denk olabilmesi i¢in bagka gerek ve yeter sartlar arastirilabilir.

3. Sonug 2.1 ve Sonug 2.2 ile T, [0,1] lizerinde sag siirekli bir t-norm ise ¢ € [0,1] i¢in

JT(C) N{x € (0,1) | x < c} kiimesinin en biiyiik elemaninin mevcut olmadigi ve bu
kiimenin bos ya da sonsuz bir kiime oldugu elde edilmistir. Yine T, [0,1] {izerinde sag
strekli bir t-norm iken c¢ € [0,1] igin JT(C) N{x € (0,1) | c < x} kiimesi {izerinde
arastirmalar yapilabilir. Ornegin; bu kiime bostan farkli ise sonsuz bir kiime midir? Bu
kiimenin bostan farkli olmasi durumunda bu kiimeyi sonlu yapan ¢ € (0,1) eleman
mevcut mudur?

4. Sonug 2.3 ve Sonug¢ 2.4 ile T, [0,1] lizerinde sol siirekli bir t-norm ise ¢ € [0,1] i¢in
ﬂT(C) N{x € (0,1) | x < c} kiimesinin en kiigik elemanmin mevcut olmadigi ve bu
kiimenin bos ya da sonsuz bir kiime oldugu elde edilmistir. Yine T, [0,1] tizerinde sol
stirekli bir t-norm iken c¢ € [0,1] icin JT(C) N{x € (0,1) | x < c} kiimesi tlizerinde
arastirmalar yapilabilir. Ornegin; bu kiime bostan farkli ise sonsuz bir kiime midir? Bu
kiimenin bogtan farkli olmast durumunda bu kiimeyi sonlu yapan c € (0,1) elemani
mevcut mudur?

5. Teorem 2.6 da [0,1] tizerindeki herhangi bir T t-norm yardimiyla t-normlarin bir
(Ta) 2e(0,1) ailesi insa edilmis ve T boliinebilir bir t-norm ise ([0,1],4“) nin tam kafes
oldugu gosterilmistir. (L, <7) m kafes yapacak sekilde farkli t-normlar insa edilip
edilemeyecegi arastirilabilir.

6. Onerme 2.5 te [0,1] iizerindeki herhangi iki siirekli t-normun (2.1) de verilen g

bagintisina goére denk oldugu gosterilmis fakat iki sol siirekli t-normun bu bagintiya gore



85

denk olmasi gerekmedigine dair 6rnek verilmistir. Ayn1 sekilde iki sag siirekli t-normun da

B bagmtisina gore denk olmasi gerekmedigine dair 6rnekler verilebilir.
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