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OZET

Bu c¢alismada, ‘“Normal Miidahaleli Yari - Markov Siireglerinin Asimptotik
Yéntemlerle Incelenmesi” konusu ele almmustir. Calismanin birinci béliimiinde Normal
Miidahaleli Rasgele Yiirliylis Stireci’ ne genel bir giris yapildiktan sonra ele alinan siire¢
matematiksel olarak insa edilmis ve bazi1 genel kosullar altinda bu siirecin ergodik oldugu
gosterilmistir. Bunun yani sira, siirecin ergodik dagilim fonksiyonu, ergodik karakteristik

fonksiyonu ve ergodik momentleri S| = smir fonksiyonelinin karakteristikleri yardimu ile

(2)
ifade edilmistir. Daha sonra bu sonuglardan yararlanarak, Normal Miidahaleli Yar1 -
Markov Rastgele Yiirtiyiis Siireci’ nin ergodik dagiliminin ilk dért momenti i¢in ti¢ terimli
asimptotik agilimlar elde edilmistir. Ayrica, siirecin ergodik dagilimi i¢in zayif yakinsama
teoremi ispat edilmistir.

Calismanin ikinci béliimiinde ise Normal Miidahaleli Odiillii Yenileme Siireci ele
alinmig ve siirecin ergodik dagilim fonksiyonu bir yenileme fonksiyonu araciligi ile ifade
edilmistir. Bu gosterimden yola ¢ikarak, ergodik dagilimin tiim momentleri i¢in kesin
ifadeler elde edilmistir. Ozel bir durum (iistel dagilim durumu) igin ergodik momentlerin
asikar sekli ortaya konulmustur. Daha sonra yenileme fonksiyonunun gesitli integralleri
icin asimptotik ag¢ilimlar yardimci teoremler seklinde Onerilmis ve ispatlanmistir. Elde
edilen sonuglardan yararlanarak, genel durumda siirecin tiim momentleri igin ¢ terimli
asimptotik ac¢ilimlar elde edilmistir. Elde edilen asimptotik a¢ilimin yardimi ile hesaplanan
moment degerlerinin kesin degerlere ne kadar yakin oldugunu gostermek i¢in 6zel bir
durum ele alinmis ve bu durum i¢in Monte Carlo simulasyon yontemi uygulanarak,
ergodik momentler i¢in degerler elde edilmis ve asimptotik sonuglarla karsilastirilmistir.
Karsilastirma sonucunda, elde edilen asimptotik acilimlarin simulasyon sonuglarina
yeterince yakin olduklari tespit edilmistir.

Daha sonra, siirecin ergodik dagilimi i¢in zayif yakinsama teoremi ispat edilmis ve
limit dagiliminin asikar sekli bulunmustur. Ayrica, siirecin siir fonksiyonellerinin

momentleri i¢in kesin ve asimptotik sonuglar elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yari-Markov Siireci, Yari-Markovian Rastgele Yiiriiyiis, Yenileme
Siireci, Odiillii Yenileme Siireci, Ergodic Dagilim, Momentler, Smir
Fonksiyoneli, Yenileme Fonksiyonu, Wald Ozdesligi, Basamak
Yiiksekligi, Basamak Ani, Asimptotik A¢ilim, Zayif Yakinsama.



SUMMARY

Investigation of the Semi - Markov Processes with
Normal Interference of Chance by Asymptotic Methods

In this study, two important classes of the semi - Markov processes are considered.
The first class, “The Semi-Markovian Random Walk with a Normal Interference of
Chance”, is constructed mathematically and the ergodicity of the process is proved under
some weak conditions. Furthermore, exact expressions for the ergodic distribution function
and the characteristic function are determined. Using these expressions the first four
moments of the ergodic distribution are expressed by the first five moments of a certain
boundary functional. Later, asymptotic expansions with three terms are found for the
moments of the boundary functional. By using these results, the asymptotic expansions are
proposed for various integrals related to moments of the boundary functional. Furthermore,
asymptotic expansions with three terms for the first four moments of ergodic distribution
of the process are found and the weak convergence theorem for the ergodic distribution of
the process is proved.

The second class, “The Renewal - Reward Process with a Normal Interference of
Chance”, is considered and the ergodicity of the process is proved in the second part of the
study. Later, the ergodic distribution function of the process is expressed by means of a
renewal function. Unlike the first class, the asymptotic expansions with three terms are
determined for all moments of the ergodic distribution of the process. Moreover, weak
convergence theorem for ergodic distribution of the process is proved and explicit form of
the limit distribution is determined. Finally, the exact and asymptotic expressions are

obtained for the moments of the boundary functionals of the process.

Key Words: Semi-Markov Process, Semi-Markovian Random Walk, Renewal Process,
Renewal - Reward Process, Ergodic Distribution, Moments, Boundary
Functional, Renewal Function, Wald Identity, Ladder Height, Ladder
Epoch, Asymptotic Expansion, Weak Convergence.
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SEMBOLLER DIiZiNi

0, *0, ¢, ve ¢, fonksiyonlarinin konvolisyon ¢arpimi
Q" ¢ fonksiyonunun kendisiyle n kat konvoliisyon ¢arpimi
P {A} A olayimin olasilig
P {A} A olaymin kosullu olasilig
E (2’;) ¢ rasgele degiskeninin beklenen degeri
E, (i) ¢ rasgele degiskeninin kosullu beklenen degeri
E (&” ) ¢ rasgele degiskeninin n. baslangic momenti
E |§| & rasgele degiskeninin mutlak momenti
Var (&) ¢ rasgele degiskenin varyansi
Var, (é) § rasgele degiskeninin kosullu varyansi
f (X) 0 f (X) fonksiyonunun x = 0 noktasindaki degeri
dF F fonksiyonunun z degiskenine gore diferensiyeli
lmf(x) X, sonsuza giderken f(x) fonksiyonunun limiti
a(x) ~ b(x) a(x)’in b(x)’ e asimptotik denkligi
Y € N(a,5%) Y degiskeninin (a,c”) parametreli Normal dagilima sahip olmasi
§(2) = {1’ 220 Heaviside Birim fonksiyonu

0,z<0
()= {1’ teA A kiimesinin indikator fonksiyonu

0,teA

2
o(x) = % exp(— X?) Standart normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu

®O(u) = I o(x)dx Standart normal dagilim fonksiyonu



1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Fizigin, kimyanin, biyolojinin, iktisadin ve mithendislik dallarinin birgok problemini
incelemek i¢in yenileme, 6dillii yenileme, rasgele yiiriiylis siirecleri ve onlarin ¢esitli
modifikasyonlar1 genis bir sekilde kullanilmaktadir.

Bu caligmada, A.N. Kolmogorov tarafindan 1960-1970’l1 yillarda tanimlanmis ve
literatiirde “Kesikli miidahaleli yart — Markov siiregler” olarak bilinen genis bir stokastik
stiregler ailesinin iki onemli alt sinifi ele alinmig ve asimptotik yontemlerle incelenmistir.
Literatiirde bu konuda 6nemli teorik sonuglar mevcut olsa da (bak, 6rnegin, Aliyev vd. [5];
Alsmeyer [6]; Anisimov [7-9]; Aras ve Woodroofe [10]; Borovkov [12-15]; Brown ve
Solomon [17]; Feller [29]; Gihman ve Skorohod [30]; Jewell [38]; Khaniyev vd. [47-57];
Lotov [64-65], Nasirova [67-68]; Ross vd. [73-74]), elde edilen sonuglar genellikle
uygulanabilir matematiksel yapida degillerdir. 1973 yilinda A.V. Skorohod tarafindan bu
siif i¢cin genel ergodik teorem ispat olunsa da, halen genel durumda ergodik dagilim ve
onun karakteristikleri i¢cin pratik 6neme sahip acik ifadeler elde edilmemistir. Genel
durumda sade formiillerin alinamayacagi anlasildigi icin 1980 1i yillardan sonra daha dar,
fakat onemli smiflar ele almmmaya baslanmustir. (Ornegin, ¢esitli bariyerli yenileme
stirecleri, 6diillii yenileme siiregleri, rasgele yiiriiylis siiregleri vs. bu sinifa ait olan bazi
0zel alt siniflardir). Fakat bu giine kadar bu siiregler her yoniiyle arastirilamamistir. Bunun
temel nedeni, bu siireglerin olasilik ve sayisal karakteristiklerinin ¢ok karmasik bir
matematiksel yapiya sahip olmasidir. Ozellikle miidahaleyi ifade eden rasgele degiskenler
yeterince genis bir siifa ait olduklarinda siirecin temel karakteristikleri i¢in kullanilabilir
formiillerin elde edilmesi imkéansiz denilebilecek kadar zordur. Bu zorlugu ortadan
kaldirmak i¢in 1990’ I1 yillardan sonra iki yonde arastirmalar yogunlastirilmistir. Bir
taraftan benzetim yontemleri kullanilarak bilgisayar yardimi ile sayisal sonuglar alinmakta;
diger taraftan ise integraller igin asimptotik ydntemlere basvurarak yaklasik, fakat
yeterince sade ifadeler elde edilmektedir. Bu nedenle, literatiirde, son yillarda asimptotik
yontemlerin uygulanmasina ait bircok degerli calismalar ortaya konulmustur (6rnegin,
Alsmeyer [6]; Aras ve Woodroofe [10]; Lotov vd. [64]). Bu ¢alismalardan &zellikle, G.
Alsmeyer [6] ve V.I. Lotov [64] ¢alismalar1 biiyiik ilgi gormektedirler. G. Alsmeyer’ in [6]



calismasinda rasgele yiiriiyiis siirecleri kuraminda énemli bir rolii olan harmonik yenileme
fonksiyonu i¢in iki terimli asimptotik agilim elde edilmistir. V.I. Lotov’ un [64]
caligmasinda ise Gauss rasgele yliriiylis siirecinin sinir fonksiyonelleri i¢in ii¢ terimli
asimptotik acilimlar elde edilmistir. Elde edilen bu sonuglar ne kadar énemli olsalar da,
onlar sadece smir fonksiyonellerinin karakteristikleri i¢in bazi énemli sonuglari ortaya
koymaktadirlar. Ancak bir¢ok pratik problemin ¢6ziimii i¢in siir fonksiyonellerinin yani
sira, siirecin kendi olasilik ve sayisal karakteristiklerinin de bilinmesi biiyilk 6nem
tagimaktadir. Bu nedenle, bu ¢alismada, ele alinan siireclerin ergodik dagilimi ve ergodik
momentleri i¢in asimptotik sonuglarin elde edilmesi amag¢lanmistir. Benzer problem T.
Kesemen’ in [46] doktora tez ¢alismasinda, Gamma dagilimli miidahale varsayimi altinda
ele alinmis ve incelemistir. Fakat rasgele faktorlerin etkisi altinda degisen bircok dinamik
sisteme, gerektiginde “disaridan miidahale edilmesi” aslinda birgok faktoriin toplam etkisi
altinda olusmaktadir. Dolayisiyla, boyle kararlar verilirken birgok faktoriin toplam etkisi
g0z Oniinde bulundurularak, “miidahale” kararlar1 verilmektedir. Merkezi Limit Teoremine
gore, etki gosteren faktorlerin sayisi arttikga “miidahale”yi ifade eden rasgele degiskenin
dagilimi, bir¢ok durumda, yaklasik da olsa, normal dagilima yakinsayacaktir. Bu nedenle,
cok sayida rasgele faktorlerin etkisi altinda faaliyet gosteren sistemler i¢in “miidahale”nin
Normal dagilima sahip oldugunu kabul etmek, daha mantikli ve pratik agidan amaca
uygundur. Fakat Normal miidahaleli siire¢lerin incelenmesi, Gamma miidahaleli siireglere
gore ¢ok daha karmagiktir. Gamma miidahaleli siirecleri incelerken ortaya ¢ikan integraller
genellikle bir yenileme fonksiyonunun Laplace dontisiimii yardimi ile ifade edilebilirler.
Fakat Normal dagilimli miidahalelerde bu elverisli matematiksel yontem
kullanilmamaktadir. Bu nedenle, Normal miidahaleli siireclerin incelenmesi hem bilimsel
hem de pratik 6neme sahiptir.

Bu caligmanin temel amaci, asimptotik yontemleri kullanarak, normal miidahaleli
rasgele yiirliylis slirecinin ve normal miidahaleli 6diillii yenileme siirecinin olasilik ve
sayisal karakteristikleri i¢in pratik oneme sahip olan yaklasik ifadeler elde etmektir. Bu
maksatla, bu c¢alismada Tauber- Abel teoremleri; E.V. Dynkin prensibi ve yenileme
teorisinin temel sonuglart kullanilarak, ele alinan siireclerin ergodik momentleri i¢in {i¢
terimli asimptotik acilimlar elde edilmistir. Ayrica, 6diillii yenileme siireci i¢in elde edilen
asimptotik degerlerin simiilasyon degerlerine ne kadar yakin oldugunu teyit etmek i¢in bir

ornek uygulama yapilmigstir.



1.2. Literatiir Arastirmasi

Bu ¢alismada, stokastik siire¢lerin 6nemli bir sinifini olusturan “Normal miidahaleli
yari-Markov rasgele yiiriiyiis stireci ve Normal miidahaleli 6diillii yenileme siireci” ele
alimmustir. Bilindigi gibi yari-Markov rasgele yliriiyiis siirecleri yari-Markov siireglerinin
0zel halidir. Yari-Markov siire¢ kavrami ilk kez, birbirinden bagimsiz olarak ve hemen
hemen ayni zamanlarda, Levy [62], Smith [82] ve Takacs [85] gibi olasilik¢ilar tarafindan
ortaya atilmistir. Ancak yari-Markov siire¢lerinin tiimiinde durum uzay1 sonlu oldugundan
ve sigrama anlar1 fiziksel olarak belirlendiginden bu kavramin genellestirilmesi zorunlu
olmaktaydi. Bu nedenle, Cinlar [20-22], Gihman ve Skorohod [30], Serfoza [76], Ezhov
ve Korolyuk [25], calismalarinda genel durum uzayma sahip yari-Markov siireci
tanimlarini vermislerdir. Yari-Markov siiregleri ile ilgili birgok 6nemli problem Borovkov
[12-15], Korolyuk ve Borovskikh [58], Cinlar [20-22], Takacs [85], Kemperman [44],
Kovalenko vd. [59], Shurenkov vd. [77-78] c¢alismalarinda ayrintili bir bigimde
incelemislerdir.

Stokastik = siireglerin temel sinir fonksiyonellerinin incelenmesi de oldukca
onemlidir. Bu konuda ilk ¢alismay1 Spitzer [83,84] yapmustir. Spitzer’ in ¢alismalarini
Rogozin [71] ve Gusak ve Korolyuk [34, 36] genellestirmislerdir. Daha sonra Rogozin [71]
ayni galigmalar1 artiglar1 bagimsiz olan siiregler i¢in de yapmis ve genel sonuglar elde
etmistir. Ayrica, Gusak ve Korolyuk [34, 36] siirecin degerinin ve supremumunun ortak
dagilimin1 vermislerdir. Borovkov [12] ¢alismasinda sigramalarinin isareti ayni ve artislari
bagimsiz olan siireglerin, belirli bir seviyeye ilk kez ulasma anmin dagilimi ile siirecin
degerinin dagilimi arasindaki iligkileri vermistir. Levy ve Taqqu [62,63] ise boyle bir
stirecin degerinin infimumu ile supremumunun ortak dagilimini vermistir.

Hem pratik hem de teorik bakimdan yari-Markov siiregleri i¢in ergodik teoremler
ve bu stireglerin ergodik dagilimlar1 da olduk¢a 6nemlidir. Yari-Markov simifina ait olan
yenileme siirecleri i¢in esas ergodik teorem 1975 yilinda Smith [81,82] tarafindan
ispatlanmistir. Ayrica, Ezhov ve Shurenkov [26] tarafindan da yari-Markov siiregleri igin
ergodik teoremler ispatlanmistir. Shurenkov [78] yari-Markov siireglerin ergodik
dagilimlarinin varligi i¢in gerek ve yeter sartlar1 elde etmistir. Yari-Markov siiregleri igin
en genel durumda limit teoremleri Anisimov [7-8], Dzhafarov vd. [23], Korolyuk ve
Svishchuk [62] tarafindan verilmistir. Rasgele yiirliyiis siiregleri i¢in limit teoremleri ise

Skorohod ve Slobodenyuk [79], Nasirova [67,68], Harlamov [75] tarafindan verilmistir.



Sinir-deger problemlerinin incelenmesi 6nemli olmasina karsin ele alinan siireglerin
kendi karakteristiklerinin incelenmesi de olduk¢a Onemlidir. Ayrica, 6zel bir bariyere
sahip yari-Markov rasgele yliriiyiis siiregleri hakkinda caligmalar da literatiirde mevcuttur.
Ornegin, Khaniyev [53], Khaniyev ve Kucuk [54], Khaniyev vd. [55], Unver [86],
Khaniyev vd. [56-57], Kesemen [45] gibi ¢alismalarda 6zel bariyerli yari-Markov rasgele
yiriiyiis siireciyle ilgili ¢esitli problemler ele alinmis ve ¢oziilmistir. T. Kesemen’ in

([46]) doktora tezinde, bor¢ alma stratejisi olarak yorumlanan ¢, rasgele degiskeninin,
A>0 parametreli Ustel, ikinci ve igiincii mertebeden Erlang ve (o)) parametreli

Gamma dagilimlarina sahip olmasi durumunda siirecin ergodik dagiliminin ilk dort

momenti i¢in kesin formiiller ve asimptotik agilimlar elde edilmistir. Ayrica, ¢, rasgele

degiskeninin A >0 parametreli Ustel dagilima sahip olmasi durumunda, siirecin ergodik
dagilimi i¢in zayif yakinsaklik teoremi ispat edilmistir.

Ele alinan bu ¢aligmada ise, Normal miidahaleli rasgele yiirliylis siireci (Boliim 2.1)
ve Normal miidahaleli 6diillii yenileme siireci (Bolim 2.2) matematiksel olarak
tanimlanmis ve Normal miidahaleli rasgele yiiriiyiis siirecinin ergodik dagiliminin ilk dort
momenti i¢in kesin ifadeler ve ii¢ terimli asimptotik agilimlar elde edilmistir. Normal
miidahaleli 6diillii yenileme siirecinin ise ergodik dagiliminin tiim momentleri i¢in kesin
ifade ve tim momentleri ic¢in ii¢ terimli asimptotik sonuclar elde edilmistir. Ayrica,
stireclerin ergodik dagilimlari i¢in zayif yakinsama teoremleri ispat edilmistir. Caligmada

ele alinan stireglerin limit dagilimlarinin agik sekilleri de bulunmustur.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Normal Miidahaleli Yari-Markov Rasgele Yiiriiyiis Siirecinin Asimptotik
Yontemlerle incelenmesi

2.1.1.Fiziksel Model

Varsayalim ki, bir sigorta sirketinin baslangi¢ anindaki kapitali z>0’dir.
T = Z&n n>1, rasgele anlarinda bu sirketin kapitali gelen primlere gore artmakta veya
i=1

ortaya cikan kazalardan dolay1 azalmaktadir. Bu artma veya azalma miktarlar {nn } ,n=>1

ile gosterilsin. Tanim geregi, {nn},nzl rasgele degiskenleri hem pozitif ve hem de

negatif degerler alabileceklerdir. Sirketin elindeki kapitalin miktari sifirdan biiyiik oldugu
stirece, sistem kendi degisimini bu sekilde siirdiirsiin. Fakat kapital miktar1 eksiye indigi
anda sirket bor¢ veya kredi alma karar1 versin. Alinan bor¢ miktarinin bir¢ok faktore bagli
olarak degistigini ve Normal dagilima sahip bir rasgele degisken ile ifade edildigini kabul
edelim. Bu islemden sonra sirket yeni baslangic kapitali ile g¢alismaya baslasin ve
faaliyetini, kapital miktar1 ikinci kez eksiye diisene kadar devam ettirsin. Kapital miktar
eksiye diistiigiinde sirket, bazi dnlemler alarak yeni kapital miktarint belirlesin ve sistem
benzer sekilde faaliyetine devam etsin. Bu sekilde ¢alisan bir sistemdeki kapital miktarinin
degisimi, bir “Normal Miidahaleli Yari-Markov Rasgele Yiiriiylis Siireci” yardimiyla ifade
edilebilir. Amacimiz, uzun siire bu sekilde calisan bir sirketin kapitalinin degismesini ifade
eden siireci matematiksel olarak tanimlamak ve bu siirecin ergodik dagilim1 ve momentleri

icin asimptotik sonuglar elde etmektir.

2.1.2. X(t) Siirecinin Matematiksel Kurulusu

{&n},{nn},{gn},n =1,2,3..., dizileri aym bir (Q, 3, P) olasilik uzaymda tanimlanmis

bagimsiz rasgele degiskenler dizisi olsunlar. Ayrica her bir dizinin elemanlar1 kendi

aralarinda da bagimsiz ve aym dagilima sahip olsunlar. & ’ler sadece pozitif degerler

alabilen; m ’ler ise hem pozitif, hem de negatif degerler alabilen rasgele degiskenler



olsunlar. ¢ rasgele degiskenleri ise negatif olmayan degerler alabilen ve asagidaki gibi
tanimlanan rasgele degiskenler olsunlar:
¢, =max{0;Y, },n=12...
Burada Y = rasgele degiskenleri (a;cz) parametreli normal dagilima sahip rasgele
degiskenlerdir, yani, Y rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi

yazilir:

2
f, (x)= le_nc exp(—ﬂ),x eR;a>0;0>0.

26°
€, M, ve ¢’ lerin dagihm fonksiyonlan sirasiyla, F (t); F (x) ve =n(z) ile

gosterilsin.

{E_,n } ,n=12,... dizisinden yararlanarak asagidaki yenileme dizisi inga edilsin:
T, =0T, =¢6;T,=¢+E,;...T = ;@i...;n =12,...
{nn } ,n=1,2,... dizisinin yardimu ile asagidaki rasgele yiiriiyiis siireci kurulsun:

S,=0;S,=n;;S, =7, +1n,;..;S, = Z_l:ni;..., n=12,..
Simdi de agagidaki tam degerli rasgele degiskenler dizisi tanimlansin:

- NG)
N, = Nl(z)zmin{n >1:2-S, >0,k=1,n-1z-S_ SO}; (SN(Z) = Znij;
i=1

N, =N, (&) =min{n>1:¢,~ (S, ,~S,)>0k=1n-1¢,~ (S, ,~S,) <0};

N, +n
N, =N, () =min{n>1:¢ -, -5 )>0 k=Ln-1,
Cm _(SLm+n _SLm) < 0}'

burada L _=N,+N,+.+N ; m=12..; 220" dir ve {Nm},mzl,z,... rasgele

degiskenlerden yararlanarak, asagidaki pozitif degerli rasgele degiskenleri insa edilsin:

N, (2)

1,=0, 1,(2)= z 1T, :igi; m=12,...

Ayrica, v(t)zmax{n ZO:TnSt} olsun. Burada v(t)’ye {&n} rasgele degiskenler

dizisinin iirettigi yenileme siireci denir.



Simdi de bu ¢alismanin temel amaci olan X(t) siireci, her T, St<t m=12..
i¢in X(t)=¢,,— (S, —S, ) olarak tanimlansin. Burada £, =z >0 dur.

X(t) siirecinin yukaridaki gosterimi agagidaki gibi de yazilabilir:

X(t) = mi[cml (805 ) |1 O (1)

burada, I,(t) ile A kiimesinin indikator fonksiyonu gosterilmistir.

(1) esitligi ile tanimlanan X(t) siirecine “Normal miidahaleli yari—-Markov rasgele

yiirliylis slireci” denir. Bu siirecin grafiklerinden biri asagidaki gibidir:

A
X(t) _
{1 | :
— I ! 2 —
! —_— . —> '
— | : | :
1 1 | : L
1 : I —P
T |
1
I I | I
1 1 |
1 1
1 1 I
: : ¢4 i
B ( & ) & — >
0 4 T; TN =17 T;\.-,_ N, = T2 t
1

Sekil 1. Normal miidahaleli rasgele yiirilyiis siirecinin bir gosterimi.

2.1.3.X(t) Siirecinin Ergodikligi ve Ergodik Dagihm Fonksiyonu ile
Karakteristik Fonksiyonu I¢in Kesin Ifadeler
Bu bolimiin temel amaci, X(t) silirecinin ergodik dagilimmin momentlerini
asimptotik yontemlerle incelemektir. Bu maksatla, oncelikle ele alinan X ( tsiirecinin
hangi kosullar altinda ergodik oldugu incelenecektir.
Teorem 2.1.3.1. {&n};{nn} ;{Qn} ;n=1, 2, rasgele degiskenler dizileri asagidaki ek
kosullar1 saglasin:

1) E(E,) <+x; 2) E(M,)>0; 3) E(M;)<+x;



4) m, rasgele degiskeni aritmetik olmayan bir rasgele degisken;
B) ¢, =max{0;Y,},Y, e N(a;6?).
Bu takdirde, X(t) siireci ergodiktir.

Ispat: Yukarida insa edilen X(t) siireci literatiirde “Kesikli sans karisimli yari-

Markov siiregleri ”ad1 ile bilinen genis bir stokastik siiregler ailesine aittir. Bu smif i¢in
genel ergodik teorem A.N. Skorohod tarafindan ispatlanmistir (bkz., Gihman ve Skorohod
[30], s.243). Bu teoreme gore, X(t) siirecinin ergodik olabilmesi i¢in asagidaki iki
varsayimin saglanmasi gerekmektedir.

1.Varsayim: X(t)silirecinin ig¢inde gomiilii ergodik bir Markov zinciri mevcut

olmalidir. Teorem 2.13.1° nin kosullari altinda 1.varsayimin saglandigini gosterelim.
Boyle bir Markov zincirini belirlemek igin o6ncelikle, monoton artan bir rasgele

degiskenler dizisi tamimlamak gerekmektedir. Bu amagla, yukarida tanimlanan

{tn}, n=12,3,... rasgele degiskenleri kullanilabilir. Cilinkii tanim1 geregi, 1 olasilig ile,
O<t,<1,<.<71, <7, <..<o0’d. Hatirlanacak olursa, T’ ler, X(t) siirecinin ardisik
olarak sifira diisme anlaridir ve tanimlar1 geregi Markov momentleridir. X(t) siirecinin bu
anlardaki degerleri N ile gosterilsin, yani N =X(r +0) olsun (n=12,.). X(t)
sirecinin matematiksel kurulusuna goére, 1 olasihigi ile, N =C “dir. {Qn},n =12,..,
bagimsiz rasgele degiskenler dizisi oldugu i¢in {Nn} dizisi bir Markov zinciri olusturmus
olur. Ayrica, ¢ =max{0; Yn},Yn eN(a,c?), rasgele degiskenleri aym1 dagilima sahip
olduklarina gore, {Nn} zinciri n(z) = P{Q1 < Z} duragan dagilima sahip bir ergodik

zincirdir ve bu zincirin duragan dagilimi
Z—a
n(z) = P{max {0y }< z} = @(—js(z)
c

seklinde gosterilebilir. Burada €(z) ile Heaviside birim fonksiyonu gosterilmistir. Ayrica
®(u) ile standart normal dagilim fonksiyonu o(x) ile ise standart normal dagilimin

olasilik yogunluk fonksiyonu gosterilmistir. Dolayisiyla, Teorem 2.1.3.1° in kosullar

altinda X(t) stireci, genel ergodik teoremin 1. varsayimini saglar.



2.Varsayim: {rn} ,n=12,3,...Markov momentleri arasinda gegen siirenin beklenen
degeri sonlu, yani her n=1,2,3,... i¢in
E(r, -7, )< (2
olmalidir.
X(t) siireci i¢in bu varsayimin saglandigi gosterilsin.

T —7T

L —T., N=23,.. rasgele degiskenleri bagimsiz ve aymi dagilma sahip

olduklarindan, (2) kosulunun saglanmasi i¢in
E(r,(2)) <o ve E(r -1, )= J. E(t,(2))dn(z) <o, n=23,... (3)
0

integrallerinin sonlu oldugunu gostermek yeterlidir. Hatirlatalim ki, Wald 6zdesligine gore,

N, (2)

E(7,(2)) = E( Z &) =E(&)E(N,(2) (4)

olur. Dolayisiyla,
E(x, -t,.,) =E(&,) [ E(N,(2))dn(2) (5)

seklinde yazilabilir. Teorem 2.1.3.1” in sartlarina gore 0<E(E)) <oo’dur. Bu durumda (2)

kosulunun saglanmasi i¢in

E(N,(2)) <o ve TE(Nl(z))dn(z) <w (6)

olmalidir. Bu problemi ¢6zmek i¢in {Sn}, n>0, rasgele yiirliyiis slirecinin basamak

anlar1 (v") ve basamak yiikseklikleri de () tamimlansin:

A :min{n >1. S, >0}; Ay :SW :ini;
! i=1

VJnr1+l
+ _ H . + | . + _ _ . —
vmﬂ_mln{n >1: Swm >xm}, Xm+1_sv+l = E n; m=1,2,...
m m+ |:1

olsun. v rasgele degiskenleri kendi aralarinda bagimsiz ve v; ile aym dagilima sahip, ¥’

rasgele degiskenleri de bagimsiz ve y, ile aymi dagilima sahip olduklar1 bilinmektedir

(bkz., Feller [29]). Bu durumda, E. Dynkin prensibine gore,

H(z) H(z)

N, (z) = Z:\/l+ ve S, = Zxr ()
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seklinde gosterilebilirler. Burada H(z) =min {n >1: ZXT > Z} dir.
i=1

Wald 6zdesligine gore,
E(N,(2)) =E(H(2)E(v)) 8)
olur. E(H(z)) fonksiyonu, {:}, n>1 basamak yiiksekliklerinin iirettigi bir yenileme

fonksiyonudur. E(n,) >0 oldugui¢in  E(v,) <+ olur. Dolayisiyla, E(N,(z)) in sonlu
olmasi i¢in E(H(z))=U (2) yenileme fonksiyonu sonlu olmalidir. Bu ise her sonlu z

i¢in zaten dogrudur, yani, her 0<z <+oo igin U_(z) <+oo’dir (bkz., Feller [29] ). Amag

]EU+(Z)dn(Z) <+ oldugunu gostermektir. Fakat her z igin U_(z) ’in sonlu olmasi burada
0
yeterli degildir. nn(z) = @(?)s(z) olduguna gore,
I U_(2)dn(z) = I U_(2) iw(%)g(z) dz +I U, (z)d)(?) de(2)
- I U_(2)o, (z-a) dz+ D (- %) )

olur. Burada ¢_(2)= é(p(é) ’dir.  Ayrica, burada TG(Z) de(z) = TG(Z) d(z)dz =G(0)
0 0
ozelligi kullanilmistir.
0<D(- %) <1 oldugu i¢in sadece TU+ (2)9_(z-a) dz < +00 oldugunu ispatlamak
0
yeterlidir. 5(z) Dirac fonksiyonudur.
E(nlz) <+ iken, u,= E(xf) <+oo oldugundan, kesinlestirilmis yenileme

teoremine gore (bkz., Feller[29] ), z — o iken,

z W,

U .(2) =—+-—=5+0Q) (20)
L2
olur. Notasyonu kisaltmak i¢in, g(z) =U _(2) _z —% olsun. Kesinlestirilmis yenileme
Hyooaly

teoremine gore, limg(z) =0’ dir (bkz., Feller [29]). Dolayisiyla, her € >0 igin dyle bir
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b=Db(e) sayist bulmak miimkiindiir ki , 0<b(g) <+ olmak {izere her z>Db(g) igin
0<9g(2)< % olur. (9) esitliginin sag tarafindaki integral iki kisma ayrilirsa:

b(e)
j U, (2)o,_(z-a)dz = j U, (2)o_(z-a) dz + j U (2)o,(z-a) dz (11)
b(e)

yazilir. U (z) fonksiyonu monoton azalmayan fonksiyon oldugundan dolay1 her z <b(e)
igin U_(z) <U _(b(g)) <+oo olur. Dolayisiyla,
b(e) b(e)

j U (2)o_(z-a) dz< U, (b(e)) j ¢_(z-8) dz< U _(b(e))

olur. Burada ¢_(z—a) fonksiyonunun bir olasilik yogunluk fonksiyonu olmasi bilgisi

kullanilmigtir. b(g) sayisinin tanimi geregi,

. b(e) ML
b 20 2

U, (b(e)) < (12)

“dir. Simdi de (11) esitliginin sag tarafindaki integral asagidaki gibi yazilabilir:

T U, (2)p_(z-a)dz= T {—+2—+g(z):|(p (z-a) dz

b(g) b(e) ul

=— j z¢_(z- a)dz+ I(p (z-a) dz + _[ 9(2)e_(z-a) dz

My bie) M1 b(z) b(z)

M2 _a o M2
—= —_—t + 2, (13)
2“1 2 Mo N2m 2Ml 2

<i{a+i}r
B [ N2n

(13) ve (11) birlikte diisiiniiliirse,

Tu+(z)<pc(z-a)dz<ﬂ+—+ ° R (14)

My By pN2m I"Ll
esitsizligi elde edilir. Her € >0 igin b(g) <o olduguna gore (14)’ ten
[u.@e, (za)dz<w (15)
0
oldugu goriiliir. (15) esitsizligi (9) esitliginde dikkate alinirsa,

T U, (2)dn(z) <o (16)
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esitsizligi elde edilir. (16) esitsizligi de (8) esitliginde gdz Oniine alinirsa, (6) esitsizliginin

saglandigi goriiliir, yani, E(N,(z)) <o ve J.E(N ,(2))dn(z) < oo ’dur.
0

Dolayisiyla,  E(t,(2)) <o ve E(r, -7 )= _[ E(r,(2))dn(z) <, n=2,3,...  oldugu
0

ispatlanmis olur. Bu da 2. Varsayimin saglandigin1 gosterir. Bu durumda, genel ergodik

teoreme gore ele alinan X(t) siireci, Teorem 2.1.3.1’in kosullar1 altinda ergodiktir. Bu da

Teorem 2.1.3.1’in ispatin1 tamamlar. |
Simdi, Teorem 2.1.3.1°in kosullar1 altinda X(t) siirecinin zaman ortalamalarinin
durum ortalamasina yakinsadigi gosterilebilir. Bu 6zellik asagidaki teorem seklinde ifade
edilir.
Teorem 2.1.3.2. Teorem 2.1.3.1’in kosullar1 saglanmis olsun. Bu takdirde, her bir

smurli 6lgtilebilir f(x) fonksiyonu igin asagidaki esitlik, 1 olasiligi ile dogrudur:

[F00d, (E(AX.C))),

1 1
R -

burada

E(N,(5,) = [E(N,@)dn(2); E(A(X,G,)) = [ A(x, 2)dn(2);
A(X, z)=ian(x,z); a (x,2)= P{Z—Si >0,i =1,_n;z—Sn < x}

dir.
Ispat:  Genel ergodik teoremin (bak, Gihman ve Skorohod, [30]) sartlar
saglandiginda, her bir sinirh dlgiilebilir f(x) fonksiyonu i¢in asagidaki esitlik, 1 olasiligi

ile, saglanir:

!L@O%If(X(u))du=Sf Ta ))ijjoxjof(x)P 1>t X() edx}dtdn(z)  (17)

dir. Burada
N, ()

E(v,(C)) = E(Z&) E(E)EN,(C);  E(N,(5) = [E(N,(2))dn(2)

"dir. Simdi de P, {rl >1; X(t) < X} = G(t, x,z) olasilig1 agagidaki gibi hesaplanabilir:
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P {1:1 >t; X(t) < x} =G(t,X,2) :P{Nf)gi >t X() <x/C, = z}

i=1

= P{hg)%i >t X(t) < X} = iP{v(t) =n, TNl(Z) >t X(t) < X}

n=0

=D P{T, <t<T, i Ty > 6 X () <x]

n=0 !

=ZP{Tn <t<T o NJ@)>mT > 6 X(1) SX}
n=0 !

Il
s

P{Tn <t <Tn+1;z—Si >0, i=1,n-1; z-Sn < x}

I
o

n

M

P{Tn <t <Tn+1}P{z—Si >0, i=1,n-1; z-S < x}. (18)

1l
o

n

Notasyon kisalig1 i¢in,
a_(x;z)= P{z ~$>0,i=1,n-1 z-S_ < x}
olsun. Bu takdirde,
G(t,X,2) :iP{Tn <t<T . la (x2) (19)
n=0
olur. (19) esitliginin her iki tarafinda t parametresine gére Laplace doniisiimii uygulanirsa:

60.x2) =LY owya, (.2) (20)

n=0

olur. Burada G(\,x,z) ile G(t,x,z) fonksiyonunun t parametresine gore Laplace

dontlistimii gosterilmistir, yani,
G x2) = [eG(t,x,2)dt; w(r)=E(e™*)=[e™dF,(t), (>0)
0 0
“dir. (20) esitliginin her iki tarafinda A — 0 iken limite gecilirse,

G(0,x,2) = TG(t, x, 2)dt =E(£) Y a (x,2)

olur. Notasyon kisalig1 igin, A(X,z) = Zan (x,z) olsun. Bu takdirde,

G(0,x,2) = TG(t,x,z)dt =E(¢)A(X,2) (21)

esitligi elde edilir. (21) esitliginin her iki tarafi ©(z) dagilimina gore ortalanirsa,
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0

[G(0.x,2)dn(z) = E(E_,l)TA(x, 2)dn(2)

o

olur. Burada IA(X, z)dn(z) = E(A(x,C,)) oldugunu dikkate alinirsa,
0

G(t, x, 2)dtdn(z) = E(¢,)E(A(X,C,)) (22)

O sy 8
O ey 8

elde edilir. (22) esitligini (17)’da yerine yazilarak,

[FOOEE)d,E(AX.L) - j f()d, E(A(X,5,))

S BN | =yl
ifadesi elde edilir. Bu da Teorem 2.1.3.2’nin ispatin1 tamamlar. [

Teorem 2.1.3.2° den birgok degerli sonuglar elde etmek miimkiindiir. Bunlardan ikisi
asagidaki gibi verilebilir.

Sonug¢ 2.1.3.1. X(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu (Q, (X)) asagidaki gibi

gosterilebilir:

QX(X)E!LrQP{X(t) SX}:EE((AI\\I(—X(’QC;;) (23)

Ispat: Teorem 2.1.3.2’de f(x) fonksiyonunun yerine gosterge (indikator)
fonksiyonunu yazarak (23) esitligi elde edilir. [

Sonug 2.1.3.2. X(t) siirecinin ergodik dagilimimin karakteristik fonksiyonu (¢, (0))
asagidaki gibi gosterilebilir:

1
E(N,(C)) %

Ispat: Teorem 2.1.3.2°de f(x) fonksiyonunun yerine, sirasiyla cos(6x) ve sin(0x)

0,,(0) = M E(exp(0X (1) = =~ [, E(A(x,&,) (24)

fonksiyonlarini yazarak ve cos(6x)+isin(6x) =exp(i6x) Euler esitligini goz Oniinde
bulundurarak (24) esitligi elde edilir. n
Not: Sonug 2.1.3.1 ve Sonug 2.1.3.2°den de goriildiigi tizere, X(t) siirecinin ergodik

dagilm fonksiyonu Q, (X)’i ve karakteristik fonksiyonunu ¢, (0) hesaplamak igin
A(X,z) fonksiyonunun bilinmesi gerekiyor. Fakat A(x,z) fonksiyonu en basit durumlarda
bile ¢ok zor hesaplanabilen bir fonksiyondur. Bu nedenle Q(x) ve ¢ (0) icin alternatif

gosterimlere ihtiya¢c duyulmaktadir. Bu zorlugu aradan kaldirmak igin rasgele yiirliyiis



15

siirecinin temel 6zdesliginden (bkz., Feller [29] ) ve Sonug 1.3.2°den yararlanarak, o, (0)

icin asagidaki alternatif gosterimi ortaya koymak miimkiindiir.

Sonug 2.1.3.3. X(t) siirecinin ergodik dagihmiim ¢, (0) karakteristik fonksiyonu,

S, (p Swir fonksiyonelinin ve m,  rasgele degiskeninin karakteristik fonksiyonlart

yardimiyla asagidaki gibi ifade edilebilir:
% (-0)-1

b e e ) (25)
T™WZ),
EN,C)y 0, (-0)-1

)); 6R/{0} dur.

¢, (6) = lim E(exp(i6X(1)) =

N(z)

burada (pn(—e) =E(exp(-iom))); o, (-0) =E(exp(-i0S
N(z)
Ispat: Rasgele yiiriiyiis siireci icin temel 6zdesligi (bkz., Feller [29] ), Sonug 2.1.3.2
’de yerine yazip, gerekli hesaplamalari yaparak, (25) esitligi elde edilir. ]
Not: Sonu¢ 2.1.3.3° de ¢,(0) Kkarakteristik fonksiyonunun, SN(Z) sinir
fonksiyonelinin uygun karakteristigi ile ifade edilmesinin temel nedeni, literatiirde sinir
fonksiyoneli ile ilgili birgok degerli sonuglarin mevcut olmasidir (bkz., Borovkov [14],
Feller[29] , Rogozin vd. [71]). (25) esitliginden yola ¢ikarak, X(t) siirecinin
momentlerinin asimptotik davranislari incelenecektir. Bu amag igin 6nce X(t) siirecinin

ergodik dagiliminin momentleri i¢in kesin ifadeler elde edilir.

2.1.4. X(t) Siirecinin Ergodik Dagihminin {1k Dért Momenti I¢in Kesin ifadeler

2.1.3. alt boliimiinde, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ¢ (6) karakteristik
fonksiyonu, S (o SIOIT fonksiyonelinin karakteristik fonksiyonu ile (25) formiiliindeki gibi

ifade edilmistir. Bu formiilden yararlanarak, bu bdoliimde X(t) siirecinin ergodik

dagiliminin ilk dort momentini S () SIOIT fonksiyonelinin ilk bes momenti ile ifade

edilecektir. Bu amagla agagidaki notasyonlari tanimlansin:

M @)

_m
M =E(), M @) =E@S,). My, =ﬁiMk1(z)= M, (2)
1 1

E(X*) = lim E(X()), k=12,..

Bu notasyonlar1 géz 6niinde bulundurarak, sirasiyla asagidaki teoremler verilebilir.
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Teorem 2.1.4.1. Teorem 2.1.3.1°in kosullar1 saglanmis olsun. Bu takdirde, X(t)

stirecinin ergodik dagiliminin birinci momenti (E(X)) sonludur ve Sy Swir

fonksiyonelinin ilk iki momenti yardimi ile asagidaki gibi ifade edilebilir:

1 1
E(X) =W{E(clml(cl))—iE(Mz(cl))}ml, (26)

burada A, =m, ’dir.
Teorem 2.1.4.2. Teorem 2.1.3.1’in kosullarma ilaveten E(‘n1‘3)<oo olsun. Bu

takdirde, X(t) siirecinin ergodik dagiliminm ikinci momenti (E(X?)) sonludur ve Sve

siir fonksiyonelinin ilk tic momenti ile asagidaki gibi ifade edilebilir:

1
EMM,(C,))

+A [2E(CM,(6)-EM, G ) ]} +A,, @7)

E(X?) {[E(cfwu(cl»—E(clmz(cl»%E(Mg(cl»}

m
burada A, =2m§l—m31; m,, = kITII( . k=23,... dir.

1

Teorem 2.1.4.3. Teorem 2.1.3.1’in kosullarina ilaveten E(nf) <ooolsun. Bu takdirde,
X(t) siirecinin ergodik dagilimimnmn iigiincii momenti (E(X®)) sonludur ve Sng Smur

fonksiyonelinin ilk dort momenti ile asagidaki gibi ifade edilebilir:

1
E(M,(G)

+A[BEEM, (C) - 3E(CM, (G ) +EM, () ]

E(X°) {{ E(G;M,(C)) —g E(EiM,(E,)) +E(EM, () —% E(M4(C1))}

1
+3A2[E(clwll(cl»—EE(MZ(cl))}}sAs (28)
1. . "3
burada A3 :§m41—2m31m21+2m21 dir.

Teorem 2.1.4.4. Teorem 2.1.3.1" in kosullarina ilaveten E(‘nl‘5)<oo olsun. Bu

takdirde, X(t) siirecinin ergodik dagiliminimn dérdiincii momenti (E(X*)) sonludur ve

SN(Z) sinir fonksiyonelinin ilk bes momenti ile asagidaki gibi ifade edilebilir:
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1

A= YNT)

{[EEIM,(6) - 2E(EM, (6)) + 2E(EIM, (5,))
“E(EM, () +§E<M5(z;1»}
+2A1{ZE@fMl(cl)—3E(ch2(ql»+2E(c1M3(c1))—%E(MAQ»}

+6A2[E(c;fw(c;l))—E(z;le(cl))+§E<M3(c;l»}
+6A [ 2E(G,M, (6)-E(M,(5,) ] |+3A,, (29)

burada A4:4m 6m31m21+m +gm41m21 %mm’dir.

Ispat (Teorem 2.1.4.1 — Teorem 2.1.4.4): Bu teoremlerin ispatlar1 benzer olduklari

i¢in O6rnek olarak sadece Teorem 1.4.1%in ispati verilecektir. (25) esitligi ile verilen ¢, (0)

karakteristik fonksiyonunun 6 —0, iken Taylor a¢ilimi yazilsmn. Hatirlatalim ki,

E(nl) <o oldugu i¢in M, (2) = E(S?,..) <o olur (bkz., Feller [29]). Bu durumda,

N(2)

?, (—6) =E(exp(-ibn,)) :1—i€)ml+@m2 +0(0%); (30)

0, (-0) = E@P(-i05,,))) =1~ @M, 2) o) (31)

acilimlar yazilabilir (bkz., Feller [29] ).

Buradan, 6 — 0 iken,

Y0 TV M@, 6
(2 __1 ~
T {1+E[2m21 - M21(z)]+0(9)} (32)
®, .
. . m, M, (@) )
agihmi elde edilir. Burada M, = ; M (2)=
2m, ( )

0 — 0 iken, € =1+i06z+0(0) olduguna gore,

i0z (PSN(Z) (_6) _1 _ Ml(Z) |9 ~
e AT — {1+E[22+2m21—M21(z)]+o(e)} (33)

yazilabilir. (33)’den asagidaki acilimi elde edilir:

(-0)-1
Ie.ez N(z() — dn(z):E(Ml(Cl))

1
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+2i—:]{2E(C1Ml(C1)) ~E(M, (5,) + 2, E(M,(C,)} +0(60). -~

1

(34) agihmnimn her tarafi E(N,(C,)) e boliniir, mE(N, (C))=E(M, () oldugu da

dikkate alinirsa,

10 ~
¢, (0) =1+ EM.C) {2E(CM,(£)) -E(M, () +2m,E(M,(C,)) +0(6)  (35)
acilimi elde edilir. Diger taraftan, 6 — O iken,
9, (0) = E(exp(i6X)) =1+i0E(X) +0(0) (36)

acilimi1 yazilabilir. (35) ve (36) agilimlart karsilagtirilarak, X(t) silirecinin ergodik

dagiliminin birinci momenti (E(X)) i¢in asagidaki kesin ifade elde edilir:

1 1 -
E(X) = m{E(ch«;p) LEMm, )+ leE(Ml(z;l»}
1 1 -
=W{E(clml(cl»—gE(Mz(cl»}mﬂ. @7)
Bu da Teorem 2.1.4.1’in ispatin1 tamamlar. [ ]

Teorem 2.1.4.2, 2.1.4.3 ve 2.1.4.4’{in ispatlar1 da benzer sekilde verilir. Boylece,
X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ilk dért momenti (E(X*), k=1,2,3,4) icin yukaridaki

kesin ifadeler elde edilmis olur. [ |

2.1.5.Snz Swmir Fonksiyonelinin Momentleri I¢in U¢ Terimli Asimptotik
Acilimlar

2.1.4. alt boliimde X(t) stirecinin ilk dort momenti S (p Stur fonksiyonelinin ilk
bes momenti ile ifade edildi. Fakat bu kesin ifadeleri hesaplamak olduk¢a zordur. Bu
nedenle bu ¢alismada ¢esitli asimptotik yontemleri kullanarak X(t) siirecinin momentleri
igin {i¢ terimli acilimlar elde edilmesi amaglanir. Bu maksatla, once SN(Z) sinir
fonksiyonelinin momentleri i¢in Z—> oo iken asimptotik agilimlar elde edilmeye ve bazi
onemli matematiksel 6nermeler ispatlanmaya calisilacaktir. Bunun igin {S,}, n >0 rasgele
yirliylls siirecinin  {iclinci  bolimde tanimlanmig basamak anlarin1 ve basamak

yiikseklikleri ele almir. Birinci basamak aninin (v;) ve birinci basamak yiiksekliginin ()

tanimin1 tekrar yazilsin:
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vy =min{n>1:S >0}, %, =S =>n,
! i=1

v, Vve vy, rasgele degiskenlerine literatiirde, sirasiyla, {S }, n>0, rasgele yiiriiyiis

stirecinin birinci basamak ani ve birinci basamak yiiksekligi denir. Bu 06zel rasgele

degiskenler rasgele yiirliylis siireglerinin incelenmesinde 6nemli bir rol oynamaktadirlar
(bkz., Feller [29], s.391). {v;} ve {x:}, n>1, dizileri bagimsiz ve sirasiyla vl+ ve X1+ ile
ayni dagilima sahip pozitif degerli rasgele degiskenler dizileri olsunlar.

H(x) ile x,, n>1, rasgele degiskenlerinin irettigi yenileme siireci gosterilsin,

yani,

H(x):min{ n>1:>x ZX}, x>0,

i=1

olsun. E. Dynkin prensibine gére N (z) ve Sy smir fonksiyonelleri {v:} ve

{X:} n>1, degiskenleri yardimi ile asagidaki sekilde ifade edilebilirler:
H(x) H(X)

N, (X) =D Vi & Swe = 2l
i1 E

U, (x) ile x,, n>1, basamak yiiksekliklerinin iirettigi yenileme fonksiyonu gosterilsin,

yani,

U.(x) =1+ SF"(x), x>0
n=1

olsun. Burada F;"(x) ile F (x)=P{y, <x} dagilim fonksiyonunun n kat konvoliisyon

carpimi gosterilmistir.

Amag;

E(CM, (C)) = T z"M, (2)dn(z); n=1,2,3,...; k=0,1,2,... (38)

tipli integraller i¢in asimptotik sonuglar elde etmektir. Burada m(z), kesikli sans karigimli
miidahaleyi ifade eden C, rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonudur. Varsayima gore,
¢, =max(0;Y)); Y, € N(a, c°)’ dir. Bu durumda, m(z) dagilim fonksiyonu asagidaki gibi

gosterilebilir:
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7(2) = d(E=2)e(2), zeR. (39)
(e}

Burada &(z) fonksiyonu Heaviside birim fonksiyonu olup, z>0 oldugunda &(z) =1;

Z
z <0 oldugunda ise €(z)=0"dir. ®(z) = | @(x)dx fonksiyonu standart Normal dagilim
—00

2
fonksiyonu; (p(X):LeXp(—X—), xeR ise standart Normal dagilimm olasilik
\2n 2

yogunluk fonksiyonudur.

(38) integrallerini incelemeden once standart Normal dagilim ile ilgili baz1 6nemli
ozellikler asagida 6nermeler seklinde verilsin.

Onerme 2.1.5.1. Her a >0 igin asagidaki esitlikler dogrudur:

T 1 ° a o
1 z-a)dz==; 2) [zo (z-a)dz=—-+—;
) [o,e-a)z=3i ) [z0,(z-a)iz =+ =

a’? 2ca o’

3) (220 (z—a)dz=2+°52 .9
){ ¢, (z—-a) 2 a2

1 .z 1 NG
Burada =—0p(=); = ——exp(——), R ’dir.
u 9,(2) G(P(6) o(X) @ Xp( > ), X € ir

2

. 1 X
Ispat: X) = —eXp(——), X € R oldugu icin,
pat:  ¢(x) T2 p( 2) gu i¢

I(p(z)dz = %; IZ(p(Z)dZ = %; IZZ(p(z)dz :% (40)

oldugu bilinmektedir. Bu durumda, yukaridaki integrallerde z=a+oX doniisiimii

yapilarak ve (40) esitlikleri dikkate almarak, Onerme 2.1.5.1” in ispat1 tamamlanur. [

Onerme 2.1.5.2. Her n=3,4,... icin a —>oo iken asagidaki ii¢ terimli asimptotik

acilimlar dogrudur:

© _ 2
J‘Zn(pc (Z _a)dz :%an + \;];_nanl + n(n 41)6 an—2 +0(an72) )

Ispat: z=a+oXx degisken doniisiimiinii yaparak, her n=3,4,... icin



21

]gz”(pG (z—a)dz :T (@a+oXx)"e(x)dx

p(x)dx +0(a"?)

r _ n(n -1)a"*c°x>
:J'{a“ +naiox+ 10D
0

n(n —1)c?

=a" I(p(X)dX +ncsa“’1.|'x<p(x)dx + a”’zsz@(x)dx +o(a"?)
0 0 0

1., no aH+n(n -1o® o

2 2n 4

acilimu elde edilir. Boylece, Onerme 2.1.5.2 “nin ispat: tamamlanur. |

“+0(@"?)

Onerme 2.1.5.3. g(Z) (g:R" > R) fonksiyonu z — oo iken sifira yakinsayan bir

fonksiyon, yani limg(z)=0 olsun. Bu takdirde, a — oo iken

[29@0,@-a)dz o)
Z a

a

olur.
Ispat: lim§ = olduguna gore, her £>0 igin dyle bir sonlu b=bh(e) sayisi

segmek miimkiindiir ki, her z>b(eg) icin |g(z)|£8 olsun. Ayrica a — oo olduguna gore
her €¢>0 igin a parametresi, a>b(e) olmak iizere yeterince biiyilk bir say1 olarak

segilebilir. Dolayisiyla, a >b(g) ve a — oo iken

< Yoo, -z
V4

a

[20@0, -2z

a

¢, (z—a)dz SchpG(z—a)dz -
as 2a

o0
Ssj
a

olur. Buradan a — oo iken

N | =

| 29(2)o,(z-a)z
A

 ®
2

esitligi elde edilir. € >0 keyfi olarak secildigine gore, a — o iken
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aj.lg(z)(p (z—a)dz—>0
az °

olur. Buradan a — oo iken,

[29@0.@-a)dz=o()
Z a

a

*dir. Bdylece Onerme 2.1.5.3 ispatlanmis olur. [ ]

Onerme 2.1.54. g(z) (g:R* —R) fonksiyonu z—>oo iken sifira yakinsayan bir

fonksiyon olsun, yani limg(z)=0 olsun. Bu takdirde her n=0,12,.... i¢in a —>oo iken

[2'92)0,(z-2)iz =0

olur.

Ispat: limg(z)=0 olduguna gdre, her £>0 igin Syle bir b=b(e) <o sayisi

Z—>0
segmek miimkiindiir ki, herz>b(e) i¢in |g(z)|<e olsun. Bu durumda, a parametresi

a>Db(e) olmak iizere,

[2'9(2)0, -a)dz

< Tz“ l9(2)| ¢, (z—a)dz

< s_[z”(pc (z—a)dz
olur. Onerme 2.1.5.1°e ve Onerme 2.1.5.2°e gore, a —> coiken
6] ] an
Iz ¢, (z—a)dz< C?, n=0,12,..
esitsizligi yazilabilir. Burada C belirli bir pozitif ve sonlu sabittir. Bu durumda,

SCa—a
2

[29(2)0, -a)z

olur. £ >0 sabitinin keyfi secilmesi ve C sabitinin sonlu olmasi nedeni ile, @ — coiken,
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ainj‘z”g(z)(ps(z —-a)dz—>0
olur. Buradan, a — «iken
[Z2"9(2)¢,(z—-2a)dz =0(a")

elde edilir. Boylece, Onerme 2.1.5.4 ispatlanmus olur. [

Onerme 2.1.5.5. ¢_ (1) fonksiyonu ¢_(z) fonksiyonunun Laplace doniigiimii olsun.
Bu takdirde, A — 0 iken asagidaki ii¢ terimli asimptotik agilim dogrudur:
o, (L) = ———k+—k2 +o(A%).
G > Ton

Ispat: Her A >0 igin

5,00 = e (2)dz

Il
O ey 8

e ™ é(p(é)dz = Te“x(p(x)dx

- %Te“‘xexz’zdx = %Texp{—%[xz + chsx]}dx
T T

_TT xp{——[(x+k0) —(Ao)? ]}

Jl_ exp(( o)’ )j exp {— W} dx

= exp(@)? o(u)du = exp(@) [1-®(1o)]

dir. Burada ®(x) ile standart normal dagilim fonksiyonu gosterilmistir. ®(X)

fonksiyonunun, x — 0 iken, Taylor agilimini yazilirsa:

D(x) = D(0) + d)i(IO) X + d);(IO) x? +0(x?)
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olur. Burada ®(0) = 1; D'(0)=0(0)= %; @®"(0) =0 ’dir. Dolayistyla, X — 0 iken

2 21

D(x) =%+Lx+o(x2)

J2n

acilimi yazilabilir. 6 <o olduguna gore A —0 iken Ac—0 olur. Dolayisiyla A —0

iken

O (1) :%+Li+o(x2)

2

olur. Buradan,

1-® (o) =%—ﬂ+o(x2)

N

actlimi elde edilir. Diger taraftan, A — 0 iken
2
exp((Ac)?/2) =1+ @ +o(A2)

’dir. Dolayisiyla, A — 0 iken

o\? 1 c

+0(M*)) (= ———=A+0(1%))

2 2r
1 o

2

G .2 2
=———=A+—A"+0(A

2 2n 4 *9)

acilimi elde edilir. Bu da Onerme 2.1.5.5’in ispatin1 tamamlar. ]

Simdi S

0, (1) =1+

N ST fonksiyonelinin momentleri i¢in asagidaki ti¢ terimli asimptotik

acilimlar1 bir 6nerme seklinde verilebilir. Bu 6nerme, [56] calismasinda yayinlanmis bir

teoremin sonucudur ve bu nedenle ispatsiz verilecektir.

Onerme 2.1.5.6. (Khaniyev ve Mammadova [56]) y; birinci basamak yiiksekliginin

ilk ii¢ momenti sonlu, yani p, = E(xl*g) < +oo olsun. Bu takdirde SN(Z smir fonksiyonelinin

)

ilk bes momenti i¢in Z — coiken asagidaki ii¢ terimli asimptotik acilimlar yazilabilir:

- 1
Ml(Z)EE(SN(z)):Z+“21+O(Ej; (41)
M, (2)=E(SE,) =27 + 20,2 i1, +0(1): @)
M, (2)=E(S},,) =2° +3i,,2° +3{i,z+0(2); (43)

M, (2) =E(S;,,) =2 +4fi,2° +6{i, 2° +0(z°); (44)

N(z)
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M, (2) =E(S},,,) = Z° +5fi,,2" +10fi, 2° +0(z°); (45)
= ~ H >pon
burada M, (z) =E(SY,,)): k=15; u, =E(G*), fiy, o k=L .
1

E(C/M, () = _[ z"M, (z)dn(z) integralleri i¢in asimptotik sonuglari asagidaki

z=0
yardimci teoremlerle verilir.

Yardimar Teorem 2.1.5.1. p, =E(y,°) <oo olsun. Bu takdirde, her n=0,12,...

icin, a — oo iken asagidaki ti¢ terimli asimptotik agilimlar yazilabilir:

E(gf M, (Ql)) =a" +i,a"+ % n(n+1)c?a"*+o(@"").

Ispat: n(z) = @(%)S(Z) olduguna gore her n=0,1,2,... igin E(CfMl (Cl))
asagidaki sekilde yazilabilir:

E(CfMl(gl))=Tz”Ml(z)dn(z)

. 1 ,z-a . z-a
= j 2"M,(2) =9 (-—)e(z)dz + j 2"M, (2)D(=—)de(2)
0 (¢) (¢} 0 (¢}
- j 2"M,(2)¢_(z—a)dz+p ®(-alo)s_, (46)
0
burada & =1 eger n=0 ise; 5 =0 eger n =0 ise’ dir.
(46) esitligindeki integral asagidaki sekilde yazilsin:
Iz” M, (2)¢_(z-a)dz =jz”Ml(z)@G(z —a)dz +IZ“M1(Z)@G (z—a)dz 47
0 0 a

(47) esitliginin sag tarafindaki integraller sirasiyla I (a) ve J, (a) ile gosterilsin, yani
1, (@) =[2"M,(2)o,(z-a)dz; I, (a) = [2"M, (2)¢, (z-a)dz
0 a

olsun. Kisalik igin M, (z) =2"M,(z) yazilirsa, o zaman,
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,@) =M, (2)o,(z-a)dz=[M, ()0 (a—-2)dz=M, (a)*¢_(a)

olur. Bu takdirde,
L )=M, M), () (48)
olur. Burada G(1) ile G(a) fonksiyonunun Laplace doniisiimii gosterilmistir.

|, (a) integralinin a —oo iken asimptotik davramigini incelemek igin I () nin

A — 0 iken davranisini incelensin. Onerme 2.1.5.5’ten A — 0 iken

1 20 c’
o (L)==1-——=Ar+—21%+0(A? 49
¢, () 2{ Ny ( )} (49)
oldugu bilinmektedir. Diger taraftan p, <+oo oldugu i¢in Onerme 2.1.5.6° ya gore,
z —>oo iken,
N 1
M, (z)=z+[i,, + O(E) (50)

’dir. O zaman, n=0,1,2,... olmak lizere
M, _(2)=2"M,(2) =z"" +[i,2" +0(z" ") (51)

olur. (51) agilimindan A — 0 iken

rn+2) . I'(n+l) 1

M., (A) = 2 21 el + O(k” )
(n+n! _ nl 1. _(n+1)! i, )
= + +0(—)= 1+ A+o(r 52
}\‘n+2 21 7\ln+l (kn) 7\IH+2 n +l ( ) ( )

acilimi elde edilir. (49) ve (52) agilimlar1 (48) esitliginde yerine yazilirsa:

7 Y ~ _ (n+)! Hy 2 20 0_2 2 2
L, M) =M, M) _(A)= T {1—&- n+lk+0(k )} {1 \/%7\.—% 5 A +o(h )}

I
_(n+t A+—A"+

= 1- +0
2%”*2{ N 2 n+l  (n+)J2n

20 02 2 Flgl - 26}1217\’2 (}\’2)}
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_(n+D! Fy 20 | ,.|0" 200, 2
oo {1+}{n+1 \/E}% {2 (n+1)@}+00“ )}

| 0l | 2 2o |
_(n+n}2-+ Hy 20 (n+n}3- o “OHy (n+n1).+o(in) (53)
2\ n+1 «/27: 2\ 2\ A

2 (n+D\2n

olur. (53) agihmima Tauber — Abel teoremini uygulayarak, I _(a) integrali i¢in, a — oo

iken, asagidaki acilim elde edilir:

| (@)= (n+1)! a"™ { i, 2 }(n+1)!£

2 (n+D)! | n+l1 2n 2 nl

{cz 201, }(nﬁtl)! a"t +o@™)

2 ()2 | 2 (n-D!

_am L (n +1){ iy, 2o }a“

T2 2 |n+l 2n

2 2 e
Nn+Djor ol a"t+o(@"")
2 |2 (n+)\2n

n+l nl ] B 2 951
— a +a_ I:LZI_ ZG(n +1) +E (n +1)G _ GMZI anfl_'_o(anfl)
2 2| 2m ] 2] 2 \2n
a™ a"[. 2o(n+1)] nf , dopi, | ., .
= +— ———" +—|(n+)c’——=& |a" " +0(@""). 54
] Ll i LU S = @™).  (54)
J,, (@) integralinin asimptotik davranist a — oo iken ele almsin:
1, @ = [2"M,@)0,_(z-a)dz=[M,, (2)o, (z—a)dz. (55)

pn, <o oldugu i¢in Onerme 2.1.5.6° ya gbre, z—>ooiken, M, (z) icin asagidaki

asimptotik acilim yazilabilir:

M, _(2)=z""+[,2"+2""9,(2). (56)

Burada gl(Z)EZ[Ml(Z)—Z—ﬂZJ fonksiyonu z-—>oo iken sifira yakinsayan bir

fonksiyondur, yani, limg, (z) =0"dur.
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(56) gosterimi J, (a) integralinde yerine yazilirsa,

J (@)= '[Zn+l(pc (z—a)dz + ﬁzljz”cpc (z—a)dz + '[z”‘lgl(z)(pc(z —a)dz (57)

elde edilir. Onerme 2.1.5.1 ve Onerme 2.1.5.2’ye gore, her n >0icin, a — oo iken,

n+1

z" z—adz—
! 0, (z-a)dz ==

(n +1)Gan n(n+1)c? ,

a
N 4

Tro@"™M);

n

0 an -
2"0 (z—a)dz=2—+—_a"*+o(a"*
[ eade =g o)

agilimlart dogrudurlar. Diger taraftan, Onerme 2.1.5.3 ve Onerme 2.1.5.4’¢ gore, H, <o

oldugunda her n=0,1,2,... i¢in, a —> o iken,
jz”‘lgl(z)cpc(z —a)dz=0("")

"dir. Bu agihmlar J,_(@) 'nin (57) ifadesinde yerine yazilirsa a — oo iken,

n+l 2 ~
(n +1)G n n(n +1)G n-1 1 ~ n nGM n-1 n-1
J a— a" + a" +=pa"+—2a""+o0(a
1n ( ) 2 yzﬂ: 4 2 ”’21 FZTE ( )
n+l n 4
_a +a_{ﬂ21 L 2An +1)G} nn+1)| ofly |01, o@™) (58)
2 2 2 4 \/2n(n +1)

agilimu elde edilir. (47) esitligine geri doniip, I, (a) ve J, (a) integralleri i¢in elde edilmis

(54) ve (58 ) agilimlar1 yerine yazilirsa, her n=0,1,2,... igin, a —> oo iken

T M, (2)o_(z-a)dz =l (a)+J, (a)

n+l n N 4
_a +a_ i, - 2c(n+1) N n(n+1) 52 6“21 "4 oa™)
2 2| N2m 4 x/Zn(n +1)
n+1 nl T 4
Lan a i, 2(n+1)o N n(n +1) Guﬂ 14 0(@™)
2 2| N 4 \/2n(n +1)
=a""+a"fi, 4@ Za"t+o(@"™") (59)



29

acilimint elde edilir. Ayrica, a —> oo iken, T=a/oc—> o olduguna gore, Mill teoreminin

sonucu olarak (bkz., Abramowitch and Stegun, [1]),
O(-T) = @ (1+0(2)) = o(exp(-a’®/25%)) = 0(1)
olur. Dolayistyla, p, <o oldugunu da g6z 6niinde bulundurarak, a — oo iken,

1 ®(-T)3,, =0() (60)

elde edilir. Simdi de (59) ve (60) agilimlari (46) esitliginde yerine yazilarak, her

n=0,1,2,... i¢in, a —> oo iken,

n n+ ~ n n(n+1 n—: n—
E(CIM,(G) =a"" +]i,a +%cza "+o(a"") (61)
acilimi elde edilir. Bu da Yardimer Teorem 2.1.5.1” in ispatin1 tamamlar. |

Yardimcr Teorem 2.1.5.2. p, <o oldugunda her n=0,1,2,... igin, a —>oo iken,

asagidaki asimptotik a¢ilim yazilabilir:
n n+2 ~ n+1 ~ 1 2 n n
E(gle(gl)):a +2f,,2 +[u31+§(n+l)(n+2)c }a +o(a").

Ispat: Her n=0,1,2,... igin

E(&IM, ()= Tz”l\/lz(z)dn(z) :TZ"MZ(Z)(pG(Z ~a)e(z)dz
+Tz"|v|2(z)q>(ﬂ)ds(z) - T M, @)¢, (z—a)dz+u,®(-T)3,, (62)
0 G 0

5 1 n . 1 Z—a,. 2y -
dir. Burada M, (z) =z"M,(2) ,(pG(Z—a)Eg(P(T% n, =E(?);

T=alc; 8 ,=legern=0ise; 5  =0efern=0ise.

Once (62) esitligindeki integral ele alinirsa bu integral asagidaki sekilde yazilabilir:
[M,, @0, (z-a)dz=[M, (2)¢_(z-a)dz+[M, (2)¢_(z-a)dz. (63)
0 0 a

(63) esitliginin sag tarafindaki integraller, sirasiyla, 1, (a)ve J, (a) ile gosterilsin, yani,
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I, (@)= j M, (Z)(pG(Z —a)dz; J, (@)= T M, (Z)(pG(Z —a)dz

olsun. Once I, (a) integralini ele alahm.

1, (@)= j M, (2)o,(z—a)dz =M, (a)*(a) *dir

O zaman,
L () =M, M), () (64)
olur. Burada G(1) ile G(a) fonksiyonunun Laplace déniisiimii gosterilmistir.

I, (a) integralinin, a — oo iken, asimptotik davranisini incelemek i¢in I, (1) 'nin,

L — 0 iken davranis incelensin. Onerme 2.1 5.5’e gore, A — 0 iken,

6 y=tl1 29, .92, 02
(pG(K)—Z{l \/ﬁmzxm(x)} (65)

seklinde yazilabilir. Diger taraftan, p, <-+oooldugunda, Onerme 2.1.5.6’ya gore, Z—>o0

iken,

M, (z) =2° +2[i, z+[i, +0(1) (66)
’dir. Bu takdirde,

M, (2)=2"M,(2) =2""* +2[1,2"" +[i, 2" +0(z") (67)
olur. (67) agilimindan, A — 0 iken,

~ n+2)! __
MZn(}\'):W_'_Zu

| |
(n+)! _ nl! +of 1l
7\’n+

) (68)

21 7\‘n+2 31 }\‘n+1

acilimi elde edilir. (65) ve (67) acilimlar1 (64) esitliginde yerine yazilirsa:

L) =M, ()5, ()

2
:1{1—2—"x+%x2+o(x2)}

2|7 2n

(n+2)! . (h+D! _ n! 1
{ }\‘n+3 +2“21 }\‘n+2 +u31 kn+1 +0(}\’n+1)
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1{(n+2)! .. (n+)! _ n! 26 (n+2)!
:E N3 Tl yn+2 +H317Ln+l_\/ﬁ 2

4o | 2 I
Aoy, (n+}).+c_(n+?).+o( 11)
/27_[ }bn+ 2 }\‘n+ }\’n+

~ (n+2)!{~ o) (n+2)} (n+1)!

St o 2
+B iy, — 2\‘%1 (n+1) +%2(n +1)(n+ 2)} ;Hl

=G, T B

+%{%_ 4:%1 oD+ 02(n+2)(n+2)};i1 +o() (69)

olur. (69) agilimia Tauber-Abel teoremini uygulayarak, 1, (a) integrali i¢in, a — oo iken,

asagidaki acilim elde edilir:

@ =2, - e
1| . 4ofy, o’(n+1)(n+2) |_, ;
+2{Mgl T 4+ - }a +o(a") (70)

J,. (@) integralinin asimptotik davramsi a — oo iken ele almsin:
1, @) = [M,, @0, (z-a)dz = [2"M, (2)¢_(z-a)dz. (71)

Onerme 2.1.5.6°dan p, <oo oldugunda, z—>ooiken, M, (z)i¢in asagidaki asimptotik

acilim bilinmektedir:

M, (z) =z + 20,z +i, +0,(2) .
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Burada g,(z)=M,(2) -7° —2,z—fi, fonksiyonu z-—>oo iken sifira yakinsayan bir
fonksiyon, yani limg,(z) =0’dir. Bu agilimi géz Oniinde bulundurarak her n=0,12,...

igin M, (z), Z— oo iken agagidaki gibi yazilabilir:
M, () =2"M,(2) = yARGIE 201, 2"+, 2" +2"g,(2), (72)

(72) esitligi J, (a) integralinin taniminda yerine yazilirsa,

1, @) = [2720_(z-a)dz+2f1,, [ 20, (z—a)dz

+ﬁ3lfz”@c(z—a)dz+'|.z”gz(z)(pc(z—a)dz (73)

elde edilir. Onerme 2.1.5.1 ve Onerme 2.1.5.2°ye gore, her n > Qigin, a — oo iken,

ES n+2 2
Izn+2(P (Z—a)dZ:a +(n+2)6an+l+(n +1)(n+2)6 an +O(an);
" ° 2 2w 4

a"t . (n+1)o

Iz””(PG(Z—a)dz: 5 Wa"JrO(a”):

Iz”(pc(z—a)dz :a?+o(a”)
olur. Diger taraftan, Onerme2.1.5.4’¢ gore, her n>0icin, a —> oo iken,
jz”gz(z)(po(z —a)dz=o0(a")

"dir. Dolayistyla, biitiin bunlar J, (a) 'nin (73) esitliginde yerine yazilirsa,

n+2 2
a N (n+2)oc a4 (n+)(n+2)c 2"

2 2 4

(@)=

- la"™ (+Do ,| . a" .
+2p21{7+(\/2_72 a }Lusl?Jro(a)

n+2
:a +|}1 +(n+2)0j|an+l
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_{{(n +1)(n +2)C$2 + 2(n +1)Gﬂ21 +%j|a” +0o(a")

4 \N27m
a™? [ (N+2)6 | _nu
— + —+ a
2 |:M21 ;27'[ :|
4(n +1)oii 2
+1 i+ (n+Dofi,, N (n+)(n+2)c a" +0(a") (74)
2 271 2

agilimu elde edilir. (63) esitliginde I, (a) ve J, (a) integralleri i¢in elde edilmis (70) ve

(74 ) agilimlarimi yerine yazilirsa

T M, (2)o_(z-a)dz=l, (a)+J, (a)

:an+2+|:~ _(n+2)ci|an+l

2 l'l21 ,27'5
4(n+1)oji 2
'|'1 ﬁgl_ ( )GHZ:L + (n+1)(n+2)6 a" +0(an)
2 2w 2

a™ 1. (n+o it
2 uZl ,27'C

1} . 4 +Dop n+1)(n+2)c’
{um a (N+D(N+2)

+_
2 N 2

}a” +o0(@@")

PV n+1)(n +2)c?
=a"?+2f,a 1+{p31+( )(2 )

}a” +o(a") (75)

acilimi elde edilir. Ayrica, a —oo iken, T=a/oc —woldugu ic¢in, Mill teoremine gore

(bkz., Abramowitch and Stegun, [1]),
D(-T) = @ (L+0(1)) = o(exp(-a®/ 26?)) = o(1)

olur. Diger taraftan, p, <ooolduguna gore, a — oo iken,

n,®(-T)3  =o() (76)
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olur. Dolayisiyla, (75) ve (76) acgilimlarini (62) esitliginde gbz 6niinde bulundurarak, her

n >0 i¢in, a —> oo iken,

; P n+1)(n+2)c” | ., ,
E(GIM,(C,))=a"" +2{i,a 1+{u31+ ( )(2 ) }a +o(a")
acilimi elde edilir. Bu da Yardimci Teorem 2.1.5.2’nin ispatini tamamlar. [

Yardimar Teorem 2.1.5.3. p, <o her n=0,1,2,... i¢in, a >0 iken, asagidaki

asimptotik acilim yazilabilir:
E(gf M, (gl)) =a"® 430" + {3ﬁ31 + % (n+2)(n +3)62:|an+1 +o(a™™).

ispat: Her n=0,12,... icin,
E(6IM,(4,)) =] 2"M,(@)dn(z) =[ 2"M, (2)o, (z—a)dz +p,D(-T)3 (77)
0 0
*dir. Bu takdirde, (77) esitligindeki integral asagidaki sekilde yazilir:

Tz” M, (2)¢_(z-a)dz :j M, (2)¢_(z-a)dz+ T M, (2)¢_(z-a)dz, (78)

burada M, (2) =2"M,(2) ¢_(z-2) = i(p(?) dir,
(78) esitliginin sag tarafindaki integraller, sirasiyla I, (a) ve J, (a) ile gosterilsin,
yani,

I, (@)= i M, (2o (z-a)dz; J, (a) = T M, (2)o_(z-a)dz

olsun. Budurumda, 1, (a)=M, (a)*¢_(a) oldugu icin

L)=M, )5, () (79)
olur. Burada I, (A) ve M, (%) ile, sirasiyla, 1, (a) ve M, (@) fonksiyonlarinin Laplace
doniigiimii - gosterilmistir. 1, (a) integralinin, a-—oo iken, asimptotik davranigin
incelemek i¢in T3n (A)’nin, A —0 iken, davranis1 incelenmelidir. Onerme 2.1.5.5’¢ gore,

A — 0 iken,
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6 =11 29, .92 0
(pG(K)—Z{l mmzxm(x)} (80)

sekilde yazilabilir. Diger taraftan, Onerme 2.1.5.6’ya gore, u, <+oo oldugunda, z—>o0
iken,

M, (z) =2° +3fi,,2° +3[1, 2 +0(2) (81)
“dir. O zaman,

M, () =z"M,(z) =z"° +3[i,, 2" +3f1,,z"" +0(z"") (82)
olur. (82) agilimindan, A — O iken,

n+3)!
xn+4

(n+2)!
)\ln+3

n+D)! 1
31 xn+2 +O(}Ln+2)

M, (A)= ( +3f1,, +3i (83)

acilimi elde edilir. (80) ve (83) acilimlarin1 (79) esitliginde yerine yazilarak:

1,09 =W, (90,4) =3 {12200 T 00

n+3)! . (n+2)! __ (n+1)! 1
{ )\‘n+4 +3“21 7\‘n+3 +3M31 }\’n+2 +o(}\‘n+2)
1{(n+3)! . (n+2)! __ (n+1)!
ZE{ 7\,n+4 +3H21 7\,n+3 3“31 7\‘n+2
_ 20 (n+3)! 6oji, (n+2)!+cs_2(n+3)!+0( 1 )
/27_[ 7\,n+3 fzn 7\,n+2 2 xn+2 7\,n+2

_1(n+3)!+3£t21 (n+2)! o(n+3) (n+2)!
2 7\4n+4 2 xn+3 \/ﬁ }\'n+3

80y (4t 3ofi, (N+2) (n+1)!

2 }\’n+2 \/% )\‘n+2
2 I
.o (n+3)(n+2) (n +?'+o( 12)
4 )\’n+ }\Jm—

_1(n +3)!+ 30, o(n+3) |(n+2)!
2 7\,n+4 2 ,27'5 }\‘n+3
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i, 3ofi,(n+2) o*(n+3)(n+2) [(n+1)! 1
+|: 2 \/E + 4 } )\’n+2 +0(7\’n+2) (84)

elde edilir. (84) agilimina Tauber-Abel teoremini uygulayarak, 1, (a) integrali igin,

a — oo iken, asagidaki agilim elde edilebilir:

3
|3 (a) — lan+3 + l’l21 _ (n +3)G an+2
" 2 2 \2n

{Bﬁﬂ 3o, (n+2) . c’(n+2)(n+3)

2 J2n 4

J,, (@) integralinin asimptotik davramsi; a — oo iken, ele alinsin:

:|an+l + O(an+l) ] (85)

J,, @)= T M, (2)o_(z—-a)dz (86)

Onerme 5.6’ ya gore, u, <oo oldugunda, z—>o iken, M_(z)i¢in asafidaki asimptotik

acgilim bilinmektedir:
3 ~ _2 ~
M. (z) =2" +31,,2" +3[1,,2+0(2) .
Bu agilim1 g6z 6niinde bulundurarak, M, (z), Z — oo iken, asagidaki gibi yazilabilir:
__ 5N _ n+3 ~ n+2 ~ n+l n+l
M, (2)=2"M,(2) =2"" +31,,2"* +3[, 2" +2""g,(2). (87)

Burada g,(z) =(M,(z)-2°-3fi,,z* —3fi,z)/z fonksiyonu, z—oo iken, sifira
yakinsayan bir fonksiyondur, yani, limg,(z)=0"dir. (87) gosterimi, J, (a) integralinin

taniminda yerine yazilirsa,

J, (@)= IZM(PG(Z —a)dz+ 3ﬁ21'[z”+2(pc (z—-a)dz

+3,:I'31J‘ Zn+l(pc (Z - a)dz + J‘ Zn+lg3 (Z)(pG (Z — a)dZ (88)

elde edilir. Onerme 2.1.5.1 ve Onerme 2.2.5.2’ye gore, her n >0Qigin, a — oo iken,

o0

n+3 2
jzn+3(Pc(Z —a)dZ =a + (n +3)Gan+2 + (n + 2)(” +3)G an+

. 2 2n 4

1 + O(an+l) ,
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© n+2 n 2
J'Zn+2q)6(z —a)dZ _ a + ( + )Gan+1 +O(an+1);

2 2 on

n+l

+o(a
5 o

n+l)

IZM(PG (z—a)dz = 2

olur. Diger taraftan, Onerme 2.1.5.4’e gore, 1, <cooldugunda ve a— o iken,

TZ”+193 (Z)(PG (Z - a)dz = O(an+1)

"dir. Dolayistyla, biitiin bunlart J, (a) 'nin (88) esitliginde yerine yazarak,

n+3 2
a + (n +3)G an+2 + (n + 2)(n +3)G a‘n-¢—l

I, (@)= 2 NS 4

n+2 n+l
+3i,, {a + (n+2)o a””} +3fi,, {az }+ o(a"")

2 2n

n+3
a J{S - +3)cs}an+2

5 | 2Ha NS

3(n+2)ofi 2
+ § Flgl + ( )GHZ]_ + (n + 2)(n + 3)6 an+l + O(an+1) (89)
2 J2r 4

agilimu elde edilir. (78) esitliginde I, (a) ve J, (a) integralleri igin elde edilmis (85 ) ve

(89) acilimlari yerine yazilirsa

Tz”Mg(z)ch(z—a)dZE I, (@) +J, (a)

2
— an+3 + 3L~l213n+2 + |:31131 + (n + 2)(; + 3)G :|an+l + O(an+l) (90)

acilimi elde edilir. Ayrica, a—oo iken, T=a/c —0 oldugu i¢in, Mill teoremine gore

(bkz., Abramowitch and Stegun, [1]),
O(-T) = @ (1+0(1) = o(exp(-a*/25%)) =0(1)

olur. Diger taraftan, p, <ooolduguna gore, a —> oo iken,
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u P(-T)5_ =o(l) (91)

olur. Dolayisiyla, (90) ve (91) agilimlarini (77) esitliginde goz onilinde bulundurarak, her

n=0,1,2,...i¢in, a —>oo iken,

E(C,: MS(Cl)) — an+3 + 3,121an+2 + |:3|:131 + (n + 2)(; + 3)0_2 j|an+l + O(an+l) (92)

acilimi elde edilir. Bu da Yardimci1 Teorem 2.1.5.3” {in ispatini tamamlar. |

Yardimer Teorem 2.1.5.4. p, <oo her n=0,1,2,... i¢in, a —»>oo iken, asagidaki

asimptotik acilim yazilabilir:
E(C;: M, (Ql)) =a"™* +4f,a"" + {6%1 + % (n+3)(n+ 4)(;2}a”+2 +o(a"?).

Ispat: Her n=0,1,2,... igin,
E(g;M4 (gl)) :TZ"M4(z)dn(z) :TZ”M4(Z)(pG (z—a)dz+p,d(-T)5, , n=0,1 (93)
0 0
‘dir. (93) esitligindeki integral asagidaki sekilde yazilsin:
TZ”M4(Z)(|)G(Z —a)dz :iZnM4(Z)@G (z—a)dz + TZ”M4(Z)(pG(Z —a)dz (94)
0 0 a
(94) esitliginin sag tarafindaki integrallari, sirasiyla I, (a)ve J, (a) ile gosterilsin, yani
l,.(@)= _a[z”M4(z)(pG(z —-a)dz; J, (a) ETZ”M4(Z)(pG(Z—a)dZ
0 a
olsun. Kisalik igcin M, (z) =z"M,(z) yazilsin. Bu durumda,
@)= [M,, @0z -a)dz = [M, @), (a-2)dz =M, (@) 0, (@
0 0

olur. O zaman,
1, M) =M, (M), (95)

olur. Burada G()) ile G(a) fonksiyonunun Laplace doniisiimii gosterilmistir.
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I, (@) integralinin, a — oo iken, asimptotik davranisini incelemek igin I, (1) 'nin, A —0

iken, davranisi ele alinsin. Onerme 2.1.5.5%¢ gore, A — 0 iken,

6 =tl1 29, .92, 0ne
(pG(K)—Z{l \/ﬁmzxm(x)} (96)

seklinde yazilabilir. Diger taraftan, Onerme 2.1.5.6’ya gore, u, <+oooldugunda, z— o

iken,

M,(2) =2" +2p,2° +2n,2* +0(z°) = 2" + 4}1,,2° + 6[1, 2" + 0(z°). (97)
Buradan,

M, (2)=2"M,(z) =2""* +4f1,,2"" +6[i 2" +0(z"*?) (98)

olur. (98) a¢ilimindan, A — 0 iken,

n+2)! 1
1 }\‘n+3 +0(7\4n+3)

B (n+4)!Jr4~ (n+3)!

M, ()= (99)

+60,

}\ln+5 21 xn+4
acilimi elde edilir. (96) ve (99) agilimlar1 (95) esitliginde yerine yazilarak:

_20

N

{(n 4! e (0 +3)!+6,a31 (n};:i)!_'_o()\‘:-ﬁ)}

I, =M, W () :%{1 x+%2x2 +o(x2)}

21 (n+4)!+4~ (n+3)! 20 (n+4)!
xn+5 l'|'21 }\’n+4 \/ﬂ }\’n+4

2

- (n+2)! Bofi, (N+3)! o’ (n+4)! 1
+6 ——= +— +0

}’l31 }\’n+3 271: 7\JH+3 2 }\’n+3 (7\,”4'3)

_1j+at (n+3)! o 20(n+4)
_2{ }\‘n+5 + xn+4 |:4H'21 M :|

n+2! .. 8ofi,(n+3) o*(n+4)(n+3) 1
+ s {6%1— @ + 5 }Lo(km)} (100)
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elde edilir. (100) agilmma Tauber-Abel teoremini uygulayarak, I, (a) integrali icin,

a — oo iken, asagidaki agilim elde edilebilir:

_ 20(n +4)}

1
I, (@)==qa™" +a™*| 4
n(@) 2{ [ Mo N

_8ofi, (n+3) . c’(n+4)(n+3)

+an+2 6~ +0 an+2

1 n+4 ~ G(n+4) n+3
=q=a " +| 20, — a
{2 [ Ha \2n }

4ofi,,(n+3) o*(n+4)(n +3)}an+z n o(awz)} (102)

3. —
+|: Hgl \m 4

J,,(a) integralinin asimptotik davranis1 a — oo iken ele alnsin:
J,@=[2"M,@)¢_(z-a)dz=[M, ()¢, (z-a)dz (102)

Onerme 2.1.5.6’ya gore, p, <o oldugunda, z— o iken, M, () i¢in asagidaki asimptotik

acilim bilinmektedir:
4 ~ _3 ~ _2 2
M,(2)=2"+401,z° +6[1,2" +0(z7).
Bu agilim1 g6z 6niinde bulundurarak, M, (z), z —> oo iken, asagidaki gibi yazilabilir:
__ 5N __ n+4 ~ n+3 ~ n+2 n+2
M, @2)=2"M,(2)=z"" +4f,2"" +6[,2""" +2""g,(2). (103)

Burada g,(z)=(M,(z)-2z" -4fi,z° -6f,z%)/z* fonksiyonu, z-—>oo iken, sifira
yakinsayan bir fonksiyondur, yani, limg,(z) =0 *dir. (103) gosterimini J, (a) integralinin

taniminda yerine yazilirsa,

J, (@)= IZM(PG(Z —a)dz+ 4ﬂ2Jz”+3(pc(z —a)dz

+6[1,, [0 (z-a)dz+ [2"7g, (2)e, (2 —a)dz (104)
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elde edilir. Onerme 2.1.5.2° ye gére, her n > Oigin, a — oo iken,

o0

n+4 2
jzn+4(PG(Z_a)dZ=a +(n+4)can+3+(n+4)(n+3)6 an+

) 2 N 4

0 n+3
Izn+3(PG(Z_a)dZ: a +(n+3)6an+2+o(an+2).

a 2 om |

2 +0(an+2) 1

° n+2 _an+2
jz ¢ (z-a)dz= 5 +0(a

a

n+2)

"dir. Diger taraftan, Onerme 2.1.5.4” ¢ gore, u, <o oldugunda vea — oo iken,

IZ”+294(Z)(PG(Z —a)dz — O(an+2)

> dir. Dolaystyla, biitiin bunlar1 J, () 'nin (104) esitli§inde yerine yazarak,

n+4 2
a +(n+4)6a"*3+(n+4)(n+3)6 A2

2 N 4

- la" (n+3)0o . . |a™? -
+4M21|:T+( 7=2T3 a 2:| +6M31|:T:|+0(a 2)

n+4
- a7+ {2;1 LAn +4)G}a”*‘°’

21 E

. An+3Jofl,, (n+4)(N+3)c’ | ... n+2
{3 ot N + n }a +0(@""") (105)

agilimu elde edilir. (94) esitliginde 1, (a) ve J, (a) integrallari igin elde edilmis (101) ve

J4n (a) =

(105) agilimlar1 yerine yazilirsa,
[2"M,(2)o, (z—a)dz =1, () +,,(a)
0

2
= a"*“ + 41121an+3 + {61131 + (n il 3)(2 i 4)6 }amz + O(an+2) (106)

acilimi elde edilir. Ayrica, a —>oo iken T=a/c—> o oldugu igin, Mill teoremine gore

(bkz., Abramowitch and Stegun, [1]),



42

O(-T) = @ (1+o0(1) = o(exp(-a*/25%)) =0(1)
olur. Diger taraftan, p, <ooolduguna gére, a — oo iken,

u,D(-T)3 _ =0(l) (107)

olur. Dolayisiyla, (106) ve (107) agilimlarini (93) esitliginde g6z Oniinde bulundurarak,

her n=0,1,2,... i¢in, a —> oo iken,

n n+ ~ n+ ~ n+3)(n+4 02 n+ n+
E(C'M,(5,)) =a™" +4i,a 3J{6u31+( )(2 ) }a 2 +0(a"?)
acilimi elde edilir. Bu da Yardimei Teorem 2.1.5.4° {in ispatin1 tamamlar. |

Yardimer Teorem 2.1.5.5. p_<oo olsun. Bu takdirde, a—oo iken, asagidaki

asimptotik acilim yazilabilir:
E(M, () =a’+5[1,a* +10(fi, +c%)a’ +0(a°) .

Ispat: Tanima gore,
E(M,(¢,))= T M, (2)dn(2) =T M, (2)_(z —a)dz +p D(-T) (108)
0 0
“dir. (108) esitligindeki integrali asagidaki sekilde yazilir:
T M. (2)e_(z—a)dz :j M. (2)¢_(z-2a)dz + T M. (2)¢_(z-a)dz. (109)
0 0 2
(109) esitliginin sag tarafindaki integralleri, sirasiyla I, (a) ve J_ (a) ile gdsterilsin, yani
I, (@)= j. M. (2)o_(z—a)dz; J  (a) = T M. (2)¢_(z—a)dz
0 a
olsun. Bu durumda,
1@ = [M, @0, (2-a)z = [M,@)g_(a-2)dz = M, (@) *o_(2)
0 0

olur. Bu takdirde,

T, () =My, (1), (1) (110)
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olur. Burada TSO (X) ile I (a) fonksiyonunun Laplace doniisiimii gdsterilmistir.

I.,(a) integralinin, a — oo iken, asimptotik davramgini incelemek igin TSO (A) nin A —>0

iken davranisi ele alinsin. Onerme 2.1.5.5’e gore, A — 0 iken,

<oy 1), 20, o, oo
(pG(K)—Z{l ﬁmzxw(x)} (111)

seklinde yazilabilir. Diger taraftan, Onerme 2.1.5.6’ya gore, W, <+oooldugunda, z-—o0

iken,
M, (z) = z° +5[i,,z* +10f1,,z° +0(z°) (112)

olur. O zaman, Tauber —Abel teoremine gore, (112) agilimindan, A — 0 iken, asagidaki

acgilim elde edilir:

51 41 3!
M., (A) = +5M21 e +100,, — o +0( (113)

(111) ve (113) agilimlar1 (110) esitliginde yerine yazilarak:

~ 1 26 c’ 5! 4! 3!
ISO(}\)=§{1—E}»+?k2+0(7&)}{}V +5u21x5+10p31x4+0( )}

2 7\‘6 M21 }\45 H31 }\44 iZTE 7\,5 \E 7\‘4 2 7\‘4 }\44

2|28 28 J2n

elde edilir.(114) agilimina Tauber-Abel teoremini uygulayarak, 1 (a) integrali icin,

I 4 ! 4001
:1{5—+4—[sa21—m—6}+3—{10ﬁ31— o+ 20"} ol )} (119

a — oo iken, asagidaki agilimi elde edilir:

1) 5 4l o~ 100 APy 40cp 2 3
I_(@)==<a’>+a" |50, ———— |+ a°|100.. — 2L +1106° |+0(a
@)= Ha a5, -2 |1 20, - 208 11002 o)

a® ,[5. 56 .. 20ci ,
=" +a — | +a°| 501, ———2 +506° |+0(a° 115
2 {2 Ha E} {”31 2w 0[P (19)

J,, (@) integralinin asimptotik davranigini, a — oo iken, ele alinsin:
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J, (@) E]EMS(Z)(pG(Z—a)dZ. (116)

(112) agilimim goz dniinde bulundurarak, M, (z), z — oo iken, asagidaki gibi yazilabilir:
M, (z) =2° +5[1,,z" +1001, 2° +2°g_(2) . (117)

Burada g, (z) =(M,(z)-z°-5f,z" —1001,2°)/z° fonksiyonu, z—o iken, sifira
yakinsayan bir fonksiyondur, yani limg,(z) =0"dir. (117) gosterimini J. (a) integralinde

yerine yazarak,

J, (@)= Izswc(z —a)dz+ 5&21jz4¢6(z —a)dz

+10ﬁ31.f Z’¢_(z—a)dz+ J. 2°9.(2)o_(z—a)dz (118)

elde edilir. Onerme 2.1.5.2° ye gore a — oo iken,

K 5
[Z0,@z-a)dz :a? +22 8% 4 56%° +0(a%)

J2n

4o

2

© 4
jz“(pc(z—a)dz =a?+ a’+o0(a’);

T3 _33 3
Iz (pg(z—a)dz—E+o(a )

olur. Diger taraftan, Onerme 2.1.5.4’e gore, U, <oo oldugunda ve a —ooiken,

[ 29,200, (2-a)dz ~o(a)

olur. Dolayistyla, biitiin bunlart J_ (a) ‘min (118) ifadesinde yerine yazilarak,

a®> 50 , s 3 . |a' 4o . |a® s
J_(d)=—+—a" +5c"a” +5 —+——a"|+10 — |+o0(a
50( ) 2 fzn G ”'21 2 fzn l'l3l 2 ( )

5 50 20001
=—+a’ {ﬁ+5—0}+{5ﬁ31+&+502}a3+0(a3) (119)

2 on 2
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agihmu elde edilir.  (109) esitligine geri doniip, 1 (a) ve J  (a) integralleri i¢in elde

edilmis (115) ve (119) agilimlar yerine yazilirsa,
[M,(@)0, (z—a)dz =1, (a) +I,,(a)
0

=a°+a'[ 51, |+a’ [10&31 +1002] +0(a%)

=a°+5fi,a" +10(ji,, +o°)a’ +o(a°) (120)

acilimini elde edilir. Ayrica, a — oo iken, T=a/c — woldugu i¢in, Mill teoremine gore

(bkz., Abramowitz and Stegun, [1]),

D(-T) = @ (1+0(1)) = o(exp(-a®/ 26?)) = o(1)

olur. Diger taraftan, p_ <ooolduguna gére, a — oo iken,

pO-T) =p, @ (1+0(1)) = o(exp(-a*/ 26°) = 0(1) (121)

olur. Dolayisiyla, (120) ve (121) agilimlarin1 (108) esitliginde gz oniinde bulundurarak,
a — oo iken,
E(M,(¢,)) =a° +5fi,a* +10(fi, +c%)a’ +0(a’)

acilimi elde edilir. Bu da Yardimci teorem 2.1.5.5’in ispatin1 tamamlar. |

Boylece, X(t) siirecinin ergodik dagilimimin ilk dért momentinin kesin ifadesinde

bulunan E(C]M, (€,)) bicimli tiim integrallerin asimptotik davranislar: incelenmis oldu.

2.1.6.X(t) Siirecinin Ergodik Dagihminin ilk Dért Momenti I¢in Asimptotik
Acilimlar

Bu kismin amaci, X(t) siirecinin ergodik dagilimmin ilk doért momenti

(E(Xk),kzl, 2,3,4) ig¢in {i¢ terimli asimptotik acilimlar elde etmektir. Bunun igin

asagidaki teoremler verilsin.
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Teorem 2.1.6.1. Teorem 2.1.3.1’in kosullara ilaveten E(‘nl‘3)<oo olsun. Bu

takdirde, a-—>oo iken X(t) siirecinin ergodik dagiliminin beklenen degeri (E(X)) i¢in

asagidaki ii¢ terimli asimptotik acilim yazilabilir:
a c 1
E(X)==+c, +-*+0(5),
( ) 2 11 a (a)

1 1

~ - 2 ~2 _~ 7.

burada C11:m21_5u21' Clzzz[c +“21_“31:|’
e~ m - u . ky. +ky.
M it M= B b =BG k=123

‘dir.
Ispat: Teorem 2.1.4.1°de X(t) siirecinin ergodik dagiliminin beklenen degeri

(E(X)) i¢in asagidaki kesin ifade bulunmustur:
E(X)=R,(a)G,(d) +A,

E(M,(5)°

burada A =m_; R (a)

6,(2) = E(GM,(6) -3 EM, ()

’dir. Yardimc1 Teorem 2.1.5.1°e gore, a — oo iken,

I SR S PR P e
R, (@)= E(M,(C)) a{l a +0(a2)}

olur. Yardimei Teorem 2.1.5.1 ve Yardimer Teorem 2.1.5.2” ye gore ise, @ — oo iken,

G,(a)=[a’ +afi,, +c” +0(1) |

1 ~ -
_E[az +20,a+[, + o’ + 0(1)]

acilimlar1 dogrudur. Bu takdirde,
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E(X)=§{1—“azl i21+o(1)}a2{+ a”31+o( )}+A

_a 1.

2 2p|.21+m +—|:G +u21—p31]+0( )

_a 1 1
_§+C11+5C12+0(§)

olur. Burada,
-~ 1. 1r, ., .
Cll:mZI_EMZl’ Cp, :E[G +“21_“31]
’dir. Bu da Teorem 2.1.6.1°i ispatlar. [

Teorem 2.1.6.2. Teorem 2.1.3.1°in kosullarina ilaveten E(‘n1‘3)<oo olsun. Bu

takdirde, a — oo iken, X(t) siirecinin ergodik dagilimmin ikinci momenti (E(X?)) icin

asagidaki ti¢ terimli asimptotik a¢ilim yazilabilir:

2

a
E(Xz):€+c21a+c22 +o(l).

Burada,
s 1. — 2/ — 1 2 = o~ 1.,.
C21_m21_§“21’ Cp =2My —My +0 _m21u21+§“21’
- m  _ u
mkl—k"; o =—=im =EMm)ip, =E(x ) k=123
m, 1
*tir.

Ispat: Teorem 2.1.4.2°de X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ikinci momenti

(E(X?)) i¢in asagidaki kesin ifade bulunmustur:
E(X*) =R, (a)G,(a)+A,,

burada,

R.(@)= ; G,(@)=B, (a)+2m

A =2m
E(M,() (z; )’ 2Bz (?);

31’

B, (a) =E((;M,(C)) -E(CM,(C)) + % E(M,(C,);



48

B,,(@) =E(C,M,(C) —%E(MZ(Q))

’dir. Yardimci1 Teorem 2.1.5.1, Yardimei Teorem 2.1.5.2 ve Yardimci teorem 2.1.5.3°e

gore, a— oo  iken,
B, (a)=[a’+[i,a° +3c’a+0(a) |-[a® +2fi,;a° +3c’a+{i,a+0() |

3
+%[a3 +3i,8° +3fia+30’a+0(a) | = % +c%a+0(a)

‘dir. Yardimci Teorem 2.1.5.1 ve Yardimci Teorem 2.1.5.2° e gore, a — oo iken,
B a2, ~ 1, 2 _ 1.,
»(@)=]a +u21a+o(a)]—§[a + p21a+o(a)}—§a +0(a)

agilimlart yazilabilir. Bunlar G_(a) da yerine yazilirsa,
a’ 1
G,(a)= §+02a+o(a) +2m21{5a2+0(a)}
a® ) a’ 3m,, 3
=—+m_a“+ac” +0(a)= 1+—= +0
3 2 @)= 3 { a a’ ( )

acilimi elde edilir. Diger taraftan, a — oo iken,

_ 1 _1 _ﬂzl le
Rl(a)=E(M1(g1))_a{1 2 a2 oG )}

’dir. Dolayisiyla, a — o iken,

) (o
Rl(a)Gz(a)zé{l—“; izuo(ai)}Z{H :21 3 ok )}

3 2 2

2 3m 0 2 3m._n 1
:a_{1+ 21_h+3£_ 1Mo M21_i_0( )}
a a a a a

2 1. N 1.
:€+a|:m21—§p.21:|+‘:62 —m21p21+§p§1}+0(1)

olur. Ozetle, a — o iken,
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2

E(X?)=R,(2)G,(a)+ A, = ‘% +c,a+c,, +0(l)

acilimi elde edilir. Burada,

J— o~ 1~ -
Cp= m21_§u21’

1
—~’_m 0 -2 M2
sz_c m21”21+3“21+2m21 m31

’dir. Bu da Teorem 2.1.6.2.°nin ispatini tamamlar. [ ]

Teorem 2.1.6.3. Teorem 2.1.3.1’in kosullarina ilaveten E(nf)<oo olsun. Bu

takdirde, a —>oo iken, X(t) siirecinin ergodik dagilimmin iigiincii momenti (E(X?®))

icin agagidaki ti¢ terimli asimptotik agilim yazilabilir:

3
E(X3) = aZ +a’c, +ac,,+0(a),

~ 1. ~2 3. 3, 1., o ..

burada c,, =m,, _2“21’ Cyp =3M3, _Em?)l +EG +Z“21 — My
e~ m .o~ H . ky. +ky.

o =P g e O =BG 1,23

tiir.
Ispat: Teorem 2.1.4.3°de X(t) siirecinin ergodik dagilimmin iigiincii momenti
(E(X®)) i¢in asagidaki kesin ifade elde edilmistir:

E(X*)=R,()G,(a) +3A,,

burada,
1
Rl(a) = E(M—(C)), G3(a) = B3l(a)+AlB32 (a)+3A2833(a)
1\=1
A =m_: A =2m? ~'A—1~ 2m._ v 2me :
1 =My , =My =My, 3_§m41_ m, my, +2m,,;

Bal(a)zE(ciml(cl))—g (cflvlz(cl))+E(clmg(cl))—%E(M4(cl))

B,,(2) =3[ (E(&/M,(5)))~E(&,M, () [+ E(M,(5));
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1
B,(2) = E(G,M,(6)) -5 E(M, ()
“dir. Simdi B (a),i=1,2,3 igin asimptotik agilimlar asagidaki sekilde elde edilir.

Yardimc1 Teorem 2.1.5.1, Yardimer Teorem 2.1.5.2, Yardimct Teorem 2.1.5.3 ve
Yardimecir Teorem 2.1.5.4° tin asimptotik sonuglart g6z 6niinde bulundurularak a — oo

iken, B, (a) igin asagidaki acilim elde edilir:
B _ a4 ~ 3 6 242 3 4 3~ 3 3~ 2 9 2,2
z@)=a"+[,a +6c°a —Ea —3fi,a —Epsla —9c°a

+a* +3fi,a° +3fi,a’° +6c%a’

1 4~ 3 3. 2 3 2.2 2
—Za —0,a _5“313 —Eca +0(a%)

=1a4+§02a2+0(a2).
4 2

Yardimci1 Teorem 2.1.5.1, Yardimci Teorem 2.1.5.2 ve Yardimci Teorem 2.1.5.3” in

asimptotik sonuglarini gdz 6niinde bulundurularak a —oo iken, B, (a) igin asagidaki

acilimi elde edilir:
B,,(8) =3[ (E(¢IM,(5))-E(6,M,(€) |+ E(M, ()
=3[a’+fi,a° +30’a—a’~ 2{i,a’ — (fi,, +30°)a |
+a® +3fi,,a° +(3fi,, +3c°)a+0(a) =a’ +3c’a+0(a).
Yardimci Teorem 2.1.5.1 ve Yardimci Teorem 2.1.5.2°nin asimptotik sonuglar1 géz dniinde
bulundurularak , a — oo iken, B, (a) igin asagidaki acilimi elde edilir:

2~ 2 1r., ~ ~ 2
B,(@)=a"+0,a+c" +0o(l —E[a +20,a+[i, +c +0(1)]

a’ 1 -
:?+E 02—;,121:|+0(1).

B, (@), 1=12,3 i¢in elde edilen bu agilimlar ve R (a) igin Teorem 2.1.6.1°de elde edilen

asimptotik agihm E(X?) *iin yukaridaki kesin ifadesinde yerine yazilarak, a — oo iken,
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S T ~ 2
E(X )=Z+Z[4m21—uﬂ]a

+%[12m§1 —6m,, +60° + 12, — 4, i, |a+0(a)

acilimi bulunur. Ozetle, a — oo iken,

3
E(X®) = % +c,a’+c,,a+0(a)

Oy, L 8my 3, 1., _
olur. Burada ¢, =, —f , C,=3m — 231 +§cs2 +Zu§l —M, [,
- m - K Kk +k
Mg =7 fi,=7"<:m =E(); r =E@X )k=123
k1 k1 k 1 k 1
km, Ku,
’tiir. Bu da Teorem 2.1.6.3’{in ispatin1 tamamlar. [ ]

Teorem 2.1.6.4. Teorem 2.1.3.1’in kosullarina ilaveten E(|n|5)<+oo olsun. Bu

takdirde, a—oo iken X(t) siirecinin ergodik dagilimmin dérdiincii momenti (E(X*))

icin agagidaki ii¢ terimli asimptotik ac¢ilim yazilabilir:

4
4y _ A 3 2 2
E(X )=7+c41a +c,,a° +0(a’),

o 1o, 22 o ) oo M
Burada c41=m21—gu21, c,,=4m; —2m_+2c —m21p21+f,
~ m - il
m = ki - i, = ki . m :E(nk) m :E(X+k) k:123
k1 T k1 ! Kk 177 Mg 1 ) y &y
km, TR

*tiir.

Ispat: Teorem 2.1.4.4’de X(t) siirecinin ergodik dagiliminin dérdiincii momenti

(E(X*)) i¢in asagidaki kesin ifade elde edilmistir:
E(X")=R,(a)G,(a)+3A,,

burada Rl(a):m; G,@=B,(@)+2AB,(a)+6A,B,.(a)+6AB,(a);

B,, (@) =E(&; (M, (C))) —2E(L;(M, (£, ) + 2E(E;M, (5,) —E(E,M, (€,) + % E(M,(C,);
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B,,(a) = 2E(C; (M, (C,))) —3E(C; (M, (C,)) +2E(C, (M, (L)) —%E((M4(C1)) !

B,,(2) = E(C; (M, (C,)) —E(C,(M,(E)) + % E(M,(C));

B, () =2E(S,(M,(C))) —E((M,(C)))
"dir. Simdi de B, (a),i=1,2,3,4 icin asimptotik agilimlar asagidaki sekilde elde edilir.

Yardimci teorem 1.5.1-1.5.5’in asimptotik sonuglarin1 géz oniinde bulundurarak ,

a—oo iken, B, (a) i¢in asagidaki acilimi elde edilir:
B, (a)=[a° +[i,a’ +10c%a’ | -2[a®+2fi,;a" +fi a° +10c%a° |
+2[a°+3fi,a" +3fi,a° +10c%a° | —[a°+4fi,;a* +6fi,a° +10c°a° |
155~410~31023 3_15 223 3
+§[a +901,,2" +10p,a° +10c°a ]+o(a )—ga +2c°a’+o0(a°).

Yardime1r Teorem 2.1.5.1, Yardimci Teorem 2.1.5.2, Yardimci Teorem 2.1.5.3 ve
Yardimci teorem 2.1.5.4 ’{in asimptotik sonuglarini g6z 6niinde bulundurarak a — oo iken

B,,(a) i¢in agagidaki agilimi elde edilir:

B, (a)=2[a*+fi,a° |-3[a* +2fi,a° | +2[a" +3fi,a° |

1 . a’
_E[a4 +4fi,a° |+0(@’) = S 0(a%).

Yardimc1 teorem 2.1.5.1, Yardimci teorem 2.1.5.2 ve Yardimci teorem 2.1.5.3 ’iin

asimptotik sonuglarni g6z Oniinde bulundurarak a —oo iken, B, (a) igin asagidaki

acilimi elde edilir:

3
3 a

1
B, () :a3—a3+§a +0(a%) :€+o(a3).

Yardimcr teorem 2.1.5.1 ve Yardimci teorem 2.1.5.2°nin asimptotik sonuglarini goz

oniinde bulundurarak , a — oo iken, B, (a) i¢in asagidaki agilimi elde edilir:

B, (8)=2(a*+o0(a*))—(a*+o(a*)) =a’*+o(a*) =o(a’).
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B,; (@),i=1,2,3,4 i¢in elde edilen bu agilimlar1 ve Rl(a) icin Teorem 2.1.6.1 ’de elde

edilen asimptotik agilhimi G, (@) 'nin yukaridaki kesin ifadesinde yerine yazarak, a — oo

iken,

G,(@)=B, (a)+2m (a)+6A.B,(a)+6A,B,,(a)

21B42
4 3

- Eaf’ + 202a3} +om,, {%} +6A, {%} +o(a%)

= %as +2m,a*+2(c’ +A,)a’ +0(a’)

a® S5m, 10 2 1
:€{1+T+a_2[A2 +0 ]+0(¥)

oldugu goriiliir. Simdi, G,(a) i¢in elde edilen bu agilm ve R (a) i¢in Teorem 2.1.6.1°de

bulunan asimptotik agilim1 E(X*) *iin kesin ifadesinde yerine yazilarak, a — oo iken,

E(X*) =R, (a)G,(a)+3A, =%a4 +a’ {mn —%}
A%

+a’ {ZA2 +206° —M i, + ?} +0(a’)+3A,

1 4 3 2 2
=ga +c,a°+cC,a"+0(a")

acilimi elde edilir. Burada

o~ lVL21
c, =mm ——2;
41 21 5
C_ =42 —2M_+20°—m i +iz
42 21 31 21“21 5

’dir. Bu da Teorem 2.1.6.4’lin ispatin1 tamamlar.

Boylece, bu calismanin temel amacini olusturan problem, yani, X(t) siirecinin

ergodik dagiliminin ilk doért momenti (E(X¥), k=1,2,3,4) icin ii¢ terimli asimptotik

acilimlarin elde edilmesi problemi ¢6ziilmiis olur.
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2.1.7.Normal Miidahaleli Rasgele Yiiriiyiis Siirecinin Ergodik Dagilin icin
Zayif Yakinsama Teoremi

W(t) = X olsun. Bu durumda, Sonug¢ 1.3.3’den yararlanarak, W(t) siireci igin

asagidaki teoremi ifade edilebilir.

Teorem 2.1.7.1. E@f )< +ove a—>oo iken ° S sartlar1 saglandiginda,
a

W(t) siirecinin ergodik dagiliminin karakteristik fonksiyonu (¢, (0)), [0,1] araliginda
diizgiin dagilima sahip bir rasgele degiskenin karakteristik fonksiyonuna (¢,(0)) diizgiin

yakinsar, yani a — oo iken,

i0_
94/ (0) > 0,(0) = &2

olur.
Ispat: Sonug 1.3.3%e gore,
0 (-0)-1
¢, (6) = EN . ! exp(uez)mdn(z) (122)

dir. Diger taraftan, W(t) = & ‘dir. Bu durumda, W(t) siirecinin ergodik dagiliminin
a

karakteristik fonksiyonu (¢, (0)) asagidaki sekilde yazilabilir:
0
0 1 Foie @, ()
0) =0, (3) = =7 | exp(—z) —2—~——dn(z 123
0w (=0, @) = gn gy | 2P 0.0y (123)
Ayrica, Wald 6zdesligine gore,

E@Sy ) =mE(N(2)) ve E(SN . )) = T E(Sy,)dn(z) =mEN(C)

‘dir. Burada m, =E(n,); E(N,(C))) =IE(N1(Z))dn(Z) dir. Yapilan varsayima gore,
0

g, =max{0;Y,}; Y, eN(@a;c’); a—ow, 50

dir. Kisalik igin,
E(S.. )=E(@+S,,  )=a+ E(§N(C )

N(&,) N(&,)
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seklinde gosterilebilir. Burada §N(g ) = SN((; ,—a dir. 250 olduguna gore, SN(C) ‘nin
1 1 a 1

beklenen degeri E(S, . .) = o(a) *dir (bkz., rnegin, Rogozin [71]). Dolayisiyla,

N(&,)

E(N,(6)) = —E(Sy.,) = —E@+5,)) == (1+o(D)

1 1 1

olur. Ayrica, n, rasgele degiskeninin ilk iki momenti sonlu oldugundan,

0, (-D)-1= E@exp(-2n) -1
a a

_1—@m L +Ho(= ) -1
a

|9m

= +o( 5= - (14 0()

olur. Dolayistyla, @ — oo iken (123) esitliginin pay1 (1,(a)) ve paydasi (I (a)) asagidaki
gibi yazilip degerlendirilebilir:
1,(a) = ENl(cp[(pn(—e)—l}

rn( o(1)) (— l)(1+0(1)) (=i0)(1 + o(1)); (124)

1

1 (a) = eXp(mi) (pSN(z) (—%)—1}

_exp(le_z) {exp( esaN(z))} }
i0z
=E{exp[ (SN(Z))}} e d .

[on( ) 0, (2112

T{E{exp{—?%m }} _ eieaz}dn(z)
-E {exp[—%e (§N(C1))} _

O zaman,
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-G, oD -Eee@@+T))
a 1 a a

olur, burada & =¢ —a’dur.

I,(a) = 119 E(Sy.,)+ o(l) —e‘eE((exp(ieZ;l
a 1 a

a

)

119 ES,.,) +o(1) —e" {1+i—eE(§1) +o(1)}
a 1 a a a

. c < ,
ve a —> oo iken, — — 0 olduguna gore,
a

E(C,)

E(S
—( N(Cl))zo(l) ve al =0(1)

olur. Bu takdirde,

1,(a) =1-€" +0(1) (125)
seklinde gosterilebilir.

I,(@) ve I,(a) 'mn (124) ve (125) ifadeleri (123)’ de yerine yazilirsa, a — oo iken

c
— — 0 sart1 altinda,
a

L@  1-e” el® _1

?,,(0) = . : (126)
W I (a) —i0 i0
olur. Burada, o, (0)= !Lrpo Py (0) "dr.
Boylece, Teorem 2.1.7.1 ispati tamamlanir. [
el _1

Not:

=¢,(0) ifadesi [0,1] araliginda Diizgiin dagilima sahip bir rasgele

degiskenin karakteristik fonksiyonu oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla, stireklilik

teoremine gore, asagidaki sonuca varilabilir.
Teorem 2.1.7.2. a—>o ve 2 0 oldugunda, W(t) siirecinin ergodik dagilimi
a

[0,1] araliginda Diizgiin dagilima zayif yakinsar, yani her v €[0,1] icin a — oo iken,
!im P{W(t)<v} >V

olur. n
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2.2. Normal Miidahaleli Odiillii Yenileme Siirecinin Asimptotik Yéntemlerle
Incelenmesi

Bu boliimde tez konusunun bir alt bagligi olan “Normal miidahaleli 6diillii yenileme
stirecinin ergodik karakteristikleri igin asimptotik sonuglar” konusu ele alinmistir. Konuya
genel bir giris yapildiktan sonra ele alinan siire¢ matematiksel olarak insa edilmis ve bazi
genel kosullar altinda bu siirecin ergodik oldugu gosterilmistir. Ayrica, ergodik dagilim
fonksiyonu bir yenileme siireci araciligi ile ifade edilmis ve bu gdsterimden yola ¢ikarak,
ergodik dagilimin n. mertebeden (n=1,2,3,...) momentleri i¢in kesin ifadeler elde edilmistir.
Ozel bir durum (Ustel dagilim durumu) i¢in ergodik momentlerin asikar sekli ortaya
konulmustur. Daha sonra yenileme fonksiyonunun cesitli integralleri igin asimptotik
acilimlar yardimci teoremler seklinde Onerilmis ve ispatlanmistir. Bu sonuglardan
yararlanilarak, Normal miidahaleli siirecin ergodik dagiliminin n. momentleri i¢in genel
durumda ii¢ terimli asimptotik acilimlar elde edilmistir. Elde edilen asimptotik agilimin
yardimi ile hesaplanan moment degerlerinin kesin degerlere ne kadar yakin oldugunu
gormek i¢in 6zel bir durum ele alinmis ve bu durum i¢in Monte Carlo simiilasyon yontemi
uygulanarak, ergodik momentler ig¢in simiilasyon degerleri elde edilmis ve bu degerler
asimptotik sonuglarla karsilasgtirilmistir. Karsilastirma sonugunda elde edilen asimptotik
acilimlarmn simiilasyon sonuglarina yeterince yakin olduklari tespit edilmistir. Ozellikle,
a>7 oldugunda uyum yiizdesinin %99 un iizerinde oldugu gézlemlenmistir. Ayrica, siirecin
ergodik dagilimi i¢in zayif yakinsaklik teoremi ispatlanmis ve sinir fonksiyonelleri igin

asimptotik sonuglar elde edilmistir.

2.2.1. X(t) Odiillii Yenileme Siirecinin Matematiksel Kurulusu

{&n N, G, On } ,n>1 dizisi (Q, 3, P) olasilik uzayinda tanimlanmis bagimsiz ve ayni
dagilima sahip rasgele vektorler dizisi olsun. Ayrica, € ,m ,C ,0 rasgele degiskenleri

kendi aralarinda bagimsiz ve pozitif degerli degiskenler olsun. Bu rasgele degiskenlerin

dagilim fonksiyonlar1 bilinsin ve sirasiyla, ®(t), F(x), n(z), H(t) ile gosterilsin, yani

D(t) =P{e, <t}; F(x) =P{n, <x}; n(z) =P{¢, <t}; H(t) =P{6, <t}
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olsun. {&n} ve {nn} baslangi¢c rasgele degiskenler dizisinden yararlanarak {Tn}ve {Sn}

yenileme dizilerini agsagidaki sekilde tanimlansin:

T,=5,=0; Tn:an“gi; Snzznl:ni; n>1.

Ayrica tam degerler alan {Nn }, n > 0, rasgele degiskenler dizisi asagidaki gibi verilsin:

N, =0; N, =N,(2) =inf {k>1:z2-S,_ <0} =inf {k>1:S,_>z}; >0,
N, =N, () =inf{k=N, +1:¢, -8, +S, <0}, n=>1

Burada inf(&) =+oo olarak kabul edilmistir.

N, (2)

N
Ayrica, 1,=0; 1, =1/(2)= TNl(Z) = Z;‘ &, t.=1( )= TNn = Z_;ii;
y, =1 +0 ;n>1, olsunve v(t) yenileme siireci asagidaki gibi tanmimlansin:
v(t)=max{n>0:T <t},t>0,
Simdi ele alinacak X(t) stokastik siireci verilebilir:
Her Y, St<y ..

C,=220; S S, ’dir.

v(t,+0) = N

X(t) siirecinin yukaridaki tanimi1 asagidaki sekilde de verilebilir:

X(t) = gomax{o,gn ~S, 0 *+Sy, }l ().

[y” ;yn+l)

Burada I, (t) ile A kiimesinin indikator fonksiyonu gosterilmistir, yani,

. (D=LteA I, ()=0,tgA dmr

n>0 igin X(t) = max{O,Qn —Sv(t) +S, }olsun.

Burada
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Yukaridaki gibi tanimlanan X(t) siirecine, literatiirde, kesikli sans karisimli 6diillii

yenileme siireci denir. Bu c¢aligmada, kesikli sans karigimini ifade eden (. rasgele

1
degiskeninin [0,c0) arahiginda (a,c”) parametreli Normal dagilima sahip oldugu
varsayilir. Bu nedenle, ele alinan X(t) siirecine “Normal dagilima sahip kesikli sans

karisimli 6diilli yenileme stireci” veya kisaca “Normal miidahaleli 6diillii yenileme siireci”

denir. X(t) siirecinin bir realizasyonu Sekil 2'de gosterilmistir:

A Eo
r :l'—."
- T T
] | Dk
e o S
— : | ! . : :
! Lo ! i i i i i
i " | i | i | —
: : ! : : : i : :
| LT | | L, |
i i : _""‘I : i i '_""‘I :
' ' i My ! ' ' i i
i i Eu ] i i i
+ i 4 T i + i
| | ! ! ! ! ! | |
' ' i i ' ' | ! !
! ! : : i ! ! : : .
Bo Bg =t
. T T =T Tya Ty =T,

Sekil 2. Normal Miidahaleli Odiillii Yenileme Siirecinin bir gdsterimi

2.2.2.X(t) Siirecinin Ergodikligi ve Ergodik Dagilim Fonksiyonu I¢in Kesin
ifadeler

Ele alinan stokastik siirecin duragan karakteristiklerini incelemek i¢in dncelikle

X(t) siirecinin ergodik oldugunun ispatlanmasi gerekir. Bu nedenle, asagidaki onermeyi

ele alinsin.

Onerme 2.2.2.1. Baslangic rasgele vektorler dizisi {(gn,nn,gn,en)}, n>1,

asagidaki ek kosullar1 saglasin:
i) O<E(g)<to, i) O<E(8)<+o, iii) E(n)>0,
IV) m, aritmetik olmayan rasgele degiskendir,

v) (, rasgele degiskeni [O,oo) araliginda normal dagilima sahiptir.
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Bu takdirde, X(t) siireci ergodiktir ve her 6lgiilebilir sinirli f(x) (f:[0,+oo) — R)

fonksiyonu i¢in asagidaki esitlik 1 olasiligi ile dogrudur:

lir rpo%j;f (X(u))du = E(ly 5 w T jof VP, {1, > t; X(t) edv} dtdn(z) (127)

Ispat: Ele alman X(t) siireci literatiirde “Kesikli sans karisimli yari-Markov

stirecler” adi ile bilinen genis bir sinifa aittir ve bu sinif icin literatiirde Smith'in “anahtar
yenileme teoremi” tipli genel ergodik teorem ispat edilmistir (bkz., Gihman ve Skorohod

[30], s.243). Dolayisiyla yukaridaki kosullar altinda ele alinan X(t) siireci ergodiktir.
Ayrica, bu kosullar altinda t-—>oo iken X(t) siirecinin zaman ortalamasi durum

ortalamasina 1 olasiligi ile yakinsar. Dolayisiyla, (127) esitligi dogrudur (bkz., Gihman ve
Skorohod [30], s.243). [

Simdi (127) esitliginden yararlanarak, X(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu
Q, (x) i¢in kesin formiil elde edilebilir. Bu amag igin Onerme 2.2.2.1 'de f(x) fonksiyonu

yerine indikator fonksiyonunu ele almak yeterli olur.

Onerme 2.2.2.2. Her x>0 icin X(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu

Q. (X) asagidaki gibi yazilabilir:

E(U, (& -x))

Qu(x) =1~ K+E(U, () (128)
Burada,

E(Un(ql))szun(z)dn(z):IUn(z)fql(z)dz (129)
"dir.

ispat: X(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonunu

Q(x)=limP,{X(t)<x},x=0 (130)

t—w
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ile gosterilsin ve indikator fonksiyonu agagidaki gibi tanimlansin:

I(o, X] (V)=1, eger v<xise; I(O, X](V) =0, eger V>X Iise. (131)

Bu takdirde, f(v) fonksiyonun yerine bu indikator fonksiyonunu yazarak, asagidaki esitlik
elde edilir.

T T T f(v)P, {Yl >t X(t) e dv} dtdmn(z)

St
E(1,) 220 V=0 t=0

_ E(lm j j P, {7, > t;X(t) < x} ditdn(2) (132)

Dolayistyla, her x>0 i¢in

Q,(x)= ! T TPZ {y, > t; X(t) < x} dtdn(z) (133)

oldugu goriiliir.
Notasyon kisaligi i¢in G(t,Xx,z)=P,{y, > t;X(t) <x} kabul edilse o zaman,
G(t,x,z) =P, {y, > t;X(t) < x}
=P, {t<t;X(t) <x}+P, {1, <t <v,;; X(t) <x} (134)

olur. Burada

G, (t.x,z) =P, {t <t;X(t) <x};

G,(t,x,z) =P, {1, <t <y; X(t) <x} (135)
denirse,

G(t,x,2)=G,(t,x,2)+G,(t,x,2) (136)
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yazilir. Simdi G, (t,x,z) fonksiyonunu hesaplansn:

G,(t,x,2)=P, {r, <t;X(t) < x} =iP (v(t)=n7, >t X(t)<x) (137)

z

Burada v(t)=max{n>0;T, <t} 'dir. Ayrica,

T, =28 S,=>.n, n2LT,=5,=0 (138)
i=1 i=1
oldugu g6z 6niinde bulundurularak,

(t,%,2) ip (T, <t<T,im>tX(t)<x|

:iP {T,<t<T,.;z2-5,>0,2-S,>0;...;2-S, >0;2—-S, <x}

Ms

P{T, <t<T,

n+l

{P{z-S,>0;z-S, <x}

Il
o

n

=3 (@, (1)@, (1) (R (2)-F, (2-%)) (139)

n=0

elde edilir. Burada®, (t)=P{T, <t} ve F,(z)=P{S, <v}'dr.

Simdi de G, (t;x;z) fonksiyonu hesaplansin:

G,(t,x,z) =P, {1, <t<y; X(t) <x}=|P, {1, edu;u<t<y,;0<x}

z

[ S———

t o
=IZPZ {Tn edu;v, =n;t<u+91;0§x}
0

n=1

n-1 =

t o
:IZP{Z S,120;z-S, <0;T, edu;6, >t—u;0<x}
0
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t o
= [>P{z-S,,>0;2-S, <O} P{T, edu}P{6, > t—u}e(x) (140)
o n=l
Burada,
e(a)=1 a>0ise;e(a)=0, a<Oise; H(t)=P{6, <t} (141)
“dir. Dolayisiyla,
L o J—
(tx2)=[3P{z-S,,>0,;2-S, <O}H(t-u)e(x)d®, (u) (142)
0 n=1

elde edilir. Buradaﬁ(t) =1—H(t)'dir. (142) formiiliinde asagidaki sadelestirmeni yapalim:

P{z-S,,>0;z-S, <0} =P{S,,<z<S,}

n-1 =

:JZ’P{Snl edy;y<z<y+n,} =j[1—':(2—y)]d':n1(y)

=F.(2)-F (2) (143)

=2 [F(2) =R @[, ()-H(O)*, (1)]e(x) (144)
n=1
t
Burada H EIH t u dCI) 'd1r (139) esitliginin her iki tarafina t
0

parametresine gore Laplace doniisiimii uygulanirsa,

G, (A x,z)= Ie“Gl(t, x,z)dt = i[Fn (z)-F, (z —x)] i
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elde edilir. Burada o(1)= E(e‘m)sje’“dd)(t)‘dlr.
0

~E(8) Y[R (2)-F (z-x)] =E(&)[U,(2)-U, (z-x)]

n=0

(146)

(147)

elde edilir. Benzer sekilde, (144) esitliginin her iki tarafina t parametresine gore Laplace

dontigiimii uygulanirsa,

G, (r.x,2)= [e7G, (t,x,z)dt
0

o 3R (2)-F (] )

elde edilir. Burada H* (%) zje‘”th(t) = E(e’“’l)'dm
0

lim
r—0 A

=E(6,) ve limg"(A)=1

A—0
olduguna gore,

G,(0,x,2)=1imG, (%,x,2)

=e(X)E(8,)[U,(2)-U, (2)+&(2) | =5(x)(2)E(6)

‘dir. Dolayisiyla, her z >0 igin

(148)

(149)

(150)
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G,(0,x,2)=

O'—.S

o (t,x,2)dt =E(6,)e(x) (151)

olur. Bdylece, her x >0 i¢in

,(0,x,2)= |G, (t,x,z)dt =E(6,)e(x)=E(6,) (152)

O'—.S

elde edilir. G(0,x,z)

I P {yl >t; X(t) < X}dt olduguna gore,
t=0

G(0,x,2)=G,(0,x,2)+G, (0,x,2) (153)

olur. Dolayisiyla,

Qu () == [ [ Py > tX(1) <x}dn(2)

E (Yl) z=0t=0

—_ L [8(0x2)dn(2) === [ {6,(0,x,2)+6,(0.,x,2)} d(2)

{T (&)(U,@)-U,@z-x) Jdn(z +T [E(6,)e(X) dn(z)}

E(&) j[(u (2)-U,(z-x)) |dn(z )+E(el)s(x>} (154)

olur. Ayrica,
E(y,)=E(t,+6,)=E(t,)+E(6,) (155)

‘dir. Wald 6zdesligine gore,

E(rl)=E(§:§lj=E(§l)E(Nl) (156)
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elde edilir. Burada,

E(N,(%) TE N, (2))dr(z :Tun(z)dn(z):E(Un(Ql)) (157)

'dir. Sonug olarak,

E(il)[E(Un (Cl))_E(Un (& _X))}r E(6,)

)= e JE(U, (6] E(0)
E(U(0)-E( ), E(0,(5-%)
TTOEUG)K K+E(U, Q) (199

olur. Burada K=E(6,)/E(&,) 'dir ve bu literatiirde gecikme katsayis1 olarak bilinmektedir.

Boylece, Onerme 2.2.2.2.'nin ispati tamamlanmus olur. ]

2.2.3.X(t) Siirecinin Ergodik Dagilminin n. Mertebeden Momentleri i¢in Kesin
ifadeler

Onerme 2.2.2.2'de X(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonunun kesin sekli X >0

oldugunda asagidaki gibi bulunmustu:

E(Un (Cl _X)) (159)

Burada Q, (X) = !LI‘Q P {X(t) < X} fonksiyonu X(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu;
Un (Z) ise {nn ,n=12, } rasgele degiskenler dizisinin iirettigi yenileme fonksiyonudur.
Ayrica, K= E(Gl)/ E(&,) gecikme katsayisidir.

Amag (159) esitliginden yola ¢ikarak, X(t) siirecinin ergodik momentleri icin
£, =max(0;Y;) oldugunda ii¢ terimli asimptotik agilimlarin elde edilmeleridir. Burada Y,

degiskeni (a;o”) parametreli Normal dagilima sahip bir rasgele degiskendir. Bunun icin
oncelikle (159) esitliginden yararlanarak X(t) siirecinin ergodik momentleri i¢in Kkesin

ifade yazilabilir. Bu 6zellik de asagidaki 6nerme ile verilir.
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Onerme 2.2.2.3. Onerme 2.2.2.1'in kosullar1 altinda X(t) siirecinin n.

mertebeden ergodik momentinin kesin ifadesi asagidaki gibidir:

0

E(X") :Tx”de (x)= nIx“‘l (1-Q, (x))dx

0

o0

n n-1 _ —
_K+E(Un(cl))gx E(U, (¢ -x))dx, n=1,23.. (160)m

Not: Gériildiigii iizere, (160) esitliginin sag tarafindaki ifade U, (x) yenileme
fonksiyonuna baghdir. Literatiirden de bilindigi gibi Un(x) yenileme fonksiyonunun
acik seklini bulmak bazi 6zel durumlar hari¢ ¢ok zordur. Fakat bu 6zel durumlar
icinU_ (X) fonksiyonunun agik sekli bilinse bile, yukaridaki integrali hesaplamak kolay

olmayabilir. Bunu gézlemlemek igin en basit durumlardan biri ele alinir ve 6rnek olarak

verilebilir.

Ornek 1. v, i=1,2,3,...rasgele degiskenleria >0 parametreli Ustel dagilima sahip
olsun. Bu durumda X(t) siirecinin n. ergodik momentleri asagidaki sekilde gosterilebilir:

E(xn): Ol + My ,
(N+D)[K+1l+ap | K+l+ap,

n=12,...

Burada u, =E(&7); ¢, =max(0,Y;); Y, eN(a;c?) dir.

Ispat: N, 1=1,2,3,... rasgele degiskenleri o.>0 parametreli Ustel dagilima sahip

olduklarinda, onlarin iirettigi yenileme fonksiyonunun asikar seklini kolayca bulmak

mimkiindiir ve her x>0 igin yenileme fonksiyonunun asikar sekli asagidaki gibidir:
U, (x)=ax+1 (161)

(161) esitligi (160)' de dikkate alinirsa,

o0

n n n-1
E(X ):mjx E(UH(CI—X))dX (162)

0
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oldugu goriiliir. Integral igindeki ifadeyi sadelestirmek igin ¢, rasgele degiskeninin olasilik
yogunluk fonksiyonu p.(z) ile gosterilsin. Bu durumda (162) esitligindeki integral

asagidaki gibi yazilabilir:

0 ['e]

]Ex”lE(Un (¢, —x))dx = J.x”’l(J. U, (z—x)p,(2)dz)dx

0 0

= x”‘l(T U, (z—x)p,(z)dz)dx = TpC (z)dz(jx”‘lun (z—x))dx

O ey 8

T (z){j oz - x)+1]dx}d

T n+1 1 n
:Hn(m) —}o @)z =B+ EGD
a 1
n(n +1) “n+l n — Uy (163)

Burada p, =E(E]) dir.

Sonug olarak siirecin n. ergodik momenti i¢in istel dagilim durumunda asagidaki

esitlik elde edilir:

E(X") = | e (164)
K+1+ap)| n(n+1) n

Simdi p, =E(]) momentleri ele alinsin.

Bu c¢alismadaki varsayimlara gore, Y, e N(a;cz) oldugundan, Y, rasgele

degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir:

f,(x) = rcexp(—(x )) xeR, (165)
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ve tanimdan gore, {; rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu:

1 1 (x—a)z) >0

fcl(x)ng(x)=c(a;02) ﬂcexp(— ooz X2 (166)

‘dir. Burada,

C(a;c%) = IfY (x)dx :%+(DO(T); D, (T)= i(p(u)du; (p(u):iexp(—u—;);T :%

J2r

00

*dir. Bagka bir ifadeyle, C(a;c°) = % + % —I(p u)du=1- I(p(U)dU olur. Mill teoremine gore

T

T
(bkz., Abramowitch and Stegun, [1]), T — oo iken inte raI u)du ~Q' dir. Burada
g g (P T

a(x) ~ b(x) sembolii ile asimptotik denklik gosterilmistir. Baska bir deyisle, eger

lim—= a(x)

7 b(X)

=1 ise, 0 zaman, a(x) ~ b(x) tir.

Boylece, C(a;o?)~1- @ ve p,(X)= C -

5 (p(x_a)'dlr. Burada T=a/c’ dur.
oC(a; o) c

Simdi de a > oo iken, p, =E(£]) 'min asimptotik davranisi ele alinsin.

n T n T n 1 X—a
u, =E(G]) = j X pg<x>dx=£ X e e

n(n+1) 2" 262

j (a+02)"¢(z)dz =a" + —~ +0(a"?); n=1,2,3,.. (167)

C(a

‘dir. Boylece, im2=0 oldugunda p, ~a" olur. Dolaystyla, a—>oo iken Ustel dagilim
a—o g

durumunda siirecin n. ergodik momenti i¢in asagidaki asimptotik denklik elde edilir:

aan+l an an
X" ~ ~ 168
" (n+1)[K+1+oca]+[K+1+oca] n+1 (168)m
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Not: Bu calismanin temel amaci, (168) formiilinde Ustel dagilim igin ortaya
konmus asimptotik Ozelligin genel durumlarda da saglanip saglanmayacagini tespit
etmektir. Genel durumda momentlerin asimptotik davranisini incelemek icin 6ncelikle n.

ergodik momentin yeni bir gosterimi asagidaki gibi elde edilebilir.

Onerme 2.2.2.4. Onerme 2.2.2.1 'in kosullar1 altinda, X(t) siirecinin n. ergodik

momentinin kesin ifadesi asagidaki gibi gosterilebilir:
ey = MEMLGED) o (169)
K+E(U, (&)
Burada U, (z)=z""*U, (z) = j[x“U}1 (z—x)dx 'dir.
0
Ispat: Notasyon kisalig1 igin (160) esitligindeki integral 1 (a) ile gdsterilsin, yani
I (a) =Tx”‘1E(Un(Q1—x))dx (170)
0

olsun. 1. (a) integrali asagidaki gibi doniistiirtiliirse:

I.(a)= Tx”‘l(T U, (z—x)p,(z)dz)dx
= Tx“l(T U, (z—x)p,(2)dz)dx
- Tpc (z)(jx”lUn (z—x)dx)dz

~ [p.@U, @)dz =E(U, (&) (171)

olur. (171) esitligi (160)' de yerine yazilirsa,
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E(xn) — nE(Un(Cl)) n=

. n=1.2,.. (172)
K+E(U, (&)

oldugu goriilir. [

2.2.4.X(t) Siirecinin Ergodik Dagihmimin n. Mertebeden Momentleri i¢in Ug
Terimli Asimptotik A¢ilimlar

n. mertebeden ergodik momentler (E(X")) icin asimptotik ifadeler elde etmek
amaciyla (172) esitliginin sag tarafindaki kesrin pay ve paydasi i¢in ayr1 ayri asimptotik
acilimlar elde edilebilir.

Yardimer Teorem 2.2.4.1: Onerme 2.2.2.1'in kosullarma ilaveten E(n’) < -+oo
olsun. Bu durumda, a —oo iken E(U, ((,;)) igin asagidaki asimptotik agilim yazilabilir:

E(U, (&) =mi o

+0(a)

Ispat: ¢, rasgele degiskenin tanimina gore,

E(U,(5) = j U, (2)p (2)dz = C( j U, (e (—)dz
1
WJ (z)cp(—)dz+ j u (z)cp(—)dz (173)

'dir. Burada ¢(X) standart normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonudur.
Yenileme fonksiyonu U, (z) i¢in asagidaki asimptotik agilim bilinmektedir (bkz.,

Feller, [29]):

z m
Un(Z)=F+ 22

+1g(z), Z—>w© .
1 1 z

Burada m, =E(n), k=1,2,..."dir. Ayrica, g(z) smirh bir fonksiyon olup, z —> o0

iken sifira yakinsayan bir fonksiyondur (bkz., Feller, [29]). Dolayisiyla, a —> o iken:
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j u (z)cp(—)dz =

-1 a_c+c_2 + M —+o(1/a)
m| 2 2r| 2m?2

2
=Ga+(

2m,  2mm, 42

%) +o(l/a) (174)

asimptotik ifadesi yazilabilir.

a
M, (@) = _[ Un(Z)(p(%)dZ olsun. Bu integralin asimptotik davranigi Laplace
0

doniistimii  uygulanarak incelenebilir. M, (a) Fonksiyonunun Laplace donisiimiini

asagidaki gibi gosterilsin:
M, (0) = j M, (a)e*)da
0
Bu durumda,

7,00 = [ ([ U, (@o(A=2)dz)da
0 0 o

j U (z)(j e (22 )da)dz

J U@ [ " p()av)dz

z=0

[e'e]

= | e“Un(z)dzTe“cp(g)dv: 0, ()%, (1) (175)
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olur. Burada ¢_(A)= I e’“<p(x)dv 'dir. U (z) fonksiyonunun tanimma gore,
c
0

U, (2) :ZF*”(Z) dir. Sonuncu esitligin her iki tarafina z parametresine gére Laplace
n=0

doniistimii uygulanirsa, asagidaki ifade elde edilir:

- 1&, w1
U”(M:X;(F ™) Y= (176)

Burada F*(x):E(e’“l):J'e‘“dF(x) ‘dir. A —>0 iken asagidaki Mac Lauren agilimi
0
yazilabilir (bkz., Feller, [29]):

2 3

F'(A)=1-am, +%m2 —%ms +o(0%) (177)

Burada m, =E(r)), k=1,2,..."dir. (177) esitligi (176) esitliginde yerine yazilirsa, A — 0

iken, asagidaki agilimi elde edilir:

A‘m,
1 m
=1+ —Zr+AL +0o(\ 178
i e AR ot (178)
— — . mgl m31 s : H ~
Burada m,,=m,/m,, k=2,3; Al:T_? dir. Benzer sekilde, A —0 iken @_(A)

doniisiimii i¢in asagidaki agilim1 yazilabilir:

6,09 = e o(Dav
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- T@(X)dv - xT vo(Y)dv + x—ZTVZ@(X)@N +0(A?) (179)
5 © 5 c 29 c

Olasilik yogunluk fonksiyonunun 6zelliklerinden asagidaki esitlikler kolayca elde edilirler:

2 o0 3

FEAY; < Y, c
o(=)dv=—; |vo(— )dV = ; Vio(=)dv=— (180)
Boylece,
b.0)=2— o’ x+0—3x2+o(x2) (181)
° 2 2n 4

acilimi elde edilir. Bu durumda,

M,(2) =0, (13, (1)

2 3
__1 {1+%x+Alx2 +o(x2)} {g_c_m%;& +o(k2)}

2

1l jo mo o | cA, o’m c°
= —+ A —2=- +A | =2 - —Z +— |+ 0(\?)
xzml{z {4ml J2r | [ 2 22n 4}

c 1 {mzc s |1 l:GAl c’m, . G’

=——+
2m, A 2m,  2{2nm?  4m,

4mf _ml 271:_7\,

} +0(1) (182)

olur. (182) agilimina Tauber-Abel teoremini uygulayarak, a — o iken asagidaki agilim

elde edilir:

m,o o?

M,(a) = ——a+-20 - +o(l/a) (183)

2m,  4m; m\/2n

(175) ve (183) agilimlar1 (174) esitliginde goz oniine alinirsa, a — oo iken

1 o] e}
E(U = a+cA, +—a+oB,+0o(l/a
(U, (&) GC(a,csz){Zml rom 5T 0B, o )}
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__1 > a2 +A,+B,+0(l/a)
C(a,o%) [2m; 2m,

_ {14_ G([)(a/G) +0((P(a/0)):|_l {1+A2 + 82 +0(1/a)}
a a m,

- (1—§<p(%)) {mimz 1B, + o(l/a)}

1

-2 (A, +B,+0(l/a). (184)
ml
. m (o) m (o)
agilimi elde edilir. Burada A, =—% -———— ve B,=—%+ 'dir. Dolayisiyla,
*Am? m2n L Am? m2n i
A,+B, = % oldugu goriiliir. Boylece, sonug olarak, a — oo iken
1
E(U, () =+ %+0(l/a) (185)
ml 2 1

acilimi elde edilir ki, bu da Yardimci Teorem 2.2.4.1'in ispatin1 tamamlar. [

Simdi E(U, (&,)) ' nin a — o iken asimptotik davranisi ele alinsin.

Yardimer Teorem 2.2.4.2. Onerme 2.2.2.1'in kosullarina ilaveten E(n?) < +oo
olsun. Bu takdirde, a — oo iken E(U,(E,)) icin asagidaki Gi¢ terimli asimptotik acilim

yazilabilir:

2

an+l m 02 anfl
E(U = +—2a" | A+ — +o(@"*
(U, (&) n(n+1)m, 2nm? { 2 } m 7o),

Burada m,, =ﬂ, k=2,3; A =—=
m

Ispat: Tanima gore,
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E(U, (&) = j U, (2)p,(2)dz = j U,@)e (—)dz

W j U (z)(p(—)dz+ j U (z)(p(—)dz} (186)

sekilde gosterilebilr. Kisalik i¢in asagidaki notasyonlar1 tanimlasin:
f z-a i z—-a
1,@) = [U, (@)e(*=)dz;1,,(a) = [ U, (2)o(—)dz (187)
0 6 a °

Once I ,(a) fonksiyonunu a-—>oo iken incelenir. Bu amag igin Laplace

dontsimi kullanilar:

I,(1)=0,0)e, () (188)
Burada “dalga” sembolii ile uygun fonksiyonun Laplace doniisiimii gosterilmistir. Ayrica,
o, (M) = ]?e“(p(é)dz 'dir. Hatirlanirsa, Yardimci Teorem 2.2.4.1'in ispat stirecinde A — 0

0
iken @_(A) igin (181) acilimi elde edilmisti:

2

~ _E_G
(Pc(x)_z \/E

3
A+ %xz +0(1?) (189)

Dolayisiyla, I (1)'min asimptotik davramsim incelemek ashinda U (L) 'nin

davranigini incelemege denktir. Tanimina gore,
U, (2)=2""*U, (2)= jx”’lun(z —X)dx
0

'dir. Dolayistyla, Laplace doniisiimiiniin 6zelliine gore,

0,0 = (”k‘nl” 0, () (190)

yazilabilir.
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(178) formiiliine gore A — 0 iken asagidaki a¢ilim yazilabilir:

~ 1 m
U )= 1+ —21+AN+0(0) ¢}, 191
) xzml{ > 1 ( )} (191)
2
Burada m,, =k k=2,3; A, =Tz Ma g,
m, 4 6

Boylece, sonug olarak, U_(A) icin asagidaki agilim elde edilir:

~ n-1)! 1
0,09 =" kn) —
1

{1+ M1 5+ AN +o(x2)}
2

1! DI |
:(n 1)2.+m2(21 11).+A(n 1) (_) (192)
mA™  2miA™ m,A"

Simdi de (189) ve (192) acilimlar1 (188) esitliginde yerine yazilarak, I,(L) igin

asagidaki a¢ilimi elde edilir:

c’ ) ol (=D m,(n-)! A (n- 1) 1
IMOE { \/_nk+—?» +o(A )MmJMJF P + — ( )

o(n-1)! om,(n-1! oA (n-1)!
= 2 T 2o+ n
2mA 4m;A 2m,A

2(n =1! 2 Y| 3(n =!I
o (n=DI' o' my(n 1).+cs(n nl).+o(in)
2rm A" 24 2mmiA" 4m A A

_o(n —1)!+|:Gm2 s }(n ~1)!

2m17\,n+2 4mf 21‘cm1 7\‘n+1

JA om0 oDt 01, (193)
m, 2mm? 2m |2 A" A"
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(193) agilimina Tauber-Abel teoremini uygulayarak, a —oo iken I ,(a) i¢in asagidaki

acilim bulunur:

o n+1 mz 9 O _n
I,()=—————a""+| —% - Za
2n(n+1)m, 4m; 2mm, | N
A m 2
T e L SIS PR AUE (194)
m, 2rm? 2m, |2

(192) “de verilen

(-D! 1 m(-D! 1  An- 1)I 1

U, = — 195
)= T S L o) (195)
acilima Tauber- Abel teoremi uygulabirsa, z— o iken,
U, (2) = S S R L iz“’l +0(z") (196)

n(n+1L)m, 2nm? m,

actlimi elde edilir. Bu acilimi ve I ,(@) min (187) de verilen ifadesi goz Oniinde

bulundurulursa, a -0 iken, 1 ,(a) ig¢in asagidaki a¢ilimi elde edilmis olur:

1@ = [U, @)=z

o0

1 n+l —a
TR j o(— )dz+ jz (—)dz

j P e )dz +0(a"™™). (197)

Simdi de, a—>oo oldugunda J.Zr(p(ﬂ)dz, r>1,integralleri i¢in uygun acilimlar ele
c

alinsin:
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T, Z-a ° Y
[Zo(=—=")dz = [ (v+a) p(=)dv
a G 0 G
= arJ‘(p(X)dV + rar’lj V(p(x)dv

0 ° 0 °

L ) ar‘zjvz(p(x)dv +o(a?)
2 0 c

2 <3
L PUNLEPU wa“2 +0(a™?) (198)

2 on

Bu agilimlar r=n-1; n;+1 degerleri igin hesaplanir ve (197) formiiliinde

yerine yazilirsa, a —>o iken, 1 ,(a) i¢in asagidaki ac¢ilim elde edilir:

9 n+1 mz ) G n
[,@=——"—a"+ -+ —a
2n(n+1)m, am; 2nm, | N
2
+ A, _om, ;2 ga“‘1+o(a"‘1) (199)
m,  «2am? 2m, |2

(194) ve (199) agilimlarini toplayarak,

) n+1 om

2
I,(a)+1,(@a) = 2 a" +[Al +%}mia"-l +o@™™) (200)
1

n(n+1)m, 2nm;

acilimi bulunur. (186) formiiliine gore,

1

E(Un(€1)) = GC(a G)

[1,@)+1,,@@)] (201)

'dir. Buna gore, (200) agilimi (201) esitliginde goz 6nilinde bulundurulursa,

1 1 e, My y 0_2 a"! n-1
E(U,(&)) = C@o) {n(n TDm, a"t + 2nm? a +{Al+ 5 } m +0(a )}(202)
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oldugu goriiliir. Diger taraftan, tanimina gore,

C(a,0)=1- T ¢@(u)du 'dir.

alo

Bu durumda, Mill Teoremine gore (bkz., Abramovich and Stegun, [1]), a — o iken,

Cla,o)~1-2@19) 19,3y (203)
aloc a

elde edilir. Baska bir degisle, a — oo iken,

2

1 o ,a o] a
~1l+—0o(—)=1 exp(— 204
+a<P(G) + o p( 202) (204)

C(a;o0)

yazilabilir. Bu agilim (202) formiiliinde yerine yazilirsa,

a.r1+l m GZ an—l
E(U = +—2_a"+|A +— +o(@"* 205
(U, (&) n(n+Dm, | 2nm? { 1+ } ~ @) (205)

acilimi elde edilir.

2

Burada m, =E(n}), k=1,2,3; m,, = ﬂ, k=2,3; A = Mo Mot v gy
m, 4 6
Boylece, Yardimci teorem: 2.2.4.2'nin ispat1 tamamlanmis oldu. [

Bu calismanin temel amaci olan teorem asagidaki gibi verilebilir.

Teorem 2.2.4.1. Onerme 2.2.2.1 'in kosullarma ek olarak E(n.) <-+oo olsun. Bu
durumda, X(t) stirecinin n. mertebeden ergodik momentleri i¢in, a — oo iken, asagidaki

ti¢ terimli asimptotik acilimlar yazilabilir:

n

a

+A.a" +B. a"? +0(a"? 206
(n+1) o 3n @) (206)

E(X") =
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2

2(n+1)m,
m? m n—-1)m? 2 Km, nm
By, = —=(K+=—%) +( )2 LAl BRI , (n=1,2,...)'drr.
n+1 2m; 4m; 2 2  6m,

Ispat: (172) esitligine gore,

ey = EMLGED) g (207)
K+E(U, (&)

'dir.

Yardimer teorem 2.2.4.2'de, E(U,(E,)) i¢in ii¢ terimli asimptotik acilimi elde

edilmisti. Bu agilima gére, a —oo iken,

a™t m o’ | n
nE(U = +—2a"+| A +— |—a"  +o(a"*? 208
(U, (&) (n+Dm, ' 2m? { 1+ } ) @) (208)

'dir. Yardimei teorem 2.2.4.1'e gore ise, a —> oo iken,

E(U, (G) =2+ 0%+ o(é) (209)

‘dir. K=E(0,)/E(E,) sonlu oldugu i¢in

K+E(U, (5)) =mi+{|<+ ;:]Zz}o(i) (210)

1

acilim1 yazilabilir. Buradan,

1 1 a

1 | a m, 1]
[K+E(U, (&) ] :{F+[K+2m2}+o(—)}

2
_ M 1—ﬂ(K+ m22)+m—21(K+ mzz
a a 2m;° a 2m;

)+ o(iz)} (211)
a
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elde edilir. Son olarak, (208) ve (211) acilimlar1 (207) ifadesinde yerine yazilirsa, a — o

iken, asagidaki asimptotik agilim elde edilmis olur:

E(X") = nE(U, (&) [K+EU, )]

a" m s’ |ln . B}
:{ +—=a" + A1+7 —a"*+o0(@"")
m

(n+)m, 2m; N

m [, m m m2 m 1
LK+ —2)+ L (K+—2)" +0o(=
a { a ( me) a’ ( me) (az)
a" n-1 n-2 n—2
= n+1+A3“a +Bg,a “+o(@ ), (212)
2
burada Asnzw;
2(n+1)m,
2 2 2
B, =M (K Meye, (N-DM; no” Km, M, o)
n+1 2m; 4m; 2 2  6m
'dir. Boylece ¢alismanin temel amaci olan Teorem 2.2.4.1 ispat edilmis olur. [

Bu teoremin bir uygulamasi olarak asagidaki drnek ele alinsin.

Ornek 2: n; rasgele degiskenleri [0,2] araliginda diizgiin dagilima sahip olsunlar.

Ayrica gecikme katsayist K=1ve o =1 olsun. Bu durumda,

n

m,=E(n))= 2 , n=1,2,3
n+1
olur. Dolayisiyla,
2n-3 ~11n*-9n+30

A, =——; B, n=12,...
3(n+1) 18(n+1)

olur. Bu ifadeler Teorem 2.2.4.1 'de g6z 6niinde bulundurulursa, ele aliman 6zel durumda

stirecin n. ergodik momentleri i¢in asagidaki {i¢ terimli asimptotik agilimi elde edilir:
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a"  (2n-3) .4 (1In*-9n+30) .,
+ a"t + a
n+1 3(n+1) 18(n +1)

E(X") = +o(a"?). (213)

Burada 6nemli bir soru, (213) agilimindan elde edilen yaklasik degerlerin ergodik
momentlerin ger¢cek degerlerine ne kadar yakin olacagi sorusudur. Fakat genel durumda
ergodik momentlerin kesin degerlerini bulma sans1 olmadig: i¢in, bu soruya benzetim
yontemini kullanarak cevap vermeye caligilacaktir. Bu amagla, 2.2.5. boliimde Monte
Carlo simulasyon yontemini kullanarak, ergodik momentlerin asimptotik degerlerinin

simulasyon degerlere ne derecede uyum sagladigi aragtirilacaktir.

2.2.5. Simulasyon Sonuclari

Bu boliimde, (213) agilimindaki ilk ti¢ terimi (kalan terimsiz) kullanarak, siirecin n.
ergodik momenti i¢in yaklasik ifadeler olusturulacaktir. Olusturulan bu ifadelere ergodik

momentler i¢in asimptotik degerler denilecektir. Bu degerler sembolik olarak E(X") ile

gosterilecektir. Benzer sekilde, E(X") ile n. ergodik moment i¢in Monte Carlo benzetim
yontemini kullanarak elde edilecek simulasyon degerleri gosterilecektir. Dikkat edilirse,

her bir simulasyon degeri bilgisayarda MATLAB programi kullanilarak ve siirecin n =10°
realizasyonu (izi) tretilerek elde edilmistir. Bu degerlerden asagidaki tablolar ilk dort

ergodik moment igin olusturulmugtur. Ayrica, A ,5 ,AP  notasyonlar ile, sirasiyla,

mutlak hatalar, nispi hatalar ve uyum yiizdeleri gosterilmigler. Bagka bir degisle;

A, :\E(xn)—é(x")

n

A
, 0 ==—-100%; AP =(100-5 )% (214)
E(X")

’dir. a parametresinin ¢esitli degerleri igin diizenlenmis tablolar asagida verilmistir.



Tablo 1. E(X) igin asimptotik ve simulasyon degerlerin karsilastiriimasi
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a E(X) E(X) A, 5, (%) AP, (%)
50 24,8506 24,8511 0,0005 0,0021 99,9979
40 19,8547 19,8556 0,0009 0,0043 99,9957
30 14,8613 14,8630 0,0017 0,0112 99,9888
25 12,3667 12,3689 0,0022 0,0177 99,9823
20 9,8745 9,8778 0,0033 0,0332 99,9668
15 7,3866 7,3926 0,0060 0,0811 99,9189
10 4,9096 4,9222 0,0126 0,2571 99,7429
9 4,4167 4,4321 0,0154 0,3486 99,6514
8 3,9253 3,9444 0,0191 0,4877 99,5123
7 3,436 3,4603 0,0243 0,7077 99,2923
6 2,9492 2,9815 0,0323 1,0946 98,9054
5 2,4667 2,5111 0,0444 1,8004 98,1996
Tablo 2. E(X?) igin asimptotik ve simulasyon degerlerin karsilastiriimasi

a E(X?) E(X?) A, 8, (%) AP, (%)
50 839,9102 839,9259 0,0157 0,0019 99,9981
40 538,7935 538,8148 0,0213 0,0040 99,9960
30 304,3308 304,3704 0,0396 0,0130 99,9870
25 212,1085 212,1481 0,0396 0,0187 99,9813
20 136,5461 136,5926 0,0465 0,0340 99,9660
15 77,6375 77,7037 0,0662 0,0853 99,9147
10 35,3891 35,4815 0,0924 0,2610 99,7390




Tablo 2’nin devami
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9 28,9346 29,0370 0,1024 0,3540 99,6460
8 23,1462 23,2593 0,1131 0,4885 99,5115
7 18,0227 18,1481 0,1254 0,6961 99,3039
6 13,5611 13,7037 0,1426 1,0516 98,9484
5 9,7623 9,9259 0,1636 1,6761 98,3239
Tablo 3. E(X®) icin asimptotik ve simulasyon degerlerin karsilastiriimasi

a E(X?) E(X?) A, 3, (%) AP, (%)
50 31945,7488 | 31945,8333 | 0,0845 0,0003 99,9997
40 16456,4635 | 16456,6667 | 0,2032 0,0012 99,9988
30 7016,9227 7017,5000 0,5773 0,0082 99,9918
25 4097,5679 4097,9167 0,3488 0,0085 99,9915
20 2128,0542 2128,3333 0,2791 0,0131 99,9869
15 920,9007 921,2500 0,3493 0,0379 99,9621
10 288,8905 289,1667 0,2762 0,0956 99,9044
9 214,9656 215,2500 0,2844 0,1323 99,8677
8 155,0685 155,3333 0,2648 0,1708 99,8292
7 107,6806 107,9167 0,2361 0,2192 99,7808
6 71,2859 71,5000 0,2141 0,3003 99,6997
5 44,4067 44,5833 0,1766 0,3978 99,6022




Tablo 4. E(X*) icin asimptotik ve simulasyon degerlerin karsilastirilmasi

a E(X*) E(X*) A, 3, (%) AP, (%)
50 129644351 | 296388,8889 | 54,6213 0,0042 99,9958
40 36392,7607 | 536355,5556 | 37,2051 0,0069 99,9931
30 72717,3743 | 172700,0000 | 17,3743 0,0101 99,9899
25 84534,5617 | 84513,8889 | 20,6728 0,0245 99,9755
20 35440,5825 | 35422,2222 | 18,3603 0,0518 99,9482
15 11687,9638 | 11675,0000 | 12,9638 0,1109 99,8891
10 2532,0615 | 2522,2222 | 9,8393 0,3886 99,6114
9 1717,021 1708,2000 | 8,8210 0,5137 99,4863
8 1118,9103 | 1110,7556 | 8,1547 0,7288 99,2712
7 694,5987 687,0889 7,5098 1,0812 98,9188
6 405,9462 399,2000 6,7462 1,6618 98,3382
5 219,9069 213,8889 6,0180 2,7366 97,2634

Not: Tablo 1, 2, 3 ve 4'den goriindiigli gibi a parametresinin 7'den biiyiik tim degerleri
icin asimptotik degerler ile simulasyon degerler arasindaki uyum yiizdeleri %99'un
tizerindedir. Dolayisiyla, Teorem 2.2.4.1'de ortaya konulan asimptotik ag¢ilimlardan elde
edilen yaklasik degerler simulasyon degerlere ¢ok biiylik uyum saglamaktadir. Bu ise su
anlama gelir, Teorem 2.2.4.1 'de ergodik momentler i¢in elde edilen agilimlar a
parametresinin ¢cok da biiyiilk olmayan degerlerinde bile ergodik momentlerin kesin

ifadelerinin yerine giivenli bir sekilde kullanilabilir olacagini1 gosterir.

2.2.6. X(t) Siirecinin Ergodik Dagihmu icin Zayif Yakinsama Teoremi

Bu kisimda, Normal Miidahaleli Odiillii Yenileme Siireci icin zayif yakisaklik
teoremi ifade edilecek ve ispat1 verilecektir. 2.2.4. boliimde, Normal Miidahaleli Odiillii
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Yenileme siirecinin (X(t)) ergodik dagiliminin n. momentleri i¢in ii¢ terimli genel

asimptotik acilimlar elde edilmistir. Bu agilimin bas teriminin

@
BT~ n+1

,h=1,2,3,...

n

seklinde oldugu ve ifadesinin de [0,a] araliginda Diizgiin dagilima sahip bir rasgele

n+1

degiskenin n. momenti ile ayn1 oldugu goézlemlenmektedir. Bu bilgi bize X(t) siirecinin

ergodik dagilimimin Diizgiin dagilima yakin olabilecegine isaret etmektedir. Bu nedenle, bu

calismada X(t) siirecinin ergodik dagiliminin  Diizgliin dagilima yakinsadigi

gosterilecektir.

o X)) .. . .
Bunun i¢in, 6nce Y, (t)zL stireci tanimlansin ve Y, (t) siirecinin ergodik
a

dagilim fonksiyonunu Q. (y) ile gosterilsin, yani
Q, () =limP{Y, (1) <y|

olsun. X(t) siirecinin her bir periyottaki grafigi monoton artmayan olduguna gore, n.

devredeki degerleri 1 olasihgi ile ¢ ° den biiyiik degildir. Diger taraftan, C rasgele
degiskenleri [0,00) araliginda (a,c”) parametreli Normal dagilima sahip olduklar1 i¢in her

¢ 2 0 i¢in dyle bir 0 <K_ <oo sabiti bulmak mimkiindiir ki,
P{0<( <at+K.ol>1-¢

olsun. Bu nedenle, her ¢ > 0 igin dyle bir sonlu K8 sabiti vardir ki,

P {OSX(t)sa+K£c} >1-¢

dir. Bu takdirde,

K
P{OS XO <94 80}21—8;

a a
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P{OgYa(t)sl+

KG}
£t L>1—¢
a

Dolayisiyla, a — oo iken, P{Ya(t)zl}—>0’d1r. Ozetle, a — o iken, 1 olasilig1
ile Y_(t) E[O,l] olur. Bu nedenle, Zayif Yakinsama Teoremini ispatlamak i¢in Q. ()

dagilim fonksiyonunun y e (0, 1) araliginda yakinsadigi limiti bulmak yeterli olacaktir.

Teorem 2.2.6.1 (Zayif Yakinsama Teoremi). a — oo iken, S50 kosulu
a

altmda Y, (t) siirecinin dagilim fonksiyonu (Q, (¥)), [0,1] araliginda Diizgiin dagilim

fonksiyonuna zayif yakinsar, yani her y € (0, 1) igin a — oo iken, Q,(y) =y olur.

Ispat: Normal miidahaleli Odiillii Yenileme siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu

(Q, (X)) igin asagidaki kesin ifade, Onerme 2.2.3.2°de asagidaki sekilde verilmistir:

E(U, (&, X))

- (215)
K+E(U, ()

Q, (x) = limP{X(t) <x} =1

Burada K=E(0,)/E(§,) gecikme katsayst; Un(z) ise m, rasgele degiskenin

dagilminin irettigi yenileme fonksiyonudur. Ayrica, (, rasgele degiskeni kesikli

miidahaleyi ifade etmekte olup, |:0,oo) araliginda normal dagilima sahiptir, yani

vx € (0, ) igin C, rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

1
oC(a,o0)

f. (0=

o222
(0)

0
dir. Burada C(a,0)=1- [ o(u)du~1- (P(?/GG) dir. o(u) = iexp(—uz /2), ueR, ise
T

alc a \/2_

standart normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonudur.

P{Y,(t)<y} = P{&ansy} = P{X(t)<ay]|

olduguna gore,
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Q, M =lmP{v ®<y}=Q (ay)
olur. Bu takdirde,

E(U (Cl —ay))
Q =1- n 216
v ) K+E(U, () (216)

kesin ifadesi elde edilir.Yardimc1 teorem 2.2.4.1’°de , a — oo iken,

E(U, () = -+ 717

(217)

oldugun gosterilmisti. Simdi de, a — o iken E(Un(gl—ay)) ifadesinin asimptotik
davranist ele almsm. Y, (t) siireci a — oo iken I olasiligi ile [0,1] araligindan degerler

aldigi i¢in, y € (0,1) kabul edilir. Bu durumda, her y € (0, 1) i¢in

E(U, (6, ~a) = [ U, (&) gy o552 (218)

olur. Yenileme fonksiyonu Un(v) negatif degerlerde sifir olduguna gore (218) esitligini

asagidaki gibi yazilabilir.

Z—a
E(U, (¢, —ay)) = j U (z-ay) C(a 505 e (219)
Z —ay = X degisken doniisiimiinii yapilirsa,
x—a(l-y)
E(U, (&, —ay) = j U, (x) C(a 50— (220)

olur. (220) ifadesi iki toplanan seklinde yazilirsa:

(I-y)a

E(U, G- = [ U,00 5oty @, (- @-y)a)ix

+ U 200 55y 9 (X~ - y)a))dx (221)

(I-y)a
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olur. Burada ¢_(z) =(p(£)‘ dir. (221) esitligindeki birinci toplanan1 kisalik igin
(e}
J,(a) ile, ikinci toplanan ise J,(a) ile gosterilsin ve bu integrallerin asimptotik
davraniglar1 ayr1 ayr1 incelensin.

(I-y)a

L@= [ U005y, (-0 y)a)x

= 6@ Ya (A-)2)* 0, (@-y)2)

‘dir. J,(a) integralinin asimptotik davranisini incelemek igin

M(x) = U, @), (x~2)dz=U, (x)*¢,(2)

fonksiyonunun, X — oo iken, davramigini incelemek yeterli olacaktir. Laplace

dontistimiinii uygulayarak, M(x) integrali ile ilgili asagidaki onerme ispatlanmistir. [

Onerme 2.2.6.1. X — oo iken, M(x) integrali i¢in asagidaki asimptotik agilim

yazilabilir:

m.c 62

(e)
M(x) = X+—2—
) 2m,~ 4m?

+0(2) [

m, 2

o0

Bu 6nermeden yola ¢ikarak ve C(a,c)=1- I o(u)du ~1— (pgsgj) ~1 asimptotik

alo

c
denkligini g6z Oniinde bulundurarak, a — oo iken 7 — 0 kosulu altinda, her

y € (0,1) igin

),(8) = 5y M@-Y)2)

__ 1 el ggn @va g (-
_cC(a,G)[ om, +O(1)]_2mlc(a,c)+o(1) o +0(1) (222)

1

oldugu goriiliir. J,(a) integralinin asimptotik davramis: incelenirse,
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J (a)_

~(L-y)a)d
N ( )(p(,(x (1-y)a)dx

y € (0,1) ve a — o olduguigin X > (1 — y)a degerinde, yenileme teoremine gore,

U,00~ =

1

‘dir. Dolayisiyla, her y € (0,1) ve a — oo oldugunda

L -
)@~ — j C(a 5% ¢, (x—(L—y)a)dx

1 (1-y)a

‘dir. Burada u = x — (1 — y)a degisken doniisiimii yapilirsa,

J,()~— J u+(l-y)a]

1
m ] oC@a.0) ¢_(u)du

i I ov+(l-y)a|
0

(al oW

HB

=mil{(1 e jcp( )dx

Cao Tx(p(x)dx} (223)

c
C(a, o) %

olur.

NII—\

I(p(x)dx = IX(p(X)dX = T

oldugu bilinmektedir. Bu nedenle, (223) ifadesi asagidaki gibi yazilabilir:

_1]@d-ya c
%) ml{ZC(a,G)+C(a,cs)\/E} (224)

a—>wove 250 kosulu altinda
a
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Cla,0?) =1~ [ o(u)du ~1—§<p(3) ~1 olduguna gbre, (224) ifadesini asagidaki
o

alo

gibi yazilabilir:

J,(a) = % +0(). (225)

1

J,(a) ve J,(a) integralleri igin (222) ve (225) agilimlar (221) esitliginde yerine yazilirsa,

her y € (0,1) i¢in a — oo iken

E(U, (¢, ~ay)) = %m(m%ma) = (1;n_y)a+o(1) (226)

1 1 1

acilimi elde edilir. (217) ve (226) agilimlarindan yararlanarak asagidaki agilimi bulunur:

EUG-a) e L1oyio0) (227)
KyEU,G) 2 ke ™ iog ~  a

m 2m?
(227) agihmim (216) kesin ifadesinde g6z oniine alinirsa,
Q, () =1-[t-y+0()|=y+0F)
oldugu goriiliir. Buradan,
limQ, (y)=y

oldugu elde edilir. Bu da Y, (t) siirecinin ergodik dagilimmin [O,l] araliginda Diizgiin

dagilima yakinsadigini ispatlar. Boylece Zayif Yakinsama Teoremi ispatlanmais olur. ]
Not: a — oo iken % — 0 saglandiginda, Q, (y) =Y olduguna gore, Q, (X) ~§

oldugu ortaya ¢ikar. Buradan asagidaki sonuca ulasilir.
Teorem 2.2.6.2. Teorem 2.2.6.1’in kosullart altinda, X(t) siirecinin ergodik

dagilimi, a — oo iken, [O,a] araliginda Diizgiin dagilima denktir, yani Q, (X) ~ 5’dlr. [
a
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Boylece bu boliimiin temel amacina ulasilir.

2.2.7.Normal Miidahaleli Odiillii Yenileme Siirecinin Simr Fonksiyonellerinin
Asimptotik Yontemlerle Incelenmesi

Bu kisimda, Normal miidahaleli 6diillii yenileme siirecinin iki sinir fonksiyonelini ele

alinir ve onlarin sinir fonksiyonelleri matematiksel olarak insa edilir.
{&n} ve {nn}, n=2123,.. dizileri (Q,S,P) olasilik uzaymda tanimlanmis iki
bagimsiz ve ayn1 dagilima sahip rasgele degiskenler dizisi olsun. Ayrica,

{Yn}, n=0,1,2,... dizisi de bu olasilik uzaymda tanimlanmis bagimsiz ve ayn1 (a,c>)
parametreli Normal dagilima sahip rasgele degiskenler dizisi olsun. & ve m_ rasgele
degiskenleri pozitif degerli olsun. {&n} ve {nn} rasgele degiskenler dizilerinden
yararlanilarak, {T,}ve {S,} yenileme dizileri asagidaki gibi tanimlansin:

n n
T =;§i18n=_§;,m, n>1,T =S, =0.
i= i=

Simdi de agagidaki tam degerli rasgele degiskenleri tanimlansin:
No=0; N, (2)=inf{k>1 z-S, <0} ;
N, = Nl(§1)=inf{ k>1 ¢, -S, <0 } ;
N, =inf{k>N,, +1:¢, -8, +S, <0}, n=23.,
burada ¢, =max{0,Y,},n=1,23,... ve inf {&} =+ dur.

Bundan bagka, v(t)=max{n>0: T, <t}, t>0; 1, =0;

N, (2) N, (¢,

)
(2 :TNl(z) - Z_: &+ 1 =1(C) :TNI(Ql) - Z &

Nn
T, =Ty, :Zﬁi ;n>2
i=1

olsun. Bu c¢alismanin temel amaci, X(t) siirecinin iki 6nemli siir fonksiyoneli olan
N,(C,) ve 1,(C,) rasgele degiskenlerinin momentlerinin asimptotik davramigini a — oo

iken incelemektir.
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Calismanin temel sonuglarint vermek igin Oncelikle [5] calismasinda bulunan

asagidaki onermeden yararlanilir.

Yardimc1r Teorem 2.2.7.1 ([5]). {nn} rasgele degiskenler dizisi E(n’)<ewo ek
kosulunu saglamis olsun. Bu takdirde, N,(z) smir fonksiyonelinin ilk dort momenti igin
z — oo iken asagidaki {i¢ terimli asimptotik ac¢ilimlar yazilabilir:

1) E(N,(2) = +A, +0();

1

2
1

burada A, = 2m2 :m, = E(m"), k=1,2,3° tir.
m

2) E(Ni(2)) = ri]—zerAzz +B,+0(),

1

burada A2 = zmz—_ml
m,

2 2
_ 3m; —4mm, —m;m,

2m;

‘dir.

; B,

3
3) E(NJ(2)= % +A,2° +B,z+0(2),

1

9m, —6m?

1; B
2m; ’

4
L <dir.

2 2
_ 9m; -3m,m, —6m;m, +m

burada, A, =
° 2m?
Z4
4) E(N;(2))=—+A,2°+B,z* +0(z%),
m

1

—6m? 30m? —=8m,m, —27m?m, + 7m
burada, A4:M;B4= 2 113 : ,m, +
m; m,;

4
L <dir. n

N,(&,) smir fonksiyonelinin ilk dort momenti igin elde edilen sonuglar asagidaki teorem

ile verilir.

Teorem 2.2.7.1. E(n})<w, a—> iken ofa—0 sartlar altinda, N, () smir

fonksiyonelinin ilk dért momenti i¢in asagidaki {i¢ terimli asimptotik agilimlar yazilabilir:

EN,(G) =+ A, +00);

1

E(N() =;—Z+Aza{82 +;—Z}+o(1),

1 1
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E(NS (Ql))— a’ +Aa + By%}aJro(a),

1 1

E(N? (gl))_ AR BA+?:j}az+o(az)’

1 1

Burada a=E(Y,);c’=Var(Y,)‘dr. A A, A, A, ve B, B,,B, katsayilarinin

asikar sekilleri ise yukaridaki Yardimct Teorem 2.2.7.1° de verilmistir.
Ispat: Tammm geregi, EN,(¢,)= T E(N(2)dn(z) ’dir. Burada m(z) fonksiyonu,
0
¢, =max(0,Y,), (Y, € N(a,6%)), rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonudur ve asagidaki
sekilde gosterilebilir:
z>0 iken n(z) = @(anj,

z<0 ikenise n(z)=0
‘dir. Burada ®(u) fonksiyonu ile standart normal dagilim fonksiyonu gosterilmistir.
n(z) fonksiyonu  z=0 noktasinda ®(-a/c) kadar sigrama yapan bir dagilim

fonksiyonudur.

E(N,(C,)) = T E(N,(2))dn(z) = E(N, (0)) ®(-a/0) +

T E(Nl(z))é (p[?j dz=d(-alo)+ T E(N,(2)) ¢_(z-a)dz (228)

Burada, ¢(x)= 1 exp(—x?/ 2) fonksiyonu standart normal dagilimin olasilik yogunluk

J2r

fonksiyonu ve ¢_(u) ——(p( ) dir.

Teorem 2.2.7.1°in sartina gore, a —> oiken T = a — o olur. Dolayisiyla, Mill
c
teoremine gore (bkz., Abramovich and Stegun, [1]),
T) o ,a
O(-T) =1-&(T) = j oudu -2 - % o) o)

asimptotik ifadesi yazilabilir.
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Kisalik igin M, (z) =E(N,(z)) olsun. Bu notasyonu goz dniinde bulundurarak (228)’ in

sag tarafindaki ikinci terimi asagidaki gibi iki kisma ayrilabilir:

TE N,@)) ¢, (z—a)dz= jE (N,@) o, (z- a)dz+_[E (N,@) o, (z-a)dz=
j.Ml(z) (pﬁ(a—z)dz+TM1(z) (pc(z—a)dz = Ill(a)+ Ilz(a) (229)

Burada, 1 (a)=M,(@)*¢_(a);l 12(a)=TE(N1(z))(p5(z—a)dz dir.

(229) esitliginin birinci toplanani ele alinsin.

1,(@) = M,(@) %o, (@) (230)
(230) esitliginin iki tarafina a parametresine gére Laplace doniisiimii uygulanirsa,
1, =M, ()¢, (0) (231)

olur. Burada G(L) = je’”G(a)da ile G(a) fonksiyonunun Laplace doniistimii
0

gosterilmistir. L —0 iken ¢_(A) ig¢in asagidaki asimptotik acilim yazilabilir:
2 3

b () = ﬂx+—x2 +0(1?) (232)

burada 6*=Var(Y,)’ dir. Diger taraftan, Yardimci Teorem 2.2.7.1’den asagidaki sonug

elde edilebilir.
~ 1 A
M, (L) = +—2+C,+0(1 233
(1) =25+ S+ Cro) (233)
2
Burada, A, = M, ,C, = m22 ~ M ey,
2m, 4m;  6m,

(232) ve (233) acilimlarini (231)’ de gz 6niinde bulundurup gereken hesaplamalari

yaparak asagidaki agiliminin elde edilmesi miimkiindiir:

~ ~ 1 1 m c 1
I,(A)=M,(M)p_(A) = —+ 2__ -
ll( ) 1( )(Pc( ) 2m1 )\42 |:4mf 27[:|7\,

2
J{ A oM o (234)

o 2@ e }+0(1)
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(234) agilimina Tauber-Abel teoremini uygulayarak a — oo iken asagidaki agilim elde

edilir:

{ m, __o© }0(1) (235)

l,(@)= L a+ -
H 2m am; m/2n

1

Simdi de (229) esitliginin ikinci toplanani ele alinsin:

12() = [E(N, @), (2—2)dz. (236)

z >0 iken E(N,(2))= mi+m—;+o(§) (237)

1 1

oldugu biliniyor. (236) acilimi1 (237) ‘da géz Oniine alinirsa asagidaki a¢ilim elde edilir:

{mu ° }o(i). (238)

2
am;  m,2n

1
I..(a) = a+
12( ) 2m1

(235) ve (238) acilimlari (229) esitliginde yerine yazilip gerekli hesaplamalar yapilirsa
asagidaki a¢ilim elde edilir:

[E(N, @), (z-2)dz = mi+%+o(§) . (239)

1 1

(239) agilim1 (228) esitliginde dikkate alinirsa;
a m 1
E(N,(C,)) =—+—%+0(=) olur.
m, 1 a
Simdi de ikinci momentin asimptotik davranisi verilebilir. Yardimct Teorem 2.2.7.1
’de asagidaki asimptotik sonug elde edilmistir:

2

E(N2(2)) = %+Azz +B,+0(l). (240)
Bu takdirde,
E(N? (6)) = [ E(N; (@), (2 -a)dz + o(-2) (241)

olur. Diger taraftan,

[EN2 @0, (2-2)dz = [ EN2@)o, (2 -a)dz + [ E(NZ o, (2 —a)dz

O ey

M, ()0, (a-2)dz-+ [ E(NZ @), (2-2)
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M, (@), () + [ EN2 @), 2~ a)z = Ly () + 1, (3) (242)

‘dir. Burada, 1,,(a) =M, (a)*¢_(a); I,,(a) :TE(Nf(z))(pG(z—a)dz ‘dir.

Once 1,,(a) ele alinsin. Bunun igin Yardimei Teorem 2.2.7.1°de elde edilmis

asagidaki asimptotik sonug kullanilir:

M, (z) = E(N; (z))—m2 +A,z+B,+0(1)

1

. A —0 iken, M,(z) in Laplace doniisiimii i¢in asagidaki asimptotik a¢ilim yazilabilir:

2 Am Bm

M. () = 1+ L+ L2 +0o()>2 243
() mfx3( > 5 (A7) (243)

(232) ve (243) agilimlarin 1,,(a) 'nin Laplace doniisiimiinde géz 6niinde bulundurarak ve
gereken hesaplamalar1 yaparak asagidaki agilim elde edilir:

T.0)= (__ 20 i+ B, AG o’ 1 0(1)
' 273 Pmim? Az 2 J_n om?’n

(244) acilimina Tauber -Abel teoremi uygulanirsa a — oo iken asagidaki agilimi elde

(244)

etmek mumkindir:

2 2
@)= | B 29 a+[B Ao, O 2]+o(1). (245)
om? | 2 2rm? 2 J_n 2m?

Simdi de 1.,(a) ele alinsin. Bu amagla asagidaki agilimlar kullanilir:

S w1, n(n-1)c*

N 4

(240) ve (246) acilimlart 1,,(a) 'nin ifadesinde dikkate alinirsa asagidaki agilim

fZ”cpc(Z —a)dz = %a” + a"?+0(@"?%),n=012,..  (246)

yazilabilir:
2 2
L (a)== | B2y 29 o, §+A2C’+“—2 +0(l). (247)
am’ | 2 2nm? 2 2rn 2m’

(245) ve (247) agilimlart (242) esitliginde yerine yazilarsa asagidaki agilim elde edilir:

2

}Lo(l)
m?

1

jE(N 2)o.(z—- a)dz_m—+A a+(B +

ve buradan ikinci moment i¢in ii¢ terimli asimptotik agilima ulagilir:
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E(NZ(C) = r?]—i+A2a+(Bz +;—22]+0(1) .

1 1

Benzer sekilde, N, (E,) sinir fonksiyonelinin iigiincii ve dordiincii momentleri igin de

a — oo iken li¢ terimli asimptotik acilimlar elde edilebilir. Bu da Teorem 2.2.7.1° in

ispatin1 tamamlar. u

Calismanin ikinci kisminda t,(¢;) sinir fonksiyonelinin ilk dért momenti i¢in ii¢ terimli

asimptotik agilimlarin elde edilmesi amaglanmaktadir. Bunun igin [5] ¢alismasindaki bir

sonugtan yararlanilir. [5] ¢alismasinda t,(z) ile N,(z) smir fonksiyonellerinin momentleri
arasinda kesin iligkiler kurulmustur. Bu sonu¢ Yardimci Teorem seklinde verilsin:
Yardimci Teorem 2.2.7.2 ([5]). {én } ve {nn} rasgele degiskenler dizileri asagidaki
ek kosullart saglamis olsun:
o, =E(f) <o ;i) my=E(n}) <.
Bu durumda, t,(z) sinir fonksiyonelinin ilk dort momenti, N, (z) smir fonksiyonelinin

ayn1 momentleri cinsinden asagidaki gibi ifade edilebilir:

1) E(r,(2)) = ,E(N,(2))

2) E(t} (2)) = iE(N; (2)) + (o, — 0 ) E(N, (2),

3) E(1}(2)) = 05E(N; (2) + 30y, (01, — ] ) E(N; (2)) + (201 — 30t + 0t ) E(N, (2)),

4) E(t} (2)) = ayE(N; (2)) + 60 (o1, —aif ) E(N] (2)) +

(110} —18aor, +4oy, 0t + 303 )E(NS (2) + (o, +12050r, - oy, 01, - 3015 - 60ty ) E(N, (2)).
Burada o, =E(&!) k=1,2,3.4 “tiir. n

Nihayet, Teorem 2.2.7.1 ve Yardimc1 Teorem 2.2.7.2° den yararlanarak t, =1,(,;)
sinir fonksiyonelinin asimptotik davranisi hakkinda asagidaki teorem verilir.

Teorem 2.2.7.2. Asagidaki ek kosullar saglanmis olsunlar:

i) E(§))<o0; i) E(1))<co; iii)a — oo iken o/a— 0 olsun.
Bu takdirde, a — oo iken, 1, = t,(£,) sinur fonksiyonelinin ilk dért momenti i¢in agagidaki

ti¢ terimli asimptotik acilimlar1 yazmak miimkiindiir:
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D) M) = et Lo +o(),

1 1

2) E((¢)) = —fz { A, _iJaf +%}a+[(82 —Al+6—22]0c12 +A10(2:|+0(1) :
m; m m, m

1 1

a’+

(Aaml2 - 3) o + 30,0,
ml

3) E(€(C))= 13 [ 2

2 a2
{83 +3£3—3A2 +£} ol + 3A,M,0,0, ~ 30,0, +a3}a+o(a),
ml ml ml

! 60(2 o —0(2
4) E(Tf (C)) = a—l434 +[A40ﬁf +MJ a4+
m, m?

2
1

2 4 2 2
KB +E:n jot1+60€1( —af)A3+11a1 18a1ar;+3a2+4a1a3}az+0(az),
1

burada o, =E(&]), m, =E(n;), n=12,3"tir.

A ve B, Kkatsayilarmin asikar sekilleri de Yardimci Teorem 2.2.7.1° in ifadesinde

verilmistir.

Ispat: Bu teoremin ispati Teorem 2.2.7.1 ile Yardimc1 Teorem 2.2.7.2 ([5]) ‘in

birlikte uygulamasi1 sonucunda, uygun hesaplamalar yapilarak elde edilir. [



3. BULGULAR

Bu calismada Yari-Markov siireclerinin énemli iki sinifi olan ”Normal Miidahaleli
Yar1 — Markov Rasgele Yiiriiyiis Siireci” ve “Normal Miidahaleli Odiillii Yenileme Siireci”
ele alimmistir. Bu siireglerin matematiksel tanimi verilmis ve slirecler icin ergodik
teoremler ispat edilmistir. Ayrica, siireglerin ergodik dagilim fonksiyonlarinin kesin
ifadeleri bulunmustur. Normal Miidahaleli Yar1 — Markov Rasgele Yiiriiylis Siireci’ nin

ergodik dagiliminin karakteristik fonksiyonu, S, smir fonksiyoneli yardimiyla ifade

edilmistir. Buna ek olarak ele alinan siire¢lerin sinir fonksiyonellerinin momentleri i¢in {i¢
terimli asimptotik acilimlar ortaya konulmustur. Daha sonra Normal Miidahaleli Yar1 —
Markov Rasgele Yiiriiylis Siireci’ nin ergodik dagilimmin ilk doért momenti, Normal
Miidahaleli Odiillii Yenileme Siireci’ nin ise ergodik dagilimmin tiim momentleri igin ii¢
terimli asimptotik acilimlar elde edilmistir. Her iki siirecin ergodik dagilimlar i¢in zayif
yakinsama teoremleri ispatlanmistir. Ayrica, Normal Miidahaleli Odiillii Yenileme Siireci
icin Monte Carlo simiilasyon yontemi uygulanarak, ergodik momentlerin degerleri elde
edilmis ve asimptotik sonuclarla karsilastirilmistir. Karsilagtirma sonucunda elde edilen
asimptotik ac¢ilimlarin simiilasyon sonuglarina yeterince yakin olduklar: tespit edilmistir.

Ozellikle a > 7 oldugunda uyum yiizdesinin %99’ un iizerinde oldugu gdzlemlenmistir.



4. IRDELEME

Yari-Markov Rasgele Yiirtiyiis Siiregleri ile ilgili literatiirde bircok 6nemli ¢alismalar
mevcuttur. Bu calismalarin birgogundaki sonuglar teorik bakimdan onemli olsalar da
uygulamanin ihtiyacini karsilayabilecek nitelikte degillerdir. Buna karsin kesin ifadeleri
igeren ve uygulama igin yararli olabilecek caligmalar da vardir. Fakat bu giine kadar bu
sliregler her yoniiyle arastirilmis degillerdir. Bunun temel nedeni, bu siireglerin olasilik ve
sayisal karakteristiklerinin ¢ok karmasik bir matematiksel yapiya sahip olmasidir.
Ozellikle, miidahaleyi ifade eden rasgele degiskenler yeterince genis bir sinifa ait
olduklarinda siirecin temel karakteristikleri i¢cin kullanilabilir formiillerin elde edilmesi ¢cok
zordur. Literatiirde, son yillarda asimptotik yontemler uygulanarak yaklasik, fakat pratik
Ooneme sahip olan asimptotik sonuglar elde etmege yonelik birgok degerli calismalar ortaya
konulmustur. Bu sonuglar genellikle rasgele yiirliyiis siirecinin sinir fonksiyonelleri ile
ilgilidirler. Fakat birgok pratik problemin ¢dziimiinde sinir fonksiyonellerinin yani sira
stirecin ergodik dagiliminin bilinmesi de biiyiik 6nem tagimaktadir. Bu konuda son yillarda
baz1 6nemli ¢alismalar yapilmustir. Ornegin, T. Kesemen’ in doktora tezinde Ustel, Erlang
ve Gamma miidahaleli rasgele yiiriiylis siireglerinin ergodik dagilimlarinin ilk dort
momenti i¢in asimptotik acilimlar elde edilmistir. Bu acilimlarin elde edilmesinde Laplace
dontisiimii genis bir bigimde kullanilmistir. Fakat “miidahale” Gamma sinifindan farkl: bir
smifa ait olugunda sadece Laplace doniisiimii yontemi yeterli olmamaktadir. Bu durumda,
farkli integral dontistimleri kullanarak asimptotik sonuglara ulasmak miimkiindiir. Bu
nedenle, bu tezde Normal miidahaleye sahip yari-Markov siireclerinin iki énemli alt sinifi
(Normal Miidahaleli Yari-Markov Rasgele Yiiriiyiis Siireci ve Normal Miidahaleli Odiillii
Yenileme Siireci) ele alinmis ve ¢esitli integral doniisiimleri yardimiyla incelenmistir.

Rasgele faktorlerin etkisi altinda degisen ve degisimi stokastik siireglerle ifade
edilebilen bir¢ok dinamik sisteme, gerektiginde “disaridan miidahale edilmesi” eylemi,
cogu zaman, bir¢ok faktdriin toplam etkisi altinda olusmaktadir. Dolayisiyla, “miidahale”
kararlar1 verilirken birgok faktoriin toplam etkisi g6z dniinde bulundurularak verilmektedir.
Diger taraftan, Merkezi Limit Teoremi’ ne gore, etki gosteren faktorlerin sayisi arttik¢a
“miidahale” yi ifade eden rasgele degiskenin dagilimi, yaklagik da olsa, normal dagilima
yakinsayacaktir. Bu nedenle, ¢ok sayida rasgele faktorlerin etkisi altinda faaliyet gosteren

sistemler i¢in “miidahale” nin Normal dagilima sahip oldugunu varsaymak, bilimsel a¢idan
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mantikli ve pratik agidan maksada uygundur. Fakat Normal miidahaleli siireclerin
incelenmesi, matematiksel olarak, diger miidahaleli siireglere gére cok daha zordur. Bunun
da nedeni siireglerin olasilik karakteristiklerini incelerken karsiya ¢ikan asimptotik
davranislarinin incelenmesinin matematiksel zorluklaridir. Bu nedenle, Normal miidahaleli
siireglerin incelenmesi hem bilimsel, hem de pratik Oneme sahiptir. Bu caligmada
asimptotik yontemler kullanarak, Normal Midahaleli Rasgele Yiiriiyiis Siireci’ nin ve
Normal Miidahaleli Odiillii Yenileme Siireci’ nin olasilik ve sayisal karakteristikleri i¢in
pratik 6neme sahip asimptotik ifadeler elde edilmistir.

Bu c¢aligma kapsaminda incelenen modelde bazi degisikliklerin yapilabilmesi
miimkiindiir. Ornegin, bu calismada kullanilan analitik ve asimptotik yontemler iki

bariyerli yar1 - Markov siire¢lerine de uygulanarak 6nemli asimptotik sonuglar elde

edilebilir.



5. SONUCLAR

Bu c¢alismada, “Normal Miidahaleli Yar1 — Markov Rasgele Yiirliyiis Siireci” ve

“Normal Miidahaleli Odiillii Yenileme Siireci” ele alinmis ve bu siiregler i¢in asagidaki

teorik sonuclar elde edilmistir.

1)

2)

3)

4)
5)

6)

7)

8)

Normal Miidahaleli Rasgele Yiiriiyiis Siireci’ nin ergodik dagilimi ve
karakteristik fonksiyonu i¢in kesin ifadeler bulunmustur.

Ergodik dagilimin karakteristik fonksiyonu, S ,, smir fonksiyoneli yardimiyla

ifade edilmistir.

Sy(p simr fonksiyonelinin momentleri igin ti¢ terimli asimptotik agilimlar elde

edilmistir.

Siirecin ergodik dagiliminin ilk dért momenti i¢in kesin ifadeler bulunmustur.
Normal Miidahaleli Yar1 — Markov Rasgele Yiiriiyiis Siireci’ nin ergodik
dagiliminin ilk dért momenti i¢in {i¢ terimli asimptotik ac¢ilimlar elde edilmistir.
Normal Miidahaleli Odiillii Yenileme Siireci’ nin ergodik dagilimmin tiim
momentlerinin kesin ifadeleri bulunmustur.

Siirecin  ergodik dagilimimin tim momentleri i¢in ii¢ terimli asimptotik
acgilimlar elde edilmistir.

Her iki siirecin ergodik dagilimi i¢in zayif yakinsama teoremleri ispat edilmis

ve limit dagilimin agikar sekli bulunmustur.



6. ONERILER

Yapilan bu c¢alismanmn, Yari - Markov Siiregleri teorisindeki bir eksikligi

giderebilecegi umulmaktadir. Bununla beraber bu calismanin asagidaki yonlerde de

gelistirilebilmesi miimkiindiir:

1.

Kesikli miidahaleyi ifade eden rasgele degiskenin dagilimini, Normal dagilim
siifindan daha genis bir siniftan segerek benzer siireclerin analitik ve asimptotik
Ozelliklerinin incelenmesi.

Sigrama miktarlarini ifade eden (m,) rasgele degiskenlerin, sicramalar arasinda

gecen siirelere (&;) bagimli oldugu durumda benzer problemin martingaller

yontemi ile incelenmesi.

Yakinsama teoremlerinde yakinsama hizinin bulunmasi iizerine c¢alismalarin
yapilmasi.

Ele alinan siirecler i¢in toplamsal fonksiyonellerin olasilik karakteristiklerinin
bulunmasi.

Sonsuz varyansh rasgele degiskenler i¢in benzer problemlerin incelenmesi.

Bu ¢alismadaki analitik ve asimptotik yontemleri kullanarak benzer problemlerin
iki bariyerli yari-Markov siiregleri i¢in ¢oziilmesi.

Elde edilen sonuglarin stok kontrol, giivenirlik, kuyruk teorisi, sigorta, finans gibi

diger pratik alanlara uygulanmasi.
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8. EKLER

Ek 1. Wald Ozdesligi

v tam degerli rasgele degiskeni ve {&} dizisi (Q,3J,P) olasilik uzayinda
tanimlanmis olsunlar. Ayrica v>0 ve &, rasgele degiskenleri kendi aralarinda bagimsiz
olsunlar. 3, ile &, & rasgele degiskenlerinin iretti§i sigma cebir, yani

Sn =&, &) gosterilsin.

Tanmm 1: Her n=12,.. i¢cin {v<n}olayr, 3 sigma cebrinden bagimsiz

n+l,00 2

oldugunda v rasgele degiskenine “gelecekten bagimsiz” rasgele degisken denir.

Tammm 2: Her n=12,.. icin {v<n}e3J, oldugunda v rasgele degiskenine

Markov rasgele degiskeni veya durdurma ani denir.

Bagka bir deyisle, bu durumda ¢&,...,&, rasgele degiskenlerinin degerleri
bilindiginde {v <n} olaymin gerceklesip gerceklesmedigini kesin olarak sdylemek
miimkiindiir. Markov rasgele degiskeni v, &, rasgele degiskenler dizisi i¢in “gelecekten
bagimsiz” rasgele degiskendir (Borovkov [13], s. 86).

S, =& +...+& olsun. S, rasgele sayida rasgele degiskenin toplamidir.

Teorem 1 (Kolmogorov — Prokhorov Teoremi) (Borovkov [13], s. 88): Negatif
olmayan tam degerli rasgele degiskeni v, “gelecekten bagimsiz ” bir rasgele degisken
olsun. Eger

D P =KE(E ) <o (E.1)
k=1
kosulu saglaniyorsa, bu takdirde
E(S,) = P02 KE(E) (E2)
k=1

esitligi yazilabilir. Ayrica & >0 oldugunda (E.1) kosuluna gerek kalmiyor.

Bu teoremin 6nemli bir sonucu olan asagidaki teorem, literatirde Wald Ozdesligi
olarak bilinmektedir.
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Teorem 2 (Wald Ozdesligi) (Borovkov [13], s. 88): &,&,,...rasgele degiskenleri

kendi aralarinda bagimsiz ve ayni dagilima sahip, v rasgele degiskeni ise “gelecekten
bagimsiz” bir rasgele degisken olsun. Ayrica E(&, ) <o ve E(v) <o olsun. Bu takdirde,

E(S,) = E(X ) - EG)EM) €3)

olur. (E.3) esitligine Wald Ozdesligi denir.
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Ek 2. Kesinlestirilmis Yenileme Teoremi

{n.}, n=1,2,... ler bir (,3J,P) olasilik uzaymnda tanimlanmis bagimsiz, ayni

dagilima sahip ve pozitif degerli rasgele degiskenler dizisi olsun. Bu dizinin yardim ile
asagidaki stokastik siire¢ insa edilsin:

N(t) =min{n>1: Zn:ni >}, 0. (E.4)

N(t) siirecine literatiirde “Yenileme Siireci” denir. N(t) yenileme siirecinin beklenen

degerine “Yenileme Fonksiyonu” denir ve genellikle U(t) sembolil ile, yani
U(t) = E(N(t)) (E.5)

seklinde gosterilir. 7,, n=1,2,...rasgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonu F(t), yani
F(t) = P{n, <t} seklinde olsun. Bu takdirde, U(t) yenileme fonksiyonu asagidaki sekilde

gosterilebilir:
u(t)=> F"(t), (E.6)
n=0

burada F™(t) ile F(t) dagilim fonksiyonunun n. konvoliisyon carpimi gdsterilmis olup
asagidaki sekilde tanimlanmustir.

1, t>0

F*°(t)=a<t)5{c§ ! FrO=FO;

F"(t) = F V(1) *F(t) = j F O (t-s)dF(s), n=2,3,....

U(t) fonksiyonu, monoton azalmayan, pozitif degerli bir fonksiyondur ve U(0)=1" dir.
Ayrica, her sonlu t igin U(t) <oo’ dur (Feller [29], s.185). U(t) fonksiyonu asagidaki
integral denklemini saglanmaktadir (Feller [29], s.186):

u(t) :1+jU(t—s)dF(s), £>0. (E.7)

U(t) fonksiyonunun asimptotik davranisini incelemek, olasilik teorisinde 6onemli bir yer
tutmaktadir. Bu nedenle, U(t)’ nin t — oo iken asimptotik davranisi ile ilgili literatiirde

bircok 6nemli sonuglar mevcuttur. Bu sonuglarin en 6nemlilerinden birisi “Kesinlestirilmis
Yenileme Teoremi” adi ile bilinmekte olup, Feller W. tarafindan ispatlanmistir. Burada bu
teorem ispatsiz olarak verilmistir.
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Teorem 1 (Kesinlestirilmis Yenileme Teoremi): F(.) dagilimi aritmetik olmayan
bir dagilim olsun. Ayrica, bu dagilimm beklenen degeri ( ) ve varyansi (o) sonlu olsun.
Bu takdirde, t — oo iken

0<U)—(t/ p) = (1° +02) 1247 (E.8)
olur (Feller [29], 5.366).

Not: “Birinci Yenileme Teoremi” olarak bilinen, agsagidaki Teorem 2° den sadece
U(t) ~t/ u sonucuna ulasilir. (E.8) sonucu bu sonugtan ¢ok daha gii¢lii bir sonugtur.

Tezin daha rahat anlasilabilmesi i¢in birinci yenileme teoremi asagidaki Teorem 2
seklinde verilebilir (Feller [29], 5.360).

Teorem 2 (Birinci Yenileme Teoremi): F(.) dagilimi aritmetik olmayan bir
dagilim olsun. Ayrica, F(.) dagilimmin beklenen degeri ( ) sonlu olsun. Bu takdirde, her

h >0 sabiti igin, t — oo iken,
Ut)-U(t-h) >h/u (E.9)

olur (Feller [29], s. 360).
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Ek 3. Basamak Degiskenleri

{n.}, n>1 dizisi (Q,3,P) olasilik uzayinda tanimlanmis, bagimsiz ve ayni dagilima
sahip rasgele degiskenler dizisi olsun. Ayrica 7,, n=1,2,... rasgele degiskenleri hem

pozitif, hem de negatif degerler alabilsin. Bu rasgele degiskenlerin yardimi ile asagidaki
rasgele ylirliylis siireci tanimlansin:

S, =0;S,=> 7, n>1 (E.10)

i=1

Simdi de, 1. basamak an1 ve 1. basamak yiiksekligi asagidaki sekilde tanimlansin:
vy =min{fn>1:S >0} ' =S_=D 7 . (E.11)
1 Py

v, rasgele degiskenine 1. basamak ani, y,” rasgele degiskenine ise 1. basamak yiiksekligi
denir (Feller [29], 5.191-193).

0 <E(7,) <o kosulu saglandiginda, E(v,") <o0; E(y,) <oo olur (Feller [29], 5.396-397).
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Ek 4. Dynkin Prensibi

{S,} rasgele yiiriiyiis siireci EK — 3’ deki gibi tanimlanmis olsun. Bu takdirde, {S, }
rasgele ylirliylis stirecinin simir fonksiyonelleri olarak bilinen N(z) ve Sy, rasgele

degiskenleri asagidaki gibi tanimlansin:

N(z)

N(z) =min{n >1:S >z}, z>0ve Sy, = > 7. (E.12)
i1

N(z) smur fonksiyoneli, {S,} rasgele yiiriiyiis siire¢lerinin z >0 seviyesini ilk kez asma
an1 olarak yorumlanir. S, —z ise, {S } rasgele yiirilyiis siirecinin z>0 seviyesini ilk
kez astiginda z seviyesinin lizerinde kalan "artik” kisim olarak yorumlanir. Ayrica, N(z)
ve Sy, rasgele degiskenlerine, {S } rasgele yiirliyiis stirecinin belli bir smnir1 agmast ile

ilgili olduklari i¢in, sinir fonksiyonelleri denir.

{S,} rasgele yiirliylis siirecinin incelenmesinde N(z) ve Sy, smir
fonksiyonellerinin ¢ok biiylik 6nemi vardir. Fakat 7, hem negatif hem de pozitif degerler
alabildigine gore N(z) ve S, smr fonksiyonellerini sadece yukaridaki tanimlarindan

yararlanilarak incelemek oldukca zordur. Bu nedenle, bu fonksiyonellerin incelenmesi i¢in
literatiirde  “Dynkin  prensibi” olarak bilinen bir matematiksel diislinceden
yararlanilmaktadir. Bu diislinceyi ortaya koymak igin {S } rasgele yiiriiylis slirecinin 1.

basamak an1 (v;") ve 1. basamak yiiksekligi (") EK — 3’ te oldugu gibi tanimlansin:
vy =min{fn>1:5 >0}; x4 =D 7 =S_. (E.13)
i1 '

Ayrica (v, ; x.), n=1,2,3,... rasgele degisken ikilileri (v;; ) ile aym1 dagilima sahip
bagimsiz rasgele ¢iftler dizisi olsun. Bu rasgele degiskenler yardimi ile asagidaki yenileme
stireci insa edilsin:

H(z) = min{n >1: Zn:;(i* > 7} (E.14)

Bu takdirde, Dynkin prensibi matematiksel olarak, asagidaki gibi ifade edilebilir:

H(z) H(z)

N(z) = Z Vit Sy = Z X (E.15)

Dolayisiyla, Dynkin prensibine gore, rasgele yliriiyiis siirecinin i¢inde oyle iki odulli
yenileme siireci insa etmek mimkindir ki, N(z) ve Sy, smir fonksiyonelleri bu ddulli

yenileme siirecleri yardimi ile ifade edilebilsin (Rogozin [29], s.453). Hatirlatalim ki,
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yenileme ve 0diillii yenileme siiregleri hakkinda literatiirde oldukg¢a zengin bilgiler vardir
ve bu bilgiler kolaylikla {S } rasgele yiiriiyiis siirecinin incelenmesi i¢in kullanilabilir.
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Ek 5. E(N(2)) ve E(N(&1))’ in Sonlu Olmasi Uzerine

N(z) smir fonksiyoneli EK — 4’ te oldugu sekilde tanimlanmis olsun. Bu durumda,
H(z)

Dynkin prensibine gore, N(z) = z v, sekilde gosterilebilir. Burada H(z) ile
i=1

{ x,n=12, } basamak yiiksekliklerinin olusturdugu yenileme siireci gosterilmistir. EK —

1’ deki Wald Ozdesligine gore,

H(z)
E(N(2)) = E(Z Vi) =E(v)E(H(2)) (E.16)

olur.

H(z) bir yenileme siireci oldugundan her z <oo i¢in E(H(z)) <o’ dir (Feller [29], s.185).
Diger taraftan 0<E(7,) <o oldugu takdirde, E(v,) <o’ dur (Feller [29], 5.396-397).

Ozetle, her 0<z<o igin 0<E(r,) <o oldugunda, hem E(v;")hem de E(H(z))sonlu

olur. Bunlar (E.16) esitliginde géz oniine alinirsa E(N(z))’ de sonlu oldugu sonucu elde
edilir. Yani, E(N(z)) <ooolur.

Simdi de E(N(Z,)) ¢ in sonlu oldugunu gosterelim.
Wald 6zdesligi (EK —2) ve E(N(,)) ¢ in tanim1 geregi,

HE)

E(NG)RECY, v))=E(VDEHE) (E17)
olur. Burada
E(H(G)=[ E(H(@)dn(2) (E.18)

‘dir. 0<E(7,) <o oldugu igin E(v,) <+oo¢ dir (Feller [29], $.396-397). Dolayisiyla,

E(N(E,))’ in sonlu olmasi igin E(H(Z,)) ’in sonlu olmasini gostermek yeterlidir.
Kesinlestirilmis yenileme teoremine gére (EK —2 ), Z— oo iken

E(H@)) = u+(z>:i+%+g(z) (E.19)

Mo 2
seklinde yazilabilir. Burada, z, =E(z*) dir. g(z) ise siurli bir fonksiyon olup, z — o

iken sifira yakinsamaktadir. Bu takdirde, dyle bir b >0 sayisi bulmak miimkiindiir ki, her
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£>0 ic¢in z2>boldugunda |g(Z)|<6‘/ 2 olsun. Bunu gbz oOniinde bulundurarak,

T E(H(z))dz(z) integrali asagidaki sekilde degerlendirilebilir:
.[E(H(z))dﬂ(z) = j E(H(2))dz(z) + j E(H(2))d7(2)

< U+(b)idﬁ(z) +TU+(Z)d7Z(Z)

<U (b)+_|‘{ +2 2 }d7z(z) U (b)+—jzd7z(z)+(“2 + }jdn(z)
1
< U, (b)+—2t Ele) Vo (E.20)
y7A 2,u1 2
Burada

Tdﬂ(Z)STdﬁ(Z)El, ]gdzz(z)s]gdn(z)sl, Tzdn(z)gTzdz(z)EE(g’l)

esitsizlikleri kullamlmigtir. Boylece 0<E(,) <oove E(7/)<oo kosullart saglandiginda
E(N(z)) ve E(N(Z))) ¢ in sonlu olduklari ispatlanmis olur.
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Ek 6. A(x,z) Serisinin Sonlu Olmasi Uzerine

Teorem 2.1.3.2° nin ifadesinde asagidaki seri kullanilmistir:

A(x,z):ian(x,z); a,(X,z)=P{z-S, >0, k=12,...,n; z-S, <x}, x,z>0. (E.21)
n=0

Burada S, = Zni, n>1; S,=0 ile {5} dizisinin olusturdugu rasgele yiiriyiis siireci

i=1
gosterilmistir. Hatirlanacak olursa, {7}, n>1 dizisi (€, 3,P) olasilik uzayinda
tanimlanmis, bagimsiz ve ayni dagilima sahip rasgele degiskenler dizisidir. {7, }rasgele

degiskenler dizisi hem pozitif hem de negatif degerler alabilen rasgele degiskenlerdir.
Ayrica, 0<E(7,) <o kosulu saglanmaktadir. Bu durumda, A(x,z) serisinin sonlu olup

olmadig1 arastirilmalidir.
{w:z2-S,>0}=C,, k=0,1,...,n ve {w:z-S, <x}=D, (x), n=0 (E.22)
olsun. O zaman,

a,(x,z)=P{C,nC,n...nC, "D, (x)}, n=0,1,...
olur. Kisaca C,"C, n...nC_ =B, olsun.
D,(X)={w:z2-S,<x}cQ

olduguna gore a,(x,z) <P(B, "Q)=P(B,) olur.

A(x,2) <> P(B,)=> P{z-S, >0;k=0,1..,n}
n=0 n=0
olur. Diger taraftan, N(z) =min{n>1:z—-S, <0} smir fonksiyonelinin tanimindan

{N@) >n}={z-S, >0, k=0,1,...,n}

oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla,
A(x,2) <> P{N(z) >n}= > P{N(z) = n+1} = > P{N(z) > m} = E(N(2))
n=0 n=0 m=1

olur. EK — 5° te, E(N(z))’ in sonlu oldugu gosterilmistir. Boylece, her x >0, z>0 i¢in
E(7,) > 0 oldugunda A(X,z) sonludur, yani A(x,z) <oo’ dur.

Boylece A(X,z) serisinin sonlu oldugu gosterilmis olur.
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Ek 7. U¢ kath Integrallerin Sonlu Olmas1 Uzerine

Tezdeki, Teorem 2.1.3.2° de zaman ortalamalarinin durum ortalamasina yakinsadigi
ifade edilmis ve asagidaki esitlik verilmistir (1 olasiligi ile):

!me%If(X(u))du _s, :m IIIf(X)PZ{rl > tX(1) e dx}dtd z(2) (E.23)

Burada f(x) fonksiyonu siirli 6l¢iilebilen bir fonksiyondur.
sup|[f(x)|=M <

xeR*

olsun. Bu takdirde,

T T T F(X)P{z, > t; X(t) e dx}dtd z(z)| < MTTTPZ{Tl > t; X(t) e dx}dtd z(2)

- MTT P{z, > t}dtdz(2) = MT E(z,(2))d7(2) (E.24)

olur. EK — 1’ deki Wald 6zdesligine gore

N, (2)
E(r.(2)) =E(2 &) =E(&)E(N,(2) (E.25)
i=1
olur. Teorem 2.1.3.1” in kosullarima gére 0<E(&) <o dur. Dolayisiyla, E(7,(2))¢ in

sonlu olabilmesi i¢in E(N,(z)) ¢ in sonlu olmast yeterlidir. EK — 4’ teki Dynkin Prensibine
gore
H(z)
N(z) = z v,
i—0
seklinde yazilabilir. Burada v,", 1. basamak ani; v, ¢ lar ise v; ile aym dagilima sahip

bagimsiz rasgele degiskenlerdir. H(z) siireci, {7,}, n=1,2,...basamak yiiksekliklerinin

olusturdugu yenileme siirecidir. EK — 1° deki Wald Ozdesligine gore,
H(z)

E(N,(2)) = E(Z vi') =E(v)E(H(2))

olur. E(H(z))=U,(z) bir yenileme fonksiyonudur. Dolayisiyla her sonlu 2z igin
U,(z)=E(H(z)) ¢ in sonlu oldugu bilinmektedir (Feller [29], s.185). 0<E(r,) <o
oldugunda E(v]") <400 ¢ dir (Feller [29], 5.396-397). Dolayisiyla E(N,(z)) sonludur.

Ayrica EK - 5 te .[E(H(Z))d 7(z) integralinin sonlu oldugu E(r,)>0ve
0
E(177) < ookosullar1 altinda gdsterilmistir. Bu takdirde,

[E(@(2)dz(2) =E(&) [E(N,(2)d7(2) = E(L)E() [E(H@)d7(z) <0 (E.26)
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olur. M= Sup|f (X)| <oo sonlu oldugu da gbz 6niinde bulundurulursa, yukaridaki ti¢ katli

xeR

integrallerin sonlu olduklar1 ispat edilmis olur.
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Ek 8. Tauber — Abel Teoremi:

F(t)ve G(t) fonksiyonlarmmn Laplace déniisimleri F(1) ve G(A) mevcut olsun
(en azindan &yle bir (—a, ) araligi meveut olsun ki, her A e (-, f); a, 8> 0 i¢in F(A)

ve G(4) mevcut ve sonlu olsun).

Ayrica t—>co iken F(t) ~ G(t) olsun. Bu taktirde, 1—0 iken F(1)~G(A)olur.

Bu Gnermenin tersi de dogrudur, yani eger 1 —0 iken F(1)~G(A) ise t—>oo iken
F(t) ~ G(t) olur.

(13
'~

Burada simgesi ile iki fonksiyonun asimptotik denkligi gdosterilmistir, yani

“F(t) ~ G(t)” yazilabilmesi i¢in !im % =1 ve "F(1)~G(A)” vyazilabilmesi icgin

lim & =1 olmalidir.
-0 G (l)

Bu 6nerme literatiirde Tauber — Abel teoremi olarak bilinmektedir (Feller [29], s.
498).
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Ek 9. Mill Teoremi

X rasgele degiskeni Standart Normal Dagilima sahip olsun. Bu takdirde, X’ in
olasilik yogunluk ve dagilim fonksiyonlari sirasiyla ¢(t) ve ®(t)ile gosterilir ve asagidaki

sekilde tanimlanir:
1 -t?/2 . t
@(t)zﬁe  teR: @(t):j(p(u)du.

Ayrica ®(t) =1—®(t) olsun. Her t > 0icin asagidaki esitsizlik bilinmektedir:

1 _3 (D(t) 1 (E.27)
t £ o) “1
O(t) . . . . . .
W oranina Mill Orani denir ve bu oran i¢in t — oo iken asagidaki asimptotik a¢ilim elde
@

edilmistir (Abramowitz and Stegun [1], s.298).

. . . O(t . . . .
Teorem (Mill Teoremi): t— oo iken % orani i¢in agagidaki asimptotik agilim

yazilabilir:

o) 1 1 i( yr m=Dt

(1) =1 P (E.28)

(Abramowitz and Stegun [1], 5.298).

Bu teoremden asagidaki 6nemli sonug elde edilir.

o(t)

—s1 olur veya ®(t) ~
2(O)/1 ya O(t)

Sonug 1: t — oo iken

@ > dir.
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Ek 10. Kesikli Miidahaleli Yar1 — Markov Siirecleri icin Genel Ergodik Teoremi

Teorem 1 (Genel Ergodik Teorem) (Gihman and Skorohod [30], s. 243):

X(t) stireci kesikli miidahaleli bir yar1 — Markov siireci olsun. Ayrica asagidaki iki

varsayim saglansin:

1. Varsayim: Oyle bir 7,=0<7, <7, <..<7, <..<oo artan zaman anlar1 bulunsun ki,
X(t) siirecinin bu anlardaki degerleri ( X(z,), n=1,2,...) ergodik bir Markov zinciri

olusturmus olsun.

2. Varsaym: t,,7,,7,,...,T,,... anlar1 arasinda gegen siirelerin beklenen degeri sonlu

olmus olsun, yani her n=1,2,... i¢cin E(z, —7,,) <o olsun.

Bu takdirde X(t) siireci ergodiktir.

Teorem 2 (Gihman and Skorohod [30], s. 243): Teorem 1’ in varsayimlari saglanmis
olsun. Bu takdirde, her sinirh dl¢iilebilirf(x) fonksiyonu i¢in asagidaki esitlik 1 olasiligt
ile dogrudur:

!Lrg%if(X(s))ds =S, = Eél) :Lzof(x)Pz{rl >t X(t) e dx}dtd z(2) (E.29)

Burada, 7(z) dagilimi1 {X(z,)} Markov zincirinin ergodik dagilimidur.

Not: Bu teorem, zaman ortalamalarinin durum ortalamalarina 1 olasilig: ile yakinsadigini
ifade eden bir 6nermedir ve ergodik siirecler i¢in en temel bagintiy1 ortaya koyar.
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Ek 11. Rasgele Yiiriiyiis Siirecleri icin Temel Ozdeslik

{n.}, n=1,2,...dizisi {Q2, J,P} olasilik uzayinda tanimli bagimsiz ve ayni dagilima
sahip rasgele degiskenler dizisi olsun. 7, rasgele degiskenleri hem pozitif hem de negatif
degerler alabilsin. 7, rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu F(x) ile, karakteristik
fonksiyonu ise ¢(0) ile gosterilsin, yani F(X)=P{r, <x}; ¢(8)=E(exp{ién}) olsun.

{n,}, n=1,2,... dizisinin yardimi ile asagidaki rasgele yiirilyiis siireci tanimlansin:
S, =0; S,=> 7m; n=12,...
i=1

A c R reel sayilar kiimesinin keyfi bir alt kiimesi olsun. A" ile A’ nin tiimleyicisi
gosterilsin, yani A'=R\ A olsun. (Genellikle A’sonlu veya sonsuz aralik seklinde ortaya
cikar.) | c A’ olsun. Eger S € A; S,€A; ..; S, €A S €A (IcA) ise, bu takdirde,

“Rasgele Yiiriiylis Siireci ilk kez A’klimesine n. adimda ulagmis ve bu andaki degeri I
kiimesindedir” denir. A" kiimesine ilk kez ulasma anin1 N ile siirecin bu andaki degerini
ise S, ile gosterelim. Dolayistyla,

N
N=min{n>1: S, eA; S,eA;..; S ;€A S, eA}; S,=Dn (E.30)
i=1

olsun. (N;S,,) ikilisinin ortak dagilimi i¢in agagidaki notasyon tanimlansin:
P{IN=n; S, el}=H{I}, IcA, n=12,...

Tanimi geregi H {1} asagidaki gibi de yazilabilir:
H{l}=P{S . eA S,eA; ..; S eA S I}

Ayrica, | A i¢in H _{I}=0 olarak kabul edelim. Bu durumda, her 1cR i¢in
H{}=P{S,€A; S,eA; ..; S, €A S eA'S el} seklinde gosterilebilir. H {I}
olasiliklarina “ilk kez ulagsma” olasiliklart denir. H _{I} olasiliklarmin incelenmesi, rasgele

yiiriiyiis siireglerinin A" kiimesine ilk kez ulasmasina kadar olan davranisi ile baglantilidir.

Ayrica, her Ic Ave n=12,... icin G {I}=P{S .,€A; S ,eA, ..; S, €A S el}
olsun. G {1}, ilk n adimda siirecin A’ kiimesine ulasmamasi ve n. adimda I kiimesinde
olmasi olasihigidir. 1 < A" oldugunda G {I}=0 olsun. Bu takdirde, G {I} olasiliklari tim

| = R’ ler i¢in tanimlanmis olur ve asagidaki sekilde gostermek daha uygundur:

G {I}=P{S € A; S ,eA; ... S €A S el}
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Tanima gore, G {A}=P{S € A; S ,eA; ...; S € A}=P{N>n}=1-P{N <n} olur.

Amag, (N;S,) ikilisinin dagilimini incelemektir (Feller [29], s. 598-600). Bu amaca

ulagsmak i¢in Fourier analizi yontemini kullanilir. N tam degerli rasgele degisken oldugu
icin N’ nin moment ¢ikaran fonksiyonu, Sy’ nin ise karakteristik fonksiyonu kullanilsin.

Bunun i¢in asagidaki notasyonlar tanimlansin:

76,0)=3s" [¢7H {d}; 7(5,0)= 5" [€7G,{dx} (E31)

(n=0. terim 2. seride 1’ dir. )
|S| <1 oldugunda her iki seri de yakinsak olur. Rasgele yiiriiylis siirecleri i¢in temel

ozdeslik x(s,0) ve y(s,6) arasinda kurulan bir iliskiyi ifade eder (Feller [29], s. 598-600).
Temel Ozdeslik (Feller [29], s. 600): Her R ve |s| <1 i¢in

1-%(s,0) = y(s,0)[1-s¢(0)] (E.32)

> dir. (E.32) 6zdesliginden bir¢ok 6nemli sonuglar elde edilebilmektedir.
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