KARADENIZ TEKNIK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANA BiLiM DALI

SINIR DEGERINDE OZDEGER PARAMETRESI BULUNDURAN REGULER

STURM-LIiOUVILLE PROBLEMLERI

DOKTORA TEZi

Elif BASKAYA

NiSAN 2013
TRABZON



KARADENIZ TEKNIK UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANA BiLiM DALI

SINIR DEGERINDE OZDEGER PARAMETRESI BULUNDURAN REGULER
STURM-LIiOUVILLE PROBLEMLERI

Elif BASKAYA

Karadeniz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisiince
"DOKTOR (MATEMATIK)"
Unvam Verilmesi Icin Kabul Edilen Tezdir.

Tezin Enstitiiye Verildigi Tarih  : 18.03.2013
Tezin Savunma Tarihi 1 25.04.2013

Tez Danismani : Prof. Dr. Haskiz COSKUN

Trabzon 2013



Karadeniz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dalinda
Elif BASKAYA Tarafindan Hazirlanan

SINIR DEGERINDE OZDEGER PARAMETRESI BULUNDURAN REGULER
STURM-LIiOUVILLE PROBLEMLERI

bashikh bu ¢calisma, Enstitii Yonetim Kurulu 19/ 03 / 2013 giin ve 1498 sayili
karariyla olusturulan jiiri tarafindan yapilan sinavda

DOKTORA TEZi

olarak kabul edilmistir.

Jiiri Uyeleri

Baskan Prof.Dr. Thsan UNVER  ririeceieeeenee,
Uye ‘Prof. Dr. Haskiz COSKUN  iirriiiiieeerenennennens
Uye :Prof. Dr. Zameddin ISMAILOV ...,
Uye :Prof. Dr. Belgin KUCUKOMEROGLU ......cccccvvvuereeennnnnnnnns
Uye Prof.Dr. Omer AKIN  rrrereeeeeeeeeennenn,

Prof. Dr. Sadettin KORKMAZ
Enstitii Miidiirii



ONSOZ

Konumun belirlenmesinden, ¢alismanin tamamlanip bu hale getirilmesine kadar ben-
den yardimini ve destegini esirgemeyen hocam Prof. Dr. Haskiz COSKUN’ a emegi i¢in
saygilarimi ve siikranlarimi sunarim.

Ayrica basta tez jliri iiyelerim olmak {izere, matematik boliim baskanim ve hocalari-
ma, arastirma gorevlisi arkadaslarima, aileme ve maddi desteginden dolay1 Tiirkiye Bilim-

sel ve Teknolojik Arastirma Kurumu (TUBITAK)’ na tesekkiir ederim.

Elif BASKAYA
Trabzon 2013



TEZ BEYANNAMESI

Doktora Tezi olarak sundugum “SINIR DEGERINDE OZDEGER PARAMETRESI
BULUNDURAN REGULER STURM-LIOUVILLE PROBLEMLERI” baslkli bu calis-
may1 bastan sona kadar danismanim Prof. Dr. Haskiz COSKUN’ un sorumlulugunda ta-
mamladigimi, verileri/6rnekleri kendim topladigimi, deneyleri/analizleri ilgili laboratuar-
larda yaptigimi/yaptirdigimi, baska kaynaklardan aldigim bilgileri metinde ve kaynakcada
eksiksiz olarak gosterdigimi, ¢alisma siirecinde bilimsel arastirma ve etik kurallara uygun
olarak davrandigimi ve aksinin ortaya ¢ikmasi durumunda her tiirlii yasal sonucu kabul

ettigimi beyan ederim. 22/05/2013

Elif BASKAYA



ICINDEKILER

Sayfa No
[0) 110 /2T Il
TEZ BEYANNAMEST ..ottt v
ICINDEKILER .....cocviiiecectestes ettt sttt aes et en ettt as s et as s V
OZET oottt bbbttt VI
SUMMOARY ..ottt ettt s ettt b et b e s e et st et e b et et e st e beste s ene b nn e VI
SEKILLER DIZINT ....cviiiieieieiceeeee ettt IX
SEMBOLLER DIZINT ...cooiiiiiiiiiescecsis sttt X
1. GENEL BILGILER ..ottt 1
1.1. ] TSRS USPSRRPR 1
1.2 SUrM-LIOUVIITE T@OFISH ..c.vveuveeiieieieie et 3
1.2.1. Regiiler Sturm-Liouville Problemleri..........cccoooiiiiiiii e 7
1.2.2.  Periyodik Sturm-Liouville ProblemlIeri...........cccooveiiiiiiiiiicecc e 8
1.2.3.  Singiiler Sturm- Liouville Problemleri...........cccoiiiiiiiiiiecn 10
1.3. Sturm-Liouville Problemlerinin Elde Edildigi Fiziksel Durumlar........................ 12
R TR R 1S 175 1o 12
IR T (3 111503 13
1.3.2.1. FizZIKSEl PreNSIPIE ....ccvviieiie ettt sttt 13
R T 1Y/ o o [ SRR 15
1.3.3. THESEN TRl uuiiiiiiiiiiiii ettt r e e 17
1.3.3.1. FizZIKSEl PreNSIPIE ....ccveiieiie ettt 17
1.3.3.20 IMIOUEL.....e e ettt 18
1.3.3.3. VAIYASYON ...ttt b et b et b e 20
1.4. LioUVIlle DONUSTMIL ... .eveerieirieiireiesiieseeie e sie et e e esee e steeee e seeeneesneeseeeneennes 22
1.5. Serilerle Hata HeSabI.........cociiiiiiiiii i 24
2. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR ......coooiiiiiiii e 28
2.1. Potansiyel Fonksiyonunun Integrallenebilir Olmast Durumu............c.cccc.eveuenenan, 41
2.1.1.  Standart DUrUM (ND) ..c.ooiiiiiiiiecieeee e 41
2.1.2.  Lineer DUrUmM (AD VE AND) ..ottt 45
2.1.3.  Bilineer DUrum (BD V& BN) .....ccouiiiiiiiit ittt 51



2.1.4.  Kuadratik Durum (KD V& KIN).....coiiieiieie et 56
2.1.5.  Iki Siir Kosulunun da Ozdeger Parametresine Bagli Oldugu Durum................. 59
2.2. Potansiyel Fonksiyonunun Tiirevlenebilir Olmasi Durumu...........ccccovvveviiveennnen. 69
2.2.1.  Standart DUrUM (ND)......coooiiieiieie s 73
2.2.2.  Lineer DUrum (AD V& AN) .....ooiieieiie ettt st ee e 78
2.2.3.  Bilineer DUrum (BD V& BN) ....oiiiiiiieiiee e 85
2.2.4.  Kuadratik Durum (KD V& KIN).....cociiieiieiecie e 92
2.2.5. ki Smir Kosulunun da Ozdeger Parametresine Bagli Oldugu Durum ................. 96
2.3. Spektral FOnksiyonun TUIEVI .........veiiiiiiiiiieiiiieieee s 110
3. SONUGLAR ..ottt ettt et sb e e e be e nee e 125
4. ONERILER ..ottt 126
5. KAYNAKLAR ...ttt bttt 127
OZGECMIS

Vi



Doktora Tezi

OZET

SINIR DEGERINDE OZDEGER PARAMETRESI BULUNDURAN REGULER
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2013, 128 Sayfa

Bu ¢alismada sinir degerinde 6zdeger parametresi bulunduran regiiler Sturm-Liouville prob-
lemlerinin potansiyel fonksiyonunun farkli durumlar i¢in 6zdegerlerin asimptotik tahminleri elde
edilmistir.

Birinci boliimde, Sturm-Liouville problemi ve ilgili teorisine yer verilmis, bu konuda litera-
tiirdeki bazi 6nemli teoremler ispatsiz olarak sunulmustur. Ayrica bu ¢alismanin 6nemini vurgula-
yan, ele alinan problemin kaynaklandig: fiziksel durumlardan 6rneklere yer verilmistir.

Ikinci béliimde ise yontem gerekli teorilerle sunulup, potansiyel fonksiyonun integrallenebi-
lir ve tiirevinin mevcut olmasi durumlarinda ele alinan problemler igin yaklasik 6zdegerler hesap-

lanmustir. Son olarak ise spektral fonksiyonun tiirevi incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Regiiler Sturm-Liouville Problemleri, Ozdeger Parametresi, Asimptotik
Tahminler, Spektral Fonksiyonunun Tiirevi
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In this thesis, some asymptotic estimates are obtained for the eigenvalues of regular Sturm-
Liouville problems with eigenvalue parameter in the boundary conditions with different choices of
potential function.

In the first part, Sturm-Liouville problem and related theory are introduced, some important
theorems are stated without proof. Also, some examples of the related problems arising from phy-
sical phenomena which emphasize the importance of this study are given.

In the second part, the method is presented and estimated eigenvalues are evaluated when
potential function is integrable and differentiable. Finally, derivative of spectral function of the
problem is investigated.
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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Diferensiyel denklemler ile ilgili ¢aligmalar, 1830’ lu yillarin baslarina kadar analitik
olarak ifade edilebilen ¢oziimlerin arastirilmasiyla sinirlandirilmistir. Sturm ve Liouville
bu smirliligin farkina vararak, 1836-1837 yillar1 arasinda ¢oziimlerin analitik olarak ifade
edilemedigi durumlarda da ¢oziimlerin 6zelliklerinin bulunmasiyla ilgili bir dizi ¢alisma
yayimlamislardir. Onemli ¢alismalarm yer aldigi bu alan Sturm-Liouville teorisi olarak
adlandirilir. Belirli siir deger kosullart ile birlikte ele alinan ikinci mertebeden diferensi-
yel denklem ise Sturm-Liouville problemi olarak bilinmektedir.

Sturm-Liouville kuraminin gelisiminde d’Alembert, Fourier ve Poisson’un ¢alisma-
lar1 temel ve yonlendirici etken olmustur. Fourier, 1s1 teorisiyle ilgili onemli sonuglar elde
etmistir. Bu sonuglar Poisson tarafindan devam ettirilmis ve gelistirilmistir. Homojen ve
homojen olmayan bir teldeki titresim problemini ilk kez d’Alembert ve ayn1 dénemde Eu-
ler incelemistir. Daha sonra Lagrange ve d’Alembert dalga denklemini kurmuslardir. Tim
bu ¢aligmalar Sturm ve Liouville’ nin ¢aligmalarina onciiliik etmistir.

Sturm ve Liouville diklik, 6zdegerlerin gercelligi ve Fourier katsayilarinin belir-
lenmesi gibi bazi teoremleri ortak kullaniyorlarsa da kurama yaklasimlarinda dikkate deger
bir farklilik vardir. Sturm, 6zdegerlerin 6zellikleri ve 6zfonksiyonlarin nicel davranislarina
yonelirken; Liouville, Fourier serilerinin acilimina agirlik vermistir.

Kuramin modern anlamdaki gelisimine 1900 lerin bagindan itibaren Kneser-
Hartman, Hille, Leighton, Nehari, Wintner, Fite, Morse, Reid ve daha pek ¢ok matematik-
¢inin 6zgiin katkilar1 olmustur [23]. Giiniimiizde de Sturm-Liouville teorisi ve problemi
onemini korumaktadir. Halen bu konularla ilgili ¢ok sayida ¢alisma yapilmaktadir. Tiim bu
calismalara fiziksel problemlerin esin kaynagi olmasi, teori ve problemin 6nemini daha da
arttirmaktadir.

Matematiksel fizigin bazi1 problemlerinde sinir deger kosullari, koordinat degiskeni
ile birlikte zamana gore kismi tlirevi de igcermektedir. Bu problemlerin ¢6ziimii Fourier
yontemi ile arastirildiginda elde edilen 6zdeger probleminin, sadece diferensiyel denklem

de degil sinir kosullarinda da 6zdeger parametresini bulundurdugu goriiliir. Bu nedenle



siir kosullarinda 6zdeger parametresi bulunduran sinir deger problemleri hem teorik hem
de pratik acidan biiyiik 6nem tasimaktadir.

Bir¢ok bir boyutlu dalga ve 1s1 problemlerinin ¢6ziimiinde, kuantum mekaniginde,
akustik dagilma ve 6rnekleme (sampling) teorisinde karsilasilan, literatiirde [2,4,14] calis-

malarinda da genis bir sekilde yer verilen asagidaki sinir deger problemi gz oniine alinsin:

1 o
(t) = W{—[p(t)y 0] +q<t>y(t)} —ay(t), tefab] (L.1)
_[Bny(a) - Blzy'(a)] = x[any(a) - 0‘12y'(a)]1 (1.2)
—[B21Y(b) - Bzzy'(b)] = )\'[(XZly(b) - azzy,(b)]- (1.3)

Burada oy, By (i,k=1,2) reel sayilar dyle ki B5+B% =0 ve p(t), p'(t), q(t), r(t) fonk-
siyonlari [a,b] tizerinde tanimli, reel degerli, siirekli, ayrica p(t), r(t) fonksiyonlar: ayni

aralikta pozitif olsun. Dikkat edilirse (1.1)-(1.3) smir deger probleminin regiiler Sturm-
Liouville probleminden farki, sinir deger kosullarmin 6zdeger parametresi A’ ya bagh
olmasidir. Bu problemin §, = (-1)' (o, B, —,,B;,) >0, i=12 saglanmasi durumunda
kendine es, simetrik problem oldugu Walter [26] tarafindan ispatlanmustir.

Goz Onitine alman (1.1)-(1.3) probleminde Be [0, n) olmak tizere f3,, =—COSp,
B, =sinB, o, =a, =0 iken, problemin &zdegerleri i¢in yaklasik ¢oziimlere daha dnce
[7,14,15] ¢alismalarinda yer verilmistir ve q (t) > nin farkl diizgiinliik kosullarin1 saglama-

st durumunda bazi sonuglar elde edilmistir. Ayrica literatiirde standart regiiler Sturm-
Liouville probleminin 6zdegerlerinin asimptotik tahminleriyle ilgili bircok ¢alisma yer
almaktadir [5,6,9,13,16,18,19,21,25].

Asagidaki Sturm-Liouville problemi ele alinsin:

y'()+[2-a(t)]y(t)=0, te[0.),

y(0)cosa+y'(0)sina=0, oeR.

Burada q(t) fonksiyonu [O,oo) tizerinde tanimli, reel degerli ve integrallenebilir fonksi-

yon, A ise reel parametredir. Bu problemin fiziksel uygulamalarina [3,10,17,25] ¢alismala-
rinda yer verilmistir. Ayrica problemin spektral fonksiyonunun tiirevi [11,20] ¢alismala-

rinda incelenmistir.



Bu tez ¢alismasinda da (1.1)-(1.3) problemi gbz oniine alinacak ve oncelikle q(t)

potansiyel fonksiyonunun integrallenebilir olma sart1 altinda, daha sonra q'(t) fonksiyo-

nunun mevcut olmas: durumunda A 6zdegerleri i¢in, [6,7,18,20] ¢alismalarinda hesapla-

nan 6zdeger agilimlarina benzer asimptotik tahminler elde edilecektir. Son olarak ise,
[a,oo) araliginda integrallenebilir q(t) fonksiyonu i¢in

y'(t)+[2—a(t)]y(t)=0, te[ao),

ay(a)+ay'(a)=r[ay(a)+ayy'(a)]. a,a,aa, <R

problemi ele alinip, problemin spektral fonksiyonunun tiirevi bulunacaktir.

1.2. Sturm-Liouville Teorisi

Bu béliimde Sturm-Liouville denklemleri igin genel teorik sonuglara yer verilecektir.

Bu amagla ilk olarak 6zdeger problemi kavrami ele alinacaktir.
Tamm 1.1: Her X €[X;,X,] i¢in, L ikinci mertebeden lineer operatdrii

_ d? d
L= ao(x)d7+al(x)&+a2(x)

olarak tanimlansm. Burada [Xl,Xz] araliginda a,(x) =0 ve a,(x), i =0,1,2 siirekli fonk-

siyonlar olsun. A reel bir parametre olmak iizere [X,,X, | araliinda
LLy(x)] = Ay(X)
diferensiyel denklemini ve

Bl(y) = aly(xl) + aZyI(Xl) + bly(XZ) + bzy’(xz) =g,
B, (Y) =a;y(x,) +a5y'(x,) +bjy(X,) +byy'(x,) =n

sinir kosullarini saglayan y(x) fonksiyonlarmi belirleme problemine Ozdeger Problemi
veya Sturm-Liouville Problemi adi verilir. Sinir kosullarinda &,n,a,,b,,a’ ve b, i=12

katsayilar1 sabitlerdir. Bu sinir kosullarina Ayrilmamis Sinir Kosullar1 da denir. Eger

b,=b, =0 ve a; =a, =0 ise smr kosullar1 Ayrilmis Sinir Kosullar1 olarak adlandirilabi-
lir. Ayrica £ =n=0 ise sinir kosullarina Homojen Sinir Kosullar, £=0 veya n=0 ise

Homojen Olmayan Sinir Kosullar1 adi verilir. §=n=0 ise y(x) =0 fonksiyonu 6zdes

olarak [Xl,Xz]arahglnda verilen diferensiyel denklemi ve sinir kosullarini saglar. Bu ¢o-



ziime 6zdeger probleminin Sifir (Asikar, Trivial) Cozimii ad1 verilir. Sifirdan farkli ¢6zii-
mii veren A degerlerine Sturm-Liouville probleminin Ozdegerleri ve bu degerlerin kulla-
nilmasi ile bulunan ¢oziimlere de Ozfonksiyonlar denir.

Asagida kendine es diferensiyel denklem kavramina yer verilmistir:
Tamm 1.2: Ikinci mertebeden lineer homojen bir diferensiyel denklem, asagidaki sekilde
ifade edilebiliyorsa denkleme Kendine Estir denir:

P(X)y"(x)+p' (X)y' (x)+[a(x)+rr(x) Jy(x)=0, x,<x<X,
veya denk olarak

d ,

POy () +[a00+ar()]y(x) =0, X, <x<x,
Burada x €(X;,X,) i¢in p(x)>0, r(x)>0 ve xe[x,,X,] i¢in p'(x), q(x), r(x) siirek-
li fonksiyonlardir.

Kendine es olmayan ikinci mertebeden lineer diferensiyel denklem, asagidaki sekilde

kendine es sekle doniistiirtilebilir:
A, (X)Y"(x)+ A (X)Y (X)+[ Ag (x)+2 ]y(x) =0 (1.4)

denklemi gdz oniine alnsin. Eger, (X,,X,) iizerinde A, >0 ve [X,,X,] aralig: iizerinde

A,, A, siirekli fonksiyonlar olmak lizere A; (X) %A, (X) ise, denklem kendine es degil-

p(x)
A, (x)

dir. Bu durumda verilen (1.4) denkleminin her iki tarafi p(x)=

dontistimii ile car-

pilirsa
P(X)Y"(X)+R(X)A (X)Y (X)+R(X)[ Ay (X)+2 ]y(x)=0 (1.5)

elde edilir. Buradaki p(x) belirlenmesi gereken bir fonksiyondur. (1.5) ile verilen denk-

lemin kendine es olmasi i¢in

(1.6)



olmalidir. (1.6) denklemi ise p(x) i¢in birinci mertebeden lineer diferensiyel denklemdir.

' A
(1.6) denkleminden, (%) = Al ((X) oldugundan
2

p(x) A (x)

r-mife

olarak bulunur. Ayrica, (1.5) denklemi ve Tanim 1.2 ile verilen kendine es sekil gbz 6niin-

de bulundurulursa:

ve

olarak belirlenir.
Genel olarak, ikinci mertebeden lineer homojen kendine es diferensiyel denklem
operator gosterimleri kullanilarak asagidaki sekilde de ifade edilebilir:

d

D=—,
dx

L:=D[p(x)D]+q(x)

olarak tanimlanirsa L’ ye Kendine Es Operator adi verilir. Boylece bir kendine es diferen-

siyel denklem, kapali formda
LLy()J+2r(x)y(x)=0
seklinde yazilir.

Kendine es operatorler i¢in énemli bir kavram olan simetriklik ise asagidaki gibi ta-

nimlanir:

Tammm 1.3: L kendine es operatdr olmak {iizere, [Xl,xz] araliginda tanimli, ikinci merte-

beden siirekli tiirevlere sahip, sinir kosullarini saglayan u ve v fonksiyonlari i¢in

X5

I(u (X)L v(x)]-v(x)L[u (x)]) dx=0
esitligi saglaniyorsa, L’ ye [Xl, X2] araliginda Simetrik Operator ad1 verilir.
Asagida simetrik operatorlerle ilgili literatiirde yer alan bazi énemli lemma ve teo-

remlere yer verilecektir:



Lemma 1.1: [1]: Lagrange Esitligi: L kendine es operatdr olmak iizere, [Xl, Xz] araliginda

tanimli, ikinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip, sinir kosullarini saglayan u ve v fonk-

siyonlari igin

u(x)L[v(x)]—v(x)L[u(x)] :Jix[p(x)w(u,v)(x)]
esitligi saglanir. Burada W(u, V)(X) =u (X)V'(X) -u' (X)V (X) olarak tanimlanir ve

Wronskian Fonksiyonu olarak adlandirilir.

Ayrica Lagrange esitliginden:

F(uO0L L]0 = | S oW o
geregince

X5

I(u(x) L[v(x)] —v(x)L[u(x)]) dx = p(x)W(u,v)(x)

X1

Xz

(1.7)

esitligi elde edilir. (1.7) esitligi Green Formiilii olarak adlandirilir.
Lemma 1.2: [1]: L= D[p(x)D]Jrq(x) kendine es operatdriiniin [X,,X, ] aralif1 iizerin-
de simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

p(x)W(u,v)(x)X2 =0

X1

esitliginin saglanmasidir. Burada u, v siir kosullarini saglayan ve [Xl, X2] aralig1 lizerinde

ikinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip olan fonksiyonlardir.

Teorem 1.1: [1]: L operatori, [Xl,xz] tizerinde tanimli

LLy(x)]+Ar(x)y(x)=0, x, <x<X,
6zdeger probleminin simetrik bir operatorii ve A, A, ise L operatoriiniin farkl iki 6zde-

geri olsun. Ayrica bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar sirastyla @, (X) ve @, (X)

ile gosterilsin. Bu durumda @, (X) ve @, (x) bir r(x) agirlik fonksiyonuna gére diktir

(ortogonaldir), yani

Tr(x)q)n (X)(Dk (X) dx=0, n=k

X1

Teorem 1.2: [1]: Simetrik bir operatoriin biitiin 6zdegerleri reeldir.



Teorem 1.3: [3]: Simetrik bir operatoriin 6zdegerleri
Ay <K, <Ay <eee<A, <-e-
seklinde sonsuz bir dizi olustururlar ve n — oo iken A, — co. Ayrica A, 6zdegerine karsi-

lik gelen n. dzfonksiyonun, (X,,X, ) aralig1 iizerinde n—1 tane sifir yeri mevcuttur.

1.2.1. Regiiler Sturm-Liouville Problemleri

Ozdeger problemlerinin ¢ogu ayrilmis, homojen smir kosullarina sahiptir. Bu tiir

problemler, L =D[p(x)D]+q(x) olmak iizere,

L[y(x)]+Ar(x)y(x)=0, X, <X <X,, (1.8)
B, [Y] = any(x1)+ alzy’(x1) =0, (1.9)
Bz [y] = a21Y(X2)+a22y’(X2) =0 (1-10)

seklinde karakterize edilir. Burada a2 +a, =0, a2 +a5, # 0’ dir. Bu smifa ait olan bir

6zdeger problemi Regiiler Sturm-Liouville Problemi olarak adlandirilir.
Regiiler Sturm-Liouville probleminin L operatoriiniin simetrik oldugunu gdstermek
i¢in, (1.8)-(1.10) probleminde verilen ayrilmis sinir kosullarini saglayan, ikinci mertebeden

stirekli tirevlere sahip u ve v fonksiyonlar1 g6z 6niine almsm. Bu durumda, X = X, nok-

tasinda:

a,u(X,) +a,u’(x,) :O,} (.10

a,V(X,)+a,Vv'(x,)=0.

Fakat tanim geregi a,, ve a,, ayni anda sifir olamayacagi i¢in (1.11) sisteminin katsayilar

determinanti sifir olmalidir. Yani,

u(x,) u'(xl):u(xl) v(x,)
v(x) V(x) (u'(x)) V'(x,)

Benzer sekilde, X = X, noktasinda da W(u,V)(X,) =0 oldugu gosterilebilir. Boylece,

P(X, )W (u,v)(x,)—p (X, )W (u,v)(x,)=0-0=0.

=W (u,v)(x,)=0.




Buradan da,
P(x)W(u,v)(x)

Bu ise Lemma 1.2° e gore L operatoriiniin simetrik oldugunu gosterir.

2~ 0.

X1

Bir regiiler Sturm-Liouville problemi simetrik bir operatore sahip oldugu igin, daha
once verildigi lizere,

1) Farkli 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar diktir,

ii) Operatoriin biitiin 6zdegerleri reeldir,

Iif) N > iken A, — o ve dzdegerler A, <A, <A, <---<A, <--- seklinde bir dizi
olusturur.

Bunlara ilaveten diger bir 6zellik de asagidaki teoremle ifade edilir:
Teorem 1.4: [1]: Bir regiiler Sturm-Liouville sisteminin 6zdegerleri basittir, yani bir 6zde-

ger icin birden fazla lineer bagimsiz 6zfonksiyon mevcut degildir.

1.2.2. Periyodik Sturm-Liouville Problemleri

Ozdeger problemlerinin énemli bir smifi da asagidaki sekildedir:

L[y(x)]+Ar(x)y(x)=0, X, <X <X,,

(%)= (%), ¥'(x:)=Y(%,)-

Burada L = D[p(x) D] +q(x) ve p(x)=p(x,) dir. Bu tiir problemlere Periyodik
Sturm-Liouville Problemi denir. Dikkat edilirse sinir kosullar1 ayrilmamis formdadir. Ko-
layca gosterilebilir ki bu sinifa ait problemlerde L operatorii simetriktir.

Asagidaki ornekten de goriilecegi lizere, periyodik Sturm-Liouville problemlerinin
ozdegerleri basit olmayabilir. Yani bir 6zdeger i¢in iki lineer bagimsiz 6zfonksiyon mevcut
olabilir.

Ornek 1.1: Asagidaki problemin 6zdegerlerini ve bu 6zdegerlere karsilik gelen zfonksi-
yonlar1 bulunuz.

y'+1y=0,y=y(8), —-n<6<m,

y(=m)=y(a), y'(-n)=y(m).

Coziim: Problemde p(6) =1, bu yiizden p(—n)=p(=n)’ dir.

e L =0 icin, diferensiyel denklemin genel ¢dziimii y(8)=c, +¢,0 " dir.



Periyodik sinir degerleri genel ¢6ziime uygulanirsa:
y(—n) — y(rc) =-2c,n=0,
ve
y'(-n)-y'(n)=c,—c, =0.
Boylece ¢, =0, c, ise keyfi olarak elde edilir. O halde 6zdeger-6zfonksiyon ¢ifti asagida-
ki gibidir:
A =0, @,(6)=1.
e )\ =k* >0 icin, denklemin genel ¢dziimii y(@) =, coskO+c,sinko’ dir.
Periyodik sinir kosullar1 genel ¢6ziime uygulanirsa:
y(-n)—y(n)=c,coskn—c,sinkn—c, coskn+c,sinkr =0
ve
y'(—n)—y'(n) = ke, sinkn + ke, coskn + ke, sin kn —kc, coskm = 0.
Boylece ¢, sinkn=0 ve ¢, sinkr =0 bulunur. Buradan da k=n, n=1,23,... i¢in ¢, ve
c, keyfi olarak elde edilir. Bu ise her bir A, =n?*, n=1,23,... 6zdegerine karsilik iki
lineer bagimsiz 6zfonksiyonun mevcut oldugunu gosterir:
@, (6)=c,cosnb+c,sinnd, n=123,...
ve
¥, (8)=c,cosn0+c,sinnd, n=123,...
Burada c,, c,, C,, C, katsayilar1 @ (9) ve ¥, (9) > y1 lineer bagimsiz yapan sabitlerdir.
e L =-k’ <0 i¢in denklemin genel ¢dziimii y(0)=c,e* +c,e™ " dir.
Periyodik sinir kosullar1 bu genel ¢6ziime uygulanirsa:
y(-m)-y(n)=ce " +c,e"—ce"—ce =0
ve
y'(-m)—y'(n) =kece " —ke,e" —kec,e +ke,e ™" =0.
Boylece (c,-c,)(e" -e™)=0 ve (c,—c,)(e* —€")=0 bulunur. Buradan da
¢, =¢, =0 olarak elde edilir. Yani y =0~ dir. O halde, A =—k* <0 6zdeger degildir.
A=k?>0 igin ¢, =¢, =1, ¢, =c, =0 secimi ile elde edilen 6zfonksiyonlarin asa-

g1daki gibi oldugu goriiliir:



10

®,(6)=cosnd, (n=123,.)
ve
¥, (8)=sinn6, (n=123,..).
Bu durumda @, (6) ve ¥, (0) sadece lineer bagimsiz degil, ayn1 zamanda [—m, 7] aralig:

tizerinde diktir, ¢linkii

fcosnesin no do =%jsin 2n0 do =—%c052n9 =0.

s
-7

Bu 6rnekte oldugu gibi, birden fazla lineer bagimsiz 6zfonksiyonun mevcut oldugu durum-
larda sabitlerin uygun segimi ile lineer bagimsiz 6zfonksiyonlarin en basit bilesimi elde
edilebilir.

Genel olarak, tek bir &, zdegerine karsilik iki lineer bagimsiz dzfonksiyon @, (6)
ve ¥, (6) bulunmus ise, daima @, (6) ve ¥, ()’ in dyle bir lineer bilesimi bulunabilir

ki belirli aralikta bu 6zfonksiyonlar dik olur. Son olarak, ikinci mertebeden diferensiyel
denklemin tek bir 6zdegerine ikiden daha fazla lineer bagimsiz 6zfonksiyon karsilik gele-

mez.

1.2.3. Singiiler Sturm- Liouville Problemleri

Uygulamalarda rastlanan en ilging Sturm-Liouville problemleri asagida tanimlandigi
gibi singiiler olarak smiflandirilir. Bu singiilerlikler sistemin genel yapisini, 6zellikle de L

operatoriiniin simetrikligi icin gerekli olan sinir kosullarinin seklini degistirir.

Tamm 1.6: Bir Sturm-Liouville probleminde, [X,,X, ]| aralif1 iizerinde asagidaki durum-
larin biri veya daha fazlasi varsa, probleme singiilerdir denir:

i) p(x,)=0 ve (veya) p(x,)=0"dir.

i) p(x), a(x) veya r(x), x=x, ve (veya) X =X, noktalarinda sonsuzdur.

i) X, ve (veya) X, sonsuzdur.

Bu sinifa ait 6nemli diferensiyel denklemlerin bazilar1 agagidaki gibidir:

%[(l— Xz)y'] +Ay =0, —1<x<1 (Legendre Denklemi),
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2
dd (xy’ )——y+kxy 0, 0<x<b (Bessel Denklemi),
X

i(xe’xy’) +1e*y=0,0<X <o (Laguerre Denklemi),

dx
di(exz y') +2e¥y=0, —o<xX<o (Hermite Denklemi).
X

Bir singiiler Sturm-Liouville probleminin simetrik bir operatore sahip olmasi igin

Lemma 1.2° e gore asagidaki esitligin saglanmasi gerekir:

X5

.[(uL[v]—vL[u]) dx =p(x)W(u,v)(x)

Xy

2 0.

X1

Burada u ve v, Sturm-Liouville probleminin siir kosullarini saglayan, ikinci mertebeden
siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlardir. Ornegin, singiilerlik X = X, noktasinda ise, smir

kosullar1 asagidaki gibi alinabilir:

XI|_>nX11 P(X)W(u,v)(x)=0 (1.12)
p(X, )W (u,v)(x,)=0. (1.13)

Ikinci olarak, eger singiilerlik p (Xl) =0 olmasina dayaniyorsa, sinir kosullariin

y(x) vey’(x) sonlu (x —)XI) (1.14)

alinmasi durumunda (1.12) dogrudan saglanir. ikinci ugtaki yani X, noktasindaki sinir

kosullarinin asagidaki sekilde alinmasiyla da (1.13) saglanir:
a21y(X2 ) + azzy,(xz) =0.

Ciinkii, bu durumda azlu(x2)+a22u'(x2) =0 ve ale( ,)+a,V'(X,) =0 olacagindan

(X, )W (u,v)( X, )[u(x,)V'(x,)—u'(x, )v(xz)]

s e
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(1.12)’ nin saglanmasi i¢in (1.14)’ ten farkli sinir kosullar1 da verilebilir, fakat bu durumda
problemin sifirdan farkli ¢6ziimiiniin olmamasi ile karsilasilir. Bu nedenle, birgok 6rnekte

bu tiir sinir kosullar1 kullanilir. Benzer analiz X = X, noktasina dayanan singiilerlikler i¢in

de mevcuttur.
Belirtilsin ki, singiiler 6zdeger problemleri her zaman simetrik operator icermeyebi-
lir. Bu gibi problemlerde, 6zdeger ve 6zfonksiyonlarin Teorem 1.1-1.3 teki ozellikleri

saglamasi beklenemez.

1.3. Sturm-Liouville Problemlerinin Elde Edildigi Fiziksel Durumlar

Bu boéliimde, tez calismasinda incelenen (1.1)-(1.3) probleminin elde edildigi fizik

problemlerinden 6rneklere yer verilecektir ([4], [14]).

1.3.1. Isi iletimi-1

t = 0 aninda bir ucu siviyla temas eden ince bir demir gubugun sogumasi goz oniine
alinsi. Demir ¢ubuktan 1s1 akisinin sadece siviya dogru oldugu ve sividan da 1sinin ¢evre-
ye yayildigi kabul edilsin. Bu durumda 1 birim uzunlugunda alinan demir ¢ubuk i¢in bas-

langi¢-siir deger problemi asagidaki sekilde modellenmektedir:

u, =a’u,,

u,(0,t)=0, teR,

—kAu, (17, t) =gM(dv/dt) + k,Bv(t), (1.15)
u(x,0) =u,(x), x [0,1],

v(0) = v,.

Newton’ un soguma kanunu ve X =1 noktasinda Fourier’ in 1s1 iletimi kanunundan fayda-
lanilarak v(t) asagidaki sekilde elde edilir:

v(t) =u@,t) +kctu, (1°,1), t>0.
Burada ¢ >0 sivinin 1s1 iletim katsayisidir. Bu deger (1.15) esitliginde kullanilir ve prob-
leme u(x,t) = X(X)T(t) degiskenlerine ayirma metodu uygulanirsa, X(X) igin asagidaki

problem elde edilir:
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X"(X) +AX(x) =0, (1.16)
X'(0) =0, (1.17)
(k,B/a?qM)X(@) +[(1+k,B/cA)/ o |X'X7) = A[X(@) + (k/ c)X'D)]. (1.18)

Burada o :=0’qM /KA olarak tanimlanmustir. (1.16)-(1.18) problemi ise (1.1)-(1.3) prob-
leminin
a(x) =ay; = 0oy, =B, =0, p(x) =r(x) =B, =1;

k k.B k.B
oy =1 a, :_E’ B =_m, B, :[1"'?}/6

degerlerine karsilik gelen seklidir. Yani (1.16)-(1.18) problemi sinir degerinde 6zdeger

parametresi igceren bir Sturm-Liouville problemidir.

1.3.2. Isi iletimi-2

Bir gubuktaki 1s1 iletimi, fizikte sinir deger problemlerinin ilk uygulamalarindan biri
olarak, sik sik ele alinmaktadir. Genellikle birgok ¢alismada yogunluk ve diger sicaklik
ozellikleri sabit olarak alinir. Asagidaki ornekte ise cubugun ozellikleri, ¢ubuk uzunlugu-

nun fonksiyonu olarak degismektedir.

1.3.2.1. Fiziksel Prensipler

Bir maddeyi olusturan taneciklerin sahip olduklar1 hareket (kinetik) enerjilerinin top-
lamma Is1 denir. Sicaklik ise, bir maddeyi olusturan taneciklerin sahip olduklar1 kinetik
enerjisinin ortalamasidir. Is1 bir enerji ¢esidi, sicaklik ise bir 6l¢limdiir.

Birbiriyle temas halinde bulunan sicakliklar1 farkli iki veya daha fazla madde arasin-
da 1s1 alig-verisi olur. Sicak madde 1s1 vererek sogurken, soguk madde de bu 1s1y1 alarak
sicakligi artar. Bu durum, Termodinamigin 2. Kanunu olarak bilinir. Sicakliklart farkl: iki
veya daha fazla madde arasinda gergeklesen bu enerji aktarimina ise Is1 Gegisi (Transferi)
adi verilir.

Isinin transferi ortam sicakliklarindaki farka bagli oldugu kadar, ortamin ve yiizeyle-
rin Ozelliklerine de baglidir. Asagida, 1sinin iletimle transferi, metal bir cubuk goz oniine

alarak analiz edilecektir. Is1 akisi, sicakliktaki degisikliklerin Slgiilmesiyle belirlenir.
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Ornekte ince bir tel veya ¢ubuk icerisindeki 1s1 akisini belirlemek icin, sicaklik zamanin ve
konumun bir fonksiyonu olarak arastirilacaktir. Ik olarak, ¢ubuk i¢in asagidaki fiziksel

varsayimlar kabul edilsin:

1) Sicaklik, uzakligin ve zamanin siirekli fonksiyonudur. Sicaklik U = u(x,t) ile gosteril-
sin.

2) Fourier Kanunu: Cubuk icerisindeki bir X, noktasindaki 1s1 akisinin miktari, o noktanin

cevresindeki sicaklik gradyanina orantilidir. X, noktasinda birim zamanda gecen 1s1 akisi-

nin miktar1 U, (Xo,t) ile verilir. Orant1 sabiti ise materyalin 1s1 iletim katsayis1 olarak ad-

landirilir. Bu katsayi1, ¢ubuk igerisinde her noktada ayn1 olabilecegi gibi, ¢ubuk igerisindeki

farkli noktalar i¢in farkli da olabilir. Is1 iletim katsayis1 K = k(X) ile gosterilsin. Pozitif 1s1

akisi, sicaklik gradyani negatif iken olusur, yani isareti 1sinin sicakligr yiiksek olan

yerden diisiik olan yere dogru aktigini ifade etmektedir.

Sekil 1. Cubuk igerisindeki 1s1 akisi

3) Her maddenin, sicakligmmi 1'C degistirmek i¢in gerekli olan 1s1 miktar1 olarak tanimla-
nan bir 1s1 kapasitesi (s1gas1) vardir. Cubugun 1s1 kapasitesi C = C(X) ile gosterilsin.

4) Is1 iletimi ¢ubugun i¢ tarafinda gerceklesirken, gubugun yan yiizeyleri ve ug¢ noktalari
dis diinyayla temas halinde oldugundan, 1s1 dagilacaktir. Bu nedenle kaybolan 1s1 olmamasi

i¢in, cubugun dis diinyadan yalitildig1 varsayilacaktir.
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5) Cubuk L uzunlugunda olsun. Bdylece ¢ubugun bir ucu X =0 noktasinda iken, diger

ucu X =L noktasindadir.

6) Cubugun yogunlugu, yani birim hacimdeki kiitle miktari, p = p(X) ile gosterilsin.

1.3.2.2. Model

Cubugun x ve X+ dx noktalari arasindaki 1s1 akisi ele alinsin (Sekil 1). x noktasin-
daki kesit A ile, x +dx noktasindaki kesit B ile gosterilsin. A ve B kesit alanlarinin esit

oldugu farz edilsin ve bu alan "a" olsun. Is1 akisi, birim zamanda birim alandan gegen

enerji akist olarak olciiliir. Boylece 1s1 akis miktar1 H olmak tizere, kiiciik bir zaman arali-

g1 dt iizerinde, ortalama aki % ’ dir ve bu deger Fourier Kanunu geregi —k(Xx)u, (X,t)
a

degerine esit olacaktir (isaret eksidir, ¢linkii verilen bir sicaklik gradyani i¢in 1s1 ters yonde
akacaktir.). Boylece, ele alinan varsayimlar altinda dt zaman araligi iizerinde A Kesitinin

icinden gecen enerji (1s1) miktar1 asagidaki sekildedir:
H(x) = —adtk (x)u, (x,t). (1.19)
Ayni zaman araliginda, B kesitinin i¢inden gecen enerji miktari ise

H(x +dx) = —adtk (x +dx)u, (x +dx,t). (1.20)

Sonug olarak, dt araligi izerinde, gubugun ele alinan kiigiik par¢asinin igindeki net 1s1 de-

gisimi AE ile gosterilirse, AE, (1.19) ve (1.20) ile verilen 1s1 miktarlar1 arasindaki fark

olacaktir:
AE = adt[k(x +dx)u, (x+dx,t)—Kk(x)u, (X, t)] (1.21)

Isidaki bu degisim, m kiitle olmak lizere ele alinan pargadaki sicakligin degisim miktari

olarak asagidaki sekilde de ifade edilebilir:

AE =c(X)mAu(x,t). (1.22)
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Ayrica X noktasinda, dt zaman araligindan sonra meydana gelen sicaklik degisimi Au’
nun tiim hacim igin ayn1 oldugu (dx ¢ok kii¢iik ve u (X, t) stirekli oldugu i¢in) ve kiitlenin
ap(x)dx olarak olgiildiigi farzedilsin. Bu durumda (1.22) esitliginden

AE =c¢(x)ap(x)dx[u(x,t+dt)—u(x,t)].
Son denklem ile (1.21) denkleminin esitliginden

adt[ k(x+dx)u, (x+dx,t)—k(x)u, (x,t)]=c(x)ap(x)dx[ u(x,t+dt)—u(x,t)]

olur. Bu esitligin her iki tarafi adtdx ile boliiniip, dt — 0 ve dx — 0 gotiiriiliirse

2 i), (] e(x)p(x)u, (.

denklemi elde edilir. Bu denklem igin I’(X) = C(X)p(x) olarak tanimlansin ve degiskenle-

rine ayirma metoduyla u (X, t) = y(X)T(t) seklinde ¢6ziim aransin. Bu durumda asagidaki

sekilde iki denkleme ulasilir:
T'(t)=AT(1),
~[k(X)y'(x)] =2r(x)y(x). (1.23)

Simdi ise problemin sinir kosullar1 belirlenmelidir. Sinir kosullar1 gubugun ug¢ noktalarina

baglidir ve genel formu

bY(0)=y'(0)=0. jy(L)+y'(L)=0
seklindedir. Burada j, ve j, ile, ilgili u¢ noktalardaki 1s1 yayim giicli kastedilmektedir.
Belirtilsin ki bu iki deger, hem birbirinden hem de ¢ubuk boyunca dis ylizeyin yayim gii-
ciinden farkli olabilir. Ayrica sinir kosulu olarak, Dirichlet (y(O) = y(L) =0) veya Neu-
mann ( y'(O)zy'(L):O) sartlar1 da almabilir. Son olarak, baslangi¢ sicaklik dagilim
fonksiyonu f olmak iizere

u(x,0)="f(x).

Yukaridaki fiziksel varsayimlardan dolay1 k(X) ve r(x) pozitif degerli fonksiyonlar

olarak alinmalidir ve dikkat edilirse (1.23) denklemi, (1.1) ile verilen Sturm- Liouville

denkleminin 6zel bir halidir (potansiyel fonksiyonunun q (X) =0 alinmis seklidir).
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1.3.3. Titresen Tel

Is1 problemi gibi sik sik karsilasilan, dalga denkleminden meydana gelen, bir diger
Sturm-Liouville problemi de titresen tel problemidir. Kemanin tizerinde oldugu gibi esnek-
lige sahip bir tel, gekilerek iki ucundan bir yere sabitlensin. Sturm-Liouville denklemi telin
bu asamadan sonraki hareketini tanimlamaktadir. Elde edilen sonuglar farkli uzunluk ve

farkli kalinliktaki tellerin ni¢in farkl titrestiklerini teorik alt yapilarla kanitlamaktadirlar.

Sekil 2. Ip iizerindeki gerilme kuvvetleri

1.3.3.1. Fiziksel Prensipler

Dikey ve yatay olmak {iizere iki tiir dalga vardir. Bu dalga tiirleriyle, hareket eden
dalga yoniiyle ilgili titresim yonii kastedilmektedir. Dalganin tepe noktas: ve iki dalga ara-
sindaki cukur hareket eden dalga yoniine dik olduklar i¢in, su dalgalar1 ve keman telleri
yatay dalga hareketi gosterirler (Keman teli yukari ¢ikip asagi inse bile, tel boyunca hare-
ket eden dalga, telin bagl oldugu bir ugtan diger uca dogru gider).

Titresen telin dalga hareketi, hareketsiz telin konumundan x— ekseni boyunca
u= u(x,t) yerdegistirme fonksiyonu ile tanimlanabilir (hareketsizlik aninda hi¢bir bozu-
num olmaksizin telin yeterince gergin oldugu farzedilmektedir 6yle ki u=0 formundadir).
Zamanin bir fonksiyonu olarak u, telin seklinin zamana bagli olarak degisimini tanimlar.

Asagidaki fiziksel varsayimlar kabul edilsin:

1) Telin bir ucu x =0, diger ucu ise X =L konumundadir.
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2) Tel boyunca gerilme kuvveti aynidir. Gerilme kuvveti T = T(X) ile gosterilsin. Ayrica

yatay yondeki bozukluk agis1 ¢ok kiigiiktiir.
3) Tel olgiilemeyecek kadar ince kalinlikta olsun. Boylece dalga hareketine ait telin i¢ ge-
rilme ve biikiilme kuvveti ihmal edilebilir.

4) Birim uzunluk basina diisen kiitle miktari, yani telin yogunlugu p tel boyunca aynidir.

5) Telin elastikesi (esnekligi) uzunluk boyunca aynidir ve dikey yondedir.

1.3.3.2. Model

t =0 aninda g¢ekilmis bir tel goz oniine alinsin (Sekil 2). Bu durumda telin baslangig
sekli f (X) =u (X, O) ile tanimlansin. Telin kii¢lik bir bolgesi [X, X+ AX] ele alinsin dyle ki

Sekil 2’ de tasvir edildigi lizere, bu bolgede telin yukariya dogru yer degistirdigi kabul
edilsin (bu durum asagiya dogru hareket etmesine simetrik olarak denktir). Teldeki biikiil-
meye karst koyulamayacagindan, herhangi bir noktadaki gerilme tel boyunca olacaktir

(yani gerilme kuvveti tegetseldir). Tel yatay olarak hareket etmediginden gerilme kuvveti-

nin yatay bileseni T, sabit olmalidir. T, :=T(X) ve T, :=T(X+AX) olarak tanimlanirsa
T,cosa=T,cosp=T,. (1.24)

Dikey yondeki toplam kuvvet ise dikey bilesenler —T,sinc ile T,sinf3’ nin toplamidir

(eksi igareti, X noktasindaki asagi dogru yonii ifade etmektedir). Newton’ un ikinci kanu-

nuna gore bu kuvvet, tel bolgesinin kiitlesi pAx ile bolgedeki salinimin (salinim bir

X, € [X, X +AX] igin U, (X,,t) olarak yazilabilir) carpimina esittir. Boylece
T,sinB—T,sina = pAxu, (X, t)

denklemi elde edilir. Bu denklemin her iki tarafi T, ile béliiniip, (1.24) kullanilirsa

T,sinB  T,sino _ pAXU, (X, 1)
T,cosp T, cosa T,

)

yani

AXU, (X,,t
tanB—tana:w (1.25)

h
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bulunur. Burada tano ve tanf sirasiyla X ve X+ Ax noktalarindaki telin egimidir, bu
yiizden bu degerler tano =u, (X, t), tanB=u, (X + AX, t) olarak ifade edilebilir. Bu esit-

likler (1.25) denkleminde kullanilip, her iki taraf Ax ile boliiniirse

i[ux(X+Ax,t)—ux(x,t)]:_l_ﬂutt(xo,t). (1.26)

h

Son esitlikten AXx — 0 iken limit alinirsa, sol tarafta u(x,t) fonksiyonunun x degiskenine
gore iki kere kismi tiirevi elde edilir. Sag taraf ise X degiskeninden bagimsizdir. T, ve p

pozitif sabitler oldugundan ¢*:= Th olarak alinirsa, (1.25) esitliginden bir boyutlu dalga

p

denklemi

L

2 u,=u

XX

elde edilir. u(x,t)=y(x)S(t) almarak son esitlige degiskenlerine ayirma metodu uygula-

nirsa, esitligin her iki tarafinda birbirinden bagimsiz degiskenlerin fonksiyonlar1 olacagin-

dan, her iki taraf da ayni sabite esit olacaktir. Bu sabit A ile gosterilsin. Boylece y igin

y'-Ay=0, y(0)=0, y(L)=0 (1.27)

problemi elde edilir. Bu problem, katsayi fonksiyonlarinin sabit oldugu standart regiiler

Sturm-Liouville problemi formundadir.
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Sekil 3. Yatay olarak titresen, asilmis tel

1.3.3.3. Varyasyon

Bu boliimde, yukarida verilen problem daha karmasik sinir kosullarini igeren prob-
lemlere genisletilecektir. Elde edilecek problemlere [22] gibi bir ¢ok fizik kaynaginda rast-
lanmaktadir. Sekil 3’ deki gibi, telin bir tavandan asildig1 farzedilsin. Telin alt kismi ise
stirtlinmesiz bir yola tutturulsun dyle ki tel yan tarafa dogru serbestge salinabilsin (tel yatay
dalga hareket yaptigindan). Fiziksel olarak bu modelde telin alt kismindaki sinir kosullari,
X =L noktasinda tele etki eden yan yonde higbir kuvvetin bulunmamasi olarak ifade edi-

lebilir. Bu, matematiksel olarak ise

pu, (L,t)=0 (1.28)

ile verilir. Bu sinir kosulundan yukarida verilen y denklemi i¢in Neumann (y’(L) =0)

siir kosulu elde edilir.

Bir baska goz Oniline alinmasi gereken unsur ise telin yatay hareket yapan serbest

ucunda biikiilme olmasidir. Hooke Yasasina gore biikiilme, telin serbest ucundaki u(L, t)
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yerdegistirmesi i¢in, s°U(L,t) kadar karsit bir kuvvet uygulayacaktir. Burada s® biikiilme

sabitidir. Boylece telin serbest ucu igin
pu, (L, t)=-s’u(L,t) (1.29)

kosulu saglanir. Bu durumda degiskenlerine ayirma metodu uygulandiginda yukarida veri-
len y denklemi i¢in sinir kosulunun genel formu
(L
y\b) (L) =cotP
y(L)

olarak ifade edilebilir. Burada == olarak alindiginda Dirichlet sinir kosulu elde edilir
(bu durum ilk olarak ele alinan (1.27) ile verilen sabitlenmis ug¢ problemidir). = g olarak

alindiginda ikinci olarak ele alinan (1.28) ile verilen herhangi bir biikiilmenin olmadig:
serbest u¢ problemi, f nin (O, Tc) araligindaki diger degerleri i¢in ise biikiilmenin oldugu
(1.29) ile verilen serbest ug problemi elde edilir.

Simdi problem, telin u¢ kismina M kiitleli bir blok eklenerek (siirtiinmesiz olarak)

ele alinsin. Tel hareket ediyorken, blogun da sadece yan tarafa dogru hareket ettigi kabul

edilsin. Blogun eylemsizligine dayanan telin ucunda bir kuvvet olusacaktir. Bdylece
Newton’ un ikinci kanunu geregi, Mu,, (L, t) eylemsizlik kuvveti vardir (tel blogun hare-
ket yoniinde gerileceginden isaret pozitiftir). Degiskenlerine ayirma metoduyla

u, (L, ) =y(L)S"(t)=2y(L)S(t)=2u(L,t)
oldugu i¢in, verilen durum

pu, (L,t)=AMu(L,t)
olarak elde edilir. Boylece sinir kosullarinda 6zdeger parametresi igerilir. Blogun ucunda
telde s® biikiilme sabitli biikiilme oldugu farzedildiginde

pu, (L, t)=AMu(L,t)-s?u(L,t)
bulunur. Bu durumda degiskenlerine ayirma metodu uygulandiginda, yukarida verilen y

problemi i¢in ise sinir kosulu

V(L) g

y(L)

olarak A i¢in lineer forma doniisiir. Burada A ve B pozitif sabitlerdir.
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1.4. Liouville Doniisiimii

Asagida ikinci mertebeden kendine es bir diferensiyel denklemin, Liouville doniisii-

miiyle kendine es daha basit bir seklinin elde edilebilecegi gosterilecektir:

Notasyon: C!” (1) sembolit ile | arahig: iizerinde r kere siirekli tiirevlenebilen fonksiyon-
larin kiimesi, L( I) sembolii ile | aralig1 lizerinde Lebek 6l¢iilebilen fonksiyonlarin kiime-
si, AC(1) sembolii ile | aralig: iizerinde mutlak siirekli fonksiyonlarin kiimesi; L, (1) ve

AC,, (1) sembolleri ile sirasiyla, | araliginim biitiin kompakt alt kiimeleri iizerinde L ve

AC olan fonksiyonlarin kiimesi gosterilmektedir.
Teorem 1.5: [12]: | < R olmak iizere, asagidaki Sturm-Liouville denklemi géz Oniine

alinsin:

—[p(x)y'(x)]’ +q(x)y(x)=ar(x)y(x), xel (1.30)

Burada p(x), q(x), r(x) fonksiyonlar: | aralif: iizerinde reel degerli fonksiyonlar olsun
ve

i) p(x), p'(x) e AC (1) ve p(x)>0,

i) r(x), r'(x)eACy (1) ve r(x)>0,

iii) q(X) € Lloc(l)
ozellikleri saglansin. Ayrica k eI, K e R olmak lizere ( () | > R fonksiyonu tanimlan-

sin Oyle ki

M r(t) 1/2
X =((x):= K+I{—} dt (1.31)
olsun. Bu durumda

Y(X):={p()r(x)} y(x) (1.32)

doniistimii (1.30) denklemini
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Y”(X)+Q(X)Y(X):XY(X) (1.33)
denklemine doniistiirtir.

K r(t) 12 b r(t) 12
Ispat: A:=K—j{—} dt, B::K+J‘{—t} dt olsun. Bu durumda ((k)=K ve
a k

p(t) p(t)

—0 <A <B<o. Ug noktalart A ve B olan R’ nin bir J araligi tanimlansin. i, ii ve iii

hipotezlerinden A(B)eJ’ dir ancak ve ancak a(b)el’ dir. Ayrica ((.)eC*(1)’ dir ve
( (X) fonksiyonu artandir. Boylece ( () fonksiyonunun tersi vardir. ( () fonksiyonunun
tersi L(.) ile gosterilsin. L(.) e c? (J) dir ve
va
Y(X)={p()r(x)} y(x) (xel)
14
=L (L)) ¥ (LX) (X<,

Simdi (1.32) dontisiimiiniin her iki tarafinin tiirevi alinsin. Bu durumda (1.31)” y1 kullana-

rak zincir kurali uygulanirsa

9=l 01| ¥t v )

Y (x)={(p)r(x)) "} Y (X)+p ™ (x)r* (x) Y'(X) (1.34)

olarak bulunur. Son esitligin her iki tarafinin tekrar tiirevi alinirsa

y"<x>{{<p<x>r<x>>”“}']v(x>+[—§p““<x>rl"*(x)p'(x)

1

BN HS—
+{—%p‘7’4 (x)r* (x)p'(x)+%p_3/4 (x)r (x)r’(x)}Y'(X)

) (x) Y (X)Pp (%) (x),

yani
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y"(x):[{(p(x)r(x))_ﬂﬂ Y (X)=p ™ () ()p'(x) Y'(X) (L35)

P ()P (X) Y (X).

(1.34) ve (1.35) esitlikleri ele alinan —p(x)y"(x)—p’(X)y'(X)+q(x)y(x)=Ar(x)y(x)

denkleminde yerine koyulursa

p'(x >{( ()r(x) ™} Y (%)
Q0™ (x)r (x) Y (X)

#p(X) (¥)r (X) Y*(X)-
P (X)P ()P (x)Y'(X)

= ()P ()r (x) Y (X).

Son esitlikte her iki taraf Y”(X)’ in katsay1 fonksiyonuyla béliiniirse,

—p(x){{(p } Y(X)=p()p ™ ()™ (x)p' (x) Y'(X)
(
(

Q(X):=r" (x)a(x)~{r* (x)p(x)} " {p(x){(p(x)r(x))‘”“}'} Cxel  (13)

olmak iizere Y"(X)+Q(X)Y(X)=2Y(X) denklemi elde edilir. Dikkat edilirse i, ii ve
iii hipotezlerinden (1.36) esitliginin sag tarafi L, (1) oldugundan, QeL,,(J) dir. m

Teorem 1.5’ in sonucu olarak, (1.30) denkleminin 6zdegerleri ile (1.33) denkleminin
0zdegerleri ayni oldugu igin, (1.30) denkleminin 6zdegerlerini bulmak i¢in daha basit
formda olan (1.33) denklemi ile ¢aligilabilir.

1.5. Serilerle Hata Hesabi

Genel olarak kuvvet serisi formunda verilen, sabit terimi olmayan bir
y=aX+a,X* +a,x> +...
fonksiyonunun, ters fonksiyonu olan
X=AY+AY +AY +...
seri agilimi katsayilar belirlenerek elde edilebilir. Bunun i¢in n. katsayinin hesaplanabile-

cegi genel bir formiile [24] ¢alismasinda yer verilmistir.
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Tez ¢aligmasinda 6zdegerler i¢in gelistirilmis asimptotik tahminler hesaplarken kul-
lanilacak olan bu yontemin ele alinan problemlere uygulanisi asagidaki sekildedir:

Asimptotik seri agilim1

(n+l)m=a,A" +a, A" +a,A" + ... (1.37)

g6z Oniine alinsin. Burada a;, 1=0,12,... bilinen katsayilar ve a, # 0olsun. Amag, (1.37)

acilimmdan AY? terimini artan dogruluk derecesiyle A teriminin kuvvetleri cinsinden

hesaplamaktir. Serilerle hata hesabr yontemiyle, serinin birinci terimi kullanilarak A”* igin
birinci asimptotik yaklagim, serinin birinci ve ikinci terimi kullanilarak ikinci asimptotik
yaklasim belirlenir ve siire¢ bu sekilde devam eder. Her bir iterasyonda hata terimi gelisti-

rilir. Bu ardisik yaklasimlar a; katsayilari bilindigi miiddetge gerceklestirilebilir. Boylelik-
le (1.37) denklemine serilerle hata hesab1 uygulanirsa, Ai’ﬁ ile gosterilen ilk yaklagim

Y SN UL LY (1.38)

0

olur. Bu durumda

1 a
AY? = = °o __—Q(n*? 1.39
MOAY (n+D)m (n ) (1.39)

olarak bulunur. (1.39) esitligi (1.37) esitliginde kullanilarak A}? ile gdsterilen ikinci yak-

lagim asagidaki sekilde elde edilir:

AV = +0(n™). (1.40)

Bulunan bu ikinci yaklasim ise (1.38) ile verilen birinci yaklasimdan daha gelistirilmis bir

yaklasimdir. Son esitlik kullanilarak
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% % (1.41)

bulunur. |x| <1 iken i(—l)m xm =1 oldugundan

~ 1+X
e SO ~t-0(r )0l ). -tro)

saglanir. Bu esitlik (1.41)’ de kullanilirsa

vz % 1 __ % 3
Azn _(n+1)TEL+O(n2)]_(n+1)n+o(n ) (142)

olarak elde edilir. (1.42) esitligi (1.37)’ de kullanilirsa

a y
(n+1)m=a,A;> +a{(n+01)n+o(n 3)}

esitliginden Agﬁ ile gosterilen ii¢lincli yaklagim asagidaki sekilde bulunur:

1)7: a
ae (DT ey 1.43
Y I P (n) (1.43)

Bu ise (1.40) ile verilen ikinci yaklasimdan daha gelistirilmis bir yaklasimdir. Son esitlik

kullanilarak
AV2 1
3n
(n+1)n[ aoaé : O(n“)}
a, (n +1) T (1.44)

ve
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3
2
A?fn’zzl 8 &4 +O(n5)]

(n+1)m - (n+1)'n’ (1.45)

— ag Zagal + O(nfe)

(n+17 7% (n+1) o

olarak hesaplanir. (1.44) ve (1.45) esitlikleri (1.37) esitliginde kullanilirsa

a a’a )
(n+2)m=aoha, +al[(n +01)n i (n +01)13 e +O(n 5)}

3 3
+a, a03 + Zaoil +O(n’6)
(n+l) T (n+1) '

esitliginden Ai’i ile gosterilen dordiincii yaklagim

2 2 2
(n+Y)m  a,  a@’  ala,  2aaa, (_5)

A1/2=
Yooa, () (n+1)’7 (n+1)’7 (n+l)'nt

bir 6nceki yaklasimdan daha iyi bir yaklagim olarak elde edilir. Bu yontem istenilen hata

terimine ulasincaya kadar devam ettirilebilir. Genel olarak, O(A‘k) teriminde k ne kadar

biiyiikse hata terimi o kadar iyi demektir. Bu yontem tezde Serilerle Hata Hesab1 olarak

adlandirilacaktir.



2. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR

Bu tez galismasinda
(t)+[2-qa(t)]y(t)=0, te[a,b],
~[Buy(@) - BLy'(@)] =A[oy, (@) - o,y (@)],
~[BarY(0) =B,y (D) = A [0,y (D) — 0,y (D) ]

problemi o, B, (i, k=1, 2) reel sayilariin 6zel durumlari igin ayr1 ayri goz oniine ali-

nacak ve oncelikle g (t) potansiyel fonksiyonunun integrallenebilir olma sart1 altinda, daha
sonra q'(t) fonksiyonunun mevcut olmasi durumunda, problemlerin % ozdegerleri i¢in
asimptotik tahminler elde edilecektir. Son olarak ise, [a,%) araliginda integrallenebilir
q(t) fonksiyonu igin
t)+[A-a(t)]y(t)=0, te[ao),
ay(a)+a,y'(a)=A[ajy(a)+ayy'(a)], a,a,aj,a,eR
problemi ele alinip, spektral fonksiyonunun tiirevi incelenecektir.

Asagida asimptotik hesaplamalarda kullanilacak yontem icin gerekli teoriye yer veri-
lecektir:

+[2=q(t)]y(t)=0, te[a,b] (2.1)

denkleminin reel ve sanal kisimlari sifira esit olmayan kompleks degerli bir ¢oziimii

y(t,k) olsun. Bu durumda vy, (t,?») ve y, (t,k), (2.1) denkleminin reel ¢éziimleri olmak

lizere
y(tA) =y, (tLA)+iy, (t,2) (2.2)

yazilabilir. Eger Yy, (t,k) ve 'y, (t,%) lineer bagimsiz ise y(t,%) sifirdan farklidir. Ayrica

y(t.2)=R(t,1)exp(i6(t,1)) (2.3)
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olarak ifade edilebilir. Burada R(t,?») ve O(t,k) reel degerli fonksiyonlardir. Boylece
(2.3) esitliginden
y'(tA)  R(tA)exp(i6(t,A))+R(t,1)i0’(t,A)exp(i0(t,1))

y(t.2) R(t,1)exp(i6(t,1))

oldugundan

_RuLA +i0'(t,) (2.4)
R(t,2)

elde edilir.
Lemma 2.1: [5]: Eger R*(t,,A)0'(t,,A)=0 olacak sekilde bir t, €[a,b] mevcutsa,
y:(t.A) ve y, (t,1) lineer bagimsizdur.
Ispat: (2.2) esitligi, (2.3) esitliginde kullanilirsa
y; (t2) +iy, (tA) =R(t,A)[ cosO(t,1)+isinO(t,1)]
=R(t,1)cosO(t,A)+iR(t,A)sin6(t,1)
oldugundan
y.(t.2)=R(t,A)cos6(t, 1),
Y, (t,A)=R(t,A)sin6(t,1)
ve boylece

Y, (LA)=R’(t,1)cosB(t,A)—R(t,1)6'(t,1)sinB(t, 1),

Y, (tA)=R'(t,1)sinO(t,1)+R(t,1)0'(t,x)cosO(t, )
olarak bulunur. Bu degerler yardimiyla Wronskian determinant1 agsagidaki sekilde hesapla-

nir:

Yi(te:d) Y, (tg.2)
Yy (to,2) Y, (t,2)
=R (ty,A)cosO(ty, 1)
x[R'(ty,1)sin 0(ty, 1)+ R (t5, 1) 0'(t5,1)cosO(ty, 1) ]
—R(ty,A)sinB(ty, 1)
x[R'(t5,1)c0s0(ty, 1)~ R (ty,1)0'(ty,1)sinO(ty, 1) ].

W(yllyz)(to’k):
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Son esitlikte W(y,,Y,)(t;,2)=R?(t;,2)0'(t;,1) =0 oldugundan vy, (t,A) ve y,(t,A)
fonksiyonlarmin lineer bagimsiz olduklar: elde edilir. m

Lemma 2.2: [5]: z(t,A), (2.1) denkleminin reel degerli bir ¢ziimii olmak iizere,
R(t,,%)" 0'(ty, %) =0 olacak sekilde bir t, [a,b] mevcutsa
z(t,A)=p(t,A)cos¥(t,1)

olarak ifade edilebilir. Burada " (t2) = R'(tL2) ve ¥'(t,A)=0'(t,1), te[a,b].
p(tr) R(t2)

Ispat: c ,c, keyfi reel sayilar olmak iizere Lemma 2.1’ den Z(t, 7») asagidaki sekilde yazi-

labilir:
z(t,A)=cy, (tA)+c,y, (t,A)=c,R(t,1)cosO(t,A)+C,R(t,A)sinO(t,1).
Ayrica
(c,—ic,)R(t,2)exp(i0(t, 1)) =c,R (t,1)cosO(t, 1) —ic,R (t,1)cosO(t,1)
+ic,R(t,A)sinO(t,A)—i’Cc,R(t,A)sinO(t,1)
=c,R(t,1)cosO(t,1)+c,R(t,1)sinO(t,1)
+iR (t,2)[ c,sinO(t,1)—c, cosO(t,1)]
esitligi dogrudur. Bu esitlikte €,8 reel sabitler olmak iizere ¢, —ic, :=eexp(id) olarak ta-
mimlanirsa z(t,1) asagidaki sekilde bulunur:
2(t,1) = Re{sexp(id)R (t,)exp(i0(t,1.))} = Re {eR (t,2.)exp(i[0(t,2.) + 5] )}
= &R (t,2)Re{cos[0(t,1)+8]+isin[ O(t,1)+35]}
=R (t,A)cos[O(t,A)+3].
Son esitlikte p(t,A):=eR(t,1), ¥(t,A)==0(t,X)+5 olarak tammlandiginda istenilen
elde edilir. m
Sonug olarak, Lemma 2.2° den R(t,%) ve 0(t,A) reel degerli fonksiyonlar olmak

izere (2.1) denkleminin herhangi bir reel degerli ¢6ziimii
y(t,A)=R(t,1)cosO(t,1) (2.5)

formundadir.

Ele alinan (2.1) denklemine
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V(tA)==—— (2.6)

doniisiimii uygulansm. Bu durumda
y(tA)=y(t2)v(t,1)
ve
Y (L) =Y (L) V(LA)+y(LA)V (LA) =y (6L AV (LA)+y (L A)V (L 1)
oldugundan, bu degerler y"(t)+[A—q(t)]y(t)=0 denkleminde yerine yazilirsa
y(tL )V (L) +y(tLA) V' (LA)+ay(tA)—a(t)y(t, ) =0,
yani
y(t,k)[v2 (t,k)+v'(t,x)+k—q(t)] =0

elde edilir. Son esitlik geregince V(t, K) asagidaki Riccati diferensiyel denklemini saglar:

V' (tA)=-1+q(t)-Vv*(t,1). 2.7)

"(t,A
Boylece v(t,A) = y(t.2) doniisiimii ve (2.4) esitliginden

y(t,A)

S(t. ) =Re{v(t 1)}, T(t1):=Im{v(t,1)}

olmak lizere

S(t,A)= RR((:;)) (2.8)
T(tA)=6'(t2) (2.9)

olarak elde edilir. Son esitligin her iki tarafinin [a,b] aralig: iizerinden integrali alinirsa

0(b,%)-0(a,1) = iT(x,x)dx (2.10)

a

bulunur. Ele alinacak problemlerin A &6zdegerleri igin asimptotik tahminleri hesaplarken

(2.10) esitligi kullanilacaktir.
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Asagida pozitif 6zdegerler icin

b
J‘ezixl’zxq (x)dx

t

<A(t)n(n), tefa,b] (211)

esitsizligini saglayacak A(t) ve 1](7\.) fonksiyonlar1 belirlenecektir dyleki
i) A(t), t degiskeninin azalan bir fonksiyonu,
i) A() € L[a, b],

iii) A — oo iken (1) >0
b
olacaktir. Bu esnada J. |q(x)| dx =0 trivial durumu g6z ardi edilecektir. q(t) € L[a, b] ol-
t

b
< .Hq(x)‘ dx < 0. Boylece

t

b
J.emqu (X) dx

t

dugundan

b
J‘ezml’zxq (X)dX
t

/jl|q(x)|dx, T|Q(X)|dx # 0 ise,
F(t,%) = t bt 012

0 , 'ﬂq(x)\dx:o ise,

t

olarak tanimlanirsa, 0 <F(t,A)<1 elde edilir. n(%):=sup F(t,1)olarak alimrsa (2.12)’

ast<b
den n(k) fonksiyonu iyi tanimlidir ve A — oo iken n(?») —0 [5].

b
A(t) = Hq(x)‘ dx olarak tanimlansin. t,,t, €[a,b] olmak iizere t, <t, i¢in
t

A(L)~A(t) = [laCo]ex- [latx)ox = fatace [laGolax = [a(jac-

yani A(tl) > A(tz) oldugundan A(t) fonksiyonu azalandir. Ayrica

b b b

IA(t)dt :;Ht"q(x)‘ dxdt = zj‘q(x)‘dtdx =j‘q (x)Ujdtdx :j:‘q (x)[(x —a)dx

a

< (b—a)j|q(x)|dx <o

a

oldugundan A(t)eL[a,b]" dir.
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b

Boylece n(1)=sup F(t,1) ve A(t)= [[a(x)|dx secimleriyle (2.11) esitsizligi i), ii)

a<t<b t

ve ii1) kosullar1 ile saglanmis olur.

b
Bu ¢aligmada genelligi bozmadan Iq (x)dx =0 almacaktir ve problemlerin yaklagik

0zdegerlerini hesaplamak i¢in [5,7] ¢alismasindaki yonteme benzer yontem uygulanacak-
tir. Bu amagla [a, b] araliginda (2.7) ile verilen V'(t, K) =—A+ q(t) —V? (t, 7») denklemini

g6z onilinde bulundurarak
V() =i + v, (1) (2.13)
n=1

olusturulsun. Bu esitlik (2.7) denkleminde yerine koyulursa

0

dvi(tA)=-r+q(t)-i*r- 2|x1’22v (t,2) {Zv tx}

n=1

oldugundan

v, (t,1)+v, +ivn )=-k+q(t)+1—2ir"v, (t,2)

n=3

2y, (t,1) -2 S v, (4,2
n=3

—vi (tA)=[ V3 (LA)+V3 (L)
oA VE(LA) 4.
+2v, (LA)V, (L A)+

2v, (L, A) v, (tA) +...
+2V, (L, A) v, (L 1) +2v, (t,A)v, (t,A

+... ]

N—

elde edilir. Son esitlikten v, n >1 asagidaki sekilde se¢ilsin:

v, (t, 1)+ 2in"v, (t,4) =q(t),

v, (t,0)+ 20"y, (1) ==V (t,4), (2.14)
v, (t,A)+2ix"%v, (1) = —(vﬁ_l(t,k)+2vn_l(t,x)nz_2:vm (t,%)], n>3

ve
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b
v, (t, 7») _ _e—2ix”2t'|'e2ik”2xq (X)dX,

t

v, (tA) = e [e2 2 (x, 0 )dx, (2.15)

>
N

v, (t, X) _ e—zixﬂzt

1

3
Il

e T — T

e (V2 (k) 12, (1) B (02) o 023,

b
Lemma 2.3: [5]: 9n(}»)(b—a)'ﬂq(x)\dx <1ise n>1 icin

A(t)n(2)
2n—l

v, (L)< , te[a,b]

esitsizligi saglanir.
Ispat: Lemmayi ispatlamak i¢in N> e gore tiimevarim yontemi uygulanacaktir. (2.15) esit-
liginden t €[a,b] olmak iizere

e n=1icin

b
J’ezixﬂzxq (X) dx

t

b
J‘emqu (x)dx| =

t

|V1 (t, }\,)| = ‘_e—gi;\uzt

b
J‘ezixl’zxq (X)dX

t

b

= [la(x)]dx
‘ la(x)|ax

<A(t)n(2). |

e Nn=2 icin

b
J.emmxvf (x,1)dx

t

|V2 (t,k)| _ ‘e—Zikuzt

< f|v1(x,x)|2 dx < jAz (x)n? (1)dx

t

b

=n? (}L)IA2 (x)dx < A(t)n(k){n(x)IA(x)dx}

A0 1(4)(6-a) lajax [« 2

e Farzedilsin ki n >3 olmak iizere n—1 i¢in lemma dogru olsun. Bu durumda
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—2int%t
e

A (t,k)‘ =

b n-2
_[em”2X (vnf (X A)+2v, 4 (X,4) D v, (X, k))dx
t

) on1| on-3 2 Luom
< A(N() 2 [A(x)n(1) @8y - A(tz)nz(k)Qn(x)JqA(x)dx
<A Mg 3)(6-a) fla (o < 21

Boylece n i¢in de lemmanin dogrulugu gosterilmis oldu. m
Ayrica Lemma 2.3’ iin ispatinda bulunan esitsizliklerin bir sonucu olarak asagidaki

lemma elde edilir:

Lemma 2.4: [5]: {kn } bir reel sayilar dizisi olmak tizere

v, (L) <kn" (%)

esitsizligi saglanir.

o0

Asagida ZV t k ve an t k) serilerinin yakinsaklig1 incelenecektir.
n=1 =1

ANR) .

2n—1

o i:|vn (t,K)| serisi gdz Oniine alinsin. Lemma 2.3’ ten |Vn (t,%)| <
n=1

rak bulunmustu. O halde ele alinan serinin kismi toplamlar dizisi igin

v, (1) AU _ a1y 3L

n-1 n-1
n=1 n=1 2 n=1 2

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikte 0 < n(k) <1, A(t) sonlu azalan bir fonksiyon oldugun-

1

n-1

dan C

> [V (t,k)‘ < Cizn—l_l bulunur. Boylece Zm; serisi yakin-

sak oldugundan ZV

n=1

)‘ serisinin yakin-

saklig1 t degiskeninden bagimsiz oldugundan, Weierstrass M-Testi’ nden bu yakinsama

diizgiindiir.
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n

o0
* 2
n=1

v, (t, K)‘ serisi goz oniine alinsin. (2.14) esitliginde

n-2
v, (tA)+2iR"%v, (1) = —(vﬁ_l(t,x)+2vn_1(t,x)2vm (t, x)j olarak bulunmustu. O
m=1
halde ele alinan serinin kismi toplamlar dizisi i¢in
> v (L) <20 v, (0] + vy (1)
n=1 n=1 , n=1 (216)
+2Z( e (tA \Z s(t,x)D
s=1

esitsizligi mevcuttur. Bu esitsizliginin sag tarafindaki ilk serinin diizgiin yakinsak oldugu

bir onceki adimda gosterildi.

Y (t,k)‘ serisi yakinsak oldugundan bir n>n,

icin n—ow  iken |vn(t,k)|—>0’ dir.  Boylece

v, (t, k)| <1 oldugundan

v, (1) <

n=n, n=n,

v, (t,x)‘z <

v, (t,1)|. O halde n>n, icin

v, (t1)| esitsizligi sagla-

nir, yani (2.16) esitsizliginin ikinci terimi olan Z|v (t, k)| serisi diizgiin yakinsaktir.
n=1

(2.16) esitsizligindeki ti¢lincii seri igin ise
m n-2
5l B[N A
n=1 n S

[ n_1<t,x>\2vs(t,>»>0
) <o

saglandigindan bu esitsizlikten serinin diizgiin yakinsakligi elde edilir. Bdylece

na (

IN

&MB EMB

n1

iv; (t,2) serisi mutlak yakisaktir. Ayrica iM (t,k)| serisinin yakinsaklig1 t degiske-
n=1

n=1

ninden bagimsiz oldugundan, Weierstrass M- Testi’ ne gore bu yakinsama diizglindiir.

Sonug olarak te [a,b] icin ivn (t,?»), ivn' (t,k) serileri diizgin mutlak yakin-
n=1

n=1

saktir ve V(t,1)= iny? +ZVn (t,2), (2.7) denkleminin bir ¢6ziimiidiir. Dikkat edilirse

n=1
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v, (t,%) fonsiyonlar1 elde edilirken V'(t,?») = [ikﬂz +ivn (t,k)} = iv; (t,?») esitligi
n=1

n=1

o0

kullamlmigti. » v, (t,1) ve > v,'(t,A) serilerinin diizgiin mutlak yakinsak oldugu elde
=1

n=1

edildiginden bu esitlik dogrudur. Bdylece T(t,A):=Im{v(t,1)} oldugundan

T(t,A)=r"+ |mivn (t,2). (2.17)

n=1

Asagida (2.15)’ teki esitliklerin [a, b] araligi izerinde integralleri alinacaktir:

b b

¢ 12 b 12 e—Zi}\Mt b 2
[vi(x M)dx = —[ e e Xq(x)dxdt:{— G [er Xq(x)dx}

a t t

t=a

b
ziil/Z J‘efzixl’ztezix“th (t)dt
1 —2ix”2ab 2ipY2x p [ p 202 (x-a)
= oo | —¢ [ a(x)dx+ fa(t)dt | = 7 [ g (x)dx,

bu durumda
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x[cos(Zkl’za)—isin (le’za)]q (x)dx}

—Im { 2711,2 |:qu (x)sin (21"°x ) cos (21."%a )dx

iq(x)cos(27&’2x)sin(le’za)dx} +ﬁ

[cos( 21"°x ) cos (21"%a ) +sin (21Yx )sm(z}f’za)]q(x)dx}

X

-1/2

>) D ey T D e T

b
cos 2?&’2 jq )cos 2%1’2 218)

-1/2

b
sin 27&’2 J.q )sin 27&’2

b b b

sz (x,2)dx = _[e‘zmmtjemmxvl2 (x,2)dxdt

a a t

b

e—zixﬂzt b
=|-=— J.em “vp (x,A)dx

2ip M2

t=a

J‘ —2inY%t ml’zt 2 tk dt

1/2
2'7‘ (2.19)

b

b
_ -1 |:ezixu2aJ‘e2i)LU2xV12 (x,k)dx _J‘Vlz (t,k)dt}
b

a a

o (ezix (x-a) _1) V2 (X, X)dx

- ! Jb'(l— e (®) ) V2 (%, )dx

ve n >3 icin
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b b b n_2
J'Vn (X,?»)dx _ J’efzixﬂztj‘ezmﬂ?x (V§_1(X’ X)+ 2V, , (X,K)va (X, l)jdxdt
a a t m=1
e—zix“t b N2 b
= {_ 2i7\,1/2 J.ezm " (Vﬁl (X’ 7\’)-i_ 2Vn—1(xi K)zvm (X, X)de}
‘ m=1 t=a
1 b 12 212 n-2
gy j e et t[Vi_l(X,K)+2Vn_l(t,7u)ZVm (t,k)jdt
o i m . (2.20)
= 2i71&’2 [e‘mﬂzajewZx (vﬁl(x, A)+2v, L (XA) D vy (X, k))dx
a m=1
b n 2
_ J'(vﬁl(t,k J+2v, Vo (t j }
a m:1
_ ! i(l—emm(x‘a))(v2 (X, ) +2v, , (x x)nz_%v (x k)jdx
27\’1/2 . n-1 ’ n-1 ’ ] m ’

Asagida daha 6nce S(t, K) = Re{v(t, k)} ve T(t, K) = Im{v(t, 7»)} olarak tanimlanan

fonksiyonlarin asimptotik ifadelerine yer verilecektir:
(2.15) esitliginden

b
(t 7») —Zmllth‘eZixllzxq (X)dX
t

- —[cos(Zkl’zt)—isin(le’zt)] (2.21)

xj[cos(le’zx)ﬂsin( AV2x )] (X )dx.

t

Boylelikle (2.13), Lemma 2.4 ve (2.21)’ den v(t,A) asagidaki sekilde elde edilir:

v(t,A)=in? + [isin (le’zt) —cos(2x”2t)}
xf[cos(zw’zx)+isin(le’zx)}q(x)dx (2.22)

t

+0(n ().

Bu durumda (2.22) esitliginden
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S(t,%) =Re{v(t,A)}

= —cos(2k1’2t)jq (x)cos(21Mx)dx —sin (le’zt)'fq (x)sin (21"*x )dx

+0(n* (1)

olarak hesaplanir. Son esitlikte
b
sing, = Iq(x)cos(zxmx)dx, (2.23)
t

COSE, = Tq(x)sin(zxﬂzx)dx (2.24)

olarak tanimlanirsa
S(t,A) = —[cos(le’zt)sin g, +sin (21"t )cosg, } +0(n* (1)),

yani
S(t,1) =—sin(&, +21"°t)+O(n’ (1)) (2.25)

olarak bulunur.

Benzer sekilde (2.22) esitligi kullanilarak
T(t,2)=Im{v(t,%)}

b b

=AY2 +sin (27»1’2t)jq(x)cos(2x1’2x)dx —cos(Zx”zt)Iq (x)sin(21x ) dx

t t
+0(n’ (1))
olarak hesaplanir. Son esitlikte, (2.23) ve (2.24) géz 6niinde bulundurulursa
T(t,1) =" +sin(2)"*t)sin &, —cos(2A"’t)cos g, +O(n” (1)),

yani
T(t,1)=21"" —cos(&, +21"*t)+O(n’ (1)) (2.26)

olarak ifade edilir.
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Asagidaki boliimde
y'(t)+[2-a(t) ]y (1)
~[Buy(@) - BLy'(@)] =A[oy, (@) - o,y (@)],
~[Bo1Y(0) =B,y (D) = A [0,y (D) — Y (D)]

0, te[a,b],

problemi o, By (i, k=1 2) reel sayilarinin 6zel durumlar i¢in ayr1 ayr1 géz oniine ali-

nacak ve g (t) potansiyel fonksiyonunun integrallenebilir olma sart1 altinda A 6zdegerleri

i¢in asimptotik yaklasimlar elde edilecektir.

2.1. Potansiyel Fonksiyonunun integrallenebilir Olmasi Durumu

Bu boliimde, farkli tiirdeki siir kosullarini ifade etmek icin asagidaki kisaltmalar

kullanilacaktir:

D-Dirichlet Sarti: y(b) =0,

N-Non-Dirichlet Sarti: y (a) =cotB, Pe (O, n),
y(a)
A-Afin A -Bagiml Sart: y (a) =Cch +d,
y(a)
B-Bilineer A -Bagimli Sart: y (a) = ct.+d , cf —ed =0,
y(a) er+f
K-Kuadratik A-Bagimli Sart: );/((:)) =cA?+dh+e.

2.1.1. Standart Durum (ND)

Asagidaki problem gz oniine alinsin:
y"(t)+[2-a(t)]y(t)=0, te[a,b],

y(a)cosp—y'(a)sinf=0, Be(0,7),
y(b)=0.

(2.27)
(2.28)

(2.29)
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Teorem 2.1: (2.27)-(2.29) probleminin A, 6zdegerleri, N — o iken

e _ (23 1 {2cot[3+j[cos (2n +i)n(x—a)}q(x)dx}

" T 2(b-a)  (2n+3)x “a
+0(n?n(n))+0(n"n*(n)).

ispat: (2.5) esitligiyle verildigi tizere y"(t)+[A—q(t)]y(t)=0 denkleminin herhangi bir

reel degerli ¢oziimii y(t,1)=R(t,A)cosB(t,1) formundadir. Bu durumda t=a smnirinda
y(a,A)=R(a,A)cos0(a, 1)

ve
y'(a,A)=R'(a,1)cos6(a,A)—R(a,1)0'(a,1)sinB(a, ).

Boylece (2.28) sinir kosulundan
R(a,1)cos0(a,A)cosp—[R'(a,x)cos0(a,1)—R(a,1)0'(a,1)sin0(a,1)]sinp
=0

elde edilir. Son esitlik diizenlenirse

R (a,k){cos@(a, k){cosﬁ—%sin B} +sin@(a,1)0'(a,1)sin B} =0 (2.30)

bulunur. Burada v,

siny ':cosB—R’(a’k)sinB (2.31)
o R(a,A) ’ '
cosy, :=6'(a,A)sinf (2.32)

esitliklerini saglayacak sekilde tanimlanirsa (2.30) esitliginden
R(a,1){cos0(a,)siny, +sinB(a,A)cosy, | =0
denklemine ulasilir. Boylece
R(a,A)sin(y, +6(a,1))=0
oldugundan
sin(y, +6(a,1)) =0,

yani
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0(a,r) =7, (2.33)

olarak hesaplanir. (2.8), (2.9), (2.25) ve (2.26) esitlikleri (2.31) ve (2.32) esitliklerinde kul-

lanilirsa

siny, cosB+sin(27G’2a+§a)sinB+O(n2(x))
cosy, A" sinB —cos(21"%a + £, )sinB+0(n’ (1))’

bu durumda

siny, COSBJFSi”(Z?Ll/Za+§a)sinﬁ+o(n2 (x))
cosy, A sinp1-1"7 cos(21*%a+&, ) + 120 (n? (1))

bulunur. |x| <1 iken > X" =1i oldugu icin
n=0 —X

tany, =[ 2 cotP+ 27 sin(2."%a+ £, )+ O(A ¥’ (1))
x| 14277 cos(20%a +&, )+ O (A ¥n* (1)) |,
yani
tany, =A% cotB+ 21" sin(21%a + €, ) A cothos(Z?&’za +&,)
+0(1"n* (1))

Son esitlikte arctan x fonksiyonunun X =0 noktasindaki Taylor agilimi kullanilirsa

v, =AM cotB+ A sin(20"%a+ ¢, )+ A" cotBeos(21%a + £,

(2.34)
+ o(x-”?n2 (x)).

t=b smirinda ise y(t,A)=R(t,A)cosO(t,A) formunda oldugundan

y(b,A)=R(b,A)cos6(b,1).

Boylece (2.29) ile verilen y(b)=0 sinir kosulundan
R(b,A)cos6(b,A)=0

oldugundan
cosO(b,1) =0,

yani
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e(b,k):g+(n +1)m (2.35)

elde edilir.
(2.10) esitliginde

0(b,1)-6(a,1)= TT(x,k)dx

olarak verilmisti. T(t,A) fonksiyonunun (2.17) ile verilen degeri bu esitlikte yerine yazil-

diginda

0(b,x)-6(a,r)= I[W +1m ivn (x,x)}dx

n=1

c (2.36)
=2 (b-a)+)] ImJ-vn (%, )dx

bulunur. Son esitlikte Lemma 2.4, (2.18)-(2.20) ve (2.33)-(2.35) kullanilirsa

- b
A2 (b-a)+ hn{z}:l/z | emm(xa)q(x)dx} +0(2 (1))

a

:g+(n +1)m+A 2 cotp+r? sin(le’za +§a)+ 0(7»_1/2712 (7»))

oldugundan n(2) fonksiyonunun tanimi ve serilerle hata hesab ile

A2 (b—a) _ (ZI‘I +3)n + 2(b—a) {cotB+sin((2nb+&+ia]}

2n +3)71;

(
— Im{%je (-2) (Xa)Q(X)dx} +0 (n‘zﬂ (n)) + O(n_ln2 (n))

olarak hesaplanir. Bu durumda (2.23)-(2.24) ile verilen sin&, ve cos&, tanimlari kullani-

lirsa
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2 [Sin (2n +3)nan(sin (2n +3)nqu(x)dx

(2n+3)= b-a b-a
2 0 2
N 2 cos( n+3)na I COS( n+3)nx a4 (x)dx
(2n+3)n b-a )3 b-a
2 b 2
1 sin( n+3)ma J' sinm q(x)dx
(2n+3)n b-a ): b-a
2 ¢ 2
1 cos( n+3)na J- cos( n+3)n (x)dx
(2n+3)n b-a ); b-a

+0(n?n(n))+0(n"n?(n)),

yani
+(cos%jj(co (2n+3 }+o nn(n))+0(n"n? ()

olarak elde edilir. m

2.1.2. Lineer Durum (AD ve AN)

Asagidaki problem gz Oniine alinsin:

y'(t)+[2-a(t)]y(t)=0, tefab], (2.37)
y'(a)-[cr+d]y(a)=0, cdeR, c=0, (2.38)
y(b)=0. (2.39)

Teorem 2.2: (2.37)-(2.39) probleminin A, 6zdegerleri, n — o iken

M = (nb+—2a)n - 2(n12)n{§+j(cos « +t2))—na(x_a)]q(x)dx}
+0(n"n(n))+O(n"n’(n)).
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ispat: (2.5) esitligiyle verildigi tizere y"(t)+[A—q(t)]y(t)=0 denkleminin herhangi bir

reel degerli ¢oziimii y(t,1)=R(t,A)cosB(t,1) formundadir. Bu durumda t=a smnirinda
y(a,A)=R(a,A)cos0(a, 1)

ve
y'(a,A)=R'(a,1)cos6(a,A)—R(a,1)0'(a,1)sinB(a, ).

Boylece (2.38) sinir kosulundan
R’(a,A)cos6(a,A)—R(a,1)6'(a,A)sin6(a,A)—[cA+d]R(a,x)cos6(a,r)=0

esitligi saglanir. Son esitlik diizenlenirse

R(a,x){cose(a,x){ir((:’i)) —(cx+d)}—sin e(a,x)e'(a,x)}=o (2.40)
bulunur. Burada v,,
siny, = R'(a) —ch—d, (2.41)
R(a,2)
cosy, =—0'(a,1) (2.42)

esitliklerini saglayacak sekilde tanimlanirsa (2.40) esitliginden
R(a,A){cosb(a,1)siny, +sin6(a,1)cosy,} =0

elde edilir. Boylece
R(a,)sin(y, +6(a,1))

0

oldugundan
sin(y, +6(a,1)) =0,

yani
0(a,1)=—v, (2.43)

olarak hesaplanir. (2.8), (2.9), (2.25) ve (2.26) esitlikleri (2.41) ve (2.42) esitliklerinde kul-

lanilirsa
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cosy, " +cos(21"a+&,)+0(n’ (1))
siny, —sin(21"%a+¢,)-cA—d+0(n? (%))

oldugundan

cosy, —AY2 +cos(21"%a+ £, )+ 0(n’ (1))

siny, _cx{ng = +ixlsin(2k1’2a +&,)+0(M ™’ (%))}

elde edilir. Bu durumda

coty, = {%7\,”2 _%kl COS(ZXUZa 4 éa)"' O(?flnz (K))}

d,, 1,..,. _
x[l—gk : —Ex 'sin(20"%a+¢,)+0(A '’ (k))}

yani
cot _ EK—I/Z _ 17\4—1 1/2 _
Y, = cos(21"%a+¢,)
c c
+0(x " n* (1))

bulunur. Son esitlikte arccotx fonksiyonunun X =0 noktasindaki Taylor ag¢ilimi kullani-

d -3/2 1
per iy

-3/2 o3 12
- 2 ¥ sin(20%a+ g,

lirsa
VLEETEMETS cos(21%a+&, )+ %ﬁ’z + izﬁ’z sin(21%a +¢, )
C C C C 2 44)
1 @
+$ﬁ’2 +0(A? (1)).

t=Db s igin ise Teorem 2.1” de (2.35) ile verildigi iizere 6(b,1) = g+ (n+1)mn

esitligi mevcuttur.
(2.36) esitliginde Lemma 2.4, (2.18)-(2.20), (2.35), (2.43) ve (2.44) kullanilirsa

A
2V2 (b _ a) " ﬁn{ﬁjemﬂz(xa)q(x)dx} n O(?Cln(}‘))

a

= g +(n+1)m +g— %x-l’z - %x-l cos(21"%a+¢, )+0(2""n* (1))

oldugundan n(k) fonksiyonunun tanimi ve serilerle hata hesabi ile
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V2 1 b-a 1 (b—a)’ 2(n+2)na
A (b—a)=(n+2)n c(n+2)n+c(n+2)2nzcos( — +E&,

olarak hesaplanir. Bu durumda

kﬁ’zz(n+2)n—1 1 +1 b_azl cos 2(n+2)na+§a
b-a c(n+2)rn C(n+2)" n? b—a

—Z(le)n:[[cos 2(n+ E _na(x _a)]q(x)dx +0(n"n(n))+0(n"?(n)).

Son esitlikte (2.23)-(2.24) ile verilen sin&, ve cosé&, tanimlari kullanilirsa

+0(n?n(n))+0(n"n*(n))
olarak elde edilir. m

Asagidaki problem g6z 6niine alinsin:

y'(t)+[2-a(t)]y(t)=0, tefab], (2.45)
y'(a)—-[cr+d]y(a)=0, cdeR, c=0, (2.46)

y(b)cosp—y'(b)sinp=0, Be(0,n). (2.47)

Teorem 2.3: (2.45)-(2.47) probleminin A, &zdegerleri, N — oo iken

W:(zms) 1 {ZcotB+ +T£COS(2n+3)n(x—a)Jq(X)dX}

2(b-a) (2n+3)n b-a
+0(n"n(n))+0(n"n’(n)).

Ispat: (2.46) sinir kosulu gdz dniinde bulunduruldugunda 6(a,A) degeri, Teorem 2.2 in

ispatinda (2.43) ve (2.44) ile belirlidir.
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(2.5) esitligiyle verildigi tizere y"(t)+[A—q(t)]y(t)=0 denkleminin herhangi bir
reel degerli ¢oziimii y(t,1)=R(t,A)cos0(t,1) formundadir. Bu durumda t=b simirinda
y(b,A)=R(b,1)cos6(b,2)
ve
y'(b,A)=R’(b,x)cosB(b,1)-R(b,1)0'(b,1)sin6(b,1).
Béylece (2.47) sinir kosulundan
R(b,1)cos0(b,A)cosp-sinB[ R'(b,1)cosO(b,A)~R(b,1)6'(b,1)sin6(b,1)]
=0

elde edilir. Son esitlik diizenlenirse

R (b,k){cose(b,k){cos[}— I:((s;:)) sin B}sin 0(b,1)0'(b,1)sin B} =0 (2.48)

bulunur. Burada v,

siny ':cosB—R’(b’k)sinB (2.49)
* R(ba) ™ '
cosy, =—6'(b,A)sinp (2.50)

esitliklerini saglayacak sekilde tanimlanirsa, (2.48) esitliginden
R(b,1){cos6(b,1)siny, —sin®(b,1)cosy,} =0
denklemine ulasilir. Boylece
R(b,1)sin(y, —6(b,1))=0
oldugundan
sin(y, —0(b,3)) =0,

yani
0(b,A)=7,+(n+1)m. (2.51)

(2.8), (2.9), (2.25) ve (2.26) esitlikleri (2.49) ve (2.50) esitliklerinde kullanilirsa
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siny, cosp+0(n’ (1))
cosy, Y2 sinB+0(n’ (1))

oldugundan

sy o0 ()
oSy, —AM2sin B[]__ O(?fl/ZHZ (l))]

olarak elde edilir. Bu durumda

tany, =[ 42 cotp + O(12n? (1)) | x[1+0(A¥*n* (1)) ],
yani

tany, =A% cotB+O(L 0’ (1)).

Son esitlikte arctan x fonksiyonunun X =0 noktasindaki Taylor agilimi ile
=12 cotB+0O(1 " n? (1)). (2.52)

(2.36) esitliginde Lemma 2.4, (2.18)-(2.20), (2.43), (2.44), (2.51) ve (2.52) kullanilir-
Sa

. b
22 (b-a)+ hn{lew [ ezwz(x_a)q(x)dx} +0(x™ (1))

a

n 1

=(n+1)m-r"? cotB+2 Cx 1’2+1x cos(21"%a+&,)+O(L "’ (1))

oldugundan n (l) fonksiyonunun tanimi ve serilerle hata hesabi ile

(2n+3)n_ 2(b-a) cot 1 2(b-a)

o (b-2) =" (2n+3)n c(2n+3)n
! 4(b-a)’ cos (2n+3)naJr
C(2n+3)" n* ( (b—a) iaJ

2n+3

I {2n+3 JjeI b-a dx}+0(n n(n ))+O(n’ln2(n))

olarak bulunur. Bu durumda son esitlikte (2.23)-(2.24) ile verilen sin&, ve cos&, tanimlart

kullanilip, gerekli hesaplamalar yapildiginda A}
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Xl’22(2n+3)n— 2 1 2
" 2(b-a) (2n+3)n c(2n+3)n
1 _(2n+3)ma ¢ . (2n+3)nx
(2n+3)ml b—a) j {S'n(b%jq(x)dx

seklinde elde edilir. m
Ornek 2.1: Asagidaki problem goz oniine almsin:
y"(t)+[r—cost]y(t)=0, te[0,x],
y'(0)—[cA+d]y(0)=0, c,deRR, c=0,
y(m)cosp—y'(n)sinB=0, Be(0,n).
Bu durumda problemin 6zdegerleri i¢in asimptotik tahminler asagidaki sekilde hesaplanir:

2n2+3_ (2n is)n[cmmﬂm(”Zﬂ(”))+o(”1”2 (m)).

12
A=

2.1.3. Bilineer Durum (BD ve BN)

Asagidaki problem g6z 6niine alinsin:

y'(t)+[2-a(t)]y(t)=0, tefab], (2.53)
[er+f]y'(a)-[cr+d]y(a)=0, c,defeR, e=0, (2.54)
y(b)=0. (2.55)

Teorem 2.4: (2.53)-(2.55) probleminin A, &zdegerleri, N — oo iken

e _(2043) 1 {£+T(cos(2n+3)“(X_a)Jq(x)dx}

" 2(b-a) +(2n+3 n|e b-a
+0(n?n(n))+0(n"n*(n)).

ispat: (2.5) esitligiyle verildigi tizere y"(t)+[A—q(t)]y(t)=0 denkleminin herhangi bir

a

reel degerli ¢oziimii y(t,1)=R(t,A)cos0(t, 1) formundadir. Bu durumda t=a sinirinda
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y(a,A)=R(a,A)cosO(a,r)

y'(a,A)=R'(a,1)cos6(a,A)—R(a,1)0'(a,1)sinB(a, ).
Boylece (2.54) sinir kosulundan

[ed+f][R’(a,)cos0(a, 1)~ R(a,1)0'(a,1)sin0(a, 1)

—[cA+d]R(a,A)cos6(a,1)=0

elde edilir. Son esitlik diizenlenirse

R'(aA)
R(a,) cosO(a,A)| (er+f) R(a,1) (ch+d) o (256)
—sinB(a,A)(er+f)0'(a,1)
bulunur. Burada v,,
siny, =(er+f) F;'((:’Q; —ch—d, (2.57)
cosy, =—(er+f)0'(a,1) (2.58)

esitliklerini saglayacak sekilde tanimlanirsa (2.56) esitliginden
R(a,A){cos0(a,1)siny, +sin6(a,1)cosy,} =0
denklemine ulasilir. Boylece

R(a,)sin(y, +6(a,1))

0

oldugundan
sin(y, +6(a,1))=0,

yani
0(a,r)=—v, (2.59)

olarak hesaplanir. (2.8), (2.9), (2.25) ve (2.26) esitlikleri (2.57) ve (2.58) esitliklerinde kul-

lanilirsa
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Sinh_(e?wf)[ sin(2x"%a+¢,)+0(n ] ch—d
cosy, —(en+f)[ 2" - cos(2k“2a+é )+O(n )]
oldugundan
—ersin(20"a+¢, )~ fsin(21"%a+¢, ) - ch —d
siny, +O(An? (1)) +0(n* (2))
cosvy, - f

“1% cos(21"%a+ g,

1-2.7 cos(21"%a + ga)+i>ﬁ -
e €

_e)3n?
+O(7f3/2n2 (X)) + O(?CMT]Z (K))

elde edilir. Bu durumda

Spv2 4 V2 gin (2%a+¢, )+ Ay Ty e gy (2"%a+¢g,)
tany, =| € e e

+O(A "0’ (1))
f

1+ cos(20a+&, ) - =A™t + LPRE cos(21"%a+¢,)
X € e

+0(A "0’ (1))

yani
C, 12 4 12 i) C, 2 2.2
t =—A A 2\ -\ 2\ oA A
any, =17+ sin a+§a)+e cos(21"%a+&,)+0(A 1’ (1))

bulunur. Son esitlikte arctanx fonksiyonunun X =0 noktasindaki Taylor agilimi kullani-
lirsa
c

_Chvz g2 gin (o2 E}L—l ) 12 o 22 (M), (2.60
Vo= oA sin( a+§a)+e cos(21%a+¢, )+ O(L "’ (1)). (2.60)

t=b smmn igin ise Teorem 2.1° de (2.35) ile verildigi iizere 6(b,A)= 2 +(n+1)n

esitligi mevcuttur.

(2.36) esitliginde Lemma 2.4, (2.18)-(2.20), (2.35), (2.59) ve (2.60) kullanilirsa

. b
A2 (b— a)+Im{2}:U2 Iezw(x‘a)q(x)dx}+0(k1n(n))

a

T C,._ 2 C,._
=5 +(n+l)meon V24 1’23|n(2k”2a+§a)+gx ‘cos(21%a+¢,)

+0(2 " n? (1))
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oldugundan n(k) fonksiyonunun tanimi ve serilerle hata hesabi ile

xi’z(b—a)=(2n+3)n+9 2(b-a) 2(b-a) Sin((2”+3)“a+§a}

2 e(2n+3)n (2n+3)n b-a
L 4(b-a)’ (2n+3)na
(2n+3) cos( 5 a +é’;a}

i n+3n

{ 3 n'i- dx}+0(n ‘n(n ))+O(n’1n2(n))

olarak bulunur. Bu durumda son esitlikte (2.23)-(2.24) ile verilen sin&, ve cosé&, tanimlari
kullanilip, gerekli hesaplamalar yapildiginda A}

1,2_(2n+3)n c 2

" " 2(b-a) e(2n+3)n

1 i 2n+3 ma 2n+3 X
+(2n+3) [ J (sm jq(x)dx

!
+(2ni3) [ 2n+3namc°5 2n+3)s jQ(X)dx
-0 (nn(n))+0(n ()

seklinde elde edilir. m

Asagidaki problem gz Oniine alinsin:

t)+[A-q(t)]y(t)=0, telab], (2.61)
[er+f]y'(a)-[cr+d]y(a)=0, c.defeR, e=0, (2.62)
y(b)cosp—y'(b)sinp=0, Be(0,x). (2.63)

Teorem 2.5: (2.61)-(2.63) probleminin A, o6zdegerleri, n — oo iken

A2 = (+hm, 1 { 2cotB+2e +j(cosz(n+1)n(x_a)]q(x)dx}

b-a 2(n+1)n b-a
+0(n?n(n))+0(n™n*(n)).

Ispat: (2.62) smir kosulu goz oniinde bulunduruldugunda G(a,k) degeri, Teorem 2.4’ {in

ispatinda (2.59) ve (2.60) ile belirlidir. (2.63) sinir kosulu géz 6niinde bulunduruldugunda
ise e(b,x) degeri, Teorem 2.3’ iin ispatinda (2.51) ve (2.52) ile belirlidir.
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(2.36) esitliginde Lemma 2.4, (2.18)-(2.20), (2.51), (2.52), (2.59) ve (2.60) kullanilir-
Sa

A
)V (b _ a) " hn{ﬁj'emm(xa)q(x)dx} n O(?fln(x))

=(n+1)m—2" cot[3+§k”2 +1 Y sin(207%a + aa)+§xl cos(20*%a +¢, )
+O(A "0’ (1))

oldugundan n(2) fonksiyonunun tanimi ve serilerle hata hesab ile

o (b-a) c(b-a) (b-a) . (2(n+1)na
A (b—a)=(n+l)n—mcotﬁ+g(n+l)n+(n+1)nsm( — +§aj

- Im{zi(b—_a):[em( b-a (X_a)Q(X)dx} + O(n’z”ﬂ (n)) + O(n’ln2 (n))

(n+)n

olarak bulunur. Bu durumda son esitlikte (2.23)-(2.24) ile verilen sin&, ve cosé&, tanimlari

kullanilip, gerekli hesaplamalar yapildiginda A}

1/2_(”"‘1)75_ 1 c 1
Mo = b-a (n+1)nCOtB+e(n+1)n
1 _2(n+l)ma )\t . 2(n+1)nx
+2(n+1)n[sm — insm - ]q( )dx
1 b 2(n+1
+ [cos — !(cos (nta)nXJq(x)dx
)

seklinde elde edilir. m

Ornek 2.2: Asagidaki problem goz éniine alinsin:
y'(t)+[r—sint]y(t)=0, te[0,x],
[er+f]y'(0)-[cA+d]y(0)=0, cdefeR, e=0,
y(m)cosp—y'(n)sinB=0, Be(0,xn).

Bu durumda problemin 6zdegerleri i¢in asimptotik tahminler asagidaki sekilde hesaplanir:

{—cot[ﬂg— L }+O(n‘2n(n))+0(n‘ln2(n)).

e 4n°+8n+3

}\‘1/2: 1
=) s
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2.1.4. Kuadratik Durum (KD ve KN)

Asagidaki problem g6z oniine alinsin:

y'()+[2-a()]y(t)=0. tefab], (264)
y'(a)—-[cA® +dr+ey(a)=0, cdeeR, c=0, (2.65)
y(b)=0. (2.66)

Teorem 2.6: (2.64)-(2.66) probleminin A, &zdegerleri, N — oo iken

v (N+2)m 1 . 2(n+2)n(x—-a)
M= b-a _2(n+2)n£(cos b-a jq(x)dx
+0(n"?n(n))+0(n"n*(n)).

ispat: (2.5) esitligiyle verildigi tizere y"(t)+[A—q(t)]y(t)=0 denkleminin herhangi bir

reel degerli ¢oziimii y(t,1)=R(t,A)cosB(t,1) formundadir. Bu durumda t=a smnirinda
y(a,A)=R(a,1)cos6(a,1r)

ve
y'(a,A)=R’(a,1)cos6(a,r)—R(a,1)6'(a,A)sin6(a,1).

Boylece (2.65) stnir kosulundan
R'(a,1)cos0(a,1)—R(a,1)0'(a,1)sin0(a, 1) —[cA’ +dr+e |R(a,%)cos0(a, 1)
-0

elde edilir. Son esitlik diizenlenirse

R(a,k){cose(a,k){RR’((z'i)) —(cn? +dk+e)}—sin e(a,x)e'(a,x)}zo (2.67)
bulunur. Burada v,
siny, = R'(2.2) —cA\? —dh —e, (2.68)

R(a,1)

cosy, ==—6'(a,1) (2.69)
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esitliklerini saglayacak sekilde tanimlanirsa (2.67) esitliginden
R(a,A){cosB(a,)siny, +sin6(a,1)cosy, } =0

denklemine ulasilir. Boylece

R(a,A)sin(ys +6(a,1))=0
oldugundan
sin(y, +6(a,1)) =0,
yani
0(a,R) =7, (2.70)

olarak hesaplanir. (2.8), (2.9), (2.25) ve (2.26) esitlikleri (2.68) ve (2.69) esitliklerinde kul-

lanilirsa
cosy,  —»'+cos(2Pa+g,)+O(n’ (1))
siny, —sin(2)&’2a+§a)—ck2—dk—e+0(n2(7b))1
bu durumda
cosys —\V? +cos(2x“2a+§a)+0(n2(7»))
siny, 22(1 g}b—l E;;Z 17\‘72 in(2).42 (%212 (% }
c [+C MG sin(2)."%a+&,)+0 (A"’ (1))
oldugundan
1 1
tys =| =22 - =2 cos(21" O(A*n* (A
-
d ~ e ~ l _ . d2 _ _
{1—37» 1_5}L 2 _E}” ZSIn(27\.1/2a+§a)+C—27» 2 +O(}\, znz (7\’))}

yani
coty Ly Ly cos(2k”2a+g )_ix—sm +O(7CZT]2 (k))
> C Cc a C2

seklinde bulunur. Son esitlikte arccotx fonksiyonunun X =0 noktasindaki Taylor agilimi

kullanilirsa

Ys = _Lyee Ly cos(21"%a + ga)+c%x5’2 +0(1*n (1)). (2.71)

T
2 C c
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t=b s igin ise Teorem 2.1” de (2.35) ile verildigi tizere 6(b,A)= g +(n+1)n

esitligi mevcuttur.

(2.36) esitliginde Lemma 2.4, (2.18)-(2.20), (2.35), (2.70) ve (2.71) kullanilirsa

y2 (b _ a) 4 Im{ﬁie”“z(”)q(x)dx} + O(?fln (7»)) + O(}L—llznz (k))

a

=g+(n +1)n+g—%7f3’2 +%7C2 cos(2%”2a + E,a)+ 0(7»_2112 (K))

oldugundan n(k) fonksiyonunun tanimi ve serilerle hata hesabi ile

v {2

b 2i
{ 2(n+2 n!

olarak bulunur. Bu durumda son esitlikte (2.23)-(2.24) ile verilen sin&, ve cos&, tanimlari

n+2 n

dx} + O(n ‘n(n )) + O(n’ln2 (n))

kullamlip, gerekli hesaplamalar yapildiginda AY?

W=(n+2)n_ 1 ) [sin2(n+2)naﬁ(5in2(n+2)nqu(X)dX

b-a 2(n+2)n b-a JJ

B 2(n-:|L—2)n(COS Z(nbt?naﬁ@%%]q(x)dx
+0(n"n(n))+0(n"*n’ ()

seklinde elde edilir. m

Asagidaki problem gz oniine alinsin:

t)+[A-q(t)]y(t)=0, tefab], (2.72)
~[cA? +di+ely(a)=0, cdeeR, c#0, (2.73)
y(b)cosp—y'(b)sinp=0, Be(0,x). (2.74)

Teorem 2.7: (2.72)-(2.74) probleminin A, &zdegerleri, N — oo iken

e _(2n+3)m {2cotﬁ+j(cos (2n +3)n(x—a)]q(x)dx}

" 2(b-a) (2n+3)n b—a
-1

+0(nn(n))+0(n"n*(n)).
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Ispat: (2.73) sinir kosulu gz dniinde bulunduruldugunda 6(a,) degeri, Teorem 2.6’ nin
ispatinda (2.70) ve (2.71) ile belirlidir. (2.74) sinir kosulu géz 6niinde bulunduruldugunda
ise B(b,A) degeri, Teorem 2.3’ iin ispatinda (2.51) ve (2.52) ile belirlidir. (2.36) esitligin-
de Lemma 2.4, (2.18)-(2.20), (2.51), (2.52), (2.70) ve (2.71) kullanilrsa

. b
Y2 (b-a)+ Im{z}:m [ emm(x_a)q(x)dx} +0(x™n(1))

a

=(n+)m- 2 cotB+g—%k3’2 +%x2 cos(21"%a+&,)+O(L "0’ (1))

oldugundan n(2) fonksiyonunun tanimi ve serilerle hata hesab ile

(2n+3)n 2(b-a) [i(b-a) b I
! (b-a) == - T eotp I —!eb q(x)dx

+ O(n’zn(n)) + O(n’ln2 (n))

olarak bulunur. Bu durumda son esitlikte (2.23)-(2.24) ile verilen sin&, ve cos&, tanimlari

kullanilip, gerekli hesaplamalar yapildiginda A}

" (2n+3) 2
" 2(b-a) (2n+3)n

(2n+3)7a | (2n+3)nx

d

e qu
(2n+3)7a ) (2n+3)nx

d

2n+3 (cos ]![ Jq(x) X

+O(n n(n) +O(n n ( ))

sekilde elde edilir. m

cotp

2.1.5. iki Stmir Kosulunun da Ozdeger Parametresine Bagh Oldugu Durum

Asagidaki problem g6z 6niine alinsin:

t)+[A-q(t)]y(t)=0, tefab], (2.75)
ay(a)+ay'(a)=A[ay(a)+ay'(a)], a,a,aja,eR (2.76)

by (b)+b,y'(b)=2[byy(b)+byy (b)], b;,b, b} b, eR. (2.77)
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Teorem 2.8: a, =0, b, =0 ise, (2.75)-(2.77) probleminin &, 6zdegerleri, n — oo iken

e (n+1 ., 1 {a;b{ -a/b} +%b(co32(n +1)n(x—a)]q(x)dx}

" b-a (n +l)m | ayb, b-a
+0(n?n(n))+0(n"n*(n)).
ispat: (2.5) esitligiyle verildigi tizere y"(t)+[A—q(t)]y(t)=0 denkleminin herhangi bir
reel degerli ¢oziimii y(t,1)=R(t,A)cosB(t,1) formundadir. Bu durumda t=a smnirinda
y(a,A)=R(a,A)cos0(a, 1)
ve
y'(a,A)=R'(a,1)cos6(a,A)—R(a,1)0'(a,1)sinB(a, ).
Boylece (2.76) sinir kosulundan
a,R(a,1)cos6(a,1)+a,R'(a,1)cos0(a,r)—-a,R(a,1)0'(a,1)sin6(a,1)
—\a;R (a,1)cos6(a,A)—ra,R’(a,1)cos0(a, )
+1a,R (a,1)6'(a,1)sin6(a,A) =0

esitligi saglanir. Son esitlik diizenlenirse

R'(a») ., . R'(ar)

+5in0(a,1)[ —a,0'(a,A)+1a0(a, 1)

R(a,2) -0 (2.78)

bulunur. Benzer sekilde t =b simirinda, (2.77) sinir kosulundan

R'(b,2) .., .., R(b2)
cose(b,x){bﬁb R(b7) —\b; —Ab), R(b,x)}

+sin0(b,1)[ -b,0' (b, ) +Aby0" (b, %) ]

R(b,2) =0, (2.79)

(2.78) esitliginde v,,

sin — R’(a’x)_ o ’ R’(a’x)
Yo =, +a, A —Aa (2.80)

R(ax) ~ =  *R(ar)’

cosy, ==—a,0'(a,1)+Aa,0'(a,1) (2.81)
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esitliklerini saglayacak sekilde tanimlanirsa
R(a,A){cosB(a,)siny, +sin6(a,1)cosy, } =0

denklemine ulasilir. Boylece

R(a,A)sin(y, +6(a,1))=0
oldugundan
sin(y, +0(a,1)) =0,
yani
0(a,r) =7, (2.82)

olarak hesaplanir. (2.8), (2.9), (2.25) ve (2.26) esitlikleri (2.80) ve (2.81) esitliklerinde kul-

lanilirsa
—hay +Aa;sin (20" %a + &, ) +a, —a,sin (21"%a+¢, )

siny,  +O(n*(1))+0(n* (%))
cosy, A%%ay—haycos(21 %a+¢, )—A"%a, +a,cos(20"a+ £, )

+0(n? (1)) +0(in* (1))
oldugundan
—Aa; +haysin(21"%a+¢, ) +a, —a,sin(21"%a+¢, )
siny, _ +0(n*(1))+0(rn’ (1))
C05Te ity 1-A7? cos(2x1’2a+§a)—ll:z+x3’2 ZZcos(Zkl’zaJrE_,a)

+0(1*"n* (1)) +O(A >0’ (1))
elde edilir. Bu durumda

a, . a a, .
AL sin( 20 a+ g, )+ Y L -0 sin(20%a+ g, )
tany, = a, a, a,

+0 (2" n? (1))

142 cos(20%a+8, )+t 22 -0 %7 2 cos(20a+ &, )
X aZ 2

+O(A "0’ (1))

yani
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tany, = V2 Z_,l L 2gin (27\.1/23. +&, ) )t Z_'l coS (le/za N E_,a)
2 2

+0(2 ™"’ (1))
bulunur. Son esitlikte arctanx fonksiyonunun X =0 noktasindaki Taylor agilim1 kullani-

lirsa

Yo =22 22 sin (20 a+ g, ) - At L cos(20%a + &
6 ! a ’ a
% a, (2.83)

+0(27"n* (1))

(2.79) esitliginde vy,,

siny, :=b, +b, RR((SQ)) —Ab] — Ab), F;((Ei”)) : (2.84)
cosy, :=b,0'(b,A)—Ab%6"(b, ) (2.85)
esitliklerini saglayacak sekilde tanimlanirsa
R(b,1){cos0(b,A)siny, —sin6(b,%)cosy, } =0
denklemine ulasilir. Béylece
R(b,1)sin(y, —6(b,1))=0
oldugundan
sin(y, —6(b,%))=0,
yani
0(b,A)=(n+1)m+y, (2.86)

olarak hesaplanir. (2.8), (2.9), (2.25) ve (2.26) esitlikleri (2.84) ve (2.85) esitliklerinde kul-

lanilirsa

siny; _ —kb;+bl+O(n2(x))+O(kn2(x))
CoSy, —7\.3/2b'2 {1—7v_lg,2+0<7fﬂ2112 (X))+O(7u_3/21’]2 (X))}
2

elde edilir. Bu durumda
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bl D 7
tanvy, :[k 1/2b_z_k 3/2b_2+o(7‘ 1/2n2 (}\‘))}

x[1+k1%+0(7»1/2n2 (x))]

2

yani

2 B -
tany, =1 b—i+o(x on? (1))

bulunur. Son esitlikte arctan x fonksiyonunun x =0 noktasindaki Taylor agilimu ile

v, = A2 % +0(2 " n* (1)). (2.87)
2

(2.36) esitliginde Lemma 2.4, (2.18)-(2.20), (2.82), (2.83), (2.86) ve (2.87) kullanilir-
Sa

- b
A" (b—a)+ Im{lem [ eZi“’2<H>q(x)dx}+ o(r™n(2))

a

(nel)meae e Z—l #272sin (2 %a+ g, )~ Z—}cos(le’za ve,)
2 2 2

+0 (1 ? (1))
oldugundan son esitlikte n(k) fonksiyonunun tanimi, serilerle hata hesab1 ve (2.23)-(2.24)

esitlikleriyle verilen Sin&,, cos&, tanimlari kullanilip, gerekli hesaplamalar yapildiginda

2z
M= (”bJr_lsz (n Jrll)n{a;bi;zib;}
+2(n11)n(5in Z(Ztlgnaﬁ(sin%jq(x)dx
2(n11)n[ Z(Ztlznaﬁ[co z(ntla)nxj (x)dx
+0(n*n(n))+0(n"n’ (n))

seklinde elde edilir. m

Ornek 2.3: Asagidaki problem goz dniine alinsin:

() +[2.-cost]y(t) =0, t[0.x],
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a,y(0)+a,y'(0)=%[a;y(0)+ayy'(0)], a,a,aj,a,eR, a,#0,
b,y (m)+b,y (m)=A[ by (m)+by'(n)], by,b,blb,eR, bj=0.

Bu durumda problemin 6zdegerleri i¢in asimptotik tahminler asagidaki sekilde hesaplanir:
1 a,b; —ajb) 2 a2
+0(n™n(n))+O(n nj).
e ol )0l )
Teorem 2.9: a, #0, b, =0 ise, (2.75)-(2.77) probleminin A, 6zdegerleri, N — o iken

1 ’ ’ b —
kﬁ,2:(2n+3)n 2 {agbz_albl+lj(cos(2n+3)n(x a)]Q(X)dx}

2(b-a)  (2n+3)n| ap, 2 b-a
+0(n"n(n))+0(n"n*(n)).

Ispat: (2.76) sinir kosulu goz oniinde bulunduruldugunda O(a,k) degeri, Teorem 2.8’ in

A2 =(n+1)+

a

ispatinda (2.82) ve (2.83) ile belirlidir. t =b sinirinda ise b, =0 oldugundan (2.79) esitli-

ginde v,
) R'(b,A .
siny, =h, +b, % — by, (2.88)
cosy, =b,0'(b,2) (2.89)

esitliklerini saglayacak sekilde tanimlanirsa
R(b,1){cos0(b,1)siny, —sin®(b,1)cosy, } =0
denklemine ulailir. Boylece
R(b,1)sin(y, —6(b,1))=0
oldugundan
sin(y, —0(b,1)) =0,

yani
G(b,k):(n +1)7c+y8 (2.90)

olarak hesaplanir. (2.8), (2.9), (2.25) ve (2.26) esitlikleri (2.88) ve (2.89) esitliklerinde kul-

lanilirsa
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CoSY, 2%b, +0(n’ (1))

MYs [1— = El +O (12 (x))}

1

elde edilir. Bu durumda
COS vy, —u2 bz 1.2 -1 b1 1.2
— S = AT =40(2 A 1+ =+0(A A,
SinYB { b{ ’ ( i ( ))}{ " b£+ ( k ( ))}

yani

coty, = )V & 3 b,b, " O(}\‘—lnz (K))

b, (b)’
bulunur. Son esitlikte arccotx fonksiyonunun X =0 noktasindaki Taylor agilimi kullani-

lirsa

T .00 2 DD g b}
Yg=—+7»l/2—2+ 32 M2 432 2

—2 4+ 0(A ' (A)). 291
2 T ey O @30

(2.36) esitliginde Lemma 2.4, (2.18)-(2.20), (2.82), (2.83), (2.90) ve (2.91) kullanilir-

Sa

. b
A% (b—a)+ Im{ 27!1/2 J.emm(xa)q(x)dx} + O(?Cln (X))

a

:(n+1)n+E+7Cl/2b—f+ 312 b1b22 Y b§ - 71/2a_£
b, (b;) 3(b;)

a,
U2 Y _
+A Y sin(20a + €, ) - 1 1a—}cos(2x1’2a+aa)+o(x Y2 (1))

2

oldugundan son esitlikte n(k) fonksiyonunun tanimu, serilerle hata hesabi ve (2.23)-(2.24)
esitlikleriyle verilen sing&,, cos&, tanimlart kullanilip, gerekli hesaplamalar yapildiginda

12
x‘n
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v (2n+3)m 2 a,b, —alb;
A= +
" 2(b-a) (2n+3)m| a)b;

gin (20 +3)naﬁ(sinM]Q(x)dX

(2n+3)n( b-a JJ b-a

(2n+3)n b-a ).
+O(n‘2n(n))+0(n‘ln2(n))

seklinde elde edilir. m

+

Teorem 2.10: a, =0, b, =0 ise, (2.75)-(2.77) probleminin A, 6zdegerleri, N — o iken

vo_(2n+3)m 2 Jabj-aby 1pf  (2n+3)n(x-a)
= (b +(2n+3)n{ /b, _EI(COS b—a Jq(x)dx}
+0(n?n(n))+0(n"n?(n)).

Ispat: Bu durumda a}, =0 oldugundan (2.78) esitliginde v,,

a

siny, :=a, +a R,(a’k)—ka’, (2.92)
9 1 2 R(a,k) 1
cosy, ==—-a,0'(a,A) (2.93)

esitliklerini saglayacak sekilde tanimlanirsa
R(a,A){cos0(a,A)siny, +sin6(a,1)cosy, | =0

denklemine ulasilir. Boylece

R(a,A)sin(y, +6(a,A))=0
oldugundan
sin(y, +0(a,1))=0,
yani
0(a,1) =7, (2.94)

olarak hesaplanir. (2.8), (2.9), (2.25) ve (2.26) esitlikleri (2.92) ve (2.93) esitliklerinde kul-

lanilirsa
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oSy, —\"%a, +a, cos(2x”2a+g:a)+o(nz (k))
siny, - —\a; +a,—a, sin(2kuza+aa)+o(n2 (7\‘))

oldugundan

COSv, _ _7\41123.2 +4a, COS(Z}\,UZa + E->a ) + O(nz (7\’))

siny,

, 4 a 4 a, . _
-] {1—% 1;}% 1azsm(2xl’2a+ga)+o(x n? (x))}

elde edilir. Bu durumda

!

B _ {75“2 & 3t Zcos(227%a+g, )+ O (1’ (x))}

siny, a; a,
x[lHJl%—?{1a—fsin(2k1’2a+&a)+o(x1n2(x))},
1 1
yani
a a a.a
coty, =A V22— Zcos(2A%a+ &, )+ AP L2
A Py

2 %sin (272 +8,)+0 (A * (1))
1

bulunur. Son esitlikte arccotx fonksiyonunun X =0 noktasindaki Taylor agilim1 kullani-

lirsa

T _qp a 4 a _ a,a
’Yg =—_}\, 1/2_2+}\4 l—%COS(2X1/Za+ia)—7L 3/2 “1%2

!

2 a; a; (a))’
272 _gin (2% +8,)+ 27 LT o(r 2 (1))-
(ar) 3(a;)

(2.95)

(2.77) sinir kosulu g6z 6niinde bulunduruldugunda O(b,k) degeri, Teorem 2.8’ in

ispatinda (2.86) ve (2.87) ile belirlidir.
(2.36) esitliginde Lemma 2.4, (2.18)-(2.20), (2.82), (2.83), (2.94) ve (2.95) kullanilir-

Sa
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A
A2 (b—a)+ Im{ 2}:1,2 J‘emm(x_a)q (x) dx} +0 (7(17] (k))

a

C(nel)men el T 2 0t 22 cos(2na v e, ) -0 0 22
b, 2 a; a, (a;)
2

+),732 —(:2)2 sin (27&’261 +§a)+7»‘3’2 —3(a’ s+ O(?Cl’znz (x))
1 1

oldugundan son esitlikte n(?») fonksiyonunun tanimi, serilerle hata hesabi ve (2.23)-(2.24)

esitlikleriyle verilen sing&,, cos&, tanimlari kullanilip, gerekli hesaplamalar yapildiginda

v (2n+3)m 2 ajb; —a,b),
A= +
2(b—a) (2n+3)m| ab,

1 (Sin(an+_3a)naﬁ(sm%jq()()dx

(2n+3)n a
‘M(M@JI (C"S@]q(x)dx

+0(nn(n))+0(n"n*(n))
seklinde elde edilir. m
Teorem 2.11: a, =0, b, =0 ise, (2.75)-(2.77) probleminin A, 6zdegerleri, n — o iken

x:‘/Z:(njLZ)chr 1 {aibz_azbi_li[cosz(n+2)n(x_a)]q(x)dx}

b-a (n+2)=n ab; 2 b-a
+0(n?n(n))+0(n"n*(n)).

a

Ispat: (2.76) sinir kosulu géz oniinde bulunduruldugunda O(a,k) degeri, Teorem 2.10’un

ispatinda (2.94) ve (2.95) ile belirlidir. (2.77) sinir kosulu goz 6niinde bulunduruldugunda
ise O(b,k) degeri, Teorem 2.9’ un ispatinda (2.90) ve (2.91) ile belirlidir. Boylece (2.36)

esitliginde Lemma 2.4, (2.18)-(2.20), (2.90), (2.91), (2.94) ve (2.95) kullanilirsa
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() <03 (1)

b, 4932 bib, 2D b3 L ay

b () 3(b;)" 2 a
a a,a a’

+A 22 cos(24Pa+E, ) -V 2L YR ZLosin (20 a g, )+ 0 2
a (1) (ay)’

+0(1"? (1))

oldugundan son esitlikte n(?») fonksiyonunun tanimu, serilerle hata hesab1 ve (2.23)-(2.24)

- b
A% (b - a)+1m{lemfemm(”q( dx}+0

a

(n+1)n+ > A2

esitlikleriyle verilen sin&,, cos&, tanimlart kullanilip, gerekli hesaplamalar yapildiginda

Ay
( )(Qlw
o [ 2(n+2) naj!(cosZ(nbt?nqu(x)dx
+O(“ n( ))+0( (m)

seklinde elde edilir. m

2.2. Potansiyel Fonksiyonunun Tiirevlenebilir Olmasi1 Durumu

Bu boliimde ele alinan
t)+[2-a(t)]y(t)=0, te[a,b],
—[Buy(a) — By ()] = A au,y(@) — o,y (@)],
By (B)~ B2y (0)] = A [ty (D) — 5y (B)]
problemi o, By (i,k=12) reel sayilarinin dzel durumlari i¢in ayr ayn goz dniine alina-
cak ve g'(t) fonksiyonunun mevcut olmast durumunda A dzdegerleri igin asimptotik tah-

minler elde edilecektir.

q (t) fonksiyonunun tiirevlenebilir olarak kabul edildigi bu durumda
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b
J‘eZikuzxqr(X) dx
t

/ I o (x)]dx, I
; i

ve n'(A):=supF" (t,A) olarak tammlansin. Bir onceki bolimde (2.15) esitligi ile

a<t<b

q'(x)[dx = 0 ise,
F(tA)=

q'(x)[dx =0 ise,

v, (t,A)= —g 2 J- e?"xq (x)dx olarak bulunmustu. g(t) fonksiyonu tiirevlenebilir oldu-
t

gundan kismi integral alimip V, (t,A) asagidaki sekilde hesaplanur:

ia 112 b
oz | GLX 92I7L X 1 " inM2x
vy (t2)=—e™ (2i)7&’2 2\ [ ()
X=t i
1 112 1 0 112 ¢ inl/2
=5 [alo)e N g )] i e [ ()
=~ g (b){cos22% (b1) +isin 22 (b -t)} - (1)

b
—%ikl’zj[cos 202 (x ) +isin 22" (x — t) |g’ (x)dx,

t

yani

b
v, (L) = —%k‘”zq(b)sin 202 (b—t) +%k‘”zj(sin 217 (x—t)) g’ (x)dx

t

+i{%k”2q(b)c052kl’2 (b—t) (2.96)

1, 1, st :
—Ex l’zq(t)—ak 1/2I(COSZX1/2 (x-t))q (x)dx}.
t
Simdi (2.12) ile tanimlanan F(t, K) fonksiyonunun ilk integral terimine kismi integ-
rasyon uygulanirsa

1
27\‘112

b
ezmﬂzbq (b) _ezix’”tq (t) —J.emqu’(x)dx

t

b

- . [la()]dx =0 ise,

F(t)= fla(x)]dx t

t

b
0 , Hq(x)\dx:o ise,

t
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elde edilir. Boylece C sabit olmak {izere

b

PYVE (x)[dx, b‘q(x)‘dx;«tOise,
F(t) = i F / flacejox ]

0 , hq(x)‘dx=0 ise,
t

(x)[dx

oldugundan O(m(%))=0(%"*n" (1)) olarak bulunur. Daha énce (2.13) ile
v(t,A)= iy + ivn (t,2) olarak bulunmustu. Bu durumda Lemma 2.4 géz 6niine alina-
n=1

rak V(t,k) asagidaki sekilde yazilabilir:
v(t,) =222 +v, (1) +o( RO ) 2.97)

Gésterim: Bu boliimde n° (1) fonksiyonu n() olarak gdsterilecektir.

Boylece S(t,1)=Re{v(t,1)} oldugundan (2.96) ve (2.97) esitlikleri kullanilarak

S(t,A) = —%k‘”zq(b)sin 2012 (b—t)+%7f”2 (cos22.t)

- —

(sin22*x ) g’ (x)dx

—%7{”2 (sin2%t) [ (cos21"*x ) g’ (x)dx + O (A ™? (1))

- —

olarak hesaplanir. Son esitlikte

sing, ::T(cosle’zx)q’(x)dx, (2.98)

t

COSE, :=i(sin 21"°x)q’(x) dx (2.99)

t

olarak tanimlanirsa S(t, 7») asagidaki sekilde elde edilir:

—%k‘”zq(b)sin 202 (b—t)+%x-”2 cos(22M*t+¢, )

+0(2™* (1)).

S(t4)= (2.100)

Benzer sekilde T(t, k) = im{v(t,k)} oldugundan (2.96) ve (2.97) kullanilarak
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T(t,?h) = }\’l/Z +%7\41IZQ(b)COS 2)\(1/2 (b—t)—%%lmq (t)

_%x-l’z (sin22"*t) [ (sin 22.%x) ' (x ) dx

- —

—%7{1’2 (cos21”*t) [ (cos 24 ) (x) xdx +O (%™’ (1))

- —

olarak bulunur. Son esitlikte (2.98) ve (2.99) g6z 6niinde bulunduruldugunda T(t,?x,) asa-

g1daki sekilde ifade edilir:
% }\'—l/Zq (t)

_%x-uz sin (27&/2,[ n ét)‘*‘ O(?flﬂz (k))

T(t,A)=A" +%7f1’2q(b)cos 2072 (b-t)-

Ayrica (2.15) esitliginden kismi integral alma ile

!vl(x,kﬁx: 5

b
J'ezikm(x—a)q (X)dX

a

1
}\,1/ 2
olarak hesaplanmisti. Bu esitligin sag tarafinda tekrar kismi integral alinirsa

b

i o | (X)€% 1
’}\’ — _7\‘ 1/2 o —2ir"“a
j v, (X, A )dx oA e [—

b
— 2i}\'1/2 IeZIK Xq((x)dX]

2”\‘1/2

b
_ %xleZikﬂz(b—a)q (b) _ %xlq (a) _ %xlemﬂza J-ezmuzxq'(X)dX

a

= %qu (b)[ cos21 (b —a) +isin 21 (b —a) |- %x—lq(a)

b
—%k‘lj[coszx”z (x—a)+isin21"? (x —a)]q'(x)dx.

Bu durumda
b
1m'[ v, (x, A )dx = %X"lq(b)sin 22%% (b-a)- %7{1 cos(Zkl/Za +E, )

Ayrica Boliim 2.1” de (2.19) ve (2.20) esitlikleriyle bulundugu tizere

b

Jvz (t,1)dt = ﬁi(l—emm(”))vf (%, 2)dx

ve n >3 igin

(2.101)
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J. L(ta)dt= }G’ZT( emm(xa))(vﬁ_l(x,x)+2vn_l(x,x)nz_2:vm(x,k)}dx.

a

Boylelikle son esitliklerle

jm > Im{v (t’}”)}dt:gim{jw(t,k)dt}

= % A'q (b)sin 222 (b —a)—%?{l cos(2n"*a+¢, ) (2.102)

+0(2 ¥ (1))

n=1

olarak elde edilir.

2.2.1. Standart Durum (ND)

Asagidaki problem g6z 6niine alinsin:

y'(t)+[2-a(t)]y(1)=0, tefab], (2.103)
y(a)cosp—y'(a)sinf=0, Be(0,7), (2.104)
y(b)=0. (2.105)

Teorem 2.12: (2.103)-(2.105) probleminin A, 6zdegerleri, N — oo iken

kﬁ/2:(22?b+—32;+(2ni3) {2 cotp- 2n+ nH e )jq'(x)dx
+(:rfi—;;)zcotﬁ{ (b) ——cot B}
+(:rfbf;)cotﬁj‘(cos 2n+3 jq’ }

+0(n"n(n))+0(n"*n*(n)).

Ispat: Boliim 2.1° de, (2.30) ile verildigi iizere (2.104) sinir kosulu igin asagidaki esitlik

mevcuttur:

R(a, x){cose(a, k){cos[}— RR,((aa,';:)) sin [3} +sinB(a,A)0'(a,1)sin B} =
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Bu durumda o,

sina, :=CosP — R’(a'k)sinB (2.106)
o R(a,2) ’ '
cosa, =0'(a,A)sinp (2.107)

esitliklerini saglayacak sekilde tanimlanirsa (2.30) esitliginden
R(a,A){cos0(a,1)sina, +sin6(a,1)cosa, } =0

elde edilir. Boylece

R(a,A)sin(o, +6(a,1))=0
oldugundan
sin(a, +6(a,1)) =0,
yani
0(a,r)=—0, (2.108)

olarak hesaplanir. (2.8), (2.9), (2.100) ve (2.101) esitlikleri (2.106) ve (2.107) esitliklerinde

kullanilirsa
cosp + ;kl’z sinBq(b)sin20"* (b—a) - ;k“z sinpcos(21"%a+¢, )

sina, _ +0 (A7 n* (1))

cosa, A2 sinB + ;7;1’2 sinBg(b)cos22"? (b-a) —;k‘l’z sinBq(a)

—;xl’z sinPsin (Z}J’Za +E, ) n O(;\‘—lnz (k))
yani
cospP + ;xl’z sinBa(b)sin22"* (b-a) —;kl’z sinBcos(Z?&’za + aa)

sing, +O(A ™’ (1))
cosa,

1+ 17{1q(b)cos 201 (b —a)—;k‘lq(a)

kl/z SinB
_;}\’l sin (27\,1/23. e, ) n O(?{Slznz (7»))
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) = n 1 ]
bul ) 1ik -1) x" =—— dir. O hald
ulunur. |x| <1 iken nzzc;( )" x = ir alde

%qu(b)cos 2012 (b—a)—%qu(a)—%klsin (22"%a+¢,)+0(L ¥ (1))<1 oldugu
i¢in
}J”ZcotBJrlk‘lq(b)sin273’2(b—a)—lk‘lcos(2kl’2a+§a)
tana, = 2 2
+O(7¥73/2n2 (7»))
1—%%1q(b)coszx“2(b—a)+%k1q(a)+%klsin(2x”2a+§a)
+%7\,2q2(b)C032 Zkl’z(b—a)+%x2q2(a)

x —%kzq(a)q(b)cos%“(b—a) :
—%kZq(b)cosle’z(b—a)sin(2x1’2a+f;a)+%x2q(a)sin(2kl’2a+<§a)
+O(7\‘—3/2n2 ()\4))

yani

tan o, = A2 cotB+%7{lq(b)sin 2012 (b —a)—%?{l cos(21"%a+¢,)
—%X"”Z cot Bg(b)cos2A?(b —a)+%k3’2 cotpq(a)
+%7»3/2 cotPsin(21."*a +§a)—%x2q2 (b)sin20"% (b—a)cos2)"* (b—a)
+%k2q (a)q(b)sin 22" (b —a)+%x2q (b)sin21* (b—a)sin(21"%a + &, )

+%k2q (b)cos21”* (b—a)cos(21%a +§a)—%k2q (a)cos(2n"a+¢, )
+0(2 % (1)).

Son esitlikte arctan x fonksiyonunun X =0 noktasindaki Taylor agilimi kullanilirsa
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o, =AY cotB+%}flq(b)sin 20 (b —a)—%?{l cos(21"%a+¢, )
—%XS’Z cot’ B—%?ﬁ’z cotpq(b)cos21? (b—a)+ %k"*’z cotpq(a)
+%k3’2 cotBsin(2k1’2a+§a)+%kZq(a)q(b)sin 2)"?(b-a)
—%k‘zqz (b)sin21"% (b—a)cos2A" (b -a) (2.109)
+%k2q(b)sin 2)”* (b—a)sin(22"%a +¢,)
+%}f2q(b)c0327&’2 (b—a)cos(z}ﬁ’za+§a)—%k‘zq(a)cos(2kl’2a+éa)

+0(2? (1)).

(2.105) sinir kosulu igin ise daha 6nce (2.35) ile verildigi lizere asagidaki esitlik mev-

cuttur:
e(b,k):g+(n +1)m (2.110)

elde edilir.
(2.10) esitliginde

0(b,1)-6(a,1)= TT(x,k)dx

a

olarak verilmigti. T(t,A) fonksiyonunun (2.17) ile verilen degeri bu esitlikte yerine yazil-

diginda
0(b,2)-6(a,1)= T[W + Imivn (x,k)}dx
: 100 i (2.111)
=1"2(b-a)+ )] ImJ.vn (x,2)dx

bulunur. (2.111) esitliginde (2.35), (2.102) ve (2.108)-(2.110) kullanilirsa
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(2n+3)n
2

—%7{3’2 cot® B—%?{” cotBq(b)cos2r"? (b—a)+%?{3’2 cotBq(a)

+A Y2 cotB+%7(lq(b)sin 2012 (b—a)—%k‘l cos(21"%a+¢,)

+%7{3’2 cotBsin(2%1’2a+§a)—%7f2q2 (b)sin2x?(b—a)cos 21" (b-a)

+%7f2q(a)q(b)sin 2012 (b—a)+%7f2q(b)sin 2012 (b—a)sin(2k1’2a+§a)

+%k2q (b)cos21 (b—a)cos(21"*a+¢, ) —%kzq (a)cos(2n"a+¢, )
+O(7\-_3/2ﬂ2 (}\’))

=)\Y? (b—a)+%7flq(b)sin 201 (b—a)—%?ﬁl cos(2x%a+¢,)+O (A n(1)).

Boylece son esitlikte (2.98)-(2.99) ile verilen sing&,, cos¢, tanmmlari ve n(A) fonksi-

yonunun tanimi1 kullanilirsa, serilerle hata hesabi ile

3
2n+3)n  2(b-a) cot _EMCOF'B
2 (2n+3)n 3(2n+3)’n*

_1.8(b-a)’ 1 8(b-a)’
2 (o +3)3 S cotBq(b)cos(2n+3)m+ 2 (on +3)3 S cotfq(a)

+18(b;a):cotg[sin @aﬁ(sin (Zzﬂqu’(x)dx

2(2n+3)’n : -a

+18(b;a)3scotg[cos(zrt‘)%)“aﬁ(coswqu'(x)dx

2(2n+3)’n b-a

_1 4(b-a) (cos(zn”)naj [sinmqu’(x)dx

4(2n+3)' n* b-a J; b-a

1 4(b-a)” (. (2n+3)x \&( _ (2n+3)n ),
+Z(2n+3)2n2(sm — a]![cos — x}q(x)dx
+0(n™n(1))+0(n"n*(1)),

}\’Jr.]IZ(b_a):(

a

yani
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A2 _ (2n+3)n
" 2(b-a)

cots—b;a[cos (2n+3)n ajj{sin (2n+3)n X]q,(x)dx

1
+M{2 (2n+3)n
B (2:;:)7:(5"‘ (thz)n a}j(cos (2E+3)n X)Q'(X)dx

+(;rfljr—;;2)nzcotﬁ_q(b)+q(a)—§cot2 [3}

) an 289 9%

(2n+3)' n* b-a : b-a

P Ch) S Cos(zn+3)naﬁ(coswx]q’(x)dx}

(2n+3)' n* b-a b-a
+0(n™n(n))+0(nn*(n))

olarak elde edilir. m

a

2.2.2. Lineer Durum (AD ve AN)

Asagidaki problem goz oniine alinsin:

y'(t)+[2-a(t)]y(t)

y'(a)—-[cr+d]y(a)=0, cdeR, c=0, (2.113)

0, tela,b], (2.112)

y(b)=0. (2.114)

Teorem 2.13: (2.112)-(2.114) probleminin A 6zdegerleri, N — oo iken

we_(n42)m 1 {1+ b-a njl(sin2(n+2)n(x_a)}q'(x)dx

" (b-a) (n+2)n| c 4(n+2) b-a
1 (b-a)’ 2(1+3cd)
z(n+2)2n2[q(a)—q(b)+ 3c? }

T o[ e

20(n+2)2n2£ b-a

+0(n™n(n))+0(n"*n’(n)).
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Ispat: Boliim 2.1° de, (2.40) ile verildigi iizere (2.113) sinir kosulu igin asagidaki esitlik

mevcuttur:
R(a,x){cose(a,k){il((:’i)) —(ck+d)}—sin e(a,x)e'(a,x)} =0.
Bu durumda a.,,
sina, = (a.2) —cA—d, (2.115)
(@)
cosa, =—6'(a,1) (2.116)

esitliklerini saglayacak sekilde tanimlanirsa (2.40) esitliginden
R(a,A){cos0(a,)sina, +sin6(a,1)cosa, } =0

elde edilir. Boylece
R(a,A)sin(a, +6(a,1))=0

oldugundan
sin(a, +6(a,1)) =0,
yani
0(a,1)=—a, (2.117)

olarak hesaplanir. (2.8), (2.9), (2.100) ve (2.101) esitlikleri (2.115) ve (2.116) esitliklerinde

kullanilirsa
AV —;kl’zq(b)cos 2072 (b —a)+;k1’2q(a)
oS0l +;x-“2 sin(2x"%a+¢, )+ O (A 'n? (1))
2 __

sina, gy g —;k”zq(b)sin 2072 (b —a)+;k1’2 cos(2k1’2a+ g, )
+0(2 ™ (1))

oldugundan
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—AM? - ;N”Zq(b)cos 2272 (b-a)+ ;k‘”zq(a)

+;7C1/2 sin (ZKI/Za +E, ) + Q(}\—lnz (7»))

cosa,
sina., 1+97fl+i7f3’2q(b)sin 22" (b-a)
ey 1c 2c
—?CA*B’Z cos(2r"?a+¢,)+0(% " (1))
Bu durumda
1 -1/2 1 -3/2 12 1 -3/2
—2?+=1""q(b)cos2r"*(b—a)-—A""*q(a)
c 2c 2c
cota, = 1
—Z—Cﬁ’z sin(21"%a+¢,)+0(A "’ (1))
_1—9x-1—ix-3’2q(b)sin 2x“2(b—a)+ix-3’2 cos(21"%a +& )
c 2c 2c )
o + 85 Gy (b)sin27&’2(b—a)—ik‘S’zcos(Zx”za%J )
c? a c? T
+0(1 7" (1))

yani
cota :lk’l’z+iN3’2q(b)c032kl’2(b—a)—iWS/ZQ(a)

2 c 2 2C
1 : d 1 i

— A sin (20 a4 g, ) - S - (b~
20 sin(21."%a+¢,) o q(b)sin22**(b-a)
1 2\2 )2 d? 2,52 d A 20(b 20Y% (b

toz cos( a+§a)+c—3 o q(b)cos (b-2)

+2icz7\S/ZQ(a)+2i(:27»SIZSin(2X1/23+§a)+O(7Man(}‘))'

Son esitlikte arccot x fonksiyonunun X =0 noktasindaki Taylor agilimi kullanilirsa

o, —E—lk1/2—i7»Slzq(b)COSZXllz(b—a)+2iC7»Slzq(a)

2 ¢ 2c
NEFEL sin(2x1’2a+§a)+%x-3/2 +i2x-2q(b)sin 202 (b—a)
2c c 2c
X o . (2.118)
_ — —5/2
—5a 2cos(27&’2a+é;a)—C—37» 5’2+Ek ¥2q(b)cos21"? (b—a)

—%x‘~"’2q(a)—2icz>ﬁ"’2 sin (2%1’2a+§a)+%k3’2 +0(2 7% (1)).
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(2.114) smir kosulu igin ise bir Onceki teoremde (2.110) ile verildigi tizere
0(b,1)= g+ (n+1)m esitligi mevcuttur.
(2.111) esitliginde (2.35), (2.102), (2.110), (2.117) ve (2.118) kullanilirsa

(n+2)ﬁ—%7f1/2+3—1-37f3/2—%K_Slzq(b)COSZKUZ(b—a)—l-%}\,_wq(a)
1. g d, s, 1 .. :
+z>\, 3/2 Sln(27\’1/2a+ga)+c_2}\f 3/2 +E}\' 2q(b)S”.] 2}\(1/2(b_a)

2
—2—](;27»2 COS(2X1/2a+§a)—i—37»5/2+2icz7»5/2q(b)C0827»1/2(b—a)

—%X‘S’zq (a)- 2%27(5’2 sin(21"%a+¢,)+0(1 "’ (1))

=\"? (b—a)+%k‘lq(b)sin 201 (b—a)—%?{l cos(ZKMa+§a)+o(7f2ﬂ(7“))-

Boylece son esitlikte (2.98)-(2.99) ile verilen sing&,, cos&, tammlari ve n() fonksi-

yonunun tanimi kullanilirsa, serilerle hata hesab1 ile
3
W (b-a)=(n+2)n-12=8) 1 (b-a)
C(n+2)7'c 2C(n+2) T
1 (b-a) d (b-a) 1 (b-a)
O] @+ S5t o
(n+2) i c (n+2) n® 3C (n+2) T

L1 (b-a) (sinz(n+2)naj [Sinz(mr—z)nqu'(x)dx

2¢(n+2)' o b-a

T
LA M(COSMaJE(COSMXJq'(X)dX

2 (n+2) n’ b-a
1 (b-a)’ 2(n+2)m (. 2(n+2)m )
Z(n+2)2 = (cos — aJJ.[sm—qu (x)dx
1 (b-a)" (. 2(n+2)m )}

Z(n+2)2n2[sm b-a a]!
+0(n™n(1))+0(n"n*(1)),

~q(b)cos2(n+2)n

yani
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o e
e a2
e e,
T :q<a>—q<b)+ “;C?Cd)}
%C(éi;;* el e
L )

+O(n“‘n(n))+0(n n (n))
olarak bulunur. m

Asagidaki problem goz oniine alinsin:

y'(t)+[2-a(t)]y(1)=0, tefab], (2.119)
y'(a)-[cA+d]y(a)=0, c,deRR, c=0, (2.120)
y(b)cosp—y'(b)sinp=0, Be(0,x). (2.121)

Teorem 2.14: (2.119)-(2.121) probleminin A, 6zdegerleri, N — oo iken

e :(2?533; +(2ni3> e
2n+3 WI(SI (2n+3)n )JQ’(x)dx
R
+f(2$?+§;> i(cos<2”+i>§ 2

+0(n™n(n))+0(n"n*(n)).
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ispat: (2.120) siur kosulu goz Sniinde bulunduruldugunda 6(a,A) degeri, Teorem 2.13’

in ispatinda (2.117) ve (2.118) ile belirlidir. (2.121) sinir kosulu igin ise, Bolim 2.1 de

(2.48) ile verildigi tizere asagidaki esitlik mevcuttur:

R(b,k){cose(b,k){cos[}— R’(b’k)sin B}sin 0(b,)0"(b,)sin B} =0.

R(b,%)

Bu esitlikte o,

R'(b,2)

R(b.%)

sino, '=CosP — sin3,

cosa, :=—0'(h,1)sinpB

esitliklerini saglayacak sekilde tanimlanirsa
R(b,1){cos0(b,A)sino, —sin0(b,A)coso, } =0
elde edilir. Boylece
R(b,1)sin(a, —6(b,A))=0
oldugundan
sin(a, —6(b, 1)) =0,

yani

0(b,A)=a,+(n+1)n

(2.122)

(2.123)

(2.124)

olarak hesaplanir. (2.8), (2.9), (2.100) ve (2.101) esitlikleri (2.122) ve (2.123) esitliklerinde

kullanilirsa

sino, cosB+O(7C1n2(k))
cosa,  —AY2sinB+0(An* (1))

oldugundan

sino, _ COSBJFO(NI”Z (7“))
cosa, —AY2sin B[l— @) (753/2112 (k)ﬂ

olarak elde edilir. Bu durumda

tano, = -1 cotB+O (1 **n’ (1)) |x[1+0(2



84

yani
tana, = -1 2 cotB+ O (A *"n? (1)).

Son esitlikte arctan x fonksiyonunun X =0 noktasindaki Taylor agilimi kullanilirsa
o, =L cotB+ %7&”2 cot® B+ o(ﬁzn2 (x)). (2.125)

(2.111) esitliginde (2.35), (2.102), (2.117), (2.118) (2.124) ve (2.125) kullanilirsa
n 1 1

(n+1)n—kl’zcotB+%k3’zcot3B+§—Ex1’2—%7»S’Zq(b)coszx”z(b—a)
+2ick3’2q(a)+2ick3’zsin(2kl’2a+&a)+f—2k3’2+2—t2k2q(b)sin2kl’2(b—a)
+3_:CL::,’7\«_3/2+O(7\‘_3/2T]2(7\4))

=AM (b—a)+%?€1q(b)sin 2\ (b—a)—%?{l cos(21"%a+¢,)+O(1 ™ (1)).

Boylece son esitlikte (2.98)-(2.99) ile verilen sin&,, cos&, tanimlart ve n(k) fonksi-

yonunun tanimi1 kullanilirsa, serilerle hata hesabi ile

(2n+3)n_2(b-a) . 12(b-a) 1 8(b—a)’

}\’l/Z b_ — t3
v (b-a) 2 (2n+3)n ° c(2n+3)n 3(2n+3)3n3C0 P
1 8(b-a)’ 1 8(b-a)’
—%(—S)Sq(b)cos(Zn+3)n+—(—3)3q(a)
(2n+3) T 2c (2n+3) T

3
+d 8(b-a)

¢’ (2n +3)3 T

=
]

e
1 4r€i_a2); CoS(2n+_3a)ma isin(2n+_3anx ' (x)dx
i(i(bgl)z [(Sm(znis)na%[{os(zls nxj]q’(x)dx
4(2n+3)' n* b-a )3 b-a
1 8(b-a)’

J’__—
3c? (2n +3)3 T
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elde edilir. Son esitlikten A”* cekilirse teorem istenilen sekilde ispatlanmis olur. m
Ornek 2.4: Asagidaki problem goz dniine alinsin:

y"(t)+[r—cost]y(t)=0, te[0,x],

y'(0)-[cr+d]y(0)=0, c,deR, c=0,

y(m)cosp—y'(n)sinB=0, Be(0,n).
Bu durumda problemin 6zdegerleri i¢in asimptotik tahminler asagidaki sekilde hesaplanir:

2n+3 2 1}_& 1 {1+3Cd

- tp+= t®
2 (2n+3)n{co B+C 3C(2n+3)3n c? o B}

+0(n"*n(n))+0(n"n?(n)).

V2 _
A=

2.2.3. Bilineer Durum (BD ve BN)

Asagidaki problem goz oniine alinsin:

(t)+[A-a(t)]y(t)=0, tefab], (2.126)
[er+f]y'(a)-[cr+d]y(a)=0, c,defeR, e=0, (2.127)
y(b)=0. (2.128)

Teorem 2.15: (2.126)-(2.128) probleminin A, 6zdegerleri, N — oo iken

ki,2:(2n+3)n+ 1 {g_ (b—a))ni(sin(2“+~°t’))_ﬂ;x—a)jqf(x)dx

2(b-a) (2n+3)m|e (2n+3
+4c (2(nb+3<'i) [q(b)+q( ) 3(:2e (3de —3cef —c )}
4c 5 (2n+3)n(x-a)) ,
2n +3)° 2! s jq (X)dx}

+O(n n ) (n n )

Ispat: Boliim 2.1 de, (2.56) ile verildigi iizere (2.127) smir kosulu i¢in asagidaki esitlik
mevcuttur:

R (a,x){cose(a,x){(exn) F;((: 2)) —(ck+d)}sin 6(a,k)(ek+f)6'(a,k)} ~0.
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Bu esitlikte o,

SN (CYS I
sina,, = (er+f) R(@N) ch—d, (2.129)
cosa, =—(er+f)6'(a,1) (2.130)

esitliklerini saglayacak sekilde tanimlanirsa
R(a,A){cos0(a,1)sina, +sin6(a,1)cosa, } =0
elde edilir. Bdylece
R(a,A)sin(a, +6(a,2))=0
oldugundan
sin(o, +6(a,1))=0,

yani
0(a,1)=-a, (2.131)

olarak hesaplanir. (2.8), (2.9), (2.100) ve (2.101) esitlikleri (2.129) ve (2.130) esitliklerinde

kullanilirsa

—c —;xl’zeq(b)sin 2% (b—a)+ ;x”zecos(m”za +¢,)-d

—;xl’zfq(b)sin 2" (b-a)+ ;x”zf cos(le’za + éa)

sina, _ +O(n* (1)) +0(x"n* ()

COSO gy 32 —;Xl’zeq(b)cos 207 (b—a)+ ;kl’zeq(a)

+;x1’2esin(2kl’2a +&,)- Y —;k‘“zfq(b)cos 20"% (b-a)

+;7f”2fq(a) + ;x—”f sin(2x"%a+¢,)+0(n’ (1))+O(A™? (1))

oldugundan
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—cA —;xl’zeq(b)sin 20" (b-a)+ ;kl’zecos(zﬂ’za +&,)-d

—;xl’zfq(b)sin 2012 (b—a)+ ;k”zf cos(21"%a+¢,)

sino,, +0(n’ (1)) +0(x"n* (1))

cosa, 1+;k1q(b)coszx1’2(b—a)—;7»1Q(a)
—EX‘lsin(2x1’2a+§a)+i7K1
_e7\’3/2 2 €
f f
~ 2 2a(b 20Y2(b—a)— —A7%f
2o a(b)oos2i? (b-a)- L i *fa(a)
f :
_77\;2 27\}/2 O }\’—3/2 2 s
o sin(21"%a+&, )+ O (A ¥ n? (1)) |
Bu durumda
€y 1 Lyag(b)sin 22 (b—a)— 22t cos(222a+&, )+ S A
tano, = € 2 ° °

fo_ : f_ ]
+55 20 (b)sin 2x1’2(b—a)—2—ex *cos(21"%a+¢,)+O(L¥? (1))
1—%%‘1q(b)c052k1’2(b—a)+%7(1q(a)+%7flsin(le’2a+§a)— At
f f

2 U2 (1 a2 i -2 o 12
ZeX q(b)cos2n (b a)+2€x fq(a)+2ek sm(zx a+é

a

+%k2q2 (b)cos® 20" (b —a)+%7\2q2 (a)+%k2 sin (24"%a+¢&

(
f
e
WA VI (a)g(b)cos2i"? (b

T Laa(aa(b)oosz (b-a)
_%xZq(b)c052kl’2(b—a)sin(2k1’2a+§a)
+£k2q(b)cosZkl’2(b—a)+%k2q(a)sin(2k1’2a+§a)—£kZq(a)

f ~ A —
_Ek ZSIn(2k1/2a+§a)+O(k 3/2n2 (K))

yani
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tan o, :gx‘”2+%k‘lq(b)sin 27&’2(b—a)—%k‘lcos(zﬂza+§a)+g7€3/2
f . . f .
+2—ex ?q(b)sin Zkl’z(b—a)—z—ek *cos(21"%a+¢,)

—%x“"zq(b)cos 20V (b—a)+%k‘3’2q(a)+%k‘3’2 sin(21"%a+¢,)

_z—zxs’z —%xzqz (b)cos20M? (b—a)sin 2% (b—-a)

+%7C2q (a)g(b)sin2r'*(b-a)

+%7f2q (b)sin21 (b—a)sin(21"%a + &a)—%k‘zq (b)sin21"? (b-a)
+%k2q (b)cos 21 (b —a)cos (21 "%a + ga)+zlek2 cos(21"%a+¢,)
—%k‘zq(a)cos(2x1’2a+&a)+0(k‘3/2n2(k)).

Son esitlikte arctan x fonksiyonunun X =0 noktasindaki Taylor agilimi kullanilirsa
_C 5 V2 1,4 . 12 1,4 12 d. s
o =27+ (b)sin 20 (b-a) - cos (21 a+§a)+gk

e
3

_%7;3/2_ix-wzq(b)coszxﬂz(b_a)+%w3/zq(a)
o (g, ) G e (0)sin 2 (-

—%7{2 cos(2kl’2a+2‘;a)+%>f2 cos(21"*a+¢,)

—ZlekZq(b)sinle’z(b—a)—%k2q2(b)cosZ?&’Z(b—a)sin2kl’2(b—a)
1

+Z7J2q(a)q (b)sin20"?(b-a)
+%}»‘2q(b)sin 21Y (b-a)sin(21"a + ¢, )
+%X2q(b)cos 207 (b —a)cos(le’za +§a)

1 -2 1/2 -3/2,.2
-5 q(a)cos(2n"%a+&, )+0(1 % (1)). (2.132)

(2.128) smur kosulu igin ise (2.110) ile verildigi tizere 6(b,A)= g+(n +1)7 esitligi

mevcuttur.
(2.111) esitliginde (2.35), (2.102), (2.110), (2.131) ve (2.132) kullanilirsa
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2
(2n+3) n+§>;1’2 +%7flq(b)sin 2012 (b—a)—%k‘l cos(zx”2a+aa)+%x-3’2

3
—%7{3/2 _Ziek—alzq (b)COS )12 (b _a) + Ziex—slzq (a) +2£e7“_3/2 sin (le/za N aa)

—Z—E?{M +2iek‘2q(b)sin 2012 (b—a)—%}fzq2 (b)cos21? (b—a)sin 24" (b-a)

+%}f2q(a)q(b)sin2kl’z(b—a)+0(k‘3’2n2(k))
:7&’2(b—a)+%x‘1q(b)5in2x”2(b—a)—%k‘lcos(2k1’2a+ia)+0(?{2n(x)).
Boylece son esitlikte (2.98)-(2.99) ile verilen sin&,, cosg, tamimlari ve n(k) fonksi-

yonunun tanimi1 kullanilirsa, serilerle hata hesabi ile

(2n+3)n+£ (b-a)

P (D-2) =" e (2n+3)x
s
S o
TSRS A —
%—(S::;L Ok (Séi;?ns
P e
BN S

+0(n™n(n))+0(n"*n?(n))
elde edilir. Son esitlikten Xi’z cekilirse teorem istenilen sekilde ispatlanmis olur. m

Asagidaki problem g6z 6niine alinsin:

t)+[A-q(t)]y(t)=0, tefab], (2.133)
[er+f]y'(a)-[cr+d]y(a)=0, c,defeR, e=0, (2.134)

y(b)cosp—y'(b)sinp=0, Be(0,n). (2.135)
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Teorem 2.16: (2.133)-(2.135) probleminin A, 6zdegerleri, n — o iken

R M R
Zie%[qw)—q(b)—mf ;Cffez”a)%cot%]
£ et

Ispat: (2.134) sinir kosulu igin G(a,k), Teorem 2.15’ in ispatinda (2.131) ve (2.132) esit-
liklerinden; (2.135) sinir kosulu igin ise G(b,k), Teorem 2.14° iin ispatinda (2.124) ve

(2.125) esitliklerinden elde edilir. Bu esitliklerle (2.35), (2.102) esitlikleri (2.111) esitligin-

de kullanilirsa

(n+1)m—r"? cotB+%k3’2 cot3B+§k“2 + %qu(b)sin 207 (b-a)

3
—%7{1 cos(22."%a + @a)+%7ﬁs’2 —;?7{3’2 —%k‘”q(b)coszw’2 (b-a)
F 02 (a) + 2 2 sin (20 %a 4 )—ﬁﬁ’%i;ﬁ (b)sin22? (b—a)
26" 2e Vol 2" ¢

_Ziekz cos(2k1’2a+§a)—ziek"'q(b)sin 2)"? (b-a)
—%k‘zqz (b)cos2rY? (b —a)sin 24" (b—a)+%7i2q(a)q(b)sin 2072 (b-a)
+%7{2q(b)sin 217 (b—a)sin(22."%a +¢,)

1. . f._
+h 2q(b)cos 212 (b—a)cos(2k1’2a+§a)+2—ex >cos(21%a+¢,)
—%k‘zq(a)cos(Zx”za +&,)+0(1 % n* (1))

3 (b Lt (o)sin2 (b-a)- 1 eos2a 8, Ok ()

oldugundan, son esitlikte (2.98)-(2.99) ile verilen sin&,, cosg, tanimlart ve n(l) fonksi-

yonunun tanimi kullanilirsa, serilerle hata hesabu ile
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172 b-a c b-a
Ay (b-a)=(n+1)n (I’]+1)TECOt +e(n+1n
.\ (b-a)’ [sinz(n+l)na]ji cosz(n”)nqu’(x)dx
4(n+1) n? b-a )3 b-a
~ (b-a)’ COS2(n+1)7ca " Sinz(n+1)nx () dx
4(n+1)2n2( b-a jm b-a jq()d
S e e
_%(ﬁbj)ﬁq(b)cosz(n+l)“+£(f1b+_1;)n3 (a)_z_z(r(wtl—l;’)ﬁ
¢ (b-a) (. 2(n+l)na 2(n+1)nx )

L (b-a)’ (COSZ(n+1)naJ (cosqu'(x)dx

2e (n+1)’ n°
+O(n*4n(n)) + O(n’Sn2 (n))
elde edilir. Son esitlikten LY gekilirse teorem istenilen sekilde ispatlanmis olur. m

Ornek 2.5: Asagidaki problem goz dniine alinsin:
y'(t)+[r—sint]y(t)=0, te[0x],
[er+f]y'(0)—[cA+d]y(0)=0, c,defelR, e=0,
y(m)cosp—y'(n)sinB=0, Be(0,xn).

Bu durumda problemin 6zdegerleri i¢in asimptotik tahminler asagidaki sekilde hesaplanir:

1
W2 1 —cotBe o1
o =(ne )+(n+1)n[ 0 B+e 4n2+8n+3}

+3_Ce(n+11)3n!(3cef _:;e +C )+Ecot3[3]+o(n4n(n))+o(n3n2(n)).

c
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2.2.4. Kuadratik Durum (KD ve KN)

Asagidaki problem g6z oniine alinsin:

y'(t)+[2-a(t)]y(t)=0, tefab], (2.136)
y'(a)—-[cA® +dr+ey(a)=0, cdeeR, c=0, (2.137)
y(b)=0. (2.138)

Teorem 2.17: (2.136)-(2.138) probleminin A, 6zdegerleri, N — oo iken
b _ —
7¢],2=(n+2)n-Jr b_a2 J.sin 2(n+2)n(x—-a) q’(x)dx—ﬂ (b-a)
b-a  4(n+2)° n? b—a c(n+2)rn
+0(n"*n(n))+0(n*n?(n)).

Ispat: Boliim 2.1 de, (2.67) ile verildigi iizere (2.137) sinir kosulu icin asagidaki esitlik

a

mevcuttur:

R(a, k){cose(a, k){ RR’((:"Q)) —(c?»2 +dr+ e)} —sinB(a,1)0'(a, x)} =0.

Bu durumda o,

R'(a,A

sina = (2 )—ckz—dk—e, (2.139)
R(a,2)

coso; :=—0'(a,1) (2.140)

esitliklerini saglayacak sekilde tanimlanirsa (2.67) esitliginden
R(a,1){cos0(a,)sinay +sinB(a,A)cosa, | =0

elde edilir. Boylece
R(a,A)sin (o, +6(a,1))=0

oldugundan

sin (o, +6(a, 1))

0,

yani

0(a,1)=—o, (2.141)
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olarak hesaplanir. (2.8), (2.9), (2.100) ve (2.101) esitlikleri (2.139) ve (2.140) esitliklerinde

kullanilirsa
M2 —;k”zq(b)coszﬁ’2 (b-a)+ ;l”zq(a)+ ;kl’z sin(2kl’2a + &a)
cosa, +O(A7n’ (1))
sin —ckz—dk—e—;k‘”zq(b)sinle’z(b—a)Jr;x‘l’zcos(Zkl’zaJr&a)

+0(A ™ (1))

Bu durumda

—A\M? —;k”zq(b)cos%“2 (b-a)+ ;k”zq(a)

1. .., . _
cosa, ol Ysin(20"%a+ g, )+ O(A '’ (1))
SinOLS 1 9}\‘—1 E}\,_Z i}\l—S/z b H 2}\’1/2 b_
+C +C +2c q(b)sin (b-a)

—cA?

1

_7}\‘—5/2 27\41/2 O 7\’—3 2 }\’

- cos( a+ia)+ ( n’ ( ))
oldugundan

15 +i7f5’2q(b)00327ﬁ’2 (b—a)—i
cota, = c 2C 2C
1 .
__;\4—5/2 27\'1/2 O 7\'—3 2 7\‘
o sin(22"%a+¢,)+0(1"n* (1))

}L—S/Zq (a)

d e 1 .

1— =A== —=212qg(b)sin2AY?*(b-a

AT AT A a(b) (b-a)
2

NEFEL cos(21"%a+ ¢, )+ d—zx-z + ﬂfﬁ

x| 2C C c

+%>;7’2q(b)sin 2)"? (b-a) —C%x-”z cos(21"%a+¢,)
C

+0(1*n* (1))

yani

1 1 1
to. == 4+ =2 52q(b NY2(h—a)——)5?
cotas = A~ +2-2""q(b)cos 2™ (b—a)-—-2""q(a)
.
C_37\4 712

1 : d e
__7\‘—5/2 sin 27»1/28. + _ _}\1—5/2 __7\4—7/2 +
2c ( E"a) c? c?

_%x”zq (b)cos2a”? (b—a)+ Zd?k”zq (a)+ zd?k”z sin (2kl’za + &a)

+0(2 (1))
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seklinde bulunur. Son esitlikte arccotx fonksiyonunun x =0 noktasindaki Taylor ag¢ilimi
kullanilirsa

oL =E—17f3/2— 1

L, 2 (] i 512
e 2ck q(b)cos2n™ (b a)+20k q(a)

2
+i7f5’2sin(2k1’2a+§a)+%X’5’2+%7{7’2—d—s
2¢ c c c 2142
d d (2.142)
+?X‘7’2q(b)c032}»“2(b—a)—?xq’zq(a)

Fk‘msin(27»”2a+éa)+0(7i3n2(7‘))'

}\'77/2

(2.138) smur kosulu igin ise (2.110) ile verildigi tizere 6(b,A)= > (n +1) 7 esitligi
mevcuttur.

(2.111) esitliginde (2.35), (2.102), (2.110), (2.141) ve (2.142) kullanilirsa
(2n +3)TE T 1

1 1
A2 =% (b)cos 20 (b—a)+—A?q(a
2 2 C 2C q( ) ( ) 2C q()
1 . d e d?
+—A"%sin(2A%a+ &, )+ AP+ AT AT
2c ( ia) c? c? c?

d . d .. d . ., .
+?k 7’2q(b)c0527&’2(b—a)—ﬁk 7’zq(a)—Fx "sin(21"%a+¢,)
+0(27°n* (1))

=AY (b—a)+%7f1q(b)sin 2012 (b—a)—%k‘1 cos(2kl’2a+§ )
+0 (1"’ (1))+O(A " n(1)).

Béylece son esitlikte (2.98)-(2.99) ile verilen sin&, cos&, tanimlari ve n(A) fonksiyonun

tanimi kullanilirsa serilerle hata hesabi ile

1 (b-a)=(n+2)m- 272

¢(n+2)'
4((nb+_;))2nzs'( n+2naj§ ( (n+2) nx]q,(x)dx

+0(n"* n(n))+0(n‘3n2(n))
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elde edilir. Son esitlikten kff 2 ¢ekilirse teorem istenilen sekilde ispatlanmis olur. m

Asagidaki problem goz oniine alinsin:

y'(t)+[2-a(t)]y(t)=0, te[a,b], (2.143)
y'(a)—[ck2 +dk+e]y(a):0, c,deeRR, c#0, (2.144)
y(b)cosp—y'(b)sinp=0, Be[0,n). (2.145)

Teorem 2.18: (2.143)-(2.145) probleminin A, 6zdegerleri, N — o iken

v (2n+3)n 1 b-a . (2n+3)n(x-a)) ,

M :2(b—a)+(2n+3)n{_ZCOtB+(2n+3)n££SIn b—a jq(x)dx
TS s
c(2n+3)°n® 3(2n+3)"n?
+0(n"*n(n))+0(n*n?*(n)).

Ispat: (2.144) smir kosulu igin G(a, 7») , Teorem 2.17’ nin ispatinda (2.141) ve (2.142) esit-

liklerinden; (2.145) sinir kosulu igin ise G(b,k), Teorem 2.14° iin ispatinda (2.124) ve

(2.125) esitliklerinden elde edilir. Bu esitliklerle (2.35), (2.102) esitlikleri (2.111) esitligin-
de kullanilirsa

(n+1)m—-a" cot[3+%7f3’2 cot3B+g—%7{3’2 +0(1%n* (1))

=22 (b-a)+ %k‘lq(b)sin 20"% (b—a)- %wl cos(21"?a+&,)+O(r (1))

oldugundan, son esitlikte (2.98)-(2.99) ile verilen sin&,, cosg, tanimlari ve n(k) fonksi-

yonunun tanimi kullanilirsa, serilerle hata hesabr ile AY? istenilen sekilde elde edilir. m
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2.2.5. iki Simir Kosulunun da Ozdeger Parametresine Bagh Oldugu Durum

Asagidaki problem g6z oniine alinsin:

y'(t)+[2-a(t)]y(t)=0, te[a,b], (2.146)
ay(a)+a,y'(a)=2r[ajy(a)+ayy'(a)|. a.a,a,a,eR (2.147)
by (b)+b,y'(b)=2[biy(b)+byy'(b)], by,b,.bj b, eR. (2.148)

Teorem 2.19: a, =0, b, #0 ise, (2.146)-(2.148) probleminin A, ozdegerleri, N — oo

iken

4(n+1 b-a

 (b-a) 3bl(b;)23b{b2bé+(b{)3]

(n+1)" n* _ 3(b; )’

(b-a) [sa,(a) sa;aza;+<a;>3]+ (b=2)" alr 1\ 4
(n+1)2n2_ 3(a;)3 2(n+1)2 2 g! [Q( ) q( )]
(b-a)” a2 2(n+l)m(x-a))

e reosd

+0(n*n(n))+0(n*n?(n)).
Ispat: Boliim 2.1° de, (2.78) ile verildigi iizere (2.147) sinir kosulu igin asagidaki esitlik

mevcuttur:

cosf(a, k){al +a, Ri(ar)_ ra) —ra) RR ((:;:” .

R(a,2)

+sin0(a, 1) -a,0'(a,A)+21ay0'(a,1) ]

R(a,2)
Bu esitlikte o,
R'(a,A R'(a,
L—ka{—ka; (8,2) (2.149)

R(a,2)

cosa, =-a,0'(a,A)+21a,0'(a, 1) (2.150)

sino, =a, +a,
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esitliklerini saglayacak sekilde tanimlanirsa
R(a,A){cos0(a,1)sina +sin6(a,1)cosa f =0
elde edilir. Boylece
R(a,A)sin(cg, +6(a,1))=0
oldugundan
sin(ag +6(a,1)) =0,

yani
e(a,k) =—0l (2.151)

olarak hesaplanir. (2.8), (2.9), (2.100) ve (2.101) esitlikleri (2.149) ve (2.150) esitliklerinde
kullanilirsa
—Aa) +;kl’2a’2q(b)sin 202 (b —a)—;kl’za’2 cos(21"%a+¢, )+a,

—;kl’zazq(b)sin 2012 (b —a)+;k“2a2 cos(21"%a+¢,)

sina,  +O(n’(%))+0(2 '’ (1))

€SO 329, +;x1’2a’2q(b)cos 202 (b —a)—;kl’za’zq(a)

—;xl’za; sin(21"%a + ¢, ) -1, —;x”zazq(b)cos 202 (b-a)

+;x“2a2q (a)+ ;kl’zaz sin(21"%a+¢,)+0(n?(1))+0(r ™* (1))

oldugundan
¥y +;x1’za’2q(b)sin 2%”2(b—a)—;7&’2a’2 cos(21"%a+¢, ) +a,
—;xl’zazq(b)sin 201 (b—a)+;}»1’2a2 cos(2kl’2a+§a)
sing, __ +O(n’ (x))+0(r™? (1))

coSa 1+;k‘lq(b)cosle/z(b—a)—;k‘lq(a)

—lx—lsin(2x1’2a+§a)—x41§—1x-z 8
kS/Zarz 2 a, 2 a,

1., a, (a)+£)\fza—'2$in(2}\rl/2a+§a)

q(b)cos2a*(b-a)
2%
+2 a'zq 2 a,

+O (1% (1)) +O(1 "™’ (1))




elde edilir. Bu durumda

2

tano, =| + p

a,

-3/2

+o(x

B ’
_;\1—1/2 i

7\‘73/2 ﬂ_

98

1

L4 Ek’lq(b)sin 2072 (b —a)—%kl cos
1) a—fq(b)sin 2072 (b —a)+£7{2
2" a 2
n* (%))

(2%a+¢,)

a—fcos(zx“2a+§a)

2

1—%x1q(b)cos 20" (b—a)+ %x

+1x‘1sin(2x1’2a+§a)+7{1a—f+ L
2 a

q(a)

Ex-z a—fq(b)cosZ?&’2 (b-a)

2 a2
1,.,a 1.4 y
—sziq(a)—gxzaz sin(2x"’a+¢, )+ =2.%q? (b)cos® 21" (b —a)
+17[22 4&_1 -2 V2 [}y
q°(a)+A ~—=21"q(a)q(b)cos2r"*(b—a)
4 (a) 2

—%kzq (b)cos21 (b—a)sin(21"%a + ¢, )

7 :2 q(b)cos2a? (b—a)+ ;7» *q(a)sin(20"%a+¢, )

2

?\I—Za‘_Z 7\1—28‘_2 H 2}\{1/2 O }\‘—3/2 2 7\’
+ a’q(a)+ N sin(22%a+¢, )+ O (L *"n* (1))

2 2

yani
. 1
tana, =22 34 13 (b)sin 222 (b—a) - S 1 cos (202
an o, az+2 'q(b)sin22*(b-a)-2 cos(21"%a+¢,)
1
2

x3/2a

i 2824 (b)sin22*2 (b-a)
2

2

+%k3’22—}q(b)0032x1’2(b—a)—%x3’22_,1q(a)
2 2
_;WMZ sln(kaaJré; ) 1

532 8y a;a, L K_Zq
2

(2;)°

—%xzqz (b)sin22"?(b—a)cos2r’*(b-a)

4

+%k2q(b)sin 21" (b—-a)sin (20" + &, )+

2

+%k2q(b)cos 21" (b-a)cos(20 a + &, )+

2

(a)g(b)sin2r'*(b-a)

%w%q(b)sinzxm(b-a)

1 a
A2 Z2cos (20 % +
2 al ( E"a)

_%qu (a)cos(21"a+¢, ) - %7”2 :_3605(27‘1/2& +8,)+0(27"n* (1))

2
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bulunur. Son esitlikte arctan x fonksiyonunun x =0 noktasindaki Taylor agilimi kullani-

lirsa

ocs=—}»‘1’ZZ—}+%}(q(b)smle’z(b a)—%k cos(21"%a+¢, )

e a, 1

. 1 a
25222 q(b)sin 222 (b—a)+ =% 22 cos (212
2 O —2q(b)sin (b-a)+ ,cos( a+2’;a)

2 a,
#2005 Eg(b)cos 207 (b-a) - 0¥ B g(a) - ¥ Bl

2 a, 2 a, (ay)’

;k 312 Z sm(27&’2a+§a)—%k2q2 (b)sin20"* (b—a)cos21”* (b-a)

2

%kz %q(b)sin 2)."% (b-a)

2

+%k2q (a)q(b)sin2a*(b—-a)+
+%7f2q (b)sin21? (b—a)sin(2x"%a +¢, )
+%7{2q(b)cos 21" (b—a)cos(21"a+¢, )

1.._ 1 a4,
—Zk 2q(a)cos(Z}Ll’2a+§a)—2% 2 > =2 cos(21"%a+¢,)

2

-slzﬁ_l —2ﬂ b)si V2(ph—
e Oy U (2192
b 8] e ol ),

Bolim 2.1° de, (2.79) ile verildigi tizere (2.148) sinir kosulu i¢in asagidaki esitlik mevcut-
tur:

R'(bA) .., .., R(b2)
R M Rm |l o
+sin0(b,2)[ —b,0" (b, )+ 1b%0' (b, 1) |

cosO(b,A)| b, +b,

Bu esitlikte o,

R'(bA) ., .., R(b)

sina, ::bl+b2F\)(b k)_ - ZR(b 2’ (2.153)

cosa, =h,0'(b,1)—Ab%6'(b,A) (2.154)
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esitliklerini saglayacak sekilde tanimlanirsa
R(b,1){cosB(b,A)sina, —sinB(b,A)cosa, | =0
elde edilir. Boylece
R(b,1)sin(a, —6(b,A))=0
oldugundan
sin(a, +6(b,1))=0,

yani
0(b,A)=(n+1)m+0, (2.155)

olarak hesaplanir. (2.8), (2.9), (2.100) ve (2.101) esitlikleri (2.153) ve (2.154) esitliklerinde
kullanilirsa

sina,, _ —Ab+b, +0(n’ (1))+0(r™m* (1))

cosa,  —A%’by +2"%b, +0(n?(1))+O(2 ™’ (1))

elde edilir. Bu durumda

tana, = {x”z ﬁ A ﬁ +0(2 ¥ n? (x))}
b2 b2

2
x| 1+ }\’ﬂb—$+7\,72 bz . +O(}L—3/2n2 (K)) ’
b (b})
yani
tana, = ) V2 b_} )32 b_} L2 b1b22 + 0(7\,_3/21’]2 (K))
br B (by)
bulunur. Son esitlikte arctanx fonksiyonunun X =0 noktasindaki Taylor agilimi kullani-

lirsa

! ’ 13
a7 =7\‘—1/2b_:’|__7\‘—3/2b_j’]_+7\1—3/2 bl—bzz_}\'—3/2 (bl) - +O(7\,_3/2T] (}\’)). (2.156)
b b (b;) 3(b;)

(2.111) esitliginde (2.35), (2.102), (2.151), (2.152), (2.155) ve (2.156) kullanilirsa
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(n+1)n+7(1’2 %—KW %_st/z bilbzz _y 32 (bi!): 2 a_é
2 2 (bz) 3(b2) a,
+%qu(b)sin Zkllz(b—a)—%XlCOS(2K1/2a+§a)+7»3/2:—,1
2
1,.,a . 1. .,a
5k 2iq(b)sm Zkl’z(b—a)+5k 2—Zcos.(273/2a+§a)
1 al 1 a a'a
+=1*2Lq(b)cos2A"?(b—a)-=A¥* Lqg(a)-1"¥* 22
S alb)s 2 (ba) 5 Safa) 0

—%km %sin(Zkl’zaJrga)—%kzqz (b)sin22*? (b—a)cos22" (b—a)

2

+%7(2q(a)q(b)sin 2012 (b—a)+%7f2 :—fq(b)sin 20" (b-a)
2

+%7f2q(b)sin 207 (b—-a)sin(21"*a +¢,)

+%x2q(b)cos 21" (b-a)cos(20"a+¢, )

N3 N2 N2
Jhe @) 1, (@) q(b)sin 222 (b—a)+ 12 (2:)

cos (22 Y%a +
ay 2 () TR

=" (b-a) +%7{1q (b)sin2a? (b-a) —%7(1 cos(21"%a+¢,)
+0(27n(2))
oldugundan son esitlikte n(?») fonksiyonunun tanimi, serilerle hata hesabi ve (2.98)-(2.99)

esitliklerinde verilen sing&,, cosg, tanimlar kullanilip, gerekli hesaplamalar yapildiginda

12
}\‘n
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x”z:(n +1)n+ 1 a,b; —ajby,
! b-a n+1)n ash)

(

__b-a cos—z(nﬂ)7Ta b sin—z(rHl)Tcx "(x)dx
4(n+1)n( b-a j'!( b-a Jq()d

_a 2(n+1)ma ¢ o 2(n+1)nx ) «
4(n+1)n£ b- jj( b— j()d
 (b-a)’ {3b1(b’2)2—3b1b2b’2+(b1)3}
(n+1)27r2 3(b;)3
L (b-a) |3a(a) -3ama,+(a) | (b-a) a .
(n+1)2n2{ 3(a;)’ } 2(n+1)° n* a'z[q(b) )]

(
(b-a) a/(. 2(n+l)ma )% . 2(n+)nx) ,
e
+0(n"n(n))+0(n"n?*(n))
seklinde elde edilir. m

Ornek 2.6: Asagidaki problem goz éniine alinsin:
y"(t)+[r—cost]y(t)=0, te[0,x],
a,y(0)+a,y'(0)=2[ay(0)+a5y'(0) |, a,a,,8},a, R, a,#0,
by (m)+b,y (m)=A[bly(n)+byy ()], by,b, bl b,eR, b)=0.
Bu durumda problemin 6zdegerleri i¢in asimptotik tahminler agagidaki sekilde hesaplanir:

2 (1)L {a;ba—azb;}_ 1| 3b,(by)" ~30;b,by +(b})’
" (n+)m| a)b, (n+1)'n 3(by )’

L1 3a, (a})" —3a;(ay)’ —3aja,a), +(a;)’
(n+1)’n 3(ay)’

Teorem 2.20: a, #0, b, =0 ise, (2.146)-(2.148) probleminin A, o&zdegerleri, N — o0

:|+O(n_4n(n))+0(n_3n2 (n)).

iken
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_ (2n+3)n L2 ayb, —asb;
" 2(b-a) (2n+3)m| a)b;

 b-a j-(sin(2n+3)n(x—a)Jq,(X)dX

b-a

. _4(b=a)’ [ 3b.bb, b3
(2n+3)°n*|  3(b})’

4(b—a)2 _3a1(a’2)2—3a1a2a’2+(a;)3 ~ 2(b—a)2 a
(2n+3)2 | 3(a’2)3 (2n+3)" n* &

al (2n+3)n(x-a))
o G e
+0(n™*n(n))+0(n"n (n))

Ispat: (2.147) sinir kosulu goz éniinde bulunduruldugunda G(a,k) degeri, Teorem 2.19’

[a(b)+a(a)]

un ispatinda (2.151) ve (2.152) ile belirlidir. (2.148) sinir kosulu i¢in ise b, =0 oldugun-

dan (2.79)’ da ay,

i =b,+b m—kb’ 2.157
sinoy :=b, + "R o (2.157)
cosa, =h,0'(b,1) (2.158)

esitliklerini saglayacak sekilde tanimlanirsa
R(b,1){cos0(b,1)sin o, —sinO(b,A)cosor, } =0
elde edilir. Boylece
R(b,1)sin(o, —6(b,1))=0
oldugundan
sin(a, —6(b,1)) =0,

yani
0(b,A)=(n+1)m+0, (2.159)

olarak hesaplanir. (2.8), (2.9), (2.100) ve (2.101) esitlikleri (2.157) ve (2.158) esitliklerinde

kullanilirsa
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cosog Kﬂzbz + O(?\flnz (7\,))

SN o, —\b) {1_};131_}_0(%—2”2 (X))}

1

elde edilir. Bu durumda

COSag w2 B, 2.2 ) 2 b12 2.2
=|-A""—=+0(A A 1+A7 =+ A" ——+0(A A,
sin o { R G ))}{ ot (250" ()

yani
b_? _ 7\‘—3/2 bl,bzz _ 7\/—5/2 bf!bQ?)
bl (bl) (bl)

bulunur. Son esitlikte arccot x fonksiyonunun X =0 noktasindaki Taylor agilimi ile

cotoy, =12 +0(%7n* (1))

o =E+7C1/2 b_3+7b—3/2 b1bz2 Y2 bi g L bsza 52 blb%
2 k() 3(b;) (b) (b) (2.160)
+0(1™ " (1)).

(2.111) esitliginde (2.35), (2.102), (2.151), (2.152), (2.159) ve (2.160) kullanilirsa
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7\4—1/2 %4_)\1—3/2 b1'b22 _7\4—3/2 b;: . +?\,_5/2 bf,b% _}\,_5/2 bl,b%
i (b7) 3(by) (b?) (b7)
a; . 1, _
. N 2 2% 'q(b)sin 2x1’2(b—a)—§x ‘cos(20"a+¢, )

2

T
AL T
(n+ )n+2+

9.4 82022 (b)sin20 (b-a)+ 50 S cos (227 42,

a, 2 a, A
1 ar 1 ar aa
+_7\4—3/2_1 b 00527\41/2 b_a __7\‘—3/2_1 a _;\4—3/2 1“2
—%k3’2%sin(2#’2a+§a)—%kzqz(b)sin 2).2 (b—a)cos 21" (b-a)
2

+%7f2q(a)q(b)sin 2012 (b—a)+%7f2 :—fq(b)sin 20" (b-a)
2

+%7K2q(b)sin 207 (b—-a)sin(21"*a +¢, )

+%k2q(b)cos 2)"? (b—a)cos(22*a +¢, )

1 312 (ai)s _1 -2 ﬂ U2 1., (61')2 "
+3x @y 27» (a;)zq(b)smm (b- a)+2x ) cos(zx a+é’;)
(

—%x %q(a)cos(20*%a+&, ) - %kZZ—ZCOS(ZX1’2a+§a)+O(k3’2n2(k))

:xl’z(b—a)+%k1q(b)sin 27L1’2(b—a)—%k1 cos(21"%a+¢, )

+0(27n(1)).
Boylece son esitlikte n(k) fonksiyonunun tanimi, serilerle hata hesabi1 ve (2.98)-(2.99)
esitliklerinde verilen sin&,, cos&, tanimlart kullanilip, gerekli hesaplamalar yapildiginda

A2 istenilen sekilde elde edilir. m

Teorem 2.21: a, =0, b, =0 ise, (2.146)-(2.148) probleminin A, ozdegerleri, n — oo

iken
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U2 _ (Zn +3)Tl: + 2 aibi _azb;
"o 2(b-a) (2n+3)n ajb,

2n+3ni( 2n+3( )}Q'(X)dx

a

~ 4(b-a)° [3b,(b})’ 3bbb;+(b;)3]

(2n+3)"n?| 3(by)’
N 4(b-a)’ | -3a,ala, +a L 2(b- % b)
(2n+3)°n?|  3(a)) (2n+3 2 K

bh-a

+Ma_zj£m<2n+3>n<x—a>jqr(x>dx}

(2n+3)" 72 a; 4
+0(n"*n(n))+0(n*n?(n)).

Ispat: Bu durumda a}, =0 oldugundan (2.78)’ de o,

R'(a,A)
R(a,2)

cosa, =-2a,0'(a,1)

sina, =a, +a, —Aa;,

esitliklerini saglayacak sekilde tanimlanirsa
R(a,A){cos0(a,)sina, +sin6(a,1)cosa, | =0
elde edilir. Boylece
R(a,2)sin(cg, +6(a,1))=0
oldugundan

sin(a, +6(a,1)) =0,

yani

0(a,r)=-

(2.161)

(2.162)

(2.163)

olarak hesaplanir. (2.8), (2.9), (2.100) ve (2.101) esitlikleri (2.161) ve (2.162) esitliklerinde

kullanilirsa



107

-\"a, —;kl’zazq (b)cos2r?(b-a)+ ;x”zazq (a)

1, . .
cosar, 0 “2a,sin(21"%a+¢, )+ O (1 '’ (1))
sina, 18 by 8 g p)gin2a ¥ (b-a)
' a‘l 2 a‘1
—Aa; ! .
_77\‘—3/272 27\‘112 O 7\‘—2 2 7\‘
S cos(21"%a+¢,)+0 (1"’ (1))

1

elde edilir. Bu durumda

212 a_§+l;;3/2 a—fq(b)cos )12 (b—a)—lk‘m a_gq (a)

CosoL, a, 2 a 2 a;

- - 1 ~ ) -
sina,, | _ 1, 3’22—Esm(2k”2a+&a)+0(7» an(x))

532 &q(b)sin 2y 12 (b—a)+%7\,3/2 2—3005(27\41/2514‘&,@)

a8, 1
1+t 2= ;
1 1 1

x| 402 — 2 o2 8 —L2.q(b)sin21"?(b-a) :

(a))° (ar)

2,752 %cos(zxma +8,)+0 (A" n? (1))
1

yani
a, 1 a 1 a
coto, =422+ =0 ¥ “2q(b)cos2A? (b—a)-=A¥* —2q(a
? a, 2 a{q( ) (b-2) 2 a{q( )
_1;;3/2 a—fSin(2K1/2a+§a)+X‘3’2 ala22
2 a, (ai)
1., a 2

. 1 a
— =A% —2-q(b)sin20"* (b-a)+=A > —2-cos(2A"%a + &,
2
512 (5‘;:3‘)23 + ;K—sxz (5;1 )22 q(b)COSZ}\,ﬂz (b—a)—lk_m a,a, q(a)
1 1

20 (a)
27” e (all)z sin(20"%a+¢, )+ O (L *n* (1))

bulunur. Son esitlikte arccotx fonksiyonunun X =0 noktasindaki Taylor ag¢ilimi kullani-

lirsa
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T a, 1 a 1 a
s _7\’—1/2 =2 __7\‘—3/2 =2 b 2}\‘1/2 b _ _7\‘—3/2 =2
g 5 22 2 q(b)cos ( a)+2 2 q(a)

3
+17f3/2 a—fsin(ZXllzaJrE_,a)—?fS/Z alf’lzz L a, _
2 % (al) 3(a£)
2 2
#1272 q(b)sin2n (b-a)- 127 2
2 (&) 2 (a))
Z 1 a,a 1 a,a
_7\’75/2 alaZ 7\‘ -5/2 7172 q(b)COSZXlIZ(b_a)_i__}\;S/Z 172 q(a) (2164)
(@) 2 (a) 2 (a)
1 a,a, . 1 a
+ = L Zsin(2A"a+ &, )+ =1 —2_q(b)cos2A"* (b -a
20 (@) (#ars) ay o)

S cos(20a+¢, )

— 17\‘—5/2 a’g - q (a) _ E}L—S/Z a's Sln (2}\,1/23. + ia ) + 7\4—5/2 al?‘%
2 (a7) 2 (ar) (a7)

+0(17" " (1)).

(2.148) sinir kosulu géz dniinde bulunduruldugunda 6(b, ) degeri, Teorem 2.19” un

ispatinda (2.155) ve (2.156) ile belirlidir.
(2.111) esitliginde (2.35), (2.102), (2.159), (2.160), (2.163) ve (2.164) kullanilirsa

(n +1)TC+}\,_1/2 b_é_x-s/z b—}+7f3/2 bibzz _ %2 (bl’ )33 +E—7f1/2 61_3
b; b (by) 3(by)’ 2 a)

1..5,4 1. 5,4 1. .., .
—Ex 3’2a—zq(b)c032x”2(b—a)+5k 3’2a—iq(a)+5k 312 a—isln(2x1/2a+ga)
32 448, 2 8 1, ., & con 112
— —=+ —=—+=-A""—=q(b)sin2A " (b-a
Ay 2 e
2
—17» 2 cos(27&’2a+<§ ) 3,512 a, 33 17»75/2 ala22
2 (al) @) 2 (a)
1 a,a 1 a,a
+=A7 2 g(a)+ = 2 Zsin (20" a + &,
oy N e e
3 3
+E7f5’2a—zsq(b)cos%m(b—a)—l?ﬁ”’za—zsq(a)

2 (a) 2 (a)

q(b)cos21?(b—a)

3
—%7;5’2 e _sin(2na+ g, )+ 1Y 22 2 0 (17 (1))
1 1

=2 (b-a)+ %xlq(b)sin 22" (b-a)- %xl cos(21"%a+¢,)

+O(%7n(2))
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oldugundan son esitlikte n(?») fonksiyonunun tanimu, serilerle hata hesab1 ve (2.98)-(2.99)
esitliklerinde verilen sing&,, cosg, tanimlar1 kullanilip, gerekli hesaplamalar yapildiginda

A% istenilen sekilde elde edilir. m

Teorem 2.22: a, =0, b, =0 ise, (2.146)-(2.148) probleminin A 6 ozdegerleri, n — oo

iken

}Lllzz(n+2)n+ 1 a,b, —a,b;
- ( +2 n a;b;

n+2)n§[( 22 (X_a)JQ'(X)dX
~a)’ {3bbb } (b-a)’ [—3a1a1a2+a3}

n+2 ? 12 (n+2)’7*|  3(a))’
‘Wa—i[q(b)—q(aﬂ
(b—a)’ a_2b(cos2(n+2)n(x—a)]q,(x)dx}

2(n+2)2n2 a{j! b-a

+0(n"*n(n))+0(n"*n*(n)).
Ispat: (2.147) sinir kosulu g6z éniinde bulunduruldugunda G(a, K) degeri, Teorem 2.21° in
ispatinda (2.163) ve (2.164) ile belirlidir. (2.148) sinir kosulu goéz 6niinde bulunduruldu-
gunda ise G(b,k) degeri, Teorem 2.20° nin ispatinda (2.159) ve (2.160) ile belirlidir.

(2.111) esitliginde (2.35), (2.102), (2.159), (2.160), (2.163) ve (2.164) kullanlirsa



110

& 2 Db, 4302 bg -5/2 b12b2 4 52 blbg

(n +1)n+§+7»‘”2

b () s (b)) (b))
T a 1 a 1 a
o~ 7\{—1/2 =2 _7\’—3/2 “2 b 27\,1/2 b _ _7\‘—3/2 “2
+2 22 a{q( )cos ( a)+2 aiq(a)
3
+E7C3/2 a—fsin (2?»1/2a Te, ) 0 a1a22 o2 % _
2 q (a)) 3(ay)
1., a 1 a’ o 8,8,

+=172 —2-q(b)sin2A"* (b-a)- =1~ cos(2n"a+¢&, ) -2
2 (al) 2 (a) ()’

1 a,a 1 a,a
_ Ly 52 4t (b)COSZkM (b—a)+—7(5’2 142 q(a)
20 (ay) 20 (ay)
3
p 1y B g 20 %a + & +1X‘5’2a—2q b)cos2A"? (b—a
2 a N3

2 (&) 2 (a)

3 3
_%)ﬁs’z (:%)Sq(a) - %}JS’Z (:%fsin (2%1’2a + &a)+ A2 % + O(k‘zn2 (k))
1 1 1

=2 (b-a)+ %xlq(b)sin 202 (b-a) —%xl cos(21"%a+¢,)
+0(27n(1))+0(1 0 (1))
oldugundan son esitlikte n(?») fonksiyonunun tanimi, serilerle hata hesabi ve (2.98)-(2.99)
esitliklerinde verilen sin&,, cos&, tanimlart kullanilip, gerekli hesaplamalar yapildiginda

A2 istenilen sekilde elde edilir. m

2.3. Spektral Fonksiyonun Tiirevi

Bu boliimde oncelikle Titchmarsh’ m [25]” deki caligmasinda kullandigi yonteme

benzer yontemle, q(t) fonksiyonunun [a,oo) aralig1 lizerinde integrallenebilir olmas1 du-

rumunda
y'(t)+[2-a(t)]y(1)=0, te[a), (2.165)
a,y(a)+ay'(a)=rlay(a)+ayy'(a)], a,a,a,a,eR (2.166)

probleminin bir ¢6ziim formu elde edilecektir. Daha sonra bu problemin spektral fonksiyo-

nunun tiirevi i¢in gerekli teoriye yer verilecektir.
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d)(t,?») :(1)( ) fonksiyonu y +[K q ]y =0 denkleminin bir ¢6zlimii olsun

dyleki ¢(a)=a, —2a,, ¢'(a)=>2a; —a, baslangi¢ deger kosullarini saglasin.
t

S:=c+ik ve A:=s? olsun. %I{sins(t—x)}{sz¢(x)+¢"(x)}dx integrali goz oniine

a

alinsin:

%_:[{sins(t = x)}{s*d(x) +¢"(x)} dx = s;f{sins(t —X)}(x)dx

S

+ L[ fsins(t-x)} 47 (x)ax.

Son integral terimine, sins(t—x)=u, ¢"(x)dx =dv alarak kismi integral yontemi uygu-

lanirsa asagidaki esitlik elde edilir:
1p(.. ) , o Feinals
g!:{sm s(t- x)}{s O(X)+¢ (x)} dx = s!{sms(t X)}(x)dx

+%{sins(t—x)}¢’(x)

X=a

+j{coss(t—x)}¢’(x)dx.

Tekrar son integral terimine, coss(t—x)=u, ¢'(x)dx =dv alarak kismi integral yontemi

uygulansin ve baslangi¢ deger kosullar1 kullanilsin:

t t
_[sms (t=x)Hs?d(x)+¢"(x dx sf sms (t=x)}o(x)dx

wIH

—={sins(t—a)}[ra; —a,]

t
+

——

coss(t—x)}(x)

—s[{sins(t—x)}p(x)dx,

a

X=a

yani

j’smst X)}s"0(x) + 6" (x)} dx = ~fsins (t-a) [1a; ~a,]+6(1)

—{coss(t-a)}[a, —ra}].
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Boylece son esitlikteki integral teriminde, (I)(t) fonksiyonu y” (t) + [k -q (t)] y(t) =0
denkleminin ¢oziimii oldugundan Szd)(X) +¢"(x) =q(x)d(x) esitligini sagladig kullani-

lirsa, ¢(t,k) fonksiyonu asagidaki sekilde bulunur:

o(t,1)=[a, —Aa,]coss(t —a)—%[a1 —a;]sins(t—a)

N (2.167)
+g‘!{sms(t—x)}q(x)¢(x,k)dx.
Teorem 2.23: ¢(t,A) fonksiyonu t — oo iken
¢(t,1) =a(i)cos(1**t)+b(1)sin(A"*t) +o(1) (2.168)

seklinde ifade edilebilir. Burada a(k), b(?») fonksiyonlar1 t degiskeninden bagimsiz,

stirekli fonksiyonlardir.
Ispat:
e s=o+ik kompleks degerli bir say1 olsun 6yle ki x> 0.

o, (1) = d)(t)e*"(t*a) olarak tanimlansin. Bu durumda (2.167) esitligiyle

¢, (1) =" [a, —ra}]coss(t—a)—e ™" é[al —)a;sins(t-a)

t

1 —k(t=X) fa:
+=|e sins(t—x X) o, (x)dx
S[e 0 fins(t-0a0x)8, ()
olarak hesaplanir. Bu esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa

e—K(I—a) e—K(t—a)

o, (t)] <
1 t

+_
ol

ve bu esitsizlikte ‘Coss (t- a)‘ < ) |Sin s(t— a)| < e""¥ oldugu kullanilirsa

a, —s°ay|[coss(t—a)|+ é‘al —s’a;fsins(t-a)

e—K(t—x)

sins(t—x)||a(x) o, (x)[dx

1

oy ()] < ‘az —s%a, +ﬂ‘al —s%a;

e (opex

bulunur. Son esitsizlige Gronwall Lemmas1 uygulanirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:
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1
+=la, —$

|

2 ’
—s’a,

%, }exp (éﬂq (%) de. (2.169)

(o)< e

q(t) fonksiyonu [a,) iizerinde integrallenebilir oldugundan, (2.169) esitsizliginden

T2 |S| >0 >0, k>0 olmak tizere her t igin ¢, (t) fonksiyonu sinirlidir.

e s reel degerli pozitif bir say1 olsun.

Bu durumda (2.167) esitliginin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa
g1 11
|¢(t)| < ‘az —52a2‘+ E‘al —szal‘ +gj|q(x)¢(x)| dx

ve buradan Gronwall Lemmasiyla

(1)< {‘az —sza;‘ + é‘al —s%a/ }exp [éﬂq (x), dx] (2.170)

elde edilir. Boylece son esitsizlikten T>S >3 >0 olmak iizere, d)(t) fonksiyonu smirlidir.

(2.167) esitligi asagidaki sekilde yazilsin:

2,1 1 241 |oi
o(t.r)=[a,-s azjcoss(t—a)—g[al—s a; Jsins(t-a)
T sins(t— x (x)d(x,2)dx (2.171)

ﬁ sins(t- x (x)d(x,1)dx.

(2.171) esitligindeki son integral terimi géz 6niine alinsin:

0

_%I{sins(t —x)}a(x)$(x)dx < éﬂq(x)Hd)(x)‘ dx.

t

Bu esitsizlikte (2.169) ve (2.170) sonucu elde edilen d)(t) fonksiyonunun siirlilig kulla-

nilirsa, (t)‘ < u olmak iizere

_{f{sins(t — x)}q(x)q)(x)dx < %]j|q(x)|dx,

yani
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_%:r{sins(t —x)}a(x)d(x)dx = O@‘Q(X)‘dxj

olarak elde edilir. Boylece (2.171) esitligi ile cosiniis ve siniis fark formiilleri kullanilarak,

(I)(t) fonksiyonu asagidaki sekilde yazilabilir:

o(t,A)= [az —kaz'J{cosst cossa+sinstsinsa}

1 . .
——[al —A\a, }{sm stcossa —sinsacosst}
S

+%T{sin stcossx —sinsx cosst}q(x)¢(x)dx +Oﬁ‘q (x)\dx),

t

yani

o(t)= cosst{[a2 —xaz'Jcossa + %[al - ka{}sin sa — %T{sin sx}q (x)¢(x)dx}

a

+sin s.t{[a2 —}Laz'}sin sa —%[al —ka@cossa +§I{cossx}q(x)¢(x)dx}
+O[ﬂq(x)‘dxj.
t
t — oo iken Hq(x)| dx — 0 oldugu i¢in, son esitlikte

a(n) ::[az—ka Jcosxl’2a+rl/2[ -\, }sinxl’za
1 .
—Ff{smxl’zx}q(x)q)(x)dx,
b(r):= [az —\a, }sm}»ma—}ﬁz[ —2a, }cos?&’za
1 T 1/2
UZI cosx ) (x)dx
olarak tanimlanirsa, d)('[,?») fonksiyonu

o(t,A) =a(r)cosA”*t+b(A)sinA"*t+0(1) (2.172)

seklinde ifade edilmis olur. a(k) ve b(k) fonksiyonlarindaki integraller mutlak yakinsak

oldugundan, bu fonksiyonlar A parametresinin siirekli fonksiyonlaridir. m
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Asagida ele alinan (2.165)-(2.166) probleminin reel degerli ¢6ziim formu elde edile-
cektir:

Oncelikle, y(t,1) (2.165) denkleminin sifirdan farkli kompleks degerli ¢oziimii ol-

sun. Daha once (2.2)-(2.3) esitliklerinde verildigi {izere (2.165) denkleminin reel ¢éziimle-

riy, (tA), v, (L) ile
y(tA) =y, (tA)+iy,(t.1) (2.173)

olarak ifade edilir ve R (t, k), G(t, X) reel degerli fonksiyonlar olmak iizere

y'(ta) R(tA) .
SR +i0'(t,1) (2.174)

esitligi saglanir. Ayrica Lemma 2.1 ve Lemma 2.2° e benzer olarak, eger

R?(t,,1)0'(ty,A)#0 olacak sekilde bir t, €[a,0) mevcutsa, y, (t,1) ile y,(t,1) lineer

bagimsizdir ve Z(t,%), (2.165) denkleminin reel degerli bir ¢6ziimii olmak tizere
z(t,A)=p(t,A)cos¥(t,1)

olarak bulunur. Burada p'(t2) = R'(t2) ve W'(t,1)=6'(t,1), te[a,=).
p(t.2) R(tA)

S(t, k) ve T (t, k) fonksiyonlar1 asagidaki sekilde tanimlansin:

S(t) = ReR/((tt m (2.175)
T(t2) = ImR/((tti“)) } (2.176)

Eger T(t,,A)#0 olacak sekilde t, mevcutsa S(t,A) ve T(t,A) lineer bagimsizdir. Ayri-
ca (2.165) denkleminin reel degerli ¢oziimii Z(t,k) = p(t,?»)COS‘P(t,X) formunda ifade
edilebildiginden, (2.174) ve (2.175) esitliklerinden

p'(t.A) R'(tA)
p(tr) ~ R(oa) bR
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Bu durumda

't[ F;’((:;:)) dx = jS(x,k)dx

oldugundan

p(tA)=c, eprS(x,x)de (2.177)

olarak bulunur. Ayrica (2.174) ve (2.176) esitliklerinden
W(t,A)=0"(t,A)=T(t,1)

oldugundan

\P(t,x)ij(x,x)dxmz (2.178)

a

olarak hesaplanir. Bu durumda (2.177) ve (2.178) esitlikleri ile (2.165) denkleminin reel

degerli ¢dziimii z(t,1) asagidaki formda ifade edilmis olur:

2(t1) =c, exp[is(x,k)dxjcos{cz + ;fT(x,k)dx}. (2.179)

Boylece

t

Z'(t,A) = cls(t,x)expus(x,x)dxjcos{cz + j:T(x, k)dx}

(2.180)

¢, exp@S(x,k)dxjsin {cz + ;fT(x,k)dx}T(t,k).

Bu durumda

z(a,1)=c,cos{c,} (2.181)

ve

Z'(a,1)=c,S(a,r)cos{c,} —c,sin{c,} T(a,n). (2.182)
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Ozel olarak, z=¢ durumu gdz Oniine alnsm. ¢(t,A), ¢(a)=a,—-Aa, ve
¢'(a) =Aa; —a, baslangi¢ deger kosullarini sagliyordu. O halde a, # 0 ve/veya a, =0 ise

(2.181) ve (2.182) esitliklerinden

¢, cos{c,} =a, —Aaj, (2.183)
¢,S(a,A)cos{c,}—c,sin{c,} T(a,1) =Aa; —a,. (2.184)
L . [a,-2a,] . L .
(2.183) esitliginden elde edilen ¢, = F{C} degeri (2.184) esitliginde yerine koyulur-
2
sa
a, —\a; a, —Aa,| . ,
%S(a,k)cos{cz} —[CZT{CZ}Z]SIn{CZ}T(a,k) =\a; —a,,
yani
[a, -2, ]tan{c,} T(a,r) =[a, —2a,]S(a, 1) +[a, —Aa, ]
oldugundan

czzarctan( ! {S(a,x)+M}] (2.185)

T(a,) [a, —2a}]

olarak elde edilir.

Eger a, =0 ve a, =0 ise (2.183) esitliginden

T
== 2.186
¢, = (2.186)
ve
—}L !
C, = M (2.187)
T(a,n)

olarak hesaplanir.
Asagida Lemma 2.5, Harris’ in [20] calismasinda kullandig1 yonteme benzer sekilde

ispatlanacaktir:
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Lemma 2.5: r(.,k) IS L[a,oo) olmak tizere T(t,K) =A\Y? +‘E(t,7\.) ve S(.,X) € L[a,oo) ise

a? (1) + b (1) = exp[Z;fS(x,x)de.

Ispat: (2.179) esitliginden

o(tA)=c, exp@s(x,x)dxjcos {cz +AY2(t —a)+ir(x,x)dx}. (2.188)

t
Oncelikle eXpUS(X, K)dxj terimi géz Oniine alinsin:
eprS X, A dxj—eprS x,)d IS(x,x)dx]

( S(x1) dx}—exp@ (x,x)de
+exp

exp(

S(x x,k)dxj

S(x, dxH 1+exp( Ts(x,x)dx]}
s(x,x)dx}

we——g P8 we—g

+

@D

X

©
7~ N\
ey 8

yani @, (t,1) = exp@S(x,k)dxj{—l+exp[—TS(x,x)de} olmak iizere

t

exp@S(x,k)dxj _ exp@s(x,x)dx]ml(t,x). (2.189)

t

Dikkat edilirse t — o iken ®, (t,1) — 0’ dur. Simdi de jr(x,k)dx integrali ele alinsin:

a

D e —+
c—\

:T (x,1)dx Tr(x,x)dx,

yani @, (t,A):=—|1(x,A)dx olmak iizere

-3
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[e(x ) dx = [e(x,1)dx + @, (1,2 (2.190)

olarak ifade edilebilir. Burada t — oo iken @, (t,x) — 00’ dir. (2.189) ve (2.190) esitlikle-

riyle verilen formlar, (2.188) esitliginde yerine yazilirsa
o(t.r)=c {exp“s(x, k)dx] +®@, (t,x)}
xcos{c +A7% (t-a +J.r (X, A)dx + D, ( tk)}

oldugundan
o(tr)=c exp(js(x, 7b)dx]cos{c2 +2Y% (t-a)+ _[r(x, x)dx} +0(1).
Son esitlikte cosiniis toplam formiilii uygulanirsa:

o(t,A)=c, eprS(x,x)dxjcos {cz —k1’2a+jr(x, x)dx}cos A%t

—C, exp US(X, k)dx)sin {cz -1\"%a +jr(x, k)dx}sin At+o(1)

a a

olarak ifade edilir. ¢(t,A) fonksiyonunun bu formundan, daha énce (2.172) ile verilen

o(t) =a(r)cosrA’*t+b(1)sinA"*t +0(1) gdz 6niinde bulunduruldugunda

a(1)=c, exp[IS(x,k)decos{cz —kl’2a+0§r(x,k)dx}

ve
b(A)=-c, eprS(x,x)desin {Cz —K1’2a+Ir(x,k)dx}
olarak elde edilir. Bu durumda a* () +b* (1) =c: exp[ZjS(x,k)de olarak hesaplanir. m

Asagida (2.175) ve (2.176) ile tanimlanan S(t,?») ve T(t,?») fonksiyonlar1 belirlene-

cektir:

y'(t.2)
y(t,2)

Daha énce (2.6) ile verildigi tizere v(t,1)= doniisiimii (2.165) denklemini
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VI(tA)=-A+q(t)-v*(t,2) (2.191)
Riccati denklemine indirger. Bu durumda S(t,A)=Re{v(t1)}, T(t,A)=Im{v(t,A)}

olarak elde edilir. Ayrica (2.191) denklemi igin, !imvn (t,A)=0, n>1 olmak iizere (2.13)

ile verilen

v(t,A)=ir"? Jrivn (t,2) (2.192)

seklinde ¢6ziim aranirsa

v (tA)+2in %, (t4) =q(t),

vl (6 A)+ 22y (L) =-vE, (tA)=2v, (2) D v (tA), n=>2

1

>
LN

=~
1]

denklemlerinin segimiyle

v, ()= —]jexp(Zik“z(x—t))q(x)dx,

B L (2.193)
v, (tA)= jexp{Zix”z (x—t)+ ZZIVK (s, x)ds}/ﬁ_l (x,1)dx, n=2
t k=1 %
olarak yazilabilir.
Ayrica (2.11) esitsizligine benzer olarak, asagidaki varsayimlar kabul edilsin:
[exp(2in*x)q(x)dx|<a(t)n(r), A=%, a<t<o (2.194)
t

esitsizligini saglayan a(t) ve n(l) fonksiyonlart mevcut olsun 6yle ki

i) a(t) azalan fonksiyon,
i) a() IS L[a,oo),
iii) A — oo iken (1) — 0.
Lemma 2.6: [20]: A, > 0 olmak iizere, her A > A, ve t >a icin

o () 220020

2n—l !

n>1.
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Ispat: Lemmayi ispatlamak i¢in timevarim yontemi uygulanacaktir.
n =1 igin (2.193) esitliginden iddianin dogrulugu elde edilir.

Farzedilsin ki n=2,3,...,N i¢in iddia dogru olsun. Bu durumda asagidaki esitsizlik sagla-

nir:

Re{Zi?&’2 (x—t)+ Zg:[vk (s,k)ds} < ZKZN_;I\VK (s, 2)fds
< ZkZﬂ: T;E}E)Ta(s)ds
) (2.195)
< 2[111 n(x)[a(s)ds

Boylece (2.193), (2.195), hipotezin sartlar1 ve a(t) fonksiyonu tizerindeki kabullerden

N+1

k=1t

(I (4) 4 n 2T (M)
22N2 dx <e %ja(x)dx

t

T p(2ir" (x -t )exp[ZZIv s,A)ds j’vﬁ (X, 1) dx
o[t

_a(0n() {nmem }

5 = _[a(x)dx

IS oon)

a

Son esitsizlikte, A, yeterince biiyiik se¢ilsin dyle ki A > i¢in

2eAn(k)Ta(x)dx <1

t)n(r
olsun. Bu durumda ‘V,M (t,x)‘ < w olarak elde edilir. m
2
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Boylelikle Lemma 2.6” dan v(t,A)=iA"2+> v, (t,1) siirekli fonksiyonlarmn olus-

n=1
turdugu diizgiin yakinsak serisidir, yani A >4, ve a <t i¢in V(t, X) var ve siireklidir. Us-

telik, n > 2 icin

v (4,2) +{zmﬂ2 223y, (t,k)}vn (t0)=—v2, (1)

k=1

oldugundan, 2, yeterince biiyiik se¢ilmek {izere, A > A, i¢in Lemma 2.6 ile
n-1
M, (L) < Vo () + {zmﬂz Sy, (t,x)|}|vn (L)
k=1
2 2 )
SUEGOLEON {2|x|”2 +an(r)a(t), 231 } n()a(s)

22[174 = 2n—l
000, g anrga o)« 220

saglandigindan V(t,?») mutlak siireklidir ve (2.191) denkleminin bir ¢dziimiinii temsil et-
mektedir. Bu durumda

S(t,2) =Re{v(t,A)} = Re{ivn (t,k)} (2.196)

n=1

ve

T(t, 1) =Im{v(t,1)} = 2" +Im{§llvn (t,x)} (2.197)

olarak elde edilir. Boylece T(t,1) fonksiyonunun bu degerinden 0'(t,,A)=T(t,,A)=0

olacak sekilde t, €[a, o) mevcuttur.

Asagida verilen teori sonucunda (2.165)-(2.166) probleminin spektral fonksiyonunun

tiirevi elde edilecektir. Bunun i¢in dncelikle Teorem 2.24 g6z Oniine alinsin:

Teorem 2.24: [11]: (2.165) denkleminin bir ¢oziimii ¢(t,%) olmak iizere,
o(t,A)=a(r)cosr”*t+b(A)sinA"*t+0(1)

ise spektral fonksiyonun tiirevi icin
p'() = a2 (W) + b2 (M)}

esitligi mevcuttur. Burada a() ve b(X), A parametresinin siirekli fonksiyonlaridr.
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Teorem 2.25: Varsayilsin ki

jexp(Zix”zx)q(x)dx <a(t)n(r), A=%, a<st<o
t

esitsizligini saglayan a(t) ve n(k) fonksiyonlart mevcut olsun dyle ki
i) a(t) azalan fonksiyon,
i) a() S L[a,oo),
iii) A — oo iken (1) —>0.
Bu durumda (2.165)-(2.166) probleminin spektral fonksiyonun tiirevi agagidaki sekildedir:

e a, #0 velveya a, #0 ise
A YT (a, k)exp(—ZJ‘S(x, x)dxj

{S(a,k)—w}z +T2(a) |

[Aa) —a,]

p'(2)=

e a,=0vea,=0ise

A YAT? (a,k)exp(—ZjS(x, k)dxj

- [2,—2al]

Ispat: Lemma 2.5° te elde edilen a*(A)+b®(1)=c; exp(ZjS(x,k)de degeri, Teorem

a

2.24’ te kullanilirsa

p'(A)=n"A"c;? exp[—ZTS(x,k)dx] (2.198)

a

olarak ifade edilir.

e a, =0 velveya a, =0 ise

Daha once (2.185) esitligiyle ¢, = arctan S(a, A e e U | olarak bulun-
( ) esitligiy 2 [T(a,%){ ( ) [az_ a;]}]

mustu. O halde
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e 1 gy, a7l

cos’c, T?(a, [a, —%a;]

yani

2 _ ' 2
1-cos’c, 1 {S(&,?\.)-f- EN }\’al]}

cos’c,  T?(an) [a, —2a; ]
oldugundan
[al B Xa{] 2 2
S(a,r)+r———5¢ +T°(ar)
1 _ [az —Aa, ]
cos’ c, T?(a,n) '
B _ [az - 7\,8.;] o g
u durumda ¢, = =———— oldugundan, son esitlikle
cos{c,}

T?(a,2)

[a, —2a, ]’ Hs(a,x) +[[::;Zé]]}2 + T2 (a,k)]l

-2
C =

Bu deger (2.198) esitliginde yerine yazilirsa, spektral fonksiyonun tiirevi istenilen sekilde
elde edilir.

e a,=0vea,=0ise

a, —\a;
Daha once (2.187) esitligiyle cC, =% olarak hesaplanmisti. O halde
L, T*anr) . s . .
c = ﬁ dir. Bu deger (2.198) esitliginde yerine yazilirsa, spektral fonksiyonun
a, —\a,

tiirevi istenilen sekilde bulunmus olur. m



3. SONUCLAR

1) Potansiyel fonksiyonu integrallenebilir iken bir sinir deger kosulunda 6zdeger paramet-
resi bulunduran Sturm-Liouville problemleri goz oniine alinip, problemin 6zdegerleri i¢in
asimptotik tahminler hesaplanmistir. Literatiirde bu tiir calismalar yaygin olup, bunlarin en
onemlilerinden biri Fulton’ un [14] ¢alismasidir. Fulton bu ¢alismasinda potansiyel fonksi-
yonunun siirekli olmasi durumunu ele almistir. Sonuglar karsilastirildiginda potansiyel
fonksiyonu lizerinde daha az varsayimlarla tezde elde edilen sonuglarin, [14] calismasin-
daki sonuglardan daha etkili oldugu (gelistirilmis asimptotik tahminlerin elde edildigi) goz-
lenmistir. Elde edilen sonuglarin bir kism1 Mathematica Scandinavica [8] dergisinde yayin-
lanmustir.

2) Potansiyel fonksiyonu integrallenebilir iken ozellikle sampling (6rnekleme) teoride
onemli bir yere sahip olan iki sinir deger kosulunda da 6zdeger parametresini bulunduran
Sturm-Liouville probleminin yaklasik 6zdegerleri hesaplanmistir. Literatiirdeki bu proble-
min ele alindig1 ¢alismalardan biri de [2]” dir. Bu ¢alismada potansiyel fonksiyonu siirekli
iken problemin 6zdegerleri, 6zfonksiyonlar1 ve Green fonksiyonlar: incelenmistir. Bu tez
calismasinda potansiyel fonksiyonu tizerindeki daha az varsayimlarla problemin 6zdegerle-
ri i¢in hesaplanan asimptotik tahminler, [2] ¢alismasinin bir kismini olusturan 6zdegerler
icin asimptotik tahminlerden daha gelistirilmistir.

3) Potansiyel fonksiyonu integrallenebilir iken ele alinan bir sinir deger kosulunda 6zdeger
parametresi bulunduran Sturm-Liouville problemleri, potansiyel fonksiyonu tiirevlienebilir
iken g6z Oniine alinip, yontem tiirevlenebilir potansiyel fonksiyonu i¢in yeniden uygulan-
mistir. Hesaplanan asimptotik 6zdeger tahminleri, [7] calismasinda bulunan sonugclarla
uyumludur.

4) Potansiyel fonksiyonu tiirevlenebilir iken iki sinir deger kosulunda da 6zdeger paramet-
resini bulunduran Sturm-Liouville problemi igin asimptotik 6zdegerler hesaplanmustir.

5) Son olarak ise spektral fonksiyonun tiirevine yer verilmistir. Harris tarafindan 1997 yi-
linda [20] c¢alismasinda bir ucu sonsuz olan aralikta, sinir degerinde 6zdeger parametresi
icerilmeyen integrallenebilir potansiyel fonksiyonlu Sturm-Liouville probleminin spektral
fonksiyonunun tlirevi bulunmus iken; bu tez ¢alismasinda bir ucu sonsuz olan aralikta,
siir degerinde 6zdeger parametresi bulunduran integrallenebilir potansiyel fonksiyonlu

Sturm-Liouville problemi i¢in de spektral fonksiyonun tiirevi elde edilebilmistir.



4. ONERILER

1) Ele alinan problemlerin 6zfonksiyonlari igin yaklasik asimptotik tahminleri hesaplanabi-
lir.

2) Hesaplanan yaklasik 6zdeger ve 6zfonksiyon tahminleriyle problemlerin Green fonksi-
yonlar1 bulunabilir.

3) Sinir kosullarmin A", n € Q 6zdegerine bagl oldugu durumlar igin potansiyel fonksi-
yonu integrallenebilir ve tiirevlenebilir iken yontemin uygulanip, genel bir sonucun elde
edilip-edilemeyecegine bakilabilir.

4) Potansiyel fonksiyonunun mutlak stirekli, simetrik tek kuyu potansiyeli olmas1 gibi du-

rumlar i¢in ele alinan problemler ayrica incelenebilir.
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