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Bu calsmada aagidaki temel sonuclar elde edildi:

1) H:C" - R*", n-boyutlu C" kompleks vektoér uzayinda2n-boyutlu R*"

olmak tizerefF ve HFH™:R* . R* lerin determinantlari arasindagbent! bulundu.

2) n-boyutlu Uniter uzayda keyfi izometrinin O6teleme weel Uniter
donistmlerin bilskesiseklinde yazildg gosterildi.
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1. GENEL BIiLGIiLER

1.1. Giris

Bu tez cajmasinda Uniter geometri problemleri incelendi.

Oklid (M.0.330 — M.0.275) matematik kultirini, mmatgin 6zlerini, 6zellikle
geometriyi gelitirip sistemli hale getiren matematikcilerden biridTemel Gseler” adl
yapitiyla, matemagin temellerini atmgtir. Oklid, kendinden 6nce gelenlerin eserleriyle
kendi 6z yapitlarini da derleyerek bugiin Oklid gebisi adiyla bilinen geometriyi
aksiyomlarina dayanarak ggirmistir.

1636 civarinda, Fermat ve Descartes tarafindair debgeometrinin bglantisini
mimkun kilan kartezyen geometri tanitgtm. Fakat bu ¢cagma, 19. ylzyilin ortalarina
kadar pek fazla ilgi gormestir. Daha sonra kompleks sayilarin girve cebirin esas
teoreminin ispati bu gantiy1 aydinlga kavigturmustur.

1804’ de Bolzano, Betrachtungen Uber einige Gegenstande der elementar
geometrie”ile elemanter geometrinin kurglw Gzerine bir ¢cagma yayimlamgtir. Bolzano,
bu kitapta, noktalari, dwpulari ve dizlemleri tanimlangcisimler olarak dgiinmiy ve
onlar tzerinde ikili glemler tanimlanmgtir. Bu, geometri aksiyomainde ve lineer uzay
kavraminin dg@usu icin gerekli soyutlamalara gou atilan ilk 6nemli adimdir.

1814’ de Argand, duzlemde noktalar olarak komplsésilari, reel sayilarin sirali
ikilileri olarak ifade etmgtir. Hamilton, genel soyut terimleri kullanmamasiragmen
kompleks sayilari, reel sayilar tzerinde iki boyutektor uzaylari olarak ifade etghir.

1857’ de Cayley, daha genel soyut sistemleg@uwlderlemeye yardimci olan matris
cebirini tanitmgtir.

Bazi iyi tanimli siniflarin matematiksel nesnelersiniflandirmaya gelindinde,
invaryant yapilarina kacginilmaz bigekilde gerek duyulmasindan sonra, invaryant
distncesi matematikteki en genel ve temel kavram sionu

Invaryant teori, determinantlar teorisiyle yakinddgili olarak, keyfi dereceli

formlarin yapisal invaryantlanyla caldigi dénem olan 1850-1870 yillari arasinda

gelismeye balamistir. invaryantlar teorisind& bir grup olmak tzereR[x,,...,x,]° nin

uretecleri, bu Uretecler arasindakgldilar ve denklik problemi Gizerinde durulgtur.



Birbirine G —denk olan iki nokta ailesi i¢cin herhangi B — invaryant polinom
(rasyonel fonksiyon) icin derleri it cikmakta iken bunun tersi her zamangdo
degildir. Denklik problemi, yukaridaki tersten ggh ne zaman dgru olduzunu soran
problemdir.

1872’ de F. Klein, “Erlanger Programi” olarak b#in kongmasinda her
geometrinin, 0 geometriyi ofturan grubun invaryantlar teorisi olgiunu ifade etnytir.
Burada geometri olarak o donemde bilinen klasikngetoilere garet etmgtir.

1890’ da D. Hilbert, invaryantlar teorisi ile ilgiemel ¢alsmalar yapmytir.

1946’ da H.Weyl [33], kitabinda klasik gruplar kakda nokta sistemleri Gzerinde
Urete¢ problemi icin kendisine ait ve kendisinderce alinan sonuclari derleyerek iyi bir
sekilde ifade etntir.

1963’ de A. I. Mal'CeV’ in kitabinda [22], keyfidyutlu i¢ ¢carpimli uzayin, bir alt
uzayi ve onun ortogonal timleyeninin direkt toplastarak yazilabilmesi icin gerekli olan
sart verilmitir.

1985’ de D. Khadjiev ve B. Tursunov [158U(2) grubu igin grilerin sonlu

ailesinin invaryantlarini incelegierdir.
1987’ de A. M. Suhtaeva [32EL(nC) ve GL(n,C) gruplarininC" deki hareketleri

icin yollarin denklik problemini incelertir.

1988’ de D. Khadjiev’ in kitabinda [16] ve R. Adp’ un makalelerinde Oklid grubu
icin noktalarin Uretecleri yardimiyla denklik prebii ve yoriinge problemi incelengtir.

Yakin donemde ise D. Khadjiev damanlginda hazirlanan tezlerde, 2002’ de Y.
Bahar [1], 2004'td. Oren [25], 2005’ te M. Karagg13], 2007’ del. Oren [26], 2008’ de
G. Kaya [14] ve 2011’ de D. Mollaveighu [23], farkli geometriler i¢in nokta invaryantlar
halkasi ve cismi, g&ilerin diferansiyel invaryantlari cisminin Greted ve denklik
problemleri Gizerinde incelemeler yaghardir.

Bunun yaninda, 2004’ de D. Khadjiev ve O. §ek[17], 2009’ da K. K. Muminov
[24], 2010’ da Y. Sairoglu ve O. Peken [31], 2010’ da D. Khadjiev [18], 2012’ de O.
Pelsen, D. Khadjiev vel. Oren [27] cakmalariyla invaryant yontemlerini diferensiyel
geometri problemlerine uygulaghardir.

Fizik alanindaki cajmalarda da tUniter uzay ve tniter dgininler 6nemli olmstur.
Ozellikle parcaciklar teorisinin gefiriimesi calsmalarinda, J. A. Buras, K. Gemmler, G.
Isidori [2], M. Calixto, V. Aldaya [3] ve O. Romats L. Tolos, C. Garcia-Recio, J.
Nieves, L. L. Salcedo, R. Timmermans [30], Uniteapyve determinanti bir olan tum



Uniter dongimlerden olgan 6zel Gniter grup, 6nemli bir yere sahiptir. Baolaubirlikte, V.
Wessels, W. N. Polyzou [34], M. Li, Y. Zhong, G. &{19] ve S. Davis [5] kuantum
teorisi problemleri ile ilgili makalelerinde ve Epelmbaum nikleer enerji konusu ile ilgili
makalesinde [7] Uniter yapiy! kullangtardir. Ayrica, R. Penrose ve W. Rinder [28, 29],
4-boyutlu reel Minkowski Uzay-Zaman yerine 2-bowutiniter uzayi kullanarak fiziksel
kavramlari gektirmislerdir.

Bu calsmada aagidaki temel sonuclar elde edildi:

1) H:C" ~ R*", n-boyutlu C" kompleks vektoér uzayindan-boyutlu R*"

olmak tzereF ve HFH ™:R* — R* lerin determinantlari arasindagbanti bulundu.

2) n-boyutlu dniter uzayda keyfi izometrinin reel Gmitelongumler ve
Otelemelerin bilgkesiseklinde yazildg gosterildi.

3) G, C" uzayinda Uniter grup veya izometri grubu olmakrézen-boyutlu
Uniter uzayda sonlu sayida noktadansatuaileninG -invaryantlari tam sistemi bulundu.

Bu tam sistemin minimal tam sistem ogaugdsterildi.

1.2. Bilineer Formlu Uzaylar

Tanim 1.2.1.([10], s. 359, Definition)
R, reel sayilar cismiy , R Uzerinde sonlu boyutlu keyfi reel vektdr uzayl ve

g:VxV - R donum olmak Uzere[Ja,bOR, Ov,\,w, w0 Vigin,
D g(ay+by w)=ady W+ bf ¥ Y
i) g(v,aw+bw)=ad v W+ by y

Ozelliklerini sglayan g dongumine, bilineer form denir.
Ornek 1.2.2.

V =R* alalim. f :R*xR* - R doénumun,

E OR* olmak iizere,



f(xy)=2xy+5%%-3xy+ 4%y %)
seklinde tanimlayalim.f , bilineer formdur.
Ornek 1.2.3.

V=R" alalim.h:R"xR" - R dénimind,

X Y1

x=| 2 E Y2 ORn olmak dizere,
X Yn

h(x y)= %"y

seklinde tanimlayalimh, bilineer form dgildir.
Tanim 1.2.4.([10], s. 367, Definition)

R, reel sayilar cismiy , R Uzerinde sonlu boyutlu keyfi reel vektdér uzayr ve
g:VxV - R bilineer déngiim olmak uizere, keyfv wOV icin g(v,w)= g( w ) ise, g
ye simetrik denir.

Ornek 1.2.5.

V=R" alalim. f :R"xR" - R dén&imind,

X Yi
x=| 2 VE Y2 | oR" olmak Uzere,
X Yn

F(XY)= X%+ %%+t XY
seklinde tanimlayalim.f , simetriktir.
Ornek 1.2.6.
V=R" alalim.h:R"xR" - R dongimind,

X Yi

x=| 2 VE Y2 | oR" olmak Uzere,
X Yn

h(xy) =y

seklinde tanimlayalimh, simetrik degildir.



Tanim 1.2.7.([10], s. 365, Definition)

R, reel sayllar cismiy , R Uzerinde sonlu boyutlu keyfi reel vektér uzayr ve
g:VxV » R bilineer dongum olsun. Keyfi sifirdan farkiwOV icin g(v,w)=0
oldugundanv = 0oldugu elde edilirseg donigumune bozulmangibilineer dénglm denir.

Ornek 1.2.8.

V=R" alalim. f :R"xR" - R doénimina,

X Yi
x=| 2 VE Y2 | OR" olmak Uzere,
X Ya

F(Y)= X%+ % p+.+ Xy
seklinde tanimlayalim.f , bozulmamgtir. f nin bozulmamy oldugunu goéstermek igin
keyfi xOR" igin f (X, y)=0 oldusunday =0 oldugunu géstermek gerekir. Bunun igin
Ozel olarakx = y alinirsa,

f(y,y)= ¥+ y +..+ y>=0
elde edilir. f(y,y)=y+ y*+..+ y>=0 olmasi igin y, =0, 1<i<n olmaldur.
Buradan,y =0 dir. O haldef , bozulmanytir.

Ornek 1.2.9.

V=R", n>1alalim.f R"xR" - R dénumind,

X Yi

x=| 2 VE Y2 | OR" olmak Uzere,
X Yn

f(xy)=xy

seklinde tanimlayalim.f , bozulmutur.

Tanim 1.2.10.([10], s. 379)

g,V lineer uzayinda bir bilineer form olsungdé F :V - V don&Umu icin keyfi

X, yOOV olmak tzereg(F(X), F(y))= o(x Y ise F ye g yi koruyan dongiim denir.



Onerme 1.2.11([10], s. 379)
Bilineer formu koruyan doniiimler kimesi bilgke islemine gore birimli yar
gruptur.

Ispat: g, V lineer uzayda bir bilineer form olmak lizefe,ve F,, bilineer formu
saklayan dongiimler olsunlar. Keyfia, b1V igin,

9(R(a), R(k) = o(a h ve g(R(a), KL(D)= o(ah
dir.

9((RR)(a), (RR)(D)= o(R(F(3), R(F(B)= d F(3, K(B)= galk

Dolayisi ile FF, bilineer formu koruyan dégamduir. Birim dénguim de bilineer

gore birimli yari gruptur®

Onerme 1.2.12([20], s. 175, Theorem 5.14.)

F:R" - R" donigUumdi lineer ve birebir ise értendir.

Ispat: F:R" - R" doniziimii lineer ve birebir olsun.

R" de {e, ..,g} tabanini alahm.{F(e),...,F(e,)} nin de R" de bir taban
oldugunu gosterelim. Bunun igir{F(q),...,F(en)} nin lineer bgmsiz oldgunu

gostermeliyiz.
Farz edelin{F(q),...,F(en)} lineer b&imli olsun. O halde en az biri sifirdan fakli

olan A, ...,A,0R icin AF(e)+...+ A F(g)=0 dir. F nin lineer oldgunu kullanarak
F(Ag +...+4,8) =0 elde edilir. BuradeF , birebir oldgundanie +...+ A€ =0 dir.
A, 1<i<n lerden en az biri sifirdan farkl olgundan{el ..... en} lineer bg&mlidir. Bu
ise secimimizle cejir. O halde{F(e,)....,F(e,)} lineer b&msizdir. R" nin boyutun
oIdugundan{F(el) ..... F(en)}, R" de bir tabandirSimdi R" de keyfi biry elemanini
alallm.{F(q),...,F(en)}, R" de bir taban oldgundan dolayy, ...,u,OR olmak Uzere,
y elemaniniy = 14 F(g) +...+ 1, F(¢) seklinde yazabiliriz. Buradan,
y=mF(e)+..+ 1, F(8)= Fi, 8+ ..+ 4, €)
oldugundany = F(X) olacaksekilde x = z,e +...+ 1, € OR" vardir.

Dolayisi ile,F ortendir. 4



Teorem 1.2.13([10], s. 379, Theorem 7.)

V sonlu boyutlu vektdr uzayr vé, V de bozulmamngi bilineer form olmak uzere,

ispat: G={T:V - V: f(a,8) = f(T(a), T(B)), Oa,B0 \} olsun.G nin bileske
islemine gore bir grup oldiwnu gosterelim.

Onerme 1.2.11. e g6i@® bir monoiddir.

Keyfi TOG icin, T'OG oldugunu gosterelimT OG icin a OV olmak uzere,
T(a) =0 olsun. Bu takdirde, keyfG 1V igin,

f(a,B)=f(T(@).T(B)= f(0,T(B))=0
elde edilir. Ancakf bozulmamy oldugundan,a =0 dir. Dolayisi ileT birebir, lineer ve

V sonlu boyutlu oldgundan Onerme 1.2.12. deh ortendir. BoyleceT nin tersi

mevcuttur.

F(T™a), TH(B) = F(T(T (@), (T (B)) = fa.B)
oldugundanT ™ O G dir.

Dolayisi ile G, bileske islemine gore bir gruptue

1.3.Uniter Uzay

Tanim 1.3.1.([10], s. 271, Definition)

E, C kompleks sayilar cismi Uzerinde vektdr uzayl olmgere,¢ ExXE - C

donlsUmU gagidaki aksiyomlarix y ,z[0 E [JAOC igin sglasin:
1) p(x+y, 9=0(x +¢(y 2
2)  B(Ax ¥)=Ag(x )

3 #(xy)=4(v. %

4) P(x,x)=0

5  #(x x)=0= x=0

Bu sekilde tanimlananp dongimuine, E kompleks vektér uzayinda skaler (ic)

carpim denir.(E, ¢) ikilisine de i¢ carpimli kompleks vektor uzayi den



Tanim 1.3.2.([10], s. 277, Definition)
Sonlu boyutlu kompleks i¢ carpimli vektor uzayiméér uzay denir.
Ornek 1.3.3.

E=C alam. ¢:CxC - C déngumini x,yOC olmak uzereg(x, y)= xy
seklinde tanimlayalim. Keyfk y zAOC olmak tizerg(C, ¢) nin Uniter uzay oldgunu
gosterelim:

1) g(x+y 2=(x ) = xzx yz4( x)zg( )

2) (A% Y)=(A) y=A(xy) =g ( x

3)  B(xy)=xy= =y )

4) é(x, x)=xx:|*220

50 #(x x)=0igin xx=0 dir. Dolayisi ile[}" =0, buradan dax=0 dir.
x=0 ise #(x, X) =0 oldugu agiktir.

Ornek 1.3.4.
E=C? alalim.¢:C?*xC? - C déniiumin,

x:(Zj, y:(;lj 0C? olmak Uzereg(x, y)= X y+ % ¥
2

seklinde tanlmlayallm((Cz, ¢) nin Uniter uzay oldgunu gosterelim. Bunun igin,

1) px+y,=(x+ Y 2+( %+ Y) 7= XZF yE XZ .
=(xz+%2)*+(yz+ ¥y 2=0( X)z¢( .y)
A6( X )

2)  PAXY=AXY+A% B=A(X Y+ % Y

3 PN XYF X %= Yo+ ¥ 5=p( Y X

4)  pxx)=|x["+/%|"=0

5) g0 =|x] +|x['=0- x=0,x=0- %0
oIdugundan((Cz, ¢) Uniter uzaydir.

Ornek 1.3.5.
E=C" alalim.¢ C"xC" - C dénumind,



X Y1
R _| Y2 n ( = %y
x=| 2|, y= OC" olmak Uzereg(x, y)=> %y
i=1
X, Ya

seklinde tanlmlayallm((C”, ¢) Uniter uzaydir.

Ornek 1.3.6.

E=C alalim. ¢:CxC - C déniumind, x,yOC olmak tzereg(x, y)= Xy
seklinde tanlmlayallm((C, ¢) nin Uniter uzay olmagdini gosterelim:
Keyfi x, y, zOC olmak Uzere,

p(x+y, )=(x+ ) = kz y 22 x

olur. Ama i¢c carpim tanimina g('jr¢(x+ Y, z): X z+ ﬁ_: olmalidir. Bunun icin

2xy_z: 0 olmasi gerekir. Buradam=0 veya y=0 veya z=0 dir. Fakat busart tim
X, Y,  ler i¢in sglanmadgindan,

(x+y, 2% Xz y .
olup, ¢ i¢c carpim dgildir. Dolay|S|yIa(<C, ¢) Uniter uzay dgildir.
Tanim 1.3.7.
Asagidaki 6zellikleri sglayan F :C" - C" dénsumine lineer doniiim denir.
) Fa+z)=H2+ 3,z 30C
ii) F(12)=AF(2, AOC, zOC"
Not 1.3.8.

Baska lineerlik kavramlari da kullaniigindan bu durumdaki dogiime C —lineer
diyecesiz.

Tanim 1.3.9.([8], s.220, 8.17. Definition)

(E,, ¢.) ve(E,, ¢,) uniter uzaylar olmak tzere,

i) F , birebir ve 6rten
i) F, C-lineer

i) Keyfi x, yOE icin ¢,(F(x), F(y))=¢.(% )
sartlarini sglayan F: E, — E, donigimu varsa(E, ¢,) ve (E,, ¢,) Uniter uzaylarina

izomorf denir.F dongiumdine ise i¢ carpim uzaylarinin izomorfizmasi denir
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Onerme 1.3.10.

(E,, ¢,) ve (E,, ¢,) uniter uzaylarinin izomorf olmasi icin gerek veteyesart
boy E = boy E olmasidir.

Ispat: ([10], s. 300, Corollary.)

Sonu¢ 1.3.11([9], s. 149, Teorem V.5.1.)
(E, ¢) uniter uzay veboy E= n olsun. (E, ¢) uniter uzayl,((C”, 0') uniter

uzayina izomorftur. Burada(x, y) = Z )g_y dir.
i=1

Not 1.3.12.

Bundan sonrar(x, y) =(X Y. = >.<_y seklinde alinacaktir.

i=1
Tanim 1.3.13.([9], s. 166, Tanim V.7.2.)
C" tniter uzayindaxOC" igin \/(x, ). sayisina vektoriiniin normu denir Vi

seklinde gosterilir.
Tanim 1.3.14.([20], s. 227)
|| =1 ise, x vektériine birim vektdr denir.
Tanim 1.3.15.
X, %, .., %, € C" olsun. Bu takdirde,
(%, %)e =8 :{2 :J.J oi<ij<m
ise{Xx, X,..., X,} sistemine ortonormal sistem denir.
Teorem 1.3.16([9], s. 176, Teorem V.7.7.)
{e.,e, ....e} sistemiC" de bir ortonormal taban veeC" olsun. Bu takdirde,
X=Ag+A,e+..+ A €igin,
A =(x, 8).,1<is<n
dir.
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1.4. Uniter Donistimler, Uniter Matrisler ve U(n), SU(n) Gruplari

C" vektor uzayindaki tim kompleks lineer d@ainler kiimesiniM (C",C) ile
gosterelim.
Tanim 1.4.1.([9], s.573, Tanim XI11.2.1.)

AOM(C",C) dontstimi, keyfiu vOC" igin (A(U), V). =(u A(V). ssitli gindeki
A" donigimiine A nin ekidir ( ek dongiimiidiir ) denir.

Not 1.4.2.

M (C",C) gosterimi [9]' da,V , n—boyutlu kompleks i¢ carpim uzayi olmak Uzere,
Hom(V, V) seklinde verilmstir.

Teorem 1.4.3([9], s. 492, Teorem X1.1.15.)

AOM(C",C) olsun. Keyfi u vOC" icin A nmin A’ ek dongimi mevcuttur,
(A(U), V). =(u A(V). bazintisini sglar ve A” tek tarludur.

Ornek 1.4.4.

C® icindeki A, C-lineer donizimsoyle tanimlansin:

X 2X+ iy 2 i 0)x
Aly)= y—5iz =0 1 5i||y

z x+(@A-i)y+3z 1 1I-i 3)\z
Buna gore,

X) (a 2x+ iy " (a)
(A( Y| bpe = y=>5iz b

z c xt(1-1)y+3z ( ¢

=5(2x+ iy)+B( y— 5iz)+_c( x+(1- )y 32
=x(2a+ 0)+ Y(ai+ b+ (1- )+ Z5ib+ 3)

.
X 2a+c X 2at+ C

=ly| |—aitb+@+i)c|=( y|,| —ai+ b+ 1+ i)c),
Z -5ib+3 Z -5ib+ 3

dir. Boylelikle,
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a 2a+c 2 0 1 a
A'(b|)=|-ai+b+@+ic|=|-i 1 1+i|b
C —5ib+ 3 0 -5 3)lc

elde edilir.

Tanim 1.4.5.([9], s.587, Tanim XIII.3.1.)
AOM(C",C) doniumi ve keyfix yOC" igin,
(A, AW)e =(% Y

esitli gi saglaniyorsaA donigimune, tniterdir denir.

Ornek 1.4.6.
A:(CZ — (CZ
3+ 2-iV2
X x\_| 44 *
S |
X % 2-i/2 L3
4 % 4 %
donisumi uniterdir. Gergekten de; ke{(ij, (yljmcz icin,
2

3+i _2—if2x2 3+ 2-iv2

Y,

2

%, Y,
<A((le).A((ylj)>c=< oA a4
% Y, 2-i2 +3—| 2-i/2 +3—|
4 g % 4 1T
3+i. 2-iW2_ ) (3t . 2iy2
|2 % 7 % 2
2-i/2 L3 2-iv 2 3
4 TTg % 2 1Tg
341 2-iN2_ ) (3-i— 2+ 2—
_| 4 % 5 e 2 ! 4
2-i/2 L3 2+if2—+ 3 —
g TTg % 2 1Tg
() 0
= =( : De
%) \ Y %)\ Y

Dolayisi ile A dongumu tniterdir.

Y,

Y,

Y,

2

e



13

Teorem 1.4.7(]9], s. 587, Teorem XII1.3.1.)

C" kompleks i¢ carpim uzayi olsuA M (C",C) donumi Uniterdir = AA= |
dir.

Tanim 1.4.8.([10], s. 303, Definition)

C" nin bir{el,...,e]} ortonormal tabana goérd M (C",C) dongimine kagilik

gelen matrisis# olsun. ## nin glenik transpozesi#’ olmak Uzeres# o =1 ise +#
matrisine Uniter matris denir.
Teorem 1.4.9([9], s. 589, Teorem XI11.3.2.)
AOM(C",C) ise gagidaki 6nermeler karlikli olarak edegerdir:
i) A Uniterdir.
i) A, C" deki normlari korur, yani, keyfkOC" icin |A(X)| =¥ dir.

iii) Keyfi xOC" birim vektort icin A(X) de birim vektordar.
Teorem 1.4.10([9], s. 592, Teorem XIII.3.3.)
C" kompleks i¢ carpim uzayl vAO M (C",C) bir tniter dénglim olsun.
1) A nin her bir karakteristik gerinin modulu 1 dir.

2) A nin determinantinin modulu +1 dir.
Teorem 1.4.11([9], s. 592, Teorem XI11.3.3.)

C" kompleks i¢ ¢carpim uzayi olsun.
1) C" kompleks i¢ carpim uzayindaki buttin Uniter dgmilerin kiimesi
carpmasglemine gore bir gruptur.
2) C" kompleks i¢ carpim uzayindaki determinanti 1 diétun Uniter
donigimlerinin kiimesi Uniter dogumler grubunun bir alt grubudur.
nx n tipindeki kompleks matrislerin ojturdusu kiimeyi M (nx n,C) ile gosterelim.
Tanim 1.4.12([9], s. 593, Tanim XI11.3.2.)
i) Butln ## OM (nx n,C) Uniter matrislerin kiimesinin ¢carpmgeimine gore
olusturdugu gruba Uniter grup denir wé(n) ile gosterilir.
i) Determinanti 1 olan buatiin Uniter matrislerin glwdusu alt gruba 6zel
Uniter grup denir vesU( n) ile gosterilir.

i6
Ornek 1.4.13.80R olmak Uzere(eo ?'gj 0 SU(2) dir.
e
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1.5. Kompleks Vektér UzaylarindaR-lineer Dondstimler

Tanim 1.5.1.([4], s. 49, Tanim 37)

Asagidaki dzellikleri sglayan F : C" - C" dongimineR —lineer donisium denir.

i) F(z+2z)= K32+ K 32), 0z,z0C"
i) F(12) =AF(2, OA0OR, 0zOC"
Onerme 1.5.2.

Keyfi C -lineer doniim R —lineerdir.

Ispat: F, keyfi C —lineer donisiim olsun. Bu takdirde,
a) F(z+32)= K2+ R32), 0z,70C

b) F(12)=AF(2, 0AOC, OzOC"

dir. “b” keyfi AOC icin gecerli oldgundan,A=a+i0, aOR icin de gecerlidir.
Dolayisi ile,F(12)= F(a2 =a H 2, aOR dir. Sonu¢ olarakF nin R —lineer oldugu

elde edilir.¢
Ornek 1.5.3.
0:Cc" - C"
z - D(z)=_z
2 [z
donisumu verilsin. Buradaz=| ... |OC" olmak Uizerez=| ... | dir.
Z z,

Bu takdirde,d, C —lineer degildir, R —lineerdir. Gercekten de; keyf, z, OC"
icin,

O(z+2)= 3+ 2= z+ z=0( 3+0( ¥
dir. Burada O nin C-lineer olmasi icin 0(Az)=A0(2 , OAOC , 0zOC" olmasi

gerekir. Keyfi zOC" igin,

O(A2)=Az=1 z= A0( }
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dir. Buradan,(2) =z=0ise A=A dir. BudurumdaA OR dir.

Keyfi AOC icin gecerli olmasi gerelginden 0:C" - C" donumiu C -lineer
degildir. Fakat O(Az)=A0(2 , OAOR , OzOC" oldugundan O €" - C" dénimi

R —lineerdir.

Not 1.5.4.

C" kompleks vektor uzayindaki tim reel lineer dgiimiler kiimesiniM (C",R) ile

gosterelim.M (C",R) kumesi, reel lineer dégimlerin toplami ve reel sayi ile carpimi

islemlerine gore bir reel vektoér uzayidir.
Onerme 1.5.5([12], s.347)

C" kompleks vektor uzayindall(z) = z, zOC" olmak Uzere, keyfir OM (C",R)
icin F = A + AD olacaksekilde A, A, O M(C",C) vardir.

Ispat:

F:C" -

zZ = % tiy,, i =+v—1, 1<k < n olarak alalim.

X tiy, X iy,
=F( ..|tF
X+ Iyn % iy,
WA 0
)+ +F )+F A I S (R
0 iy,
0 [ 0
=X (... Yo+ F( . ) yF( )y FIC.
0 1 0 [
1 0 [ 0

Burada,F( ...|),..F ( ..)F ( ..{),..F |{( .| DC" dir. Burada,
0 1 0 i
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1 0 [ 0
F(..)=ay,, ..F(..|Fa, FI(.lFa,, . .F|(.[.3a,
0 1 0 [

ile gosterelim.
=Xt XA, YAt YT,
+_ +_ - 7 -7
:—lezla11+...+z"22”aln+ %2 Za21+...+ 42 %am
_(u Oa A ony, @ _Toyz o ATy
(Dl vr (2 Tz (2 -T2y v (- Ty
Burada,
0 o ay, . ay, o b, . b,
711 4 721\ — In 4 72n \— 1 _~-21 In _ 72n
(2+Z') AV 2+2) ,% 2): o > D ..
ay 3 b, R
alinsin.
a a, bn
= I AL S S
ay A, hm
anzl+---+am% b z+.+ B 7
&11%+---+%n% b,z +.. +qn
a; - a, )%
&y - &)\ % m Bl z,
a, - a,)(a z) (b, .. b))z z
= A ] ee  ] =AY
ay an )\ z) \by ... b )z Z,

=A( -

Z Z Z Z 7z
DEACD=AC D AD( )= A AD ..
z, z Z, Z Z

DolayisiileF = A + AlJ dir. ¢
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Onerme1.5.6.([12], s. 347)
Keyfi FOM(C"R) i¢cin F = A + A, A,AOM(C",C) olacaksekilde tek turll

(A, A) ikilisi vardir.

Ispat:
Farz edelim,A, A, B, B,OM(C",C) olmak tzereF = A + AlJ= B + B[

z
Keyfi | ... |OC" igin,

z,

z Z
(A+AD( ...)=(B+BL) )
z
z Z
A( ... D+ AL )+ Bl
Z, Z,
a; . &, {zl ( J { dy - QJ(AJ
By - Ay z z) Ld . d)lz
2,2 +..+ &, (blﬁ + J ﬁﬁ + pn dz.+ .an
+
auzttanz) b,z +..+h, Gzt g z o2+t 7
8,2 +..+ 3 7+ by z+..+ z} { G7-t p2 4zt .drj
auzteta.zthzr.r bz L gz.+ g2 diz.r dJ

i =+/—1 olmak uzerez = X +1y,, ..., Z, = x, + Iy, alinirsa,
a, (3 +iy) ot an (x5 + i)+ (= i+ .+ B (- iy)=
:C11(X1+ iy1)+---+ C]n()% + iyn)+ d11( X iY1)+---+ dn()ﬁ_ |¥)

a,(x +iy) +.+a, (X +iy)+ b (X=iy)+ ..+ QO 1y)=
=Cu (X +iy) +..+ G (X +iy,)+ dy (x— iy)+ ..+ (%= iy)



18

= (a, +by-cy—dy) x+ (- by o dy) ivt...
&, +B, -6, d,) % +(8,~ B~ G+ d) iy=0

OX, Voo X, Y, OR igin dogru oldusundanx =1 ve y, =X =Yy,=...= X = Y, =0
icin de d@rudur. Bu takdirde,

a,+b,-c¢,-d,=0
dir. Buradan da

&, ~ G, = 0y~ by (<)
elde edilir. Yinex,, y;,...,%,, ¥, R icin dogru oldusundany, =1 ve
X =% =Y,=...= X =Y =0 i¢in de dgrudur. Bu takdirde,

a,-b,-c¢,+d,=0
dir. Buradan da

&, =G, = by, dy ()
elde edilir. () ve (x+)' dan a, = ¢, ve b, = d,; elde edilir.

Benzer dglince uygulanaraklx, vy,,....%,, Yy, R i¢in dogru oldusundanx, =1 ve
XX =Y, =...=%_,= ¥, = Y, = 0ic¢in de dgrudur. Bu takdirde,

a,+b,-q,~d,=0
dir. Buradan da

a,~G, = d,~h, ()
elde edilir. Yinelx,, y,,..., %, , ¥, R icin dogru oldusundany, =1 ve
X =Y, =...=%_,= Y,.,= %= 0icin de dgrudur. Bu takdirde,

a,-0,-q,+d,=0
dir. Buradan da

a, G, =h,~d, ()
elde edilir. ¢*x) ve (xxxx) dan a,, = ¢, ve b, =d,, elde edilir.

Diger satirlar icin de aynglemler tekrarlanarak,

A=BveA =B,

oldugu elde edilir.¢
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Onerme 1.5.7.
C" kompleks vektér uzayinda, keyAOM(C",C) ve Ornek 1.5.3. te tanimlanan

0:C" - C" dénistimi icin, DA= AQ dir.

A
Ispat: Keyfi | ... [OC" igin,
z,
Z A :121 :122 Z: 2 &,z +.+ 3%
(OA( ... D)=0(A( ...|)=0( * % NI (T )
z, Z auz ..t 8,7

&y 8, - aul %

a,z+..+ 8,7 %4%-*%1 a .. @

auzat..t38,%) la,z+.+ 3,z

a, - a\z) (7)) (3
=l e | EAQD)E @)

&y - Al % Z 4

Dolayisi ile, DA= A dir. ¢
Onerme 1.5.8([4], s. 54, Onerme 27)

C" uzayindaki tumR —lineer doniimlerin kiimesi+, L, r. islemlerine gore
R - cebir olusturur. Yani,(M (C”,R),+,DD) bir R - cebirdir.

Onerme 1.5.9([4], s. 60, Onerme 30)

H:C" - R*
3

a +ib
rr i an
a,+ib,) | %
b

n

donGimud R —izomorfizmad .
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Onerme 1.5.10([4], s. 62, Onerme 31)

H_l:Rzn - C"
Y
8 a +ib
%1 s, +in,
b

donumua R —izomorfizmad .

Onerme 1.5.11([4], s. 65, Onerme 32)

H :Cn —>R2n
a

+i
a:L...b-L hd an
a+ib,) | °
b

dondstimini alalim. Buna gores C" — C", R-lineerdir = HFH™:R* _ R™,
R —lineerdir.

Not 1.5.12.

R?" reel vektoér uzayindaki tum reel lineer déainler kiimesiniM (R>",R) ile
gosterelim. M (R*",R) kiimesi, lineer doniiimlerin toplami ve reel sayi ile carpimi
islemlerine gore reel vektor uzayidir.

M (C",R) ve M(R*",R) reel vektor uzaylar arasind® : M(C",R) -~ M(R*",R)
donistimunitW(F) = HFH™ seklinde tanimlayalim.

Teorem 1.5.13([4], s. 70, Teorem 19)

W: M(C",R) - M(R*",R) donisiimii R —izomorfizmad .

Ispat:

F,F,OM(C",R) i¢in, W(E) = W(E) olsun.W doénuminin tanimindan,

HFH™ =HF,H™
dir. Esitli gin her iki tarafina soldan ve gan sirasiylaH ™ ve H donisiimleri ile bileske

islemi uygulanirsa,
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H(HF,H™)H = H Y(HF,H )H

(H'H)F,(H™H) =(H'H)F,(H'H)

F, =F,
elde edilir. Dolayisi ileN, birebirdir.

Keyfi F'OM(R™,R) icin W(F) = F olacaksekilde en az birF OM(C",R) var
midir?

F =W(F)=HFH™" ve F OM(R*,R) oldusundan Onerme 1.5.11. e gore
FOM(C",R) dir. Dolayisi ileW, értendir.

W(FE +F,) = H(F,+ F)H™" = (H(F) + H(F,))H™" = HFH™ "+ HF H™"

=W(FR)+W(E)

Keyfi AOR igin, W(AF) = AW(F) oldugunu gosterelim.

W(AR) = HAR)H™ = A(HRH™) = AW(F)
dir. Dolayisi ile, W, R —lineerdir.

Sonug olarakV, R —izomorfizmad . ¢

Teorem 1.5.14([4], s. 72, Teorem 20)

M(C",R) ve M(R*,R) R-cebirlerin W: M(C",R) -~ M(R*",R) doniimii
R —cebir izomorfizmaslir .

Ispat: Teorem 1.5.13. dew, R - lineerdir.

W(EF)=W(FE)W FE) oldugunu gosterelim.

W(FF,) = H(EFR)H™ = HFE(H™H) F,H ™" = (HF,H ) (HF,H™Y

=W(R)W(FE)

dir. Dolayis! ileW donsimi R — cebir izomorfizmad . ¢

Teorem 1.5.15.

H:C"— R*", R—izomorfizme donisimi olmak uizere,

H(M(C",C)H™ ={g fj : A, BO M (nx n,R)}

dir.
Ispat: Keyfi POM(C",C) icin,



22

pP:C" - C"
4 4 4 0

A-P(...D=P(..[)r . +P .| FZP(..| ¥ .+ 7

, Z, 0 4

Z, =% +iy,i=v—-1,1<k<n, P(..[)=

4 a,+ i, a, + b,

P( ... )= (x +iy,) + .. (% iy,

Z, 8 + iy 8, + by,

0) la,+ib,

a, %~ byt (a,yt b+ + g x- h yt (g y+ Q3

an% — byt (a, ut B+ + a3, x- byt (a3, ¥y R

Onerme 1.5.9. daki : C" - R?", R —izomorfizmas kullanilarak,

X totax-hy-.—hy

H (P( Zl = At B X%~ B Y~ Bk
, b,X +..+ 0%+ a ut.+ay
by +..+ B, %+ 3 Y+..+ a, ¥
X &, - & ~—hb; .. -h
(HPH—l)( X’] ): a’ll e awn _bﬁl b _hﬂn
yl Ql Qn ail ah
yn h’ll h’m aﬁl a’m
X Y; a, a, by,
L. =X e 1Z=Y S, e | =A
Xn yn ar‘|l ann bnl

(HPH*)(@) =[;\ _Aj( )\:j

elde edilir. Dolayisi ile,

Y1

Y

.| = B olarak alinirsa,

- by,
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n -1 A B . X
H(M (C",C))H D{(B Aj.A,BDM(n n,]R)}

elde edilir. Benzegekilde,

A -B n -1
{(B AJ.A,BD M(nx nR)}D H(M(C",C))H

oldugu gosterilir. Sonuc olarak,

H(M(C",C))H ™= A B'ABDMXR
((,))—[BAJ-, (nx nR)

dir. ¢

Not 1.5.16.

Teorem 1.5.15. deki#lik simplektik geometri Gizerine yapilan gahalarda [21, 35]
ve kompleks vektor uzaydaki reel lineer operattiieerine yapilan caimada [12] ifade

edilmigtir.

Tanim 1.6.1.([4], s. 78, Tanim 38)
A:C" - C" donumu oyle ki keyfix yOC" igin,

Re{< AK). A(Y)>c} = R{< x,y>c}

esitli gi sgglaniyorsa, A dénimuine reel Uniter dogim denir.
Ornek 1.6.2.
0:C - C

z- (9= z
donlsimu reel Uniter doniimdur. Gergekten de; keyk y[1C icin,
<0(x), 0(Y) > =< X, y>.= Xy
x=a+ibvey=c+id igin,
<0(x),0(y) >.= (a— ib)(c+ id) = act bd+ { ad- by
<X, y>.=(a+ib(c-id)= act bd+ { be- adl

= Re{<Ox).0(y)>c} = R{< x.,y>}
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= [ donumu reel Gniterdir.

Tanim 1.6.3.([4], s. 79, Tanim 39)

A:C" - C" donkumu oyle ki keyfix yOC" igin,
Im{< A(X), A(Y) >} = Im{< % y>.}

Ornek 1.6.4.
A:C - C
(a+ib) -~ 2a+3b+ i(at+ 2b)
donlsimU sanal Uniterdir. Gergekten detib, c+id OC igin,
< A(a+ib), Act id) >.=<2a+ 3b+ i(a+ 2b),2¢+ 3dt (e 2dp,
=(2a+3b+i(a+ 2b))(2c+ 3d- i(c+ 2d);
=(2a+ 3b)(2c+ 3d)+ (at+ 2b)(c+t 2d
+i((a+2b)(2c+ 3d)- (2a+ 3b)(ct+ 2d),
=4ac+6ad+ 6bct 9bdt ae- 2ad 2be 4 b
+i(2ac+ 3ad+ 4bct 6bd- 2ac- 4ad 3be 6 bc

=bac+ 8ad+ 8bct+ 13bd+ i(be- ad
<(a+ib),(c+id)>.=(a+ ib)(c—id) = act bd+ { bc- ad
= Im{< A(a+ib), Alc+ id) >} =Im{< a+ i c+ id>.}
= A donumua sanal Uniterdir.

Onerme 1.6.5([4], s. 79, Onerme 36)

A:C" - C" donsUmU Uniterdir = A donigimu reel Gniter ve sanal Uniterdir.

Teorem 1.6.6.

A:C" - C" donsumi reel Uniterdir « H:C" - R* , R-izomorfizme
donisimii icin HAH ™ donisumi ortogonaldir.

Ispat: (=):

H:C" - R*", R-izomorfizme donisimini alaim.A C" — C" dénisimii reel

Uniter olsun. Dolayisiyla, keyfk yOC" icin,

Re[< A(x),A(y)>.} = Rd< x,y>.}
dir.
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a +ib ¢ *id;
i=+—1 icin x= e Y= alalim.
a, +ib,

c,+id,
a +ib ) (¢ +id,
<xy>.=Xy=| ..
a,+ib,) \c, +id,

=ac+hd+.+ 3¢+ Rd+ (be- adv.+ pe ag
= Re{<x,y>}=ag+hd+.+ ag+ hd

T

&[G

HES RS

=y | | g |<HOHO)>.
b d

= Re{<x,y>} =<H(X).H(y)>

= Re{<AX),A(y)>c} =< H(A(Y), H(A)>:
elde edilir.

Re{< A(X),A(y)>.} = R{< x,y>.} oldugundan,

<H(AX), HIA(Y) > =< H(X, H(Y >,
dir.

< (HAH™)(H(x)), (HAHT)(H(Y) > =< H(R, H( Y >,
oldugundan,HAH ™, ortogonaldir.

(0):

A:C" - C" donimini alaim.H :C" - R*", R -izomorfizme icin HAH™
donsimU ortogonal olsun.

Keyfi x, ydOC" icin,

< (HAHT)(H(X), (HAHT)(H(Y) >, =< H(R, H( ) >,
dir. Dolayisi ile,

<H(A(X)), H(A(Y) > =< H(X, H( Y >
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a +ib, ¢ *id,
dir. i =v-1 icin X = , Y= olarak secelim. Bu takdirde,

a, +ib, c,+id,
a G
a, G|
H(x) = , H(y) = dir.
by d,
b, d,

<H(,H(Y)>:=ag+hd+.+ ¢+ bd=Re< x pc}
dir. Buradan,
<H(AX), H(A(Y) >. = Re{< A(X), A(Y)>c}
elde edilir.< H (A(X)), H(A(Y)) >, =< H(®, H(y) >, oldusundan,
Re(< AX). Ay)>c} = R{< x,y>c}
elde edilir. A donumu reel Uniterdire

Not 1.6.7.
Tdm reel Uniter dongiimlerin kiimesiniReU (n) ile gosterelim.

Sonug 1.6.8.
ReU (n) bileske islemine gore gruptur.
Ispat
i) Keyfi A, A OReU (n)icin AA OReU (n) midir? Keyfi x,yOC" igin,
Re{((AA)(X), (AA)( W} =Re{C A A ¥, & A Wc}
A OReU (n) oldugundan,
=Re{(A(X), A(Y)c}
A, OReU (n) oldugundan,
=Re{(x, y)¢}
dir. Dolayisi ile A A, 0ReU (n) dir.
ii) |:C" -~ C" , birim dongum icin Re{(l (xX),1 (y).} =Re{{X y).}
oldugundan| OReU () dir.
i) Keyfi AOReU (n) icin A" OReU (n) midir?
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Teorem 1.6.6. darid : C" - R*", R —izomorfizmé doniumii icin,
HAH™OO(2n) dir. O(2n) bileske islemine gore grup oldiundan, keyfi ortogonal
donlsUmn tersi var ve tersi de ortogonal dgiimiadar.

A(X) = A(y) olacaksekilde x,ye C" olsun.
H:C" - R*", R -izomorfizme donisumii igin,
(HAH™)(H(X) = (HAH)(H(Y)
dir. Teorem 1.6.6. darklAH 0 O(2n) olduzundanHAH ™, birebirdir. Dolayisi ile,
H(x) = H(Y)
dir. Buradan da,
X=Yy
dir. Sonug olarakA, birebirdir. Keyfi ye C" icin A(X)= y olacak sekilde xe C" var
midir?

H:C" - R*", R -izomorfizmé donisiimi kullanilarak,A X =y den,
(HAH™)(H(X) = H(Y)
elde edilir. Teorem 1.6.6. dakAH ™ 0 O(2n) oldusundanHAH ™, ortendir. Dolayisi ile
keyfi H(y)OR™ icin (HAH™)(H(X)) = H(y) olacaksekilde H(x) OR*" dir. Buradan da
xe C" elde edilir. Sonug olarakd, 6rtendir.
A, birebir ve 6rten oldgundan A™ vardir. A OReU (n) midir?
Keyfi x,yeC" icin x=A'() ve y= A*¢) olacak sekilde ¢ £<cC" vardir.
AlReU (n) oldugundan,
Re{< A(x),A(Y)>c} = R{< x,y>}
dir. Yukaridaki ifadedex ve y yerine gitleri olan A () ve A *(€) yazilirsa,
Re{< A (). AR €))>c} = R{< A*€).A" € P}
elde edilir. AA™ = | oldugundan,
Re{<¢ &>} = R{<A™ € )A€ P}
elde edilir. BuradanA™ OReU (n) dir. (i), (ii), (iii)’ den ReU (), bileske islemine gore

gruptur.+
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1.7.Kompleks Vektor Uzaylarindaki Metrikler ve Tzometriler

Ornek 1.7.1.([36], s. 230, Ornek 17.2.3.)
d:CxC—R , d(x y)=|x-y, x yOC seklinde tanimlanan dégim bir

metriktir.
Ornek 1.7.2.([36], s. 233, Onerme 17.2.3.)

d:CHxC =R d(x )=y Xz@ ' y:@l)mz
2

seklinde tanimlanan dégim bir metriktir.
Ornek 1.7.3.([36], s. 233, Onerme 17.2.3.)

: % Vi
d:C"xC"—=R , d(x y)= Z|x—y|2 , X=|..|, y=|..|0C" seklinde

- X, Yo

Tanim 1.7.4.([8], s. 200)

C" tniter uzayindad C"xC"— R, d(x,y)=[x-y|, x, yOC" ifadesinex ve y
vektorleri arasindaki uzaklik denir.

Tanim 1.7.5.([8], s. 220, 8.17. Definition)

C" Uniter uzay olmak uUzerelJx yOC" igin d(F(x),F(y))=d(x, y) esitli gini
sglayan F :C" - C" dénsumine izometri denir.

Ornek 1.7.6.

C" de oteleme dogimini alahm. Keyfix ,adC" icin F(x) = x+a dénimu
icin F bir izometridir. Gercekten, keyfk yOC" icin,

d(FOJ, F)=d(x+a w §=](» a-(y }=[ x |y= @ x):
olur.

Ornek 1.7.7.

C de F donme hareketini alalim.F bir izometridir. Gercekten, keyfi

x=x +ix,0C ve F(x +ix,) = €°(x + ix) olmak tizere, keyfix yOC igin,
IFOO-FOI" =(F(XY - F(), F(X- K Y),
=((x-w) & +i(%-w%) & (x- Y &+ (x Y'§
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=(q-y) e’ +(x- y) E¥
() (- y) € et (x- y)(x- ) B ¥
=04 =W+ (%= )" =[x f

[FOY=F) =[x-

olup, F izometridir.

dir.

Ornek 1.7.8.
Birim donisiim izometridir. Gergekten keyft yOC" icin,

[160 =1 =[x=

Not 1.7.9.

C" nin tim izometriler kiimesiniz(C") ile gosterelim.
Onerme 1.7.10([4], s. 93, Onerme 37)

F, F,01z(C") olmak GzereF F, O1z(C") dir.

Sonu¢ 1.7.11([4], s. 93, Sonu¢ 16)

Iz(C") bileske islemine gdre birimli yari gruptur.
Onerme 1.7.12([4], s. 93, Onerme 38)

Keyfi izometri birebirdir.

Onerme 1.7.13([4], s. 93, Onerme 39)

Keyfi AOU(n) dongimi icin A 1z(C") dir.

Not 1.7.14.

C" deki tim 6telemelerin ofturdugu kiimeyiT(C") ile gosterelim.
Onerme 1.7.15([4], s. 94, Onerme 40)

Keyfi BOT(C") donsumi icin BO 1z(C") dir.

Sonu¢ 1.7.16([4], s. 94, Sonug 17)

Oteleme ve Uniter dégumlerin bilegkesi de izometridir.
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Onerme 1.7.17.

H :(Cn — RZn
X,

X, 1y, ;
X, +iy, %
Y,

R -izomorfizmz olmak tizere, keyfix DC" igin ||x| =|/H(x)| dur.

X +iy
Ispat: Keyfi xOC" igin, x = olarak gosterilirse,
X, +iy,
X iy ) [ Xty
I =<x x>c=<| .. || . [
X, iy, ) X6+,

X iy, ) (% =iy,
=l .. e | EXCHYIAH LAY
X, Ty, ) X, —ly,

H:C" - R*", R-izomorfizmasigin,

X)X X X
[HOF =< HOY, HY > =<| 7 || 5= ) |
Yil|lW Yi Y
Yn Yn Ya Yo

=X LAY
dir. Dolayisi iIe,||H(x)||2 =||>4|2 oldugundan,

[HEo =1

dir. ¢
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Teorem 1.7.18([4], s. 96, Teorem 28)

FOIz(C") dir ancak ve ancakd :C" - R*", R -izomorfizmé olmak tzere
HFH ™ OI1z(R™) dir.

Onerme 1.7.19([4], s. 96, Onerme 42)

F:C" - C" donisimi 6telemedir= H:C" - R*", R —izomorfizme olmak
Uzere HFH™ :R™ - R doniumi dtelemedir.

Sonug 1.7.20.

C" de her izometri 6rtendir.

Ispat: Teorem 1.7.18. dert" deki her izometriR*" de de izometridirR*" de

izometriler 6rten oldgundan ve Teorem 1.5.13. dé€if deki her izometri de Ortendis.
Onerme 1.7.21.

1z(C") , bileske islemine gére gruptur.
Ispat: Sonug 1.7.11. derz(C") bileske islemine gére monoiddir.
Onerme 1.7.12. ve Onerme 1.7.20. den keyfi izdmiatrtersi vardir. Simdi
F:C" - C", keyfi bir izometri olmak (izerek ™" in de izometri oldgunu gosterelim.
Keyfi x,yeC" icin, x=F *(w) ve y=F *(0) olacak sekilde w c<cC" vardir.
F , izometri oldgundan,
d(F(x), F(y))=d(x y
dir. Yukaridaki ifadedex ve y yerine gitleri olan F *(w) ve F *(0) yazilirsa,
d(F(F (), F(F '(0))) = d(F (w), F (o))
elde edilir. FF™* =1 oldugundan,
d(w,0) = d(F *(w), F *(0))
elde edilir. Bu daF ™ in de izometri oldgunu gosterir.

Dolayisi ile Iz(C") , bileske islemine gbre gruptum

1.8. Bir Kimenin Bir Grup Etkisi ile Hareketi

Tanim 1.8.1.

G bir grup veK bir kime olsun. Biry GxK - K dongumu verilsin. Keyfi

0,, 9,0 G, keyfi xOK igin,
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a) Y99, 9=y(8.r(q %)
b) e, G nin birimi olmak tGzerey(e, X) = x
kosullari sa&laniyorsa, y ya G nin K Uzerindeki s@ etkisi veya K nin G altinda

hareketi denirK nin G altindaki hareket(s: K seklinde gdsterilir.
Ornek 1.8.2.

GL(n,{), (=R,C olmak Uzere,nxn tipindeki, determinanti sifir olmayan tim

matrislerin olgturdugu kiime olsunGL(n,{) bileske islemine goére bir gruptur.

i - G|l X 1 - On X
o, )= ... ... .| .|, Og=.. .. ..|OGLM"¢), Ox=|..|0O¢"
gnl gnn Xn gnl gnn Xn
olacaksekilde iki matrisin ¢carpimi olarak tanimlayalim.
h, .. h,
Bu takdirde,n=| ... ... .. |OGL(N{ )igin,
hy .. hy,
gll g]n hll h.h Xi
a) yah, X)=( ... . il o o i)

gnl gnn h‘ﬂ. hwn Xn
gllhll+"'+ g_‘n h11 gllm+ S gh nn )i

gnlhl1+"'+ gnnhﬂ gnlhn+ + gnn I’L
(Guhyt g h) X+ + (guh+ 4 g )%

(9uhytot g hg) X+ (gt -+ g, hy)
O (hy X+ h)+ .+ g (Rt .+ | %)

Ou(ha X+t g+ o+ g, (hox+ .+ %)
O o O | Xttt hX

O - G )\ NaX+ . hyX,
Ou  On (M M) %

e A Frdrtix)
gnl gnn hnl hm Xﬂ
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1 0 0 X,
0 .. 0 . X, N
b) | = OGL(n,¢) birim elemanini alalimiJx = adg" igin,
0 O 1 X,
10 0\( x, X,
0 1 0
y(1.%) = %= |=x

0 0 .. 1){x, X,
oldugundany, ¢" kimesininGL(n,{) grubu altinda hareketidir.
Ornek 1.8.3.

Keyfi g =[ g |0O(n ve keyfix=| x [OR", 1<i,j <n olmak iizere,

y(gm)%][ﬂ{i M

i,j=1

seklinde tanimlayalim.

Keyfi h=b, |0O(n, 1< j k <n icin,

9 vonn=CallbDld=3 [ A= S3Cph)x
=[§§%(qk>&)}=[q]{k§;q %}
=[a ] (b J[xD=r(ay(h 3
1 0 ... 0
b) | = 0 1. 0O(n) birim elemanini alalim. Keyfix =
0O 0 .. 1

icin;
y(l,X) =X
oldugundan y, R" nin O(n) altindaki hareketidir.
Ornek 1.8.4.

X
%

OR"

X,

Keyfi gd0O(n) ve keyfi x,y)IJR"xR" olmak tzerey(g,(X, y)) = (gx gy olarak

tanimlayalim. Buradax iki matrisin carpimiglemidir.
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Keyfi g,,9,00(n) ve keyfi (x, y)OR"xR" igin,
a) MG (WM=(4ax)x(g9) ¥=(L agx d 9
= W90 (9:% LW =r(ay(a.(xY)

b) | DO(n) birim eleman olmak Uzere,
V(L (xy) = (X, 1y) = (X, Y)
oldugundan y, R"xR" in O(n) altindaki hareketidir.
Ornek 1.8.5.

Keyfi g =[ g |0U(n) ve keyfix=[ x |OC", 1<i,j <n olmak iizere,

CRSEEY RIS {Z ! 4

I]—

seklinde tanimlayalim.

Keyfi h=[h, [OU(N), 1< j k <n igin,
a)  veh9=Ca] 8= {Z @p}[ %][22(9 p) }
- 33 a00|[a]Sh

j=1 k=1

=[a, |(a ][ %D =ray(h )

1 0 ... O X
01 .. 0

b) | = 0U (n) birim elemanini alalim. Keyfix = % oc”
0 0 1 X,

icin,
y(l,x)=x

oldugundan y, C" nin U(n) altindaki hareketidir.
Ornek 1.8.6.

Keyfi gddU(n) ve keyfi x,y)JC"xC" olmak Uzerey(g, (X, y))=(gx gy olarak

tanimlayalim. Buradax iki matrisin carpimiglemidir.
Keyfi g,,9,0U(n) ve keyfi (x,y)OC"xC" igin,

a) 9,9, (xM)=0(ga)x(g9) Y=(L gk d gy
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=1(0,,(9,% & W) =y(a,y(a,(xY)

b) | OU (n) birim eleman olmak Gzere,
v, (x,¥)) = (Ix,ly) = (x,y)
oldugundan y, C"xC" in U(n) altindaki hareketidir.

1.9.Nokta Sistemlerinin G-denkligi

Not 1.9.1.

Buradan itibarenG bir grup, K bir kime olmak Uzeres: K hareketi y ile
gOsterilecektir.

Tanim 1.9.2.([18], s. 545)

G bir grup, K bir kime veG: K verilsin. y = (g, X) olacaksekilde g0G varsa

G
X, yO K elemanlarinas — denk denir ve bu durunx~ y seklinde gosterilir.

Onerme 1.9.3.

G
G bir grup, K bir kime veG: K olsun.~ bagintisi bir denklik bgintisidir.

G
Ispat: “ ~” bagintisinin denklik bgintisi oldgunu gostermek icin yansima, simetri

ve gecggme Ozelliklerini sgladigini géstermemiz gerekigimdi bunlari gosterelim:

G

i) Keyfi xOK i¢in x~ x dir. g=el G alalim.
X=p(9, ) =y(g 3= ">

G

olup, x~ x dir.
G G

i) Keyfi x, yOK igcin x~y =« y~x dir.

G
X~y ise y=y(g, X) olacaksekilde g0G vardir. Buradan her iki tarafg™ 0 G

ile “ y” hareketi uygulanirsa,
V@™ y) =g /(g X)=y(g" g 3=y(e ¥=
G
olup, y~ x dir.
G G G
iii) Keyfi x,y, z0O Kicin X~y ve y~zise x~z dir.

G
X~y ise y=y(g, X olacaksekilde g, JG vardir. )'{
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yEi zisez=y(g,, y) olacaksekilde g, JG vardir. (1)
(O da y yerine (J)’ daki ssiti alinirsa,
z2=(%:¥(9. 9)=y(3 9 3

G
elde edilir. g,g,[0 G oldugu igin x~ z dir. ¢

Ornek 1.9.4.
G=0@1)={-1,1} olsun. R nin O() grubu altindaki hareketiny g(x, 3 gx,
Ogd0O@), OxOR olacaksekilde iki reel sayinin carpimi olarak alalim.

o)

X, YOR i¢in y=%£x ise x ~ y dir.
Ornek 1.9.5.

cosa  sinx
G—( . J,aD[O,Zn)} olsun. R? nin G grubu altindaki hareketini
-sing cosy

v(g,X) = gx, OgO0G, OxOR? olacaksekilde iki matrisin carpimi olarak alalim.

x, yOR? icin,
cosa Sy G
(ylj:( _ j(xlj a 0[0, 27) ise x~ y dir.
Y, -sina  cox ) %,
Ornek 1.9.6.

G =0(n) olsun.R" nin O(n) grubu altindaki hareketiny g(x, 39 gx, OgOO(n),

OxOR" olacaksekilde iki matrisin carpimi olarak alalim.

Oo(n)

X, YOR" icin y = gx olacaksekilde g0 O(n) var isex ~ y dir.

Ornek 1.9.7.

G=U(@)={a+ib0C: &+ =1 olsun. C ninU (1) grubu altindaki hareketini
v(g,X) = gx, gdU(1), xOC olacaksekilde iki kompleks sayinin ¢carpimi olarak alalim.

u@)

X, yOC icin y = gx olacaksekilde g[1U (1) var isex ~ y dir.
Ornek 1.9.8.
G=U(n) olsun.C" in U(n) grubu altindaki hareketiny g(x, 9 gx, OgOu(n),

OxOC" olacaksekilde iki matrisin carpimi olarak alalim.

U (n)

X, yOC" icin y = gx olacaksekilde gdU(n) var isex ~ y dir.
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Not 1.9.9.
G bir grup, K bir kiime olsun. Bundan sonfa: K hareketini,d0g0G, OxOK

icin kisacay(g, X) = gx ile gosterelim.
Tanim 1.9.10.
{x, 0T} ve{y, rOT} iki vektor ailesi olsun.y, = gx , OrOT olacak sekilde

g G var ise bu vektor ailelerin® — denktir denir.

G
Iki vektor ailesinin denkfii {x, 70T} { y, 70T ile gosterilir.
Onerme 1.9.11.

G bir grup,{x, 70T} vektor ailesi veG:{x, 7€ T} olsun. Bu takdirde, S bir
denklik baintisidir.

Ispat: Onerme 1.9.3. dekine benzekilde yapilir.¢

Tanim 1.9.12.

V, veV,, C" de kompleks alt uzaylar olsunlargdt F(V,)=V, olacak sekilde

F:C" - C" Uniter dongim varsay, veV, alt uzaylarU (n) -denk denir ve bu durum,

U (n)
V, ~V, seklinde gosterilir.

Not 1.9.13.Tanim 1.9.12., Tanim 1.3.9. un 6zel halidir.
Onerme 1.9.14([10], s. 300, Corollary.)
V, veV,, C" de kompleks alt uzaylar olsunlar. Bu takdirde,

u(n)

V; ~V, = boy\ = boyV
dir.
Ispat:

U (n)

(=) :V, veV, alt uzaylar i¢inV, —V, olsun. Bu takdirdeF (V,) =V, olacaksekilde
F:C" - C" Uniter dongim vardir.

F(V) =V, oldusundanF, :V, -V, donUmu Ortendir.

F , Uniter don§im oldysundan,

[Fel=]ul. BwOv,
dir.

F(v) = F(v,) olacaksekilde v;, v, 'V, olsun.
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[Fow) = Few) =|F(w-w) = u- v

==l

F (Vl) - F(Vz)

=0

=M-v[=0 = v, =y,

Dolayisi ile F, , birebirdir. Tanim 1.3.9. a gore}, 1V, -V, donimu
izomorfizmadir. Onerme 1.3.10. dan,

boyV/ = boyy
dir.

(O): boy\, = boyVy=Iolsun.

V, deki ortonormal tabafe, e,..., €} olsun. ([9], s. 194, Teorem V.8.8.)" e g6¥§,
alt uzayin{e, e,..., €} ortonormal tabani, uzayf{e, e,..., €, €,,..., £} tabanina kadar
gensletilebilir.

V, deki ortonormal tabaff, f,..., f,} olsun. Benzegekilde, ([9], s. 194, Teorem
V.8.8.) e gobre, bu taban da uzayi, f,..., f.,f...,....f,} ortonormal tabanina kadar
gengletilebilir.

F:V -V dongumunu{e, e,..., ¢} tabandaF € ¥ f, 1<i<n seklinde ve keyfi
xOV igcin x=xg+ xe+..+ xg ise F(xg+xe+..+ xe)= xf+ x f+.+ x|
seklinde tanimlayalim.

Keyfi x, ydV icin,

FOO=F(xg+xg+.+ xQ= xf xf.+ X,

FO)=F(ug+ pe+.+ yp)= yf yf.+ vy,

(FOX),F(Y)e =(xf+x L+ +x f,yf+ yvi+. .+ y §.

=X YK Yot X Y
Keyfi x, yOV icin (F(X), F(Y)). =(X Y dir. Diger taraftanF (V,) =V, dir.

U (n)

Dolayist ile,V, —V, dir. ¢
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1.10.G-invaryant Fonksiyonlar ve invaryantlarin Minimal Tam Sistemleri

Tanim 1.10.1.([18], s. 545)

G bir grup, K, H birer kiime veG: K olsun. f : K - H olmak tzere keyfg1 G
ve keyfi x(OK i¢in f(gx)= f(X) ise f fonksiyonunaG —invaryantfonksiyon denir.

Ornek 1.10.2.

O(1):R hareketini, Ornek 1.9.4. deki gibi alalim.

Bu takdirde, ¥=x ve 1x=-x dir. Burada f fonksiyonu, f(x) = x* seklinde
tanimlanirsa,

f(x)= f(x) ve f((-D)x)= f(-x)= f(X)
esitlikleri saglandgindan f , O(1)—invaryantfonksiyondur.

Not 1.10.3.

X, 1<i <n, bilinmeyenler veX C R" kiime olmak Uzerex = € X olsun.
X,

R[X] , n bilinmeyenli reel katsayili polinomlarR —cebiri ve R(x) ise n
bilinmeyenli reel katsayili rasyonel fonksiyonl&r— cebiri olsun.G C GL(nR) alt grubu
ve X CR" kiimesi icinG: X hareketi~ ¢ x )= gx, OgOdG, OxO X olmak Uzere iki
matrisin carpimiseklinde olsun. Reel katsayili, ti®@ — invaryant polinomlar kiimesi
R[X]® ve timG —invaryantrasyonel fonksiyonlar kiimesi iSR(x)¢ seklinde gosterilir.

Onerme 1.10.4.G grubu ve X CR" kimesi i¢inG: X hareketi~ ¢ X )= gx,

G
OgOdG, OxO X olmak Uzere iki matrisin ¢arpimeklinde olsun.x y[0 X i¢in x~y ve

keyfi fOR[X]® icin f(x)= f(y) dir.
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Ispat: x, yO X igin x~G- y oldusundany = gx olacaksekilde g [0 G vardir.

Keyfi f: X - R, G—invaryantpolinomu icin,

f(y)=f(g9= (%
oldugsundan f (x) = f(y) dir. ¢

Ornek 1.10.5.

O(n):R" hareketi, Ornek 1.9.6. daki gibi olsun. KeyfilR" icin, f(X)=(X X,
olarak tanimlayalim. Keyfg 1 O(n) icin,

F(9)=(0x g% =( X ¥ = 1 X
oldugundan f fonksiyonu O(n) — invaryantfonksiyondur.

Ornek 1.10.6.

SA(N:R" hareketi,y ¢ x F gx, OgOSQ 1, OxOR" olacaksekilde iki matrisin

carpimi olsun.

X1 X
Keyfi x, =| ... |,..., X, =| ...|OR" olmak lzere,

Xip Xan
X Xy Xip - X

o [=[x x| vedet( ... ... .| )E[x .%] ile gosterelim.
Ky e Kin Ky oo Kin

f (%%, )= %..%] olarak tanimlayalim. Keyfg O SQ( 1) icin,
(9% %)= F(0%, 0%)=] ox =[] B % 4]

=[a]D%-%] =0 % %] = ()

oldugundan f fonksiyonu SQ( ) —invaryantfonksiyondur.
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Ornek 1.10.7.

O(n):R" hareketi, Ornek 1.9.6. daki gibi olsun. Keyfi...,x, OR" igin,

(X, X)r o (X X)w
f(X,...,x,)= det
X X)e - (% X)e

olarak tanimlayalim. Keyfg 1 O(n) icin,

(0%, 90 - (9% 9P
f(9%,...,9% )= det
(9%, 9% - (0%, 9%r

X X%)e - (X X)r
=det e | F T KX
K X)n o (X X)w

oldugundan f fonksiyonu, O(n) — invaryantfonksiyondur.

Not 1.10.8.

G:R" hareketini alalim. Keyfif R" — R, G—invaryant polinom vex yeR"

G
icin f(x)= f(y) ise y~x olmayabilir.
Ornek 1.10.9.

R nin R—{0} carpim grubu altindaki hareketi,g (x ,=)gx, OgUOR —{0} , OxOR
olacaksekilde iki reel sayinin carpimi olsurfi.c R[X]® icin,

f()=ax+3,X"'+..4+ 3, neN
bicimindedir. f € R[X]® oldusundan,¥x<c R ve Vg < R —{0} icin,

f(gx) = (%
dir. Buradan,

fg=a(g"+a.(0x +.+ 8= a8 % a § X+.+ ,

ve
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f(g=adX+a,d" X'+.4+ g= a¥+ g, X+.+ & ()
yazilir. Her iki tarafin gtli ginden,

a9'=4a,3,.,9""'=3,....30=2a
olmahdir. Bu gitlikler her g icin gecerli olacgindan,

a=a,=.=84=0
elde edilir. Dolayisi ilef , sabit polinomdur. Boylelikle keyfk, ye R icin f(x) = f(y)
dir.

Ozellikle x=1 ve y=0 alindginda f (1) = f (0) olmasina rgmen 1= X0 olacak
sekilde X\ ¢ R —{0} olamayacgindanl, 0O a G —denkdegildir.

Tanim 1.10.10(][18], s. 545, Definition 1)

G bir grup, K , H birer kime veG:K olsun. f K—H , 1<i<m,

G —invaryantfonksiyonlar olmak tzeréf,..., f_} sistemini alahm.

x,ye K icin f(x)=f(y), 1<i<m olmasmdanxiy elde edilirse{ f,..., f_}
sistemineG — invaryantfonksiyonlarin tam sistemi denir.

Tanim 1.10.11([18], s. 545, Definition 2)

G bir grup, K, H birer kime veG:K olsun. ff K—H , 1<i<m,
G— invaryant fonksiyonlar olmak uzere,P={f,..., f.} sistemi G— invaryant
fonksiyonlarin bir tam sistemi olsun.

Her 1<i<migin P—{ f} tam sistem dgl ise G —invaryantfonksiyonlarinP tam
sistemine bir minimal tam sistem denir.

Not 1.10.12.

G bir grup olmak uzereG— invaryant fonksiyonlarin tam ve minimal tam

sistemlerine 6rnekler bélim 1.11. de verildi.
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1.11.1ki Boyutlu Oklid Uzayinda Uggenlerin Tam Invaryant Sistemleri

Teorem 1.11.1.

{x, x} CR?igin rank{ %, X} =2 ve O(2):R*xR? hareketi,
v(9, (%, %)) = (9%, 9%), Vg€ O(2), Vx, X, € R* olacaksekilde gx , i =1,2 iki matrisin
carpimi olsun.

fi (%0 %) = (4, X

Fo (%0 %) = (0 Xz

fa(X %) = (% — %, X%— X

(X5 %)p
1:4()(1' Xz):

X[
(%, x) = e =%
02 = XN

olarak tanimlayalim. Bu takdird¢f, f,, f},{f, f, f} ve{f, f, f} sistemleriO(2)-
invaryantfonksiyonlarin tam sistemleridirler.

Ispat:

{x, x} ,{y, Y3 CR? sistemlerini alalimrank{ x, x} = rank y ¥ =2 olsun.

a)

(%) = (Vo War (60 %)e = (Vo Yolu V€ 06 =%, %= %) = (%o ¥ %= ¥
olsun.

06 =% %= X)r = (% X +( % Bx — 2L % Xz

(Yo=Y Yo We = (% W (% Ye =2 ¥ Y

X = (Vo We (%0 %)e = (Vo Yoo+ 00 =% %= X =(%— % %= Y&

oldugundan,
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<X1’ X2>]R = < Yis Y2>1R
elde edilir. Dolayist ile,
<X1' X1>]R = < Y y1>R 1 <X2’ X2>]R = < Yos y2>]R ve <X1’ X2>R = < Y y2>]R

dir. ([14], s. 78, Teorem 18)’ € gorf¥, X ..., X} » { Yy Yoo Yo} C R" iGin,

o(n)

{% X% %o}~ W Yoo Wb = (60X = (Y Y, 1<, 1<H,j <m

OldUgundan'<X1’ X1>]R - < Yo y1>]R ) <X2’ X2>]R - < Yo yz)m ve <X1’ X2>]R = < Yir y2>]R igin,

0(2)

{xx {y%

dir. Dolayisi ile{ f, f,, f} sistemiO(2)-invaryantfonksiyonlarin bir tam sistemidir.

(X, %)e (Y Yo)e

= olsun.
Palllxl [l v

b) <X1’ Xl)]R :<Y11 y].>]R ) <X2’ X2>]R :<Y2' Y2>1R ve

Buradan,

<X1’ X2>]R = < Yis Y2>1R

elde edilir. Dolayisi ile,

<X1' X1>]R = < Y Y1>R ’ <X2’ X2>]R = < Yos y2>]R ve <X1’ x2>]R = < Y y2>]R

0(2)
dir. ([14], s. 78, Teorem 18)' defix, X} ~{ y, } dir. Sonug olarak{ f, f,, f} sistemi
0O(2) -invaryantfonksiyonlarin bir tam sistemidir.

C) Simdi { f, f,, f} sisteminin tam sistem olup olmgchi argtiralim.

04 %)e (Y Yole (o =% X _ (o= W We
Ixlel Tl Pe=xlxl~ Tyo— Wl

<X1' X1>]R = < Y Y1>R

olsun. Bu takdirde,

(%=X %)e _ (Y= % W
e =xlel v vl v

dir. Burada,
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(X =% X)p _
1=l %

(X %)
x|

= Cos, co

ile gosterelim. Kosinus teoreminden,

ve

%"= %= x|+ %"~ 2 %~ H] | coss
ol =% +%— %]" 2] ][ %~ § cos
[, =" =]+l = 2] ¥ | cosa

(1) ve (3)’ den,

el =l = 4"+ 0" = 2] %~ A cos3
[ =%l =%+ 6l — 2] ¥ % cosn
el =1 = x| cos3 +] x]| cos:

(1) ve (2) den,

el =l = X+ "= 2] %= A ] cos3
el =[xl +1% = 4" 2] ¥l %~ §cosy
[ = %] = | llcos3 +[ x| cos,

(2) ve (3)’ den,

Pel” =l +e— 1" 2] Il = f cos
[ =%l =l %"+ 6l — 2] ¥ % cosn
%]l =% = x| cosy-+] x| cos:

elde edilir. (i) ve (ii)’ den,

%] =[x, — x| cos3 =] x| cosx  (cas )
—[;] cos3 + | — x| = | x| cosy
1% — x| @—co$ B )=|%| (cosi+ cos cas

%] (cosy+ cos cos
B (1—cogp)

I%, — x|

sy, X=X X)e _ o
% — x| %]

(1)

)

3)

(i
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elde edilir.

<X1'X2>]R — <y1' y2>]R , <X2_ X X1>R :<y2_ Yo WR , <X2_ X X2>]R — < = % y2>]R
Pellbell Il T =l D= sl e =xllbel o=l

ve (X, %) = (¥, ¥ ssitliklerinden,

[x](cosy+ cos: co8 ) |y (cos+ cos qa)s:my yl
(1—co$B) (- co%3 ) =

|%, — x| =

elde edilir.

Benzersekilde, (ii) ve (iii)’ den,

—[%] cos3 —[x,— x| =] x| cos  (-cos
[l cosa+[|x, — x| cosy = || ¥
%] (cosa+ co$ cos ¥|x| @& cési )

(1—cos ~ ) yJ| (&= co8~ )
pel- o -1y -Jd

(cosa+ co$ cos ) (cas+ c@s cos
elde edilir. Dolayist ile,

<X1' X1>]R :<y1' y1>R' <X2’ X2>]R :<y2’ y2>]R ve <X2_ Xy X% — X1>]R :< oo Yo Yo )f}R

0(2)

elde edilir. Ispatin “a” sikkindan, {x, x} ~{ y % dir. Buradan,{f, f, f} sistemi
0O(2) -invaryantfonksiyonlarin bir tam sistemidir.

Dolayisi ile, {f, f,, f} , {f, f, f} ve {f, f, f} sistemleri O(2) -invaryant
fonksiyonlarin tam sistemleridirle#

Sonucg 1.11.2.

{x, X, X} CR? icin rank{ x, x, X} =2 ve 1z(R*):R? hareketi, keyfiF € 1z(R?)
ve keyfi xe R? igin y(F,x)= F(x) = gx+ b olsun, buraday € O(2), be R? dir.

06 %, %) = (X = % X— X

f (% %0 X5) = (X — X %— X
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f3(X1, Xz Xs): < X— X X%— )QIR

(X — X % — X)p
1% = x|l % — ]

fa (%, %, %) =

(X — X %= X)p
1% =%l — ]|

fs (X0, %5, X5) =

olarak tanimlayalim. Bu takdird¢f, f, f},{f, f,, f} ve{f, f, fJ sistemlerilz(R?)-
invaryantfonksiyonlarin tam sistemleridirler.

Ispat:

{x%, % X3, {V» ¥» ¥} CR? sistemlerini alalim.

rank{x, x, x} = rank y y ¥ =2 olsun.

([14], s. 84, Teorem 22)" e gord X, X ..., %}, {¥p Yor--er ¥} S R" igin,

1z(R™) O(n)

{% % 0%t ~{ % Yo YW= I X X X~ Y Ve Y WA
oldugundan,

1Z(R?) 0(2)

%5 ~{Yu % ¥ = (-%%=4~{ %% % ¥
dir. Teorem 1.11.1. e gofdf,, f,, T}, {f, f,, f} ve{f, f, f} sistemleriO(2)-invaryant
fonksiyonlarin tam sistemleridirler. Yine ([14],84, Teorem 22)’ den,

{f, £, 13 . {f, f,, £} ve{f, f, f}
sistemlerilz(R?) -invaryantfonksiyonlarin tam sistemleridirle#:

Ornek 1.11.3.

0(2):R*xR? hareketi, y(g, (%, %))= (g%, 9%), Vg€ O(2), V¥x,x € R? olacak

sekilde gx , i =1,2 iki matrisin ¢garpimi olsun.
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3
O R e
2

sistemlerini alalim. Teorem 1.11.1. de tanimlarfgnf, fonksiyonlari igin,
L0 %) = fi(Yw V) =1ve f,(x, %)= f,(y, y) =1
olmasina ramen,
2= 1,0, %) = T5(¥1, ¥,)=1
oldugundan{x, x} ve{y, y} sistemleriO(2)-denkdegildir. Dolayisi ile{ f, f}} sistemi

0O(2) -invaryantfonksiyonlarin bir tam sistemi gedir.

3
{xlz[(l)],xz:[i},{yl: Zl,yzz[f}gﬂ%z
2

sistemlerini alalim. Teorem 1.11.1. de tanimlarfanf, fonksiyonlari i¢in,

(X, %)= fi(y, Y)=1ve f,(x, %)= f(y, y)=1
olmasina rgmen,

2= (%, %)= H,(y1 ¥o)=3
oldugundan{x, x} ve{y, y} sistemleriO(2)-denkdegildir. Dolayisi ile{ f, f} sistemi

0O(2) -invaryantfonksiyonlarin bir tam sistemi gedir.

ool v

sistemlerini alalim. Teorem 1.11.1. de tanimlarfan f, fonksiyonlari icin,

B3

_\/:—)’ 2 2
Y, = CR
0 Y, 1_
2

fz(xp Xz) = fz( Y yz) =1ve f3(X1, Xz) = fs( Yo yz) =1



49

olmasina rgmen,

2=1,(x,%)= fi(¥y ¥,)=3
oldugundan{x, x} ve{y, y} sistemleriO(2)-denkdegildir. Dolayisi ile{ f, f} sistemi
0O(2) -invaryantfonksiyonlarin bir tam sistemi gedir.

Bu takdirde, {f, f,, f} sistemi O(2)-invaryant fonksiyonlarin bir minimal tam
sistemidir.

Benzersekilde, Teorem 1.11.1. de tanimlanan fonksiyontn {f, f, f} ve
{f, f, f} sistemler deO(2)-invaryantfonksiyonlarin bir minimal tam sistemidir.

Not 1.11.4.

Teorem 1.11.1. de verilepf, f,, f} , {f, f, f} , {f, f, f} sistemleri sirasiyla,
{x, x} vel{y, y} vektor sistemlerinin okturdusu tggenler icin Kenar Kenar Kenar,

Kenar Acgi Kenar, Agl Kenar Agselik bagintilaridirlar.



2. YAPILAN CALI SMALAR

2.1. Kompleks Vektor UzaylarindaC-lineer Donusumler Hakkinda

Teorem 2.1.1.

Keyfi FOM(C",C) ve H:C" — R*", R-izomorfizmeolmak ilizereF =HFH™

icin,
|detF|2 = defF’
dar.

Ispat: FOM(C",C) igin,

F:C" - C"

zZ 2 zZ 0 0
2o r( 2h=r( P h+r( 2+ +r( 2
Z, Z, 0 0 Z

1 0 0

0 1 0

=zF( D+zH D+..+7 )
0 0 1
ail + ibll a12+ ib12 am + 'bm

=z %+ 1D + 2, At 1Dz, +..+ 7 8, * 1b, Ji=+—1

a, +ib, a,+ib,, a,+ib,,
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a,+ib, a,+ib, .. a,+ib,
| ayutiby, ayntiby, .ooaytib,
anl-i_ibnl a'n2+ ibn2 a‘nn+ ibnn
all a12 a]‘n bll b12 bih 21
] b, ... b
=( a21 a’ZZ am +| bZl 22 ] )( ZZ)
ay A, 3 b, b, .. by,
) 5 ¥
=(A+iB)(2)
L . 4 (A -BY) .
elde edilir. Onerme 1.5.15. ddn'=HFH ™ = B A dir.

A+iB
0

0
A-iB

|
i,

NG

A+iB
0

0

n _II n

dir. Buradan,

A
det{

n

e

A-iB

J matrisini alalim. ([21], s. 2, Proposition 2.1dgn,

A+ iB
0

:

0
A

LI

e

A+iB
0

0 j)z det@+iB )detA-iB
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= det(A+iB)det@+ iB )=| det@+ iB |j

dir. Dolayisi ile,

|detF|2 = detF’
elde edilir.¢
Sonug 2.1.2.

Keyfi FOM(C",C) ve H:C" - R*", R -izomorfizmeolmak lizereF =HFH™
icin,
i) detF > 0dr.

i) |detF|=1 < detF = 1dir.

2.2. Uniter Donistimlerin Yapisi

Teorem 2.2.1.
A:C" - C" donsimu icin gagidaki 6nermeler karlikli olarak edegerdir.
i) Ox, yOC" igin < A(X), A(Y) >.=< X y>. dir.
i) OxOC" icin || A(X)|| =||%| ve A, C-lineerdir.
i) Ox, yOC" icin Re{< A(x),A(y)>.} = Rd< x,y>.} ve A, C~lineerdir.
iv) Ox, yOC" igin Im{< A(X), AY) >.} =Im{< % y>.} ve A, C~lineerdir.
Ispat:

(i) = (ii): Keyfi x yOC" igin < A(X), A(Y) >.=< X y>. olsun.
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C" de bire,...,e ortonormal tabani alahm.
A Uniter oldgundan,
<Ag), A8)>=< g £>=4,1<i,j<n
dir. Dolayisi ile A(g),..., A(g) de bir ortonormal tabandir.

Keyfi x, yOC" igin,

X:Zn:akq(, a, =<X >.,1l<ksn
k=1

y=>he,b =<yg>,1<k<n
k=1
dir. Benzewekilde,
A=A NG +.+A Ag) A =<A(X), A§)>=< X €>:= @ 1sksn

Aly) =B ANe)+.+5 K&), B =<A(Y), A(8)>.=< y g>.= b 1<k<n

olarak elde edilir. Buradan,
AX)=gAe+.+ a3 kg

Aly)=hAe)t.+ hAg
elde edilmg olur.
Alxty) = A(a+h et .+(pat P O=>(a D Apr.+(.a b @A)
=aNg)t.+ g Ag)+ bAg+.+ bAS
=AM+ AY)
Keyfi n0C igin,

A= An(ae+...+ ag)= A agr..+n a8
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=naNe)t.+tng Ae)=n KX
Dolayisi ile, A, C —lineerdir.

<AX), AY) >.=< % y>., keyfi x,yOC" i¢in dogru oldugundany = x icin de
dogrudur. Dolayisi ile,

<AM), AX>c=< X xX>¢
= A =4
SR
elde edilir.
(i)y = (iii): Keyfi xOC" igin |A(X)| =] % ve A, C-lineer olsun.
Keyfi x, yOC" igin,
|G =[x+ o
[AC I =[x+ off
SAX+ YY), AX+ Y>.=< Y ¥ P
dir. A, C—lineer oldusundan,
SAY T ALY, AR+ AY>c=< ¥ y X ¥
SAG), AN > +< AR, AY>c +< AY, Ao +< Ay B)pc=

SXXXZe +<XY2 +< Y, X F< Y P

Keyfi xOC" igin |A(X)| =] ¥ oldugundan,

<A, AY) > +< KDYy A Y2 =< X Pe +< X Pe

dir. Buradan da,
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2R < AX),AY)>:} = 2Ré< x y>}

Re{< A(x),A(Y)>.} = Rd< x,y>.}, Ox,yOC"
elde edilir.

(i) = (iv): Keyfi p, yOC" igin Re{< A(p),A(y)>.} = R§< p,y>.} ve A,

C ~lineer olsun.Re{< A(p), A(y)>.} = Rd< p,y>.} oldugundan,

2Re[< A(p),A(Y)>.} = 2Ré< p y>.}

<AP, AY>c +< AP AY>c =< P P *+< P ¥Pc

<AP), AN > +< AR A¥> _< PP t< P ¥
2 2

elde edilir. Kitli gin her iki tarafinin pay ve paydas+ +—1 ile ¢arpilirsa,

H(<AP), AN >c +< AP, AY>c) _ (K R Y +< P W)
2i 2

< Alip), AlY) >c =< Alip, AY>c _< iR ¥>c =< iR ¥>¢
2 P

elde edilir.

Keyfi p, yOC" icin dagru olduysundan p =7X icin de d@rudur. Buradan,
[

<A(X),A(Y)>nc -< A, /(y>nc =< XV =< X¥c
2i 2

elde edilir. Dolayisi ile keyfix yOC" icin,

Im{< A, A(y) >} =Im{< x y>.}

dir.
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(iv) = (iii): Keyfi p yOC" icin Im{< A(p), A(Y) >} =Im{< p y>.} ve A,

C ~lineer olsun.Im{< A(p), A(Y) >.} =Im{< p y>.} oldugundan,

<AP), AY> < AR AV¥> _< PYe—< P ¥
2i 2

dir. Keyfi p,yOC" icin dogru oldusundan p = ix, i =+/—1 icin de d@rudur. Yukaridaki

esitlikte p yerineix yazilirsa,

< A(IX), A(Y) > =< A, AP > _ < iX ¥y =< iX ¥,
2i 2

(< AC), ALY) > +< A%, AY>c) - (S X Yo +< X Pe)
2i 2

<A, AN >c +< AW RY>c < X P +< X P
2 2

elde edilir. Dolayisi ile keyfix yOC" icin,
Re{< A(x),A(Y)>.} = Rd< x,y>.}
dir.
(i) = (i):
Keyfi x, ydOC" i¢in Re{< A(x),A(y)>C} = Re{< x,y>C} ve A, C-lineer olsun.

(i) = (iv) oldugundan keyfix yOC" igin Im{< A(X), A(Y) >} = Im{< % y>_} dir.
Onerme 1.6.5. ten keyfi yOJC" icin,

<AMX), AY) > =< X ¥Y>¢

dir. ¢
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Not 2.2.2.

[9] numarali kaynaktan alinan, bu tezde Teoren®lséklinde verilen teorem{"
deki keyfi A:C" — C" doniumin C—lineer olmasindan yola cikilarak ispatlarsm.
Teorem 2.2.1. de is€ —lineer sarti olmadan verilen keyfi biA C" — C" donUmainin
Uniterlik sartlari incelendi. Bu sayede(" deki keyfi A:C"— C" Uniter dongimin

C—lineer oldugu ispat edildi. Ayrica, Tanim 1.6.1. ve Tanim 1.618 tanimlanan reel

C" deki keyfi A:C" — C" donUmian Gniter dondim olmasiyla ilgili minimalsartlar
belirlenmi oldu.

2.3.n-boyutlu Kompleks Vektoér Uzayindaizometri

Teorem 2.3.1.

Keyfi F:C" - C" izometri, 6teleme ve reel Uniter d@iinlerin bilgkesiseklinde
yazilabilir. Yani, keyfi FO1z(C") ve keyfi xOC" icin, F(x)= gx+ b seklindedir,
burada,g € ReU (n) ve bOC" dir. Bu yazilim tek turladr.

Ispat: W:M((C”,R)_» M(RZ”,R) donumi R —izomorfizmeé oldugundan,

W(F)=F = HFH™ olacaksekilde F : R*" — R*" doniumu var ve tektir.

F' izometrisi icin tek tirliB Otelemesi veA ortogonal dongiimi vardir 6yle ki

F =B A dur. Gitligin her iki tarafina soldanH™, sadan H ile bileske islemi
uygulanirsa,

H?F'H =H(B'A)H
dir. F = HFH ™ den,

H ™ (HFH™)H =H YB'A)H
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F=H'B(HH ) AH
F=(H'B'H)(HAH)

elde edilir. Onerme 1.7.19. da® :R*" - R* o&telemesi icin H'BH:C" - C"

donisimi 6telemedir veH 'B'H tek tlrlidir.H B’ H = B ile gosterelim.

Teorem 1.6.6. danA :R™ - R* ortogonal dongiimi icin H*AH:C" - C"
olacaksekilde reel tniter dondimi vardir ve tek tirlidirH “A'H = A ile gosterelim.
Sonug olarak,

F=BA
seklindedir ve tek tarladdr.

Yani keyfi F O 1z(C"), 6teleme ve reel Uniter dégiimlerinin bileskesiseklinde tek

tarladar. ¢

Not 2.3.2.

Burada C" deki keyfi izometrinin, reel uzaylardaki gibi ¢éehe ve Uniter
donsimlerin bilekesi seklinde yazilabilecg bekleniyordu. Fakat al@imiz sonugclar
gosteriyor ki reel uzaydaki hgeyin benzeri kompleks uzaydagta desildir. Dolayisi ile

kompleks uzaydaki cebir ve geometri, reel uzaydakir ve geometriden farkldir.

2.4.n-boyutlu Uniter Uzayda Nokta SistemlerininU(n) invaryantlari Tam
Sistemi

Tanim 2.4.1.([8], s. 192)
C" Uniter uzay vex;, %,,...,%, JC" olsun.
X X)e e (X %0

X XD - (Ko X
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matrisine x, X, ,..., %, JC" vektorlerinin Gram Matrisi denir. Bu matrigr(x, X,,..., %, )

seklinde gosterilir.
Tanim 2.4.2.([8], s. 192)
Gram Matrisinin determinantina Gram Determinangnid Bu determinant

detGr (x, ,%, ,....%, , seklinde gosterilir.

XX (X %)e
detGr (X, , % ,...%, F
K X0 = (X X

Not 2.4.3.
% X1 Xpo e Xy
. X X

X, %, % OC" igin, X = | 1<i<n olmak uzere,| * % z
X Xa %2 oo X

matrisini||x, x, .. x| ile gosterelim.
Bu matrisin determinantiniideg %, ... %] ile gosterelim.
Onerme 2.4.4.

X Xy een X VE YL, Yoy Y OC" olsun. Bu takdirde,

G ¥e o (X Me

% % o %[ w % o y= )
K Ve oo Xy Yide

dir.

Ispat:

Xi Xo o X ) [ Vi Vi oo Vi
X|| - X21 X22 XZn y21 X22 y:k

% % %[y %
an )%2 Xnm ynl yn2 ynk
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<X11y1>(c <X113{<><c
K Ve o (s Ve
Sonug 2.4.5.

Xy %oy X, VE VL, Y, Y, OC™ olmak Uzere,

X ¥de o (X We

[ % - X%][%v % - y¥|= .
X We o (X Wde
dir.

Ispat: Onerme 2.4.4. den= k= n alinirsa,

X ¥de e (X We

I % o %[ lw % o wl=
<Xn’y1><c <)§11yn>(j
olur. Bu aitli gin her iki tarafinin determinanti alinirsa,

K Yo (X Mo

v |=defx % oI v o)
KW - (% Wde

=detx % .. x[)defly y ..yl

=detfx % . x[)defly v .y

:[xl X, .. X}][M Y . X]‘
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Sonug 2.4.6.

X5 %, % OC" olmak Uzere,

XX (X XD ,
(X XDe e (% X

dir.
Ispat:

X X)e e (X %0

: =[x % . x][x % . x]=[x % .. }4]‘20
G Xe - (% X)e

Onerme 2.4.7([8], s. 192)
Keyfi x, %,,...,%, 0C" igin,
)] detGr (X ,%, ,...%, B (

i) detGr (X, , %, ,....%, = C = {X, X,..., X} sistemi lineer bamlidir.

Ispat: Bu teoremin ispatinn-boyutlu kompleks uzaydan tane vektor icin (g

durumda inceleyeggz.

1) m= n olsun.
i) detGr (¢ X, ... % [ % % 1on )5]‘22 (dir.
i) (=): detGr (X, ,% ,....x, F Colsun. Bu durumda,
‘[xlx2 ..... )g]‘z =0=> ‘[xlx2 ..... )g]‘ =0
dir. Dolayist ile{x, X,..., X} sistemi lineer bamhdir.

(O): {x, %..., %,} sistemi lineer b&amli olsun.
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{Xs X..., %} sistemi lineer bamli oldusundan x, vektorinil<k<n igin diger

vektorlerin bir lineer toplamgeklinde yazmak muamkunddr.
Genellgi bozmadank = n alip, X, = A, x + A, %, +...+ A _,%_, yazalim.

KX)o (X X)e - (X X

detGr (% %, ,--- =
e r(xl X2 )% )_ <Xn—1’xl>(C <)§1_1’ X2>(C <)$,_1) )S>(C

XX (X X%)e - (O Xe
(X, X (X, %)
- (Xo-10 X (X1 %e

AX Hot A X XD o (A LA A% 1, X
(X %) ¢ (X %)
(X000 X (X1 X

A Xe Tt ALK X e ALK e+ AL 1 Qe

Cunkd matrisin son satiri @hr satirlarin bir lineer toplamidir. Dolayisi ile

{X, X..., %} sistemi lineer baml iken detGr (x ,X, ,....x, )= Celde edilir.

2) m> n olsun.

i) n-boyutlu uzaydan den daha buylk sayidan tane vektér oldgundan

{X, %,..., %} vektorleri lineer bgimhdir. O halde, en azindan bir # 0 igin,

AKX EAX A LA X T AL X AL

R SV VR
XT /11- )S /11- )(2 e AT )s—l /11— )$+l e /11- %’I

A _ _ L : :
_)I__’u"' k=12,..r-1r+ 1,..mmile gosterelim. Bu takdirde,

T

Xr =:ulX1+:uZX2+"'+:ur—l)$—l+:ur+1)$+ 1+ "'+:um )&
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elde edilir. x. asagidaki determinantta yerine yazilirga satir dger satirlarin bir lineer

toplami olacgindan,

X X)e - (X %o
X X)e  Xeas Xode
detGr (¢ . % X F (% e o (X %) |=
X Xe o Kns Xode

X X (Koo X
olur.

i) m> n durumda keyfim tane vektdr her kalda lineer bgimhdir. Yani,

keyfi {x, X,..., X,} vektorleri i¢in,

detGr (x, ,%, ,....%, = C
dir.

3) m< n olsun.

{X, %..., %,} vektorleri ile Uretilen alt uzayw O C" ile gosterelim. W, (X, ). i¢
carpimina gore bir lniter uzaydiboyW= k olsun. Onerme 1.9.14. e gore W (=~

olacaksekilde F :C" — C" Uniter dongim vardir. Yani,
(X Wedw = CF(), F(W) e ) e
dir.

X X0e - (X %)e
detGr (X ,% ,...%, F
Ky K)o o Xy X

(FOO,FOD)e o (FOQ), FOG e

(FOG) FOe o (F (%) FOGDe
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oldugu gorulur Boylece,
detGr (X, , %, ,....x, = deGr € & )F & ),...F &
elde edilir.Simdi ispata gecelim.

)] m-boyutlu uzaydam tane noktanin Gram Determinantl’ nin sifir veya

pozitif oldusu m = n durumunda gosterilrsti. Buna goredetGr (X, ,X, ,....%, = (dir.

i) (=): detGr (X, ,%, ,....x, )= Colsun.{x, X,..., X} sisteminin lineer bamli

oldugunu gosterelim.

Farz edelim{x, X,..., x,} sistemi lineer b@msiz olsun. Bu durumda yukarida
verildigi gibi, {X, X,..., .} vektorleri ile Uretilen alt uzay OC" olmak tzere, Onerme
1.9.14. e goreF L 3C™ olacak sekilde bir F :C" -~ C" Uniter dongim vardir.

{X, %y..., %} sistemi lineer bamsiz ise{ F(x), F(X,),..., F(x,)} sistemi deC™ de lineer

bagimsizdir. Dolayisi ile,
detGr F (¢ ).F (¢ ),-F & ) (
olur. Bunun sonucu olarak da
detGr (X, ,%, ,...%, & (

olur ki bu bir gelgkidir. detGr (x, ,x, ,....x, )= Colarak kabul edilnsti.
Sonug olarak{x, x,,..., .} sistemi lineer bamlidir.

(@) {x X,..., %} sistemi lineer bamli iken detGr (x ,% ,....x, = C oldugu

ispatin 1. maddesinin “ii” kaulundakine benzesekilde gdsterilir.¢
Teorem 2.4.8.
{% X X3 { Vs Voreees ¥t U C" 0lsun. Bu takdirde,

u(n)

{% %0 Xt ~{% Yoo Wb = XX =YL Yo, 1<, 1T, j<m ()
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dir.
Ispat:

U (n)

(=) {% X by {Vo Yoruos Yo D C" iGN {X, %o, X} ~{ % %, Y3 OlsUN.
Bu takdirde,y, = F(x), 1<i<m olacaksekilde F JU (n) vardir. Boylelikle,

Vi Yide =CF(X), F(X De = (X, X)) 1i,j<m
dir.

(O) X Xoeoes Xod s {V2 Yoroows Yo D CTHCIN (6, X ) =CY L Y)en 1<, 1<, j<m

olsun. (X,%X)c =(X,X)¢c, 1<), 1<i,jsm olduundan, (X X)c=(Y Y)c,

1<i,j <m dir.
rank{ %, %,..., .} = g verank{y, ¥,..., ¥,} =  ile gosterelim.
a) r, =1 olsun.
m=1 icin ispat edelim. Bu takdirde,

X #0 dir. (x)" dan,

e =0 We = X =y = [x|=|v] = n#0
elde edilir.

{x} den olgan uzayV, ile, {y} lerden olgan uzayWV, ile gosterelim.

V, de ortonormal tabafie} olsun. Bu tabani ([9], s. 194, Teorem V.8.8.) &gy

tim uzayin tabanina kadar ggetebiliriz. Boylelikle,{e, e,..., €} elde edilir.

V, de ortonormal tabafif} olsun. Bu tabani da ([9], s. 194, Teorem V.8.8.3j0re

tim uzayin tabanina kadar ggetebiliriz. Boylelikle,{ f, f,..., f,} elde edilir.

Bu takdirde,F ¢ F f, 1<i<n olacaksekilde F U (n) vardir.
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X =08

} olacaksekilde &, r, 1C vardir.
. =n.h=1F(e)

(X, X)e =( Y, W de bu gitlikler yerine yazilirsa,
<5lel’ Jlel>(C = <Tl fl’ Z-l f%([: = <T1F(e])’r 1F( e)>(C
o (e @)c =[r{ (F(e), Qe

elde edilir.(g, €). =( K g), H §)). # 0 oldugundan,

[3]=[7|
dir.

‘ :||f||ee: ;SE}: T, —e"ﬂ 93, |d=1,i=v-1
oldugundan,

y,=1,f,=1F(e)=60,Fe)=c Ho,§)=¢ K %
elde edilir.

e0OC ve FOU(N) icin éF OU (n) dir. Dolayisi ile,
y, =FR(x), F,=eFOU(n)

U (n)

dir. Sonug olarak{x} ~{ y dir.
Simdi r, =1 igin m> 2 durumunu ispat edelim.
X, #0 alalim. Dolayisi ilex =Ax, 2<i<m dir.

(% XDe =W We = X =|w = x| =|v] = wn=z0

Tanim 2.4.1. vex)' dan,
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Gr(x,x)=Gr(y, y), 2<i<m

Onerme 2.4.7. derdetGr (x ,% )= 0, 2<i<m dir. Dolayisi iledetGr (y, Y, )= C,
2<i<m dir. Onerme 2.4.7. derdyy, Y} , 2<i<m sistemi de lineer gamlidir. Bu
takdirde,

Y, =HUY, 2<i<m

dir.

X, X)e =Yy Wer 2<ism

(A% %)e =(H Yo Wes 251 <m

A% X)e = H (Y We, 25i<m

(X, X)e =(Y We # 0 oldusundanA = 4, 2<i<m dir.

{X, X..., X,} lerden olyan uzayV, ile, {y, ¥,..., .} lerden olgan uzayiV, ile
gOsterelim.

V, de ortonormal tabafie} olsun. Bu tabani ([9], s. 194, Teorem V.8.8.) &gy

tim uzayin tabanina kadar ggetebiliriz. Boylelikle,{e, e,..., €} elde edilir.

V, de ortonormal tabafif} olsun. Bu tabani da ([9], s. 194, Teorem V.8.8.yj0re

tim uzayin tabanina kadar ggetebiliriz. Boylelikle,{ f, f,,..., f.} elde edilir.

Bu takdirde,F ¢ F f, 1<i<n olacaksekilde F JU(n) vardir.

X =43¢
Y, =1, f,=1,F(e)

} olacaksekilde o, r OC, 1<i<m vardir.

r, =1, m=1 durumundan,

Yy =€F(X)

dir. r, =1, m=1 durumundakir, = £, ssitli gi kullanilarak,
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Y =A% =AT,f,=Ae0F(e) = HAd,0 = Rl Y=¢ R ¥, 2<i<m
elde edilir.

e0C ve FOU(N) icin ¢F OU (n) dir. Dolayisi ile,

Y, =R(%), R=eF0OU(n), 1sism

dir. Sonug olarak{x, X, ..., xn}uf){ Y Yoo, g dir
Eger x, =0 ve bir j, 2< j<m, icin x; =0 ise ispat benzeekilde yapilr.
r, =1 durumu igin ispat bitti.
b) r, =n olsun.

Ispatin “a”sikkinda n =1 icin incelendginden, n> 1 icin inceleyelim.

Bunun i¢in de dncen= n durumunu inceleyelim. Tanim 2.4.1. ve){dan,
Gr(X, %, %)= Gr(Y, Yoo ¥ .

dir. {X, X,..., X} sistemi lineer baamsiz oldgundan, Onerme 2.4.7. ye gore,
detGr (X ,%, ,....5, & (

dir. Dolayisi ile,detGr (y, .Y, ,....y, }* Cdir. Onerme 2.4.7. de#y, V..., ¥,} sistemi de

lineer b&imsizdir.

X1 X X X
Xy Xop o .
X=|"# 7% | X = % | 1<i<n olacaksekilde tanimlayalim.
Xa X2 oo Xin X
Yii Y2 o Yn Yii
y=|Ya Yz - Ya Y= Ya , 1<i <n olacaksekilde tanimlayalim.

ynl yn2 e ynn yni
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detGr (X, ,%, ,....x, = deGr § Y, ,...y, # oldusundan ve Sonug 2.4.6. dan,
2 2
|detX|” =| dety]" # (
dir. Bu takdirde,

B=YX™

olacak sekilde BOOM (nxn,C) matrisi mevcuttur. Burada=BX yazilabilir. Onerme

2.4.4. den,
XTX = Gr(%, %, %)= Gr(Ys Yoo Y F Y'Y
dir. Y=BX den,
X"X =YTY=(BX)"(BX)=X"B'BX
detX # 0 oldugundan (XT)™ ve (X)™ mevcuttur. X" X = X"B"BX esitli ginin her
iki tarafi soldan(X™)™ ve s&dan (X)™ ile carpilirsa,
(XT)HXTX)X) ™= (X HXTBTBX)(X) ™
esitli ginden,
B'B=|
elde edilir. Dolayisi ileBJU (n) dir.
Y =BX oldugundan,
Iv. ¥, - wl=Blx % .. x|=[Bx Bx .. Bj
elde edilir. Dolayist ile,
y,=Bx, 1<i<n, BOU(n)
dir. Bununla “b” durumu igin teoremin ispati bitti.

C) Simdi r, =n kabuld icinm> n durumunu inceleyelim. Bu takdirde,
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(X X es X Xz %o}
(Yo Yoreos Yoo Yoots oo Yo}
olur. Burada lineer @amsizn tane vektorden oban sistemix, X, ..., X} olarak segelim.
Tanim 2.4.1. vex)’ dan,
Gr(X, %, %)= Gr(%, ¥, ¥ .
dir. Onerme 2.4.7. den,
detGr (X ,%, ,....5, & (

dir. Dolayisi iledetGr (y, ,Y, ,....y, ¥ Cdir. Onerme 2.4.7. defy, Y,..., ¥,} Sistemi de

lineer b&imsizdir.

Tanim 2.4.1. vex)' dan,

Gr(x, %, ... %, X)=Gr(y, % ,...¥,y, n+lsi<sm
dir. Onerme 2.4.7. den,

detGr (X, , %, ,....%, X F ( n+l<i<m

dir. Dolayisi ile detGr(y,,Y,,...Y, ;¥ F ¢ n+l<i<m dir. Onerme 2.4.7. den,
n+l<i<m olmak uzere, {X, X,..., %, X} sistemi lineer bamli oldusundan

{Yy Yor--rr Vs Y} sistemi de lineer @amhdir. Dolayisi ile,

r,=n

dir.

Xy X

X = , x =| 2|, 1<i <n olacaksekilde tanimlayalim

Xo Kz - X X
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Yo Y2 - Yn Y
y=|Ya Y= o Ya| y, = Ya | 1<i<n olacaksekilde tanimlayalim.
ynl yn2 ynn yni

Ispatin “b”sikkindan,B = YX™, BOU (n) olacaksekilde BOOM . matrisi vardir.

Xi X e X ) (%) (% %¥e) (¥ Ye
X

X21 X22 Xz — <X21)|(>(c — ()/2, V)C ZYTY n+l<i<m

Xu X2 oo Xn) (%) W% ) W Ve
X% =Yy =BX)"y=X"B"y, n+l<ism
detX # 0 oldugundan(X™)™ vardir.
XNH)HXTx)==(XT)*X™BTy, n+l<ism
x =By, n+l<ism
y, =BXx, n+l<ism
y,=Bx, n+l<ism, BOU(n)

Sonug olarak,

Y :B)ﬁ, 1<i<m, BDU(n)

elde edilir. Dolayist ile,

U (n)

{% X %} ~{ % %o W
dir. r, =n durumu igin ispat bitti.
d) r, <n olsun.

r, =k <n durumunu inceleyelim.
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Bu durumda lineer gamsizk vektori{x, X,..., x} olarak secelim. Tanim 2.4.1. ve

() dan,
Gr (X, Xpr e % )= GF(Y, Yoo Yo
dir. Onerme 2.4.7. den,
detGr (X, , %, ,....% & (

dir. Dolayisi ile,detGr (y, ,Y, ,....y, }* Cdir. Onerme 2.4.7. de#y, Y,,..., ¥} sistemi de

lineer b&imsizdir. Bununla birlikte, Tanim 2.4.1. ve){ dan,
Gr(x, %, ... %, X)=Gr(y,%,...Y , ¥, k+lsism
dir. Onerme 2.4.7. den,
detGr (X, , % ,....% X F ( k+1l<i<sm

dir. Dolayisi ile, detGr(y,,Y,,...% ;¥ F ( k+1l<i<m dir. Onerme 2.4.7. den,
k+l<i<m olmak uzere, {X, X,..., %, X} sistemi lineer bamli oldusundan

{Ys Yoo Yo Y} sistemi de lineer @amhidir. Dolayisi ile,

r, =k
dir.

{X, X%,..., x,} lerden olgan uzayV, ile, {y, Y,..., ¥,} lerden olgan uzayV, ile
gosterelim.

V, de ortonormal tabafe, e,..., €} olsun. Bu tabani ([9], s. 194, Teorem V.8.8.)' e
gore tim uzayin tabanina kadar gesebiliriz. Boylelikle {e, e,..., €, €.,,..., g} elde
edilir.

V, de ortonormal tabaff, f,..., f,} olsun. Bu tabani ([9], s. 194, Teorem V.8.8.)

e gore tim uzayin tabanina kadar getebiliriz. Boylelikle { f, f,,..., f, f,,,,...,f,} elde

edilir.
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Onerme 1.9.14. tenk,(V,) =C* olacaksekilde F, 00U (n) ve Fz(\/y):(Ck olacak

sekilde F, U (n) vardir.

Bu durumda,

TR0, B0, F(X%,), F(&. ), F(&)}

{FLY), FLYD s F(Yn)s B B ), ()}
sistemleri icin,

(RO ROODe =0 ey (Ve =(R(Y) By De, 1<i,j<m
oldugundan,

(F(%), R(X De =(R(Y), B(Y D, 1<i,j<m
ve

(F(%), F(e)c =(X,©),=0,1<i<m, k+1< j<n

(F(¥), B, e =(¥, )¢ =0, 1<i<m, k+1< j<n
elde edilir.

Bu takdirde, ispatin “b” ve “c8iklarindan,
F(F(%)=F,(y), 1l<ism

olacaksekilde F, OU (k) vardir. C" =C* O (C*)" oldugundan, keyfizOC",

Z z) (0
0
z= Aol & + , 2,UC, 1Isu<n
Zk+1 O Z(+1
Za\ 0 74

dir.
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Z 0

: 0 . L
%= Ock, =z O(C*)" gosterilirse,z= z + z diir.
0 Zn
0 z,

I%:C” ~ C" doéniimini I53(z) = |53(i+ z)= E( 2+ zolarak tammlayahm.l%,

F, OU (K) nin tumC" uzayina geglemesidir.

Keyfi u,vOC" igin,

(Fy(U), Fu(W)e = (R (U + U), R(V+ V)., U,V OCK, U,V O(CY)°
= (Fy(U) + U, (V) + V),
=(Fy(U), Ry(V))e +(Fy(U), V) +(U, (V) +( U+ V),

F,(u)OC* ve v O(C*)” oldusundan (F,(u),v). =0, u O(C*)"” ve F,(v)OC*

oldugundan d&u’, F,(v)). =0 dir. Buradan da,
=(F(U), Fy(V))e (U + V) (i)
dar.
U,V =((u+u),(V+ V), u,vOCk, u,v O(C")
={U, V) +(U, V) (U, Ve + (U Vg

u 0C* ve v O(C*)" oldusundan(u,v). =0, u 0(C*)” ve v OC* oldugundan

da(u’,v). =0 dir. Buradan da,
= (U, V) +{(U + V), (i)

dar. (i) ve (i )’ den,
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(Fa(U), Fy(W)e = (U,
elde edilir. Dolayisi iIe,IE3 (JU (n) dir. Buradan,
Yi = (Fz_l |E3 F)(%),1<is<m

y =F(x), F=F,'F,F,0U(n), 1<i<m

dir. Sonug olarak,

U (n)

{% X %} ~{ % %o W
dir. r, =k <n durumu icin de ispat bitt
Teorem 2.4.9.

T={(X, %) <k 1< j k< n} sistemi x,x,...,%, €C" vektorlerinin U (n)

invaryantlarinin bir minimal tam sistemidir.

Ispat: T nin her bir uygun alt kimesip<q olmak {izere ¥ p q< m igin
T,=T-{(x, %) sisteminin bir altkimesinin i¢inde barindinligimdi T, in U(n)

invaryantlarinin bir tam sistemi olmaani gosterelim:

Ik olarak farz edelim kip = g olsun.
(%, %oy X 3 { Yy Yoreeer Y} € C" sistemlerini alalim.

Burada, KX j<m vei=+/-1 icin,

g" 0

0 - .
Xo =% = X =| |=0,]=p, ]=q

0 0

ve
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g’ 0

0 ¥ o] - . .
Yo=| |'Ye=| |'Y,=| |=0,i=p,]j=q

0 0 0

olsun. Bu takdirde,] <k ve (j,k) = (p,q) icin,

<Xj’)§<>c:<Yj1X>C:0

U (n)

dir. Fakat bu gtliklerden{x, X,..., X.} ~{ % ¥%.... ¥4 oldugu cikmiyor. Clnk,
1:<Xp’xq>(C I<yp! yq>(C = O

oldugundan {x, X,..., .} ve {V, Y»..., ¥} SistemlerU (n)-denkdegildir. Bu da T, in

U (n) invaryantlarinin bir tam sistemi olmaahi gosterir.

Ikinci olarak farz edelimp = g olsun.
{% Xy X33 { Vo Vireeer ¥} € C" sistemlerini alalhm.

Burada, K j <m vei=+/-1 icin,

¢ 0
0 PO
X, = , X =| |=0,]=p
0 0
ve
i0
el 0
0 —
Yo=|0[,y;=| [=0.]=p
0
0

olsun. Bu takdirde,j <k ve (j,k)= (p, p) icin,

<Xj')§<>nc:<yj’3§>nc:o
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U (n)

dir. Fakat bu gtliklerden{x, X,..., .} ~{ % ¥%..., ¥4 oldugu ¢ikmiyor. Cuinkd,
1:<Xp’xp>C I<yp1 yp><C = 2

oldugundan {x, X,..., X,} ve {Y, Y,..., ¥} SistemlerU (n)-denkdegildir. Bu da T, in

U (n) invaryantlarinin bir tam sistemi olmaahi gosterir.¢

2.5.n-boyutlu Uniter Uzayinda Nokta Sistemlerininlz(C") invaryantlari Tam
Sistemi

Onerme 2.5.1.
{X Xy X35 { Vs Voreers ¥t O C" 0Isun. Bu takdirde,

1z(C") ReU (n)

e Xab =¥ Wb = I X X = X ~ Y™ Yo Y™ Y
dir.
Ispat:
1z(C")
(=) {%-u%t ~{ Y- Yt olsun.
Bu takdirde,y, = F(x), 1<i<m olacaksekilde F O1z(C") vardir.

Onerme 1.5.9. daki : C" - R*" donumini kullanarak,
H(y,)=H(F(x)), 1<si<sm
elde edilir. Buradan,
H(y,) = H(F(HH)(X)), 1<i<m
H(y,) = HFH(H(X)), 1<i<m

elde edilir. Teorem 1.7.18. daaFH " O1z(R*") dir.
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Dolayist ile {H(%),..., H(%.)} , {H( YD), H(¥,)} O R* icin,
H(y,) = HFH(H(x)), 1<i<m

olacaksekilde HFH ™ O 1z(R*") vardir. Buradan,

1Z(R2™)

{H(), - HOGY ~ {H W, HOYR)

dir.

([14), s. 84, Teorem 22)’ defiH(X),..., H(x,)} IZ(E{izn){ H W,.... Hy)} ise

o(2n

TH(X) = HOX v HOX ) = HOGY L H W = H Yoo H o) — H W)

dir. Onerme 1.5.9. dahl : C" — R*" donisiimii R —izomorfizme oldugundan,

CH( = %0 H = X0} ~ T H Y= Yoo H Yoam W)

elde edilir. Buradan,
H(y, = ¥) = A(H(X - %)), 1sism-1

olacaksekilde A 0O(2n) vardir. Eitligin her iki tarafinaH " ile soldan bilgke islemi

uygulanirsa,
HP(H(Y, = %)) = H(A(H(X - %)), 1sism-1
HP(H(Y, = ¥)) = H(A(HHT)(H(x - %)), 1<ism-1
Y=Y, =(H*AH)(%x- %),1<i<m-1
elde edilir. H*A'H = A olarak saretleyelim. BuradamA = HAH™ elde edilir.
Teorem 1.6.6. danA = HAH™ 0 O(2n) olmak lizereACI ReU (n) dir.

AOReU (n)vey -y, = Ax— %), 1<i<m-1oldusundan,
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ReU (n)

(X=X Xs = X ~ I~ Yoo Y™ YA
dir.

ReU (n)

(O ) {X = Xpees X1 = X3~ { Y= Yur-» Y1~ V4 Olsun. Bu takdirde,
Y-y, = Ax- %), 1sism-1
olacaksekilde ACJReU (n) vardir.
Onerme 1.5.9. dakH : C" — R*" donisumii igin,
H(Y, = ¥n) = H(AX = %)), 1sism-1
elde edilir. Buradan da,
H(Y = ¥n) = HIAHTH) (% - %)), 1<i<sm-1
H(Y; = ¥m) = HAHT(H(% = X)), 1<i<m-1
elde edilir. Teorem 1.6.6. daAJReU (n) icin HAH™ 0 O(2n) dir.

Dolayisti ile, {H(X = X),..., H(X., = )}, {H(Y, = ¥.),s H(Y,,— ¥)} O R*

sistemleri icinH(y, -y, ) = HAH™(H(x - x)), 1<i <m-1 oldusundan,

0O(2n)

{H(X =%y HX = X} ~{H %= Yoo H Yor— W)

dir. Onerme 1.5.9. dahl : C" — R*" donisuimii R —izomorfizme oldugundan,

TH(X) = HOX Do HOG ) = HOGY L H Y = H Yo H Ya) = H W)
elde edilir.

([14], s. 84, Teorem 22)’ den,

1Z(R2"

THO e HOOY = TH W HOYO)
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dir. Bu takdirde,
H(y)=F (H(x)),1l<i<m

olacaksekilde F O1z(R?*") vardir. Eitli gin her iki tarafinaH " ile soldan bilgke islemi

uygulanirsa,
H(H(y)) = H(F (H(x))), 1<i<m
H7(H(y)) = H(F (HH™)(H(x))), 1<i<m
y, =(H'FH)(x), 1<i<m
elde edilir. H'F H = F olarak jaretleyelim. BuradarF = HFH ™ elde edilir.

Teorem 1.7.18. defR =HFH " OI1z(R™) ise F O1z(C") dir.

Dolayist ile, {x,..., .}, {Yu.... ¥} O C" sistemleri igciny, = F(x), 1<i<m

olacaksekilde F O 1z(C") vardir. Bu takdirde,

Iz(C™)

X Xd ~{ Yoo i
dir. ¢

Onerme 2.5.2.

{% Xy X35 { Vs Voreeer ¥} O C" 0lsun. Bu takdirde,

ReU (n)

(%%t ~{ Y% W = RelX, X))} =Re{(y, y)},i<], 1<i,j<m
dir.
Ispat:

ReU (n)

(=) % %Xt {Yy Voroos Yo} O C" olmak Uzere,{X,..., .} ~ { ¥rr Vi
olsun. Bu takdirdey, = A(x), 1<i <m olacaksekilde ALJReU (n) vardir. Buradan da,
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Re{(x, %)} =Re{( A X), A X))} =Re{{ ¥ ¥ ,1<i,j<m
oldugu elde edilir.
(O): {x Xpeees %35 { Yo Yoroees Yt O C" 0lmMak tizere,

Re{(x,%)c}=Re{(y, ¥)c},i<]j, 1=i,j<m

olsun.{x, X )c =(X%, X)¢, i <], 1<i,j <m oldugundan,
Re{(x, %)} =Re{(y, ¥)}, 1<i,jsm
dir.
&, +ib ¢ +id,
Keyfi z,zOC" icin z =| .. |,z =| .. alahm. Bu takdirde,

a, +ib, c, +id,

Re{(z,2)c}= gG+..+ g+ ba+..+ by

dir. Onerme 1.5.9. daki : C" - R*" donitimii igin,

& G
a, C,
H(z)= , H(z,) =
g T g,
b, d,
dir. Buradan,

(H(2), H(Z))z = ag+..+ g g+ ba+..+ by

dir. Buradan da,

Re{(z,z).}=(H 2), H 2));

esitli gi elde edilir. Bu sonugtan yararlanilarak,
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Re{(X, X )} =(H(X), H(X))p, 1<i,j<m
elde edilir. Dolayist ile,
Re{(Y, ¥))c} = (H(Y), H(Y))z, 1<i,j <m

dir. Re{(x, %)} =Re{(y, ¥)c}, 1<i,j <m oldugundan,

(H(%), H(X e =(H(Y), H(Y D, 1<i,j <sm
dir.

([14], s. 78, Teorem 18)' derH (x ), H(x ))r =(H(Y), H(Y ), 1<i,j <m ise,

CHO oo HOG)E =T H W HOY)

dir. Dolayisl ile,H(y,) = A(H(x%)), 1<i <m olacaksekilde A 0O(2n) vardir. Kitli gin

her iki tarafina soldam * ile bileske islemi uygulanirsa,
HE(H(y,)) = HY(A(H(0), 1<i<m
H7(H(y)) = H(A(HHT)(H(X)), 1<i<m
Yy =(H"AH)(x), 1<i<m
elde edilir. H*A'H = A olarak saretleyelim. BuradamA = HAH™ elde edilir.

Teorem 1.6.6. danA =HAH™'OO(2n) ise AOReU (n) dir. AOReU (n) ve

y, = A(X), 1<i<m oldugundan,

ReU (n)

X Xd =~ { Ve Vi
dir. ¢

Sonug 2.5.3.

{% Xy X 3o { Vs Voreees ¥} O C" 0lsun. Bu takdirde,
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1z(C")

{0 X ~{ Y Yt = Re{(X =X X = X0 =Re{l(y = ¥ ¥— Wt

i<j,1l<i,jsm-1
dir.
Ispat: {X, X--e, %} s {Vp Vorees ¥} O C" igin Onerme 2.5.1. den,

Iz(C" ReU (n)

{X-s X0} ~){y1---, Yoo X X X YT Ve Yo YA

dir. Onerme 2.5.2. den,

ReU (n)

(= Xy X = X ~ %™ Yo Y™ Y =
Re{(X =%, X = Xt =Re{( Y= Y ¥ Wb, i<, 1<i,jsm-1
dir. ¢

Teorem 2.5.4.
1ZT ={Re{(X — X, % — X)o' I< k1< | k< m-1 sistemix, x,,...,%, € C"
vektoérlerinin 1z(C") invaryantlarinin bir minimal tam sistemidir.

Ispat: 1zT nin her bir uygun alt kiimesip < q olmak tzerel< p,q< m—1 icin

12T, = 1zZT—{Re{( %, — %, %— X%)J} sisteminin bir altkimesinin icinde barindirilir.

Simdi 1zT, in 1z(C") invaryantlarinin bir tam sistemi olmgthi gosterelim:
IIk olarak farz edelimp = g olsun.

{X) Xy %} VE{ Yy Vipoers Y} € C" sistemlerini alahm.

Burada,l< j<m-1vei=+/-1 icin,
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0
g’ 0 0
0 e" o - . .
Xp =% = Xn = 0 , = |=0,]=p, =0
0 0
0
ve
0
i0 O
i0 O O
e )
0 g’ o - . .
Y, = v Yq=| 01|, Yu= 0 Y, = |=0,]=p,]=q
0 0
0
0

olsun. Bu takdirdel< j,k <m-—1olmak tzere,j <k ve (j,k)=(p,q) icin,

Re{(x; — %, X — X} =Re{( V= ¥ %— Yoo} =1

1z(C™)

dir. Fakat bu gtlikler {x, X,.... X.} ~{ % ¥%..., Y} oldugunu gostermez. Cunki,
2=Re{x, = %, = X} = Re{( Vo= Vi Yo Wik} =1

oldugundan{x, x,..., %.} ve{y, Y»-.., ¥} Sistemlerlz(C") -denkdegildir. Bu da IzT, in

Iz(C") invaryantlarinin bir tam sistemi olmgah gdsterir.

Ikinci olarak farz edelimp = g olsun.
{Xy Xy %} VE{Yy Vor-ny Y} S C" sistemlerini alalim.

Burada,l< j<m-1vei=+/-1 icin,
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0
e’ 0 0
0 e’ o| -
0 WO L el Y E et O I
0 0
0
ve
. 0
ele
1 0 0
e’ o - .
yp: O |ym: O |yJ::O|J¢p
0

olsun. Bu takdirdel< j,k <m-—1olmak tzere ,j <k ve (j,k) = (p, p) icin,

Re{(x; — %, X — X} =Re{( V= ¥ %— Yoo} =1

1z(C™)

dir. Fakat bu gtlikler {x, X,.... X.,} ~{ % ¥%..., Y3 oldugu ¢cikmiyor. Clnkd,
2= Re{(xp — X X, — X = Ref( Yoo Yo Yo Vet =3

oldugundan{x, x,..., %.} ve{y, Y»-.., ¥} Sistemlerlz(C") -denkdegildir. Bu da IzT, in

Iz(C") invaryantlarinin bir tam sistemi olmathi gosterire

2.6. Bir Boyutlu Uniter Uzayinda Uggenlerin Taminvaryant Sistemleri

Onerme 2.6.1.

{x, x} CC igin |x] #0 ve|x,||# 0 olsun.
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U@):CxC hareketi, y(g,(x,%))=(9%, 9%), VgeU(1), Vx,x,€C olacak

sekilde gx , i =1,2 iki kompleks sayinin ¢arpimi olsun.
Fi (3 %) = (% X)c
F (%0 %) = (6, %)c
Fa(% %) = (%= %, %= X

(X %)¢
Il

fa (%, %) =

olarak tanimlayalim. Bu takdirdd,f, f, f} sistemiU (1)-invaryant fonksiyonlarin bir
tam sistemidir. Fakat{ f, f,, f} sistemiU (1)-invaryant fonksiyonlarin bir tam sistemi
degildir.

Ispat: {x, x} , {y, y} CC sistemlerini alalim.

a) G AER QA AN ACH HERACAARRACTAER ACA'A)

olsun.{x, x?}um(l{) y, % midir?

X %) (o Yole
Pllbe] il val

<X1' X1><c = < Y y1><c’ <X2’ X2><c = < Yo Y2>nc

olsun. Buradan,

(X %) = (Yo Yol

elde edilir. Dolayist ile,

(X X)e = (Yo Wer (% %) = (Vs Yodoo (X %)e = (Yor Yol
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uQ@)

dir. Teorem 2.4.8. e gorex, X} ~{ y, % dir. Yani, {f, f, f} sistemiU(1)-invaryant

fonksiyonlarin bir tam sistemidir.

Dolayisi ile, Teorem 1.11.1. dekif, f,, f} sisteminin benzeri Uniter uzayda da
dogrudur.

b) £, %) = (Y Vo), 00, %) = T,y Vo), fo(xL %) = f5(yy V)

olsun.{x, x?}um(l{) y, % midir?

(X X)e = (Yo Wer (% %)e = (Yo Yodoo (=% %= X)e =( Y%= % %o We

ve

06 =% % = X)e = (% Xe (% e —2Re{ %, %}

o= Yoo Yoo We = (Yo We +{ % Y —2Re{ ¥ Ye}
oldugundan,

Re{(x., %)c} =Re{(y, Y)c}
elde edilir. Fakat{x,, X,). = (¥, Y,)c 0lmadgina érnek verelim:

{x=1, x,=1%,{y,=1 y,=—1 sistemlerini alalim.

06 %) = fi(Ye ¥2) =1 £,060,6) = T(¥0 ¥2) =1, 506, 0) = (Y ¥2) =2
dir. Simdi gosterelim ki bu sistemldy (1) -denkdegildirler:

1=(a+ib)l

icin a=1, b=0 ve
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- = (@ +ib)i

icin a=-1, b=0 oldugundan,

y, =(a+ibx, 1<i<2

olacak sekilde a+ibOU(1) olmadgindan {x, x} ve {y, Yy} sistemleri U(1)-denk
degildir. Buradan {f, f, f} sistemi U(1)-invaryant fonksiyonlarin bir tam sistemi
degildir.

Dolayisi ile Oklid uzayindaki Teorem 1.11.1. innkeri Uniter uzayda dpu
degildir.

Not 2.6.2.

Onerme 2.6.1. e gordx, x} ve {y, y} vektor sistemleri igin, iki boyutlu reel

vektdr uzayindaki Kenar Agi Kenasigik bagintisinin benzeri bir boyutlu Gniter uzayda
dogru iken iki boyutlu reel vektér uzayindaki Kenar iég Kenar gtlik bagintisinin

benzeri bir boyutlu Uniter uzaydagta degildir.



3.iIRDELEME

Tezde,n-boyutlu kompleks vektdr uzayindaki problemleriregmi icin 2-boyutlu
reel vektor uzayina lauruldu. Boylelikle, n-boyutlu kompleks vektér uzayindaki keyfi

F kompleks lineer doniimin determinanti ile bu dogiime dgal izomorfizma

donisiimin uygulanmasi yoluyla elde edilen-Boyutlu reel vektér uzayindalé  lineer
donistimiin determinanti arasm{iiaeth = defF ssitli gi bulundu. Boylelikle, h-boyutlu

kompleks vektér uzayindaki problemlerin ¢6zUmi i@mboyutlu reel vektér uzayina
basvuru” yaklagimina bir katki sglanmsg oldu. Ayrica, n-boyutlu kompleks vektor
uzayindaki keyfi izometrinin, o6teleme ve [4] dentalanan reel Uniter dogiimlerin
bileskesi seklinde tek turlu ifade edilg@i, 2n-boyutlu reel vektor uzayindaki keyfi
izometrinin 6teleme ve ortogonal dafinlerin bilekesi seklinde oldgu sonucundan
yararlanilarak gosterildi. Burada beklemtiboyutlu keyfi izometrinin, 8-boyutlu reel
vektdr uzayindakine benzer olarak oOteleme ve urdi@ngimlerin bileskesi seklinde
olaca idi. 2n-boyutlu reel vektdr uzayindaki ortogonal grubaeg@iokta sistemlerinin
denklik probleminin ¢éziminden yararlanilarakboyutlu kompleks vektdr uzayindaki
nokta sistemlerinin izometri grubuna goére denkliolgemi ¢6zildi. Benzer yalgian,
yani kompleks vektor uzayini incelemek igin reektée uzayina bgvuru [6, 11, 12]
calismalarinda da uygulangtir.

[9] dan alinan, bu tezde Teorem 1.48klinde verilen teoremdeki Uniterlgartlari,
C" den kendisine tanimlanan keyfi dgdinin kompleks lineer olgu kabuliinden yola
cikilarak ifade ve ispat edilgtir. Teorem 2.2.1. de ise Teorem 1.4.9. dan favldrak,

keyfi Uniter dongimun kompleks lineer olgu ispatlandi. Ayrica, reel Uniter ve [4] de

C" den kendisine tanimlanan keyfi dgiaintn Gniter olmasi ile ilgili minimakartlar
belirlenmg oldu.

n-boyutlu kompleks vektor uzayinda sonlu sayida miktaolgan nokta ailelerinin
Uniter ve izometri gruplarina gore nokta invaryantiin tam sistemleri bulundu. Bu tam
sistemlerin minimal tam sistemler olglu gosterildi. Kompleks vektér uzaylarda benzer
calismalarda, nokta sistemleri iciBU(2)-denklik probleminin ¢6zimu [23] deSU(2) -

grubu icgin grilerin sonlu ailesinin invaryantlarinin incelenmflb]’ de verilmistir.
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Teorem 1.11.1. de reel vektor uzayinda ucgenlerverilen Kenar Kenar Kenar,
Kenar Agl Kenar ve Agl Kenar Acisidik bagintilarinin d@rulugu invaryant teorisi
yontemleri kullanilarak cebirsel gosterildi. Onergh6.1. de tiggenler icin verilen bu Kenar
Aci Kenar gitlik bagintisi benzerinin Uniter uzayindago oldusu, Kenar Kenar Kenar
esitlik bagintisi benzerinin ise Uniter uzayinda gdo olmadgl yine invaryant teori
yontemleri kullanilarak cebirsel gosterildi. Bekiielen farkli olarakn-boyutlu kompleks
vektor uzayindaki keyfi izometrinin, 6teleme ve Ird@iter dongumlerin bilgkesi
seklinde ifade edilmesi ve Onerme 2.6.1. de eldderdsonuclar @-boyutlu Oklid
uzayindaki hegeyin benzerinim-boyutlu Gniter uzayinda @ou olmadgini gosterdi.

Fizik alanindaki cajmalarda da uniter uzay)(n) ve SU(n don&im gruplari
onemlidir. Ozellikle parcaciklar teorisinin ggirilmesinde [2, 3, 30]U(n) ve SU(n
donisim gruplar ¢cok 6nemli bir yere sahiptirler. Buraubirlikte, kuantum teorisi ile ilgili
calismalarda [5, 19, 34], nukleer enerji konusundakisgahda [7], Uniter uzayindan ve
Uniter dongumlerden yararlanilngtir. Ayrica [28, 29] da fiziksel kavramlari ggilirmek

icin Uniter yapinin kullaniimasi teorik fizik ickonunun énemini gostermektedir.



4. SONUCLAR

Tezde elde edilen temel sonuclagag@daki sekilde siralayabiliriz.

1) Keyfi FOM(C",C) ve H:C" -~ R*, R-izomorfizme olmak (izere
F =HFH™ icin,

|detF|" = defF
dar. (Teorem 2.1.1.)

2) A:C" - C" donsumi icin  gagidaki ©6nermeler karlikli  olarak
esdeserdir.

i) Ox, yOC" igin < A(X), A(Y) >.=< X y>.

i) OxOC" icin | A(X)|| =||%| ve A, C-lineerdir.

i) Ox, yOC" icin Re{< A(x),A(y)>.} = Rd< x,y>.} ve A, C~lineerdir.
iv) Ox, yOC" igin Im{< A(X), AY) >.} =Im{< % y>.} ve A, C~lineerdir.

(Teorem 2.2.1.)

3) Keyfi F:C" - C" izometri, 6teleme ve reel Uniter dgfitnlerin bilegkesi
seklinde vyazilabilir. Yani, keyfi FOI1z(C") ve keyfi xOC" igin, F(X)=gx+ b
seklindedir, buradag € ReU (n) ve bOC" dir. Bu yazilim tek tirltdir. ( Teorem 2.3.1)

4) (% X s Vi Yoo Yo} O C" iGin,

Do X LYoo Y = )0 =Y, Y)e, i<, 1si,j=m
oldugu gdsterilmgtir. ( Teorem 2.4.8.)

5) T={(% X)c: i<} 1<i,j<m} sistemi x,x,...,x,0C" vektorlerinin
U (n) invaryantlarinin bir minimal tam sistemidir. ( TTem 2.4.9.)

6) {X Xpoees %34 {Yp Yoroos Y} O C" i,

I1z(C")

{3 Xb ~{ Ve Yt = Re{(X =X, X = X0 =Re{lCy = ¥ ¥ Wt

i<j,1<i,jsm-1
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oldugu gosterilmgtir. ( Sonug 2.5.3.)
7) 1ZT ={Re{(x— %, x— x)J}: i< j1<jj<m-1
sistemix, X,, ..., %, JC" vektorlerinin 1z(C") invaryantlarinin bir minimal tam sistemidir.

(Teorem 2.5.4.)



5. ONERILER

Uniter geometrinin gedimi icin asagidaki problemlerin ¢ozilmesi oldukga énemlidir:

1) n-boyutlu kompleks vektor uzayindaki yapilar ile-Royutlu reel vektor
uzayindaki yapilar arasinda Teorem 2.1.1. de goidgibi baka ba&lantilarin varlginin
incelenmesi.

2) Bu tezde, Oklid uzayinda tggenler icin verilen Kedgi Kenar gitlik
teoreminin benzerinin Uniter uzayindagdo oldusu, Kenar Kenar Kenar teoreminin
benzerinin Uniter uzayinda g olmadgl gosterildi. Benzer inceleme ile, elemanter
geometride (Oklid geometrisinde) tiggenler, dortgemkn-genler igin verilen teoremlerin
Uniter uzayindaki benzerlerinin hangilerinin go, hangilerinin yang oldusunun
bulunmasi.

3) Oklid geometrisinde noktalar ve glmlardan olgan sistemlerin denklik
problemi benzerinin Uniter geometri igin incelenimes

4) Uniter uzaylarda gilerin minimal tam invaryantlar sisteminin bulunsna
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