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OZET

GENELLESTIRILMIS TUTAN BARIYERLI YARI-MARKOV RASGELE
YURUYUS SURECININ ASIMPTOTIK YONTEMLERLE INCELENMESI

Ali Akbar FATTAHPOUR MARANDI

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danismanlar : Prof. Dr. Thsan UNVER ve Prof. Dr. Tahir KHANIYEV
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Bu calismada, “Genellestirilmis Tutan Bariyerli Yari-Markov Rasgele Yiiriyiis
Siirecinin Asimptotik Yéntemlerle incelenmesi” konusu ele alinmistir. Bu siireg igin genel
bir giris yapildiktan sonra ele alinan siire¢ matematiksel olarak insa edilmis ve bu siirecin
bazi genel kosullar altinda ergodik oldugu gosterilmistir.

Bunun yam sira, siirecin ergodik dagilim fonksiyonu, ergodik karakteristik
fonksiyonu ve ergodik dagilimin momentleri Sy, smir fonksiyonelinin karakteristikleri
yardimi ile ifade edilmistir.

Calismanin diger boliimlerinde, siirecin ergodik dagilimin momentlerinin asikar sekli
ve ilk dort momenti i¢in asimptotik agilimlar elde edilmistir.

Daha sonra, siirecin ergodik dagilimi i¢in zayif yakinsama teoremi ispat edilmis ve
limit dagiliminin asikar sekli bulunmustur.

Ayrica, siirecin sinir fonksiyonellerinin momentleri i¢in asimptotik sonuglar elde
edilmistir. Son olarak, 6zel durumlar i¢in zayif yakinsama teoremi ve siirecin ergodik

dagiliminin momentleri i¢in asimptotik a¢ilimlar verilmistir.

Anahtar kelimeler: Yari-Markov rasgele yiiriiyiis siireg, Tutan bariyer, Ergodik dagilim,
Siir fonksiyoneli, Ergodik Momentler, Asimptotik agilim,Zayif
yakinsaklik.
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SUMMARY

ASYMPTOTIC EXPANSIONS FOR THE ERGODIC MOMENTS OF SEMI-
MARKOVIAN RANDOM WALK WITH A GENERALIZED DELAYING BARRIER

Ali Akbar FATTAHPOUR MARANDI
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In this study, a number of very interesting problems of stock control, queuing and
reliability theories are expressed by means of random walk with various types of barriers.
These barriers can be reflecting, delaying, absorbing, elastic, and etc., depending on
concrete problems at hand. In this topic, there are many interesting studies in literature.

Here, a semi — Markovian random walk process (X(t)) with a generalized delaying
barrier is considered and ergodic theorem for this process is proved under some weak
conditions. Then, the exact expressions and asymptotic expansions for the first four
ergodic moments of the process X(t) are obtained. However, the results of these studies are
not readily applicable to real-world problems probable characteristics of considered
process have very complex mathematical structure. To avoid this difficulty, the asymptotic
approach method is used in this study to calculate the ergodic moments of the process X(t).
Moreover, the characteristic function of the ergodic distribution of the process X(t) is
expressed by characteristic function of a boundary functional Sy ).

Mentioned in sections, the first four initial moments of the boundary functionals, the
ergodic distribution function and the ergodic moments of the process is expressed by
means of a renewal function, the exact and asymptotic results for these are obtained. Then,
using this representation, it is shown that the ergodic distribution of the “standardized”
process Y, (t) = X(t)/A converges to a limit distribution, when A — . Finally, the explicit

form of the limit distribution is obtained.

Key Words: Semi - Markovian random walk, Delaying barrier, Ergodic distribution,
Ergodic moments, Asymptotic expansion, Boundary functional, Ladder
epoch, Weak convergence, Ladder height.

VI



Sekil 1.
Sekil 2.
Sekil 3.
Sekil 4.

Sekil 5.
Sekil 6.
Sekil 7.

Sekil 8.

Sekil 9.

Sekil 10.

SEKILLER DiZiNi

Sayfa No
X(m, 1) stokastik siirecinin realizasyonlart ...........cccocevvveiiieniiniicne e 4
o parametresi sabit iken X(w, t) siirecinin bir realizasyonu .............ccocceevviennnne. 5
t parametresi sabit iken X(w,t) siirecinin bir realizasyonu ...........cccccecervenenne 5
X(w, 1) stokastik siirecinin beklenen degeri..........ccovvvviriiiiiiiiiicnii 8
Yari-Markov stirecinin bir gOrinili$ll ........ccoooverieveriieiiieeiie e 14
Yari-Markov rasgele yiiriiyiis stirecinin bir gOriniisli .........covevveriveerivrninerinenn 15

Sifir seviyesinde tutan bariyerli yari-Markov rasgele yiiriiyiis slirecinin bir
GOTUNUSTL +vveeteeeiie ettt e e e b e e e nne e e neenneas 17

B >0 seviyelerinde tutan bariyerli yari-Markov rasgele yliriiyiis siirecinin
DIE @OTUNTST. ...ttt ettt bbb nes 18

Sifir ve 3>0 seviyelerinde tutan bariyerli yari-Markov rasgele yliriiylis
SUrecinin bir GOTUNTSTL. .. ...vveveeireeiie st 19

Genellestirilmis Tutan Bariyerli Yari-Markov Rasgele Yiiriiyiis Siirecinin
DT OSTETIIMIL cveevveuieiesie sttt sttt sttt b bbb 22



SEMBOLLER DiZiNi

: a(x) ’in b(x) ’e asimptotik denkligi
. F fonksiyonunun z degiskenine gore diferansiyeli
. & rasgele degiskeninin beklenen degeri

. & rasgele degiskeninin kosullu beklenen degeri
. & rasgele degigkeninin n. baglangi¢ momenti

. & rasgele degiskeninin mutlak momenti
: Heaviside birim fonksiyonu

. f(x) fonksiyonunun x =0 noktasindaki degeri
. @, Ve ¢, fonksiyonlarinin konvoliisyon ¢arpimi

. ¢ fonksiyonunun kendisiyle n. konvoliisyon ¢arpimi
. A kiimesinin indikator (gosterge) fonksiyonu

. X, oo ’a giderken f(x) fonksiyonunun limiti
. A olayimnin olasilig1

. A olaymin kosullu olasilig

. & rasgele degiskeninin varyansi

. & rasgele degiskeninin kosullu varyansi



1. GENEL BiLGILER
1.1. Giris

Stokastik finans, matematiksel biyoloji, glivenilirlik, kuyruk, stok kontrol teorisi ve
matematiksel sigortanin pek c¢ok ilging problemi, rasgele yiirliylis siiregleri veya bu
stireglerin ¢esitli modifikasyonlar1 yardimiyla ¢oziilebilir.

Stokastik siire¢ kavrami sistematik olarak A.N.Kolmogorov ve A.Y.Khinchin gibi
inlii olasilik¢ilar tarafindan ortaya konulmus ve bu alanda ilk esasli sonuglar elde edilmeye
baslanmistir.

A.N.Kolmogorov giiniimiizde Markov tipli stokastik siireclerin esaslarin1 ortaya
koyarken, A.Khinchin g¢aligmalarinda stasyoner stokastik siiregler iizerinde caligmalar
yapmistir.

Bu alanda emegi gecen baslica bilim adamlar1 arasinda N.Winer, W.Feller, J.Dobb,
R.Fisher, J.Neumann ve H.Cramer gibi olasilk¢ilarin isimleri anilmaktadir.

Stok kontrol teorisi, kuyruk teorisi ve giivenirlik teorisindeki problemlerin ¢ogu,
bariyerli veya bariyersiz rasgele yiiriiylis siiregleri yardimiyla ifade edilebilir, dyle ki bu
bariyerler ele alinan probleme bagli olarak degisik tiplerden olabilir (6rnegin; yansitan,
tutan, yutan v.s.). Ozellikle kuyruk teorisi ve sans oyunlarinda yutan bariyerli rasgele
yiiriiyiis siirecleri kullanilmaktadir. Ornegin, baslangi¢ sermayesi a, a > 0 birim olan bir
kumarbazin baglangi¢ sermayesi b, b > 0 birim olan bir kumarbaza kars1 oyun oynadigini
varsayalim ve kumarbaz her bir oyunun sonunda bir birim kazansin veya kaybetsin. Ayrica
kumarbazin sermayesi ‘0’a diisiinceye kadar veya ‘atb’ye ulasincaya kadar oyuna devam
ettigini varsayalim. Bu durumda kumarbazin sermayesini ‘0’ ve ‘a+b’de yutan bariyerlere
sahip basit rasgele yiirliylis siireci olarak adlandirilan bir stokastik siirecle karakterize
etmek miimkiindiir. Eger kumarbazin sermayesi belirli bir adim sonunda sifir oluyorsa bu
durumda kumarbaz iflas etmis ve karst kumarbaz onun biitiin sermayesini kazanmis
olacaktir.

Stok kontrol teorisindeki birgok problemin ¢dziimlenmesinde basit rasgele yiiriiyiis
siirecleri yetersiz kalmaktadir. Bu nedenle bilim adamlar1 c¢aligmalarin1 basit rasgele
yiiriiyiis siirecleri yerine, genel durum uzaylarma sahip rasgele yiiriiyiis siirecleri veya

bariyerli rasgele yiiriiyiis siiregleri {lizerinde yogunlastirmiglardir. Basit rasgele yiiriiyiis



stirecleri genel durum wuzaylarma sahip rasgele yiiriiyiis siireclerinin degisik ozel
durumlaridir.
Tezin daha iyi anlagilabilmesi i¢in asagida konunun terimleri ve ¢alismada kullanilan

temel tanim ve teoremler verilmistir.

1.2. Stokastik Siirecler

Stokastik siirecleri tanimlayabilmek i¢in Oncelikle o -cebir, olasilik uzayi, olay,
rasgele degisken gibi kavramlarin bilinmesi gerekmektedir. Asagida bu kavramlarin
tanimlar1 verilmektedir.

Tamm 1.2.1. Q# O kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir J sinifi

1) Qeg,

2) YAeJ igin Ae3,

3) Ikiser ikiser ayrik kiimelerin olusturdugu V(A ) e 3 dizisi igin (OJAn €3

n=1

ozelliklerine sahip olsun. Bu takdirde 3 siifina €2°da bir “o -cebir’dir denir. Bir o -
cebir, sayilabilir birlesim, kesisim ve tliimleme islemine gore kapalidir.
Tamm 1.2.2. ; reel sayilar kiimesindeki agik araliklarin smifin1 kapsayan en kiigiik
araliklarin o -cebirine “Borel cebiri” denir. Borel cebirinin her bir elemanina “Borel
kiimesi” denir.
Tanmm 1.2.3. 3, Q#J kiimesi iizerinde tanmimlanmis bir o -cebir olmak {izere,
P:3— fonksiyonu

1) YAe3J igin P(A)>0,

2) P(@)=1,

3) Ikiser ikiser ayrik kiimelerin olusturdugu V(A ) e 3 dizisi igin

P(UA,) = 2P(A,)

~

ozelliklerine sahip ise, P fonksiyonuna 3 {izerinde bir “olasilik 6lgiisi” denir. P(A)

degerine ise, A kiimesinin olasilik 6l¢iisti veya “ A kiimesinin olasiligi” denir.



Tanmm 1.2.4. Q= bir kime, J, Q-da tanimlanmis bir o -cebir ve P, J {izerinde
tanimlanmus bir olasilik 6lgtisii olmak tizere, (Q, 3, P) ticliistine bir “olasilik uzay1” denir.

Tanim 1.2.5. Sonuglarinin kiimesi belli olan, ancak ger¢eklestiginde hangi sonucun ortaya
cikacagi dnceden bilinmeyen deneylere “olasilik deneyi” veya “stokastik deney” denir.
Tamm 1.2.6. Bir stokastik deneyin tiim olabilir sonuglarinin kiimesine “6rnek uzay” denir.

Ornek uzayn her alt kiimesine “olay” denir.

Bir (Q, 3, P) olasilik uzayi, bir stokastik deneyin modeli olarak kullanildiginda, 3

o -cebirindeki kiimeler, deney ile ilgili olaylara karsilik gelir. Bir o -cebir, sayilabilir
birlesim, kesisim ve tiimleme islemine gore kapali oldugundan, o -cebirdeki kiimeler
tizerinde bu islemler sonucu elde edilen bir kiime ise bir olaya karsilik gelir.

Bir stokastik deneyin sonuglarinin kiimesi olan 6rnek uzayin elemanlar1 ¢cok degisik
tiirde olabilir. Rasgele degiskenler yardimiyla, 6rnek uzayin elemanlarina reel sayilar
eslenmekte ve boylece olasilik Olciileri Borel cebiri iizerindeki olasilik Olciilerine
indirgenmis olmaktadir.

Bir stokastik deney sonucunda degerler alan fonksiyona rasgele degisken denir.
Rasgele degiskenler tanim kiimesine gore kesikli, mutlak siirekli ve singiiler olmak {izere
lic kisma ayrilirlar. Ornegin, 1 madeni para 10 kez atildiginda yaz1 gelmesi sayisi kesikli,
bir elektrik cihazinin bozulmadan ¢alisma siiresi ise siirekli rasgele degiskendir.

Rasgele degisken, matematiksel olarak asagidaki gibi tanimlanmaktadir:
Tamm 1.2.7. (Q, S,P) bir olasilik uzayi olmak iizere, £:Q — | fonksiyonu

vxei saysii¢in {@:E(@)<x}e3
yani 3 -olgiilebilir ise, & fonksiyonuna bir “rasgele degisken” denir.

Tanimindan goriildiigii gibi rasgele degisken aslinda, belli &zellikleri olan bir
degiskenli fonksiyondur. Bir¢ok durumda ikinci bir degiskene de ihtiya¢ duyulmaktadir.
Ornegin, siv1 igerisinde olusan bir hareket sonucunda bir parcacigin zaman gectikce
konumu veya hizi veyahut borsadaki herhangi bir hisse senedinin fiyatinin zamanla

degismesi, sadece bir rasgele degisken yardimiyla tanimlanamaz. Bu durumda stokastik

stire¢ kavramina ihtiya¢ duyulmaktadir.
Tamm 1.2.8. (Q, 3, P) bir olasilik uzay1 ve @#T < bir kiime olsun. Reel degerli
E(w,t) fonksiyonu, her teT i¢in Q kiimesinde tanimlanmig bir rasgele degisken ise, bu

fonksiyona bir “rasgele fonksiyon” denir. Bazen n(w,t), X(w,t),Y(w,t) sembolleri ile



+

bazen de o degiskeni olmadan £(t), n(t) sembolleri ile gosterilir. Eger burada T=; * ise

ve t parametresi zamani ifade ediyorsa, bu durumda &(w,t) rasgele fonksiyonuna bir
“stokastik siire¢” denir.

Tanimindan goriildiigi gibi bir stokastik siireg, sonsuz sayidaki rasgele degiskenlerin
bir ailesidir. Bu durumda stokastik siire¢ler i¢in de rasgele degiskenler i¢in verilen
kavramlarin benzerini vermek miimkiindiir. Bundan sonraki kisimlarda, bir stokastik siire¢
X(mw,t) sembolii ile gosterilecektir.

Not 1.2.1. Bir stokastik siireg, olay1 temsil eden o parametresinin yani sira, zamani temsil
eden t parametresine de bagli bir fonksiyondur. Bu nedenle, asagidaki durumlar
olusmaktadir:
i) Her bir stokastik siirecin genel durumda, sonsuz sayida realizasyonu vardir. Cilinkii
grafiklerin sayis1 ® 'nin sayisina baglhidir.
i) Eger X(m,t) stokastik siirecinin o parametresi sabit tutulursa, yalniz t’ye bagh
olan ve rasgele olmayan bir fonksiyon elde edilir.
i) Eger X(m,t) stokastik siirecinin t parametresi sabit tutulursa, yalniz ®’ya bagh
olan bir fonksiyon, yani bir rasgele degisken elde edilir.

Bu durumlar sirasiyla asagidaki sekillerdeki gibi gosterilebilir:

Sekil 1. X(m,t) stokastik siirecinin realizasyonlar1



(O]
A
0 t

Sekil 2. » parametresi sabit iken X(w,t) siirecinin bir realizasyonu

X(w,t,)

v

Sekil 3. t parametresi sabit iken X(m,t) siirecinin bir realizasyonu



1.2.1. Stokastik Siireclerin Baz1 Karakteristikleri

Bilinmektedir ki, bir tane rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu bir arglimanli, yani
F(x) =P{<x}
seklinde; iki tane rasgele degiskenin ortak dagilim fonksiyonu iki argiimanli, yani

F(Xl’xz) = P{&l < Xl’az < Xz}

seklinde; r ; n tane rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu ise n arglimanli, yani

F(x, X, K, X,) =P{E <%, &, <X, KL & <X, }
seklindedir.

Bir stokastik siireg, sonsuz sayidaki rasgele degiskenlerin bir ailesi oldugundan, onun
dagilim fonksiyonu ise sonsuz argiimanli olmalidir. Ancak bu tip fonksiyonlar
matematiksel olarak ifade etmek ve incelemek miimkiin degildir. Bu nedenle, bir stokastik
slirecin sonlu boyutlu dagilimlarinin bilinmesi gerekmektedir. Ciinkii bir stokastik siirecin
sonlu boyutlu dagilim fonksiyonu yardimiyla, siirecin diger karakteristikleri ve siiregle
ilgili olaylarin olasiliklar1 bulunabilir.

Tamm 1.2.1.1. X(w,t) bir stokastik siire¢ olsun. X(m,t,), X(o,t,), K , X(a,t,) rasgele
degiskenlerinin ortak dagilim fonksiyonuna, yani

Fox: (XK X, ) =Plo: X(ot,) <x,K,X(ot,) <X, }, t,6,,K,t, €T, X €
fonksiyonuna X(m,t) siirecinin “n-boyutlu dagilim fonksiyonu” denir.

{Ftl,K,tn (X, K ,Xn)}, nx1

ailesine ise, siirecin “sonlu boyutlu dagilim fonksiyonlar1” denir. Sonlu boyutlu dagilim
fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir:
1) R

K, (X0 X5, K Xy, 00) = (X, %5, K, X, 4),

112 10 Kty

2) Ftl,tz,K,tn (Xl’XZ’K 'Xn) = Ftil,tiz Kt (Xil’XiZ’K ’Xin) )

burada i,,1,,K ,i, indekslerin yer degisimini gostermektedir.

Bir n degiskenli fonksiyonlar ailesi verildiginde bu ailenin, bir stokastik siirecin sonlu
boyutlu dagilim fonksiyonu olup olmadigini anlayabilmek i¢in asagidaki teoreme ihtiyag

vardir.



Teorem 1.2.1.1 (Kolmogorov teoremi). {Ftl,K,tn(XliKixn)}’tieT’ t,<..<t,, nx1,

Tanim 1.2.1.1°deki 1. ve 2. ozelliklere sahip sonlu boyutlu dagilim fonksiyonlar1 ailesi

olsun. Bu durumda 6yle bir (Q, 3, P) olasilik uzay1 ve X(w,t) stokastik siireci vardir ki,
P{o: X(m,t) <x, K, X(ot,) <X, } =F . (x,K,X,)

esitligini saglar. Bu takdirdebir stokastik siire¢ ile onun sonlu boyutlu dagilimlart

birbirlerini bire-bir tanimlamaktadir.

Not 1.2.1.1. Tc¥ ={O,l,...,} ise, X(m,t) stokastik siirecine “kesikli zamanli stokastik
stire¢”, T aralik ise X(m,t) e “siirekli zamanl stokastik siire¢” denir. Bu durumda
1) Eger X(m,t) stokastik siirecinin D durum (degerler) kiimesi kesikli ise, siirecin
sonlu boyutlu dagilimlari
P (Ko k) =Pl X, (@) =k, X, (@) =K, |, t, €T, n=12,..
i) Eger X(m,t) stokastik siirecinin D durum kiimesi sayilamayan sonsuz elemana
sahip ise, siirecin sonlu boyutlu dagilim fonksiyonu

Foxe 000K X0 = [ [y (U u,)duy. du,

—0  —00

ile tanimlanmaktadir. Burada p, , (U;..,U,), slirecin n-boyutlu olasilik yogunluk

fonksiyonunu gostermektedir.

Olasilik teorisinden bir rasgele degiskenin sayisal karakteristiklerinin (beklenen
deger, varyans vs.) birer sabit say1 oldugu bilinmektedir. Bir stokastik siirecin de benzer
karakteristikleri vardir, fakat bu karakteristikler teT parametresine bagli birer rasgele
olmayan fonksiyondur.

Tamm 1.2.1.2. X(w,t) bir stokastik siireg, F,(X) bu stokastik siirecin bir boyutlu dagilim

fonksiyonu olsun. Bu durumda
[ [X|dF; (x) < +o0

ise
E(X(w,t)) = +fxdFt xX), teT

—00

integraline X(w,t) stokastik siirecinin “beklenen degeri” denir. Bir stokastik siirecin

beklenen degeri M, (t) sembolii ile de gdsterilmektedir.



Bir stokastik siirecin beklenen degeri, rasgele olmayan, teT parametresine bagli
Oyle bir “orta” fonksiyondur ki, siirecin realizasyonlari onun etrafinda dagilmistir. Bu

durum asagidaki sekildeki gibi gosterilebilir:

Sekil 4. X(w,t) stokastik siirecinin beklenen degeri

Tamm 1.2.1.3. X(o,t) bir stokastik siire¢ olsun. Bu durumda
V, (1) = Var (X(o, 1)) = E(X(w, t) =m, () )°
fonksiyonuna X(wm,t) stokastik siirecinin “varyans“i denir. Ayrica, o, (t)=./V,(t)

fonksiyonuna X(w,t) stokastik siirecinin “standart sapmasi1” denir.

Bir stokastik siirecin varyansi, rasgele olmayan, teT parametresine bagh bir
fonksiyon olup siirecin realizasyonlarinin, beklenen degerinin etrafinda nasil dagildigini

gosteren bir karakteristiktir.

1.2.2. Stokastik Siire¢lerin Stmflandirilmasi

Stokastik siirecleri belli ozelliklerine gore smiflandirmak miimkiindiir. Ornegin,
zaman parametresi kesikli veya siirekli olan siiregler, realizasyonu kesikli veya siirekli olan
stirecler, stokastik silirecin degerlerinin stokastik iliskisine gore olusan stirecler, Vs.

Stokastik siireglerin siniflandirilmasi siireglerin incelenmesinde kolayliklar saglar.



Genel olarak stokastik siiregler; “Gauss siiregleri, degerleri bagimsiz siiregler,
artiglar1 bagimsiz siiregler, duragan ve duragan olmayan siiregler, Markov ve yar1t Markov
siirecler” seklinde siniflandirilmaktadir.

Asagida bu siireglerden bazilarinin tanimlar1 verilmektedir:
Tammm 1.2.2.1. X(t) bir stokastik siire¢ olsun ve bu siirecin 0<t <t,<...<t <o,
n=12,... noktalarindaki degerleri X(t,), X(t,), ... , X(t,), n=12,... ile gosterilsin.
Eger her n=1,2,... igin X(t,), X(t,), ..., X(t,) rasgele degiskenleri tam bagimsiz ise,

bu siirece “degerleri bagimsiz olan stokastik siire¢” denir.
Not 1.2.2.1. Degerleri bagimsiz olan stokastik siireg¢lerin sonlu boyutlu dagilim
fonksiyonlar1 asagidaki gibidir:
Rt o (X0 %o, X)) =R (X)F, (X,)...F (X,).
Bagka bir deyisle, degerleri bagimsiz olan siirecin sonlu boyutlu dagilim fonksiyonlari, bir

boyutlu dagilim fonksiyonlarinin carpimina esittir. Degerleri bagimsiz olan stokastik

stireglerin sonlu boyutlu olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir:

Put,..t, (X0 Xa00 0 X0) =Py ()P, (X2) Py (X,)
Tanmm 1.2.2.2. X(w,t) bir stokastik siire¢ olsun. Her 0=t <t, <...<t <o, n=12,...
i¢in

(X(t)—X(tp)), (X(t)=X(t,)), ..., (X(t,)-X(t,)), n=12,...
farklarina “X(w,t) stokastik siirecinin artiglar1” denir. Eger her t, ve n i¢in bu artislar
birbirinden bagimsiz rasgele degiskenler ise, X(m,t) stokastik siirecine “artiglar1 bagimsiz

stokastik siire¢” denir. Bu kosul matematiksel olarak asagidaki gibi verilebilir:
P{X(t) = X(ty) <Xy, X(t,) = X(t, ) <X, } = [P{X(t,) = X(t, ) <X, }-
k=1

Ornek 1.2.2.1. Artislari bagimsiz siireglere Poisson ve Wiener siireglerini de 6rnek
gostermek miimkiindiir. Bu stire¢ler olasilik teorisinde ¢ok dnemli bir role sahiptir. Ciinkii

birgok olasilik modelleri bu siireclerin yardimiyla verilebilir.
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1.2.2.1. Markov ve Yari-Markov Siirecler

Stokastik siireglerin degerlerinin bagimsizligi kosulu bazen saglanmamaktadir. Bu
durumda, degerleri arasinda bagimlilik olan siireglerin incelenmesi gerekmektedir. Boyle
bagimlilik ¢esitlerinden biri, literatiirde Markov bagimliligi olarak bilinmektedir. Markov
bagimliligi “stirecin her bir keyfi gelecek anindaki degerinin dagilimi, yalniz simdiki
andaki degerinin dagilimina bagli olup, gecmisteki degerlerinin dagilimina bagl
olmamas1” olarak ifade edilebilir. Baska bir deyisle, “gelecek gec¢mise bagli olmayip,
yalniz simdiki ana bagli”dir. Degerleri arasinda bu tip bagimlilik olan siireglere, “Markov
stirecleri” denir. Ayrica bir stokastik siireg, bazi1 t €T ’ler icin Markov bagimliliga sahipse,
o silirece “yari-Markov siire¢” denir. Markov siireglerini matematiksel olarak asagidaki gibi

tanimlamak mimkuindiir:

Tamm 1.2.2.1.1. (Q,S, P) bir olasilik uzay1 ve T=[O,+oo) olsun. X(t) = X(w,t) ise
Qx T ’de tanimlanmug bir stokastik siire¢ olsun. Eger 0=1, <t, <...<t <o, n=12,...,
Xy Xg5--, X, €R igin

P{X(t,) <X, | X(t) <X;,..., X(t, ) <X} =P{X(t,) <x | X(t, ) <x,,}
saglantyorsa, X(t) stokastik siirecine “Markov siireci” denir. Markov siirecinde zaman

kesikli oldugunda ise o siirece “Markov zinciri” denir.
Tanmm 1.2.2.1.2. Markov zincirleri i¢in ergodik teoremi vermek icin asagidaki iki kosul
mevcut olmalidir:

1. Markov zinciri ayrilmayan ve periyodik olmayan bir zincir olsun.

2. Oyle bir E, durumu mevcut olsun ki, sistemin bu duruma dénme siiresinin

beklenen degeri sonlu olsun.
Bu durumda keyfi i ve j degerleri i¢in i’den bagimsiz pozitif

limp;(n)=p; >0, i,j=012,...

limitleri mevcut olsun. Eger p; olasiliklary

) ' (1.1)
pj = zpkpkjv J=O,1,2,,,,
k=0
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denklemler sistemini saglarsa, uygun zincire “ergodik zincir” denir. Burada p; olasigi
sistemin uzun bir sireden sonra E; durumuna gelme olasiligidir. Bu, p; olasiliginin

sistemin ilk andaki durumuna bagimli olmadigini ifade eder. Yani sistem nereden harekete

basladigint unutur. {pi}jzr dagilimma “duragan veya sonuncu dagilim” denir. (1.1)

ozelligi {pj}-,r dagilimmin p; gegis olasiliklarina gére degismez oldugunu gosterir.

Yani p, =P{0: X, (0) =k} ise P{w:X,,(0) =k} :ipjpjk =p, dir.
k=0

Teorem 1.2.2.1.1 (Genel Ergodiklik Teoremi). X(t) siireci kesikli miidahaleli bir yari-
Markov siire¢ olsun. Ayrica asagidaki iki varsayim saglansin:

1. Oyle bir 0<1,<1,<...<7,<...<o0 artan zaman anlar1 bulunsun ki, X(t)

stirecinin bu anlardaki degerleri (X(t,), n=12,...) ergodik bir Markov zinciri olustursun.
2. 1,T,...,T,,... anlar1 arasinda gecen zaman siirelerinin beklenen degeri sonlu
olsun. Yani her n=1,2,... i¢gin E(t, —1, ;) < olsun.
Bu takdirde X(t) siireci ergodiktir (Gihman ve Skorohod, 1975) denir.
Teorem 1.2.2.1.2. Teorem 1.2.2.1.1’in varsayimlar1 saglanmis olsun. Bu takdirde, her
siurli 6lgiilebilir f(x) fonksiyonu icin asagidaki esitlik 1 olasilig1 ile dogrudur:

1 1 %7
!er!f(x(u))du =S, Eﬁiiif(x)&{q >, X(t) e dx} dtdn(z) .

Burada m(z) dagilimi {X(rn), n=1 2,...} Markov zincirinin ergodik dagilimidir (Gihman
ve Skorohod, 1975).

Not 1.2.2.1.1. Yukaridaki teorem, zaman ortalamalarmin durum ortalamalarina 1 olasilig

ile yakinsadigini ifade eder ve ergodik stiregler i¢in en temel bagintiy1 ortaya koyar.

Asagida tezde kullanilan yakinsama ¢esitleri verilmistir:

~

{&nJnen rasgele degisken dizisi ve & rasgele degiskeni ayni (€, 3, P) olasilik uzay:

lizerinde tanimli olsun. Bunlarin dagilim fonksiyonlar1 sirasiyla F (X) ve F(x) ile

gosterilsin ve asagidaki tanimlar verilsin.
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Tanim 1.2.2.1.2.
1) Olasiliga gore yakinsaklik: Eger Ve >0 igin

lim P{co : |E.!n () —&(®)| > 8} =0
ise, {&€,}nen rasgele degisken dizisi, £ rasgele degiskenine “olasiliga gore yakinsak”tir

denir ve & (m)——>&(w) seklinde yazilir.

nN—o0

2) Ortalamaya gdre yakinsaklik: Vr >0 i¢in E(|&,(e)|') <oo olsun. Eger

limE(&, (0) -&(@)]) =0
ise,{&, }nen rasgele degisken dizisi, & rasgele degiskenine “r. mertebeden orta yakinsak™tir

denir. Ozel olarak,
limE(&, (o)~ &@)[) =0
ise, {&€, }nen rasgele degisken dizisi, & rasgele degiskenine “ortalama karesel yakinsak™tir

denir ve Li.m. ile gosterilir.

3) Dagilima gore yakinsaklik: F(x) ’in siirekli oldugu noktalar igin
limF, (x) = F(x)
ise, {&,}nen rasgele degisken dizisi & rasgele degiskenine “dagilima gore yakinsak”tir

denir ve & (0)———E&(w) seklinde yazilir. Literatirde bu yakinsaklik gesidi, zayif

yakinsaklik olarak da bilinmektedir.

4) 1 olasilig: ile yakinsaklik: Olgiisii sifir olan bir kiimenin disinda
P{Iim £ ()= a(co)} 1 veya P{lim £ (0)# g(co)} -0

ise, 1 olasihg1 ile & (0)———>E(w) ise, {&,}nen rasgele degisken dizisi & rasgele

n—w

degiskenine “I olasihig1 ile yakisak™tir denir ve & (0)————>&(w) seklinde yazilir.

N—o0

Tanmm 1.2.2.1.3. f(x) ve g(x) reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesi tizerinde taniml1 iki

fonksiyon olsun. Bu takdirde

1) —; 8((; —;—>C(sabit) ise f(x)=0(g(x)) olarak yazilir.
1_C(2)SX Lo
X 2

Ornegin, 1-cosx = O(x?) *dir. Ciinkii lim
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f(x)

2) mm—)() ise f(x) =0(g(x)) olarak yazilir.

1-cosx

Ornegin, 1-cosx =0(x) "dir. Qiinkii lim 0°dur.
X—> X
f(x) : |
3) 9(x) ——>1 ise f(x)~g(x) olarak yazilir ve buna f(x) ve g(x) fonksiyonlar

“asimptotik olarak denk’tirler denir.

Asagida rasgele yiirliyiis siiregleri ve yari-Markov rasgele yiiriiylis siirecleri {izerine

bir literatiir arastirmasi verilmistir.

1.3. Literatiir Arastirmasi

Bu calismada, stokastik siireclerin 6nemli bir sinifin1 olusturan “Genellestirilmis
Tutan Bariyerli yari-Markov rasgele yiirliylis slirecinin” 6zel durumu ele alinmistir. Bu
nedenle Once yari-Markov rasgele yiirliylis siire¢lerinin son yillardaki gelisimi kisaca
verelimistir.

Yari-Markov siire¢ kavrami ilk kez, birbirinden bagimsiz olarak ve hemen hemen
ayn1 zamanlarda, Levy (1987), Smith (1966) ve Takacs (1997) gibi olasilikgilar tarafindan
ortaya atilmistir.

Fakat bunlarin hepsinde durum uzayr sonlu oldugundan ve sigrama anlar
belirlendiginden bu kavramin genellestirilmesi gerekli idi. Bu nedenle Cinlar (1975),
Gihman ve Skorohod (1975), Serfoza (1971) ¢alismalarinda genel durum uzayimna sahip
yari-Markov siireci tanimlarin1 vermislerdir. Gihman ve Skorohod’un vermis oldugu tanim
kisaca verilsin: (Q,3J,P,), X€ X, olasilik uzaylar1 ailesi verilmis olsun ve bir (Q, o, Py)
olasilik uzayinda tanimlanmig bir {X, :n = 0} Markov zincirinin verilmis oldugu kabul
edilsin.

Bu zincirin P.{ Xy(u) = x} = 1 olmak {izere durum uzay1 (X, B) ve gegis olasiligi
ise TI(x, B) olsun. n, (u), n,(u),ny(w), ... bagimsiz ve aym dagilima sahip ve {X, :n = 0}
ailesinden [0,1] araliginda diizgin dagilima sahip rasgele degiskenler dizisi olsun. Her

x,y € X igin F, (t) nin negatif olmayan herhangi bir rasgele degiskenin dagilim
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fonksiyonu oldugu varsaylsin. (pX’y(t) ise Fy, () fonksiyonu (px‘y(é)nin [0,1] de dagilim

fonksiyonu olacak sekilde negatif olmayan bir fonksiyon olsun.
Burada & rasgele degiskeni [0,1] araliginda diizgiin dagilima sahip bir rasgele
degisken dir. Bu takdirde

T =0y ()
olmak lzere
k—1 k 0
X(t) = Xi_1(u), eger Z T <t< z T ise,z =0
i=1 i=1 i=1

ifadesiyle tanimlanan siirece bir yari-Markov siire¢ ad1 verilir.

Bu siirecin bir goriiniisii Sekil 1 de goriildiigi gibidir.

X(ty
1
1
Nk-1,
1
1 1 :
y M2 1
1 1
e : —-
E ! : :
1 My | ' —>'
Xot— | | :
1 ! !
: l —>
1 ! ! »
1 T T >
0 T, T,+T, Ty + "+Tk—1i T 4+ T i t
: —p I
. 1 1
1 1 1
1 ] I
1 I 1
1 1 1
s : :
1 1
1 1
)

Sekil 5. Yari-Markov siirecinin bir goriiniisii

Nasirova, 1970 yilinda Gihman ve Skorohod'un vermis oldugu yari-Markov siirecin

tanimini ve dagilimini vermistir. Simdi bu tanim verilsin:
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{(c’;i,ni):i = 1,2,3,...} ayni olasilik uzayr iizerinde tanimli bagimsiz ve ayni tiir

dagilima sahip rasgele degiskenler ciftleri dizisi olup & ler pozitif degerli olsun. Bu

takdirde

n n n+1
X(t)=Zni, TH=Z§iSt<Z<§i=Tn+1ise,
i=1 i=1 i=1

ile tanimlanan X(t) stokastik siirecine bir yari-Markov rasgele yiiriiylis siireci adi verilir.

Bu siirecin goriintislerinden birisi Sekil 2 de verildigi gibidir.

X(t)a
1 1
1 Tl2l
> 1 —n
1 ‘_’l : :
1 [} H‘ }
: : 1 6—>|
1 M1 1 : 1
—>é ' 1 '
1 ! 1
: — :
1 1
1 n 1 1 »
0 T, T T; ! : | t
1 : —Pp,
_ :
| 1 |
1 -
1 —>

Sekil 6. Yari-Markov rasgele ylirliylis siirecinin bir goriiniisii

Stirecin supremumunun dagilimini, siirecin supremumu ile infimumunun birlesik
dagilimini elde etmis ve siire¢ i¢in limit teoremleri vermistir.

Yari-Markov stirecleri ile ilgili birgcok énemli problem Brovkov (1986), Korolyuk ve
Turbin (1976), Cinlar (1975), Takas (1977), Korolyuk ve Pirlive (1984), Tomko (1989),
Spitzer (1964), Feller (1971), Anisimov (1973), Shurenkov (1989) v.s. tarafindan
detaylariyla incelenmistir.

Stokastik siireclerin esas sinir fonksiyonellerinin incelenmesi de olduk¢a dnemlidir.

Bu konuda ilk ¢aligsmay1 Spitzer (1964) yapmistir. Onun ¢alismalarint Rogozin (1964) ve
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Gusak ve Korolyuk (1968) toplam dizisi i¢in genellestirmistir. Daha sonra Rogozin (1964)
ayni ¢aligmalar1 artimlar1 bagimsiz olan siiregler i¢in de genellestirmistir.

Hem pratik hem de teorik bakimdan yari1-Markov siire¢leri igin ergodik teoremler ve
siireclerin ergodik dagilimlar1 da olduk¢a 6nemlidir. Yari-Markov siirecler i¢in en genel
durumda limit teoremleri Anisimova (1973), Sil'vestrov (1975), Dzhafarov, Nasirova ve
Skorohod(1976), Korolyuk ve Svishchuk (1989) tarafindan verilmistir. Rasgele yliriiyiis
stirecleri i¢in limit teoremleri ise Skorohod ve Slobodenyuk (1970), Nasirova (1970) ve
Harlamov (1977) tarafindan verilmistir.

Yari-Markov siire¢lerin incelenmesinden sonra, uygulamada ortaya c¢ikan bazi
problemlerin ¢éziimlenmesi i¢in siireglerin bariyerli tipleri ele alinmstir.

Ornegin, stok kontrol teorisi, kuyruk teorisi ve giivenirlik teorisindeki problemlerin
cogu, bariyerli veya bariyersiz rasgele yiiriiyiis siirecleri yardimiyla ifade edilebilir.

Bu bariyerler, ele alinan probleme bagli olarak degisik tiplerden olabilir (6rnegin:
yansitan, tutan, yutan v.s.).

Nasirova (1970), sifir seviyesinde tutan bariyere sahip olan bir bariyerli yari-Markov
rasgele ylirliyiis siirecini su sekilde kurmustur:

{(éi, ni): i=123, } ayni olasilik uzay1 iizerinde tanimli, baagimsiz ve ayni tiir dagilima
sahip rasgele degiskenler ¢iftleri dizisi olup & ler pozitif degerli olsun. Bu takdirde

X, = max{O,Xn_1 +nn},n =>1,; Xg=z>0

olmak lizere

n+1

n
X(t) =X, egerT, = Zéi <t< Zéi =T,y ise,
i=1 i=1

ile tanimlanan X(t) stokastik siireci sifir sevyesinde tutan bariyerli bir yari-Markov rasgele

yiirliylis slire¢ ulusturacaktir. Bu siirecin goriiniislerinden biri Sekil 3 de verilmistir.
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A
X(®)
1
rIZ 1 1 ! !
1 N3 ! —p
! — E I
| | . |
:nl | — : 1
1 1 1
Xop—> " | —
| | 1 1
: = o
! ;! 1 < [
0 T, T, T, T4E f v t
&--> \ L
1 . 1 1
Tlsi : $-»
-

Sekil 7. Sifir seviyesinde tutan bariyerli yari-Markov rasgele yiirliyiis siirecinin bir
gorunusu

Nasirova (1970), bu siirecin dagilimi ile silirecin esas sinir fonksiyonellerinin
dagilimmi incelemistir. Nasirova ve Skorohod (1979), bu siirecin ergodik oldugunu
gostermislerdir ve siirecin ergodik dagilim fonksiyonunu elde etmislerdir.

Benzer sekilde, B > 0 seviyesinde tutan bariyerli yari-Markov rasgele yiiriiyiis siireci
de Nasirova ve Skorohod (1979), Feller (1971), Spitzer (1964), gibi olasilik¢ilar tarafindan
ncelenmistir.

Bu siirecin bir gortiniisii Sekil 4’de verilmistir.
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A
X® +--n
L
l
B I
: 1
— | :
N2 :T]3 : :
R o
! : : : —
n ' — I :
X i1 n4': 1 é » 1
01 ! | | |
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1 I 1 1
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Sekil 8. B >0 seviyelerinde tutan bariyerli yari-Markov rasgele yiiriiyilis siirecinin bir
gorunusu

Literatiirde iki bariyerli yari-Markov rasgele yiiriiyiis siirecleri hakinda bir¢ok
calisma mevcuttur.  Bu calismalarda bariyerlerin her ikisinin de tutan veya yutan oldugu
durumlar ele alinmistir. Khaniyev (1988), iki tutan bariyerli yari-Markov rasgele yiiriiyiis
siirecini incelemistir.

Khaniyev (1988), bu siire¢ igin, siirecin dagilimini, verilen bir seviyeye ilk kez
ulasma aninin dagilimimi ve siirecin beklenen deger ve varyans gibi bazi olasilik
karekteristiklerini hesaplamis ve siire¢ i¢in ergodik teoremini ifade ve ispat etmistir.

Ayrica bu siire¢ i¢in limit teoremlerini vermis ve siirecin asimptotik durumunu

incelemistir. Bu siirecin goriintislerinden biri Sekil 5’deki gibidir.
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T—b‘ : : !
| | | |
I : Y_’I' o ': 1
X T Lomy ! ! :
0‘_“ 1 1 1
o | —
1 1
i :
! | .
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Sekil 9. Sifir ve >0 seviyelerinde tutan bariyerli yari-Markov rasgele ylirliyiis siirecinin
bir goriiniisi

Son yillarda bariyerli ve bariyersiz, yari-Markov, rasgele yiirliyiis stirecleri ve ¢esitli
stokastik siirecler {izerine birgok ¢aligma yapilmistir. Ornegin; Maden (1997), Aliyev v.d.
(2000), Khaniyev (2001), Khaniyev; Kiiciik (2002), Khaniyev (2003), Unver; Kesemen
(2004), Kesemen (2006) Khaniyev; Mamadova (2006), Unver (2007), Nasirova; Khaniyev
(2008), Nasirova; Aliyeva (2009), Aliyev, v.d. (2010), Mamadova (2011).

Ayrica, Maden (1997) doktora tezinde sifir seviyesinde yansitan ve >0 seviyesinde
tutan bariyerli yari-Markov rasgele yiiriiylis siirecini incelemistir.

Diger calismalardan farkli olarak, bu calismada Genellestirilmis Tutan Bariyerli yari-

Markov rasgele yiiriiyiis slireci incelenmistir.



2. YAPILAN CALISMALAR
2.1. Fiziksel Model

Bir hastanenin baglangigtaki bos yatak sayisi Az > 0 olsun.

n
Tn =ZEi,n21
i=1

rastgele aninda bu hastanedeki bos yatak sayis1 gelen hastalardan dolay1 azalsin veya
hastaneden taburcu olan hastalardan dolayr artsin. Bu artma ve azalma miktarlarin
Ny, 0 > 1 ile gosterilsin. Rastgele degiskenin tanimi geregi {n,},n > 1 rastgele
degiskenleri pozitif veya negatif olabilirler. Hastanedeki yatak sayisi sifirdan biiyiik oldugu
stirece, sistem kendi degisimini bu sekilde siirdiirsiin. Fakat yatak sayis1 eksiye indigi anda
hastane yonetimi yatak ihtiyacini gidermek i¢in konteynir yatak alma karar1 alsin. Alinan
yatak sayisi bircok faktdre bagl olarak degisebilmekte ve keyfi dagilima sahip bir rastgele
degisken ile ifade edilebilmektedir. Yeni yataklar alindiktan sonra hastane yeni baslangi¢
yataklar ile birlikte calismaya baslasin ve faaliyetini yatak miktar1 eksiye diistinceye kadar
devam ettirsin. Yatak sayisi tekrar eksiye diistiiglinde tekrardan sisteme miidahale edilsin
ve alinan konteynirlarla artirilan yatak sayisina gore yeni baslangic durumu belirlenip
sistem yeniden faaliyete gecirilsin. Bu sekilde ¢alisan bir hastanedeki yatak sayisinin
degisimi bir “Genellestirilmis Tutan Bariyerli Yari-Markov Rasgele Ylriiylis Stireci”
yardimu ile ifade edilebilir.

Bu calismada yukarida tamimladigimiz sartlarda uzun siire ¢alisan bir hastanenin
yatak degisimini ifade eden siireci matematiksel olarak tanimlamak, bu siirecin ergodik
dagilimi, momentleri i¢in kesin ve asimptotik sonuglar elde etmeyi ve ergodik dagilim
fonksiyonu i¢in zayif yakinsaklik teoremini ispat etmeyi amaglamaktadir.

Asagida bu modeli ifade eden X(t) siirecinin matematiksel kurulusu verilmektedir.

2.2. Siirecin Matematiksel Kurulusu

{0} n = 1,2,3, ... dizisi, (,3,P) olasilik uzayinda tanimlanmis, bagimsiz ve

ayni dagilima sahip rasgele degisken ciftleri dizisi olsun. Burada §&;’ler sadece pozitif;
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n;’ler ise hem negatif, hem de pozitif degerler alan rasgele degiskenler olsun. Ayrica &, ve
N, rasgele degiskenleri kendi aralarinda bagimsiz olsun ve dagilim fonksiyonlar1 bilinsin,
yani

O) = P&, <t} Fx) =P{n, <x},n=1,2,3,..
{GGnmn)}hn=1,23,... dizisini kullanarak, {T,} vyenileme dizisini ve {S } rasgele

yliriiyiis siirecini asagidaki gibi tanimlayalim:
n n
T, :Zé S, :Zrli! To=5,=0,n>1
i=1 i=1
Ayrica N tam degerli rasgele degiskenler dizisi asagidaki gibi tanimlanmis olsun:

N(z)

No = 0,N;=N; (2)=N(z)=inf{n>1: Az — $,<0} ; Sy(z) = 2 .
i=1

Nop1 = inflr 2 1:08 = (Sgr, aveeper = Sz, oveey) <0pn 2 1.
Burada L,L,,..L,,... rasgele degiskenleri 1.2...,N.... devrelerde siirecin sifirdan

cikabilmesi i¢in gereken sigrama sayisidir ve inf(@) = +oo sart1 kabul edilmistir. Ayrica

Ly Ly Ln
0, = Z §N1+i 0, = § EN1+L1+N2+1'---:9n = z EN1+L1+---+NH_1+LH_1+NH+i
i=1 i=1 i=1

N(z)
To=Yo=0,1 =1(2) = Zgi ;
i=1

Y1 = Y(Z) ET(Z) +91; Yn = Tn +en ,n =2 1.
Ayrica, v(t) = max{n > 0;T, <t} olsun. Burada v(t)’ye {&,} rasgele degiskenleri
dizisinin yenileme stireci denir.

Simdi de bu ¢aligmanin temel amaci olan X(t) siireci, her te[yn ,yn+l),n >0 igin

X() = MaX{OF AG, — (Sv(t) - SN1+L1+~~~+Nn+Ln)}
olarak tanimlansin. Burada A pozitif bir sabit; {; = Az > 0’dir ve {3, (5, ..., {,, ... bagimsiz,
ayni dagilima sahip pozitif degerli rasgele degiskenler olup, dagilim fonksiyonu asagidaki
sekilde tanimlanmustir:
Her z > 0 i¢in

F(0) — F(—z)

PG, < 2 =(2) = —p

F(Z) = P{_nn < Z}

dir.
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X(t) siirecine, literatiirde “Genellestirilmis Tutan Bariyerli Yari-Markov Rasgele
Yiiriiytis Siireci” denir.

Asagida X(t) siirecinin bir 6rnek realizasyon (gerg¢eklesmesinin) grafigi verilmistir:

X(t) A
A, F—>
— ’ f '
:' :| ' :‘an+L1+1 --=>
Hm = | B
1 M2 ' i ;
AZA—p i i — i
: —> - | : 5
: E[Th * ; :
- - (S E o : W
L 1 1%
& ; g, | ' : 0, ' Gy : ' : 0, '
—  —> ! ! H - a ' ! ' ' ' - ".\ ' >
0 T, T, T Y, T, Y2 t

Sekil 10. Genellestirilmis Tutan Bariyerli Yari-Markov Rasgele Yiiriiyiis Siirecinin bir
gosterimi

2.3. Siirecin Bir Boyutlu Dagihminin incelenmesi

Bu kismin temel amaci, X(t) siirecinin bir boyutlu duragan olmayan dagilim
fonksiyonunu {T,} yenileme siireci ve {S,} rasgele yiiriiylis slirecinin bilinen olasilik
karakteristikleri yardimiyla hesaplamaktir.

Bunun igin M(a) ve M*(a) ile M(t) fonksiyonun sirasiyla Laplace ve Laplace-
Stiltijes doniistimleri gosterilsin.

Ayrica, X(t) siirecinin bir boyutlu dagilim fonksiyonu Q(t, X, Az) ile gosterilsin, yani

Q(t,x,Az) = P, {X(t) < x}
olsun.

Teorem 2.3.1. X(t) siirecinin bir boyutlu dagilim fonksiyonunun Laplace doniistimii
(Q(o;x;42)) {T,} yenileme siirecinin ve {S,} rasgele yiiriiyiis siirecinin yukarida
tanimlanmus olasilik karakteristikleri ile asagidaki gibi ifade edebilebilir:
E (a(a; X; )\Z)) R*(a; Az)

1 — E(R*(a; A2))

Q(o;x;2z) = G(a; x;Az) +
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burada
R(t,Az) = Ri(t;Az) * Ry (1), Ri(t;Az) =Py, {1ty <t} = X1 b, A2)D, (1),

Ro(®) = P(0y < § = F(0) ) (F()" @n(0),
n=1

[oe]

G(tx;Az) = Z a, (x,Az2)Ad®, (t) + R;(;Az) * R, (De(x), M(x) =1 - M(®x),
n=1

M, (8) * My () = f My (t — )dM; (),
0

a,(x,Az) = P{Acz—S,>0,i=1,n; Az—S, <x},
b,(Az) = P{Acz—S,>0,i=1,n—1; Az—S, <x},
n
Pp© = PT, <t = "{Z 6 < t} = D70 Bo() = ) = {7 3
i=1
AP, () = Py (1) — Ppy1 (D
dir.

Ispat. Toplam olasilik formiiliine gore,
P, {X(0) <t} = P {t <v;X(D) < x}+Puft=v;X(®) <x} (1D
yazilabilir. Yazim kisalig1 i¢in (1) esitliginin birinci toplam1 G(t, X, Az) ile gosterilsin, yani
G(txAz) = P, {t<v,; X(0) < x}
olsun. G(t,x,Az) fonksiyonu T, ve S, dizilerinen olasilik karakteristikleri ile ifade
edilecektir, dolayisiyla G(t, x,Az) fonksiyonunun bilindigini kabul edelim.

Simdi (1) esitligindeki ikinci toplami inceleyelim:

[ee] t
Pt > y1; X(O) < x} = j j Py, {yreds; { edv; X(0) < x}
v=0Ys=0

- [ ) [ Pcap,fricasip,xe -9 <)
v=0Ys=0

dir. Ayrica
m{dv} = P{¢;edv}; R(ds;Az) = Py, {yi€ds}
oldugundan denklem

P {t > y3; X(D) < x} = j . j o, {AVIR(ds; A2)Q(E — 53 % AV)
v=0+Ys=0

[e%) t
= J Q(t — s;x Av)R(ds; Az)m, {dv}
v=0

s=0
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seklinde yazilabilir. Notasyon kisalig1 i¢in son denklem

P {t=vy;X() <x}= foo Q(t — s; x; Av) = R(ds; Az)m; {dv}
v=0

= <f°° Q(t—s;x; 7\V)T[1{dV}> * R(ds; Az)
v=0

olarak yazilir. Burada

t

M1 * Ma(®) = | Myt = dMa(s) = [ My (e = )dM, ()
0 0
ozelligi kullanilmigtir. Ayrica
E(M(A3)) = f _OM(Av) m;{dv}

oldugundan P, {t = y;; X(t) < x} asagidaki gibi bulunur:
Pr{t = v X(®) < x} = E(Q(t;%;1,)) * R(t;A2)

(2)

R(t;Az) fonksiyonu, T, ve S, dizilerinin olasilik karakteristikleri yardimiyla ifade

edilebilir. Bunun i¢in (2) formiiliinii, (1) esitliginde yerine yazarak, asagidaki integral

denklemi elde edilir:
Q(t,x,Az) = G(t,x,Az) + E(Q(t; x;A3;)) * R(t; Az)

(3)

Dolayisiyla R(t; Az) fonksiyonu da bilinen fonksiyon olarak kabul edilebilir. (3) denklemi

2.tip Volterra Integral denklemi olup, bilinmeyen Q(t,x,Az) dagiliminin bulunmas: icin

temel matematiksel bagintidir. (3) esitliginin her iki tarafi 1, (z) dagilimina gore ortalanirsa

asagidaki yenileme denklemi elde edilir:

E(Q(tx;A%1)) = E(G(t,x,A31)) + E(Q(t; x;A31)) * E(R(5ATy))

burada

E(G(t,x,l(l)) = J G(t,x,Az)my(dz) ;
0

[00]

E(R(6A)) = f R(t Az)drm, (2)

0

(4)

dir. (4) esitligi, E(Q(t, x,AZ;)) bilinmeyen fonksiyonu i¢in bir yenileme denklemidir (bak,

Feller W., s.186). (4) yenileme denkleminin her iki tarafina t parametresine gore Laplace

doniistimii uygulanirsa

E (Q(a; X; ?\El)) =E (ﬁ(a, X, 7\(1)) +E (Q(a; X; Ml)) E(R* (o5 AZ1))

denklemi bulunur. Burada

(5)
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E (1\7I(a; X; 7\(1)) = f e ot E(M(t; X; Ml))dt,
0

BR@A) = [ e dB(R@A3)); > 0
0

dir. (5) esitliginden asagidaki formiil elde edilir:

B (0w 8)) = — CGLD) ©)
o X; =
1 ER(028)
(3) esitliginin her iki tarafina t parametresine gore Laplace doniisiimii uygulanirsa,
Qa5 %522) = Glovx,22) + B (Qos 528, ) R (5 22) (7)

esitligi elde edilir. E(Q(a; X; Ml)) icin (6)da kesin bir ifade elde edilmistir. Bu ifade
(7)'de yerine yazilirsa
E (G5 % A01) ) R* (06 A2)

YY) ®

bulunur. Burada "~ " simgesi ile Laplace doniisimii, "' =" simgesi ile Laplace-Stiltijes

Q(a; x;Az) = G(a, x,Az) +

dontisiimii gdsterilmistir.

Boylece, aradigimiz Q(t; x; Az) dagiliminin Laplace dontisiimii, G(t, X, Az) ve R(t; Az)
fonksiyonlar1 yardim ile ifade edilmis oldu.

Simdi de G(t,x,Az) ve R(t;Az) fonksiyonlarini, T, ve S, dizilerinin olasilik
karakteristikleri ile ifade etmemiz gerekir.

Once R(t; Az) fonksiyonunu hesaplayalim:

R(tAz) = P {y1 <t} = B, {11 + 8; <t} = Ry (5 Az) * Ry (D)
burada

Ri(t2Az) = P, {ty <t}; Ry(t) = P{6; <t}
dir.

[lk olarak R; (t; Az)'i hesaplayalim:

t
Rl (t; }\Z) = P}\Z{TI < t} = fP;\Z{Tledu}
0

Diger taraftan

Py, {t1edu} = P, {Ty, edu} = z P,,{N; = n; T,edu}

n=1
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oldugundan

P {tiedu} = Z P,{Az—S5,>0;Az—S,>0;..;Az—S,_1 > 0;Az—S, <0 ; T,edu}
n=1
- prz{xz—si >0;i=Tn=T:Az—S, < 0}P{T,edu}
n=1

= ) b, ()P, ()
n=1

olarak bulunur. Burada

b,(Az) =P,{Az—S;>0;i=1,n—-1;2z—S5,<0};

<I>n(t>=P{Za St}
i=1

dir. Dolayisiyla

t

Ry (t;22) = f P, {tyedu} = f ' by (2)d, ()
0 n=1

0
elde edilir. Simdi de R, (t)'i hesaplayalim:

t

Ry(t) = P(6; < ) = j R, (ds)
0

Ama

L1
R,(ds) = P{0,eds} =P z & eds
i=1

[ee]

L1
=ZP L1=n; Tn= EiEdS
=1

i

P{L; = n}P{T, eds}

Il
s 3

=
I
—-

I
NgE

P{(—m1) < 0;(—m32) < 0;...; (—Mn—1) < 0; (—M,) = 0}P{T, eds}

=]
Il
-

I
NgE

P{n; > 0,1, > 0;...5M,-1 > 0;m, < 0}3dP,(s)

=]
Il
-
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- Z(F(O))n_lF(O)dCDn(s)
n=1

dir. Dolayisiyla

t t

R0 = [ Ro(@) = | D (F0)" FO)d, ()
n=1

0 0
= F(0) ) (F()" @,
n=1

elde edilir. Benzer sekilde R, (t — u) asagidaki gibi elde edilir:

R,(t—u) = P8, >t —u} = 1 — F(0) Z(F(O))“‘1 ®, (t— u)
n=1

1—Ry(t—u) = 1 — F(0) Z(F(O))“_1 @, (t — u)
n=1

Dolayisiyla

Ro(®) = F(0) ) (F(0)" byt
n=1

elde edilir. Burada R(t; Az) = Ry (t;Az) * R, (t)'dur.

Simdi G(t; x; Az) hesaplayabiliriz
Gt x;Az) = P, {t < y;; X(t) < x}
= Py, {te[0, t1); X(t) < x} + Py {te[ty,v1); X(D) < x}
= G (t; x;Az) + G, (t; x; Az).
Son denklemde yer alan G, (t; x; Az) terimi asagidaki gibi elde edilir:
G (tx;Az) = sz{t < Ty X(O) < x}

= Z Py, {v(t) = n;t < Ty; X(t) < x}
n=0

P)\Z{Tn =t< Tn+1; X(t) < X}

P AT, St < Ty 1;2z2—S5,>0;..;2z—S, > 0;X(t) =2z—S, <x}

(o]
n=0

(o)
n=0
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=ZPM{THSt<Tn+1}p{;\z—si>o;1=1,—n; A —S, <x}

n=0
- Z A, (Da, (x;27).
n=0

kisaca
G, (t;x;2A2) = Z Ad,(Va,(x;Az)
n=0

elde edilir. Burada a,(x;Az) = P{Az—S; > 0;i=1,n; Az—S, < x};
AP, (1) = Py (D) — Ppyq (D)

dir.
G(t; x; Az) de hesaplanmasi gereken G, (t; X; Az) terimi ise
G2 (6 x;22) = Py {te[ty,v1); X(D) < x}

= Py, {te[t1,v1); 0 < x} = P {1y St <vy1}e(®)
t
= j P {tiedu,u<t<u+6;}e(x)
u=0
t
= j P}\Z{Tledu; t—u< 91} S(X)
u=0
t
f P{t;edu}P{t —u < 0;} &(x)
u=0
t
= f P{t —u< el}Rl (du; AZ) E(X)
u=0

seklinde bulunur. Dolayisi ile
t
G, (t;x;Az) = f R, (t — wWR; (du; Az) e(x) = R;(t;2Az) * Ry (H)e(x)
u=0

dir. Burada

Ry() = 1= Ry(0); Ro(®) = F(0) ) (F(®)" @, (0
n=1

R,(6Az) = P {1, < ) = Z b, (A2)®, (1)
n=1
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b,(Az) =P,{Az—S;>0;i=1,n—1;Az—S, <0}; E(X)z{g' );;8

a,(x,Az) = P{Az—S§;>0,i=1,n; Az—S, <x}

dir. Ozetle

(o]

G(tx;Az) = Z a, (x;Az)Ad, (t) + R;(t; Az) * R, (De(X)

n=1
dir. Boylece G(t; x; Az) ve R(t; Az) fonksiyonlar1 T, ve S, dizileri yardimiyla ifade edilmis

oldu. Dolayisiyla Teorem 2.3.1’in ispati tamamlanmuistir. ]

2.4. Siirecin Ergodikligi

Yukaridaki bolimlerde alinan sonuglarda goriildiigii gibi, siirecin kendinin sonlu
boyutlu dagilimlarinin hesaplamasi olduk¢a zordur. Bu zorlugu asmak igin, siirecin
duragan karakteristiklerinin hesaplanmasi amaca yonelik asamadir. Fakat siirecin duragan
karakteristiklerinin incelenebilmesi igin, Once siirecin bazi kosullar altinda ergodik
oldugunu ispatlamak gereklidir. Bu nedenle, bu kisimda ele aldigimiz X(t) surecinin
ergodikligi incelenecek ve ergodik dagilimin agik sekli ve ergodik dagilimin momentleri
bulunacaktir. Once siirecin ergodikligini belirten teoremi verelim.

Teorem 2.4.1 (Ergodik Teorem). {&n}ve {nn} rasgele degiskenler dizisi baslangig

kosullarina ilaveten asagidaki kosullar1 saglasin:

1) 0<E(§) <+,

2) P{n; >0}>0veP{n; < 0}>0;

3) n, rasgele degiskeni aritmetik olmayan bir rasgele degisken olsun;

4) E(m) >0.
Bu takdirde X(t) siireci ergodiktir.
Ispat. Ele aldigimiz siireg literatiirde "Kesikli Miidahaleli Yari-Markov Siiregleri" adi ile
bilinen genis bir stokastik siire¢ler sinifina aittir. Bu smif i¢in genel ergodik teorem,
Gihman ve Skorohod tarafindan ispat edilmistir (bak., Gihman ve Skorohod, 1975- 5.243).
Teoremin ispati i¢in, Teorem 2.4.1’in kosullarindan, genel ergodik teoremin kosularim
elde etmenin miimkiin oldugunu géstermemiz gerekmektedir.

Bu genel teoremin asagidaki iki varsayimi vardir:
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1.Varsayim: Oyle bir monoton artan rasgele anlar dizisi olmalidir ki, siirecin bu
anlarindaki degiskenleri bir ergodik Markov zinciri olustura bilsin.

2.Varsayim: Bu ardisik anlar arasinda gegen siirelerin beklenen degeri sonlu
olmalidir.

Birinci varsayimin saglanmasi amaci ile,

Yo=0<yr <yz <y3 < <Vnp<Vny1 <
rasgele degiskenler dizisini ele alalim.

Tanimina gore vy 'ler (n =0,1,2,3,...) 1 olasilig1 ile monoton artan Markov zinciri
momentleridirler. Ayrica, X(y ) = i olduguna gére ve {j'ler bagimsiz, aym dagiliml
rasgele degiskenler dizisi olduklari i¢in X(y, ) dizisi bir ergodik Markov zinciri olusturmus

olur. Dolayisi ile genel ergodik Teoremin 1.sart1 saglanir.

Simdi de 2. varsayimin saglandigini ispatlayalim. Once, V 0 < z < + igin

E(v1) = E(v(2) <+ (©)
oldugunu gosterelim:

Y1 =T +6; (10)
dir. Dolayisiyla

E(y1) = E(t1) + E(81) (11)

Diger yandan tanimina gore

L1
0= § (12)
i=1

dir. Burada L rasgele degiskeni p= F(0) parametreli Geometrik dagilima sahiptir ve &'

lerden bagimsizdir. Bu durumda, Wald 6zdesligine gore,

Lq
BO) =E| ) & | = BLIEG) (13)
i=1
elde edilir. L; Geometrik dagilima sahip olduguna gore,
B(L) = —
RO

elde edilir. F(0) = P{n; < 0} > 0 oldugu i¢in E(L;) < +co elde edilir.
Diger taraftan Teorem 2.4.1'in 1.sartina gore 0 < E(&l) < oo’ dir. Dolayisiyla
E(6;) = E(L1)E(§) < +oo (14)

elde edilir. Bu takdirde sadece E(tq)'in sonlu oldugunu gostermemiz yeterli olacaktir.
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N(z)

B(w) = E(:) =E( ) §

i=1
Wald 6zdegligine gore,

E(t) = EN(2)E(E,) (15)
dir. E(&l) sonlu olduguna gore, E(N(z))'in sonlulugunu gostermemiz gerekmektedir.
Tanimi geregi;

N(z) =infiln > 1:z—-S, < 0} =inf{n > 1:S, > z}
dir.

N(z)'in beklenen degerinin sonlu oldugunu gostermek ic¢in {S,} rasgele yiiriiyiis
stirecinin basamak yiiksekliklerin (X:l— ) ve anlarm (v;}) tanimlanmigtir;

+

Vi
vi =inf{n>1:S5, >0} ve x{ = ) 1, (16)

i=1
dir. v{" ya 1. basamak ami, x;" ya birinci basamak yiikseligi denir (Feller, 1971). (vii; x}),
n=1,2,3,... rasgele degisken ciftleri (vi ;xi" )ile ayn1 dagilima sahip bagimsiz rasgele
degisken cifti olsunlar. Bu rasgele degiskenin yardimu ile asagidaki yenileme siirecini inga

edelim;

H(z) = inf{n > 1:2)@" > Z} (17)
i=1

E.Dyinkin prensibine gore,
H(z) H(z)

ND =D 5 Sww= ) 4 (18)
i=1

i=1
sekilde gosterilebilir. Buradan, Wald 6zdesligine gore
H(z)

E(N(2)) =E z vit | = E(H(2))E(v}) (19)

i=1
elde edilir. E(n,) > 0 olduguna gore, E(vi) < +oo elde edilir (Feller, 1971).

Diger taraftan

E(H(Z) = U,(2) = ) F{'(@)
n=0
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oldugu i¢in E(H(Z)) fonksiyonu {x: } dizisi tarafindan olusturulan yenileme
fonksiyonudur. Burada F(z), = P{xi’ < Z} fonksiyonu 1. basamak yiikseliginin dagilim
fonksiyonudur. Feller (1971)'e gore, her sonlu z igin E(H(z)) < +o0' dir. Bu takdirde (19)'e
gore E(N(z)) sonludur. (15)'e gore ise E(t(z)) sonludur. Dolaysiyla, V z € (0; +) i¢in
E(v)) =E(¥(2) = E(1(2)) + E(61) <+
dir. Sonug olarak, genel ergodik Teoremin 2. kosulu da saglandi. O halde, X(t) siireci
ergodiktir.
Simdi, Teorem 2.4.1'in kosullar altinda X(t) siirecinin ergodik dagiliminin analitik
sekli asagida 6nerme seklinde verilebilir.
Onerme 2.4.1. Teorem 2.4.1'in kosullar1 saglanmis olsun. Bu takdirde, her sonlu

olgiilebilir f(x) (f: [0, +0) — R) fonksiyonu i¢in asagidaki bagint1 1 olasiligi ile dogrudur:

. 1 t ~ B 1 (0e] (0e] [ee] |
tlggz Of f(X(s))ds =S; = =3 (Yl)z :fo X :fo t :fo f(x) P{y, > t; X(t) € dx}dtdn(z), (20)

burada n(z) ile {;' in dagilim fonksiyonu gosterilmistir.

Ispat. f(x) smirli 6lgiilebilir bir fonksiyon oldugundan
sup|[f(x)|=M < oo (21)

xeR*

olarak yazilabilir. Bu takdirde

T T T f(X)P{yl > t;X(t) IS dx}dtdn(z) <M T T T P{yl > t;X(t) edx}dtdn(z)
=M T T P{y, >t} dtdn(z)
M [ EG @) 22)
dir. Burada
J B @)n(@) <o )

oldugu Teorem 2.4.1°de gosterilmistir. O halde (21) ve (23), (22)’de dikkate alinirsa,
onermedeki ti¢ katl1 integralin sonlu oldugu agik¢a gortiliir. [
Not 2.4.1. Baska bir degisle, X(t) siirecinin zaman ortalamasi, t — oo iken, mekan

ortalamasina, 1 olasilig1 ile yakinsamaktadir.
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Bu genel sonugtan ele aldigimiz X(t) siirecinin ergodik dagilimi ve ergodik
dagliminin karakteristik fonksiyonu i¢in 6zel formiiller elde edilebilir. (Gihman, Skorohod
(1975), s.243).

Teorem 2.4.2. Teorem 2.4.1'in kosullar1 saglansin. Bu takdirde her sinirli dlgiilebilir
f(x)(f: [0, +0) — R) fonksiyonu i¢in asagidaki baginti, 1 olasilig1 ile yazilabilir:

F(0) J, f()dA(x,.) + [, f(x)dB(x,.)
F(0)A(c,.) + 1

1 t
lim - fo f(X(s))ds =S¢ = (24)

burada

0 o]

A(x,z) = Z a,(x,z); B(x,2) = Z b, (x,7)
n=0 n=0
a,(x,Az) = P{Acz—S, >0,m=1,nmAz—S, <x},x > 0;

b,(x,Az) = P{Az—S, >0 m=1,n—1;2z—S, <x},x <0;
A(x,.) =j A(x,z)dn(z) ,B(x,.) =j B(x,z)dn(z);
0 0

A(,.) = lim A(x,.)

dir.
Ispat. Ispata gegmeden once, kisalik igin asagidaki notasyonu tanimlayalim:
G(t,x,z) = P,{y; > t; X(t) <x}. (25)

Toplam olasilik formiiliinden yararlanarak (24) esitligini asagidaki sekilde yazabiliriz:

G(tx7) = (1= OO)a(x —2) + ) [0(0) = By (D]an (,2)
n=1

o]

+ ) [, (6) = 0, (9 * HOb, (5, 2). (26)

n=1

Burada ®(t) = P{§ <t},

n

O, ()= P{T, <t} = P{Z; <t

i=1

dir. * sembolu ile konvolusyon ¢arpim gosterilmistir:

t
O™ (1) = f " V(g —s)dd(s),n = 2,3, ...;
0

0, t<O0.

" 1(t) = B(L); DY) = &(t) = {1 £ o ise H()= P{8; < tydir ve asikar sekli

asagidaki onermede verilmistir.
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Onerme 2.4.2. 0;-rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu asikar sekilde &; ve n, rasgele

degiskenin olasilik karakteristikleri ile ifade edilebilir:
Fo() = P{6; <t} =H(D) = (13(0))2:(1_’(0)))‘1"1 O™ (1) (27)
n=1

burada F(x) = P{n1 <x}, ®(t) = P{§ <t} 'dr.

Ispat. Tammina gore

Lq
0, = z &
i=1

dir.

Diger taraftan L, rasgele degiskeni, pozitif sigramaya kadar olan sigrayislarin toplam
sayisin1 gostermektedir ve p = F(0) parametreli Geometri dagilimina sahiptir, yani:

P{L, =n} =q" ' p = (F(0))"'F(0) (n=1.2.3..)
elde edilir.

Simdi 04'in dagilim fonksiyonunu hesaplayalim:

L1

Fo(t) = P{0;, <t} = H(t) = P Z g <t
i=1

o0 n o0
:ZP{Ll =n,Z§i St}:ZP{Ll :n,Tn St}
i=1 n=1

n=1

& ve n;'ler birbirinden bagimsiz olduklari igin:

D L =n}T, <4 = ) FO)FO 07O
n=1 n=1

_ 1:(0)2(1‘:(0))“‘1 ()
n=1

dir. Simdi yeniden (26) esitligine geri dénelim. (26) esitliginin her iki tarafim e™ ile

carpip t'ye gore 0'dan oo’a kadar integrali alinirsa, asagidaki esitlik elde edilir:
~ 1- o 1— o) n
Gx,2) = #s(x —2)+ #Z(@m) an (x,7)
n=1

1-H'O) % n
+T()Zl((pm) by (7) (28)

Burada G(4,x,z) ile G(t, x, z) fonksiyonunun t parametresine gore Laplace doniisiimiinii;
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H*(Q) ile H(t) dagilim fonksiyonun Laplace-Stiljes doniisiimii; ¢(A) ile ®(t) dagilim

fonksiyon Laplace-Stiljes dontisiimii gosterilmistir, yani

H*(\) = E(e™%) =fooe‘“dH(t), @A) = E(e™%) =J e Mdd(t)
0 0

dir. Teorem 2.4.1'in kosullarina gore E(él) < +oo0 oldugundan
lim; o (1 — (W) /A =E(&)
elde edilir. Hatirlatalim ki W.Feller (1971)’e gore
(1) = E(e™1) = E{1 — 2§ + o(W)} = 1 —AE(§;) + o()
dir. Diger taraftan
Ly

BO) =E( ) & | = ELDBG) =

i=1

1

oy E®)

dir. Teorem 2.4.1'in kosullarina gore, F(0) = P{n1 < 0} > 0'dur. Bu durumda,
1/F(0) < +oo dir. Ayrica, E(§;) < 4+ dir, dolayisiyla E(8;) = E(§;)/F(0) < +oo'dir.
Bu takdirde

_ 1-H"@) _E(&)
lm——— = £V = 55

elde edilir (Feller, 1971).

Diger taraftan Teorem 2.4.1'in kosullar1 altinda

[oe]

A(x,z) = Z a,(x,z) veB(x,z) = Z b, (x,z)
n=0

n=0
serileri yakinsaktirlar.

Bu durumda, (28) esitliginde A — 0 iken limite gegilirse asagidaki sonuca ulasilir:
j G(t,x,z)dt = E(§;)A(x,2) + E(61)B(x,2)
0

= [E(§1)/F(0)][F(0)A(x,z) + B(x,2)] (29)
elde edilir.

Simdi de (29) esitliginin her iki tarafin z parametresine gore ortalayalim:

[oe]

oj j G(t,x,z)dt | dn(z) =

0

E(§)
F(0)

[F(0)A(x,.) + B(x,.)]. (30)

Burada
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[ee]

A(x,.) = f A(x,z)dn(z) = E(A(x,{))
0

[oe]

B(x,.) = f B(x,z)dn(z) = E(B(x,{;))

0

dir. (30) esitligini Onerme 4.1'de gdz oniine alirsak, asagidaki ifade elde edilir:

_ 1 |EGY r w
= E(Y1){F(0) [F(O) Of f(x)dA(x,.) + Of f(x)dB(x,.)B

_E() [ [
= FOEGD {F(O)Of f(x)dA(x,.) + Of f(x)dB(x,.)}. (31

Diger taraftan

N; Ly
Ewn=E&a+Ewo=E<§}>+E<§}>

i=1 i=1

E E
= E(EI)E(Nl(Zl)) + F((Eol)) = F((EOI)) {F(O)E(N1(Z1)) + 1}

dir. Burada

EmﬂmzLaM@M@

= limf A(x,z)dmn(z) = lim A(x,.) = A(x,.)
0

dir. Dolayisiyla

_F(0) Jy fx)dAx,.) + [, f(x)dB(x,.) 2
B F(0)A(oo,.) + 1 (32)

f

elde edilir. Onerme 4.1'in ifadesinde S¢’nin (32) ifadesi goz éniine alinirsa, 1 olasilig ile

1y F(0) [ f(x)dACx,.) + [ f(x)dB(x,.)
fim J f(X(s))ds = : F(0)A(x,.) +1

oldugu goriiliir. Bu da Teorem 2.4.2'nin ispatini1 tamamlar.
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Teorem 2.4.2'den bir¢ok degerli sonuglar almak miimkiindiir. Bunlardan bazilarini
asagidaki sekilde verelim.
Sonu¢ 2.4.1. Teorem 2.4.1'in kosullar1 altinda, X(t) siirecinin ergodik dagilim
fonksiyonunun (Q(u)) kesin analitik ifadesi asagidaki sekilde verilebilir:
_ F(0O)A(u,.) +B(u,.)

= 1i < =
QW = lim PR < = —F A )+ 1 (33)
. , . (1 ,x<u. ., . )
Ispat. Teorem 2.4.2'de f(x) yerine, I,(x) = {0 <> u indikat6r fonksiyonunu yazilirsa

.- F(0) f; 1dA(x.) + [ 1dB(x,.)  F(0)A(u,.) + B(u,.)
£ F(0)A(,.) + 1 " F(0)A(x,.) +1

elde edilir.
Sonu¢ 2.4.2. Teorem 2.4.1'in kosullar1 altinda, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin

karakteristik fonksiyonunun ((pX (a)) kesin analitik ifadesi asagidaki sekilde gosterilebilir:

F(0) f; €**dA(x,.) + [, e"*dB(x,.)
F(0)A(0,.) + 1

ox () = (34)

Ispat: Teorem 2.4.2'de f(x) yerine dnce f(x) = cos(ax), daha sonra f(x) = sin(ax) yazip,

alian sonuglar1 e'** = cos(ax) + i sin(ax) Euler 6zdesligine gore toplarsak,

F(0) J, e™*dA(x,.) + [, e *dB(x,.)
F(0)A(0,.) + 1

esitligi elde edilir. ]

px (o) = lim E(e'**®) =

Sonug 2.4.1 ve Sonug 2.4.2'de ergodik dagilim fonksiyonu ve ergodik karakteristik
fonksiyonu i¢in kesin ifadeler elde edildi.

Fakat bu ifadelere dahil olan A(x,z) ve B(x,z) fonksiyonlarini hesaplamak, karmagik
matematiksel yapilardan dolay: olduk¢a zordur.

Bu nedenle Q(x) (ergodik dagilim fonksiyon) ve @x(a) (ergodik karakteristik
fonksiyon) i¢in alternatif ifadelere ihtiya¢ duyulmaktadir.

Bu problemin ¢6ziim yontemlerinden birisi, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin
karakteristik fonksiyonunu, N(z) ve Sy, sinir fonksiyonellerinin karakteristikleri ile ifade
etmektir.

Bu amagla, rasgele yiiriiyiis siireci igin temel 6zdeslikten (Feller, 1971) yararlanarak

asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 2.4.3. Teorem 2.4.1'in kosullar1 saglansin. Bu takdirde X(t) siirecinin ergodik
dagiliminin karakteristik fonksiyonu (¢x(a)), N(z) ve Sn(z smir fonksiyonellerinin

olasilik karakteristikleri ile asagidaki sekilde ifade edilebilir:

— 1 [ iaz (pSN(Z)(_O() -1
ox () = mbf on(—0 1 dm(z)
K ©
RN G) + Kfo e s,y (—e)dm(2), (35)
burada
K=1/F(0) = 1/P{n; < 0}; @y (=) = E(e™“M) = E(exp(—iamy)) ;

N(z) o
Sn = Zl 5 E(Ny (@) = fo E(N,(2))dn(2) ;

N; =N1(2) = N(2); @5, () = E(exp(—iaSy(y))
dir.
Ispat. Rasgele yiiriiyiis siireci icin temel 6zdeslikten (bkz, Feller, 1971) ve kesin ifade
(34)’ten yararlanarak ispat edilebilir ( bkz, Kesemen, 2006).

2.5. Siirecin Ergodik Dagiliminin Momentleri I¢in Kesin Ifadeler

Bu kismin amaci, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin momentleri i¢in kesin ifadeler

elde etmektir. Bu amag i¢in asagidaki notasyonlar1 dahil edelim:

m, =EM}) ; my; == ,n=1,23,...

nm 1 !

C;'in dagilim fonksiyonunu m(z) ile gosterecegiz.

— Mn(Z) T
Mi(2) = E(SR(n)s Ma1(2) =25, E(X™) = limee EX™ (), n= 1,23, ..

E(GIM, (@) = f z" M, (z)dn(z) ,r = 0,1,2,3,... n = 1,2,3, ...
0

Simdi de bu kismin temel amacini ifade eden teoremi verelim.
Teorem 2.5.1. Teorem 2.4.1'in kosullarina ilaveten, E( | m | 2) < 4o kosulu da saglanmis

olsun. Bu takdirde X(t) siirecinin ergodik dagiliminin birinci momenti asagidaki sekilde

gosterilebilir:



39

1
E(My(3,)) + Km,

EX) =

- - 1 - - -
(B@M@0) - 5B (M @0) + AB(M: @) + KmiEGD] (36)
burada mypq = anln_zl, zl = AZl ’Al =my; — Km1 ; K= 1/F(O) 'dir.

Teorem 2.5.2. Teorem 2.4.1'in Kosullarina ilaveten, E( | m | 3) < +oo kosulu da saglanmis
olsun. Bu takdirde X(t) siirecinin ergodik dagilimmin ikinci momenti (E(X?)) asagidaki

sekil yazilabilir:

= ~ ~ ~ 1 =
E(X?) = B(EML (@) — E@QM (@) +3E(Ms (@)

E(M;(31)) + Kmy
+A1[2E(GM1(©)) — E(M2(G)] + A.E(M; (§) + KmyE(G)}, (37)
burada {; = AZ; ; A; = my; — Kmy ; A, = 2m3; — ms; 'dir.

Teorem 2.5.3. Teorem 2.4.1'in kosullarina ilaveten, E( | m | 4) < +oo kosulu da saglanmis
olsun. Bu takdirde X(t) siirecinin ergodik dagiliminin iigiincii momenti (E(X®)) asagidaki

sekilde gosterilebilir:

E(X3)

= ! BM, (T _E Sonn (7 s -
= E(Ml(zl)) n Kml {E(ZIMI (Zl)) > E(ZlMZ(Zl)) + E(<1M3(Z1))

1 - - - - - -
—ZE(M4(§1)) + A1 [3E(3EM; (&) — 3E(GuiM2 (L) + E(M3 ()]

+38, |[E@GMy (©) — 3 E(M2 @) + 3A3E(M; @) + KmE(R)), (38)

burada Al =My — Kml, AZ = ngl — mg3q; A3 = % - 2m21m31 + ngl’dlr.

Teorem 2.5.4. Teorem 2.4.1'in kosullarma ilaveten, E( | m | 5) < o0 kosulu da saglanmis
olsun. Bu takdirde X(t) siirecinin ergodik dagilimmin dérdiincii momenti (E(X*))
asagidaki sekilde yazilabilir:

_ 1

 EM;(§)) + Kmy

E(XY)

(E@M) @) ~ 2E@Ma @) + 2B@Ma@) ~ EGMi@) + g EMs @)
+A;[4E(GM;(T))) — 6E(TM(C)) + 4E(GM3(01)) — E(M4(3D)]
+2A,[3E(TEM (01)) — 3E(GM,(G0)) + E(M3(2)]

+6A3[2E(( My (G1)) — E(M2(4))] + 3A,E(M; (1)) + Km E(T)} (39)

burada Al =my — Km1 ; AZ = 2m%1 —mg3q , A3 = T - 2m21m31 + ngl ;
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_ 4 2 2 4 1 '
A4 = 4m21 - 6m21m31 + ms3q + §m21m41 - gm51 dir.

Ispat. (Teorem 2.5.1- Teorem 2.5.4)

(35) esitliginde X(t) siirecinin ergodik dagiliminin karakteristik fonksiyonu ((px (a)),
N(z) ve Sy sinir fonksiyonelleri yardimu ile ifade edilmistir. Bu esitligin her iki tarafim
(ic)nin derecelerine gére o — 0 iken Taylor serisine ayirarak, E(X")'leri Sy, smur
fonksiyonunun momentleri ile (M,,(z)) ifade edebiliriz.

Ispat yonteminin benzerliginden dolayi, Teorem 2.5.1-5.4'in yerine sadece ilk iki
teoremin ispatini verecegiz.

E( | ull | 3) < 400 oldugunda (Feller, 1971),n; rasgele degiskeninin karakteristik
fonksiyonu asagidaki sekilde yazilabilir:

)
@, (—a) = E(e7iom) = E{l —iom; + %mz} + o((io)?)
: i)’ . .2
=1—ioam; + TR + o((ia)*) (40)
2
@q(—a) — 1 = —iam; + (23 m, + o((ia)?) (41)

Benzer sekilde, a — 0 iken, Sy,y'in karakteristik fonksiyonu ig¢in Taylor agilim

yazilabilir:

(ie)?
57 M2 (@) + 0((ie)?) (42)

(42) ifadesini (41) ifadesine bolerek, asagidaki agilim (o« — 0 iken) elde edilir:

Py, () — 1 = —iaM; (z) + ——

. .
Py (-0~ 1 1M1 {1~ F M () + T My @) + o(G0))

L a)

. . 2
M) 1= M)+ M, ) + o))

ia 2
g 1- > My + (ia 6) m3; + o((ia)?)

M .
rln(Z) {1- 13 [Mg1 (z) — my; |
( a)? 5 )
1 [2M3;(z) — 3my; My (2) + 3my; “ — 2m3q ] + o((ic)?)}. (43)

Diger taraftan her z € (0, +00) i¢in, a = 0 iken asagdaki agilim yazilabilir:



41

2
2') z2 + o(a?). (44)
ve acilimlarindan, asagidaki acilim elde edilir:
(43) ve (44) agilimlarind daki acilim elde edili
Psy, (O =1 M;(2)
@n(—0) — 1 my

10‘Z=1+1ocz+(

iz

{1- 17 [2z — My (2) + my]

()?
+ 12 [6Z + 2M31(Z) — 6ZM21(Z) - 3m21 MZl(Z)
+6zm21 + 3m212 - ngl]} + O(((X)Z). (45)

(45) acgilimindan asagidaki agilim elde edilir:

f"" oz Psyy ) (—0) — 1
0 Py (—(X) -1

dm(z)

@) e (-
B ( r;1 : ) * er(:lljo [22 M, (2z) — M;(z) + my; M, (2)]dn(2)

+(ioo2 f[ZM()—éM()+62M()+6 M; (z)
12m1{ 3(z ZM, (z z°M;(z m,;zM; (z
0

—3my M (2) + (3my;? — 2m31 )M (z)]dn(z)} + o((i)?). (46)
Simdi de, a — 0 iken, (32) esitligindeki 2. toplanani hesaplayalim:

k-fo el g, ,, (—a) dn(z) = kJ;) el®?E(e7*N@ ) dni(2)

= Kk + iak [E(Zl) —E (M1(Zl)>]

L8 ) ~— k [E(Zl) +E (MZ(Zl)> — 2E ( 1(Z1))] + o(o?). (47)

(46) ve (47) ac;lhrnlarlnl toplayarak asagidaki agilim elde edilir:
E(M: (%)
my

-~ 1 - -~
[K+ E(N1(G0)]eox () = [K + + (0 E(GM1(G)

- —E(Mz(il)) + (— - K) (E(M:1 (%)) + KE@D)}

La )2 E(G:M2 ()

my

{KE(M2(0y)) — 2KE(M;(4,)) + KE() —

+ E(<1M1(Z1)) myy + E(GM;(Cy)) 4 E(M3(3y)) B E(M2(%))

21
mq mq 3m1 2

1 -
+ 6m; E (Ml (Cl)) (3my; % — 2m3;)} + o(a?). (48)

Simdi de gerekli hesaplamalar1 yaparak asagidaki esitligi elde ederiz:
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) {E (Z1M1 (21)) - E(MZT@))

ex(a) =1+ =
* Kmy + E (M, (Zy)

+ (% — Kmy ) E (M;(2)) + Km;E(Z)}

2
(ia)? E (Ma(a))
2|Kmy +E (M, (%) )] 3

N +E(BME)) ~E(GMa(2)

+(my; — 2Kmy)E (21M1(21)) + (Kml - %) E (MZ(Zl))
o (M2l ma E(My (%)) + Kmy E( 2 49
> N 101 my (<1)} + o(a®). (49)

Diger taraftan a — 0 iken, X(t) slirecinin karakteristik fonksiyonunun Taylor acilimi

asagidaki gibidir:

(i0)?
2

(49) ve (50) agilimlarini karsilastirarak asagidaki kesin ifadeler elde edilir:

px () = E(e!¥) = 1 + iaE(X) + E(X?) + o(a?). (50)

1 - -~ 1 -
E(X) - E (M1(21)) + Kml {E (ZlMl(Zl)) - EE (MZ(Zl))
+(mg; — KmE (M;(2) ) + Km, E(Z) (51)
2y — 1 72 7 _ Z 7 1 Z
E(X?) = A E(@M(%) -~ E(0Ma(8)) +5E (M3(3))

+(mgy — Kmy) [2E (3My (%)) - E(M(2))]

+(2my;® — m3)E (M1(21)> + Km E(3)}. (52)
Benzer sekilde, E(X3) ve E(X*)’iin de kesin ifadeleri elde edilebilir. Bu da Teorem 2.5.1-
2.5.4'in ispatlarini tamamlar. Boylece, X(t) slirecinin ergodik dagiliminin ilk dért momenti

icin kesin ifadeleri elde edilmis olur. [
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2.6. SN Smmir Fonksiyonelinin Momentleri i¢in Asimptotik Agihmlarin Elde
Edilmesi

Onceki alt kistmda X(t) siirecinin ilk dért momentinin SN () sinir fonksiyonelinin ilk
bes momenti ile ifade edildi. Fakat bu kesin ifadeleri hesaplamak olduk¢a zordur. Bu
nedenle bu calismada ¢esitli asimptotik yontemleri kullanarak X(t) siirecinin momentleri
igin U¢ terimli agilimlar elde etmeyi amagliyoruz. Bu maksatla, once Sy, simir
fonksiyonelinin momentleri i¢in A = oo iken asimptotik acilimlar elde etmeye ve bazi
onemli matematiksel yardimci teoremlart ispatlamaya calisacagiz.

Bunun i¢in {S,},n = 0 rasgele yiiriiylis surecinin {glincii kisimda tanimlanmig
basamak anlarin1 ve basamak yiiksekliklerini kullanacagiz. Birinci basamak animi

(v{) ve birinci basamak yiiksekliginin (X;_ ) tanimin tekrar verelim:

vi = inf(n = 1:S, > 0}z = S5 = Z”i

vi ve X1+ rasgele degiskenlerine literatiirde, sirasiyla, {S,},n > 0 rasgele yriiyiis surecinin
birinci basamak ani ve birinci basamak yiiksekligi denir. Bu 6zel rasgele degiskenler
rasgele ylirliyiis stireglerinin incelenmesinde 6nemli bir rol oynamaktadirlar (bkz., Feller
(1971), s.391). {v{} ve {x}},n =1, dizileri bagimsiz ve swrasiyla v{ ve 7y ile aym
dagilima sahip pozitif degerli rasgele degiskenler dizileri olsun.

H(z), % ,n = 1, rasgele degiskenlerinin iirettigi yenileme siirecini gostersin, yani
n
H(Z)=inf{n21: Xf>z},220

i=1

olsun.
E.Dynkin prensibine gore N(z) ve Sy, smur fonksiyonelleri {vi} ve {xf},n =1

degiskenleri yardimi ile agsagidaki sekilde ifade edilebilir:
H(z) H(z)

N(z) = 2 Vi S = Z el
i=1

i=1
U,(z) =E(H(2)) ile X: ,n > 1, basamak yiiksekliklerinin iirettigi yenileme fonksiyonunu

gOstersin, yani

U,(z) =1+ Z Fi'(2),2 > 0
n=0
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olsun. Burada Fi"(z) ile F(z); = P{x{ < z} dagilim fonksiyonunun n kat konvoliisyon
carpimi gosterilmistir.

Bu kisimda amag,
E(EM(Z)) = f O(Az)an(z)dn(z) =123, ..;k=01.2,..
7=

tipli integrallar igin asimptotik sonuglar elde etmektir. Burada 1t(z), C; rasgele degiskenin
dagilim fonksiyonunu gosterir. Sy, ’in momentleri yukarida My (z) ile gdsterilmistir, yani
My (z) = E(Sllfl(z)); k = 1,5’dir. Bu kismin temel amaci, M, (z) momentleri icin, A — o
iken 3 terimli asimptotik ac¢ilim elde etmektir. Bunun i¢in Kovalenko, Kuznetsov,

Shurenkov (1989) ve Rogozin (1964) kaynaklarindan yararlanarak, asagidaki yardimci

teoremler verilebilir:
3 ) ) .
Yardime: Teorem 2.6.1. E ( | m | ) < +oo olsun. Bu takdirde Sy sinir fonksiyonelinin

ilk bes momenti (My(z)) i¢in, z = o iken, asagidaki ii¢ terimli asimptotik agilimlar

yazilabilir

K2 1
1) M;(z) = E(SN(Z)) =z+ 2—u1+ 0] (2),

2) My(z) = E(Snyy®) = 2% + 2pz12 + psp + o(1);

3) M5(z) = E(Sn’) = 2° + 3p212% + 33,2 + 0(2);

4) My (z) = E(Sni*) = 2* + 4pg1 2% + 6p15,2% + 0(22);

5) Ms(z) = E(Sn)®) = 2° + Spgrz* + 10p3,2% + 0(2°).
"

Burada py = E(ka) M = k=1,23 dir. 37 ise {S,} rasgele yiiriiyiis siirecinin

birinci basamak yiiksekligidir.
Ispat. 1) Sn(z) smur fonksiyoneli agagidaki sekilde gosterilebilir:
SN(z) =z+ Xil_z

Burada )qu ile , {S,} rasgele yiiriiyiis stirecinin ilk kez z seviyesini agarken, bu seviyeden

yukarida kalan kismi1 gosterir. z = 0 oldugunda )A(L =y, elde edilir. Bu takdirde
E(Sn) =z +EQTE) (53)
esitligi elde edilir.

Rogozin (1964)’e gore, z — « iken,

. il
E(%{K) = ﬁ +0(1), k=123,..
1
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acilimi dogrudur. Burada py, = E(xfk)’dlr. Dolayisiyla
H2
ERT) =— 1
(Xlz) 2“1 + O( )
elde edilir ve (53) esitligi asagidaki sekilde yazilir:

U
E(SN(Z)) =z+ —2

21y
Fakat Kovalenko, Kuznetsov, Shurenkov (1989)’a gore,

E(|n1|3)<+oo

oldugunda

i 1
E(SN(z)) =z+ 2—:1 +o0 (E)

acilimi yazilirsa, yardimer teoremin birinci sikkinin ispati tamamlanir.

2) E(SI%](Z)) = E(Z + jﬁl-z)z = ZZ + ZZE()/H-Z) + E()/Z-li-zz

+ 0(1).

esitliginde Rogozin (1964) agilim1 uygulanirsa,

E(SNw) =2° + 2z2”—:1+ 3u—;+ o(1) = 2% + 2117 + 3 +0(1)

acilimi elde edilir.
Benzer yontemle 3), 4) ve 5) i¢in asagidaki gibi sonuglar elde edilir:
3) E(S{(y) = E(z + 11,)° = E{z® + 32281, + 32817 + 317
= 2% +322E(R1, ) + 32E(Re. ) + 0(2)

34322 3, 8 o(z)
2y 31y

=73 + 3py,2% + 3u31z + 0(2).
) E(S\@) = EGz+ i) = 2* + 42°EQY) + 62°EQRTY) + 0(2?)
3 M2 2 H3

=z + 423 —= + 622 — + 0(z%) = z* + 41,23 + 63,22 + 0(z?).

21y 31y

5) E(SN) = E(z + ;zlz*)S = 2% + 52*E(R1, ") + 1023E(Re, ) + 0(z%)

=z°+ 524£

= 7° + 5py z* + 10p3,23 + 0(z3).

Boylece, yardimce1 teorem 2.6.1’in ispat1 tamamlanir.

(54)

(55)

(56)

(57)

(58)
(59)

(60)

(61)

(62)

Yardimer teorem 2.6.1'de My (z) = E(S]Ifl(z)),k = 1,5, momentleri icin A — oo iken

¢ terimli agilimlar elde edildi. Fakat ele aldigimiz siirecinin ergodik momentlerini
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hesaplamak i¢in My (z)'in kendisi degil, onun asagidaki sekildeki integrallerini bilmemiz

gerekmektedir:

E(GM(Z)) = f (2" M(A2)dn(z), k=15; n=0123,.. (63)
0

Burada m(z) ile {; rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu gdsterilmistir. ; ise,
n> N; iken {n,} rasgele degisken dizisinin ilk poztitif degerli terimini géstermektedir. Bir
baska deyisle, {; 'l asagidaki gibi tammlayabiliriz:

p=min{n> 1, >0} (64)
olmak tlizere {; = ny, 4, Yyazilabilir.

{n.}, n=1,2,3,... dizisi, bagimsiz ve aymi dagilima sahip rasgele degiskenden
olustugu i¢in Cl'in dagilimi n,'niin dagilimi ile ayn1 olacaktir, yani

n(z) = p{{, <z} = p{n,+u < 2} = p{n, < 7 (65)
seklinde yazilabilir.

Bu durumda, p'niin dagilim: ile min{n > 1:n, > 0} sekilde tanimlanan rasgele
degiskenin dagilim1 ayni olacaktir. Dolaysiyla , p i¢in tanim olarak

H=min{n =>1:n, >0} (66)
ifadesini kabul edebiliriz.

(66) esitligi ile tanimlanan p rasgele degiskeni, p = F(0) parametreli geometrik
dagilima sahip oldugu i¢in

p{ip=n}=q" Lp,n=123,..
elde edilir. Dolayisiyla p = K; €Geom(p = F(0))’dur.

Amacimiz E(zl) = AB — oo iken, (63) integrallari i¢in iki terimli asimptotik a¢ilimlar
elde etmektir.

Bu amag i¢in 6nce asagidaki yardimei teoremleri ispat etmemiz gerekmektedir.
Yardimc1 Teorem 2.6.2. E(m;) >0 ve E(xf) < 400 olsun. Bu takdirde her n =

0,1,2,3, ... i¢in, A = oo iken asagidaki iki terimli asimptotik a¢ilimlar yazilabilir:
1) E(GMi()) =2""B,,, + 271y, B, + 0,
2) E(ZHM (‘é )) — xn-l—ZB + 2)LH+1 B + O()\‘n-l-l)
1 M2 n+2 H21Pns1 ,
=n = +3 +2 +2
3) E (Cl M3(C1)) =N, + 3y, B, + o(AT),

) EGM@)) = 0B,y + 471y By + o (A7),



47

+5 +4 +4
5) E(C1 MS(C1)) AR s 5 g By + o ().
7 = . = ky . N — ’
Burada {, = AL, ; B, = E(G]) 5wy, = i,k =1,2,3 dur.
Ispat . 1) Yardimci teorem 2.6.1'e gore
1
M;(Az) =2z + pp; + z8 (Az)

dir, burada g; (Az) sinirli fonksiyon olup, V z > 0 lim, _,,, Azg; (Az) = 0'dir. Bu ac¢ilim1 gz

oniinde bulundurarak,

_ 1
EM;(C,)) =ABy + 121 + 0(})

elde edilir.
Burada
n 2
B = E(G) m = 123,38 = By S E(L,)s o =5

dir. Diger taraftan n = 1,2,3, ... olmak iizere,

E(GM(D)) = [0 (124 s +5-8.00)) ana)
0

o] 0 0

= f?xn“z““dﬂ(z) + umf)\nzndn(z) +f)\n_1zn_1g1(?\z)d1'r(z))
0 0 0

= AHE(S) + Ay E(C)) + 0 TLE(C T + o)
= "By + A"y By + 0(A)

acilimi elde edilebilir. Burada

o]

B, = E(T5) ve E(}) = f z"dm(z)

0
dir.

2) Yardimcr teorem 2.6.1'de My(z) = (Az)? + 2131 (Az) + g5 (Az) oldugu gosterilmistir.
Burada g,(Az) smirl fonksiyon olup, Vz > 0 lim,_,, g,(Az) = 0 'dir. Bu durumda, her
n=0,1,2,3,...icin

0

E(EM:(8) = | 0wM; (e

0

_ f DM + 219177 + g, (02) }dne(2)
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= [Gay2dn@ + 240 [ 02+ dn@) + [ G2, Grin)
0 0 0

— )\n+2E(CT+2) + 2}1217\““}3(@111“) + O(}\n+1)
= A28 40 + 20 A By + oM
acilimi elde edilir ve Yardimci Teorem 2.6.2°nin ikinci kisminin ispati tamamlanir.
3) Yardimci teorem 2.6.1'de
M3(z) = (A2)* + 3131 (A2)* + g3(A2)
oldugu gosterilmistir. Burada gz(Az) smrli bir fonksiyon olup asagidaki ozelligi

saglamaktadir:

g3(Az)

Vz>0igin, lim =0

A (Az)?

dir. Bu durumda, her n = 0,1,2,3 i¢in

0

B (EMs(2) = [ 0 MsG)dn(a)

0

= [ 02" 02° + 3121 02)? + 5022) ()
0

0 [e¢]

= An*3 f z"P3dm(z) + 3 py A2 j z"2dn(z)
0 0

00

+ f z" g (A\z?)dn(z)
0

_ )Ln+3E(Cr11+3) n 3H217\H+ZE(C?+2) n O(Xn+2)
= A""3B 43 + 3up A By + o (A" HR)
acilimi elde edilebilir. Bu da yardimci teorem 2.6.2’nin {iglincii kisminin ispatin tamamlar.
4) Yardimci teorem 2.6.1'de
My (2) = (A2)* + 4121 (A2)* + g4 (A2)
oldugu gosterilmistir. Burada g,(Az) smirli bir fonksiyon olup asagidaki o6zelligi

saglamaktadir:

8:07) _

Vz> 0icin, %1_% E

dir.
Bu durumda, her n = 0,1,2,3 igin
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E(EM(E)) = [ (M, G2)dn(a)
0

= [ 02 0" + 4121 02)° + 4023 ()
0

0

= 7\n+4f z"dm(z) + 4 py A3 f z"t3dn(z)
0 0

o0

+ f z"t2g, (A\z3)dn(z)
0

= AME(GH) + 4up A E(E) + o (AMF)
= A" Bois + 421 AP Boyz + 0 (AN

acilimi elde edilebilir. Bu da yardimci teorem 2.6.2°nin dordiincti kisminin ispatin

tamamlar.

5) Yardime1 teorem 2.6.1'de, Ms(z) = (Az)® + 5y (Az)* + gs(Az) oldugu gosterilebilir.
Burada g5 (Az) sinirlt bir fonksiyon olup asagidaki 6zelligi saglamaktadir:

gs(Az)

Vz> 0igin, lim =0

A (Az)*

dir. Bu durumda, her n = 0,1,2,3, ... igin

0

E(OMs()) = J (Az)"M;5 (Az)dn(z)

0

f (A2)™{(A2)® + 5pz1 (A2)* + g5 (A2)}dm(2)
0

[ Gays3anG) + 5 a1 [ Gy +ian) + [ 05 )
0 0 0

— 7\n+5E(CT+4) + 5“217\n+4E(C111+4) + 0(7\n+4)

= A" Boys + SHp A" By + o)
acilimi elde edilir ve yardimci teorem 2.6.2°nin besinci kisminin ispati tamamlanir.
Boylece yardimci teorem 2.6.2'nin ispati tamamlanir, yani Sy, sinir fonksiyoneli ile baglh

integrallarin asimptotik davranisi incelenmis oldu. ]



50

2.7. Siirecin Ergodik Momentleri I¢in iki Terimli Asimptotik Acilimlar

Bu kismin amaci, (E(Xk), k= 1,—4) X(t) siirecinin ilk dort ergodik momenti igin
E(zl) = A = oo iken, iki terimli asimptotik agilimlar elde etmektir. Bu amag igin
Yardimer Teorem 2.6.2'de, Sy(,) sinir fonksiyonelinin momentleri ile ilgili integrallerin

asimptotik a¢ilimlarini, elde ettigimiz momentler i¢in kesin ifadelerde kullanacagiz.

Bu kismin temel sonucunu asagidaki teorem yardim ile verebiliriz:
Teorem 2.7.1. E(y) > 0; E(In;13) < +o0 ve E(zl) = AP — o iken asagidaki asimptotik
acilimlar yazilabilir:

DEX) =2B,; +D; +0(1),

2)E(X?) = A*B,, +AD; + o(R),

EX®) =21°B,, + 1*D3 + o(A?),

HEXY) = 1", + 27Dy + 0 (1)
Burada

D; =[my; —cyB1] ; Dy = [2m21[321 - C31]31]; ;

D3 = [3my By, — c41B1]; Dy = [4myB,, — c51B1];

p B
Bl:“21‘|'Kml;B1EB:E(%);BM:rl_[;ll’Cnl:%1 R =2.5;

my,

my, g =n_1’1’11;p“n1 - n_l.ill; Mn = E(nl)n; Hn - E(X1+)H;K=W’

F(0) = P{n, < 0} dur.
Ispat. Teorem 2.5.1°de X(t) siirecinin ergodik dagiliminin birinci momenti asagidaki

sekilde verilmistir:

E(X)

~ - 1 B _ )
— B ) 7 K, {E(clMl(Cl)) - EE(MZ(Cl)) +AEM; @) + Kmy B}

Notasyon kisalig1 i¢in, agagidaki gibi yazilabilir:

EX) =1 M{LA) + 1)}, (67)
burada

L) = L0 =E(EME)) - 2E(ME));

E(M;(§))) + Kmy

;1) = A(E (Ml(il)) +KmyE(Z,); Ay = my; — Kmp; K = —;
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Mn(zl) =E (S;\}(zl)) ,d1r.
Yardimer teorem 2.6.2°’de elde edilen asimptotik agilimlar (53)’de g6z Oniinde

bulundurulursa asagidaki ifader yazilabilir:

1
I (}\) = — =
1 E (M1(C1)) +Kmy  AB; 4wy + 0 (%) + Km,
_ 1
o 1o )
Diger taraftan
_ 1 up1 +kmy  (pg + kmy)? 1
L) = 7\_8<1 - B + (AB)Z +o0 ()\—2)>
_ 1 B Bf 1
B (1 " TopE e (772)) ' (68)
dir. Burada

By = 1 + Kmy
dir. Benzer hesaplamalar yapilirsa, [, (1) ve I3(A) ifadeleri asagidaki gibi elde edilir.

- - 1 -
L) =E(EM(E)) -8 (M)
1
= A*By + Ay B+ 0(1) — 5(7\232 + 2Mp21 B + p31) +0(1)
_1, 1 .
= 57\ B2 — SHa1 + o(1); (69)
I3(0) = (my; — Kmy)E (M1(21)> + Km;E(3;)

1
= (my; — Kmy) <7\[31 + Uz +0 (X)) + Km; A

1
= my; AP + (my; — Kmy)py; +0 (‘) . (70)

A
LY, I,(A) ve I3(A) ifadeleri (68), (69) ve (70)’de yerine yazilirsa, E(X) i¢in asagidaki
asimptotik ac¢ilim elde edilir:

EX) = LWL, + 1MW)}
1 B,  Bf 1
‘E(l_TB+W+°<ﬁ)>

1
{57\2 B2 + my AR + (my; — Kmy)py, + 0(1)}
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B2 B2B1 B,Bf
7\5{ + myAB + (my; — Kmy)pp; — )\T —my By + 252 +0(1)
[32 F— My Kmypp,  1B2B;  myBy 16231 o (1)
T B B 2 Tz °\n
= ABy; + [my; — c31B1] + o(1).
Burada
B Ba1
Bui=—; B =B =E{); co1 = ; B1 = 11 + Kmy;
npB; [3
_ my . — Hn . _ +\n . _— 1
My = nm, y Mn1 = nyy yHn = E(Xl) ;K= F(O)

dir. Dolayisiyla
E(X) =AB,; + Dy +o(1)
dir. Burada D; = my; — cy1 By’ dir.
Bu da Teorem 2.7.1'in 1. sikkinin ispatin1 tamamlar.
2) Teorem 2.5.2°de X(t) siirecinin ergodik dagilimimin ikinci momenti asagidaki sekilde
verilmistir:

, 1 s 1
E(X?) N e (@M (3) - B (3Ma(%)) + 55 (Ms(2)

A1 [2E (TM:(31)) — B (M2(3))] + AzE (M1 (Z1)) +KmyE(T)).

Burada A1 =my — Km1 ve A2 = Zm%l - m31’d1r.

Notasyon kisalig1 i¢in asagidaki gibi yazilabilir:
EX?) = LWL ) + 10 + 1,0} . (71)
Benzer sekilde, Yardime1 Teorem 2.6.2°de elde edilen asimptotik agilimlar (53)’de goz

oniinde bulundurulursa asagidaki ifadeler yazilabilir:

L) = 1 :l< By B2 (1)> 72)
T @) xm B\ B 07O
L) = E (%M (%)) —E(0M2(%)) +3E (M (%))

= 3 + Wz B, + 002 — (3, + 22%u,, B, + 0(1?))
53

+ % (A, + 322,,B, +0(0)) =22+ 0(2?), (73)

() = (A 2B (M (%)) - B (M (%))
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= (AD[2(A?B, + Apz1B + 0(1)) — (A%B2 + 2App1 B + 0(1))]

= (AD(X*B2 +o(V)), (74)
100 = AE (M1 (2)) + Kmy E(Z) = Az (AB, + 1,y + (1)) + Kmy 2%,

I;(A), (), I35(A) ve 1,(0) ifadelerini (71)’de yerlerine yazilirsa, E(X?) icin asagidaki

asimptotik ac¢ilim elde edilir:

2 3
E(x2)=i(1—5+ o )){ s 4 g, 422, Kmy + A27\B+0(7\)}

AR AB T (AB)? 3
_ %(1 _B_B (fé)z (—)) {% + myu A2, + AgAB + 0()\)}
_ E{%BJF my 2B, + A AR — ﬁ%— le% B, + 8623 B} + (A)}
- 7\23£+ 21A%2+ A, —)\[333—;21—m21%B 38;3 Bf +o0(1)
B3, B1

= A*B,, + 2Amy Byy — A — o).

B
Dolayisiyla

E(X?) = A’B,, + AD; + o(1)
dir. Burada

B Bs
D, = [2myB,, — c31B1] ;31 = % ; By =z + Kmy; By, = 38
dir. Bu da Teorem 2.7.1'in 2. sikkinin ispatinin tamamlar.
3) Teorem 2.5.3’de X(t) siirecinin ergodik dagiliminin {iglincii momenti asagidaki sekilde

verilmistir:

E(@M @) —5E (BM:0)) +E (LM (@)

1
B = E(My(3)) + Km,

—%E (M4(Z1)) + 3A4 [E Z%M1(Z1)) (§1M2(§1)) +SE (M3 (51))]
+38,E (M3 (%)) — 52E (M2(2) ) + 3A35E (M; (3,)) + Kmy E()3.
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Burada
2 My,
A; =myp; —Kmy ; Ay =2mj; —mgy; Az = 3 2my;mgy + 2m3,
dir. Benzer sekilde, notasyon kisaligi i¢in asagidaki gibi yazilabilir:
E(X?) = LW{LM) + 10) + L)} (76)

Yardimci Teorem 2.6.2°de elde edilen asimptotik agilimlar (53)’de gbéz Oniinde

bulundurulursa asagidaki ifadeler yazilabilir:

1 1 By, B2 1
1) E (Ml(zl)) + Kmy, 7~B( BB ( )) 7

-~ - 3 /. - - -~ 1 -
L0 = E(BM: (%)) - 5B (BMa(@)) + B (GMs(G)) - 7B (M)
3
= M*By + Py By + 0(A3) — 5(7\4[34 + 20, B, + 0(7\3))
1
+ (A9, + 30y, By +00%) ) =7 (A1B, + 4271, B, + 0(AD))

- %7‘464 +0(%); (78)

1509 = 3 [6 (EM @) - B (GMa(3) +3E (M)
=34 [7\333 + A% B, + 0(A%) — (7\333 + 2071y, B, + 0(7\2))
+%(?\383 + 302151, + o(xz))]

1
=34, <§A333 + o()@)) ; (79)

A - =
L) = 3AE (GM1 (%)) = 57 E (M2 (3)) + 3A5E (M1 (31)) + Ky E(T))
3A
= 382 ("B, + Miz1 B + o) = —= (B2 + Mtz1 B+ o)
+3A; (7\51 +p,, + o(1)) + Km; A3 B3

3 342 2 2

Benzer sekilde, I; (A), I,(1), I3(A) ve I,()) ifadeleri (76)’da yerlerine yazilirsa, E(X?) icin

asagidaki asimptotik a¢ilim elde edilir:
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1 1
E(X?) ZX_B<1 —E+ (fﬁl)z ( ))

4B4

3
4 + le}\ B3 — Km17\3B3 + Km17\3[33 + = Azxzﬁz + 0()\2)}

1 [A*B 3 B,B1
= X_B<_4 + le}\3B3 + E Az)\ZBZ - )\34—

2 m
%3 B, + 47\2 E‘; BZ + (7\2)>
B,

7\3[34 3 p
_ 23 2 2
= 2B + my A B +2 AZAB - A 4p2

B4,1 1

B

—’m

B,B1 B B
22 Amy, Bg B, +47\B§ B2 + o(})

= }LBB41 + 37\2m21631 - )\2 + (}\2)

Dolayisiyla
E(X3) = 2°B,, + A°D3 + o(A?)
ifadesi elde edilir. Burada

B
D; = [3m21B31 - C4131] y Ca1 = —L

B

dir. Bu da Teorem 2.7.1'in tiglincii sikkinin ispatin1 tamamlar.
4) Teorem 2.5.4°de X(t) siirecinin ergodik dagilimmin doérdiincii momenti asagidaki

sekilde verilmistir:
1
E(M; (§)) + Kmy

E(XH =

- - - - - - - - 1 -
{E(Z%Nh ((1)) - ZE(GMZ(ZI)) + ZE(Z%M3(Z1)) - E(§1M4(§1)) + gE(Ms(Q))
+Aq [4’E(Z%M1(Zl)) - 6E(Z%M2(21)) + 4E(21M3 (21)) - E(M4(21))]
+2A2[3E(Z%M1(21)) - 3E(21M2(Z1)) + E(M3(21))]

+6A3[2E(GM;(§)) — E(M2(01))] + 3A4E(M; (G1)) + Kmy E(T1)}
Burada

myq
Ay =my —Kmy; Ay =2m5; —mg;; Az = = 2my;m3; + 2m3,
A4 = 4m3; — 6m5;mz; +m3; + - -2
4 = 4M3yq m31Mzq T M3q 3m21m41 6m51

dir. Benzer sekilde, notasyon kisalig1 i¢in asagidaki gibi yazilabilir:
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EXY) = LMWL + 50 + LAY +Is(W)]} . (81)
Yardimcr teorem 2.6.2°’de elde edilen asimptotik agilimlar (53)’de g6z Oniinde

bulundurulursa asagidaki ifadeler yazilabilir:

LY = ! —i<1—E+B—%+o<i)> (82)
T E(M(3) +kmy A\ AT 0BT N )

e Y o N N
() = B(GiM1 (§0) — 2B(GiM2(80) + 2E(GEM3 (%)) — E(GMa(G) + 5 E(Ms(G1)
= 2°Bs + Az B, + 0" — 2 (A3 + 2A%,, B, + 0(1*) )
+2 (A3 + 3x%u,, B, + o)) — (A3 + 4x*u, B, + 0o(A%))

+%(7\5[35 + 5%, B, + o(x‘*)) = %)\585 +o(AY). (83)

[3(0) = A [4E(GM; @) — 6E(GEM2(%)) + 4E(5uM3 (G)) — E(Ma @)
= Ay [(X*Bs + Ppz1By + 00)) — 6 (X*By + 22%121B, + 0(A))

+4 (A*Bs + 30341218, + 0(0%)) — (X*By + Wiz By + 000%) )|
= A (A*By) +0(A3). (84)

I,(\) = 2A,[3E(EM;(§)) — 3E(GM2(4)) + E(M3(3))]
= 287 [3 (3785 + 22z1B, +0(00)) = 3 (%3 + 20%1uz1B, +0(0%))

+ (X383 + 32%u1B, + 0(AD) )| = 28, (A3B3 + 0 (1)) (85)

Is(V) = 6A3[2E(Z1M1(21)) - E(MZ(ZI))] + 3A4E(M1(Z1)) + KmlE(Z‘f)
= 6A3[2(A%B, + Ap1 B + 0o(D) — (A%B, + 0(A?))] + 3A4(0(A?)) + Km;A*B,
= Km;A*Bs + 0(A?). (86)
(82), (83), (84), (85) ve (86) ifadelerini, (81)’de yerlerine yazilirsa, E(X*)’un asimptotik
acilimi, asagidaki sekilde elde edilir:

1 B,  Bf 1
B = E(l T opE <>T2)>
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5
{ BS + le}\ B4 — Km17\4[34 + 2A2 }\383 + Km1l4B4 + O(AZ)}

5
A5
p [3 B, B4
)\.B( 5+m217\ B4+2A2 }\383 ;B leFBl
Bs
KB o)
B myA° l34 2A, A*Bs3 BBy Ba Bs
= — A= —A%my; — B AZ B? + o(A?
= 7¥4B51 +43°my Bay — BSE -+ o(A3).
Dolayistyla
E(X*) = 1*B., + 23Dy + 0(2%)
dir. Burada
Psy
D, = [4m21B31 - C51Bl] y C51 = ?
dir. Bu da Teorem 2.7.1'in dordiincii sikkinin ispatin1 tamamlar. |

2.8. Siirecin Ergodik Dagilim I¢in Zayif Yakinsama Teoremi

Bu alt kismin amaci, X(t) siireci i¢in A — oo iken zayif yakinsama teoremini elde
etmek ve ispatlamaktir. Bu amag i¢in yeni yardimci siireg, Y, (t) siirecini asagidaki gibi

tanimlayalim:

v, =22

Y, (t) siireci, X(t) siirecinin lineer bir dontisiimii oldugu i¢in Teorem 2.3.1'in kosullari
altinda, Y, (t) siireci de ergodiktir.

Simdi de Y, (t) siirecinin asimptotik davranigini incelemek icin asagidaki
notasyonlar1 dahil edelim.

X(t) ve Y(t) stireglerinin ergodik dagilimlarmin karakteristik fonksiyonunu sirasiyla,

9y (0) ve @y (a) ile gdsterelim, yani
oy (0) = %im E(exp(iaX(t))) ve oy (o) = lim E(exp(iaY; (t)))
dir.

Zayif yakinsama teoremini vermeden Once asagidaki teorem verilsin.
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Teorem 2.8.1. Ergodik teoremin kosullar1 saglanmis olsun. Bu takdirde, Y; (t) siirecinin
ergodik dagilimimin karakteristik fonksiyonu, A — oo iken, asagidaki limit karakteristik

fonksiyonuna (¢, (o)) yakinsar:

(Py(a) - (Po(a) = m,a * 0.

Ispat: Teorem 2.4.3'de, X(t) siirecinin ergodik dagilimmin karakteristik fonksiyonu

(¢,(@)), N(z) ve Sy, smir fonksiyonellerinin olasilik karakteristikleri ile asagidaki

sekilde ifade edilmistir:

_ 1 r e Do 71
A (A Kfo o, —1 ™
+ ~K foo el ¢ (—a)d,n(z), o € R\{0}; (87)
E(N; (Zl)) + Kz=0 SNQz)
burada
1 1 . _
‘5 7,00 = E(e™) = E(exp(ian, )

FQO) P{n, <0

(PSNO\Z)(—OL) = E(exp(—iaSN(;\Z))); E (Nl(zl)) = f E(N1 (AZ))dn(z);
0

N(z)

N1 = Nl(Z) = N(Z), SN(Z) = Z ni ’ Zl = }\’Zl
i=1

dir. ¢ ise (—n,)'in pozitif kismidir ve dagilim fonksiyonu asagidaki gibidir:

F(0) — F(—z)

FO0) ,F(z) = P{-n_<1z}.

P{Zn < Z} = TC(Z) =
Diger taraftan Y, (t) slirecinin dagilim fonksiyonu asagidaki gibi elde edilebilir:
Qv(9) = lim P{Y%, (9 <}

= lim P {? < x} = lim PX(t) < ) = Qu(ix). (88)

t—oo

Simdi de Y(t) siirecinin ergodik dagiliminin karakteristik fonksiyonu elde edilsin:

o, (a) = ll_)rg E(exp(ian(t)))

= limE (exp (“‘@))

= limE (exp (i%X(t))) = Px (;%)
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Ozetle

oy (@) = @y (%)

elde edilir. Dolayisiyla

~1 feW O
E(N;(G1) + K/ ?, (_X -1

[00]

oy (a) =

K @
e rr) e ((Pes() cemo)

0
Bu teoremi kisalik amaciyla agagidaki notasyonla gosterelim:

¢y (@) = R D) + KW}

Burada
0o o
RN =————; L) = j el7? Pone (_’_“) _ 1d (z/2)
E(N{(§) +K’ N _q ’
(N1 (¢1) 5 (Pn( X) 1
A) = [ exp® =) dyn(z/n
LG) = [ eplis g, (<5) dta/)
0
dir. Burada
S —xoz=)
T=Xoz=0X
dontisiimii yapilirsa, asagidaki ifade elde edilir:
00 o
E(exp(—iz Sx)) — 1
o N(z
10D = [ expis) 28 4,n(x)
5 E(exp(=iyny)) —1
o .0
E(exp(—iySnow)) — 1
= ] exp(iox) )‘_a 00 d,m(x).
) E(exp(~ign,)) — 1

Diger taraftan Sy, ’in asimptotik agilimimin tanimina gére

E(Snow)) = Ax + p,, +0(1)

oldugu i¢in,

.o
E(exp(=iySnan)) — 1 :

L) = j exp(iox)

o0 ey
) Eexp(~ign,)) - 1
jo E {exp (—i% (Snow) — Xx))} — ™ 460
= T X
: E(exp(~izn,)) — 1

(89)

(90)
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[00]

) f 1—1%(Swgs = %) + 0() — e
= 1

- dn(x)
J 1-igm; —1+0()
© . . O 1
_ el _ 1 4 IX (SNO»X) - XX) + O(X) dTC(X)
o 1
, lxml + O(X)

o .ol 1
_xfe BRI CYRAIO) Rl oo N
= iom; + o(1) -

0

@ alox _ {4 i()tu—;zb1 + 0(%)

_ Xf . dn(X)
iam; + o(1)

dir. Ozetle I; (1) asagidaki sekilde yazilir:

ei

LY =2 fo (m; dn(x) + o(1).

i
Ayrica, Wald 6zdesligine gore,
E(Sne) = mE(N1@);E (Sy(ry)) = mE (N (%))

dir. Burada ; = Ay dir. Diger taraftan R(A) igin asagidaki ifade elde edilsin:

_ _ my _ my
E(N;(§)) + K mE(N;(§)) + Kmy  E(Sn(p) + Kmy

RV

Bizim varsayimlarimiza gore,
E(Sney) =z + 1, +0(1) = Ax + p,y +0(1)

dir ve tanimina gore, A — oo iken, asagidaki a¢ilim dogrudur:
E(Snaz) = Ami + p,; +o(D).

Dolayisiyla (92) ve (93) esitliginden asagidaki ifade elde edilir:
mq _ mq
Km; +2m{ +p,, +0(1) ~ Amf + (Kmy + p,,) +0(1)

R()) =

Burada
B E(6;) 1

E ((_n1)+) = mii_; E(ﬂl) =1my; K= E(El) m ; l“lk = E(ka); p‘k =

dir.

Diger taraftan

-1
my Kmy +p,, 1
R = 1 —
Q) me{ + Amy + O(X)

oD

(92)

(93)

(94)

My

Ky,
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oldugu i¢in ve A — oo iken,

m

ROY = Ly KMty LMoy (95)
~ mf Amf A) i
elde edilir.
B my eiOLX -1
RO () =52 f () {1+ o(D)
0
—mlfem_ld ) {1+ o(1)}
" mf )  iomy T o(1)
0
—feiax_l 1+ 0,(1)d
= | e (1 01 (1)3n0)
0
elde edilir. Yukaridaki ifade A — oo iken,
j-oei(xx_ld()+ . _E(eiail)_l-l- . _(pz((l)—1+ .
iomf o o(D) = iaE (L) o) ==Ey T
0
dir. Ozetle
lim ROVI x—(p‘(a)_l 96
lim RO () = = s (96)

elde edilir. Burada

0

0,() = E(exp(iag,)) = | expiox) dao)

0
dir.
Simdi de I, (A) terimi i¢in asagidaki ifadeyi hesaplayalim:
a a
LG) = [ explS ey, , (=5) /)
0
; Z a
= [ explioDE(exp(= 3 Su)dn/).
0
Burada

Z_ =A
v, =
)L X Z X

dontistimii yapilirsa, asagidaki ifade elde edilir:

e 0]

1209 = [ expBexp(~i3 Sygu)dnCo)
0
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= .f E {exp(—i% (Snox) — XX)} dn(x)
0

o ; 1
=1- IXJ. E{SN(xx) — kx}dn(x) + O(X)
0

elde edilir.

(97)

Diger taraftan Sy, in asimptotik agiliminin tanimini goz oniinde bulundurarak,

asagidaki ifade elde edilir:

L) = 1—i%(u21 +o(1)) +o(%) = 1—%+0<%>.

(95) ve (98) ifadelerinden, asagidaki terim elde edilir:

m; fop,, (1)} Km, (1)
—LKi1- =)t = =).
m7 { AV ST VY

Bu takdirde K < +o0; my < +o0; mf >0; m{ < +o; p,; < +oooldugundan

ROVKI, () =

ROVKI, () = % +o (%)

dir. Burada
Km1

c=——,c€e (0,
7 C€(0)

dir. (99) ifadesinde limite gegilirse,

ggmmmﬂm=£g6+00»=o

elde edilir.
¢y () = RMWI; (M) + ROVKI (L)

olduguna gore, (96) ve (100) esitligini gbz 6niinde bulundurarak,

1m0y (@)= 00 (@) =5 ey
elde edilir. (101) esitliginin sag tarafindaki ifadeyi,
(P(((X) -1
%@ =TE@y

olarak gosterelim.

Onerme 2.8.1. ¢, («) bir karakteristik fonksiyonudur.

(98)

(99)

(100)

(101)

(102)

Ispat. ¢;'in dagilim fonksiyonun 7n(z) oldugunu biliniyor. Bu dagilim fonksiyon yardimu ile

yeni bir dagilim fonksiyon olusturulsun.
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G0 = %mof (1-m@)d@, x>0

(; pozitif degerli bir rasgele degiskendir.
1) lim G(x) = 0'dur.
X—>—00

2) G(x) monoton azalmayandir.

3) limy ;o G(x) = EE?; = 1°dr, yani G(x) € [0,1]'dir.

4) G(x) sagdan stirekli fonksiyondur.

(103)

Ayrica, G(x) dagilmmin {{,},n = 1,2,3,... dizisinin olusturdugu yenileme siirecinin

"Kalan Omriiniin" limit dagilimi1 oldugu bilinmektedir (bkz. Feller (1971)). Dolayisiyla

G(x) bir dagilim fonksiyonudur.

Her bir dagilim fonksiyonun bir karakteristik fonksiyonu oldugunu da biliyoruz (bkz.

Lukacs (1970)). Bu bilgi 1siginda, G(x)'in karakteristik fonksiyonu asagidaki gibi

hesaplanabilir:

(o]

. 1 [
bf e'*dG(x) = rﬁ)of e‘“X(l — T[(X))d(x)

1 x eiozx
— le)Of(l — n(x))dx < = )

i(xx 0 Ooeiotx
E@{u n(x)) — Of den(x)}
1
- E(@{‘E _f d“(x)}
_ (-1
1aE(Z ){ L+ (@) = CiRE(G)
dir. Dolayisiyla G(x) dagiliminin karakteristik fonksiyonunun
@(a) —1
iaE(Gy)

ifadesine esit oldugu goriilmektedir.

Karakteristik fonksiyonlariin bire-bir 6zelligine gore (bkz. Lukacs (1970))

@(a) —1
iaE(Gy)

ifadesi G(x) dagiliminin karakteristik fonksiyonudur.

o () =

(104)
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Boylece, A = oo iken Y, (t) siirecinin karakteristik fonksiyonunun q(c) limit
karakteristik fonksiyonuna yakinsadig: ispat edilmistir. ]
Not: Karakteristik fonksiyonun siireklilik 6zelligine gore (bkz. Lukacs (1970)) asagidaki
teorem elde edilir.

Teorem 2.8.2. Y, (t) siirecinin ergodik dagilimi Qy(x), A = o iken G(x) dagilimina zayif

yakinsar, yani her x > 0 igin
lim Qy(x) = G(x)
elde edilir. Burada
X
1
E(y)
0

dagilm fonksiyonu, {£,} dizisinin iirettigi yenileme siireci i¢in "Kalan Omriiniin" limit

Gx) = (1 — n(z))d(z)

dagilimidir.

F(0)—F(-z)

Sonu¢ 2.8.1. n(z) = )

esitligini (103)’de yerine yazilirsa asagidaki ifade elde
edilir:
fOX F,(—2)dz

Gx) = W,

(105)

2.9. Zayif Yakinsama Teoremi ve Ergodik Dagihmimn Momentlerinin Asimptotik
Acilimlari i¢in Ozel Durumlar

Bu boliimde zayif yakinsama ve asimptotik agilimlar i¢in ornekler verilmistir. Bu
orneklerde n,, rastgele degiskeninin dagilimi sirasiyla iistel ve diizglin dagilim olarak ele

alinmistir.

1. Ozel durum: 7, rasgele degiskeni iistel kuyruklu dagilima sahip olsun, yani 7,

rastgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki sekilde verilsin:

ab b
pe” ., x<0 e , x<0
f00 =12+ ; R0 =43tb, (106)
—bx 1-— —bx >0
a+be , x=20 a+be , X =
(106) esitliginden, asagidaki ifade elde edilir:
Fr(—x) = 1D e ™ , x=>0. (107)

Burada her x = 0 i¢in



65

X

J. F,(—2)dz = m (1—e) ve

0

r b

J. FT] (—Z)dZ = m (108)
0

dir. Dolayisiyla, gerekli hesaplamalar yapilirsa, G(x) asagidaki gibi bulunur:

GxX)=1—-e ,x=>0.

Bu ornekte, ilk dort momentlerin asimptotik agiliminin asikar sekli asagidaki gibi
elde edilir.

Varsayilsin ki; X; ve X, bagimsiz ve sirastyla a ve b parametreli iistel dagilima

sahip rasgele degiskenler olsun, 14 rasgele degiskenini asagidaki gibi tanimlansin:

n; = X; — Xo.

Bu takdirde,

n!

!
m, = Em]) = B((X; — X)™); EXD =2 ; B(X}) = 2
esitlikleri elde edilir.
Diger taraftan iistel dagilimin unutkanlik 6zelligine gore, {; rasgele degiskeninin

dagilimi, X, rasgele degiskeninin dagilimina denk olup, momentleri de ayn1 olacaktir; yani
I

n
B = EQD = EC) =
dir. Benzer sekilde, iistel dagilimin unutkanlk 6zelligine gore, x7 nmn da dagilimu,

X1’in dagilimina denktir. Dolayisiyla momentleri aynidir, yani

n!
w, = E(H™ = EX}) = v

dir.
Bu takdirde X(t) siirecinin ilk momentinin asimptotik a¢ilimi, agsagidaki sekilde elde
edilir:
1
EX) = B?\ + D + o(1),

burada
_a’+ab—b?
a?(b —a)
dir. Benzer hesaplamalar yapilirsa, X(t) siirecinin 2., 3. ve 4. momentlerinin asimptotik

acilimlart da asagidaki sekilde elde edilebilir:
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E(X?) = 2}\2+27\D+ A
=gt TP o),
EX3) = 6 A3 6 A?D A2
( )—b—3 to2 + 0(A%),
24 24
E(X*) =F7\4 +b—37\3D + o(A3).

Yukaridaki duruma 6zel bir 6rnek olarak,

1.1
—>-»1;b=2a,a€ (01
g a,a€(01)

esitsizligi goz Oniline alinsin. Bu taktirde X(t) siirecinin momentlerinin asimptotik

acilimlar1 agagidaki gibi elde edilir:
1 1
E(X) = 2—37\ -3 + 0o(1),
E(X?) = i)@ — 17\ +o(})
2a2 a? ’
E(X®) = 4%37\3 - %AZ +0o(2%),

3 3
E(X4) = g)ﬁ - a—4)\3 + O()\S).

2. Ozel durum: n, rasgele degiskeni [—a,b], b > a > 0 aralifinda diizgiin dagilima sahip

olsun, yani, n, rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki sekilde

verilsin:
1 0, X< —a
f,(x) = atb’ -asxsb ve F,(x)= x_—::z’ —a<x<h.
0 , d.y. 1, <> b

Bu takdirde her z > 0 i¢in asagidaki ifadeler elde edilir:
2

X
X -, 0<x<a
an(—z)dz = Z(a;b)

0 k—Z(a+b)’ x>0

Dolayisiyla , X(t) siirecinin limit dagiliminin asikar sekli asagidaki sekilde bulunur:
G(x) = min(1, x*/a%);x=>0.
Daha 6nce Teorem 2.7.1°de siirecin ilk dort momentinin asimptotik a¢iliminin asikar sekli

asagidaki gibi hesaplanmistir:
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DEX) =2AB21 + Dy +0(1),
2)E(X%) = A%B31 + AD, + o(D),
3)E(X3) = A3B4; + A%D3 + o(A?)
4)E(X*) = A*Bs; + 23D, + 0(A3),

Burada
D; = [my — 1Byl 5 Dy =[2myB,, — c31By];
D3 = [3m21[331 - C41]31]F Dy = [4m21B41 - C51Bl] ;

Bl=“21+Km1;B1EB:E(Q)?Bm:%'Cnl:%
1

dir.

N rastgele degiskeni [—a,b], b > a > 0 araliginda diizgiin dagilima sahip oldugunda, ;
‘nin momentleri asagidaki gibi elde edilir:

B1 =B =E(G) =

N ©

B2 = E(§12) = %:521 =5 =
1
23
Bz = E(Z13) = 1:331 =55 =
1

25

Bs = E(3:°) =g P =gr-=1%

B3 B3 B 5 B 15

Ama n, rasgele degiskeni [—a,b], b > a > 0 aralifinda diizgiin dagilima sahip
oldugunda, x{ rasgele degiskeninin momentleri hesaplanamaz. xi rasgele degiskeninin
momentleri ancak 6zel durumlarda hesaplanabilir. Ornegin; n,, rastgele degiskeni [—4,6]
araliginda diizgiin dagilima sahip olsun. Bu durumda xj rasgele degiskeninin momentleri
asagidaki gibi Monte-Carlo simiilasyon yontemiyle hesaplanabilir:

Rastgele yiiriiylis siirecinin 1. basamak yiiksekliginin (xj) ile lic momenti
simulasyon yontemi ile yaklasik olarak asagidaki sekilde bulunmustur (N=100*106
trajectory tiretilmistir):

u, = 24068 ; p, =8.8806 ; p, =37.9020

By, = 1.8449; n,, = 5.2493

o 4 16
B1:B=E(C1):E:2;Bzz?;63:16;

256 1024 2 4 16 128
Po=5 B =g =g m T =g =g
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Bu takdirde siirecin ilk dort momentleri asagidaki sekilde elde edilir:

4
E(X) =32+ 177 +0(1),
8
E(X?) = §x2 + 6.651 4+ o),
3 32 3 2 2
E(X®) = TN+ 234317 + o(A%),

256
E(X*) = 1—5x4 +88.392° + o(1%).



3. BULGULAR

Bu c¢alismada, Yari-Markov siire¢lerinin = 6nemli bir smifim1  olusturan
“Genellestirilmis Tutan Bariyerli Rasgele Yiiriiyiis Siireci” olarak adlandirilan bir model
ele alinmis ve bu modeli ifade eden stokastik siire¢ matematiksel olarak insa edilmistir.
Ayrica, siiregin ergodik dagilim fonksiyonunun kesin ifadesi bulunmustur. Fakat bu
formiillerin karmasik yapilarindan dolayr pratik problemlerin ¢dzliimlenmesinde
kullanilmas1 olduk¢a zor oldugundan, pratikte daha kolay uygulanabilir formiillerin elde
edilmesi gereksinimi vardir. Biitiin bu nedenler g6z oniinde bulundurularak, ele alinan
stirecin gerekli olasilik karakteristikleri asimptotik yontemlerle incelenmistir.

Ayrica, bu siirecin baz1 zayif sartlar altinda ergodik oldugu gosterilmis ve ergodik
dagilim fonksiyonu ve ergodik momentleri i¢in kesin ve asimptotik sonuclar elde
edilmistir.

Genellestirilmis Tutan Bariyerli Yar1 — Markov Rasgele Yiiriiyiis Siireci’ nin ergodik

dagiliminin karakteristik fonksiyonu, Sy, sinir fonksiyoneli yardimiyla ifade edilmistir.

Ilaveten ele alinan siirecin siir fonksiyonellerinin momentleri icin ii¢ terimli asimptotik
acilimlar ortaya konulmustur. Daha sonra Genellestirilmis Tutan Bariyerli Yar1t — Markov
Rasgele Yiiriiyiis Siireci’ nin ergodik dagilimmnin ilk dért momenti, i¢in iki terimli
asimptotik acilimlar elde edilmistir. Ele alinan siirecin ergodik dagilimi igin zayif

yakinsama teoremi ispatlanmstir.



4. iRDELEME

Yari-Markov modelleri ile ilgili literatiirde birgok teorik calismalar mevcuttur. Bu
caligmalarin bircogundaki sonuglar teorik bakimdan Onemli olsalar da, uygulamanin
ihtiyacin1 karsilayabilecek nitelikte degildir. Buna karsin kesin ifadeleri igeren ve
uygulama i¢in yararli olabilecek ¢alismalar da vardir. Fakat bu giine kadar bu siirecler her
yoniiyle arastirilmis degiller. Bunun temel nedeni, bu siireclerin olasilik ve sayisal
karakteristiklerinin ¢ok karmasik bir matematiksel yapiya sahip olmasidir. Ozellikle,
miidahaleyi ifade eden rasgele degiskenler yeterince genis bir smifa ait olduklarinda
siirecin temel karakteristikleri i¢in kullanilabilir formiillerin elde edilmesi ¢ok zordur.
Rasgele faktorlerin etkisi altinda degisen ve degisimi stokastik siireglerle ifade edilebilen
bir¢cok dinamik sisteme, gerektiginde “disaridan miidahale edilmesi” eylemi, ¢cogu zaman,
birgok faktoriin toplam etkisi altinda olusmaktadir. Dolayisiyla “miidahale” kararlar
verilirken birgok faktoriin toplam etkisi g6z oniinde bulundurularak verilmektedir.

Literatiirde, son yillarda asimptotik yontemler uygulanarak yaklasik, fakat pratik
Ooneme sahip olan asimptotik sonuglar elde etmege yonelik birgok degerli calismalar ortaya
konulmustur. Bu sonuglar genellikle rasgele yiirliylis siirecinin sinir fonksiyonelleri ile
ilgilidirler. Fakat birgok pratik problemlerin ¢oziimiinde sinir fonksiyonellerinin yani sira
stirecin ergodik dagiliminin bilinmesi de biiyiik 6nem tagimaktadir. Bu konuda son yillarda
baz1 6nemli ¢aligmalar yapilmistir. Bu durumda farkli yontemler uygulayarak asimptotik
sonuclara ulasmak miimkiindiir. Bu nedenle bu tezde, bir Genellestirilmis Tutan Bariyerli
rasgele yiirliylis siireci ele alinmig ve bu siirecin asimptotik yontemlerle incelenmesinde
gerekli bazi 6nemli yardimer teoremler kullanilmistir.

Bu c¢alismada asimptotik yontemler kullanarak, Genellestirilmis Tutan Bariyerli
Rasgele Yiiriiyiis Stireci’ nin karakteristikleri i¢in pratik dneme sahip asimptotik ifadeler
elde edilmistir.

Bu c¢alisma kapsaminda incelenen modelde bazi degisikliklerin yapilabilmesi
miimkiindiir. Ornegin, bu caliymada kullanilan analitik ve asimptotik yontemler iki
bariyerli yar1 - Markov siireclerine de uygulanarak onemli asimptotik sonuglar elde
edilebilir.



5. SONUCLAR

Bu c¢alismada, “Genellestirilmis Tutan Bariyerli Yar1 — Markov Rasgele Yiiriiyiis

Stireci” ele alinmis ve bu siirec i¢in asagidaki teorik sonuclar elde edilmistir.

1)

2)

3)

4)
5)

6)

Genellestirilmis Tutan Bariyerli Rasgele Yiiriiyiis Siireci’ nin ergodik dagilimi ve
karakteristik fonksiyonu i¢in kesin ifadeler bulunmustur.

Ergodik dagilimin karakteristik fonksiyonu, Sy,)sinir fonksiyoneli yardimiyla
ifade edilmistir.

Sn(z) swir fonksiyonelinin momentleri i¢in ti¢ terimli asimptotik agilimlar elde
edilmisgtir.

Siirecin ergodik dagiliminin ilk dért momentleri i¢in kesin ifadeler bulunmustur.
Genellestirilmis Tutan Bariyerli Yar1 — Markov Rasgele Yiiriiyiis Siireci’ nin
ergodik dagiliminin ilk dort momenti igin {i¢ terimli asimptotik acilimlar elde
edilmisgtir.

Genellestirilmis Tutan Bariyerli Yar1 — Markov Rasgele Yiiriiyiis Siireci’ nin
ergodik dagilimi i¢in zayif yakinsama teoremi ispat edilmis ve limit dagilimin

asikar sekli bulunmustur.



6. ONERILER

Yapilan bu c¢alismanm, Yari - Markov Siiregleri teorisindeki bir eksikliyi
giderebilecegi umulmaktadir. Bununla beraber bu c¢alismanin asagidaki yonlerde de
gelistirilebilmesi miimk{indiir:

1) Baslangi¢ rasgele degiskenlerinin birbirine bagimli olmasi durumunda, benzer

problemin martingaller yontemi ile incelenmesi.

2) Kesikli miidahaleyi ifade eden rasgele degiskenin dagilimini, daha genis bir
siiftan segerek benzer siireglerin analitik ve asimptotik Ozelliklerinin
incelenmesi.

3) Sigrama miktarlarimi ifade eden (n;) rasgele degiskenlerin, sigramalar arasinda
kegen siirelere (§;) bagimli oldugu durumda benzer problemin martingallar
yontemi ile incelenmesi.

4) Yakinsama teoremlerinde yakinsama hizinin bulunmasi iizerine ¢alismalarin
yapilmast.

5) Ele alinan siiregler i¢in toplamsal fonksiyonellerin olasilik karakteristiklerinin
bulunmasi.

6) Sonsuz varyansl rasgele degiskenler i¢in benzer problemlerin incelenmesi.

7) Bu caligmadaki analitik ve asimptotik yontemleri kullanarak benzer problemlerin
iki bariyerli yari-Markov stiregleri i¢in ¢oziilmesi.

8) Bu caligmadaki analitik ve asimptotik yontemler kullanilarak, genellestirilmis ve
genisletilmis yenileme siire¢lerinin incelenmesi.

9) Elde edilen sonuglarimn pratik alanlara uygulanmasi.
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8. EKLER

EK — 1: Wald Ozdesligi

v tam degerli rasgele degiskeni ve {&n} dizisi (€, 3J,P) olasilik uzayinda
tanimlanmis olsunlar. Ayrica v>0 ve &, rasgele degiskenleri kendi aralarinda bagimsiz
olsunlar. 3., ile &, &, rasgele degiskenlerinin irettigi sigma cebir, yani
Sen =0(&,..., &) gosterilsin.

Tamm 1: Her n=1,2,... i¢in {v <n}olay1, 3, ., sigma cebrinden bagimsiz oldugunda v
rasgele degiskenine “gelecekten bagimsiz” rasgele degisken denir.

Tamm 2: Her n=12,... i¢cin {¥r<n}e 3T, oldugunda v rasgele degiskenine Markov
rasgele degiskeni veya durdurma an1 denir.

Bagka bir deyisle, bu durumda ¢&,....&, rasgele degiskenlerinin degerleri
bilindiginde {v <n} olaymin gerceklesip gergeklesmedigini kesin olarak sdylemek
miimkiindiir. Markov rasgele degiskeni v, &, rasgele degiskenler dizisi i¢in “gelecekten
bagimsiz” rasgele degiskendir (Borovkov, 1984, s. 86).

S, =& +...+&, olsun. S, rasgele sayida rasgele degiskenin toplamidir.

Teorem 1 (Kolmogorov — Prokhorov Teoremi) (Borovkov, 1984, s. 88): Negatif olmayan
tam degerli rasgele degiskeni v, “gelecekten bagimsiz ™ bir rasgele degisken olsun. Eger

D P 2KE(& ) <o 1)
k=1
kosulu saglaniyorsa, bu takdirde
E@S,) =2 P(v2K)E(&) )
k=1

esitligi yazilabilir. Ayrica &, >0 oldugunda (1) kosuluna gerek kalmiyor.

Bu teoremin énemli bir sonucu olan asagidaki teorem, literatirde Wald Ozdesligi
olarak bilinmektedir.

Teorem 2 (Wald Ozdesligi) (Borovkov, 1984, s. 88): &,,&,,...rasgele degiskenleri kendi
aralarinda bagimsiz ve ayn1 dagilima sahip, v rasgele degiskeni ise “gelecekten bagimsiz”
bir rasgele degisken olsun. Ayrica E(,) <o ve E(v)<oo olsun. Bu takdirde

E(S,)=E(Q_&) =E(&)EM) ©)
k=1
elde edilir. (3) esitligine Wald Ozdesligi denir.



EK —2: Kesinlestirilmis Yenileme Teoremi

{n,},n=1,2,...cler bir (Q,3J,P) olasilik uzayinda tanimlanmis bagimsiz, ayni

dagilima sahip ve pozitif degerli rasgele degiskenler dizisi olsun. Bu dizinin yardim ile
asagidaki stokastik siire¢ insa edilsin:

N(t)=min{n>1:> n,>t}, 0. (4)

i=1

N(t) stirecine literatiirde “Yenileme Siireci” denir. N(t) yenileme siirecinin beklenen
degerine “Yenileme Fonksiyonu™ denir ve genellikle U(t) sembolii ile, yani

U(t) = E(N(1)) (®)
seklinde gosterilir. m,, n=1,2,... rasgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonu F(t), yani
F(t) =P{n, <t} seklinde olsun. Bu takdirde U(t) yenileme fonksiyonu asagidaki sekilde
gosterilebilir:

U =Y F" (), ©

burada F"(t) ile F(t) dagilim fonksiyonunun n. konvoliisyon carpimi gdsterilmis olup
asagidaki sekilde tanimlanmastir.

. 1, t>0 . 0 (. L .
F°(t)=s(t)z{0 <0 FHE) = F(E); FM (1) = F Y (1) *F(t) = j F O (t—s)dF(s), n=2,3,...

! 0

U(t) fonksiyonu, monoton azalmayan, pozitif degerli bir fonksiyondur ve U(0)=1"

dir. Ayrica, her sonlu t igin U(t) <o’ dur (Feller, 1971,5.185). U(t) fonksiyonu asagidaki
integral denklemini saglanmaktadir (Feller, 1971, s.186):

U(t) :1+jU(t—s)dF(s), t>0. (7)

U(t) fonksiyonunun asimptotik davranisini incelemek, olasilik teorisinde 6nemli bir
yer tutmaktadir. Bu nedenle, U(t)’ nin t-—>oo iken asimptotik davranisi ile ilgili
literatiirde bircok Onemli sonug¢lar mevcuttur. Bu sonuglarin en O6nemlilerinden birisi
“Kesinlestirilmis Yenileme Teoremi” adi ile bilinmekte olup, Feller W. tarafindan
ispatlanmistir. Burada bu teorem ispatsiz olarak verilmistir.

Teorem 1 (Kesinlestirilmis Yenileme Teoremi): F(.) dagilimi aritmetik olmayan bir

dagilim olsun. Ayrica, bu dagilimin beklenen degeri ( 1) ve varyansi (o) sonlu olsun. Bu
takdirde t — oo iken

0<U(t) ~ (Uh) > (n*+0°)202 ®)
elde edilir (Feller, 1971,5.366).
Not: “Birinci Yenileme Teoremi” olarak bilinen, asagidaki Teorem 2’den sadece
U(t) ~ t/pn sonucuna ulasilir. (8) sonucu bu sonugtan ¢ok daha giiclii bir sonugtur. Tezin

daha rahat anlasilabilmesi i¢in birinci yenileme teoremi asagidaki Teorem 2 seklinde
verilebilir (Feller, 1971, 5.360).
Teorem 2 (Birinci Yenileme Teoremi): F(.) dagilimi aritmetik olmayan bir dagilim olsun.
Ayrica, F(.) dagilimmin beklenen degeri () sonlu olsun. Bu takdirdeher h >0 sabiti igin,
t — o0 iken,

Ut)-U(t—-h)—>h/pn 9
elde edilir (Feller, 1971, s. 360).
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EK-3: Basamak Degiskenleri

{n,}, n=1 dizisi (2, J,P) olasilik uzayinda tanimlanmis, bagimsiz ve ayni dagilima

sahip rasgele degiskenler dizisi olsun. Ayrica m,, n=1,2,... rasgele degiskenleri hem
pozitif, hem de negatif degerler alabilsin. Bu rasgele degiskenlerin yardimi ile asagidaki
rasgele yliriiylis slireci tanimlansin:
n
Sy =0;S,=> n, nxl. (10)
i=1
Simdi de, 1. basamak an1 ve 1. basamak yliksekligi asagidaki sekilde tanimlansin:

v =min{n>1:S >0} 7 =S . =>n . (11)
R

v, rasgele degiskenine 1. basamak ani, y,” rasgele degiskenine ise 1. basamak yiiksekligi
denir (Feller, 1971, 5.191-193).

0<E(n,) <o kosulu saglandiginda, E(v,") <oo; E(y;) <oo elde edilir (Feller, 1971,
5.396-397).

EK-4: Dynkin Prensibi

{S,} rasgele yiiriiyiis siireci EK — 3’deki gibi tanimlanmis olsun. Bu takdirde{S,}
rasgele yiirliyils siirecinin sinir fonksiyonelleri olarak bilinen N(z) ve S, rasgele
degiskenleri asagidaki gibi tanimlansin:

N(z) =min{n>1:S >z}, z>0 ve S, =NZ(Z:)ni. (12)

i=1
N(z) smnir fonksiyoneli, {S,} rasgele yiiriiyiis siireglerinin z>0 seviyesini ilk kez agma
an1 olarak yorumlamr. S, —z ise, {S} rasgele yiiriiyiis siirecinin z>0 seviyesini ilk
kez astiginda z seviyesinin tizerinde kalan “artik” kisim olarak yorumlanir. Ayrica, N(z)
ve S, rasgele degiskenlerine, {S } rasgele yiiriiyiis siirecinin belli bir sinir1 agmasi ile
ilgili olduklari i¢in, sinir fonksiyonelleri denir.

{S.} rasgele yiriiylis siirecinin incelenmesinde N(z) ve Sy, smr
fonksiyonellerinin ¢ok biiylik 6nemi vardir. Fakat 7, hem negatif hem de pozitif degerler
alabildigine gore N(z) ve S, swnir fonksiyonellerini sadece yukaridaki tanimlarindan

yararlanilarak incelemek olduk¢a zordur. Bu nedenle, bu fonksiyonellerin incelenmesi i¢in
literatiirde  “Dynkin  prensibi” olarak bilinen bir matematiksel diislinceden

yararlanilmaktadir. Bu diisiinceyi ortaya koymak i¢in {S } rasgele yiiriiylis siirecinin 1.

basamak an1 (v,") ve 1. basamak yiiksekligi () EK — 3’ te oldugu gibi tanimlansin:

v =min{n>1:S >0}; 3 =) n;=S... (13)

i1 "
Ayrica (v, ; xr), n=1,2,3,... rasgele degisken ikilileri (v, :x,) ile ayni dagilima sahip
bagimsiz rasgele ciftler dizisi olsun. Bu rasgele degiskenler yardimi ile asagidaki yenileme
stireci insa edilsin:
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H(z) =min{n>1:> x >z}. (14)
i=1
Bu takdirde Dynkin prensibi matematiksel olarak, asagidaki gibi ifade edilebilir:
H(z) H(z)
N(z) = Z vis Sne = Z X (15)
i=1 i=1

Dolayistyla Dynkin prensibine gore, rasgele yliriiylis siirecinin iginde 0yle iki odiilli
yenileme siireci insa etmek miimkiindiir ki, N(z) ve Sy, smir fonksiyonelleri bu ddiillii

yenileme siiregleri yardimi ile ifade edilebilsin (Rogozin, 1964, s.453). Hatirlatalim Ki,
yenileme ve Odiillii yenileme siiregleri hakkinda literatiirde oldukca zengin bilgiler vardir

ve bu bilgiler kolaylikla {S,} rasgele yiirliylis siirecinin incelenmesi igin kullanilabilir.

EK - 5: E(N(2)) ve E(N(£1))’ in Sonlu Olmas: Uzerine

N(z) smnir fonksiyoneli EK — 4’ te oldugu sekilde tanimlanmis olsun. Bu durumda,
H(z)

Dynkin prensibine gore, N(z) = va sekilde gosterilebilir. Burada H(z) ile
i=1

{X;,n =1, 2,...} basamak yiiksekliklerinin olusturdugu yenileme siireci gosterilmistir. EK —
1’ deki Wald Ozdesligine gore,

H(z)
E(N(z)) =E(D_ v/) = E(v,)E(H(2)) (16)
i=1
elde edilir.
H(z) bir yenileme siireci oldugundan her z<oo igin E(H(z)) <o’ dir (Feller,
1971,5.185). Diger taraftan 0<E(n,) <o oldugu takdirde, E(v,) <o’ dur (Feller,
1971,5.396-397). Ozetle her 0<z <oo igin 0<E(n,) <o oldugunda, hem E(v;") hem de

E(H(z2)) sonlu elde edilir. Bunlar (16) esitliginde géz Oniine aliirsa E(N(z))’ de sonlu
oldugu sonucu elde edilir. Yani, E(N(z)) <« elde edilir.

Simdi de E(N((,)) ¢ in sonlu oldugunu gosterelim.
Wald 6zdesligi (EK —2) ve E(N(C,)) ¢ in tanimu geregi,

H@G)
E(N(G))=E(Y v))=E(DEMH(G) (17)
elde edilir. Burada
E(H(,))=] E(H(2)dn(2) (18)
0

dir. 0<E(,)<o oldugu i¢in E(v,) <400 dir (Feller, 1971,5.396-397). Dolayisiyla
E(N(C,))’ in sonlu olmasi i¢in E(H(Z,)) ’in sonlu olmasini gostermek yeterlidir.
Kesinlestirilmis yenileme teoremine gore (EK —2 ), z > iken
E(H@) = V. ()= +22+4(2) (19)
My 24y
seklinde yazilabilir. Burada p, = E(x;) dir. g(z) ise smirh bir fonksiyon olup, z —> o
iken sifira yakinsamaktadir. Bu takdirdeoyle bir b >0 sayis1 bulmak miimkiindiir ki, her
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€>0 icin z>boldugunda |g(Z)|<8/2 olsun. Bunu g6z Oniinde bulundurarak,

_TE(H(Z))d 7(2) integrali asagidaki sekilde degerlendirilebilir:
T E(H(2))d7(z) = i E(H(2))dz(z) + T E(H(z))dz(z) <U, (b)i dz(z)+ T U, (2)dz(2)

< u+(b)+z{i+ﬁ+§}dz(z) — U+(b)+uilIZd7r(z)+(2“—:lz+§}Id7z(z)

Ho 2wy
§U+(b)+w+ /122 . (20)
o 2 2
Burada

jb-dﬂ'(Z) < Td;z(z) =1, Tdyz(z) < Tdﬂ'(Z) =1, Tzd;z(z) < Tzd;z(z) =E(Z))

esitsizlikleri kullamlmistir. Béylece 0<E(n,)<oove E(n’) <o kosullart saglandiginda
E(N(z)) ve E(N(C,)) ¢ in sonlu olduklar1 ispatlanmis elde edilir.

EK-6: A(x,z) Serisinin Sonlu Olmasi Uzerine

Teorem 2.1.3.2° nin ifadesinde asagidaki seri kullanilmistir:

AX2)=Ya,(x2); a,(62)=P{z-8, >0, k=12,..n; z-S, <x}, x2>0.  (21)
n=0

Burada S, =Zni, n>1; S;=0 ile {n,} dizisinin olusturdugu rasgele yiirliylis siireci

i=1
gosterilmistir. Hatirlanacak elde edilirsa, {n,}, n>1 dizisi (Q,3J,P) olasilik uzayinda
tanimlanmig, bagimsiz ve ayni dagilima sahip rasgele degiskenler dizisidir. {n,} rasgele
degiskenler dizisi hem pozitif hem de negatif degerler alabilen rasgele degiskenlerdir.
Ayrica, 0<E(n,) <o kosulu saglanmaktadir. Bu durumda, A(x,z) serisinin sonlu olup

olmadig arastirilmalidir.
{w:z-§, >0}=C,, k=0,1,..,n ve{w:z-S, <x}=D, (x), n>0 (22)
olsun. O zaman,
a,(x,z)=P{C,nC,n..nC, nD,(x)}, n=0,1,...
elde edilir. Kisaca C,"C, n...nC_, =B, olsun.
D,(X)={w:z2-S,<x}cQ
olduguna gore a,(X,z) <P(B, nQ) =P(B,) elde edilir.
A(x,2)<D P(B,)=> P{z-S,>0;k=0,1,..,n}

n=0 n=0
elde edilir. Diger taraftan N(z) =min{n>1:z2-S, <0} sinir fonksiyonelinin tanimindan

{N(z) >n}={z-S, >0, k=0,1,...,n}
oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla
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A(x.2) <> PIN(Z) > n}= S PIN(Z) = n+1} = 3 P{N(2) > m} = E(N(2))

elde edilir. EK — 5° te, E(N(2))’ in sonlu oldugu gosterilmistir. Boylece, her x >0, z>0
icin E(77,) >0 oldugunda A(x,z) sonludur, yani A(X,z) < oo’ dur.
Boylece A(X,z) serisinin sonlu oldugu gosterilmis elde edilir.

EK — 7: Uc kath integrallerin Sonlu Olmasi Uzerine

Tezdeki, Teorem 2.1.3.2° de zaman ortalamalarinin durum ortalamasina yakinsadigi
ifade edilmis ve asagidaki esitlik verilmistir (1 olasilig1 ile):

1
!LrEEE[f(X(u))du =S, =

00 00 00

1
G ! ! l f(X)P,{z, > t; X(t) e dx}dtd z(2) (23)

Burada f(x) fonksiyonu sinirl dlgiilebilen bir fonksiyondur.
sup[f(x)|=M < oo

xeR*

olsun. Bu takdirde,

T T _Tf(X)Pz{Tl>t;X(t)edX}dtd7r(z) < MT

O =y 8

TPZ{TI > t; X (1) € dx}td 7(z)

= I\/I]E]: P{z, > t}dtdz(z) = I\/I]E E(7,(2))dz(2) (24)
elde edilir.OEOK — 17 deki Wald 6Zde;ligine gore
N, (z)
E(z,(2)) = E( Z &) =E(G)E(N,(2) (25)

elde edilir. Teorem 2.1.3.1” in kosullarina gére 0 <E(&) <o ¢ dur. Dolayisiyla E(7,(2)) ¢

3

in sonlu olabilmesi igin E(N,(z)) ¢ in sonlu olmasi yeterlidir. EK — 4’ teki Dynkin

H(z)
Prensibine gore N(z) = Z v, seklinde yazilabilir. Burada v, , 1. basamak ani; v, ¢ lar ise
i=0

v, ile aynm1 dagilima sahip bagimsiz rasgele degiskenlerdir. H(z) siireci, {y,}, n=1,2,...

basamak yiiksekliklerinin olusturdugu yenileme siirecidir. EK — 1° deki Wald Ozdesligine
gore,
H(z)

E(N,(2)) = E(Z vi ) =E(v)E(H(2))

elde edilir. E(H(z))= U, (z) bir yenileme fonksiyonudur. Dolayisiyla her sonlu Z igin
U, (z)=E(H(2)) ¢ in sonlu oldugu bilinmektedir (Feller, 1971, s.185). 0<E(7,)<®
oldugunda E(v,) <+ dir (Feller, 1971, s5.396-397). Dolayisiyla E(N,(z)) sonludur.

Ayrica EK — 5’ te I E(H(2))dz(z) integralinin sonlu oldugu E(7,)>0 ve E() <o
0

kosullari altinda gosterilmistir. Bu takdirde

[E(@)dr() =) [EN,(2)d7(@) ~E(EEC) [EH@)r@) <0 (26)
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elde edilir. M = Sup|f (X)| <00 sonlu oldugu da goz 6niinde bulundurulursa, yukaridaki ¢

xeR
katli integrallerin sonlu olduklar1 ispat edilmis elde edilir.

EK — 8: Tauber — Abel Teoremi.

F(t) ve G(t) fonksiyonlarinin Laplace déniisimleri F(1) ve G(1) mevcut olsun (en
azindan dyle bir (—o,B) araligi mevcut olsun ki, her A e(—a,B); ap>0 icin F(1) ve
G(4) mevcut ve sonlu olsun).

Ayrica t—>oo iken F(t) ~ G(t) olsun. Bu taktirde, 1 —0 iken F(1)~ G(A)elde

edilir. Bu dnermenin tersi de dogrudur, yani eger 1 —0 iken F(1)~G(4) ise t—oo
iken F(t) ~ G(t) elde edilir.

Burada “~” simgesi ile iki fonksiyonun asimptotik denkligi gosterilmistir, yani “
F(t) ~ G(t)” yazilabilmesi i¢in !Im G((t)) 1 ve "F(1)~G(A)” yazilabilmesi igin
IimM=1 olmalidir.

-0 G(A

Bu 6nerme literatiirde Tauber — Abel teoremi olarak bilinmektedir (Feller, 1971,s. 498).
EK —9: Mill Teoremi

X rasgele degiskeni Standart Normal Dagilima sahip olsun. Bu takdirdeX” in olasilik
yogunluk ve dagilim fonksiyonlar1 sirasiyla o(t) ve ®(t) ile gosterilir ve asagidaki
sekilde tanlmlanlr:

(1) —re

Ayrica @(t) =1-D(t) olsun. Her t>0 i¢in asagidaki esitsizlik bilinmektedir:

2 teR; D) = I(p(u)du.

}—%<@<1 (27)
t o) t

(1)
o(t)
edilmistir (Abramowitz and Stegun, 1964, s.298).

oranina Mill Orani denir ve bu oran i¢in t —> oo iken asagidaki asimptotik acilim elde

. . . O(t .. . .

Teorem (Mill Teoremi): t—oo iken % orani i¢in asagidaki asimptotik agilim
¢

yazilabilir:

o) 1 1 i( yr 2m=1)!

(P(t) t t 2m+l (28)

(Abramowitz and Stegun, 1964, s.298).
Bu teoremden asagidaki 6nemli sonug elde edilir.
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@(1)

Sonug 1: t —o0 iken ——— —1 elde edilir veya d(t) ~

o, dir.
o(t)/t t

EK- 10: Kesikli Miidahaleli Yar1 — Markov Siirecleri icin Genel Ergodik Teoremi

Teorem 1 (Genel Ergodik Teorem) (Gihman and Skorohod, 1975, s. 243):
X(t) siireci kesikli miidahaleli bir yar1 — Markov siireci olsun. Ayrica asagidaki iki

varsayim saglansin:

1.Varsayim: Oyle bir t,=0<t,<1,<..<1,<..<00 artan zaman anlar1 bulunsun ki,
X(t) siirecinin bu anlardaki degerleri (X(z,), n=1,2,...) ergodik bir Markov zinciri
olusturmus olsun.

2.Varsaymm: 7,,7,,7,,...,7,,... anlart arasinda gecen siirelerin beklenen degeri sonlu
olmus olsun, yani her n=1,2,... i¢in E(t, —1,,) < olsun.

Bu takdirde X(t) siireci ergodiktir.

Teorem 2 (Gihman and Skorohod, 1975, s. 243): Teorem 1’ in varsayimlari saglanmis
olsun. Bu takdirdeher sinirli 6lgiilebilirf(x) fonksiyonu i¢in asagidaki esitlik 1 olasiligr ile

dogrudur:

!Lrg%j;f(X(s))ds _s, z%iiif(x)ﬂ{q >t X(t) e dx}dtd z(z) (29)

Burada 7(z) dagilimi {X(z,)} Markov zincirinin ergodik dagilimidir.

Not: Bu teorem, zaman ortalamalarinin durum ortalamalarina 1 olasilig1 ile yakinsadigin
ifade eden bir dnermedir ve ergodik siirecler i¢in en temel bagintiy1 ortaya koyar.

EK-11: Rasgele Yiiriiyiis Siirecleri icin Temel Ozdeslik

{n,}, n=1,2,...dizisi {Q,T,P} olasilik uzayinda tanimli bagimsiz ve ayni dagilima
sahip rasgele degigkenler dizisi olsun. 1, rasgele degiskenleri hem pozitif hem de negatif
degerler alabilsin. m, rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu F(x) ile, karakteristik
fonksiyonu ise @(0) ile gosterilsin, yani F(X)=P{n, <x}; o(0)=E(exp{ifn,}) olsun.
{n.}, n=12,... dizisinin yardim ile asagidaki rasgele yiirilyiis siireci tanimlansin:

S, =0; SHZZni; n=1,2,...
i=1

A cR reel sayilar kiimesinin keyfi bir alt kiimesi olsun. A’ ile A’ nin timleyicisi
gosterilsin, yani A"=R\ A olsun. (Genellikle A’sonlu veya sonsuz aralik seklinde ortaya
¢ikar) I A’ olsun. Eger S,€A; S,eA; ..;S, €A S €A (IcA) ise, Bu

takdirde*Rasgele Yiirliylis Siireci ilk kez A'kiimesine n. adimda ulasmis ve bu andaki
degeri I kiimesindedir” denir. A’ kiimesine ilk kez ulasma animi N ile siirecin bu andaki

degerini ise Sy ile gosterelim. Dolayisiyla
N
N=min{n>1: S, €A; S,eA;...; S, ,€A; S, €A}, S, :Zni (30)
i=1

olsun. (N;S, ) ikilisinin ortak dagilimi i¢in asagidaki notasyon tanimlansin:
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P{N=n; S, el}=H {I}, Ic A’ n=12,...
Tanimi geregi H {I} asagidaki gibi de yazilabilir:

H{l}=P{S €A; S eA; ... S eA S I}

Ayrica, 1c A i¢in H {I}=0 olarak kabul edelim. Bu durumda, her IcR igin
H{l}=P{S,€eA; S,eA; ..;S €A S €A’ S el} seklinde gosterilebilir. H {I}
olasiliklarina “ilk kez ulasma” olasiliklar1 denir. H {I} olasiliklarinin incelenmesi, rasgele
yiirliyls stireglerinin A" kiimesine ilk kez ulagsmasina kadar olan davranisi ile baglantilidir.

Ayrica, her IcAve n=12,... igin G {I}=P{S €A; S ,eA; ..; S €A S el}
olsun. G, {1}, ilk n adimda siirecin A’ kiimesine ulasmamasi ve n. adimda I kiimesinde
olmasi olasihgidir. 1 < A" oldugunda G, {I}=0 olsun. Bu takdirde G {I} olasiliklar1 tiim
| =R’ ler i¢in tanimlanmus elde edilir ve asagidaki sekilde gostermek daha uygundur:

G {I}=P{S €A; S,eA; ..; S eA; S €el}

Tanmma gore, G {A}=P{S € A; S,eA; ..; S e A}=P{N>n}=1-P{N <n} elde edilir.

Amag, (N;S, ) ikilisinin dagilimini incelemektir (Feller, 1971,s. 598-600). Bu amaca
ulagsmak i¢in Fourier analizi yontemini kullanilir. N tam degerli rasgele degisken oldugu
icin N’ nin moment ¢ikaran fonksiyonu, Sy’ nin ise karakteristik fonksiyonu kullanilsin.
Bunun i¢in asagidaki notasyonlar tanimlansin:

%(s,0) = is“ [e"™H, {dx}; v(s,0)= is” [e”G, tdx} (31)

A
(n=0. terim 2. seride 1’ dir. )

|S| <1 oldugunda her iki seri de yakinsak elde edilir. Rasgele yiiriiyiis siiregleri i¢in
temel 6zdeslik x(s,0) ve y(s,0) arasinda kurulan bir iliskiyi ifade eder (Feller, 1971,s. 598-
600).
Temel Ozdeslik (Feller, 1971,s. 600): Her 6 e R ve |s| <1 igin

1-%(s,0) =v(s,0)[1 —sp(6)] (32)
dir. (32) 6zdesliginden birgok 6nemli sonuglar elde edilebilmektedir.
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