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OZET

Bu ¢alismada reel sayilar kiimesinin sinirlt bir alt araligi tizerinde tanimli Hilbert
uzay-degerli vektor-fonksiyonlarin Hilbert uzay1 iizerinde iigiincii mertebeye kadar lineer
selfadjoint operator katsayilt iki terimli lineer diferensiyel ifadenin iirettigi formal normal
olan minimal operatdriin biitiin normal genislemelerinin sinir degerleri dilinde ifadesinin
genel gosterimi bulunmustur.

Daha sonra bu normal genislemelerin baz1 spektral 6zellikleri arastirilmistir. Alinan

sonuclar 6rneklerle desteklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Formal Normal ve Normal Operator; Spektrum ve Rezolvent Kiime;
Rezolvent Operator; Ozdegerlerin Asimptotik Davranisi.
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SUMMARY

One Class of Normal Differential Operators
and Some of Their Spectral Problems

In this study, firstly, the general representation of all normal extensions of
formally normal minimal operator, generated by linear differential-operator expression of
first, second and third-order with selfadjoint operator coefficients, is described in the
Hilbert space of vector-functions in a finite interval in terms of boundary values in
different versions.

Then, some of spectral properties of these normal extensions are investigated.

Additionally, the obtained results are supported by applications.

Key Words: Formally Normal and Normal Operator; Spectrum and Resolvent Sets;
Resolvent Operator; Asymptotical Behavior of Eigenvalues.



SEMBOLLER DiZiNi
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uzayl1
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Diferensiyel denklemler teorisinde ¢ozlimlerin varligi, tekligi, tiirevlenebilirligi ve
bagimsizligr gibi problemler, operatdr teorisinde uygun fonksiyonlar uzayi {izerinde
tanimlanan ilgili diferensiyel operatoriin ¢ekirdegi, tanim kiimesi, resim kiimesinin yapisi
veya diferensiyel operatoriin genislemeleri, ters operatorlerinin siirekliligi gibi problemler
olarak yorumlanabilir. Bu anlamda diferensiyel operatdrler teorisi, diferensiyel denklemler
teorisinde karsilagilan birgok problemin ¢6ziilmesine katki saglamaktadir. Ayrica
diferensiyel operatorler teorisi, diferensiyel denklemler teorisindeki klasik problemlerden
farkl1 birgok yeni problemin acik sekilde belirlenmesini ve ¢6ziimiinii miimkiin
kilmaktadir.

Hilbert uzaymda sinirsiz formal normal operatorlerin normal genislemeleri
teorisinin ortaya ¢ikisi ve gelisimi B. Sz.-Nagy [ 52 ], Y. Kilpi [ 38, 39, 40 ], R.H. Davis
[ 11 ], G. Biriuk ve E.A. Coddington [ 5 ], E.A. Coddington [ 9 ], J. Stochel ve F.H.
Szafraniec [ 56, 57 ], vs. matematikgileri tarafindan yapilmistir.

E.A. Coddington [ 9 ] ¢alismasinda Hilbert uzayinda verilen soyut formal normal
sinirsiz kapali yogun tanimli bir lineer operatoriin biitiin normal genislemelerini tanim
kiimeleri dilinde ifade etmistir. E.A. Coddington bu caligmasinda 1929 yilinda John von
Neumann’ 1n bir Hilbert uzayinda kapali esit defekt sayilara sahip simetrik operatorlerin
selfadjoint genislemeleri alaninda yapmis oldugu meshur [ 53 ] sonucunu genellestirmistir.
Ayrica G. Biriuk ve E.A. Coddington [ 5, 9 ] bu ¢alismalarinda lineer bagintilar teorisinin
sonuglarindan faydalanarak yogun tanimli olmayan kapali formal normal operatorlerin
normal genislemelerini de tanim kiimeleri dilinde ifade edebilmislerdir.

John von Neumann teorisinde oldugu gibi E.A. Coddington’ un bu bulusu da uzun
yillar, Hilbert uzayindaki diferensiyel operatorler teorisi diline doniistiiriilememistir.
Nitekim bir diferensiyel operatoriin herhangi genislemeleri smir degerleri dilinde daha
kolay ifade edilebildiginden John von Neumann teorisinden sonraki yillarda oldugu gibi
uzun yillar bu yapilamamistir. Bu alanda birkag 6zel durum B.K. Kokebayev ve Kh. T.
Otarov [ 41 ], B.N. Biyarov ve M. Otelbayev [ 7 ], vs. ¢calismalarinda incelenmistir.



1950 yillardan beri katsayilart bir Hilbert veya Banach uzayinda operatdr olan bir
lineer diferensiyel ifadenin dogurdugu operatorlerin incelenmesi biiyiik bir ilgiyle devam
etmektedir. Bu alanda ilk sonuglar1 E. Hille ve R.S. Phillps [ 19 ], J.L. Lions ve E.
Magenes [ 46 ], S.G. Krein [ 44 ], M.L. Gorbachuk [ 17 ], V.M. Bruk [ 8 ], V.L.
Gorbachuk ve M.L. Gorbachuk [ 18 ], F.S. Rofe-Beketov ve A.M. Kholkin [ 54 ] vs.
tarafindan bulunmus ve bu bir teori olarak gelistirilmistir.

John von Neumann’ in yogun tanimli kapali simetrik operatorlerin selfadjoint
genislemeler teorisi, uygulama alan1 olarak vektor-fonksiyonlarin Hilbert uzayinda
operatdr katsayili formal simetrik diferensiyel ifadelerin dogurdugu simetrik minimal
operatoriin selfadjoint genislemeleri 1970 yilindan itibaren incelenmeye baslanmistir.

Ik olarak bu problem H keyfi bir ayrilabilir (separable) Hilbert uzay1 olmak iizere

L, (H ,(a,b)) Hilbert uzayinda, selfadjoint operator katsayili Sturm-Liouville diferensiyel

ifadesi i¢in 1970 yilinda Fransa’nin Nice kentinde diizenlenen uluslararas1 matematikgiler
konferansinda B.M. Levitan tarafindan ortaya atilmis [ 45 ] ve M.L. Gorbachuk tarafindan
sinir degerler dilinde 1972 yilinda sonuglandirilmistir ( bak [ 18 ]).

Adi diferensiyel ifadeler icin bu problemi M.G. Krein [ 43 ] ve F.S. Rofe-Beketov
[ 54 ] son bir ¢oziime ulastirmiglardir. Kismi tiirevli diferensiyel ifadeler i¢in bu problem
R.A Aleksandryan, Yu. M. Berezanskii, V.A. Ilin ve A.G. Kostyuchenko tarafindan [ 1 ]
¢oziilmiistiir. Sonlu bdlgelerde ise bu problem M.. Vischik [ 58 ] tarafindan
sonuglandirilmistir. Operatdr katsayili herhangi mertebeden lineer diferensiyel simetrik
ifadelerin dogurdugu minimal operatdriin selfadjoint ( maksimal akkiimiilatif, maksimal
disipatif, maksimal simetrik vs.) genislemelerinin smir degerleri dilinde ifadesine ve
spektral yapisinin arastirilmasina V.I. Gorbachuk ve M.L. Gorbachuk [ 18 ] kitabinda genis
yer vermistir.

Sonlu aralikta vektor-fonksiyonlarin Hilbert uzaymda selfadjoint veya normal
operatdr katsayili formal normal diferensiyel ifadelerin dogurdugu minimal operatdriin
biitiin normal genislemeleri ve bu genislemeleri siir degerleri dilinde ifadesi Z. ismailov
[ 20-23, 26-31 ], F.G. Maksudov ve Z.I. Ismailov’'un [ 47-51 ], Z.I. Ismailov ve H.
Karatash’in [ 24,25, 27, 37 ] bilimsel ¢aligmalarinda verilmistir. Ayrica bu ¢alismalarda bu
genislemelerin bazi spektral 6zellikleri incelenmistir.

Bu alanda daha o©nceden yapilan calismalarin kisa bir Ozetini verelim.
A:D(A)c H — H bir normal operatdr olmak tizere [(u)=u'(¢)+ Au(t) diferensiyel

ifadesinin L, (H J(a, b)) Hilbert uzayinda iirettigi minimal operatdriin



42 (D(L)D(L')) =W, (H,(a,b))
sarti altinda W ve 4)°WA4,"> H Hilbert uzay: iizerinde iiniter operatdrler olmak iizere her
L, normal genislemesi, sinir degerleri dilinde ifadesi

u(b) =U(a,b)Wu(a)
seklinde oldugu gosterilmistir. Ayrica buradaki W {niter operatorii L, normal operatorii
tarafindan tek tiirlii belirlenir, yani L = L, . Tersine, ayni sart altinda maksimal operatoriin
yukaridaki simir kosullarini saglayan kiime {izerine kisitlanisi minimal operatdriin bir

normal genislemesini tanimlar. Bu normal genislemelerin spektrumunun

o(L,)= {/1 eC: =1, +%, el _ 20, ue a(W*e‘AR(b‘“>),k e Z}
—a
yapisinda oldugu ispatlanmigtir. /' Hilbert uzayinin boyutunun sonlu olmasi durumunda,

her bir L, normal geniglemesi ayrik spektruma sahip olup ve L', operatoriiniin

s -sayilarin asimptotik davranisi,

s, (L’IW)~ Z;;Z, n—>+o0

seklindedir. Eger 4;', H Hilbert uzayinda kompakt operator ise, L', kompakt

operatordiir ve L, normal genislemesinin spektrum yapisi

a—

O'(LW)={1 (Ag)+ ib(argin(W*eAR(b“))+2k7r), neN, keZ}

formundadir. Ayrica, eger 4, (A4;)~cn®, 0<c, a <+, n—+o0 ise, L, operatdriiniin

s-sayilariin sonsuzdaki asimptotik davranisi

sn(L*IW)~dn*ﬂ, 0<d < +m, ﬂzﬁ, n — 4o

seklinde oldugu gosterilmistir [ 30 ].
Her t € [0,1] icin A(t) :H — H lineer smirl selfadjoint operatorlerin bir ailesi ve

1 p
J.”A(t)” dt <+oo, 2<p<+wo olmast durumunda [(u)=u'(t)+A(¢)u(t) diferensiyel

0 H

ifadenin L, (H ,(0,1)) Hilbert uzayinda tirettigi L, minimal operator formal normal ise,

Lebesgue Olgiimiine gore hemen her yerde A()=sabit olmasi gerektigi [ 28 ]

calismasinda  verilmistir.  Ayrica bu problem ii¢ noktali olmasi, yani



A, eger te(0,h) ise, ‘ .
A(t) = ,0<h<l durumunda normal genislemeleri ve

A4,, egerte(hl) ise
genislemelerin sinir degerleri dilinde ifadesi [ 22 ]° de bulunmaktadir. [ 25 ] ¢alismasinda

ise, her te [O,l] icin A(t):H —>H lineer smirli normal operatorler ve
A, (t) >aFE, aeR (E birim operator ) olmak iizere ayni problem, normal genislemelerin

A, (t) = sabit icin varligr ve her bir genislemenin W, H Hilbert uzayinda bir {niter

1

operatdr ve W (A4, (0)—y) =(4,(0)- ;/)_1 W, y<a esitligi altinda u(1)=Wu(0) simnir
degerleriyle belirlenebildigi ve tersinin de dogrulugu gosterilmistir. Fakat Lebesgue
Olctimiine gore hemen her yerde A(t) = sabit olmasi durumunda normal genislemelerin
sinir degerleri dilinde ifadesi ve spektral teorisi ¢ok 6nem tasimaktadir ve heniiz bir sonuca
rastlanilmamaktadir.

Siirlt aralikta /(u)=—-u"(¢)+ A(t)u(t) diferensiyel ifadesinin, her €[a,b] i¢in
A(Z) :H — H bir lineer normal operatér olmasi durumunda normal genislemeleri,

genislemelerin smir degerleri dilinde ifadesi ve genislemelerin spektral teorisinin bazi

problemleri [ 21, 29, 47 ] ¢alismalarinda ele alinmustir.

Her te[O,l] icin A(t):H — H lineer normal operator icin yliksek mertebeli

I(u)= ne (1)+ (—1){"_51} A(t)u(t), neN ({.} kesir fonksiyonu ) diferensiyel ifadesinin
{irettigi minimal operatdriiniin normal genislemelerinin varligr w— A" (t) =0, te [O, 1]

olmasi gerektigi ve tersinin de dogrulugu [ 27, 51 ] ¢alismalarinda gosterilmistir.

Tezde {iglinci mertebeye kadar farkli durumlarda operatér katsayili lineer
diferensiyel ifadelerin, sonlu aralik {izerinde tanimli Hilbert uzay-degerli vektor-
fonksiyonlarin Hilbert uzayinda, dogurdugu minimal operatériin biitin normal
genislemelerinin simir degerleri dilinde ifadesi incelenmis ve bu tip genislemelerin bazi
spektral problemleri ( spektrumunun ayriklifi, O6zdegerlerinin yapisi, O6zdegerlerin
sonsuzdaki asimptotik davranisi, 6zvektorlerin tamlig1 vs.) arastirllmistir. Burada yapilan

incelemeler her ¢ €[a,b] i¢in 4,(¢), 4,(¢), 4,(¢), 4;(¢) bir Hilbert uzayinda lineer kapali

operatorler olmak lizere,

10=2 4%

k=0



diferensiyel-operator ifadesi goz oniine alinarak:

1. 4,(t)=4,(t) = 0, 4(¢) = E,

2
=

[a.t] [a.0] [a.

4. A(1)=4,(1) =0, 4)(t) = 4, 4,(¢) = E,

durumlarinda gergeklestirilmistir.
Tezde incelenmesi hedeflenen problemlerin olumlu sonuglandirilmasi, Hilbert
uzayinda nonselfadjoint lineer operatdrlerin genel teorisinin gelistirilmesine de bir katki

saglayacaktir.

1.2. Metrik Uzaylar ve Lineer Uzaylar

Analizde yapilan en onemli islemlerden birisi limite gegme islemidir. Bu islemin
temeli R veya R" deki iki nokta arasinda tanimlanabilen uzaklik fonksiyonuna
dayanmaktadir. Bu diisiinceyi genisleterek ilizerinde uzaklik fonksiyonu tanimlanabilen
somut bir X kiimesinin, ¢agdas matematigin esas kavramlarindan biri olan metrik uzaya

doniistiiriilmesi onem tasimaktadir.

Tanim (Metrik Uzay) 1: X bos olmayan bir kiime ve
d: X xX —>[0,40), (x,y)>d(x,y)
bir fonksiyon olsun. Eger bu 4 fonksiyonu her x,y,z e X i¢in
M) d (x,y) =0 < x =y (0zdeslik aksiyomu);
M) d(x,y)=d(y,x) (simetriklik aksiyomu);
M) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (liggen esitsizligi),
ozelliklerini sagliyorsa X {iizerinde uzaklik fonksiyonu veya metrik adin1 alir ve (X ,d )

ikilisine bir metrik uzay denir. Burada M;, M, ve Mjs 6zelliklerine metrik aksiyomlar: adi

verilir.



Ornek 2: X =R olmak iizere
d: RxR—[0,+0), (x,y)—)d(x,y):’x—y|

seklinde tanimlanan & doniisimii R iizerinde bir metriktir. Bu metrige R {iizerinde
mutlak deger metrigi denir. Gergekten:

M) Vx,yeR icin
d(x,y)=|x-y=0 x-y=0 x=y,
M,) Vx,y R icin
d(x,y)=lv= =|(-D)(y=x) =[(-Dly -2 =d (».x).

M;) Vx, .z € R icin

x—y|=|x—z+z-y|x—z|+|z- |

oldugundan

d(x,y)<d(x,z)+d(z,)

liggen esitsizligi saglanir. O halde (R,d) bir metrik uzaydir.

Ornek 3: X bostan farkli bir kiime olsun. Bu kiime iizerinde asagidaki gibi bir d

fonksiyonunu tanimlayalim.

d(x,y)z{

sekilde tanimlanan 4 fonksiyonu X kiimesi iizerinde bir metriktir. Bagka bir deyisle

I, x#y ise

0, x=y ise

(X,d) ikilisi bir metrik uzaydir. Bu metrige ayrik metrik veya diskret metrik denir.

Tamm (Ayrilabilir Uzay) 4: Bir (X,d) metrik uzaymnn sayilabilir yogun bir alt kiimesi

varsa, bu uzaya ayrilabilir uzay denir.

Tanim (Vektor Uzayl) 5: X bos olmayan bir kiime ve K ( R veya C) bir cisim olsun.
+HXXx XX, (x,y)>x+y,
o Kx X—>JX, (a,x)—)ax,

doniisiimleri ile toplama ve ¢arpma islemlerini tanimlayalim. Her x,y,ze X ve a,be K

icin agagidaki kosullar saglansin:



1. x+y=y+x;

2. x+(y+z):(x+y)+z ;

3. Vxe X igin x+0=x esitligini saglayan bir tek 0 € X vardir;

4. Vxe X igin x+(-x)=0 esitligini saglayan bir tek —x € X vardir;
5.VxeX iginl-x=x;

6. a(x+y)=ax+ay;

<

. (a+b)x:ax+bx;

0

. (ab)x = a(bx) .

Bu durumda X ’e K cismi lizerinde bir vektor uzay: (lineer uzay), elemanlarina da vektor
veya nokta adi verilir. K =R alinirsa X ’e bir reel vektor uzayr ve K =C alinirsa X ’e
bir kompleks vektér uzayr denir.

“0” semboliiniin X uzaymin bir vektoril i¢in oldugu gibi, sifir skaleri i¢in de
kullanilmast genelde pek fazla yanilgiya neden olmaz. Ancak biraz daha agiklik getirmek
gerekirse, sifir vektoriinii “ 6 seklinde gosterebiliriz.

Vektor uzayinin tanimindan asagidaki basit sonuglarin elde edilebilecegi kolayca
gosterilebilir:

i) Her xe X i¢in Ox=0;

i) Her ¢ € K igin a0 =0,

1) (—l)x =—x;

iv) x = 0 olmak iizere ax = fx ise a = f3;

v) a#0 veax=ay ise x=y,;

vi) y,ze X vektorleri verildiginde x+ y =z denkleminin tek bir xe X ¢oziimii

vardir.

Tamim (Lineer Manifold) 6: X , K cismi iizerinde bir vektdr uzayi1 ve Y, X ’ in bir bos
olmayan alt kiimesi olsun. Y, X vektor uzayindaki cebirsel islemlere gore kendi bagina
bir vektor uzayi olusturuyorsa Y’ ye, X ’de bir lineer manifold ( veya X ’in bir lineer alt

uzayt) denir.



Tanmm 7: X, bir K cismi iizerinde vektor uzay: ve x,,x,,x;,...,x, € X olarak verilsin.
o, 0,,0,,...,0, € K olmak lizere

oX +0L,X, o, +..+a, X,
seklindeki sonlu toplama x,,x,,x;,...,x, € X elemanlarimin bir lineer kombinasyonu denir.

&+ M c X ise, M ’den alinan her sonlu sayidaki vektorlerin lineer kombinasyonlarinin

tiimiiniin kiimesine M ’ nin gereni ( veya lineer ortiisii) denir ve spanM olarak gosterilir.

Baska bir deyisle,
spanM = {Zal.xi cx,eM,a, €K, i=1...,nn EN}
i=1

seklinde tanimlanir. spanM , X ’de bir lineer manifolddur ve M’ nin iirettigi lineer

manifold adi verilir.

Tamm 8: X, bir K cismi iizerinde vektdr uzayr ve M ={x,x,,x,,..,x,} € X olsun.

o,,Q,,0,,....0, €K olmak iizere
ox, +oLx, +oyx; +..ta,x, =0
esitligi, ancak ve ancak,
og=0,=0g=..=a,=0
olmasi halinde gergeklesiyorsa x,,x,,x;,...,x, € X vektorlerine lineer bagimsiz, aksi halde

lineer bagimli denir.

Tamm 9: X , bir K cismi {izerinde vektor uzayi1 ve M , X ’ in bos olmayan bir alt kiimesi

olsun. M lineer bagimsiz ve X = spanM yani, her x € X i¢in

x=ax +o,x,+...+a,x, ,meN

m” m?

olacak sekilde x, € M vektorleri ve «; e K, i=1,...,m, sayilart mevcut ise, M’ ye X ’in
bir Hamel taban: veya bir Hamel bazi denir. Bu yazilimdaki belirlenen baza gore o, € K

sayilarina xe€ X vektorliniin koordinatlar1 olarak adlandirilir ve lineer bagimsizliktan
dolayr tek tlirli belirlidirler. Bir vektér uzaymin biitiin bazlar1 aym1 sayida eleman
bulundurur. Bu eleman sayis1 vektér uzaymnin boyutunu belirler ve bu say1 dim X ile

gosterilir.



Tamm 10: Y, ve ¥,, X vektor uzayinda iki lineer manifold olsun. Eger her x € X i¢in
¥, €Y, ve y, €Y, olmak lizere,
X=Y+0

seklinde tek bir gosterime sahip ise, X vektor uzay1 Y, ve Y, lineer manifoldlarinin direkt

int

toplamidir denir ve X =Y, @Y, olarak yazilir. ¥,” ye ¥’in(yada ¥’ e Y,’ nin) X ’deki

cebirsel tiimleyeni denir.

1.3. Normlu Vektor Uzaylari

Tammm (Normlu Vektor Uzayl) 11: X , K cismi lizerinde tanimli bir lineer vektdr uzay1

olsun.
[: X >[0,50), x> x|
dontisiimii her x,y € X ve her ¢ € K i¢in
Ny) ||xH=Oc>x=9;

Na) o] =la |

N3) ||x+ yH < Hx||+||yH (licgen esitsizligi)
dzelliklerini sagliyorsa |-|: X —[0,%0), x — x| déniisimiine X iizerinde norm ve bu

durumda (X ,

. D ikilisine bir normlu vektor uzayr adi verilir. Yukarida verilen N; N, ve N3

ozelliklerine norm aksiyomlar: denir. Bu vektdr uzayr ilizerinde birden fazla norm
tanimlanabilir. K cismine baglh olarak, reel normlu uzay ve kompleks normlu uzay

terimleri de kullanilir.

Ornek 12: E=C([a,b],K) kiimesi

= maxi(0)

|
fonksiyonu ile bir normlu uzaydir. Gergekten: x,y € C[a,b] ve a € K igin,

N1 ||xHC =0 ise, |x

= max’x(t)‘ =0« Vie[a,b] icin x(1)=0;

¢ tefa,b]
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Na) [lex], = max|(erx) ()] = maxlerx(¢)], =] max|x () =ec|,
Na) [+ v, = max e (e) + (1) < max (1) + [ (1))
ng%(] x(t)’+g%%(] y(t)’:‘x . -

Tanim 13: (X,

) normlu uzay i¢inde bir dizi (x,) ve x, € X olsun. Eger

11rn||xn —xOH =0

n—»0
. d. o . k . k d : H H){ d
ise, (x,) dizisi x, noktasina ||| normuna gore yakinsiyor denir ve x, —-*—x; ya da
lim x, = x, notasyonlarinin biriyle gosterilir.

n—>0

Tamm 14 : (X,HH) normlu bir uzay ve (x,) < X bir dizi olsun. Eger

Ve >0 igin 3n, eN dyle ki Vm,n>n, igin |x, —x,|<e

kosulu saglanyor ise (x, ) dizisine X iginde bir Cauchy dizisi denir.

Tanmmm (Banach Uzayi) 15: Bir (X ,HH) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi X iginde

bir elemana yakinsiyorsa, bu (X , ) normlu uzayma tam normlu uzay veya Banach uzay1

ad1 verilir.

Ornek 16: X =R" (veya X =C") vektdr uzay1 igin
||x||oc = rnax{]xl.| i=1,2,3,--, n}
normuna gore bir Banach uzayidir. Gergekten, bir (xm)c R" Cauchy dizisi alalim. Bu

halde,
Ve>0 icin Im, e N: Vm,k >m,,m,k €N icin me —xk”w <&

olup, her i =1,2,...,n i¢in

m k|, _ _
X' =X ’.1—1,2,3,---,11} =

x,—x | <e.
o0

m

xl.’”—xl.k’Smax{
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Boylece (x")cR,i=1,2,..,n dizileri R’de (veya C) bir Cauchy dizidir ve R de
( veya C’de) her Cauchy dizisi yakinsak oldugundan her i=1,2,...,n igin x" #xl.

m—>o0

olacak sekilde x, e R (veya x, € C) sayist vardir. x:=(x,,X,,..,x,) eleman1 igin

||xm —xH =max{’xl.'” —X, :i=1,2,3,~-~,n}—>0
0 m—>o0

oldugu agiktir.

Tamm (Alt Uzay) 17: Eger Y @, (X,

) lineer normlu uzayinda bir lineer manifold ve

||| normuna gére kapali ise, ¥ lineer manifolduna (X,

) lineer normlu uzaymin bir alt

uzay! denir.

1.4. i¢ Carpim ve Hilbert Uzaylan

Hilbert uzaylar1 sonsuz boyutlu normlu uzaylarin en basit tipi olmak iizere
Fonksiyonel Analiz ’in teorik ve pratik uygulamalarinda 6nemli rol oynamaktadir. Euclid
uzaylar1 ile biiyiilk benzerlige sahip olan Hilbert uzaylarinin bdyle kullanish olmasimin
nedeni, vektor cebirinde tanimlanan i¢ ¢arpim ve diklik kavramlarimin bu uzaylar igin

genellestirilebilmesidir.

Tamim (I¢ Carpim Uzay1) 18: K =R (veya C) olmak iizere X bir vektdr uzay1 olsun.
)y X xX—>K
dontisiimii asagidaki 6zelliklere sahip ise (), ~ ye X lizerinde bir i¢ ¢arpim, (X ,(-,-)X)

ikilisine de i¢ ¢arpim uzayr (veya én Hilbert uzayt) denir.

H;) Vxe X i¢in (x,x)X >0 ve (x,x)X =0 x=0;

H) Vx,ye X igin (x,y), =(y,x), (kompleks eslenik);
H3) Vx,ye X ve a ek igin (ax,y), =a(x,y),;
Hy) Vx,y,ze X igin (x+y,z), =(x,z) +(1.2),.

K =R halinde (x,y), =(y,x),.Ha ve Hy ifadelerinden Vx,y,z€ X ve Va,B €K igin
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a) (ax+py,z), =a(x,

N

)X + ﬂ(y’z)x;
b) (xv.ay), =a(xy), =a(xy),;

c) (x,ay+,Bz)X :E(x,y)XjLﬁ(x,z)X

formiillerinin dogrulugu kolayca gosterilebilir.

Ornek 19: f,g €L, (a,b) fonksiyonlari igin

(£:8), oy = £ ()2 (1)t

seklinde tanimlanan doniisiim L, (a, b) bir i¢ ¢arpim uzayidir. Gergekten:

H)) Vfel, (a,b) icin
(FF oy = [ £ () 7 e = | £ (e) = 0,

cger (1.f), = [, £ (0)F (e =[ |1 (1) de=0 & =0

Hy) Vf,g e L,(a,b) igin

<f,g>Lz(a,b):Lf’f gloyr="r (g =] 1 (s
j (g:/);

H3) Vf eL,(a,b) ve a €C igin

(f.8), up = @f ()g(te=af 1(r)g (Mt =a(f.2);

Hy) Vf,g,heL,(a,b) igin
(f+18), o) Jj(f(z)m(r))mdz:Jj(f<t>m+h<z>mdz
=[ 7 (g e+ [ n()g (0t =(1.2),, .,y +(h2), 10

Tamm 20: (X,(-,-)X) bir i¢ ¢arpim uzay1 ve x € X olsun.
o, = (xx)

seklinde tanimlanan fonksiyon X {izerinde bir norm olup ve bu norma i¢ ¢arpimin tirettigi

norm denir.
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Tanim (Hilbert uzayr) 21: Bir (X ,(.,.)X) i¢ ¢arpim uzayli, i¢ ¢arpimin lrettigi norma
gore tam ise, yani (X ,(-,-)X) icindeki her Cauchy dizisi i¢ ¢arpimin iirettigi norma gore

yakinsaksa, bu i¢ carpim uzayina Hilbert uzay: denir.

Ornek 22: (--) :L,xL,>K, (x,y), :zixky_k doniisiimii 7, (C) iizerinde bir ig

k=1

¢arpimdir ve bu i¢ garpima gore /, (C) bir Hilbert uzayidur.

Tanim (Sobolev Uzayl) 23: Qc R", neN sinirlt bir kiime ve m e N olsun. QuUoQ
kiimesi lizerinde tanimli m defa siirekli diferensiyellenebilir fonksiyonlarin C™ [Q ) GQ]
kiimesinin,

2

1/2
Wy (Q) = L%”Dagp LZ(Q)j

normuna gore tamlanisina bir Sobolev uzay: adi verilir ve W)" (Q) seklinde gosterilir.

lp

o™ +tat,

Burada D" =———, a={a,,,0a,},

0
, al=a,+-+a,. W"(Q) ise, Q icindeki
oLl -+ Ot = ") ¢

kompakt bir kiime disinda sifir olan W," (Q) fonksiyonlarin uzay1 olarak gosterilir. Ayrica,

W," (Q) uzay

((D’l//)WZ”’(Q) - Z (Dagﬁ, DaW)LZ(Q)

|a|§m

i¢ carpim altinda bir Hilbert uzayidir.

Tamim (Vektor-Fonksiyonlar) 24: B bir Banach uzay1 ve /R bir aralik olsun.

f:I— B, f(t) fonksiyonlarna vektor-fonksiyonlar denir.

Tamm (Siireklilik) 25: Bir f(¢) vektdr-fonksiyonu, ¢, € I noktasinda, eger

lim| £ ()= £ ()] =0

t—t,
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ise, f (t) vektor-fonksiyonuna ¢, € I noktasinda siireklidir denir. Diger taraftan, /

araliginin her bir noktasinda siirekli olan f (t) vektor-fonksiyonuna / araligi iizerinde

stireklidir denir.

Tamm (Diferensiyellenebilirlik) 26: f :/ — B bir vektor-fonksiyonu ¢, € I noktasi i¢in

lim”f(to +At)_f(t0)_yH:0

At—0 At

olacak seklinde bir y € B vektorii mevcutsa, f (t) vektor-fonksiyonuna ¢, € I noktasinda
diferensiyellenebilir denir. Buradaki y e B vektoriine de f (t) vektor-fonksiyonunun
t, € I noktasindaki tiirevi ad1 verilir.

Eger f (t) vektor-fonksiyonu / araligimmin her bir noktasinda diferensiyellenebilir

ise, 0 zaman bu f'(¢)’ye I aralig: iizerinde diferensiyellenebilir denir.

Tamm 27: H aynlabilir bir Hilbert uzay1 olsun.
b
JI O, e <=0

kosulunu saglayan f :[a,b]—)H ,  vektor-fonksiyonlarinin  lineer vektér uzayi

L (H ,(a,b)) ile gosterilir. Bu uzay

(f+8) s omy = (£ (1).2(2)), dt. f.geL,(H.(a,b))

Q C— >

i¢ carpimina gore bir Hilbert uzayidir.

Tanmim 28: H ayrnilabilir bir Hilbert uzay1 olsun. L, (H , (a,b)) Hilbert uzayinda

d r ()
J;{( ) <+, feL, (H,(a,b))

d

m
k=0

Lz(H’(a’b))

kosulunu  saglayan  f :[a,b] — H,  vektor-fonksiyonlarinin  olusturdugu  kiime

0
Wy (H,(a,b)) ile gosterilir. W,"(H,(a,b)) ise, m yinci mertebeye kadar a ve b
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noktalarinda sifir olan W)" (H ,(a,b)) fonksiyonlarin  uzayi olarak gosterilir.

w,)" (H,(a,b)) uzay1

(f ’g)Wz'"(H,(a,b)) dat* 7 drt

k=0

_3 (d"f(t) dkg(t>]
L*(H (a,b))

i¢ carpimina gore bir Hilbert uzayidir.

1.5. Lineer Operatorler ve Temel Spektral Ozellikleri

Tanim 29: X ve Y iki normlu lineer uzay olsun. A4:D(A4)c X — Y olan her doniisiime

operator ad1 verilir.

D(A)={xeX: Ax tammli} c X kiimesine 4 operatSriiniin tanim kiimesi denir.
R(A)=AD(A)= {y =Ax: xe D(A)} cY kiimesine A operatoriiniin  deger
kiimesi denir.

KerA={xeX:Ax=0}c X kiimesine A4 operatdriniin sifir kiimesi veya

¢ekirdegi denir.

Tamm 30: X , Y ve Z ii¢ normlu lineer uzay, 4:D(4)c X »Y ve B:D(B)cY > Z
iki operator ve R(A4)< D(B) olsun. Her x € D(A) igin
BA(x)=B(4(x))

seklinde tanimlt B4 :D (A) c X — Z operatoriine 4 ile B operatdriiniin bileskesi denir.

Tanmm (Lineer Operator) 31: X ve Y ayni bir K cismi lizerinde iki lineer uzay ve

A:D(A)c X — Y operatdrii verilsin. Eger D(A), X’ de bir lineer manifold ve her
x,yeD(A) veher a,feK igin

A(ax+py)=ad(x)+pA(y)

ise, A operatdriine X {lizerinde bir /ineer operator denir.
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Tamm 32: X ve Y iki normlu uzaylar, 4: X — Y bir operatér ve x, € D(4) olsun. Eger
Ve >0 i¢in 35> 0: ||x—x,| <5 olan Vxe D(4) igin |Ax—Ax|<e
ise, A operatori x=x, noktasinda sireklidir denir. A operatorii her xeD(4)

noktasinda siirekli ise, operatdre siirekli operator denir.

Tanim (Smmrh Operator) 33: X ve Y iki normlu uzaylar, 4: X — Y tanim kiimesi
D(A)c X ve goriintii kiimesi R(A4)c Y olan bir lineer operatdr olsun. Her x € D(A)
i¢in

4, < efl*].
olacak sekilde sabit bir ¢ >0 sayis1 varsa 4 operatoriine D(A) tizerinde sinirli operator

denir. Eger D(A)=X ise A operatériine simrl operator adi verilir. Bu esitsizligi

saglayan ¢ >0 sayisinin en kii¢iik alt sinirina ( infimumuna ) 4 operatdriiniin normu denir

ve ||A|| =c seklinde yazilir. Ayrica X den X’ e tanimli biitlin lineer sinirli operatdrlerin

kiimesi B(X) bigiminde gosterilir.

Ornek 34: X =Y =1L, (a,b) ve k(t,s) fonksiyonu D =[a,b] x [a,b], (a,b € R) karesel

bolgesi lizerinde kompleks degerli siirekli bir fonksiyon ve olsun.

K:Lz(a,b)—>L2 (a,b), Kf(t):z}k(t,s)x(s)ds

a

Operatorii lineer sinirlt bir operatordiir. Gergekten K operatoriiniin lineer oldugu agik olup

smirl oldugunu gosterelim. Her f e L, (a,b) icin Cauchy Schwarz esitsizliginden

b

olup
) b (b 2 ) b b ,
6= {1 e = [l

b b
oldugu ve buradan ||K||2 < I_[|k(t,s)’2dsdt dolayisiyla K :L,(a,b)— L,(a,b)

operatdriiniin siirli oldugu goriiliir.
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Teorem 35: X ve Y iki normlu uzaylar, 4: X — Y lineer operatorii sinirlidir ancak ve

ancak stireklidir [ 2 ].

Tamm (Grafik) 36: X ve Y iki Banach uzay1 olmak lizere Z:= X ®Y olsun. 4: X > Y
lineer operatori i¢in,
Gr(A4):= {(x,Ax):xeD(A)} cZ=X®Y

alt kiimesine A operatoriiniin grafigi denir.

Tanim (Kapah Operator) 37: 4: X — Y lineer operatdriiniin grafigi Gr(A), Z=X®Y

de kapali ise 4 operatoriine kapalr operatér denir.

A: X — Y operatoriiniin grafiginin kapali olmasi
(x,)=D(4), lim{x,,4x,}={x,y}

kosullarindan x € D (A) ve y = Ax denklemini saglamasi demektir.

2

{x,y}e X®Y igin H{x,y}” = Hx”i{ +||y”i seklinde oldugundan A:X — Y

Xer

lineer operatérii kapalidir< (x,) < D(A) i¢in limx, =x ve limAx, =y ise, xeD(A)

n—>0 n—»0

ve y=Ax.

Ornek 38: 4:L,[0,1] > L,[0,1], 4f = 1",

D(4)={feL,[0,1]: f'eL,[0,1], f(0)=0}
seklinde tanimlanan operator kapalidir.

Gergekten, n=1,2,.... igin f, (1) =1" ise,

1
2 _ 2n _ <
A _lt di=———<lve
2 1 n’
_ (222 5 _
”Afn L,[0.1] —jn = 2n—1 -

0

olup A4 operatdri siirsizdir. Simdi 4 operatoriiniin kapali oldugunu gosterelim. Bunu

gostermek icin, ilk dnce Kerd = {0} ve R(A) =L, [0,1] oldugunu not edelim. ge L, [0,1]
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icin  f(t)=|g(s)ds alalm. Buradan feD(4)vedf=g’dir. gel[0,1] icin

S —

A”'g = f seklinde tanimlanur.

1 1 )
(o)) el o | <}
0 0
olup 4™ sinirh lineer operatordiir. Buradan
1 1
sl = [ g) o) < Il e =l
0 0

olup ”A‘IH <1’dm.
f,eD(A), f, > f ve Af, > h, heL,[0,1]
igin f, = A", Af, = A"'h olarak alindigmmda f = A"'he D(A) ve Af = h’dir. Dolayisiyla

A operatorii kapalidir.

Tammm (Kapanabilir Operator) 39: 4:X — Y operatdriiniin D(A)CD(Z) ve her
xeD(4) igin Ax = Ax olacak sekilde bir kapali A operatdrii varsa, 4 ’ya kapanabilir

operator ve A operatoriine 4 'nin kapanisi denir.

Tamim ( Kompakt Operator) 40: Bir A4 Hilbert uzayinda siirli her kiimeyi kompakt

kiimeye doniistiiren operatdre kompakt operator denir. H tizerindeki lineer kompakt

operatorlerin kiimesi &, (H ) notasyonu ile gosterilir.

b
Ornek 41: K:L,(a,b)—> L,(a,b), Kf(t)::J.k(t,s)x(s)ds ve ve k(t,s) fonksiyonu

D=[a,b] x [a,b], (a,pbeR) karesel bolgesi iizerinde kompleks degerli siirekli bir
fonksiyon olsun. Bu durumda K operatoriiniin kompakt oldugunu goésterelim. Bunun igin

L, (a,b) Hilbert uzaymn ¢,,¢,,... seklinde bir ortonormal tabam olmak tizere
6., (t.5)=0,()x@,(s), i, j =12,...

L ([a,b] X [a,b]) Hilber uzay1 i¢in bir taban olusturur [ 16 ]. Bu durumda,
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k=3 (k. Ay

i,j=1
esitligi dogrudur. Ayrica
l;(k ¢”) (o [ab])(b,-,j, neN

seklindeki fonksiyonlar igin

ooy = 0 >+

b
Buradan K, : L, (a,b) > L, (a,b), K, f (t):= Ikn (t,s)x(s)ds seklinde tanimlanan lineer

operatorleri dim R (Kn ) < +oo oldugundan kompakt operatorlerdir. Ayrica

oldugundan K operatoriiniin kompakt oldugu elde edilir [16].

iis(aspasy = O 1>+

Tamim (Adjoint Operator) 42: 4, H Hilbert uzayinda tanim kiimesi yogun olan bir

lineer operatdr olsun. Her x € D(A4) veher ye D (A) i¢in

(Ax,y)H = (x, A*y)H

esitligini saglayan lineer A" operatdriine 4 'nin adjointi denir.

Ornek 43: A4:1,(0,1)> L,(0,1), Af (t):=| f(¢r)dr  scklinde

o t—

operatdriiniin adjointini bulalim. Bu durumda her f,g € L,(0,1) igin

1

[ 47 (t)g (r)de = Hf (r)drg (1)t
"‘_:[f(l)(—j.g(r)dr]dt
-Js @[_j g(r)dr}fr—(f(z):i (o
' ’ ’ L(04)

olup buradan

(47 (1)-8(1)), o

S —

o] fe(onr

tanimlanan lineer
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oldugu bulunur.

Tamm 44: A4, H Hilbert uzaymda bir lineer operatér ve A, 4 operatdriiniin adjoint

operatorii olsun.
Eger D(A)CD(A*) veher feD(4) igin Af =A"f , yani
vf.g € D(4) igin (4f.g), =(f.4g),
ise, A operatoriine simetrik operatér denir ve 4 < A" sembolilyle gosterilir.
Eger D(A4)= D(A*) ve her feD(A4) igin Af=A"f ise, A operatdriine

selfadjoint operatér denir.

Eger H Hilbert uzayinda lineer kapali bir 4 operatorii igin
a) D(A4)cD(4") ve

Af

ise, 4’ya H ’da formal normal operator ad1 verilir.

b) Her f e D(4) igin |4f],, =

H

Eger 4, H Hilbert uzayinda formal normal ve D(A4)= D(A*) ise, 4 operatoriine

H °da normal operator denir.
Egerher f € H igin AA f = A"Af = [ ise, A operatoriine tiniter operatdr denir.

Eger her f € H igin A"Af = f ise, A operatoriine izometrik doniistim denir.

Ornek 45: H = L,[0,4+x), A:D(A)c H > H, Au=u'(t) ve
D(A):={u(r)e L,[0,+0):u(0)=0, u'(r) e L,[0,+o)}
ise, A LZ[O, +oo) uzayinda bir formal normal operatordiir.

Gergekten, bu durumda

Au =—u'(t),
D(A*): {u(t) e L,[0,+00):u'(t) € L, [0,+o0)}
olup D(A)CD(A*) ve her u € D(A) igin

||Au

L,[0,+00) - ”u’(t) L,[0,+00) - ”_u'(t) L,[0,+00) - ”A*u L,[0,+00)

oldugundan A4 bir formal normal operatordiir.
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Tamm (Akkretif Operator) 46: H bir Hilbert uzay, 4 ise H iizerinde D(A4)=H olan
lineer bir operator olsun. Eger, Vx D(A) icin
Re(Ax,x)H >0

ise A operatoriine akkretif operator denir.
Teorem 47: Her akkretif operatdr kapanabilir operatordiir [ 13 ].

Tamm ( Pozitif Operator) 48: A4, H Hilbert uzaymda bir lineer selfadjoint operatdr
olsun. Eger her f € D(4) igin

(A1, f )H >0
ise, A operatdriine pozitif operator denir ve 4> 0 semboliiyle gosterilir. Eger A4 pozitif

operatérii igin B* = A olacak sekilde bir B pozitif lineer operatérii varsa, B operatdriine

A ’nin karekokii denir ve B=+/A veya B= 4" seklinde gosterilir.

Teorem 49: H Hilbert uzayinda tanimli her pozitif operatériin bir pozitif karekoki

mevcut ve bu karekdk operatorii bir tektir [ 2 ].

Tamm (Rezolvent Kiime) 50: A bir Hilbert uzayr ve 4:D(A)c H — H bir lineer
operator olsun.

p(4)={1eC:(4-2E)" e B(X)]
kompleks sayilar kiimesine A4 operatdriiniin rezolvent kiimesi denir.

Aep(A) olmak iizere R(A;4):=(A-AE )_1 operatoriine A  operatdriiniin

rezolventasi (veya ¢oziicti operatorii) adi verilir.

Tamim (Spektrum) 51: A bir Hilbert uzay1 olsun. C\ p(A) kiimesine A4 operatoriiniin

spektrumu denir. 4 operatSriiniin spektrum kiimesi o (4) ile gosterilir.

Tanim (Ayrik Spektrum) 52: o, (A4):= {/l e C:(A-AE) operatdrii bire bir degil}
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kiimesine 4 operatoriiniin ayrik veya diskret spektrumu denir. Eger 4, € o, (4) ise,
(A-2,E)x,=0
denkleminin x, # 0 ¢6ziimii vardir. Buradaki A4,’a 4 operatoriiniin ozdegeri, x,’ a ise

7, auygun bir ozvektorii denir.

Tanim (Siirekli Spektrum) 53:
o,(4)={4eC:(4-AE) bire bir, R(A—AE)=H, fakat R(4—AE)# H|

kiimesine A operatoriiniin stirekli spektrumu denir.

Tanimm (Artik Spektrum) 54:
o, (4)={2€C:(4-2E) bire bir, R(4—AE) # H)

kiimesine A operatoriiniin artik spektrumu denir.

o, (A) , O, (A) ve o, (A) kiimeleri ayriktir. Ayrica spektrumun tanimindan

o(d)=0,(4)vo,(4)Uo,(A4) oldugu kolayca goriiliir.

Ornek 55: H = L, (O,l) uzayinda,

A:L, (0,1)—>L2 (0,1), Af(x)=jmin(x,y)f(y)dy

seklinde tanimlanan operatdriin spektrumunu bulalim.
Her feL,(0,1) igin 4 operatdri,

X 1

A7 (x) = [min(x.0) £ () dy = [ 3f (v )y + 5[ £ ()

0
seklinde yazabiliriz. Ilk énce A4 operatdriiniin ayrik spektrumunu inceleyelim.
A eC igin
Af(x) = lf(x), fel, (O,l)

denkleminin ¢éziimiinii bulalim. Bu halde

X

ny(y)dyHJf(y)dy =4/ (x)

0

denklemini ¢6zmek i¢in her iki tarafin tlirevini alirsak,
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1

xf(x)+jf(y)dy—xf(x):if’(x)

X

denklemini, yani

1

[£(y)dy=2f"(x)

X

elde ederiz. Bulunan denklemin tekrar her iki tarafinin tiirevi alinirsa,
—f(x)=2f"(x).

Burada eger A =0 ise, f =0 bulunur. Yani
A=0¢o,(4).

Simdi 2 #0, 1eC oldugunu kabul edelim. O halde yukaridaki yapilan islemlerden

bakilan problem
f"(X):—% (x), feL,(0,1), 2eC
S(0)=r(1)=0

siir deger problemine doniisiir. Bu denklemin ¢oziimii
f(x)= cleﬁx + czeﬁx, xe[0,1]

seklindedir. f (O) =0vef ’(1) =0 smir degerleri kullanilirsa,

c1+c2:0Veclﬁ{eﬁ+eﬁJ:0

buradan da,

Sw

e =-1
elde edilir. Son esitlikten

£=1n1+iarg(—1)+2k7zi, kel

Ja

ve buradan da
2i
==
oldugu goriiliir. Bu sonuncudan ise, 4 'nin 6zdegerlerinin

-2
A :%:(kmﬁj kel
(2k+1) z* 2

2k+1)7zi, keZ
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seklinde oldugu bulunur, yani

o, (4)= {(kﬂ+%j2 ke Z}

elde edilir.
A:L,(0,1)> L,(0,1), 4e G, (L,(0,1)) ve dimL,(0,1)=+ooldugundan A4~

sinirli olamaz. Ayrica 0 ¢ o, (4) ve 0,(A)=2 oldugundan O o, (4).

Sonug olarak A operatdriiniin spektrumu

o(4)= {O}U{(lww%jz ke Z}

seklinde oldugu bulunur.

Teorem 56: Eger A lineer operatorii bir sonlu boyutlu X lineer uzayinda tanimli olsun.

Bu takdirde o, (A) = ve o, (A) =J[2].
Teorem 57: Eger A lineer normal operatér ise, o, (4)=Q[2].

Tamm 58: A4, bir H Hilbert uzayinda lineer operatér ve Aeo,(A4) olsun. Bu 1

ozdegerine karsilik gelen 6zvektorlerinin iirettigi lineer alt uzay H, (A) ile gosterilir.

Tammm (Defekt Sayillart ) 59: 4, bir H Hilbert uzayinda lineer operatér ve
n+=dimH_i(A*), n_=dimHi(A*) olsun. (m,,n_) sayillarma A4 operatdriiniin defekt

sayilart denir.

Tanim (Smr Degerler Uzayr) 60: 4:D(A)c H — H, H Hilbert uzayinda esit defekt

say1l1 kapali simetrik bir operator olsun. 7 bir Hilbert uzayl, 7,7, :D(A*)—> H iki

lineer doniigiim olsun. Eger:
i) Her f,geD(A*) icin

(41.8), ~(/.42), =(nf-7g), (1. 1g),:;
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i) Her x,y e 7 i¢in y,f =x ve y,f =y kosulunu saglayan bir feD(A*)

eleman1 mevcut;

ise, (72’ 71 7/2) ticllisiine A4 operatorii icin bir sinir degerler uzayr denir.

Teorem 61: Defekt sayilar esit (n,n), n<+owo olan her simetrik operatdr igin bir

(71’ .71, ) smur degerler uzayi vardir ve dim 7 =n dir [ 18 ].

Tamm (Pozitif ve Negatif Uzaylar) 62: 4= A" > E, 4’ operatorii ile tanimlanan H ; (A)
—o < j <+, Hilbert derecelendirme uzaylarini tanimlayalim.
H = H,, kompleks sayilar cismi iizerinde (-,-), i¢ ¢arpimi ve f e H, igin

1/2

17, =(F5 )

normuyla tanimli bir Hilbert uzay1 olsun. Burada A4, H Hilbert uzayi iizerinde bir lineer

selfadjoint operator ve

47l =11

-
D(Af), 0 < j <+o0, kiimesi
(f-8), =(4'1.4%), . f.geD(4)

i¢ carpimiyla bir Hilbert uzayidir.

H,  =H_(A4), 0< j<+o, uzayina pozitif uzay denir.
H, :=H, (A), 0< j<+o, Hilbert uzaymin H Hilbert uzayndaki i¢ arpima gore dual

uzayt H_,:==H_,(T), 0< j <+, seklinde gosterilir ve negatif uzay denir.

Tamim (s -sayilar1 ) 63: 4, H Hilbert uzayinda bir kompakt lineer operator olsun. A" A

ve |A‘ = (A*A)l/2 operatorleri negatif olmayan kompakt operatorlerdir. Dolayisiyla ]A] > nin

A, (|A|) ozdegerleri negatif degildir ve n— o iken monoton olarak /1,1(|AD—>O. Bu

sayillara A operatoriiniin s -sayilari, karakteristik sayilar: veya singiiler sayilar: denir ve

s,(4), neN ile gosterilir.
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Tamm (Operator Degerli Fonksiyonlar) 64: B bir Banach uzayr ve Q c C olsun. Q
tizerinde tamimli, B Banach uzayindan B Banach uzayina lineer sinirli operatoér degerleri

alan fonksiyonlara operatér degerli fonksiyonlar denir.
Bir A(t)operator fonksiyonunun diizgiin siirekliligi (diizgiin tirevlenebilirligi vb.)

B Banach uzayinda vektor-fonksiyonlarin siirekliligi (tiirevlenebilirligi vb.) seklinde

tanimlanir.

A(t) operator fonksiyonunun giiclii siirekliligi (giiglii tirevlenebilirligi vb.) B
Banach uzayinda her xeB i¢in A(t)x vektor-fonksiyonlar ailesinin = siirekliligi
(tiirevlenebilirligi vb.) seklinde tanimlanur.

A(t) operatér fonksiyonunun zayif siirekliligi (gugli tirevlenebilirligi vb.) B
Banach uzayinda her xe B i¢in A(t)x vektor-fonksiyonlar ailesinin zayif siirekliligi

(tiirevlenebilirligi vb.) seklinde tanimlanir.

Tamm (Lineer Bagint1) 65: H bir Hilbert uzay1 ve H>=H ®H olsun. H* Hilbert

uzayinda her lineer manifolda, H Hilbert uayinda bir lineer bagint: denir.

Not: 6, H Hilbert uzayinda bir lineer bagint1 ve
H(X) = {x' eH: {x,x'} e, er}

olarak tanimlanir. Eger 6(0)={0} ise, 6 bir lineer operatordiir.

Tanimm 66: 6, H Hilbert uzayinda bir lineer bagint1 olsun.
0 = {{y,y’} e H* :V{x,x'} €0 igin (y,x’)H = (y’,x)H}

seklinde tanimlanan lineer bagintisina @ lineer bagintisinin adjointi denir.

Eger 6 lineer bagintisi igin
0" =0,

ise, @ lineer bagintisina selfadjointtir denir.
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Teorem 67: 0= {{x,x’} eH :x,xeH } seklinde bir lineer baginti olsun. 6 lineer
bagintisinin selfadjoint olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
(W—E)x’+i(W+E)x=0,

esitligini saglayan W :H — H bir tek liniter operatdriiniin mevcut olmasidir [ 18 ].



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Birinci Mertebeden Diizgiin Katsayilh Normal Diferensiyel Operatorler

2.1.1. Normal Genislemerin Simir Degerler Dilinde Ifadesi

Bu béliimde L, (H,(a,b)) Hilbert uzayinda A(r) her t€[a,b] igin H Hilbert
uzayinda lineer simirli selfadjoint operatorler ve A4(t):[a,b] — B(H) operatdr fonksiyonu

giicli stirekli olmak iizere,
Iu)=u'(t)+A(t)u(t) (1)

seklinde gosterecegimiz birinci mertebeden lineer diferensiyel-operator ifadesi ele

alinacaktir.

Bu durumda  A(t), te€[a,b] operatér ailesi [a,b] araligi iizerinde diizgiin
sinirhidir, yani bir M > 0 sayis1t mevcuttur dyle ki her te[a,b] i¢cin HA(t)H <M ve (1) e

uygun Cauchy problemi ¢oziilebilirdir. Ayrica verilen diferensiyel ifadesinin L, (H ,(a,b))

Hilbert uzayinda formal eslenik ifadesinin

I (u)=—u'(1)+A(1)u(t) 0

formunda oldugu agiktir.

Simdi /(-) ve I"(:) diferensiyel ifadelerinin iirettigi maksimal ve minimal

operatorleri tanimlayalim.

Oncelikle, LZ(H ,(a,b)) Hilbert uzayinda yogun tanimli vektér-fonksiyonlarin

lineer manifoldu tizerinde
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D) :={u(t)eLz(H,(a,b)):u(t)=zn:(pk(t)xk, 9. (1)eCy(ab), x, eH, k=1,2,...,n, neN}

k=1

Lou=1(u), ue D, operatriinii ele alalim.
m(u) =u'(t)

diferensiyel ifadesinin D; kiimesi {izerinde M O'u =m(u) operatorii akkretif operatordiir,

yani D] = L, (H,(a,b))ve her u e Dy igin

Re((Mé.u,u)Lz(H’(a,b))) ((mu(t) u(t)) (e )

= Re((u (0),u(1)), (@) ) Re(j(u'(t),u(t))H dtj
=Re[(u(t),u(t))HE ~[(u®), dt]: (- (uOH®), 10y

= —Re((u,M&u )Lz(H,(a’b))) = —Re((Méu,u)Lz(H’(a’b)))

buradan Re ((M Ou,u) =0>0. Boylece MO' operatoriiniin kapanist vardir [ 13 ].

L,(H (a,b)) )

Ayrica A(t):[a,b]— B(H) operatdr fonksiyonu giiglii siirekli oldugundan, ¢e[a,b] igin
D (A (t)) = H olup kapal operatorlerdir.

Boylece L, operatoriiniin kapanigina / () diferensiyel ifadesi tarafindan iiretilen

minimal operator denir ve L, semboliiyle gosterilir.

Benzer yolla [°(-) diferensiyel ifadesinin L, (H ,(a,b)) lizerinde trettigi I}
minimal operatériiniin tanim verilebilir. I; (L,) operatdriiniin L, (H ,(a,b)) Hilbert

uzaymdaki eslenik operatériine /(-) (/*(-)) ifadesinin iirettigi maksimal operatér denir

0
ve L (L") seklinde gosterilir. L,cL, L ,cL’, D(LO):W;(H,(a,b)) ve

D(L)=W, (H,(a,b)) oldugu agiktir [ 3, 18].
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Teorem 1: A(¢) operatér fonksiyonu, (a,b) araligi iizerinde giiglii tirevlenebilir ve

A’(t)HeLz(a,b) ise, minimal operatoriiniin L, (H ,(a,b)) Hilbert uzayinda formal
normal operatér olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (a,b) tizerinde hemen her yerde

A'(t)=0 olmasidir.

Ispat: L, minimal operatorii L, (H ,(a,b)) Hilbert uzayinda formal normal operat6r olsun.

Bu takdirde her u € D(L,) < D(L') igin

esitligi dogrudur. Bu esitlikte u(t)=¢(t)xeD(L,), @ =0, p(a)=¢(b)=0 seklinde

verilen 6zel vektor-fonksiyonlar1 yukaridaki esitlikte yerine konulursa,

('(2), A()u(2)), +(A(2)u(2).u' (1)) . = (@' (1) x. A(t)p(t) x) . +(A(£) () x,00' (£) x) .
o' ()p(1)(x, A()x), dt+J'¢>(t)go’_(t)(A(t)x,x)H dt

I
Qe >

b b

- £2¢(t)(o’(t)(A(t)x,x)H di = ¢* (1)(x,4(1)x) | ~[o(t)p(t)(A(r)x.x) , di
_ _z|¢(;)|2 (A(0)xx) di=0.

t=a
a

Simdi o (t)= (A(t)x,x)H, a<t<b seklinde bir fonksiyon tamimlayalim. Yukaridaki
esitlik kullanilirsa,
b

Jo! (lo(e)far =0

a

oldugu elde edilir.
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0
Bu baginti reel degerli her ¢ €W, (a,b) fonksiyonlar i¢in dogru oldugunda bu
0
sekildeki her @,y e W, (a,b) i¢in
b

[0, (o (e)+y (e)dr= ja ()]o(1)f e+ zj[a; (1) o) |w (1) +fa; (6)|w ()

a a

zzi[a;(z)gp(t)]w(z)dz:o.

0
Boylece y e W, (a,b) keyfi oldugundan, (a,b) iizerinde Lebesgue anlaminda hemen her

yerde

o (1)e(t)=0

oldugu sonucu elde edilir.

0
Ayrica ¢ €W, (a,b) keyfi bir fonksiyon olup bu son esitlikten (a,b) iizerinde
Lebesgue anlaminda hemen her yerde o' (¢) =0 esitligi dogrudur. Bu ise her x € # dogru
olup, her x € H i¢in hemen her yerde (A’(t)x,x)H =0 bagintis1 saglanir. Boylece hemen

her yerde A'(¢) =0 oldugu bulunur.

Tersine, hemen her yerde A'(t)zO, a<t<b ise, L, minimal operatoriiniin

L, (H ,(a,b)) Hilbert uzayinda formal normal operator oldugu kolaylikla gosterilebilir.
&

Not: A(t) operator fonksiyonunun, (a,b) aralig: iizerinde zayif tiirevlenebilir olmasi

durumlarda da Teorem 1’ in iddias1 dogrudur.

Buradan agagidaki teoremlerin dogrulugu agiktir.
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Teorem 2: A(t) operatdr fonksiyonu igin HA(t)”eLz(a,b) ise, minimal operatdriiniin
L, (H ,(a,b)) Hilbert uzayinda formal normal operatdr olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(a,b) tizerinde hemen her yerde A(r)=sabit olmasidir.

Eger hemen her yerde A'(1)=0,a<t<b ise, A(t) operatér fonksiyonu igin
parcali sabittir denilemez. Hatta dim H =1 olmast durumunda bile bu iddia dogru degildir.
Simdi bu duruma bir &rnek verelim. Oncelikle bir kiime dizisi tanimlayalim.
[O,l]arahgml lig esit pargaya bolelim ve ortadaki agik araliga 7, :(%%j diyelim. Diger
iki kapali aralig1 ii¢ esit parcaya boliip bu parcalarin ortalarindaki acik araliklar

12
I, = (5’5) ve [, (%’gj olarak gosterelim. Bu islemi art arda tekrarlayarak n. adimda

1 k=1,2,...,2"" seklinde acik araliklar elde edilir. Bu kiimelerin birlesimi yani,

nk >

oo (277
G= U (U I, kj a¢ik kiimesi lizerinde ¢, :G — R fonksiyonunu

n=1\_ k=1

(1) = 2’;:1, tel,,,neN, k=12,..,2""

seklinde tanimlayalim. Bu fonksiyon G kiimesi tizerinde diizgiin siireklidir. Gergekten her

o] . . 1
>0 i¢in P < ¢ olacak sekilde bir n, € N mevcuttur. 6 = o olarak alinirsa |t1 - t2| <0

kosulunu gercekleyen her ¢,,7, € G igin

1
’¢0 (t1)_¢o (tz )’ < "

-<¢&.

Boylece ¢, : G — R fonksiyonunun G = [0,1] kiimesi iizerinde

lima, =t, (a,) =G ve ¢(1):= }11i_r)2¢0(an)

n—»o0

seklinde tek tiirlii siirekli genislemesi mevcuttur. Bu ¢:[0,1]—>R fonksiyona Cantor

fonksiyonu denir. Simdi ¢:[0,1]] >R fonksiyonunun [0,1] iizerinde monoton artan



33

$(0)=0 ve ¢(1)=1 oldugunu gdsterelim. ¢,t, €[0,1] ve 1, <t, olsun. G=[0,1] esitligi
dogru oldugundan a, \vt,, b, /'t,, n—>+x ve her neN igin a, <b, olacak sekilde

(an ) , (bn )c: G dizileri segilebilir. ¢: [0,1] — R fonksiyonunun siirekliliginden

limg(a,)=¢(t) ve limg(b,)=¢(s,).

n—>0 n—>0

Ayrica her ne N i¢in a, <b, oldugundan ¢(an) < ¢(bn ) olup

lim¢(a, ) < lim ¢ (b, )

n—>0 n—>0

yani, ¢ (t1 )< ¢ (tz) dir. Boylece verilen fonksiyonun monoton artan oldugu elde edilir.

3" -1

=1

n n n—o 3 n—w

Simdi (i),(?’ ‘IJC G,neN dizilerini alalim. 1imin=o ve lim

oldugu aciktir.

1im¢(ij _lim 2= —lim—L =0

n—»0 3” n—»w 2" n—»0 2"

ve

n_ % yn-1 _ n__
lim(/}(?) lleimL’ilzlim2 1:1.

n— n n—w 2 n—w "
Buradan artan ¢(0)=0 ve ¢(1)=1 oldugu sonucuna ulaslir.

Bu fonksiyon C:=[0,1]\G Cantor kiimesinin Lebesgue 6l¢iimii sifir oldugundan

hemen her yerde ¢'(x)=0 dir [ 14, 55 ].

Simdi hemen her yerde A'(t)=0,a<t<b olmasi durumunda I, minimal

operatOriiniin L, (H ,(a,b)) Hilbert uzayinda tiim normal genislemelerini sinir degerleri

dilinde ifadesini verelim.
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Teorem 3: A(t), her te [a,b] icin H Hilbert uzayinda lineer sinirl selfadjoint operator,
A(a), A(b)=E, A(t):[a,b]—> B(H) operator fonksiyonu giiglii tiirevlenebilir ve

(a,b) arahig: lizerinde hemen her yerde 4'(#)=0 olsun.

L, (H ,(a,b)) Hilbert uzayinda, (1) diferensiyel ifadenin iirettigi L, minimal
operatdriiniin her bir L , L, c L <L, normal genislemeleri, W : H — H liniter operatdr

ve WA(a)=A(b)W kosulunu saglamak iizere,
u(b)zWu(a) 3)

sinir kosuluyla ifade edilebilir. Buradaki W :H — H {niter operatdrii L normal

operat0rii tarafindan tektiirlii belirlenir, yani L =L, .

Tersine, L maksimal operatoriiniin keyfi bir W : H — H , WA(a)= A(b)W initer
operatdr i¢in (3) siir kosullarni saglayan u(t)e W, (H , (a,b)) vektor- fonksiyonlarmim

alt uzay1 lizerine kisitlanis1, L, minimal operatdriiniin bir normal genislemesidir.

Ispat: L , L, minimal operatdriiniin bir normal genislemesi olsun. Bu durumda

Re(L,)u(t)=A(t)u(t), u(t)e D(L,),

Im(Ln)u(t)=—i%u(t), u(r)eD(L,)

operatorleri, L, (H ,(a,b)) Hilbert uzayinda selfadjointtir.

H =H, yl(u);zw’ 72(u)::”(‘13\;5”(b)

seklinde tammlanan (™,7,,7,) ftgliisi L,(H,(a,b)) Hilbert uzaymda Im(L,)minimal

operatdrii i¢in bir sinir degerler uzay1 oldugunu gosterelim.

Her u,veW, (H, (a,b)) icin
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(Im(L )u v) —(u,Im(L;)v) = (—iu v)L —(u,—lv')L2
='[(—lu (t) v(t))H dz‘—:[(u(t) —iv (Z)) dt
:—z(u(t),v(t))HE+j.(u(l) -iv'(2)),, dt—j:(u(z) —iv'(1)), dt

ve

(n().72(v)), (72 (). 11 (v), =é[(u(a)W(b)aV(a)—V(b))H +(u(a)-u(b).v(a)+v(p)), |

N}
S~
<
—~
[
~~—"
N—

I8y
|
—_
<
—~
[
S~
< -
—~
1N}
N~
S—
T
|
—
<
—~
[
~—"
<
—~
[
S~
S—
| I—

yani, her u,ve W;(H, (a,b)) icin

(im (2 ), (1), (00700, (.50

Her x,x,e™M ic¢in u(r)= xllf(a_t) + xl\J/rEixzc W, (H,(a,b)) olmak iizere
~a
u(a):% ve u(b):%. Buradan y, (u)=x, ve 7,(u)=x, oldugu kolaylikla

goriilebilir.
Ayrica Im(LO) minimal operatorii  simetrik bir operatordiir, yani her

u(t),v(t)e D(Im(L,)) igin
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yani, Im(Z,)cIm(Z, )* Boylece Im(L,)minimal operatSriiniin L, (H ,(a,b)) Hilbert
uzayinda bir Im(Ln) selfadjoint genislemesi vardir. Ayrica bu genisleme tarafindan tek

tirlii belirlenen bir W :H — H {lniter operatdr mevcuttur dyle ki Im(Ln) selfadjoint

geniglemesi
(W =E)y,(u)+i(W+E)y, (u)=0

sinir kosullariyla tanimlanir. Bagka bir deyisle her bir Im (Ln ) selfadjoint genislemesi
u(b)=Wu(a), ueD(L,)

siir degeriyle ifade edilir.

L , L, minimal operatdriiniin bir normal genislemesi oldugundan reel ve sanal

kisimlari degismeli olup her u(¢)e D(L,) igin

(Re(Ln Ju(t),Im(L, )u (t))L2 = (Im(Ln Ju(t),Re(L,)u (t))L2

esitligi saglanir. Buradan her u (7)€ D(L,) igin

(s (1), 4(0)a (1), + (A (1) (1)), =0

ve bu sonugtan,

!

0=(u(0). 4()u(0), =(u(b). A(D)u (b)), ~(u(a)- A(a)u(@)),
|4 @), -4 @u(a),.

Boylece her u(t)e D(L,) igin HA% (b)u(b)”H = HA% (a)u(a)HH esitligi dogrudur.

Ayrica V:H — H, VA" (a)u(a)= A" (b)u(b) seklinde tanimh bir izometrik

operatdr meveuttur. U= 47 (b) VA" (a) seklindeki operatérii ele alalim. Bu durumda
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(U—E);/l(u)+i(U+E)7/2(u)=%[(U—E)(U+E)u(a)+(U+E)(E—U)u(a):|

:%[(U—E)(U+E)—(U+E)(U—E):|u(a)
0

esitligi elde edilir. W {initer operatorii, Im(Ln) operatorii tarafindan tek tiirlii belirlendigi

icin U bir iiniter operatordiir ve U =W , yani

A (bYVAR (a)=W, VA*(a)=A"(b)W .
Dolayistyla ¥ iiniter operatdrdiir ve ¥ = A" (b)WA " (a). Ayrica WA(a)=A(b)W
esitligi dogrudur.

W:H—>H WA (a) = A(b)W kosulu saglayan bir iiniter operatdr olmak iizere
Lyu=1(u), D(L,)= {u ew, (H, (a,b)): u(b)= Wu(a)}

seklinde tanimlansin. Bu durumda L,", I"(u)=—u'(¢t)+A(¢t)u(r) diferensiyel ifadenin
urettigi v(a) = W*v(b), v(t ) eD(LW*) sinir kosullarini saglayan adjoint operatordiir. W

liniter operator oldugundan D(LW) :D(LW*) olup, L, (1) ifadesinin iirettigi bir normal

genislemedir. %

Uyari: Yukarida verilen teoremin sonuglar her ¢ [a,b] icin A(t) , H Hilbert uzayinda
bir lineer sinirlt normal operator, [a,b] aralig1 tizerinde A, (¢) gii¢li tiirevlenebilir ve

(a,b) acik araliginda hemen her yerde AR'(Z)ZO olmasi1 durumunda benzer sekilde

verilebilir.

Uyari: Teorem 2’ de bir Dirichlet genislemesinin ( W =E ) L, (H , (a,b)) Hilbert
uzaymnda normal bir genisleme olmasi igin gerekli ve yeterli kosul A4 (b)A’% (a)

operatoriiniin A’ da {liniter olmasidir.
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Uyarn: A(t) = A =sabit, € [a,b] olmasi durumunda Teorem 2’ deki sonuglar [ 20 ]

calismasinda verilmistir.

Ornek 4: ¢, Cantor fonksiyonu olmak iizere L, (—%,%) Hilbert uzayinda

0= oo ()1 -5.5)

diferensiyel ifadesini ele alalm. Teorem 3’e gore, [, minimal operatdriinin tiim I,

normal genislemeleri her ¢ € [0,27[) i¢cin

fo oo

oldugundan

u(%j — & (—gj 9 e[0,27)

seklindeki sinir kosullariyla ifade edilebilir.

Simdi H Hilbert uzaymin 6zel durumlarinda L, normal genislemelerinin yapisin

inceleyelim.

Ornek 5: Eger H =C ise, W:C— C fiiniter operatdrii icin bir qoe[O,Zﬂ)saym
mevcuttur dyle ki her xeC ig¢in W(x)=¢€“x seklinde tammlamr. L, minimal
operatOriiniin normal genislemenin varlig1r ig¢in q:[a,b] — C siirekli bir fonksiyon

g(a)=¢(b)=1 ve hemen her yerde ¢'(¢) =0 olup herhangi bir normal genislemesi

Lyu(t)=u'(t)+q(t)u(t), u(t)eL,(a,b), u(b)=e"u(a)

siir degerleriyle ifade edilir.
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H=C> olmast durumunda bir W:C*>C liniter  operatorii

a,fB, A, ueC,

oL — ,Bi|=1, i =5, P =1 olmak iizere W= @ b
au—pA au— Pr A op

matrisiyle ifade edilir. A(t):=(ql(t) qz(t)]’ t €[a,b] seklinde olup hemen her yerde

%(t) ‘h(t)
'"(¢) = 4 (1) ¢ (1) = 00 a)= ve ayrica a), >
A'(1) Lq;(t) qJ(t)} (0 0], WA(a)=A(b)W y A(a), A(b)=E

kosullar1 altinda normal geniglemeleri mevcuttur ve

Lyu(t)=u'(t)+q(t)u(t), u(t)z(“l t))jeLz((Cz,(a,b)), [Ul(b))J:

sinir degerleriyle ifade edilir.

2.1.2. Normal Genislemelerin Spektrumu

Bu boliimde (1) ifadesinin iirettigi Z, minimal operatdriin L, (H , (a,b)) Hilbert
uzaymda , W :H — H tniter operatér ve WA(a)=A(b)W kosulunun saglanmasi

durumunda  (3) smur degerleriyle verilen L, normal genislemesinin spektrumu

incelenecektir.

U(t,s), t,s €[a,b] lineer operatdrlerin bir ailesi ve bu aile i¢in

U,'(t,s)x+A(t)U(t,s)x=0, t,s e[a,b],
U(s,s)xzx, xe H

kosullar1 saglansin [ 8, 44 ].
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Teorem 6: L, normal genislemesinin spektrumu

2kmi I (b-a
e Ao (b—a)

O-(LW):{ﬂ,e(C:ﬂ,:ﬂo+b—, Ao — 1 =0 denkleminin ¢oziimii ,

ue O'(W*U(b,a)),k € Z}

seklindedir.

Ispat: L, normal genislemesinin spektrumu igin
Lyu=u'(t)+A(t)u(t)=Au(t)+ f(¢), ueD(L,), f€L, (H,(a,b))

problemini ele alalim. LZ(H ,(a,b)) Hilbert uzayinda bu diferensiyel denkleminin

¢Oziimleri

0, (0= 00 (1,a) v+ [0 (1,5) £ (s)ds, xe H @
formundadir. Bu durumda, u(b)=Wu(a) smr degeri saglandigindan,

e U (b,a)x+ je“””U(b,s) f(s)ds =wx
olup W : H — H liniter operator oldugundan

(WU (ba)-e " )x= —W*je““’U(b,s) f(s)ds

esitligi bulunur. A € C sayis1 L, normal operatoriiniin spektrumunda olmasi i¢in
e’ =ye G(WU(b,a))

bagintisinin saglanmasi gerekli ve yeterlidir.
Boylece A€o (L, ) igin

A=+ 2k
b

, et EO‘(W*U(]),CZ)), keZ
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<&

seklindeki genel yap1 elde edilir.

Simdi L, normal genislemesinin spektrumu ile WU (b,a) lineer operatoriiniin

spektrumu arasindaki iligkinin daha genel ifadesini verelim.

Teorem 7: 1 e C sayist L, normal operatoriiniin m, me N katlt bir 6zdegeri (siirekli

spektrumunda, rezolvent kiimesinde) olmasi icin gerekli ve yeterli kosul e ** ™ eC

sayist WU (b,a) operatoriiniin m, m e N kath bir 6zdegeridir (siirekli spektrumunda,

rezolvent kiimesinde ).

Ispat: 1lk 6nce Aeo,(L,) m,meN kath bir dzdegeri oldugunu kabul edelim. Bu

durumda

Lyu, (t)=2u,,(t), i=12,...,m

olacak sekilde bir u,,(1)el, (H,(a,b)), u,, (1)#0,i=12,...,m mevcuttur. (4)
ifadesinden u,,(1)=e"""U(t,a)x,, x, e H\{0},i=1,2,...m seklindedir. Ayrica her

i=1,2,...m igin u,, (b) =Wu,, (a) esitligi saglandigindan
W*U(b,a)xi = e_’l(b_“)xl., i=12,....m.
Bu sonugtan e "™ e o, (W*U (b,a)) m katl bir 6zdegeri oldugu bulunur.

simdi ¢*" o, (W'U(b,a)) m katl bir 5zdegeri oldugunu kabul edelim. O
halde W'U(b,a)x,=e " “x,i=1,2,...m olacak sekilde # Hilbert uzayinda x, #0

elemanlart meveuttur. Bu durumda u, ,(t) = ¢""U (t,a)x, € D(L, )\{0} ve

Lyu, (t)=u}, (t)+A(t)u,, (1) = (e“’_”)U(t, a)x, )/ +A(1)e* U (t,a)x,
=" (t,a)x, +"" U/ (t,a)x, + A(1) " U (t,a)x,
=" (t,a)x, +e"7 [Ut'(t, a)x, + A(t)U(t,a)xl.]
=" (t,a)x, = Au,, (1)
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yani, A€o, (L, ) m kath bir 6zdegeridir.

Simdi e e p(W*U (b,a)) oldugunu varsayalim ve bu durumda e p(L,)
oldugunu gosterelim. O halde W'U(b,a)—e**“E operatoriinin # Hilbert uzayinda
tersi var ve siirhdir. L, — AE operatoriiniin bire bir oldugunu gostermek igin farkli iki

tane u, (¢),u, (t) € D(L, ) vektor-fonksiyonlart igin

(L, = AE)u, (¢)=(L, = 2E)u, (1)
esitligi saglansin. Buradan

(Ly —2E)(u, (t)—u,(1))=0
olup (4) bagmtist yardimiyla

w, (t)—u,(t)=e"""U(t,a)x, xeH.

u (b)—u, (b) =W (u,(a)—u,(a)) esitligi ve W'U(b,a)—e*"“E operatdrii birebir
oldugundan x =0, yani u,(t)=u,(¢). Dolaysiyla L, —A operatdrii birebirdir. Ayrica her
feL,(H,(a,b)) igin
b
u,(t)= —ei(”“)U(t,a)(W*U(b,a) - e’w’"’)E)i1 W*J.ei(”"‘)U(b,s)f(s)ds
+J.e/”’"s)U(t,s)f(s)ds
-1

u,(tye D(L,) ve Lyu(t)—Au(t)=f(¢) esitligi dogrudur. (W*U(b,a)—e%(bfa)E)

operatorii sinirl olup
b
(Ly = 2E) " f(t)==""2U (t.a)(W'U (b.a)~e **OE) W' [&"“ U (b.s) £ (s)ds

+j-e'1("”U(t,s)f(s)ds

operat6rii de siirlidir. Sonug olarak A € p(L,, ) oldugu elde edilir.
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Tersini gostermek igin A€ p(L, ) olsun fakat e ¢ p(WU (b,a)) oldugunu
kabul edelim. Yukarida verilen sonugtan e M g o, (W*U (b,a)). Bu durumda
e M) ¢ o, (WU (b, a)) veya = o, (WU (b, a)) bagintilarindan  biri

saglanmahdir. Fakat A € p(L,, ) oldugundan her feL, (H ,(a,b)) igin
b
(W*U (b,a) —e o )x = —W*jel(“_s)U (b,S)f(S)dS

esitligini saglayan bir xeH elemant mevcuttur.

b
BiL,(H,(a,b)) > H, Bf (t)=[e"“U(b,s) f(s)ds lincer doniisiimii orten ve

W' :H — Hiniter operatér oldugundan W'B  orten bir déniisiimdiir, yani

R(W*U(b, a) - e_”(b_“)) =H. Bu ise e eq (WU(b, a)) veya

e M ¢ o, (WU (b,a)) olmasiyla celisir. Dolayisiyla e e p(W*U (b,a)) olmalidir.

Ayrica L, normal operatdr oldugundan o, (L, )=@ [ 2 ], yani her 1eC igin

R(LW —l) =L (H,(a,b)) . B lineer doniisimii sinirh oldugundanB(R(LW - l)) =H ve

dolayisiyla R(W*U(b,a) - e”w”‘”) = W*B(R(LW - /1)) =H, yani O, (W*U(b,a)) =
bagintis1 elde edilir. Bu ve yukarida verilen sonuglardan A€o, (LW) bagintisinin

saglanmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul e’ e o, (WU (b,a)) dir. <

Sonuc¢ 8: L, normal genislemesinin spektrumu

1

—a

o(L,)= {A eC: A= ; (In|u|+i(arg u+2kr)), weo(W'U(b,a)).ke Z}

formunda da ifade edilebilir.
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Tamm 9: Eger (a,) ve (b,) iki reel say: dizisi ve
lim 2 =1

ise, bu durumda ‘a, ~b,, n— o’ seklinde gdsterecegiz. Ornegin n’ +nsinn ~n>, n— oo

no

3 2 3
veya n +n”arctann ~n ,n—> 0.

Sonu¢ 10: dim A < +oo olmasi durumunda her bir L, normal genislemesinin sonsuzdaki

asimptotik davranisi

B 2k

b—a

4, (L) , k—> o

seklindedir.

Simdi dim A =1durumunu agiklayalim.
l(u) = u’(t)+ q(t)u(t), q(a) = q(b), q’(t) =0hhy. te [a,b]
icin W'U(b,a)=e"U(b,a), ¢ €[0,27) olup burada

U/(t,a)+q(1)U(t,a)=0
U(a,a)=E

denkleminin ¢6ziimii U(¢,a) = exp [—j q (s) dsj . Ayrica

a

U(b,a)zexp[—:[q(s)dsj

esitligi dogrudur. Buradan

b

W'U(b,a) = exp(—jq(s)ds +i(o], pe[0,27)

a
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b
sonucu alinir. ¢ “*™) —exp [—j q(s)ds+ i(pj =0, 2 eC denkleminin ¢dziimii, /, normal

genislemelerin ayrik spektrumunun noktalart oldugundan
b
A (b—a)+[—jq(s)ds +i(pj =2knmi, keZ

yani,

Teorem 11: [(u)=u'(t)+q(t)u(r), q(a)=q(b), ¢'(r)=0h.hy. r€[a,b] diferensiyel
ifadesinin L, (a,b) uzaymnda irettii minimal [, operatoriinin [, ¢ €[0,27)

genislemesinin ayrik spektrumu
1 ¢ 2k —@
/lk:—b jq(s)ds+

—a
a

i, keZ

—a
seklindedir.

Simdi L, normal genislemelerinin ayrik spektrumunun yapisini ayrica aragtiralim.
Bilindigi gibi Zeo,(L,) olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul € **™ eo, (W'U(b,a)).

Bir #€0,(W'U(b,a)) alalm. O halde
WU (b,a)x, = ux,
olacak sekilde bir x, # 0, x, € H vektdrii meveuttur. Buradan
U (b,a)WW'U (b,a)x, = u(W'U(b,a)) x, = ufix,
yani,

U (b,a)U(b,a)x, :|,u|2 X,.
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Bu ise,
(WU (b.a)) = 2(U" (b.a)U (b.a))
oldugu, yani
(WU (b,a))|= 2" (U (b,a)U (b,a)) 5)
olduguna denktir.
Oyleyse, ¢ " =y, pec(WU(b,a)) denkleminden
A (b—a)=In|u|+iarg u+2kri, keZ
bulunur ki bu sonuncu ve (5) esitliklerinden
—A,(b—a) :%lnl(U*(b,a)U(b,a))+iarg,u+2k7ri, kel

elde edilir, yani

L ina(U" (b,a)U (boa))+

lk:Z(a—b) n al_b[arg,u(W*U(b,a))+2k7r], keZ.

Teorem 12: L, normal genislemelerinin ayrik spektrumu

o,(Ly)= {,1 eC:A =ﬁ(ln|,u|+i(arg,u +2k7r)), peo, (WU b,a),

i o, (U GaU(b.a). ke

seklindedir.

Teorem 13: L, bir normal genisleme olsun. =4 +i4, €o,(L,) ise, her ¢ €[a,b] iin

arg u+2km

ireap(A(t)) ve A, = g

, Leo, (W) , k € Z seklinde bir yazilima sahiptir.
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Ispat: Eger Aeo ) (LW) ise, L, normal operatdr oldugundan

Ker (L, —2)=Ker(L, - I) ve boylece

4 0)+ (40~ ), (1) =0

—ul (¢)+(A()= 2 )u, (1) =0

olacak sekilde bir u, € D(L, ), u, #0 elemani mevcuttur. Buradan A = A, +i4, igin

uy (1) =idu, (1),

A(t)u, (t)=2Au, (1),

yani q u, (t)= ey A(t)x, = Ax,, Wx, = " x . x, e H\{0}. Ayrica (4)

ifadesinden
u, (t)=""U (t,a)y, Wy="""U(b,a)y, yeH
Dolayisiyla, her ¢ €[a,b] i¢in
eil’('_a)xl =My (t,a)y, Wx, = e"’l"(b_”)x/l , Wy = el(b_“)U(b, a)y.

U(t,a):H — H operatér fonksiyonun diizgiin siirekli oldugundan her ¢ €[a,b] igin

2 (t—a)

e U(t,a)y:x/l.

Bu sonugtan, y =x, oldugu yani, 4 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor
u, (1) = U (t,a)x, = My W ="y,

seklindeki ifadesi elde edilir. Buradan
U(t,a)x, = "x,, Wx, =", .

Sonug olarak A=24, +i4 €o,(L,) ise, her relab] i¢in A eo,(A(t)) ve

4 _argu +2kr

l R peo, (W), keZ oldugu bulunur. S
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Sonu¢ 14: H =C olmast durumunda Teorem 3’iin  kosullar1 altinda

l(u): ( )+ ( ()dlferensiyel ifadesinin irettigi minimal operatdriin bir normal

genislemesi varsa, her ¢ €[a,b] i¢in ¢(¢)=sabit olmak zorundadur.

Sonug 15: [(u)=u'(t)+qu(t), ¢>1 te[a,b] diferensiyel ifadesinin L, (a,b) uzayinda
lirettigi minimal /; operatdriiniin / , goe[O,27r) normal genislemelerinin 6zvektorleri

e o) , k € Z seklinde olup, bu 6zvektorler L, (a,b) Hilbert uzaymnda tamdur.

2.1.3. Normal Genislemelerin Bazi Ozellikleri

Teorem 16: W,W,:H — H fniter operatorler, L, minimal operatorinin L, ve L, iki
normal genislemesi olsun. D(LWI)r\D(LW2 )ZD(LO) esitliginin saglanmasi igin gerekli

ve yeterli kosul 0¢ o, (W, —W,) olmasidir.

Ispat: 0¢go,(W,~-W,) oldugunu kabul edelim. L, ve L, operatorleri L, minimal

e

operatoriiniin iki genislemesi oldugundan D(LO) CD(LW1 )ﬂD(LWZ) bagmntis1 dogrudur.

D(L0 ) # D(LW1 ) N D(LW2 ) oldugunu varsayalim. Bu durumda bir

u(t) eD(LWl)ﬁD(LWz) elemani vardir 6yle ki u(¢)e D(L,). u(t) ED(LWI)KWD(L%)

oldugundan,
u(b)=Wu(a)
u(b)=Wyu(a)

ve buradan (W,-W,)u(a)=0. Ayrica u(t)eD(L,) oldugundan u(a)#0 veya

u(b) #0.Fakat W, ve W, lineer operatorler oldugundan u(a)+0 ve u(b)+# 0. Dolayisiyla
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Oco,(W,~W,) eliskisi elde edili. Boylece D(Ly,)D(Ly,)=D(L,) olmak

zorundadir.

Simdi, tersine D(LW1 ) r\D(LW2 ) = D(LO) ve Oeo,(W,—W,) olsun. Bu durumda
bir xe H, x#0 elemam vardir dyle ki (W, —W,)x=0 yani, Wx=W,x. Ayrica smr
degerler uzay: tanmmna bakildiginda H (a)= {u (a): u(t)e LW} =H oldugu goriliir.
Boylece,

(VK—E)xt+bx—aVI/1x
b—a b—a

u(t):

e, (H,(a,b))

ve u(t) eD(LWI)mD(LWZ). Fakat D(LWI)HD(LWZ)zD(LO) esitligi saglandigindan

u(a)=x=0 olmak zorundadir. Béylece 0 & o, (W, —W,) sonucu elde edilir. &

Teorem 17: L, minimal operatoriiniin D(L1 ) UD(LZ) = D(L) olacak sekilde iki tane L,

ve L, normal genislemesi olamaz.

Ispat: Z, minimal operatdriiniin W, W, : H — H fiiniter operatérleriyle ifade edilen L, ve

L, iki normal genislemesi i¢in D(LW1 )UD(LW2 ) =D(L) esitligi saglandigini kabul
edelim. Bu durumda u(¢)= [=a e D(L)=W, (H,(a,b)), xe H x=#0 fonksiyonu i¢in
—a

u(t) € D(LW1 ) veya u(t ) € D(LW2 ) bagmtilarindan en az biri dogru olmahdir. Ayrica u ()
fonksiyonu igin simir degerleri u(a)=0 ve u(b)=x. Fakat 7, ve W, lineer operatdrler
oldugundan x=0 ¢eliskisi elde edilir. Dolayisiyla L, minimal operatdriiniin

D(L1 ) UD(L2 ) = D(L) ozelligini saglaya iki normal genislemesi mevcut degildir. &

Teorem 18: L, minimal operatdriiniin L, bir normal genislemesi olsun. Bu durumda L,

normal operat6rin  R(L, ) gorintii kiimesinin, LZ(H ,(a,b)) Hilbert uzayinda kapali
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olmasi igin gerekli ve yeterli kosul E-W'U (b,a) operatdriiniin goriintii kiimesinin, yani

R(E -Wu (b, a)) kiimesinin A Hilbert uzayinda kapali olmasidir.

Ispat: L, normal operatdriiniin goriintii kiimesi R(L, ), LZ(H ,(a,b)) Hilbert uzayinda
kapali olsun. R(E -Wu (b,a)), lineer manifoldunun A Hilbert uzayinda kapali
oldugunu  goéstermek  i¢in  bir (y,)c R(E -Wu (b,a)) dizi  alahm ve

y,———>y, yeH olsun. O halde bir (x,)c H dizisi vardir yle ki her ne N igin

n—>+0

(E—W*U (b,a))xn =y ve (E—W*U(b,a))xn — %y, W:H—>H initer operatdr

oldugundan bir (%,)c H dizi vardir Syle ki her ne N icin (E-W'U(b,a))x, =W'%,

yani

Wx,=U(b,a)x,+%,. (6)

Ayrica (E WU (b, a))xn %) v,yeHve W :H—>H tiniterliginden,
i sy

n—>+0

oldugu elde edilir. Her ¢ €[a,b]i¢in U (¢,b): H — H lineer operatdrii sirli olup,
U(t,b))?n TH_*_OO)U(Z‘,Z?)W)/

bagintis1 dogrudur. Buradan

u, (t)=U(t,a)x +

n

“U(t,b)%, e L,(H,(a,b)), x,,%, €H, neN

—da

biciminde tanimlanan vektor-fonksiyonlar1 L, normal genislemesinin tanim

kimesindedir. Gergekten, her neN i¢in u,(a)=x,, u,(b)=U(b,a)x,+x, ve (6)

n?o

esitliginden,

Wu,(a)=Wx,=U (b,a)x,+%,=u,(b).
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t—a

L U(b)7 + 220" (1.6) %, + A(1)U (t,a)x, + A(7)

b-a b-a b-a

U(t,b)%,

bagintilar1 dogrudur. X, T’i@)Wy oldugundan

Lu, (t)#%U(t,b)Wy.
—d

R(L,), L, (H , (a,b)) Hilbert uzaymda kapali oldugundan bir u(7)e D(L, ) fonksiyonu

1
meveuttur dyle ki L,u()= b_U (£,b)Wy . (4) bagmtist kullanilirsa, bir x e H vektorii

vardir oyle ki

jU(t,s)U(s,b)Wyds =U(t,a)x+

a

t—a

u(t)zU(t,a)x+

U(t,b)Wy.

Bu sonug ve siir kosullariin saglanacagindan Wx =U (b, a)x+Wy , yani
(E—WU(b,a))xzy.

Boylece E-W'U (b,a) lineer operatdriiniin goriintii kiimesi H Hilbert uzayinda kapali

oldugu elde edilir.

Simdi R(E - W*U(b,a)) = R(E— W*U(b,a)) esitligi  saglansm.  R(L,),
L, (H ,(a,b)) Hilbert uzaymnda kapal oldugunu gdstermek i¢in keyfi f, (#)e R(L, ) dizi
alalim ve bu dizi igin f, (1)—=— f(¢), f(t)eL, (H,(a,b)) kosulunu gergeklesin. Bu

durumda her n e N igin Lyu, ()= f,(¢) denklemini saglayan bir u, (¢)e D(L,, ) ¢oziimii

vardir ve bu ¢6zliim (4) esitliginden

u,(t)=U(t,a)x, +jU(t,s)fn(S)ds, x,eH
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n—>x0

b
(E-w'U(t.a))x, =W [U(b.s) f,(s)ds seklinde ifade edilir. f,(t)—2— f() ve
W' :H — H smirh operatdr oldugundan

(E—W*U(t,a)) X, T’iﬂ)W*j‘U(b,s)f(s)ds.

Ayrica E-W'U (b,a) lineer operatdriiniin goriintii kiimesinin A Hilbert uzayinda kapali

oldugundan bir x € H elemani vardir dyle ki

(E—W*U(t,a)) x= W*jU(b,S)f(S)dS

esitligi saglanir. Buradan u(¢) = U(t,a)x+J.U(t,s)f(s)ds eD(L,) ve

Lyu(t)=f(t).

Dolayisiyla bu sonugla teoremin iddiasinin dogrulugu elde edilir. &

Teorem 19: [, minimal operatdriiniin her Z,, normal genislemesi i¢in

dimKer L, = dimKer(E—WU(b,a))
esitligi dogrudur.
ispat: Lineer bagimsiz olan X;,X,,...,X, € Ker(E WU (b,a))\{O} keyfi elemanlar igin
(4) bagintisindan U (¢,a)x,,U (t,a)x,,...,U(t,a)x, € Ker(L, ). Ayrica her te[a,b] i¢in
U (t,a) H—>H lineer  operatorlerinin =~ smirli  tersleri var  oldugundan

U(t,a)x,U(t,a)x,,...,U(t,a)x, fonksiyonlarn da L, (H,(a,b)) Hilbert uzayinda lineer

bagimsizdirlar. Dolayisiyla,

dimKer( E- WU(b,a)) =dimKer L,



53

esitligi dogrudur.

Sonuc 20: Her L, normal genislemesi i¢in
dim(Lz (H,(a,b))gR(LW )j = dim Ker(E-W'U (b,a))

esitligi dogrudur.

Teorem 21: Her L, normal genislemesi i¢in
dim Ker L,, = dim Ker L, =0

esitligi dogrudur.

Ispat: u(t) e Ker L, keyfi olsun. Bu halde Teorem 7’ nin ispatindan her u(¢) € Ker L,

fonksiyonunun
u(t) = U(t,a)x, X e Ker( E—W*U(b,a))

formuna sahip oldugu agiktir. Ayrica L, normal operatdr oldugundan her u (t) eKerlL,
i¢in u(t) € Ker L,, olmak zorundadir. Buradan, x e Ker( E-W'U (b, a)) icin
U'(t,a)x+ A(t)U(t,a)x =0

—U'(t,a)x+A(t)U(t,a)x=0

yani, hemen her yerde A(7)U(t,a)x=0. Fakat A(¢t)U(t,a)x fonksiyonu siirekli
oldugundan her re[a,b] igin A(7)U(t,a)x=0. Dolayisiyla A(a)x=0 esitligi elde
edilir. Teorem 3’iin kosullarmndan 4(a)>E olup buradan x =0 oldugu bulunur. Sonug

olarak
dim Ker L,, =dim Ker L, =0

bulunur. O
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2.2. ikinci Mertebeden Operator Katsayih Normal Diferensiyel Operatorler

L, (H ,(a,b)) Hilbert uzayinda, A(¢) her ze[a,b] igin H Hilbert uzayinda lineer
selfadjoint operatorler, her re[a,b] i¢inA(1)>E ve her re[a,b] igin D(A(t))zD

olmak tizere,
1) =—u" (1) +id(t)u(t) (7)
ikinci mertebeden lineer diferensiyel operator ifadesini ele alalim.

Ayrica verilen diferensiyel ifadesinin LZ(H ,(a,b)) Hilbert uzayinda formal

eslenik ifadesi
I (u)=—u"(t)—iA(t)u(t) (8)
seklindedir.

$imdi /(-) ve ["(-) diferensiyel ifadelerinin iirettigi maksimal ve minimal

operatorleri tanimlayalim.

[k énce L, (H ,(a,b)) Hilbert uzayinda yogun tanimli vektor-fonksiyonlarin lineer

manifoldu Uizerinde

D} = {u(t)eL2 (H,(a,b)):u(t)=zn:(pk (1)x.0.(t)eCy (a,b),x, €D,k =1,2,....,n,n EN}

k=1

Liu=1(u), wueDy operatdrinii ele alalim. L; lineer operatdriiniin LZ(H ,(a,b))

uzaymdaki kapanis operatorii meveuttur. Gergekten D| = L, (H,(a,b))ve her u € Dy igin

2

Im([Jou(t),u(t))Lz(H’(a,h)) =(A(t)u(t),u (r))LZ(H’(a’b)) >u(t)

>
L,(H (a,b))

oldugundan LO' operatorii disipatif olup kapanisi vardir [ 18 ].
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Boylece L; operatoriiniin kapanigina / () diferensiyel ifadesi tarafindan iiretilen

minimal operator denir ve L, semboliiyle gosterilir.

Benzer yolla [*(-) diferensiyel ifadesinin LZ(H ,(a,b)) lizerinde rettigi L;
minimal operatériiniin tanim verilebilir. L; (L,) operatoriinin L, (H ,(a,b)) Hilbert
uzayimdaki eslenik operatoriine /(-) (/*(-)) ifadesinin iirettigi maksimal operatér denir

ve L (L") seklinde gosterilir. L, =L ve L, c L' oldugu agiktir [ 3, 18 ].

Simdi L, minimal operatdriiniin formal normalligini inceleyelim.

Lemma 1: [ €L, (a,b) olsun. Eger her reel degerli ¢,y € C; (a,b) igin

[ 7)oy (2)) =0

a

ise, f fonksiyonu hemen her yerde sabittir.

b
Ispat: feL,(a,b) ve her reel degerli ¢,y € C; (a,b) igin jf(t)((p(t)l//(t)) dt=0

olsun. Bu durumda

£ ()0 (0w (et + J F (o0 (ry

”f '(s)dsy'( t)dt+J'f w' (1)t

!
if(S) s)dsw (1)
Jj(f(’)€”(f)—j:f(s)cﬁ'(S)dSJu/(t)dz:



56

Buradan hemen her yerde f(¢)¢(1)- I f(s)¢'(s)ds fonksiyonunun sabit oldugu elde

edilir [ 15 ]. O halde hemen her yerde J.f(s)gp'(s)ds =1 (t)@(r)+c olacak sekilde bir

c € R sayis1 mevcuttur.
t
If(s)w’(s)ds —c

Simdi ¢(¢)#0, te(a,b) i¢gin f (¢)== B
%

ele alalim. Hemen her yerde f~ = f oldugundan hemen her yerde

, a<t<b fonksiyonunu

oldugu bulunur. Fakat bu iki fonksiyon (a,b) araligi tizerinde siirekli olup esitlik saglanir

[ 60 ], yani her ¢ € (a,b) igin

Ayrica j f (s)¢'(s)ds fonksiyonu (a,b) araligi tizerinde tiirevlenebilir oldugundan

yukarida esitlikten ¢ e (a,b) i¢in f N (¢ ) =0 oldugu elde edilir. (a,b) aralig1 iizerinde f~

fonksiyonu siirekli oldugundan sabit fonksiyondur. Boylece f fonksiyonunun hemen her

yerde sabit oldugu elde edilir. ©

Teorem 2: Her x € D igin o _(¢):= (A(t)x,x) € L,(a,b) olsun. L, minimal operatoriiniin
L, (H ,(a,b)) Hilbert uzayinda formal normal ise, (a,b) tizerinde hemen her yerde

o, (t)=sabit,x € D olmalidir.

X
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Ispat: L, minimal operatdrii ve L™ maksimal operatdrleri icin D(LO)CD(U) bagintis
dogru olup L, minimal operatoriiniin formal normal oldugunu varsayalim. Bu durumda

her u(t)e D(L,) seklindeki vektor-fonksiyonlar igin

2

||Lu . Lu(r) .
= (" () +id (e)u(e),—u" (e) + i (e)u (1)) , = (" () =id () (0) =" () =id()u (1))
=20 (" (1), A(r)u (1)), =(A()u (). (1) .

=0
esitligi dogrudur. Bu esitlikte u(¢)=¢(¢t)xe D, seklindeki ozel vektor-fonksiyonu

yazilirsa,

(u"(6), A(e)u(2)) . =(A()u(0)" (1) . = (" (1) %, A() p(1) x) . = (A () o (1) 30" (¢) ),

= i(o"(t)m(x,A(t)x)H dt—j:qo(t)go”—(t)(A(t)x,x)H dt=0.

Ayrica (o(t) = T(l) +i,u(t), T=r,u=u, 1,ucC, (a,b) seklinde yazilabildiginden

yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa, reel degerli her 7,1 € C; (a,b) fonksiyonlari igin

JjO'X (t)T”(t)u(tVt—iax (t)T(t),U"(t)dt =0.

Buradan her 7(¢),u(1)eCy (a,b) i¢in tr(t),tu(t)eCy (a,b)olup yukandaki esitlik
kullanilirsa,
b

[o. (6)(rz(6)) p(e)dt- ja " (1) dt

a

=j£c7x(t)(2r'(t)+tT"(t))u(t)dt—J-Gx(t)tr(t)u"(t)dt
=2 (t)7'( )dt+_[0 e (1) dt — i () ez (" (1) dt
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o (1)7'(¢) ,u(t)dt-i—jjax(t)r(t)(t,u(t))" dt—jjax(t)tr(t)y"(t)dt
Gx(t)r'(t),u(t)dt+j)‘6x(t)r(t)(Z,u’(t)+t,u"(t))dt—jjax(t)tr(t),u"(t)dt
=2[o, (t)7'( )dt+2ja p' (£)de =0,

yani reel degerli her 7, u € C; (a,b) fonksiyonlart igin

[o. ()7 )dt+jo p' ()dt =0.

a

Dolayisiyla Lemma 1° den hemen her yerde o (¢) = sabit oldugu bulunur. &

Sonug 3: Eger A(¢t)=a(t)A4, A>E ise, L, minimal operatdriiniin LZ(H,(a,b)) Hilbert
uzaymda formal normal olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul (a,b) lizerinde hemen her

yerde ()= sabit olmasidir.

Sonug 4: Egerdim (H ) < +oo ise, L, minimal operatdriiniin L, (H ,(a,b)) Hilbert uzayinda
formal normal olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul (a,b) tizerinde hemen her yerde

A(t) = sabit olmasidur.

Simdi H Hilbert uzaymda 4:D(4A)c H - H  lineer selfadjoint operator ve

A > E olmak iizere,
l(u)z—u"(t)+iAu(t) 9)

ikinci mertebeden lineer diferensiyel-operatoriin tirettigi L, minimal operatdriiniin normal

genislemelerini siur degerleri dilinde ifadesini verelim. Burada (H,y,,7,) tgliisi
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L, (H ,(a,b)) Hilbert uzaymda Re(L, ) minimal operatérii igin bir smir degerleri uzay1 ve

N ~ A 0
A:D(A)®D(A)c HOH > H®H , A::{O Aj olarak tanimlansin.

Teorem 5: A:D(A)cH—>H  linecer selfadjoint operator A>E  ve
AW} (D(A4).(a,b)) =W, (H.(a,b)) olsun. L, minimal operatdrinin her L,

L,cL,cL normal genislemesi W:H®H - H ® H ve A’WA niter operatorler

olmak iizere, L, (H , (a,b)) Hilbert uzayinda (9) diferensiyel ifadesinin

(W—=E)y,(u)+i(W+E)y,(u)= 0 (10)

smir kosullar: tarafindan iiretilir. Buradaki W {initer operatdrii, L, normal genislemesine

bagli olarak tek tiirlii belirlenir, yani L =L, .

Tersine, APWA™* niter operator olan keyfi bir W: H®H — H® H (niter
operatoriic  i¢in L  maksimal operatoriinin = (10) simir  kosulunu  saglayan

u (t) € sz (H , (a,b)) vektor-fonksiyonlarmin alt lineer manifolduna kisitlamisi, L,

minimal operatoriiniin bir normal genislemesidir.

Ispat: L, , L, minimal operatdriiniin bir normal genislemesi olsun. Bu durumda

Re(Lp(1)=—Lou(t), () D(1,),

(L, (1) = Au (). u(t)e D(L,)

operatdrleri, sirastyla Re (L, ) ve Im(L, ) operatdrlerinin selfadjoint genislemeleridir.
H=H®H, y,(u):= {—u(a),u(b)} . 7, (u)= {u'(a),u'(b)}

seklinde tamimlanan (H,y,,y,) tgliisii L, (H,(a,b)) Hilbert uzayinda Re(L,)minimal

operat0rii i¢in bir sinir degerleri uzayidir [ 18 ].
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Re(L,), Re(L,) minimal operatoriiniin L, (H ,(a, b)) Hilbert uzayinda bir

selfadjoint genislemesi oldugundan, bu genisleme (9) diferensiyel ifadesi ve

W:H®H — H® H bir liniter operatdr olmak {izere,

(W —E)y, (u)+i(W +E)7, (1) =0
sinir kosulu tarafindan dogrulur. Burada Re(L,) ‘e karsilik gelen 7 iiniter operatorii bir
tektir [ 18 ].

L, , L, minimal operatdriiniin bir normal genislemesi oldugundan reel ve sanal

kisimlart degismeli olup her u(7)e D(L,) i¢in
(Re(L ) (¢), Im(Ln)“(f))L = (Im (L, )u(1).Re(L, )u(1)),,
u" (1), Au(t) ) (Au(t) —u"(z‘))L2 (a)

(-
(—u'(t), Au(r) ) (b ( (1), Au’ (t)) (H (a))
0

esitligi saglanir. Buradan her u (¢)e D(L,) igin

!

( u()Au(l‘))Lz( )+(u()Au (t)) o (H (a.b))
(- () Au (2)),, +(u(b), 4u' (b)), - (-u'(a) 4u(a)), = (u(a) 4u'(a)),
(- b

t
u Au
= (4% (-u' (b)), 4"u (b)) +(4"u(b), 4"u' (b))

H

(4" (- u(a ,A%u(a)),, (4"u(a). 4" (a)),
~(au(@ @) 4w @) A w)),
~({4"w(a )A/u ()} {-4"u(a). 4"u(p)})

= (7 (4%u).7, (4% ))H®H_(;/Z(A%u),yl(A%u))H®H:0

yani, 0= {{ 7 ( A%u),yz ( A%u)}: ueD(L, )} lineer bagintist  simetriktir. Ayrica,
Py

T:D(4")®D(4*)cHOH>HEOH, T:{
0

Ay} seklinde tanimli  lineer
A 2

dontigiimii A7 :D(ﬁ%) c'H — 'H operatorii birebir, orten ve selfadjoint oldugundan T’
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lineer operatoriic H @ H Hilbert uzayinda birebir, orten ve selfadjointtir. Buradan L,
normal operatér oldugundan (9:{{7/1(u),72 (u)} ueD(Ln)} selfadjoint olan lineer

bagmtist i¢in 7'(0) = 6. Ote yandan 0 lineer bagmtisinin adjointi

A

6 = {{x,x'} eH®H: heru eD(Ln) icin (;/Z(A%u),x)H :(yl(A%u),x')H}

seklindedir. @ lineer bagimntisi ve A" lineer operatorii selfadjoint olduklarindan, her

{VI(M),J/Z (M)},{J/I(V),}/z (v)} €6,u,ve D(L,) igin

A A~

yani, 77 (0)c 0. Tersine, her {x,x'} €0 ve {;/1 (u).7, (u)} €0,ueD(L,) icin 6

tanimindan,

({x,x'}aT({n(u),—yl(u)})) —0

HOH
olup @ lineer bagintis1 ve 7 lineer operatorii selfadjoint olduklarindan T ({x,x'}) el
olmak  zorundadur. Boylece T7(0)=0"  esitligi elde edilir.
Buradan M, (é) = {{x,x'} el :x'= lx} , AeC olmak iizere T7'(M,(0))=M, (é)
Ayrica

A int int

6 =0oM,(0)oM ,(0)

esitligi her simetrik lineer bagintilar i¢in dogru oldugundan [ 9 ] ve @ lineer bagintisinin

selfadjoint oldugundan 0=6", yani 0 lineer bagmtisinin selfadjoint oldugu elde edilir. Bu

halde
(V=E)y, (4")+i(V + E)y, (4") =0

seklinde V' :H ® H — H @ H bir liniter operatdr mevcuttur [ 18 ]. Bu sonuncudan
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(47VA" = E)y, (u)+i(47VA" + E)y, (u)=0

esitligi elde edilir. W initer operatorli, Re(L,) operatorii tarafindan tek tiirlii
belirlendiginden A vah =w, yani A”WA* operatorii iiniterdir. Boylece L, L,
minimal operatoriiniin bir normal genislemesi

(W —E)y, (u)+i(W +E)y, ()= 0
siir degeriyle ifade edilir.

W:H®H—>H®H ve A*WA " iiniter operatdrler, L,u =1(u) ve
D(L,)={ueW; (H,(a,b)): (W—E)y,(u)+i(W+E)y,(u)= 0|

seklinde tammlansin. Bu durumda her u eD (L, ) ve her v eD(LW*) i¢in

1)1 (V) yor = (1 ()72 (V) o, = (175 ()12 (V) o, + (72 ()17 (V) .,

(7 ( o (22 (). 71 () o = (72 () 172(v) .o,
=(n()=i72 (). 7 (V) =172(v)) o, = (1 @)+ 72 (1), 1, (V) 4172 (V)

(v) V))H@H_(71(”)”72(”)’71(V)+i72(v))H@H
iy, (). (1 (V) =i, (V)), o, ~(n @) 472 ()., () 472 (9)) 1

(v) )-(n()+ir(v),,, =0



63

olup, {7/1 (u)—iy,(u)ueD(L )} kiimesi H @ H Hilbert uzayinda yogun oldugundan her
veD(LW*) icin
(7" =E)y,(v)-i(W +E)y,(v)= 0

esitligi bulunur. Sonug olarak L, adjoint operatérii, /" (v)=—v"(¢)-idv(t) diferensiyel

ifadesinin (W* -E ) v (v)—i (W* +E ) 7, (v)= 0, v( (LW ) sinir kosulu tarafindan
dretilir. W {niter operator oldugundan (LW ) olup, L, bir normal
genislemedir. %

Simdi ikinci mertebeden (9) lineer diferensiyel-operatoriin iirettigi L, minimal

operatdriiniin normal geniglemelerini ayrik spektrumunu inceleyelim.

Teorem 6: W:H®H —» H®H bir initer operator olmak iizere L, , L, minimal

operatdriiniin bir normal genislemesi olsun. Bu durumda A =4, +i4 €o,(L,),4,.4 €R

olmast icin gerekli ve yeterli kosul Aeo, (A®E)
-1 _ei\/Tr(b—a) -1 ei\//Tr(b—a)
Oco, | (W-E +JA (W+E
p ( ) ei\//l—r(b_a) 1 \/j( ) _eiﬁ(b_a) 1 ve

H, (ReL,)nH, (A® E)#{0} olmasidir.
Ispat: 1 o, (L, ) olsun. Bu durumda, Ae o, (LW) olacagindan,

—uy (1) +idu, (1) = Au, (1),
—uy (1) —idu, (1) = Au, (1)

I
|

olacak sekilde bir u, (1) e D(L, ) vektor-fonksiyonu mevcuttur. Buradan,

—u ()= Au, (1),
Au, (1) = Au, (1)
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olup, u,(t)eH, (ReL,)nH, (A®E) ve ul(t)zei‘/f’('_”)xl+ei‘/7’(b_')x2, x,x, € H

seklinde oldugu bulunur. Ayrica u, (1) e D(L,, ) oldugundan,

(W =E)y, (u,)+i(W +E)y, (1,) =0

yani,

-1 _eix/Z(b—a) -1 eix/Z(b—a) X,
W-E A(W+E =0.
( ) e (=a) 1 ’ \/j( +£) ) 1 [xzj

Boylece
-1 _ N (b-a) -1 oV (b=a)
Oco, |(W-E + A (W+E
p ( ) ei‘/l—”(b_a) 1 \/7"( ) _ei\/}“—r'(b_“) 1

oldugu bulunur.

Tersine, A=A +il eC sayi1sl icin Aeo,(ARE),

-1 _ (=) 1 oV (0=a)
Oco,|(W-E +JA (W+E ve
p ( ) ei\/i—r(b’a) 1 \/_V( ) _ei\/i—r(b*a) 1
H, (ReL,)nH, (AQ E)=+ {0} ise, x,x, € H olmak lizere
. _iJA.(t-a) iJ2, (b-t) . .

biru, (1)=e X, +e x,eH, (ReL,)nH, (AQE) vektor-fonksiyonu

mevcuttur. Buradan u, (t)e D(L, ),u,(t)#0 ve Lyu,(t)=Au,(t) esitligi saglanr.

Dolayisiyla A€o, (L, ) oldugu elde edilir. <&

Sonu¢ 7: W = E yani, L, Dirichlet genislemesi olsun. Bu durumda,

2 2
= k'm +il: Leo (A®E),sz
(b_a)z i [} p k™
(b-ay

O-p (LE)

(ReL,)NH, (AQE)={0} ve keZ

seklindedir.
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Ispat: Teorem 6da W=E vyazlwsa, A=4+ikeo,(L,).A,4eR icin

-1 oV (b=a) .
Oco, ) | olup, bu ise ancak

—1 oV (0-a)
| -0
_ e (b-a) 1
; k*n’
olmast ile miimkiindiir. Dolaysiyla, QA0 esitligi ancak A = ( )2 kel
b-a
degerleri i¢in dogrudur. Boylece
k*n?
o, (LE)= s+id: A€o, (A®E) s H (ReLE)mHli (A®E)¢ {O} ve kel

(b-a)

(b-a)’

<&

oldugu elde edilir.

Benzer sekilde asagidaki sonucun dogrulugu gosterilebilir.

Sonuc¢ 8: W =—FE yani, L , Neumann genislemesi olsun. Bu durumda da

(ReL ,)NH, (A®E)#{0} ve keZ

seklindedir.

Simdi L, (H , (a,b)) Hilbert uzayinda,
i) Her t €[a,b] igin D(A(t))=D ve A" (t)=A(t)2E,
i) Her x € Digin A(t)x:[a,b]—> H giilii siirekli tiirevlenebilir,

kosullarini saglamak iizere,
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1) = —u"(¢)+ At (1) (11)
ikinci mertebeden lineer diferensiyel operator ifadesini ele alalim.

Verilen bu diferensiyel ifadenin L, (H ,(a,b)) Hilbert uzayinda formal eslenik
ifadesinin

1 () = ()~ (A(1)u (1)) (12)
seklindedir.

I(-) ve I"(-) diferensiyel ifadelerinin iirettigi maksimal ve minimal operatorleri

tanimlayalim.

[k énce L, (H ,(a,b)) Hilbert uzayinda yogun tanimli vektor-fonksiyonlarin lineer

manifoldu Uizerinde

n

D} = {u(t) eL,(H,(a,b)):u(t)= Z(pk (1)x,0.(t)eCy (a,b),x, €D,k =1,2,...,n,ne N}
k=1

Lu=1(u), ueDy ve Lj'vi=1"(v), ve D, operatorlerini ele alalm. L, ve L lineer

operatdrlerinin D] = L, (H,(a,b)) oldugundan adjoint mevcuttur. Buradan L, L ve

Lg, c LO'* oldugundan LO' ve Lg' operatorlerinin kapaniginin varligi elde edilir.

Boylece L; operatoriiniin kapanisina / () diferensiyel ifadesi tarafindan iiretilen

minimal operator denir ve L, semboliiyle gosterilir.

Benzer sekilde /() diferensiyel ifadesinin L, (H,(a,b)) izerinde irettigi L;
minimal operatériiniin tanim verilebilir. L) (L,) operatoriiniin LQ(H ,(a,b)) Hilbert
uzayimdaki eslenik operatoriine /(-) (/*(-)) ifadesinin iirettigi maksimal operatér denir

ve L (L") seklinde gosterilir. L, L ve L, = L* oldugu agiktir [ 3, 18 ].

Simdi L, minimal operatdriiniin formal normalligini inceleyelim.
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Teorem 9: L, minimal operatoriiniin L, (H ,(a,b)) Hilbert uzayinda formal normal olmasi

igin gerekli ve yeterli kosul [a,b] itizerinde A4(t)= A4 =sabit olmasidur.

Ispat: L, minimal operatorii ve L* maksimal operatdrleri igin D(LO)CD(U) bagintisi
dogru olup L, minimal operatoriiniin formal normal oldugunu varsayalim. Bu durumda

heru(t)=¢(t)xe D, seklindeki dzel vektdr-fonksiyonlari igin

2

||L0u(t) ; - L*u(t) .

= (—u"(£)+ A(t)u'(2),—u" (£)+ A(2)u' (1)),

o 0)2.5), e [ol @ (410)x.4()s),

+[o' () (t)(4(1)x, 4'(1)x), dt+j)-(p(t)(p(t)(A'(t)x,A'(t)x)H dt

=0 (13)

esitligi dogrudur. Buradan reel degerli her ¢ € C; (a,b) fonksiyonlari igin
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b

2o () (x4 (1)2), dt+j<o"<r>¢<t>(x,Af<f>x)H "
o (O ()., dr Jolo (0 40).4()3), o
oo a0x.0)3), e+ fol o (5.4 (0)s), o
=0

ve .y e Cy (a,b) reel degerli fonksiyonlar olmak iizere ¢+ iy € C; (a,b) olup,

b

“2[ (¢ () +iw' (1)) (@' () +i'(¢)) (x. 4 (£) x),, e

+j’((p”(t) +iy" (1))@ (1) +i (1)) (x, 4'(¢)x), dt

esitligi saglamir. Buradan ¢, y € C; (a,b) igin tg, ty € C; (a,b) olup
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Boylece A(r) giiglii stirekli tiirevlenebilir oldugundan her ¢ € [a,b] i¢in

(A'(t)x,A(t)x)H = (A(t)x,A’(t)x)H
oldugu elde edilir.
(13) bagintisinda reel degerli ¢ € C; (a,b) yerine e"¢(r) yazilirsa,

b

—2!(ie”(p(t) + eitq)'(t))(iei’(/)(t) + e”(p’(t))(A'(t)x, x)H dt

+j(—e“(p(t) +2ie" g’ (1) + e”(p"(t))e”(p(t)(A’(t)x, x)H dt

+j ei’(p(t)(—ei’(p(t) +2ie" ' (1) + e”(p"(t))(A’(t)x, x)H dt

+j[ ei’(o(t)(iei’(p(t) + e”(o’(t))(A’(t)x, A(t)x)H dt
+j:(ie”(0(t)+e"’(o'(t))W(t)(A’(t)x,A(t)x)H dt
+j: e”(ﬂ(l)%(A'(t)x,A'(f);;)}{ dt

= —4T @’ (t)(A'(t)x, x)H dt

=0.

Buradan reel degerli her ¢, y € C; (a,b) i¢in p+y € C; (a,b) olup yukaridaki esitlikten,
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yani, 4'(¢)=0. Dolaysiyla A4(t) gii¢lii siirekli oldugundan her 7 €[a,b]
A(t) = A = sabit

oldugu elde edilir.

Bu durumda her ¢ €[a,b] igin A(¢)=A seklinde alarak (11) diferensiyel ifadenin
irettigi minimal operatériin normal genislemelerinin smir degerleri dilinde ifadesini
verelim.

Teorem 10: A4: D(A) cH—>H lineer selfadjoint operator A>FE  ve
AW, (H,(a,b)) cw, (H,(a,b)) olsun. L, minimal operatoriiniin her bir L , L, c L L
normal genislemesi W,V : H — H {initer operatdrler ve W' A™ = A™'V" esitligini saglamak

lizere, L, (H , (a,b)) Hilbert uzayinda (11) diferensiyel ifadesinin

u(b) = A"WA u(a)

(14)
u'(b) = AVA"u'(a)

smir kosullar: tarafindan iiretilir. Buradaki W {initer operatorii, L, normal genislemesine

bagli olarak tektirlii belirlenir, yani L, =L, , .

Tersine, W A" =AW olan keyfi W,V:H — H finiter operatorleri i¢in L
maksimal operatoriiniin (14) simur kosullarmi saglayan wu(7)e W, (H , (a,b)) vektor-

fonksiyonlarin alt lineer manifolduna kisitlanigi, L, minimal operatoriiniin bir normal

genislemesidir.

Ispat: L, , L, minimal operatdriiniin bir normal genislemesi olsun. Bu durumda
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operatorleri, sirastyla Re(L,) ve Im(L, ) operatérlerinin selfadjoint genislemeleridir.

A%u(a)JrA%u(b) A%u(a)—A%u(b)

V2  7a(u)= iN2

H ZZH, 71(“)::

seklinde tanimlanan (H,y,,,) lgliisii A% :D(A%) c H — H lineer operatdriiniin sinirl

tersi oldugundan L, (H ,(a,b)) Hilbert uzayinda Im (L, )minimal operatorii igin bir smnir

degerleri uzayidir.

Im(L,), Im(L,) minimal operatdriiniin L,(H,(a,b)) Hilbert uzaymnda bir

selfadjoint genislemesi oldugundan, bu genisleme W :H — H bir tek {niter operator

olmak tizere,

(W —E)y, (u)+i(W +E)y, (1) =0

sinir kosuluyla tanimlanir [ 18 ]. Baska bir deyisle Irn(Ln) selfadjoint geniglemesi
I,(u)=—idu’ diferensiyel ifadesi ve

A WA (a)=u(b),ueD(L,)
seklinde olan sinir deger kosulu ile ifade edilir.

L, , L, minimal operatdriiniin bir normal genislemesi oldugundan reel ve sanal

kisimlart degismeli olup her u(7)e D(L,) igin
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(Re (2, Ju (1) 1m (L, )u(1)), .y = (I (L, )u () Re(L,)u (), (0
=(—u (¢),—idu’' (t)) (. () (—lAu (¢ ),—u”(t))LZ(H’(a’b))

- i[(—”"(f)»A“'(f))Lz(ma,b)) - (A”'(t)’_”"(t))Lz(Hw))}
= i(_u,(t)’Au,(t)),Lz(H (a.5))
=i (' (0), 4w (5)), = (' (), 4w (@), |

=i[ ”A/u (a) H}:o

olup her u(t)e D(L,) i¢in HAyzu'(a)” =”Ay2u'(b)” oldugu bulunur. Buradan V:H — H,

VA%u’(a):A%u’(b) olacak sekilde bir izometrik doniisiim mevcuttur. Bdylece, her

u(t)e D(L,) igin

A VA" (a)=u' (D)
oldugu elde edilir,

Simdi ¢, e W, (a,b), i=1,2,

¢/ (a)=0, (b)=1,

¢ (a)=0(b)=¢/(b)=0.(a) =, (b) =, (a) =0
olmak iizere her x € D(4) igin

u, ()= (t)x+@, (t) A" WA x

seklinde tanimlanan fonksiyonlarin u, € D(L,) oldugunu gdsterelim. Bir x e D(4) igin
u, & D(L,) oldugunu varsayalim. Bu halde D(]:n) =span{D(L,){u,}} olan bir
L c L, genislemesini ele alalim. Bu durumda L c L olup D(f;) < D(L,) bagmtisi

dogrudur. Buradan her ve D(L,) igin
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(in <t>,v<t>>L o =<—uz<r>+Au;<r>,v<r>>Lz(,,,(a,,,))
(=2 ()9 (0)) oy gy + (A ()0 (0)) )
(-~ ))'Lz +(ux DV () gy (A VO oy + (1) (= (0)),
=—(u () (b))H+(” (a).v(a)), +(u.(6).V'(5)), = (u.(a).v'(a)), +(4u,(b).v(D)),
=(4u (a),v(a)), +(u (1)~ ()= A1), s o)
=—(A"WA e, A WA (a)) +(xv(a ) Hu (0" ()= A1), oy
==(xv(a)), +(xv(a)), +(u ().~ ()= (1)), )
=(u (1), =" () =4 (0)) s o)

bagmntisindan D(L,) < D(Z: ) ,yani L =L esitligi ve dolayisiyla L =L oldugu bulunur.
Sonuncudan her x e D(A) igin u, € D(L,) olup 4> VA"u! (a)=u!(b) esitliginden
APWA x = A7 WA x

olup W'A'=4"'V" sonucu dogrudur ve bu kosulu saglayan V:H — H izometrik

dontisiimii bir tektir. Eger bu kosulu saglayan iki V,,V, : H — H izometrik doniisiim ise,
W=A"V,A=A4"V,4

olup
AVA-AV,A=A"(V,-V,)A=0

esitliginden V| =V, oldugu bulunur. Ayrica V' : H — H izometrik doniisiim oldugundan
V'V =AW AAWA" =E

esitligi dogru olup, AW =WA> ve W:H—>H initer operator oldugundan
W A = AW esitligi dogrudur. Buradan

VV = AWA" AW A= AWA™W" A4
=AWW A*A=AA" =E

yani V :H — H {niter operatordiir.
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W,V :H — H iiniter operatorler ve W A™' = A™'V" kosulunu saglamak iizere,

Ly yu= l(u)

D(L,)= {u eW; (H,(a,b)): u(b)=A""WA" u(a), u'(b)= A*VA"'(a) }

seklinde tammlansin. Bu durumda her u €D (L, ) ve her v eD(LW*) i¢in

IS CTORYC) .
—u (b)’vl(b))H +(—u(a),v'(a )H

a),v(a )H +(A /WA/ (a),v (b))H —(u(a),v’(a))H

)
), ~(u(a). v >),,
),

= ({u(a),~w'(a)}{A" W A v(b)+ 4" W 475 (b)— Av(a) V' (a), 4* V" 47" (b) = v(a)})

-0
esitligi dogrudur. Bu halde, {{u(a),~u'(a)}:ueD(L,,)| kimesi H®H Hilbert

H®H

uzayinda yogun oldugundan her v eD (LW,V*) icin
v(a)=A"V" 4" (b),
Av(a)+V'(a)= AW A% (b)+ AW 47 (b)

esitlikleri bulunur. Sonug olarak L, ," adjoint operatorii, I*(v)=-v"(t)— 4V (1)

diferensiyel ifadesinin v(¢) e D(LW,V*) olmak iizere,

v(a) = A" V*A%v(b),
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Av(a)+v'(a) =AW A (Av(b)+ v’(b))

siir kosulu tarafindan iiretilir. W,V :H — H iiniter operatrler ve W A" =47V’

oldugundan D(LW,V) = D(LW,V*) olup, L, , bir normal genislemedir. &

Teorem 11: W.V:H—H |, W A'=4"7" kosulunu saglayan {initer operatorler ve
leo, (W) olmak iizere L, ,, L, minimal operatSriiniin bir normal genislemesi olsun. Bu
durumda

2

. /Ii i\JA,.(b-a
GP(LW!V)—{&+M%: 7 eap(A),eﬁ—(b )eop(W), H\/?(A)QHE,-W(M)(W);’&{O} u {0}
—4

-

bagintis1 dogrudur.

Ispat: 1 ¢ o, (LW,V) olsun. Bu durumda, 1 € o, (LW) olacagindan,

—u (1) + Au (t) = Au, (1),
—uj (t)— Au, (t)=2Au, (1)

olacak sekilde bir u, (1) € D(L,, ) vektdr-fonksiyonu mevcuttur. Buradan,

—uj ()= Au, (1),
Aul (t)=idu, (1)

olup, u, (¢)= My xe H\ {0} seklinde oldugu bulunur. Buradan

—ﬂizA’zeil"Ail(H)x = 2"y xe H\ {0}

,
yani,

Al A7 x=2x, xe H\{0} (15)
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bagintist dogrudur. Bu sonugtan A, =0 olmas1 i¢in gerekli ve yeter kosul A4 =0
olmasidir. Eger 4, =0 ise, leo,(W)ve A" =4">E oldugundan
WA%x = A%x,
olacak sekilde x e #\ {0} elemani: mevcut
uy(t)=x, xe H\ {0}
vektor-fonksiyonu icin siir deger kosullar1 saglanir. Dolayisiyla

Oco, (LW,V)

oldugu elde edilir.

Simdi A, #0 ve A4 #0 oldugunu kabul edelim. (15) bagmtisindan

B
—<o,(4)

dir. Buradan

2
idi |5 (1=

_ kAN (t=a) . _ i /1,2( )
u, (t)—e x=e

x=eVH 0y vemN {0}
seklindedir. Ayrica u,(b)= A" WA u , (@) smur kosulu saglandigindan

Wx = eiﬁ(h*a)x, xeH\ {O}

yani, eV eo,(W). Buradan xe H . (4)NH ., (W) oldugu elde edilir. Bu

el
vy

sonuncuve W A" =A"'V" oldugundan Wx =Vx = eV x olup
u (b)= A"V ) (a)

siir kosulu da saglanir. &
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Sonu¢ 13: W=F ve V=FE olmak iizere L, , L, minimal operatdriiniin bir normal

genislemesi olsun. Bu durumda

o, (LE,E)z{—%JrMi: %eaﬁ (4), ke N}U{O}

bagntis1 dogrudur.

Sonu¢ 14: W =-FE ve V =-E olmakiizere L , ., L, minimal operatoriiniin bir normal

genislemesi olsun. Bu durumda

(2k-1yz*  A(b-a)

UP(L_E,_E)Z{— (b—a)2 +1i i.m

eop(A), keN}

bagmntis1 dogrudur.

2.3. Uciincii Mertebeden Operator Katsayih Normal Diferensiyel Operatorler

2.3.1. Normal Genislemer Hakkinda

Bu bélimde L, (H,(a,b)) Hilbert uzayinda A(t) her te[a,b] igin H Hilbert
uzayimnda lineer selfadjoint operatorler, her ¢e[a,b] iginA4(r)>E ve her te[a,b] igin
D (A (t))=D olmak iizere,

Hu)=u"(t)+A(t)u(r) (16)
ticiincli mertebeden lineer diferensiyel operator ifadesi ele alinacaktir.

Verilen bu diferensiyel ifadesinin L, (H ,(a,b)) Hilbert uzayinda formal eslenik

ifadesi
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I (u) = —u" () + A(t)u(t) (17)
seklindedir.

Simdi /(-) ve [“(-) diferensiyel ifadelerinin {irettigi maksimal ve minimal

operatorleri tanimlayalim.

Oncelikle L, (H ,(a,b)) Hilbert uzayinda yogun tanimli vektor-fonksiyonlarin

lineer manifoldu tizerinde

n

D; ::{u(l)eLz(H,(a,b)):u(l)z o, (t)xk, qok(l)ng’(a,b), x, €D, k=12,...,n, neN}

k=1

Liu=1(u), ueD; operatériinii inceleyelim. D] = L, (H,(a,b))ve her u € D igin

Re((Lou’u)Lz(H,(a,b))) ((l”(l) ”(t))h (H.(a.b)) )
=Re( u"(t), u(t)) () )+Re(( (1)u(), u(t)) (H e b))
W"(O.u(0)),, (WO 0)), ~(uO)."D), )| + (0.~ 0)

Ly(H (ab))

+

(
((
(A u(t), u(t) (@ b))
(A(

|
Re(
Re((A()u®0), 0 )2 WO, 1,1, 2

>0, yani D, kiimesi lizerinde Lo'u :=I(u) operatori akkretif

buradan Re ((L'Ou,u)L o) ) >

operatordiir. Boylece LO' operatoriiniin kapanisi vardir [13].

Boylece L, operatdriiniin kapanisina I(-) diferensiyel ifadesi tarafindan iiretilen

minimal operatér denir ve L, sembolilyle gosterilir.

Benzer yolla /*(-) diferensiyel ifadesinin L, (H ,(a,b)) lizerinde trettigi L]

minimal operatériiniin tanimi verilebilir. L, (L,) operatoriiniin L, (H ,(a,b)) Hilbert



79

uzayindaki eslenik operatériine /(-) (/*(-)) ifadesinin irettigi maksimal operator denir

ve L (L") seklinde gosterilir. Ly L ve L; < L" oldugu agiktir [3, 18].

Teorem 1: Her xeD i¢in o (¢)= (A(t)x,x)eLz(a,b) olsun. [, minimal
operatorii L, (H ,(a,b)) Hilbert uzayinda formal normal ise (a,b) iizerinde hemen her

yerde o (t)=sabit,x € D olmalidir.

Ispat: Z, minimal operatdrii ve L maksimal operatorleri igin D(LO)CD(U) bagintisi
dogru olup L, minimal operatoriiniin formal normal oldugunu varsayalim. Bu durumda

heru(t)e D(L,) igin

L'u (t)

2
2

2
o

||L0u(t)
=(u" () + A()u(e),u" (1) + A()u (1)), =(=u" (1) + A(e)u (), =" (1) + A()u (1))
=2 (" (1), A(0)u(e)), +(A(0)u (1) (1), ]

=0
esitligi dogrudur. Bu esitlikte u (1) =¢(¢)xe D, seklindeki 6zel vektdr-fonksiyonlar

yazilirsa,

Burada ¢ € C; (a,b) reel degerli alinirsa,

b

.[Ux(t)go”'(t)gp(t)dt =0

a

esitligi dogru oldugundan ve reel degerli her ¢ C; (a,b) igin e"@(t)eD, olup

yukaridaki bagintidan



jax(t)[(e”(p(t))m e”(p(t)+e”(p(t)(e”(p(t))m]dt

a

o, (1)((=ie (1) =3¢/ (1) +3ig" (1) + 0" (1)) 0 (1) + 0 (1) (i0(1) -3¢ (1) = 3ig" (1) + 0" (1)) it

QY C—— > Y —

o, (1)(20(1)¢" (1)~ 60 (1) o' (1) it
= —6} o (t)o(t) (t)dt = —3}0}( (z)((go(t))2 )’dt =0

yani, reel degerli her ¢ e C; (a,b) igin

esitligi dogrudur. Buradan reel degerli her ¢,y eCy (a,b) i¢in @+ yeCy (a,b)
oldugunda,

b '

Jo.()((o(0)+w (1) )= %(r)((ﬂr))z)'drwj ax<r><¢(r>w<r>>’dr+j o, (0)((w () )as

Béylece boliim 2.2 Lemma 1° den hemen her yerde o, () = sabit,x € D oldugu bulunur. &

Sonu¢ 2: Eger «a(t)=a(t)el,(ab), A(t)=a(t)4, A>2E ise, L, minimal
operatoriiniin L, (H ,(a,b)) Hilbert uzayinda formal normal olmasi icin gerekli ve yeterli

kosul (a,b) tizerinde hemen her yerde ¢ ()= sabit olmasidir.

Sonu 3: Egerdim (H ) <+ ise, L, minimal operatoriinin L, (H,(a,b)) Hilbert uzayinda
formal normal olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul (a,b) iizerinde hemen her yerde

A(t) = sabit olmasidir.
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2.3.2. Minimal ve Maksimal Operatorlerin Tamim Kiimeleri

A:D(A)cH—>H, A =A>E her x,ye D(4)igin

(x,y)+% = (A%x, A%y)H

seklinde tanimlanan fonksiyon bir i¢ ¢arpim olup, bu i¢ carpim tarafindan tanimlanan
Hilbert uzaymi H, (4) ve H " (4) Hilbert uzaymm H daki i¢ garpimina gore dual
uzaym H_, (4) seklinde gosterelim. Bu durumda A operatorii H " (4)’dan H ’ya bir

siirekli lineer operator gibi bakilabilir. Dolayisiyla A operatoriiniin eslenigi A ile

gosterilirse, A operatori H’dan H_ y (A) ’ya bir operatordiir [ 18 ]. Bu operatér 4 'nin

]
6

bir genisletimi olup 4" = A > E [ 18 ]. Bundan sonra / () ile

diferensiyel ifadesini ele alinacaktir.

Not: Bu son lemmaya gore u eD(Z) ise, u"'(t)eLz(H,(a,b)) oldugundan,
D(L)c Wf(H,(a,b)). Bu sonu¢ ve gdmme teoremine [ 4 | gdre u”(t)eC(H,[a,b])

olup, u(a), u(b), u'(a), u'(b), u"(a), u"(b) e H dir.

S (at) B3 1 0

Lemma 4: x—e X, x—>e ? x lineer operatorleri H_%(A) ‘den

L,(H,(a,b)) Hilbert uzayina siirekli operatdrlerdir.

P (am) 1003 3 (o) ) .
x, e 2 x,xeH, (A4), te(a,b)vektor-fonksiyonlar1 H’da sonsuz

]
6

Ispat: e

tiireve sahip ve A y =x olacak sekilde bir y € H eleman1 mevcut oldugundan [18],
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e/i%(

b -% /

I( x,e” (‘H)x) dt I(I/l/ 2 g (Ely,y)det
(ab) %
T[J‘l%eu%(a_t)dtjd(anay)H :%T(l_eu%(a_b)jd(@y’y);f
1

a 1

<|li, =L,

— L iy
esitsizligi dogrudur. Ayrica x —>e 2 x lineer operatorii i¢in

3 34 ()

2 _ .
o3 N b ( M;%(‘H) M;%(LH)

:I e ? x,e ? x] dt:j'[trﬂ%ei%(”t)d(EgyaJ’)det
Ly(H (a.b)) H a\1

= fU e (”_t)dt]d (Ey.y), = jm(l e jd (E.2.y),
1

a 1

<[s,, =l

1-iV3 -
—— A4 a—
oldugu elde edilir. Benzer sekildle x—>e ? ( t)x operatoriiniin  sinirli  oldugu

gosterilebilir. &

by b 1¢iﬁ/~1%(a7t)
Lemma 5: f(t)—)JeA N (¢)dt, f(t)—)je 2

a

f(¢)dt lineer operatorleri
L,(H.(a,b)) Hilbert uzayindan H, ,, (4) Hilbert uzayna smirlt operatorlerdir.

Ispat: Bu operatorler Lemma 4 deki operatorlerin adjoint operatdrleri oldugundan sonug
agiktir. O

Teorem 6: L maksimal operatoriiniin tamm kiimesi Lu(t)=f (), f eLZ(H ,(a,b))

olmak tizere,

Y ﬂl— A M_ /
)= nwe S e SO L [ (o

—7 b ﬁ_s b zh +tf ‘3
+—1 é\/gA_%J.e 2 (M f(s s + 1+l\/_AAJ.e

t t

f(s)s, x, €H ,,i=12,3
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seklinde yazilima sahip vektor-fonksiyonlardan olusur ve L, minimal operatoril igin

D(L,)= {u eL,(H,(a,b)):u(a)=u(b)=u'(a)=u'(b)=u"(a)=u"(b)= 0}
bagintis1 dogrudur.

Ispat: Her u e D(L)fonksiyonu u”(¢)+Au(t)= f(t), f €L, (H,(a,b)) olmak iizere,

~1

1+i\3 A
6 — —b)A
u(t)ze(“ft)A x, +e ? x,+e ? )

1 5
x3+3A/I 4 ()ds

—i bW, 4 L0 B
+1 é\/gA%.[e 2 (oM f(s s + 1+l\/_AA.[e

t t

s)ds er/,z—l23

seklindedir [ 59 ] ve Lemma 4 ve Lemma 5’den u(t)e L, (H ,(a,b))oldugu bulunur.
Ayricaher ue D(L) i¢in u(a), u(b),u'(a),u'(b), u"(a) ve u"(b) degerleri H Hilbert

uzayinda yogun oldugundan

D(L,)= {u eL,(H,(a,b)):u(a)=u(b)=u'(a)=u'(b)=u"(a)=u"(b)= 0}

oldugu kolaylikla gosterilebilir.

Sonuc¢ 7: Eger L, L, c L < L bir normal operator ise, L operatdriiniin tanim kiimesi

Lu(t)=f(t), feL, (H,(a,b)) olmak iizere,

-1 % _ "% M _ /
u(t):e("_l)AAxl+e 2 (70K X, +e ? ! x3+ A /I s ( )dS
. b 1-i3 B Y b l-H\/— A
i1 éﬁ—A‘/ = f(s)s+ IHIA AJ.e o f(sks, xeH. ,i=123

t t

seklinde yazilima sahip vektor-fonksiyonlardan olusur.

Ispat: Her u eD(Z)fonksiyonu u" (t)+ Au(t)= f (1), fel, (H,(a,b)) olmak {izere,

Teorem 6’ya gore
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- ﬂ o\ M - /
u(t):e(a_t)AAxl+e 2 (M x,+e ? o 3A/I (s=0)4 ( )ds

B S b l+zxf YA
é\/_ J, (t-s)4 f(S)dS 1+l\/_ —s)4” (S)dS, xiEH—%’i=1’2’3

seklindedir. Ote yandan Lemma 4’e gore her u e D(]:) icin Au (t) el, (H,(a,b)) olup,

5 g - 1-iv3, N i3, oY 1 .
Au(t)ze( M Ax, +e 2 o Ax, +e ? o Ax3+3A/j Ka ( )ds

1—i QA% i 1“ A3
\/_ J- )f(s)ds 1+\/_ j f(s)dseLz(H,(a,b))

6 t
seklinde oldugundan,
Ax eH ,,i=123

olup, Lemma 5’e gore x, € H+%, i=1,2,3 olmak zorundadir [18].

2.3.3. Normal Genislemelerin ifadesi

Simdi H Hilbert uzaynda A:D(4)c H > H lineer selfadjoint operator ve
A > E olmak iizere,
i(u)zu"’(l‘)+;1u(t) (18)

tiglincii mertebeden lineer diferensiyel-operatdriin iirettigi [, minimal operatdriiniin biitiin
normal genislemelerini sinir degerleri dilinde ifadesini verelim. Oncelikle Im (L, ) minimal

operatoriiniin indeks sayilarin1 bulalim.

—iu”'(t) =—iu (t), ue D(M)
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T 2k

e 2kmiy .. (7w
denkleminin ¢oziimii ¢, =cos E+T +isin g+

j, k=0,1,2, olmak {izere

u(t)=e Oy +ex, 4= x, x € H, i=1,2,3 seklindedir. Ayrica

—iu"’(t) =iu (t), ue D(ﬁ)

denkleminin ¢oziimii ¢, ,, = cos(—% +¥J + isin(—% + 2/;7” J, k=0,1,2, olmak iizere

u ( t) _ p(i-a) X + (179 X, + e“3("“)x3 , xeH, i=123 seklinde  olup  buradan,

Im(L,)minimal operatérinin  H’=H®H®H olmak iizere indeks sayilan

(dim H®,dim H 3) oldugu bulunur. Béylece Im(L,)minimal operatériiniin bir smir

degerler uzayr meveuttur [ 18 1. (‘H,y,,7,) tgliisi L, (H ,(a,b)) Hilbert uzayinda Im (L, )

minimal operatori i¢cin bir sinir degerleri uzay1 ve
40 0

A: D(IZI)GBD(.ZI)@D(.ZI) cH' > H’, |, A=l0 A 0| olarak tanimlansmn.
0 0 4

Teorem 8: A:D(A)cH—>H  lincer selfadjoint operatdor A>E  ve
AW (H,(a,b)) cw, (H,(a,b)) olsun. L, minimal operatoriiniin her bir L , L, cL c L

normal genislemesi W:H> — H’ve A"WA™*  niter operatorler olmak iizere,

L, (H , (a,b)) Hilbert uzayinda (16) diferensiyel ifadesi ve
(W —E)y,(u)+i(W +E)y, (u)= 0 (19)

sinir deger kosullar1 tarafindan dretilir. Buradaki W fniter operatdrii, L, normal

genislemesine bagli olarak tektiirlii belirlenir, yani L, =L, .

Tersine, A”WA™ iiniter operatdr olan keyfi bir W : H> — H* iiniter operatérii i¢in
L maksimal operatériiniin (19) smuir deger kosullarim saglayan u(r)e W, (H , (a,b))
vektor-fonksiyonlarinin alt lineer manifolduna kisitlanigi, L, minimal operatdriiniin bir

normal genislemesidir.
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Ispat: L , L, minimal operatériiniin bir normal genislemesi olsun. Bu durumda

Re(L, Ju(t)= Au(t), u(t)e D(L,),

Im(L

(e =iu (1), ()< D(L,)

=

operatorleri, sirastyla Re(L,) ve Im(L,) operatorlerinin selfadjoint geniglemeleridir. Simdi
H=H,

7 (u) = {—iu"(b),é(u'(b)—u'(a)),iu"(a)}, 7, (u)= {u(b),u’(b)+ u’(a),u(a)}

seklinde tamimlanan (H,y,,y,) tglisi L, (H ,(a,b)) Hilbert uzaymnda Im (L, )minimal

operatorii i¢in bir sinir degerleri uzay1 oldugunu gosterelim.

Her u,ve W, (H, (a,b)) i¢in

esitligi dogrudur, yani her u,ve W, (H , (a,b)) igin
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(Im(lfg)u,v)L2 —(u,Im(LZ)v)L2 =(7(u).7, (v))H ~(7,(u). %, (v))H :

oldugu elde edilir.

Simdi {x,,x,,x,},{»,»,,»,} € H keyfi olsun. Bu durumda,

B (b) =1 a) :ﬂll (a) :ﬂlﬂ (a) = :31’ (b) :ﬂlﬂ (b) =0,
ﬂz’ (b) =1 p, (a) :ﬂz’ (a) :ﬂzﬂ (a) =5 (b) ::31" (b) =0,
B (b)=1, B, (a)=B/(a) =B, (a)= B (b) =" (b) =0

kosullarini saglayan «;,, S, € W; (a,b), i=1, 2, 3 fonksiyonlar1t mevcuttur. Buradan,

u(t) =q, (t)y3 +%a2 (t)(—2ix2 er2)+ioc3 (t)y3 + B, (t)y1 +%ﬂ2 (t)(y2 +ix2)+ ip, (t)x3

seklinde tanimlanan u(¢) € Wy (H,(a,b)) fonksiyonu igin y (u)={x,x,,x,} ve
7, (1) ={»,»,,,} esitlikleri elde edilir. Boylece (H,y,,7,) Ugliisii L, (H,(a,b)) Hilbert

uzayinda Im (L, ) minimal operatdrii i¢in bir sinir degerleri uzay1 oldugu gosterilmis olur.

Ayrica Im (L, ), Im(L,) minimal operatriiniin L, (H ,(a,b)) Hilbert uzayinda bir

selfadjoint genislemesi oldugundan, bu genisleme (18) diferensiyel ifadesi ve

W:H®H®H —> H®H® H bir liniter operator olmak iizere,

(W—=E)y, (u)+i(W+E)y,(u)=0

smir deger kosullari tarafindan dogrulur. Burada Im(L,) ‘e karsilik gelen W {initer

operatorii bir tektir [ 18 ].

L, L, minimal operatdriiniin bir normal genislemesi oldugundan reel ve sanal

kisimlart degismeli olup her u(7)e D(L,) icin
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(Re(Ln Yu(t),Im(L, )u (t))L2 —(Im(Ln Ju(t),Re(L,)u (t))L2
u(t),—iu"’(t (

(~
(~u(t),—z'u"(t
0

)
N :

) L, (H (a.b)) + (gu'(t),iu'(t)) Ly(H (a,b)) B (;lu (t)’iu”(t)) L,(H (a.b))

esitligi saglanir. Buradan her u (¢)e D(L,) igin

—_

1% A ' % JA A won !

Pu()=idw (o)), oo (A @il () (D) i)

= (A" (b),—i,zl%u”(b )LZ(H,(ab ( ( ) iA"u’ (b))Lz(H,(a,p))_(;ly zA/u"(b )
"' (a )

)LZ(H,(a,b)) (A/u (a) ZA/ ))L

Lz (a b)

yani, 0:{{71(;1y ) (A/ )} ueD(L, )} lineer bagmtis1 simetriktir. Ayrica,

Y

T:D(4*)®D(4*)cHOH>HEOH, T::[
0

Ay} seklinde tanimli  lineer
A 2

doniisimii 47 :D(ﬁ% ) c H — H operatorii birebir, orten ve selfadjoint oldugundan 7T
lineer operatorii H @ H Hilbert uzayinda birebir, 6rten ve selfadjointtir. Buradan boliim

2.2 Teorem 5’in ispatindan 0 lineer bagintisi selfadjointtir. Bu halde
(V=E)y,(A%u)+i(V +E)y,(4*)=0
seklinde V' : H®> — H’ bir iiniter operatr mevcuttur [ 18 ]. Bu sonuncudan

(A hy4 - E)}/ (u)+l( /VA/+E)}/2() 0

esitligi elde edilir.  fiiniter operatdrli, Re(L,) operatorii tarafindan tek tiirlii

belirlendiginden AVA”* =W, yani A”*WA™* operatorii initerdir. Boylece L,, L,

minimal operatoriiniin normal genislemesi ise, bu genisleme (16) diferensiyel ifadesi ve

(W =E)y,(u)+i(W +E)y, (u)= 0
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sinir deger kosullari ile iiretilir.
Tersine W:H® — H’ve A"WA " iiniter operatdrler ve
Lyu=1(u), D(L,)={ueW;(H,(a,b)): (W=E)y (u)+i(W+E)y,(u)= 0]

seklinde tanimlansin. Bu durumda her w eD(L,, ) ve her v eD(LW*) i¢in

(LWuaV) (H,(a,b))_(u’LW*v)Lz(H»(fl»b))

= (" (1) + Au(1).v(1))

o)~ u(t),~v"(t)+ Av(1))

L, Ly(H (a.b))

esitligi dogrudur. Bu halde,

21 (1 (4).72 (v), = (72 () 7 (v) . ]

):71 ("), = (7 ()s172 (V) = (72 (), 11 () + (72 () 7 (v),,
~(n () (v) ) (0 ()2 (9),p = (172 ()s71 (v) o = (072 ()72 (¥),
)=y, (u), 7, (v)=ir, (v )H* ( 1 (u )”72( ). (v)+ir, (v ))
=( (7, (u)+ir, (u )m (v)=ir.(v)) ., —( +%(”)a7( )+ir, (),
= (7 () +ir, ()7 (1, (V) =17, (v)), = (72 () + 72 ()72 (V) 872 (9)

( )“72 ( (V)= (v))- ( v)+iys (v ))Hz

olup, {yl (u)+iy,(u):ueD(L, )} kiimesi A’ Hilbert uzaymda yogun oldugundan her
veD(LW*) icin
(7" =E)n,(v)-i(W +E)y,(v)= 0

esitligi bulunur. Sonug olarak L, adjoint operatdrii, /" (v)=—-v"(¢)+ Av(t) diferensiyel

ifadesinin (W*—E)yl(v)—i(W*+E)y2(v): 0, v(t)eD(LW*) simir  deger kosullari
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tarafindan iretilir. W {initer operatdr oldugundan D(LW)zD(LW*) esitligi dogrudur.

Ayrica her u e D(L,, ) igin

2 ~ ~

wwﬁ;mwb=H"%>+Au<wqm@m=<M%0+Au0%u“0+A“0Dumwm

(1 ) +”,:1u(t)H22( o) +(u"'(t),,au(f))Lz(H,(a,b)) +(;1u(t),u'"(t))L2 o)
—||‘”'"(’) (@ Moo b))+(_”m(’)"a”(t))Lz(Hxa,b))+(‘au(t)’_um(t))
+(n(u).y (V)) (7. (). (v)),,

=" (O oy + A (0) ”L s e O RIO) R C ORI O) R

(O ) A(0), =0 B

Ly(H (a.b))
’2

LZ(H’(a’b))

+”Au
b

*
wl

esitligi dogrudur. Béylece L,, bir normal genisleme oldugu elde edilir. &

2.3.4. Normal Genislemelerin Spektrumu ve Ozdegerlerin Asimptotigi

Bu boliimde (18) ifadesinin iirettigi , minimal operatériin L, (H, (a,b)) Hilbert

uzayinda , W:H> > H® ve A"WA” initer operatorler olmast durumunda (19) sir

degerler kosullartyla verilen L,, normal genislemesinin spektrumu incelenecektir.

Teorem 9: A €&, (H) ve dim H <+ olsun. Bu durumda L, normal genislemesinin
smurlt tersi Ly meveuttur o (L, )=0,(L,) ve o(L,)=0c(ReL,)+ic(ImL,)

esitlikleri dogrudur.

3
Ispat: L, normal genislemesi i¢in Im(L,, ) =—i d—;’; olup,



91

o )(E+1A ®E( yIm(L,))

~iA®E, (4" ®F, ,, m(L,)-iE)

seklinde yazilabilir. 4™'Im(L, ) operatorii selfadjoint oldugundan ie p(/]’l Im (L, )) ,
yani A" Im(L, )—iE operatoriiniin suurh tersi mevcuttur. Bu durumda, L, normal
genislemesi sl tersi [, mevcuttur ve L;Vl:—igl‘l(gl‘l Im(L, )—iE )71. Buradan

A'e6, (H) ve (,:1’1 Im(L, )- iE)_1 operatorii simrh oldugundan L, €S, (H).

Béylece o (L, )=0,(L, ) bagmtis elde edilir [ 2 ].

Ayrica L, normal operatorii igin o (L, )c o (;1) +ic (Im( )) bagintis1 dogrudur
[ 33 ]. Bu bagmtinn tersinin gdstermek i¢in p(L, )= p(ReL, )+zp(Im( »)) bagmtisi
ispatlamak yeterli olacaktir. Bunun i¢in Aep(L,) keyfi alahm. Bu durumda

Ker(L, —AE)={0} oldugundan

=0,

(2, = 2E)u LZ( (@)

Lz< <a,b»=U( " +H Im(Ly )= 4E )u

Ly(H (a.b

esitligi igin gerekli ve yeterli kosul u(7)=0, ¢ €[a,b] olmasidir. Dolayisiyla 4™ €S, (H)

ve o(Im(L,))=0,(Im(L,)) oldugundan A-AE ve Im(L,)-AE operatorlerinin

siurl tersleri vardir, yani
p(L,)c p(ReLW)+ip(Im(LW ))
oldugu bulunur. Ote yandan C, D cR i¢in (C+iD) = (C" + iR) m(R + iD”) esitliginden
p(LW ) C (U(Re L, ))C + i(U(Im(LW )))L
<((o(Rezy)) +iR)m(R+i(o-(Im(LW)))C)

= (G(ReLW )+ iG(Im(LW )))L
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bagmtisi elde edilir. Bdylece o (L, )= o (ReL, )+io(Im(L, )) esitligi bulunur.

Simdi A"e6,(H) ve o(Im(L,))=0,(Im(L,))olmas: durumunda

o(ImL, )< C kiimesini belirleyelim. Bunun igin

ImL,u=Au, 2eC,uecl, (H,(a,b)),
(W—E))/l(u)+i(W+E)}/2(u)= 0

spektrum problemini ¢ozelim. Oncelikle u € L, (H ,(a,b))

u"(t)=itu(t), 2eC (20)
denkleminin genel ¢6ziimiinii bulalim. O halde

o’ =il (21)

denklemi igin (ImLZ, )* =ImL, oldugundan o (ImL, )< (-o,+») olup (5) esitliginde

A € R olarak alinabilir. Boylece, (21) denkleminin kdkleri

l 2L ki
Q. = (iﬂ)A =25 exp

=5 cos(£+2k—ﬂj+isin(£+2k—”j , k=0,1,2
6 3 6 3

seklindedir. Dolayisiyla, (20) denkleminin genel ¢oziimii
u, (1) = ey 4oy, 4™ x| x e H,i=1,2,3

seklindedir. Ayrica bu ¢oziim (W —E)y, (u)+i(W +E)y,(u)= 0 smr deger kosullarini

saglayacagindan,



93

2 a(b=a) 2 ap(b-a) 2 os(b-a)
a e X —a,e X, —ose X3

. a (b—a) a (b—a) [e2 (b—a)
i(W-E) E(ale Ty + e X, +ae™ T x, —ayx, — a,x, —agx,

2 2 2
o X, +a,x, + 05X,

b— b— b—
A0y 4 oty (o)

. b— b— b—
+H(W+E)| ae™”x +a,e™ x, + o™ x, + ayx, +oyx, +ax, |=0

X, + X, + X,
Buradan,
_alzeal (b—a) _azzeaz (b-a) _a3zezx3 (b—a)
X
a(b—a) a,(b—a) ay(b-a) 1
ae -a, a,e —-a, a.e -
(W-E)| 2 L= = | X
2 2
2 2 2 X.
a; a; a; 3
eal (b—a) ea2 (b-a) ea3 (b—a) X
1
+(W+E) e o, a,e™" v, ae" +a, || x, |=0
1 1 1 X,

Bu sonuncudan

(1—1% Hﬁijf{@”](m) (1—1% 1—x/§i}%[_f“)‘b'“)
2

2

(1447 )00

U e
2 (ﬁn){s; ) )+1} M(ﬁn){s; ) )+1J _/1/31.(361%«;)»“)
A ()=
1+,1%1+;/§i 1+A%1_;/§i -7

Ve
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(1+/1% 1+\/§ije‘%[%)(”“) (1+/1% l—ﬁije‘%[#l(“) (1_/1%)67;_%,-(;3%)
2 2

AR NAE A
e (\/iti)(el [ ’ ](b )+3J A (\/gﬂ)(e; [ 2 ](b )+3J —ﬂ,%i(e‘lls"(b'“)+3)
AZ (ﬂ’) = 4 4 2
1—1%1+fi 1- 4% 1_2 & 1+ 47

seklinde tanimlanmak iizere,

oldugu elde edilir. Buradan asagidaki teoremin dogrulugu aciktir.

Teorem 10: IZIW;(H,(a,b))C W23(H,(a,b)), W H >H ve A"WA" niter
operatorler olmak tizere L, , L, minimal operatoriiniin bir normal genislemesi olsun. Bu
durumda A=4 +il eo,(L,),4,4 €R olmast igin gerekli ve yeterli kosul
deo,(A®FE),0e0, (WA (%)-A (%)  ve  H, (A®E)nH,(ImL, )= {0}

olmasidir.

Simdi W =+F seklindeki 6zel durumlari inceleyelim. Bunun igin oncelikle

asagidaki lemmay1 verelim.

Lemma  11: f(i):=—sin(21)—sinicosh(\/§i)+ 3c0sisinh(\/§i)=0, AeR

2n—-1 2n+1
7,
2

denkleminin her n € Z, ( ﬂj acik araliginda bir tek ¢éziimii vardir.

Ispat: Bu durumda f(-1)=-/(1), 2€R oldugundan bu denklemin ¢dziimiinii A >0

araliginda incelemek yeterlidir. Goriildiigii gibi f(.)e C*(R),
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f[2”‘1ﬂj:o_(_1)"cosh(ﬁ?ﬂjm (~1)" cos (Izn ! j {>0’”"’,’”fw

2 <0, n ¢iftise

Her neN i¢in f e C(2n2—1 T, 2n2+1 ﬂj, f(an—l ﬂjf(zn;l ﬂj< 0 oldugundan her

bdyle aralikta f(1)=0 denkleminin en az bir ¢6ziimii vardir.

Simdi bu denklemin her boyle aralikta bir tek oldugunu gosterelim. Bu halde

f”(i) = 4sin2i—8s,inicosh(\/§i) = SSini(cos/l—cosh(\/gi))

olup her 2n-1 m<A<nr igin f"(2)<0 oldugundan konveks ve nz <A< 2nt1

7 i¢in
f"(2)>0 oldugundan konkavdur. Boylece f(A2)=0,
denkleminin A € (2’12_1 T, 2n2+1 ﬂj, n € 7 araliginda bir tek ¢6zlimii vardir. &

Sonug 12: 7 = E olsun. Bu durumda,

QF

=

o,(L;)={4+ik: A eo,(AQE)H, ( H, (ImL,)#{0}, 2, f(2)=0denkleminin

()

)
2n+1

3
j J,n € 7Z arah@ tizerindeki tek gézﬁmﬁ}

seklindedir.

Ispat: Aeo,(Ly) keyfi olsun. Bu durumda

o, = /11.% (cos (%+ 2k3m j +isin (% + 2/;7:1 D, k=0,1,2 olmak iizere 1 eC 0zdegerine

karsilik gelen dzvektor x; € H,i=1,2,3 vektorlerinin en az bir tanesi sifirdan fakli olmak

tizere u, (t)=e“""x + e x, +e""x, seklindedir ve
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_alz a,(b-a) _azz a,(b-a) _a;eas(l’ a) .
a (b-a a,(b-a a,(b-a 1
(W—E) ae ( )—051 a,e (b-e) a, ae (b-e) % |
2 2 ?
ol a; a; e
a (bfa) bfa) b a) xl
+(W+E)| a Vv ae " ra, ae " +a, || x, =0
1 1 1 X5
siir deger kosullarini saglar. Burada W = E yazilirsa
ea](b—a) eaz(b—a) ea3(b—a) xl
ale“‘(m) +a, a.e” (b-a) a, a3ea‘(b 94 a, || x, |=0
1 1 1 X,
b 11) eaz(b—a e b a)
) al(b—a) az(h—a) al(b—a)
oldugu bulunur. Bu halde O€o,|| e +a, a,e +ta, ae +a, || olup, bu
1 1 1
ise ancak
eal(b—a) eaz(b—a) eaz(b—a)
ae () Q aze%(b_”) +a, ae” (b=e) 4 a,|=0
1 1 1
olmasi ile miimkiindiir. O halde,
(0!2 (e”‘2 ) 3( w0 +1))—e°’2("’”) (Otl( @) +1) a, (e%(b’”) +1))+
(al(e ) 2( a(b-a) +1))
_ (az al e (+ay )( (al _ a3 )e(al+a3 )(b—a) n (C(3 _ sz ) e(afra})(bfa) n (az _ a3 ) eal(b—a)

)
+(o—a))e”" ) +(a, —a, ) e = 0.

Bu esitlikte «;, i=1,2,3 degerleri yerine yazilirsa 4, =0 R reel sayis1 denklemin bir

¢Ozliimiidiir ve
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—\/gem'%(b a) \/54‘31 ,1/‘/51 \/_ 3 /1/ ﬁ, _\/_ 3i /1/ «/§+z( —a)
__\/5_3i el‘%#(b’“) n \/ge—i/l,%(b—a)
2

=-23isin (1" (b—a))+6icos(%z,% (b —a)jsinh (?4% (b—a)J
—2\/_lSln( A7 (b- a)jcosh(?li%(b—a)]
=0

Dolayistyla Lemma 11° e gore bu denklemi saglayan her neZ igin

3 3
1e (( 2n-1 ﬂj ,( 2n+1 ﬂj J araliginda bir tek ¢oziimii mevcuttur. %

' b—a b—a

Lemma 13: g(l):=cos(21)—coslcosh(\/§i)+ 3sinlsinh(\/§l)=0, AeR

denkleminin her n € Z, (2’12_1 T, 2n2+1 ﬂj acik araliginda bir tek ¢oziimii vardir.

Ispat: Bu durumda g(-1)=g(4), AeR oldugundan bu denklemin ¢dziimiinii A >0

araliginda incelemek yeterlidir. Goriildiigii gibi g € C* (R),

B ) _ 0, n teki
g(an 17r)=—1+(—1) ﬁsinh(«/gznz lﬂj:{< n tekise

>0, n ¢iftise

Her neN icin ge C(an_l T, 2n2+1 ﬂj, g(2n2—1 ﬂjg(2n2+1 ﬂj <0 oldugundan her

béyle aralikta g(4)=0 denkleminin en az bir ¢oziimii vardir.

Simdi bu denklemin her boyle aralikta bir tek oldugunu gosterelim. Bu halde

g'(A)= —4sinicos/1+4sinxlcosh(\/§i) = 4sin/1(cosh(\/§/1)—cos /1)
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olup her neN i¢in g'(nz)=0. Buradan neN tek dogal sayis1 i¢in n7 noktas: yerel
maksimum ve g(nz)>0 olup neN tek dogal sayis1 igin  g(4)=0

2n—1 2n+1
7[7

denklemininﬂe( ﬂ'j, neN araliginda bir tek ¢oziimii vardir. Benzer

neN araliginda bir tek ¢oziimii

&

sekilde ne N c¢ift dogal sayisi ( T,

2n—1 2n+1 j
T,
vardir.

Sonuc 14: 7 = —F olsun. Bu durumda,
o,(L;)= {ir +id,: A €0, (2®E) H, (ﬁ@E)mH&_ (ImL_,)#{0}, 4, g(A)=0denkleminin

P

3 3

(2’1 -1 ﬂj ,(Zn *l 7[) ,n € 7, aralig1 lizerindeki tek ¢coziimii
b—a b—a

seklindedir.

Ispat: 1 e o,(L;) keyfi olsun. a,, = YRE (cos(%+ 2];7” j +isin(% + 2k3m D, k=0,1,2

olmak tizere A1 € C 6zdegerine karsilik gelen 6zvektoér x, € H,i=1,2,3 vektorlerinin en az

bir tanesi sifirdan faklt olmak tizere u, (¢)=e“""“x, + " “x, +e"“)x, seklindedir ve
_alzeal(b—a) _azzeaz(b—a) _a;e%(b—a)
—a a,(b-a o, (b—a xl
(w-E) ale“‘(b '—a, ae 20 )—az ae (b ) —a, .

2 2 2 ’

alz af a32 %
a,(b—a a,(b—a as(b-a

S-4) g (b0 e Voo

+(W+E) alea‘(b_”) +a azeO’Z(b_“) +a, a3ea‘(b_“) +o, || x, =0
1 1 1 X,

siir deger kosullarini saglar. Burada W = —E yazilirsa
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_alzeal(b—a) _azzeaz(b—a) _afea3(b—a)
X
(b-a) a(b-a) a(b-a) 1
ae -a, a,e -a, a -a, 0
X, |=
2
2 2 2 x3
a, a, a
—a 12 o) —a 22 e (0-a) a 32 e (b=a)
(b-a) ay(b-a) o (b-a)
. a,e o, a.e o, a.e a
oldugu bulunur. Bu halde 0co, || — 5 L =2 5 2 = 21| olup,
a; o a;
bu ise ancak
0‘12 ) azzeaz(b a) ageaz(b*a)
a(b-a) _ ay(b-a) _ o(b-a) _
ae o, e o, o.e o _ 0
2 2 2
2 2 2
al a2 aS

olmasi ile miimkiindiir. O halde,

_aIZeal(b—a) (0!20!32 (eaz(b—a) _1) —(Z22063 (eag(b—a) _1)) + a;eaz(b—a) (alaf (eal(b—a) _1) —0[12063 (eas(b—a) _1))
—afe%(b_“) (alazz (e“‘(b_“) - 1) -, (e“z(b_“) - 1))
= a,a,Q, [(0{2 -a, )a3e(“‘+“2)(b‘“) +(a,—a) e Qlara)b-a) (ay-a,)a plotas)(b=a)

+(on —a ) e + (o — ) e +(a, —ar)) a3ea3(b7”)} =0.

Bu esitlikte ¢, i=1,2,3 degerleri yerine yazilirsa A4 =0eR reel sayisi denklemin bir

¢Ozimidiir ve
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1 ; 4 V3-i ; Y —3-i 1 % 3+
l'\/gem'é(b_a) + -3- \/gl eli/T(b*”) + 3—- l\/g eii/T(b*”) " 3- l\/g e’li/T(bf")
2 2 2
. Y3 )
-3 —2\/51 eli/T(b*“) +l.\/§e—i/1ié(b—a)

- Zﬁicos(li% (b—a))—2\/§icos(%li% (b—a))cosh (?4% (b—a)j
+6isin (%,11% (b —a)jsinh [?M (b- a)]

=0.

Dolayistiyla Lemma 13> e gore bu denklemi saglayan her neZ igin

3 3
A€ (( in -1 ﬂ'j ,( in 1 ﬂj J araliginda bir tek ¢6zlimii mevcuttur. O
-a -a

Teorem 15: W:H’ —H’ ve A*WA” initer operatorler olmak iizere ImZ,, ImZ,

minimal operatdriiniin bir normal genislemesi ve dim H = m < o« olsun. Bu durumda,

3
ﬂngmLW){nfn_ﬂ)ﬁ] e

bagintis1 dogrudur.

Ispat: Bu durumda

ImLZ; u, (t)= Au, (¢)

n

olacak sekilde «,, =4 % (cos (%+ 2];7” j +isin (% + ZI;m D, k=0,1,2 olmak iizere

u, (1)=e""x +ex, 42y, | x, € H,i=1,2,3  dzvektdrii (19) smir kosullarini

sagladigindan
_alzeal(b—a) _azzeaz(b—a) _a32€a3(b—a)
e —a, e —a, a3e“‘(b7“) -a, 5 .
x, |=0,x eH,i=123
2 2 2

2 2 2 X3
a; a, a;
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2n—1_Y 2n+1 Y . _—
| <A, < 7| , n€Z oldugu elde edilmisti. Burada

matrisi, yani
-a —a

x, € H,i=1,2,3 vektorleri keyfi ve dim H =m <o oldugundan,

3
WmLE){%n] e

bagintist dogrudur. Ayrica bilinen bir sonugtan dimH =m <o olup keyfi bir

W:H’ — H’ tniter operator i¢in [ 18 ]

ﬂn(ImLWy(nf(g_:)ﬂ] o

oldugu bulunur.

Simdi 4, ve A, lineer operatérleri A Hilbert uzayinda,

i s
( —id” + zE) (a-b) —%AA+iE [“ AP +iE
~ .o~ - ”% —*/—a / P~ i3, /
A =] -1 4% (3&“ o4 +Ej Bt 44 ( (a-b)4 +3Ej —f3ei g (e et 3Ej
%y i 3% S0t (e 3% 158 a-p) 1
(i +iE) (54" +iE)e (-5 4% +iE)e
24 -
(id” +iE)e“ St 4% 4 iE —B4 4% L E
~ .o~ — A P~ IENCYO. e a— /
A, = —gAA(e(” (5 +3E) %Aé(e FHaeh —Ej 3’A/( Pla-0)i +Ej
~2 a— % a— 4
(-id”" +iE) (-5 4% +iE)e A (B ) e

seklinde tanimlansin.
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Teorem 16: A:D(A)cH >H, A>E,A" €&, (H), W, A"WA*:H® - H® initer
operatorler ve 0 € p (szl1 + 1212) olsun. O halde (18) diferensiyel ifadesinin (19) sinir deger

kosullar1 ile tretilen L, normal operatori igin L, €&, (L2 (H ,(a,b))) bagintisi

dogrudur.
Ispat: Bu durumda

3

y . dy |~ d,
L,=A®E, ,, +iE, ®(—l d_;gj =A®E, ,, £E+ id'®F, ,,E, ®(—zd—;D

esitligi dogrudur. L, normal operator ve 4™ € S, (H ) oldugundan

-1
3
L,=4"'®E,,, (E +id ' ®F, , E, ®(—i%n

ve L, operatdriiniin smirli oldugu elde edilir. Ayrica Teorem 6’ya gore

u" (t)+ Au(t)= f (1), feL, (H,(a,b))
denkleminin ¢oziimii

A 123, 45 L3y K 1 ¢ s\ ah 1—i _zb 13 0 4%
u(t):e(” " e 2 - X, +e 2 - x3+§A %J.e(‘ )4 f(s)ds+—é\/§A A‘[e 2 Y

t

f(s)ds

] LN TRA
+#A%Jle 2 (M f(s)ds, xl.eH%,i=1,2,3

t

seklinde olup, her u D(LW) fonksiyonu (19) smir deger kosullunu saglandigindan
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{47 -E) 0 0
A= L4 Bt gk B g5
0 i g F i B g R
~4(47+E) 0 0
A= i4” Y SBri g
0 —Be gy i B Lp

seklinde tanimlanmak iizere

j)-e(Sb)A% f(s)ds
A ~ XI A A Z 1-iV3 %
(WA + 4,)| x, |= (W4, + 4,)| [ p(s)ds |,
X, ¢
j‘ewzﬁ(a_m%f(s)ds

fel, (H ,(a,b)), x,€H,,,i=1,2,3 kosulu bulunur. Dolayisiyla L, operatdrii meveut
oldugundan  her fel, (H ,(a,b)) icin  yukaridaki  kosulu  saglayan

x, eH,  i=123vektorleri mevcuttur. Oep (WIZI1 + 4, ) oldugundan WA, + 4,

+%°

operatoriniin H 3 Hilbert uzayinda tersi var ve sinirhdir. Ayrica her x, € H, i=1,2,3 igin,

2
’ %(A_% _E)'xl
X
4| x, =l =L A7Px, 4B g 2B sy

Mo | (S ) 4B 1),
H3
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2 2 2 2 2

2 _ 2 oo 2 oo 2 YA 2

< HxIH + %A g HxIH + —(34“14 g Hx2H + —*3£“A g ”x3H + —66“ A7 —LE Hx2H
H H H H H

-1

202
s

2

3+i g™
+{&aR-4E

<|L
-3

A

2

2 2 2

_2 2 _ 2 . 2 A 2 _ 2

AP HxIH +h 4 e ”xIH + —@*’A e ”xZH + —‘3£+’A A Hx3H 2|47 Hx2”
H H H )is H

+|el)

+[E]

2
6

+HE]

2
2
+6

2
bl

<4 2 1 2 1 2 7 2 4 2 4 2
<3l + bl +bel,, b, +Shel, 3k,
2

2 2 1
ol +l, =)

ve benzer sekilde

2
2 %[Ai%+E]xl
X
~ |71 _ o o
4,|x, =l-14 %xl+J%A /V3x2 +B-3i 4 %x3
X _ .
N s [%A 7 —%E]x2+[—*JZ“A 7 +%E]x3
H3

2 2
- g[A*% +E]xl LA P+ B A A 4 =053 Vo, i + [@A*% —gE]xﬁ[d%A*% +§‘E}c3

’ Hz 22 202 202 202 '
o i [ A e P e R R T | 3
i,

2
4% 2 1*/V32 S *%2 2 |-5 *%2 ’
<P e el + a7 Wl 547 e, ) [

YR L _ i

o e e,

A P ol Bt Poasle Pl P
<4 1 1 1 5 4
<8l sobsl, +abol, bl bl + 3],

2 2 2 M
A R
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oldugundan, ,213 ve ,214 lineer operatorleri H° Hilbert uzayinda smirhdir. Boylece

B, = (Wfl1 + 4, )71 (W/L + ,214) operatorii sl olup B, , € B(H),i=1,9 olmak iizere

BW,I BW,4 Bw,7
B,=|B,, B,s; B, |seklindedir. Ayricad™' €S, (H) oldugundan
BW,3 BW,6 BW,9

> (”V‘%f(s)ds €6, (L,(H.(a.b)))

[ 30 ]. Boylece

o i3 i3, o1 by
LWlf(t)z(e(“ )4 BW,1+e 5 (=0 BW,2+6 S (r=b)4 BW’3 J‘e(kb)A f(S)ds

o YA % b A% ﬁ ,bA%
+[e( 04 B, ,+e ? ) By, +e ? - B

oy i3 K 1+iv3
+(e(” )4 B, ,+e ? (=) By +e ? B

b 1+i3

t Y —7 7bﬂ—s% 3 2 _S%
+%A%J.e(s_[)A/f(S)dS+1 éﬁA%J.e 5 (t=s)4 f(s)ds+l+l\BA%J.e 5 (1=s)4 S (s)ds

olup L' €&, (L, (H,(a,b))) oldugu elde edili. &
Sonug 17: Eger 4™ €6, (H), 0e p(WA +4,), L, normal operatdr ve A p(L,) ise,
R,(L,)eG, (L, (H.(a.b))).
ispat: Bu durumda bilinen Hilbert esleniginden [12]

R, (Ly)-Ly = AR, (Ly )Ly
esitliginden R, (LW) ¢ekilirse, Teorem 16 ve [12]

R, (L,)=L, +AR, (L, )L, €6, (L,(H.(a.b)))

oldugu elde edilir. &
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Sonu¢ 18: A:D(A)cH—>H, AW;(H,(a,b))cW,(H,(a,b)), A =A2E,
A'es, (H) (W/AII+212)_16B(H3) ve L,, L, minimal operatdriiniin herhangi bir

normal genislemesi ise, L, normal operatoriiniin 6zvektorlerinin ailesi LZ(H ,(a,b))

Hilbert uzayinda tamdir.

Teorem 19:  A:D(A)cH—>H,  AW;(H,(a,b))cW,(H,(a,b)) 4 =A>E,

A

A'eB, (H) ve W =+E olmak iizere (WA1 +4, )_1 € B(H3) olsun. Bu durumda

o(L.;)=0,(ReL,,)+io, (Im(LiE))
esitligi dogrudur.

Ispat: Bu kosullar altinda L., , I, minimal operatériiniin bir normal genisletimi ve ayrica

L, €&, (L,(H.(ab))) seklindedir. Bilindigi gibi Teorem 5°den
o(L,)<o,(ReL,,)+io,(Im(L,,)).
Diger yandan, eger 4, €0, (ReL,,) i¢in

ReL u=Au =Alu, u eH\{O}

3
Ayni sebepten, eger 4 €0, (EH ®(—i%n ise,
3
ImL,u= -idﬂ;Ltg(t) =3t (1), uf (1) e L (a.b)\{0)

3
ise, L, =(A®E, ,, )+ i(EH ®—i ‘;ﬂ j seklinde yazilabildiginden

t3
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3

Ly (4, @17 (1) = (AQ ) (. @7 (1)) + (E ®-i%k J(urm:(r))
= (Au, ®u? ( [u ® zdiE” j

(ﬂu ®u; ( )+z(u ® A u t))
(u ®u )+li (u ®u’ (t)

1

=(/1r +zﬂi‘)( Qu, (t))

esitligi elde edilir. Buradan A +iA" €o,(L,,) oldugu goriilir. Ayrica o,(ReL,,)

veo, (Im L, ) kiimelerinin y1gi1lma noktalar1 olmadigindan
o(L,)=0,(ReL,,)+ic,(Im(L,,))

esitligi dogrudur. O

Teorem 20: A:D(A)cH—>H, A =A>E, A6, (H), W, A WA H - H?

Uniter operatorler ve 4, (A) ~cn”, n—+o, 0<c,a <+ olsun. O halde

3a

(L)~ Bn¥e, B>0, n—+oo

bagintis1 dogrudur.

Ispat: Ilk énce L, normal genislemesini ele alalim. Bu durumda Sonug 12°den

o,(L ):{/1 +id A ea( ) 2. f(4)=0denkleminin

3
(2’1 -1 ﬂj ,(2’1 *l 7[) ,n € 7, aralig1 lizerindeki tek ¢oziimii
b—a b—a

ve m — +oo iken A4 (A) ~cm”, 0<c,a <+ oldugundan m ‘nin yeteri kadar biiyiik

degerlerinde
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1 1
2 20 27’1—1 ¥ /2 2 2a 2I’l+1 6 A
cm+ P Vs S|/1(LE)|S cm+ 5 Vs , neZ,meN.

—da —da

Boylece m ‘nin yeteri kadar biiylik degerlerinde

1

|/1(LE)|~(czm2“+d6(2n+1)6)é, neZ,meN, d:bﬂ

—a
bagintis1 dogrudur.

Simdi A Hilbert uzayindaki herhangi bir S lineer kapali sinirsiz operatorii i¢in

N(4,8)= > 1, 2>0

P (L)=A

yani, N (/I,S ) =card {m : ‘/"tm (S )’ <A, A> 0} fonksiyonunu tanimlayalim.

N:[O,+oo)—>[0,+oo) monoton artan bir fonksiyon olup N(A,S)—>+oo, A —>+4w. Bu

halde, N, (4,L;)= . 1, A>0 olmak iizere
(L
ImA(Lg)>0

N(A,L;)=2N,(A,L;)—N(A,A4)

esitligi dogrudur. A — +oo iken N, (i,LE) fonksiyonunun asimptotik davranisini
incelemek icin ilk once 4, (4)=cm”*, meN ve A, (ImL,)=d*(2n+1)’, n e Z oldugunu

kabul edelim. O halde L, operatérii igin NV, (i,LE) fonksiyonunun degeri
ccm* +d° (2n + 1)6 <A’

kosulunu saglayan kapali birinci bdlgede (m,n) tam koordinathi noktalarinin sayisi
kadardir. Her boyle tam koordinatl (m,n) noktalarina sag iist kose noktasi (m,n) olan ve
alammn 1’e¢  esit olan kareleri karsilik  getirelim.  Biitin  bdyle  kareler

Ax+d® (2y+ 1)6 =A%, x>0, y>0 kapali egrinin icindedir. Oyleyse,
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Wa A ) v
1 ¢ Ja AP X A
N, (A, L — YA?=c*x*dx— — 61 dx —

3 2d j A d ! A ¢

Yt 4 1 Y we SN 3 1
=lyl cos? xsin @ xdx—ly= ;/ /13“— 7 '[cos xsin ¢ x dx
2c¢’%da o 2c¢’*  2c’%da 2c¢’¢ 0

esitsizligi dogrudur. Diger taraftan bu kareler birinci bolgede

¢’ (x+ l)za +d°(2y+ 3)6 = A* egrisi tarafindan smirlanan bolgenin tamamii kapatir. Bu

durumda,
&) ) ,
1l 30 A A(x+1)" 3y
N, (A, Ly)=— 6ﬂuz—cz(x+1) dx———="o | f1- dx—
d '([ \/ 204‘ d ! A c%’
ﬂ%ﬂ,%‘ % 4 lma 31%: y 3ta 31%: % 4 1o
= 7 cos’ xsin ¢ x dx— 7 =— A3 ——y, '[cos xsin * x dx
2c’*da v 2c’® ZCA‘da 2c’® 0
olup,
2da 33’%‘ 3 e Ha A%x
[—j (c—g)3ra A% <N, (A,L;)< /7 A — 7
Y 2c’da 2c’¢
yani,

3+a
N, (A, L) > —L—213
2eda

1
oldugu bulunur. Ayrica 4, (A4)=cm” oldugundan A — +o iken N(A,4)~6A*, §>0 ve

N(ZA,L;)=2N,(A,L;)—N(A,4) esitliginden 2 — +oo iken

bagintis1 dogrudur.
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Simdi m —> +w iken 4, (4)~cem®, ¢>0 ve A, (ImL,)=d*(2n+1)’, neZ

oldugu durumu inceleyelim. Bu durumda,

lim—l’" (A) =c

m— ma
oldugundan kiigiik & > 0 sayis1 ve m ‘nin yeteri kadar biiyiik degerlerinde

(c—e)m“ <A, (A)S(c+g)m“.

Bu durumda
Sa . Sa .
+a 3 Sa +a 3 oo
["—“T (c—e)ra 27 <2, (L) < ["—“T (c+)ma 2
/4 /4

yani, n — 400 iken

3a

3a 3+a
A (LE)| - ﬂnﬁ, B :(d(xcj3
4

oldugu elde edilir. Benzer sekilde A (A) ~cm®, ¢>0, m— +o0o

m

2, (ImL,)~d*(2n+1)’,d >0, n—+o durumda da

3a

e dac e
in(LE)|~ﬂn3+“, p= , B —> +0
4

oldugu gosterilebilir.

L , normal genislemesi i¢in teoremin ispat1 benzerdir.

Ve

&

Simdi bir W:H® — H’ {initer operatérii igin (2[1 +212 )_l , (Wzgl1 +1212 )_1 € B(H3)

oldugunu kabul edelim. A(W):H® — H* operatdrii

seklinde tanimlansin.
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Teorem 21: A:D(A)cH —>H, A'=A>E, A" e&, (H), W, A"WA*:H > H’

iiniter ~ operatérler, ~ 4,(A4)~cn®, n—>+o, 0<c,a<+o, A(W)esE, (H3) ve

3a

s, (A(W)) = O(nm ], n— +oo olsun. Budurumda L, operatoriiniin 6zdegerleri igin

(L)

_3a
=0|n 3% |, n—+w©

bagintis1 dogrudur.

Ispat: Her felL, (H,(a,b)) icin Teorem 16’ dan

y o LB B K
U e

D — > D — D —
®
g ~|I »

%
=
&
=
S

~

—

o]

N—

&

esitligi dogrudur. Bu esitlikten her n e N igin
s, (L) —L)<ds, (A(W)), d >0
esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik ve s -sayilari igin bilinen bir sonugtan [ 12 ]
Sour (L) = S0 (L =L + L)) <55, (L) = L )+, (L)) <d s, (A(W)) +5, (L), n 21

bulunur. A" €S, (H) ve A,(A4)~cn”, n—+w, 0<c,a <+ olup Teorem 19° dan

n

3a 3a

s, (L’E1 ) ~ ﬂn_m , n—>+wo, [>0 seklinde olup s, (A(W)) = O(n_““j, 1 —> +00
oldugundan,

) s (600) s (1)

<h, h>0,n— +x©

n 3+a n 3+a n 3+a

yani,
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3a

Sy, 1 (L;V1 ) = O(nmj, n—> 400
oldugu bulunur. Ayni1 sebepten
So (L) =0, (L — L + L ) <5, (L — L3 ) +5, (L7 ) <d s, (A(W)) +5, (L), n 21

olup

3a

n

3a 3a

n_g (l’l'i'l)_E

a007) (407

3ta
—0, n—>+o0,

oldugundan benzer sekilde

3a

Sy, (L;Vl)=0(n_3+“j, n —> +0

bagmtis1 bulunur. Ote yandan

3a

S2n—l(L;Vl) _ 5271—1(1‘;1/1)(211—1jE
(2n-1)%e e O 7
S5, (L;Vl) _ S5, (L;V1 ) (2_,1)33;;
(2n)733+_aa n733+_aa n
esitliklerinden

3a

S2n1 (L;Vl) - O((zn_l)““j, n = +o0

Ve

3a

S (L;V‘)=0((2n)a+aj, n— 40

bagintilari elde edilir. Boylece her n e N igin
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3a

s, (LWI):O(nmj, n —> 400

sonucu dogrudur. L, normal operator oldugundan

3a

A, (L;Vl)lzsn (LWI):O(nm], n — 400

bagintisi saglanir [ 12 ].

Pu(t,x) 0'u(t,x)
o o
u(O,x)zu(l,x):O,
6u(0,x) N ou (l,x)
ot ot
u(t,O):u(t,l):O, 0<t,x<1

LEu(t,x):z +u(t,x)

Ornek 22:

3

diferensiyel  operatoriiniin

L, ((0,1) X (0,1)) Hilbert uzayinda 6zdegerlerini ve 6zdegerlerin asimptotunu inceleyelim.

3 2
0 ua(ti’x) 0 uaitz,x) +u(t,x)=2u(t,x), 1eC

denkleminin u (l, x) = go(l) ¢(x) seklindeki ¢oziimlerini arayalim. Bu durumda,

0" (1)¢(x)=o(2)4" (x)+o(1)$(x) = 20 (1) $(x)
olup bu esitlikten

0" (1)4(x)=(1)(¢"(x)+(1-2)¢(x)) =0
seklinde yazilabildiginden o € R sabiti igin,

o"(1) _¢"(x)+(1-2)¢(x) _

o(1) #(x)

yani,
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¢"(t)=ap(1).0(0)=¢(1)=0
¢"(x)+(1-2)p(x)=ap(x), #(0)=¢(1)=0
diferensiyel denklemleri bulunur. Buradan u:=—ia olarak tanirsa, o =iu olup
@3 t V3- N3y
p(t)=ce 2 ﬁ+ce s eV

¢(0)=9p(1)=0, (/)'(0)2(1)’(1),01,02,03 eC

seklindedir. Bu durumda

\/—+i3 \/—*i3
o2 Rl o
. B . . B G
%{/ﬁez %ﬁ %3 l\/— e =il || ¢, |=0
1 1 1 %
lineer denklem sisteminin sifirdan farkli bir ¢6ziimii olmasi

VBi, VB-i,

enC nC ol

. 3+z
\/§+l\/— u \/§+l\/— \/_—l\/— \/— \/_—l\/— —l\/_el\/—+ l\/_ZO

2
1 1 1

ile miimkiindiir. Bu determinant hesaplanirsa

NE) % NEYE
2jsmh( ;J 2«/§sm( jcosh(Tﬂj=O,

—2«/_zsm( )+6zcos{

Lemma 11’e gore bu denklem her n € Z igin ((Zn - 1)3 7, (2n- 1)3 7r3) araliginda bir tek

., cozimi mevcuttur. Ayrica

¢(X) :C3e A+a-lx +c4e—\/l+a—1x’ ¢(O) :¢(1) — O, C3,C4 c (C,

seklinde olup sifirdan farkli ¢6ziimiin olmasi i¢in
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1 1
e R/

olup buradan,
A=k'r’+l-a, kel
esitligi dogrudur. Bu halde verilen diferensiyel operatoriin 6zdegerleri

A =k’n* +1-ip, 1, e((2n—1)3 7[3,(211—1)3 7z3), nkeZ

ve bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler
/ .1 @3 @3 .3 _
uy (1,x) = (c“e T e Mw_lx){cle 2 +ce ? P +c3€_lﬁt} c,eC,j=L5

2

seklindedir. 4= —%+ E, A'eG, (Ll (O,l)) ve A4, (A) ~7’m*, m— 4o olup Teorem
X

20’ den

6
2, (L)~ Bn®, B>0, m— -+

oldugu elde edilir.

Ornek 23: Qc R”, n>1 diizgiin sinira sahip smirl bir bolge ve A, L, (Q) uzayinda

n 82

2
k=1 axk

A, =—

diferensiyel ifadesinin C;’ (QU Q)< L, (Q) lineer manifoldunda kapanist olsun. Bu
operator A=A >0, ayrik spektrumlu ve

2
A (A)~ck”, 0<c <+, k— o

seklindedir. Simdi L ., L,(Qx(a,b)) uzaymda
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o’u (t, x)
or

l(u(t,x)) =

+Au(t,x)+u(t,x)

diferensiyel ifadesinin

u(a,x) 0u(b,x)

or* ot* ’
8u(0,x) B 8u(l,x) B
ot oo

sinir kosullar ile iirettigi normal genislemesi olsun. Bu durumda Teorem 20’ den

6

|)" (LE)|~ﬂmm’ 0< f <400, m — 40

m

oldugu elde edilir.



3. BULGULAR VE iRDELEMELER

Her ne kadar J. von Neumann ve H. Weyl’ in selfadjoint geniglemeler teorisi
hakkindaki meshur c¢alismalar1 20. asrin baslangicinda yapilmis olsa da bu teorinin
gelismesi ve kompleks katsayili adi diferensiyel operatorlere uyarlamasi uzun yillar devam
etmis ve hala da gelismektedir. Bu teorinin operator katsayili iki noktali lineer diferensiyel
ifadelerin dogurdugu selfadjoint genislemelere uygulanisi A.G. Kostyuchenko ve B.M.
Levitan’in 1967 yilindaki meshur caligmasinda [ 42 ] ilk olarak ele alinmistir. 1970
yilindan sonra matematikte bu alan hizla gelismeye baslamistir. Bu alanda temel sonuglar
Yu. M. Berezansky, M.L. Gorbachuk, V.I. Gorbachuk, M.G. Krein, Yu. L. Daleskii vs.
elde edilmis ve genis uygulama alanlar1 bulmustur. Bu ¢aligmalarin genis 6zeti F.S. Rofe-
Beketov ve A.M. Kholkin’in [ 54 ] kitabinda verilmistir.

Formal normal operatériin normal genislemelerinin genel teorisi 1970’1i yillarda
temeli E.A. Conddington tarafindan atilmasina ragmen bu teorinin iki noktali diferensiyel
operatdrlere uygulanmasi1 1990’11 yillardan sonra baslamigtir. Bu alanda ilk sonuglar [ 7,
41, 20-23 ] caligmalarinda alinmistir. J. von Neumann’in genel teorisinin regiiler ve
singiiler durumda c¢ok noktali kompleks katsayili lineer diferensiyel operatorlere
genisletimi esasen 1990’11 yillardan sonra baglamis ve bugiinde de devam etmektedir. Bu
calismalarin genis 6zeti A. Zettl’in *“Sturm-Liouville Theory’’ [ 61 ] kitabinda verilmistir.

Tezin esas amaci sonlu bir aralik tlizerinde tanimli Hilbert uzay-degerli vektor-
fonksiyonlarin Hilbert uzayinda {igiincli mertebeye kadar olan iki terimli operator katsayili
lineer diferensiyel ifadelerin iirettigi minimal operatdrlerin normal genislemelerinin sinir
degerleri dilinde ifadesinin bulunmasi ve bu tip genislemelerin bazi spektral problemlerinin
arastirilmasina yogunlastirilmistir.

Burada alman esas sonuclar fonksiyonlar teorisi, lineer diferensiyel-operatorler
teorisi, operatdr ve operatorlerin spektral teorisinin temel metotlarindan kullanilarak elde
edilmistir. Bu sonuclar kendilerinde pratik anlam tasimaktadir. Soyle ki bu sonuglar
matematiksel problemler, fiziksel ve tekniksel modellere genis uygulama alanlarina

sahiptir.



4. SONUCLAR
Bu tez caligmasinda elde edilen sonuclar asagidaki sekilde 6zetlenebilir:

1. ilk olarak bir smf diizgiin operatdr katsayili birinci mertebeden bir lineer
diferensiyel ifadenin dogurdugu minimal operatoriin  biitin  normal
genislemeleri sinir degerleri dilinde ifade edilmis, genislemelerin spektrum
yapist aragtirilmis ve bazi spektral 6zellikleri incelenmistir.

2. lkinci olarak iki farkli durumda ikinci mertebeden sabit selfadjoint operatdr
katsayili iki terimli lineer diferensiyel ifadenin sonlu bir aralik tizerinde tanimli
Hilbert-degerli fonksiyonlarin Hilbert uzayinda dogurdugu minimal operatdriin
tiim normal genislemelerini sinir degerleri dilinde ifadesi verilmis ve bazi
spektral problemleri arastirilmastir.

3. Son olarak sabit lineer selfadjoint operatdr katsayili {i¢iincii mertebeden lineer
diferensiyel ifadenin Hilbert-degerli fonksiyonlarin Hilbert uzayinda rettigi
minimal operatdriin biitiin normal genislemeleri lineer bagintilar teorisinin
sonuglarindan kullanarak smir degerleri dilinde ifade edilmis ve bu tip
genislemelerin bazi spektral 6zellikleri detayli sekilde incelenmistir.

Alinan bu sonuglar 6rneklerle desteklenmistir. Bu bulgular iki ulusal sempozyumda
[ 35, 36 ] ve bir uluslararas1 konferansta sozlii olarak sunulmus ve tam metni basilmistir
[32].Ayrica  bir makale basilmis [33] wve bir makale de Rocky
Mountain Journal of Mathematics dergisinde kabul edilmis ve 2011 yil i¢inde basilacaktir
[34].



. ONERILER

. Tezde alinan sonuglar diferensiyel denklemler ve diferensiyel denklem sistemleri
icin smur deger problemleri teorisindeki bazi problemlerin ¢6ziimlerinin
arastirilmasinda kolaylik saglayabilir.

. Katsayilarin 6zdegerlerinin sonsuza farkli yaklasim durumlarinda (logaritmik,
iistel, polinomiyal vs. ) bakilan normal genislemelerin 6zdegerlerinin sonsuzdaki
asimptotik davranisi problemi ayrica bir inceleme konusu olabilir.

Katsayilarin 6zdegerlerinin sonsuza yaklasiminda birinci, ikinci, {i¢iincii vs. (daha
kiigiikk mertebeden terimler ) dereceden terimler verildiginde bakilan normal
genislemelerin  6zdegerlerinin sonsuza asimptotik davranigindaki daha kiigiik
terimleri bulundurmasi problemi ayr1 bir inceleme konusu olabilir.

. Bakilan bu problemler singiiler durumlarda ¢oziimii daha zor olan problemler
serisinden olup kendi bagina serbest bir inceleme alani olarak arastirilabilir.

. Uciincii mertebede her normal genislemenin 6zdegerlerinin sonsuzdaki asimptotik
davranis formiilii daha kesinlestirilmesi yeni bir problem gibi bakilabilir.

. Fiziksel ve tekniksel modellere yeni uygulama alanlar1 aranabilir.
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