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OZET

Ginzburg-Landau Modeli ve Varyasyonlari

Tek boyutlu Ginzburg-Landau(GL) modeli ve varyasyonlart kapsaminda
modellenebilen homojen ve homojen olmayan siiperiletkenler g6z Oniine alinarak dis
manyetik alan etkisi altindaki elektromanyetik davranislar1 sabit ve degisen sicakliklarda
incelenmistir. Calismada esas itibariyle ilgili modellerin sayisal ve analitik yaklagimlari

elde edilmekte ve elde edilen sonuglarin fiziksel gdzlemlerle uyumlulugu incelenmektedir.

Sayisal kisimda ilgili sinir deger problemlerinin sicaklik parametresine bagl tek, iki
ve li¢ simetrik ¢oziime sahip oldugu bolgeler belirlenerek, ilgili ¢dziimlerin baglangic deger
pertiirbasyonuna gore kararliligi incelenmistir. Bu kapsamda elde edilen sonuglar klasik
siir deger problemi i¢in elde edilen ve Kwong(1995), Chapman vd.(1992), Aftalion(1999)

da sunulan sonuglardan daha geneldir.

Ayrica yari-sonsuz veya sonsuz bolgede ¢oziim gerektiren problemler icin bolge-
ayrisim(domain decomposition) teknigi ile problem paralellestirilerek KTU- Fen Edebiyat
Fakiiltesinde bulunan bilgisayar laboratuarindaki 20 adet bilgisayar yardimiyla paralel
sayisal ¢oziim elde edilmistir. Simiilasyonlarimizla ideale yakin performans sonuglari elde

edilmistir.

Analitik yaklasim kisminda degisen parametre degerleri icin uygun analitik
yaklagim yontemleri yardimiyla ilgili sistemlerin 6zel alt durumlari igin yaklasik ¢oziimler
elde edilmektedir. Bu baglamda asimptotik yontemler, parcalanis yontemleri ve
pertiirbasyon yontemleri kullanilmistir. Son olarak ilgili modellerin tek parametre ve iki
parametre degisimine gore analizleri gerceklestirilmis ve degisik konfigiirasyonlar icin

histeritik davraniglar analiz edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Siiperiletkenlik, Ginzburg-Landau Modeli, Asimptotik Analiz,
Histerisiz, Paralel Hesaplama, Sturm-Liouville, Josephson
Eklemleri
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SUMMARY

Ginzburg-Landau Model and Its Variants

In this study we consider homogeneous and inhomogeneous superconductors that
can be modelled with the one-dimensional Ginzburg-Landau model and its variants, and
study their behaviour under uniform applied field at temperatures below the transition
temperature. Basically, we investigate the relevant models using numerical and
approximate analytical methods, and observe that the results conform to physical

observations.

In the numerical part, we compute parameter regions where there is a unique
solution, two or three different solutions depending on the reduced temperature parameter.
Furthermore, we determine the stability of solutions with respect to perturbations of initial
functions. In this sense, the results we obtained generalizes those reported in Kwong
(1995), Chapman (1992), Aftalion (1999).

Observing that equilibrium solutions requires extensive computational time, we
parallelized our code and ran in a cluster of personal computers in a computer laboratory
located in Faculty of Science and Letters at Karadeniz Technical University. Simulation

results indicate nearly perfect performance results.

On the analytical part, appropriate approximate analytical solution are obtained for
several subclass of the original system. We used asymptotic, perturbation and

decomposition methods to obtain approximate solutions.

Finally, we analyze the relevant models with respect to the variation of one and two
parameters and investigated hysteretic behavirous.

Key Words: Superconductivity, Ginzburg-Landau Model, Asymptotic Analysis,
Hysteresis, Parallel Computation, Sturm-Liouville, Josephson Junction
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1. GENEL BILGILER
11. Giris

Stiperiletkenler

o fkritik sicaklik adi verilen(T,), materyale 6zgii sicaklik degerinin asagisina
kadar sogutuldugunda elektrik akimina kars1 direncini tamamen kaybeden,

o kritik sicakligin asagisinda iken yeteri derecede kiiciik siddetli manyetik
alanin numuneye girmesini engelleyen,

e Dbaslangicta mevcut yeteri derecede kiiclik siddetli manyetik alanin,
numunenin sogutulmasiyla dislandigi

materyallerdir.

Siiperiletkenlerin elektrik akimima karsi direncini kaybetmesi olay1 sifir-direng
Ozelligi olarak tanimlanir ve bu 6zellik deneysel olarak 1911 yilinda Hollandali fizikgi
Heike Kammerlingh Onnes ve 6grencisi tarafindan kesfedilmistir. Onnes, Helyum gazini
stvilagtirmayr basardiktan sonra, yaklasik sifir Kelvin gibi ¢ok diisiik sicakliklardaki
materyallerin 6zelliklerini incelerken, civanin 4.2 K’ de elektrik akimima karsi olan
direncini kaybettigini gozlemlemistir. Bu 6nemli bulusun ardindan, baslangigta sadece
sifir-direng 6zelligi bilinen bu tiir materyaller siiperiletken olarak siniflandirilmis ve konu
ise diislik sicaklik fiziginin 6nemli bir arastirma alani olarak siiperiletkenlik adi altinda

incelenmeye baglanmistir.

Onnes’in sifir-direng 6zelligine gore bir siiperiletken kritik sicakligin iizerinde iken
elektrik akimina kars1 Ohm yasasi gergevesinde direng gosteren normal konumda (normal
faz) bir materyal iken kritik sicakligin asagisinda siiperiletken konuma (stiperiletken faz)
gecis yapmaktadir. Bu durumda stiperiletkenlik normal akim tasiyan elektronlardan
(normal elektronlar) ziyade siiperelektron adi verilen elektronlarin olugmasiyla gelisen bir

olay olarak yorumlandi.

1933 yilinda iki Alman fizik¢i Walter Meissner ve Robert Ochsenfeld

stiperiletkenlerin bilinen sifir-direng 6zelligine ilaveten, ikinci bir 6nemli 6zellik olarak



mitkemmel diyamagnetizma Ozelligini kesfetmislerdir. Buna gore kritik sicakligin
asagisinda bulunan bir siiperiletkene yeteri derecede diisiik siddetli dis manyetik alan niifuz
etmedigi gibi, baslangigta kritik sicakligin lizerinde ve kiigiik siddetli bir manyetik alan
etkisinde normal konumda olan bir siiperiletken, kritik sicakligin asagisina kadar
sogutuldugunda mevcut manyetik alanin dislandig1 gézlemlenmistir(Sekil 1). Bu gozlem
stiperiletkenlerin potansiyel ekonomik degerini daha da artirarak, konu iizerindeki ilgiyi

daha da artirmistir.

T>Tc T<Tc

Sekil 1. Meissner Olay1

Bir taraftan siiperiletkenligin potansiyel ekonomik degerini realize etmeye yonelik
yiiksek kritik sicakliga sahip siiperiletkenlerin varligi ve olusturulmasi yoniindeki deneysel
arastirmalar devam ederken, diger taraftan da olay1 izah edecek modeller gelistirilmeye
calisilmistir. 1930’1u yillarda Alman fizik¢i kardesler Fritz ve Heinz London, simdilerde
London modeli olarak bilinen model ile siiperiletkenlik olaymni izah etmeye yonelik

basarili adimlardan birisini atmislardir.

1950 yilinda London Modeli {izerinde calisma yapan Sovyet fizikgiler Lev
Landau(1908-1968, Nobel fizik odiilii 1962, siiperakigskanlik) ve Vitaly Ginzburg(1916-
2009, Nobel fizik 6diilii(2003), siiperiletkenlik ve siiperakigskanlik ) Ginzburg-Landau(GL)
modeli olarak bilinen matematiksel model ile siiperiletkenlik olayin1 mezoskobik diizeyde

incelemislerdir.



1957 yilinda Amerika Illinois tiniversitesi(Urbana, Champaign) arastirmacilari
John Bardeen, Leon Cooper ve John Schrieffer(Nobel fizik 6diilii(1972), BCS teorisi)
tarafindan gelistirilen ve kisaca BCS modeli olarak bilinen mikroskobik model

stiperiletkenlik olayinin anlasilmasina 6nemli katki saglamistir.

GL modeli tizerinde 1957 yilinda A. Abrikosov ve 1959 yilinda Gor’kov tarafindan
yapilan caligmalar baslangicta siiphe ile karsilanan modelin evrensel olarak kabul edilen
mezoskobik bir siiperiletkenlik modeli olmasmi saglamistir. Abrikosov, GL modeli
lizerinde yaptig1 ¢alismada, o zamana kadar siiperiletken veya normal olmak iizere iki
halde oldugu bilinen siiperiletkenlerin belirli bir kisminin ise karisik(mixed) hal ad1 verilen
bir halde de bulunabilecegini tahmin etmistir. Abrikosov’un tahmini yaklasik on yil sonra
deneysel olarak kesfedilen siiperiletkenler ile dogrulanmistir. Béylece manyetik alan etkisi
altinda farkli karakteristik Ozellikler gosteren siiperiletkenler, 1. Tip ve II. Tip olarak
siniflandirilmiglardir.  Gor’kov ise bazi1 kisitlamalar altinda GL modelinin BCS
mikroskobik modelinden elde edilebilecegini ispatlamistir. Bu iki onemli gelisme GL
modelinin uluslar aras1 kabul géren disiik sicaklik siiperiletkenleri igin mezoskobik bir

model olmasini saglamigtir.

Abrikosov tarafindan varligi tahmin edilen ve bugiin teknolojik ac¢idan ¢ok daha
onemli olan siiperiletkenler II. Tip siiperiletkenlerdir. H. sicakliga bagimli termodinamik
kritik alan siddeti ve H uygulanan manyetik alan siddeti olmak iizere I. Tip siiperiletkenler
normal(H > H.) ; siiperiletken(H < H) veya normal ve siiperiletken bolgelerin birlikte
bulundugu ara(intermediate) konumda bulunurlar. II. Tip siiperiletkenler ise alt kritik alan
siddeti H.;  ve iist kritik alan siddeti H., olmak ilizere H < H_.; i¢in siiperiletken;
H.1 < H < H., i¢in karistk ve H > H,, i¢in normal halde bulunmaktadirlar. Karisik hal
sonlu sayida girdaplarin mevcut oldugu durumdur. Girdaplar, akiskanlar mekanigindeki
terminolojiyle uyumlu olarak, siliperelektronlarin manyetik alanin tamamen niifuz ettigi

normal bir bolge etrafinda dairesel hareket ettikleri elektromanyetik olusumlardir.

Girdap merkezinde bulunan normal boélgenin yarigapt uyum uzunlugu($)
kadardir. Diger 6nemli parametre ise London niifuz derinligi (4;) dir. A4, manyetik alan
degisiminin bir 6l¢iisii iken &, siiperlektron yogunlugunun degisimini karakterize eden bir

uzunluk skalasidir ve her ikisi de siiperiletkene 6zgii parametrelerdir.



A K &(K ¢ok kiiglik) ise stiperiletken birinci tip(Tip 1) siiperiletken olarak
adlandirtlir. Bu tip siiperiletkenler siiperiletken ve normal bolge ara yiiziindeki serbest
enerjinin pozitif oldugu stiperiletkenlerdir. A; > & ise siiperiletken ikinci tip(Tip II)
stiperiletken olarak adlandirilir. Bu tip siiperiletkenler ise serbest enerjinin negatif oldugu
siiperiletkenlerdir. Abrikosov, GL parametresi olarak bilinen « = A;/¢ yardimiyla
k < 1/v/2 degerlerine karsilik gelen siiperiletkenlerin birinci tip, k > 1/v/2 degerlerine

karsilik gelen siiperiletkenlerin ikinci tip oldugunu gostermistir.

Diger bir sinif model ise kritik hal modeli ad1 verilen makroskobik modellerdir.
Bean modeli, Kim-Anderson modeli sik¢a kullanilan modellerdir. Bu modeller
makroskobik 6l¢ekte uygulanan manyetik alan ve siiperakim arasindaki iliskiyi sicakliga

bagli olarak verirler, bu nedenle makroskobik model olarak adlandirilirlar.

1.2. Literatiir ve Cahsmanin Ozeti

Bu calismada tek boyutlu sicaklik bagimli GL modelinin sayisal ve analitik
yaklagimlar1 incelenmis ve elde edilen sonuglarin deneysel goézlemlerle uyumlulugu
incelenmistir. Bu boliimde, oncelikle tek boyutlu GL modeli i¢in 6zellikle son yillarda

yapilan ¢alismalar sunulmus, daha sonra ise ¢calismanin bir 6zeti verilmistir.

Stiperiletkenlerin temel 6zellikleri ve mevcut matematiksel modeller Kaper (1991),

Du vd. (1992 ), Chapman vd. (1992)’de kisa ve 6z matematiksel yaklasim ile incelenmistir.

Meissner(1965), ylizeye paralel manyetik alan etkisi altinda ince film siiperiletkeni
inceleyerek, L film kalinlig1 ve A niifuz derinligi olmak tizere film kritik alanini, k GL

parametresi ve L/A nin fonksiyonu olarak hesaplamistir.

Tholfsen ve Meissner (1967) tek bir aki kuantuma sahip izole manyetik aki tiipii
icin GL denklemlerini ¢ozerek, aki tlipliniin merkezindeki manyetik alan siddeti ve

maksimum aki yogunlugu i¢in yaklagimlar vermislerdir.

Brandt (1997) ve Brandt (1999)’da eksen yoniinde uygulanan manyetik alan
etkisinde siiperiletken disk ve silindir icin GL modeli ve makroskobik modeller yardimiyla

homojen ve homojen olmayan siiperiletkenlerin fiziksel karakteristiklerini incelemistir.



Schmid  (1966), zaman-bagimli  Ginzburg-Landau modelini  gelistirerek

stiperiletkenlerin elektromanyetik 6zelliklerinin incelenmesini saglamistir.

Kwong(1995), tek boyutlu GL sistemi i¢in simetrik problemin dallanma egrilerini
ve bu egrilere bagli olarak ¢oziimlerin sayisi ile ilgili olarak teorik ve sayisal bazi
Ozellikleri incelemistir. Aftalion ve Troy (1999), ¢oziimlerin sayisi ilgili analizleri
gelistirmis ve GL parametresi k ve siiperiletken materyal kalinlig1 L parametrelerine bagh

olarak ¢6zlim bolgeleri ve simetri 6zellikleri incelemistir.

Aftalion (1997), tek boyutlu GL modelini x’nin biiyiik degerleri i¢in inceleyerek
coztimlerin varligim1 ve GL fonksiyonelini minimize eden c¢oziimlerin k — oo igin

yakinsakligini aragtirmistir.

Asimptotik acilim yardimiyla, normal ¢dzliimden catallanan siiperiletken ¢6ziim
varligl ve bu ¢oziimlerin ¥ GL parametresi ve L siiperiletken materyal kalinligina bagl

davraniglar1 Aftalion ve Chapman (2000) tarafindan ¢alisilmistir.

Zharkov (2001), R yarigapli uzun silindirik bir siiperiletken numune i¢in GL
sistemini R , k, H ve sistemin toplam girdap sayis1 m parametresine bagl olarak analiz
etmis, faz gegisi ve histerisiz olayinin s6z konusu parametrelere bagimliligini incelemistir.
Ayrica Zharkov (2002), 2L kalinlikli siiperiletken film ig¢in GL sistemini L,k ve H

parametrelerine bagli olarak analiz etmistir.

II. tip stiperiletkenlerde girdap ¢ivileme olayini modelleyen Bean ve Kim modeli
basarili sonuglar vermistir. Ayrica manyetik zorlanim(magnetistriction) Bean ve Kim
modeli kapsaminda incelenmistir(Johansen vd. 1998). Ustel model ise yiiksek kritik
sicaklik stiperiletkenlerinin 6zelliklerini incelemek igin c¢alisilmaktadir(Karasik, Vasiliev
1970).

Stiperiletkenler i¢in Virial teoremi Doria (1989)’da elde edilmis ve daha sonra
Klein ve Péttinger (1991)’de de analiz edilmistir. Dolayisiyla Virial teoremi fiziksel

anlamli ¢oziimii elde etme noktasinda katki saglamaktadir.



Coskun (1994) tez ¢alismasinda ikinci tip siiperiletkenler igin iki boyutlu GL ve
TDGL modellerini incelemistir. Tezde teorik olarak ¢oziimlerin 6zellikleri, kullanilan
sayisal yontemlerin kararlilig1 ve yakinsaklig1 incelenmis, sayisal olarak ise gesitli model
ve algoritmalar gelistirilerek sayisal algoritmalar BLOCKCOMM ve CHAMELEON

rutinleriyle paralellestirilerek, paralel bilgisayarlarda ¢coziilmiistiir.

Buraya kadar bahsedilen biitiin ¢calismalar GL sistemlerini boyutsuzlastirmak igin
standart boyutsuzlastirma kiimesini kullandiklart i¢in asil modelde var olan sicaklik
parametresi sistemde kaybolmaktadir. Dolayistyla siiperiletkenlerin elektromanyetik
Ozellikleri tizerinde en 6nemli etken olan sicaklik degisimine gore analiz yapmak miimkiin
olmamaktadir. Coskun vd.(2003) farkli bir boyutsuzlastirma kiimesi kullanarak asil
modelde var olan sicaklik parametresini koruyan boyutsuz sicaklik ve zaman bagimli GL
sistemini(TTDGL — Temperature and Time Dependent GL) elde etmistir. Bu ¢aligmada
TTDGL sisteminin sicaklik bagimli 6zellikleri, girdap dinamigi ve Meissner etkisi

irdelenmistir.

Cakir (2006) tez calismasinda kartezyen koordinat sisteminde y — z diizlemine
paralel olarak ve x — ekseni lizerinde -L < x < L bolgesine yerlestirilen ince film
stiperiletkenin pozitif z —ekseni yoniinde film yiizeyine paralel olarak uygulanan manyetik
alan etkisi altindaki termal ve elektromanyetik 6zelliklerini GL modelleri yardimiyla analiz

etmistir.

Biz ise bu ¢alismada oncelikle Kwong (1995), Aftalion ve Troy(1999) tarafindan
incelenen sicaklik parametresini barindirmayan bir boyutlu GL sisteminin simetrik
¢ozlimlerinin sayist i¢in yaptigi analizleri sicaklik parametresinin korundugu GL sistemi
icin genisleterek, ¢oziimlerin sayisinin sicaklik parametresi t’ya gore degisimleri, ¢6ziim
bolgelerinin sicakliga bagli degisimi ve ¢oziimlerin baslangic degerlerinin pertlirbasyonuna

gore kararliligini inceliyoruz.

Daha sonra bir boyutlu GL sisteminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarini, normal hale

yakin komsuluktaki ¢6ziimlerin davraniglarini farkl yontemlerle inceliyoruz.



Ayrica, Cakir (2006)’mn tez c¢alismasinda dikddrtgen prizma bigimindeki
stiperiletkenler i¢in yaptigi analizleri, silindir bi¢imindeki siiperiletkenler icin

genisletiyoruz.

Calismada Kesim 2.1, Kesim 2.2 ve alt bolimlerinde bir boyutlu stasyoner
GL(SGL) problemi igin simetrik ¢Oziimlerin sayisi, ¢Oziimlerin sayisinin  sicaklik
parametresi t’ya gore degisimleri, ¢oziim bolgelerinin sicakliga bagh degisimi ve

¢Ozlimlerin baslangi¢ degerlerinin pertiirbasyonuna gore kararlilifini inceliyoruz.

Kesim 2.3’te normal hale yakin komsulukta bir regiiler Sturm-Liouville problemine
doniisen GL problemini irdeliyoruz. Bu béliimiin alt boliimlerinde regiiler Sturm-Liouville
teorisinden bilinen bazi énemli sonuglari, GL problemi i¢in bu sonuglarin dogrulugunu
gosterdikten sonra, GL probleminin 6zdeger ve Ozfonksiyonlarini sayisal ve yaklasik
analitik ¢oziimler olarak elde ediyoruz. Ayrica k Ginzburg-Landau parametresinin bilyiik

degerleri i¢in pertiirbasyon problemi olarak GL problemini ele aliyoruz.

Kesim 2.4’te siiperiletken silindir i¢in tek boyutlu GL modellerini ve bunlarla ilgili

teorik sonuclar1 ifade ediyoruz.

Kesim 2.5’te siiperiletken silindir i¢in normal hale yakin komsuluktaki ¢oziimleri

Kesim 2.3’{in paralelinde inceliyoruz.

Kesim 2.6°da ise siiperiletken silindir i¢in sicaklik ve zaman bagimli GL
probleminin zamana ve sicakliga bagli degisimini inceliyoruz. Bu kapsamda histeritik
davraniglari, uygulanan manyetik alan siddetinin ve sicakligin histeritik davranisa
etkilerini, Josephson eklemlerini ve Josephson eklemlerinin histeritik davranisa etkilerini
aragtirtyoruz. Ayrica farkli yaricapa sahip siiperiletkenler i¢in histeritik bolgeleri ve faz

gecis bolgelerini iki parametre degisimine gore analiz ediyoruz.

Kesim 2.7’de ise analizi asir1 bilgisayar sistem kaynagi gerektiren ve yar1-SOnsuz
bolgede Meissner (1967)’da da incelenen problem, paralellestirmek suretiyle Fakiiltemiz
Bilgisayar laboratuarinda bulunan 20 adet bilgisayar iizerinde MPI sistemini kullanan ve
Argonne National Laboratory’de gelistirilen MPICH2 ara yiizii kullanilmak suretiyle

paralellestirilen ilgili problemin simiilasyon sonuglari kisa zaman diliminde elde edilmistir.



2. YAPILAN CALISMALAR, BULGULAR VE iRDELEME
2.1. Film Tabaka I¢in GL Modelleri

Bu boliimde dikdortgen prizma bi¢iminde ince bir siiperiletken film(tabaka) goz
Oniine aliyoruz. Sekil 2°de gosterildigi gibi siiperiletkenin y ve z yoniindeki boyutunun x

yoniindeki boyutuna oranla oldukga biiyiik oldugunu kabul ediyoruz.

Sekil 2. Siiperiletken dikdortgenler prizmasinin geometrisi

Ayrica stiperiletkenin pozitif z-yoniinde film yiizeyine paralel olarak H = (0,0, H)

manyetik alani etkisinde oldugunu kabul ediyoruz.

Coskun(2003)’da kullanilan boyutsuz parametreler yardimiyla yukarida belirtilen

numune ve yiizeye paralel manyetik alan etkisi altinda Gibbs enerji fonksiyoneli

L

6. = |

-L

1 v\
(AZ + EIIJZ + 72 — 1) P2+ <7> + (4)% —24'H ]| dx

1)

olarak elde edilebilir. Burada Y s6z konusu konfigiirasyon i¢in reel degerli olarak kabul
edilebilen ve karesi siiperelektron yogunlugunu veren ve daha ¢ok London modelinde

diizen parametresi olarak bilinen tek degiskenli bir fonksiyon, A = (0,4,0) vektor

Ko

potansiyel, k = ey

GL parametresi, T numunenin bulundugu ortam sicakligi, T,



numuneye 6zgii kritik sicaklik olmak iizere T = Tz [0,1] araliginda deger alan boyutsuz

sicaklik parametresi ve 2L ise film kalinligidir. Enerji fonksiyoneline ait Euler-Lagrange

. 8G e
denklemleri i O,w = 0 veya agik olarak

Y =i?A*+ i+ -1y, —L<x<lL

A" = Ay? @
V(L) =y L)=0A(-L)=AL)=H

ifade edilir. Bu ¢alismada (2) sistemi kisaca SGL(Stasyoner GL) olarak adlandirilacaktir.
Ayrica (1) enerji fonksiyonelini minimize eden sicaklik ve zaman bagimli GL modeli ise

Kaper(1991)’1 takip ederek

a n

6_11/5):1/) +12(1 — A% — Y% — 2y, -L<x<L

A_i Ayp?

ot 3)

Y (-L) =9 (L) = 0,4 (-L) = A'(L) = H (siir sartlarr)
Y(x,0) =1Py(x); A(x,0) = Ag(x) (baslangig sartlar)

seklinde ifade edilebilir. Bu sistem ise kisaca TTDGL(sicaklik ve zaman bagimli GL

modeli) olarak adlandirilacaktir.

Sirastyla (1) ve (3) ile verilen SGL ve TTDGL modellerinin literatiirde ¢aligilan
klasik modellerden farki boyutsuz sicaklik parametresini icermeleridir. Siiperiletken film
ile ilgili GL modellerinin sayisal analizi ve ¢Oziimlerin bazi teorik 6zellikleri degisen

K, H, T ve L parametre degerleri igin Cakir(2006)’da incelenmistir.

Bu ¢alismada Cakir(2006)’da incelenmeyen SGL sistemin pozitif ¢oziimlerinin
sayist ve kararlilig1 detayli olarak incelenmekte ve ayrica 6zel ve fiziksel anlamli bazi
durumlarda ¢éziimler asimptotik yaklagim yontemleri yardimiyla elde edilmektedir. Ayrica
en giincel bilgisayarlarda bile simiilasyonu ¢ok uzun zaman gerektiren problemler icin
paralel hesaplama yontemleri kullanilmak suretiyle SGL ve TTDGL sistemi
paralellestirilerek KTU Fen Edebiyat Fakiiltesi, “Lab1” isimli bilgisayar laboratuar paralel
hesaplama ortamina doniistiiriilmek suretiyle basarili paralel ¢oziimler elde edilmistir.

Ayrica homojen ve inhomojen silindirik numuneler i¢cin TTDGL modeli diizenlenerek
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sicaklik bagimli histeritik davraniglar, Josephson eklemleri ve eklemlerin histerisiz

tizerindeki etkileri incelenmistir.

2.2. Yardimci Stasyoner GL Modeli ve Egik Atis Yontemi

Verilen k, H, L, T igin SGL sistemini goz oniine alalim. SGL sisteminin simetrik ve
asimetrik(simetrik olmayan) olarak adlandirilan iki g¢esit ¢oziimler smifi mevcuttur.
Simetrik ¢6ziim, A’nin tek ve ¥’nin ¢ift oldugu ve SGL sistemini ilgili smir sartlari ile
birlikte saglayan ¢oziimdiir. Simetrik olmayan ¢oziim ise 1 (0) # 0 sartim saglayan
¢cozlimdiir. Ayrica sistemin pozitif ve pozitif olmayan ¢éziimleri mevcuttur. Bu ¢aligmada
Vx € (=L, L) i¢in ¥ > 0 esitsizligini saglayan simetrik ¢oztimler, bu simetrik ¢oziimlerin

sayist ve kararlilig1 T sicaklik parametresine bagli olarak incelenmektedir.

Bir simir deger problemi olarak SGL sisteminin asikar ¢oziimleri, normal ¢6ziim

olarak adlandirilan

Y(x) =0,A(x) = Hx + ¢, c sabit ,Vx € (—L,L)

¢Ozlimii ile siiperiletken ¢oziim olarak adlandirilan

PY(x) =v1—1%,A(x) =0,vx € (—L,L)

¢Ozlimiidiir. Ancak, ilging olan problem, SGL sisteminin verilen parametre degerleri i¢in
asikar olmayan ¢oziimlerinin sayisini ve fiziksel anlam ifade eden ¢oziimiin belirlenmesi

ve kararliligiin aragtirilmasidir.

T = 0 durumu i¢in Kwong(1995), SGL sisteminin simetrik ¢éziimlerinin sayisini
incelemis olup, pozitif simetrik c¢oziimlerin birden fazla oldugunu dallanma analizi
yardimiyla gostermistir. Aftalion ve Troy(1999) ise Ginzburg Landau parametresi k ve
siiperiletken film kalinhigi L parametreleri i¢in k — L diizleminde c¢oziimlerin sayisini
gosteren bolgeleri elde ederek ve bu ¢oziimlerin uygulanan manyetik alan siddetine gore

kararligini incelemistir.

(—L,L) araliginda incelenen SGL problemi yerine, simetrik ¢o6ziimlerle

ilgilendigimiz i¢in (0,L) araliginda (i, A) bilesenlerini elde ederek, (—L,L) araliginda
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simetrik ¢Ozlimii genisletebiliriz. Simetrik ¢6ziim yukarida belirtildigi iizere, ¥’ ’nin ¢ift

yani,

Y(—x) =yx), x€(0,L)

A’nin ise tek, yani

A(—x) = —A(x), x € (0,L)

oldugu ¢6ziim olarak tanimlanmaktadir. Bu durumda dogal olarak A(0) = 0 olmalidir. O

halde simetrik ¢6ziim

Y =k2(A%+ i 42— DY

A = AyY?

, , , (4)
A) =y (0) =y (L) =0,H=A(L)

sistemini saglayan ¢oziimdiir. (4) sistemini yardimci stasyoner Ginzburg-Landau(YSGL)

sistemi olarak adlandiralim.

YSGL sistemi SGL sisteminden onemli bir yoniiyle farklidir: SGL sisteminin
¢ozlimil verilen L, k, T Ve H i¢in (2) sistemini ilgili sinir sartlari ile saglayan ¢oziimdiir. Bu
durumda sistemin asikar ¢oziimii disinda hicbir ¢6ziimii olmayabilir. Oysa YSGL
sisteminde ise verilen L, k, T igin (4) sistemi ¢oziilmekte ve H uygulanan manyetik alan
siddeti A (L) olarak kabul edilmektedir.

Verilen k, L ve t parametreleri i¢cin YSGL sinir deger problemi egik atis yontemiyle

¢Oziilebilir. Bunun igin § € (O,\/ 1-— TZ), a > 0 olmak tlizere

P (0) = ¥ (L) =0,4(0) =0,H = A'(L) (5)

sinir sartlar1 yerine

¥(0) =, (0) =0,4(0)=0,A(0) =« (6)

baslangi¢ sartlarin1 yazalim. Ayrica (4) sistemini
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Y =,

Y, = k2 (AT +¢f + 12 - Dy
A’1 = A

Ay = Ay?

¥1(0) = B,12(0) = 0,4,(0) = 0,42(0) =

seklinde birinci mertebeden diferensiyel denklem sistemi olarak yazalim. Bu sistemi
birinci mertebeden YSGL sistemi(BYSGL) olarak adlandiralim. YSGL sistemi i¢in
asagidaki teorem Kwong(1995) tarafindan ifade ve ispat edilmistir.

Teorem 1 Verilen g > 0 igin (y(a, B), A(a, B)) ikilisi YSGL sistemini saglayacak

bi¢imde tek bir « = a () mevcuttur.

2.2.1. Dallanma Egrisinin Elde Edilis Yontemi

Verilen k,L,t parametrelerine ait dallanma egrisini elde etmek i¢in «
parametresini egik atis parametresi olarak kullaniyoruz. Diger bir deyimle verilen her bir 5
icin tahmini bir a ile baslayarak 1 fonksiyonu ¥ (L) = 0 sarti1 saglayana kadar a
degerlerini degistiriyoruz. Bulunan bu a degerine karsilik elde ettigimiz A fonksiyonu igin
A'(L)’yi siiperiletken filme disaridan uygulanan H manyetik alam olarak kabul ediyoruz.
Boylece verilen f degerlerine karsilik elde ettigimiz H degerleri i¢in S(H) dallanma

egrisini elde ediyoruz.

BYSGL sisteminin ¢oziimlerini Y (x; B, a) ve A(x; S, a) ile gosterelim. (5) sinir
kosullar1 altinda YSGL sisteminin ¢dzlimlerinin pozitif ve sonlu oldugunu biliyoruz.
Ancak, (6) baslangi¢c kosullar1 altinda ¥ (x; S, @) ¢oziimlerinin pozitif ya da sonlu
olduklarini artik garanti edemiyoruz. (Kwong, 1995, ¢ = 0)

2.2.2. SGL Sisteminin Ozellikleri

Bu béliimde ilk olarak SGL ve TTDGL sistemlerini ¢6zmek igin kullandigimiz
sayisal yontemlerin dogrulugunu kontrol etmek igin Virial teoremini ifade ederek bu
teorem yardimiyla tek boyutlu model igin elde ettigimiz bazi1 teorik sonuglari ifade

ediyoruz. Ikinci olarak simetrik c¢dziimlerin varhigi ve sayist ile ilgili teorik sonuglar:
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veriyoruz. Ayrica Sturm-Karsilagtirma teoremi yardimiyla ¢oziimlerin sicaklik bagimli

ozelliklerini inceliyoruz.
Bu amagla 6ncelikle siiperiletkenler i¢in Virial teoremini ifade edelim.

Teorem 2 (Virial Teoremi)(Klein,1991)

2
Denge konumunda kinetik enerji F, = %fOL ((%) + Azlllz) dx, (0,0, H) uygulanan

dis manyetik alan etkisi altinda manyetik alan enerjisi F;, = % ) OL (A)%dx ve ortalama niifuz

eden manyetik alan < B > = % fOL Aldx = %(A(L) — A(0)) olmak iizere

H<B>=

N =

[F, + 2F,]

bagintis1 saglanir.

Oncelikle siiperiletken ve normal konumda bu bagintinin gegerli oldugu agiktir.

Stiperiletken konumda ¥ =vV1 —12,A =0 olup B = curl A odzdes olarak sifirdir ve
bagint1 saglanir. Normal konumda ise ¥ = 0,4 = Hx + ¢ olup bagitinin saglandig1 yine

goruliir.

[k olarak Virial teoremi yardimiyla tek boyutlu model i¢in elde ettigimiz sonuglart

ifade edelim.

Onerme 1 G,,;, enerji fonksiyonelinin minimum degeri olmak iizere
Lr1
Gin = j [—Ell}4 +(4)2-24A H] dx
0

olarak elde edilir.

Ispat (4) ile verilen YSGL sistemindeki

"

— = A+ + T - Dy

x| =

denklemi 1 ile garpilip integrali alinmak suretiyle
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A
0 k?

L
dx = f (A% + % + 12 — 1)y2dx
0

elde edilir. Esitligin sol tarafindaki integral igin kismi integrasyon smir degerleri

yardimiyla uygulanirsa

VLI AN L
ﬁo_fo <7> dx:fo (A% +? + 12 — Dyp2dx
L 1/)’ 2 L
j;) (7> + A%? | dx =J(-) [(1 —12)yY? — P*]dx @)

elde edilir. GL minimizer (7) denklemini saglar. (7) esitligi G (1, A) enerji fonksiyonelinde

yerine yazilirsa, minimum enetjinin
’ 1 , ,
Goin = | [@ = 1w+ g0t + (= =gt + (47 - 241 ax
0
ra
= f [_§¢4 +(A)? —24'H|dx
0

oldugu elde edilir. m

Onerme 2 Verilen 7 igin (), A) SGL sisteminin ¢6ziimii olmak iizere

1t ,
—] [(A)? —2A H]dx <0
LO

esitsizligi saglanir.

Ispat Virial teoreminden

H (" VA ,
IJOAdx=ﬁf0 [<?> + A%P? 4+ 2(4)?

yazabiliriz. Buradan

dx
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’

Lw)z ,
A)?dx — — | + A% +2(4)3
f()x“(k + 222+ 204)
¥

"\ 2
(7) + Azll)z + (A )2

1 2
Lfo[(A) _24'H]d

1 L
=_Zf0

i

<0

elde edilir. m

Sonug 1 g, uygulanan alan etkisi toplam enerji, g,,o ise uygulanan alanin olmadigi

normal durumdaki enerji olmak iizere denge konumunda

Gmin = 9sh — Gno <0

dir.
Sonug 2 Virial teoreminden
Lo / 14
f [(A)? — 24 H]dx = —f <?> + A%P? + (4)?
0
=>f (A" — H)?dx = H?L f [ +A21/12 +(A)? >0
oldugundan
L lp' 2
f [<7> + A2Y? + (A)?|dx < H?L
0
dir.

Sonug¢ 3 Sonug 2’den

L l/)' 2
f [<?> + A%Y? + (A)?|dx < H%L
0

oldugundan
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Ll/)'2 L l/)lz )
osfo (T) dxsfo [(7) + (4)?

L
dx < H?L —f A%Y? dx < H?L
0

olup
L
0< f (A)%dx < H’L = ||A'|l, <HVL
0

elde edilir.

Sonuc 4 (4) ile verilen YSGL sistemindeki

I

A" = Ay?

denkleminin integrali alinmak suretiyle

X . X
.fA dxzf AY?dx
0 0

A (x) = A(0) + f xAl/Jde
0

elde edilir. YSGL i¢in 4,1 > 0 oldugunu ve Onerme 4’den A(0) > 0 oldugunu biliyoruz.
Dolayistyla A (x) = 0 elde edilir.

Buraya kadar Virial teoremi yardimiyla elde edilen teorik sonuglar1 verdik. Asagida
simetrik ¢oziimlerin varligi ve sayisi icin Kwong(1995), Aftalion ve Troy(1999) tarafindan
incelenen sicaklik parametresini igermeyen SGL sistemi i¢in elde edilen sonuglar sicaklik

parametresinin korundugu sicaklik bagimli SGL sistem i¢in genisletelim.

Teorem 3 (Sturm Karsilastirma Teoremi)

y(x) ve Y(x) fonksiyonlari sirastyla

y =q@y, Y =Q®Y, x€(cd)

ikinci mertebeden diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri ve
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1

y'(© _Y©

y() 7 Y(o)

q(x) < Q(x),q(x) # Q(x),
olsun. Bu takdirde

y'(d) - Y'(d)
y(d) ~ Y(d)

dir. Sonug olarak (c¢,d) araliginda y, Y den daha hizli salinim yapar(dolayisiyla asagiya
dogru daha hizl1 egilir). Ustelik eger

y(©) <Y(0)
ise

y(d) < Y(d) vey' (d) <Y (d)
dir.

Onerme 3 Sabit x ve 7t igin YSGL probleminde elde edilen
U, O a, B), . (x; a, B), A, (x; , B) ve A, (x; a, B) degerler pozitif ve sonlu oldugu siirece

a ve ’ya gore kesin artandir.

Ispat a<a f <f oldugunu kabul edelim. Kolaylk  agisindan
V=Y. (a ), =9, (xaB) ve A =A(xap)A =A(x;ap) olarak

gosterilsin.

Bu takdirde x >0 ve x sifira yeteri kadar yakin ise ¢oziim bilesenlerinin

stirekliliginden
e <t Ve A, <A 8)

dir. Eger bu esitsizlik tiim x’ler i¢in dogru ise ispat tamamlanmis olur. Aksine bir d < L
oldugunu kabul edelim dyle ki tiim x € (0, d) igin (8) saglansin fakat ¥, (d) = ¥, (d) veya
A.(d) = A.(d) olsun.
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(0, d) araliginda (4) denklemlerinin sag taraflar igin 1, ve A, nin katsayilar1 y, ve
A, ’nin katsayilarindan daha kiigiiktiir. Sturm karsilastirma teoremine gore 1, Ve A,, 1, ve
A,’ye gore daha hizli salinim yapar. Dolayisiyla . (d) < ,(d) ve A,(d) < A4,(d) dir.

Yani varsayim yanlistir. m

Onerme 4 Herhangi 7 € [0,1] ve B(7) € (0,\/1 — Tz) i¢in tek bir @ = a(f,7) > 0
vardir dyle ki (1, (x; a(B), B), A, (x; a(B), B)) cifti SGL smur deger probleminin tek bir

¢Ozimiudiir.

Ispat Onerme 3’e gore Y, (x; a, B),A,(x; a, B) fonksiyonlar1 a,[’ya gore kesin
artan oldugundan ¢oziimiin tekligi énerme 3’in bir sonucudur. Varlik ise bir egik atis

arglimani ile gosterilebilir.

a = 0 segilirse Y, (x; 0, 8) fonksiyonu x’in azalan bir fonksiyonudur. Boylece

fonksiyonu L ye ulasmadan Gnce x eksenini keser veya 1. (L; 0, 8) < 0 olur.

Eger a yeteri kadar biiyiik secilirse 1, (x; a, 8)’ya baslangicta sonlu bir noktada
biiyiik bir sigrama yapacak ya da 1, (L; a, 8) > 0 olacaktir.

Bu takdirde siireklilikten dolay1 . (L; a, B) = 0 saglanacak sekilde bir a degeri

vardir.

Ayrica a > 0 olmasi gerektigi de kolayca gosterilebilir: Aksine verilen T ve £ i¢in
a(B,7) <0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda x =0 noktasinin kiigiik bir
komsulugunda siireklilikten dolayt A(x) <0 ve (4) denkleminden A" <0 dir. Bu
durumda pozitif bir H i¢in H = A (L) saglanmast i¢in belirli bir x noktasindan sonra A’nin
artmaya baglamasi gerekir. A’nin azalan oldugu en genis alt araligi [0,x*],x* <L ile
gosterelim. Bu aralikta A < 0,4 <0 ve (4)’den A" <0 dir. Bu durumda x* yerel

minimum nokta olmalidir. Buise 4" (x*) < 0 olmast ile celisir. m
Onerme 5 Onerme 4’de belirtilen a(5,): B; — a, siirekli azalan bir fonksiyondur.

Ispat Monotonluk Onerme 3’iin bir sonucudur. Siireklilik igin fonksiyonunun

goriintli  kiimesinin sonlu bir aralik iizerinde oldugunu gostermek yeterlidir. Bunu
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gOstermek i¢in gorlintii kiimesinden iki tane a; = a(B;) < @y = a(B,) elemanm ve
a; < ap < a, elemanm alalm. a(B,) = a, bagintisin1 saglayan bir S,"mn var oldugunu

gostermeliyiz.

Onerme 3’den

W, (L; Br, ag) > ¥, (L; Br, ar)
W, (L; B, ag) <, (L; Ba, 1)

dir. Boylece bir B, ara degeri vardir dyle ki ¢ (L; By, ap) = 0 saglanir. m

Yukarida verdigimiz oOnermelerin dogrulugu k = 0.5,L = 0.5,7 = 0 parametre
degerleri i¢in asagida Tablo 1 ve Sekil 3°de gosterilmistir. Tablo 1’e bakildiginda segilen
her B degeri i¢in bir a degeri elde edildigi ve a degerlerinin f’nin azalan fonksiyonu
oldugu gorilmektedir. Ayrica a = a(f) azalan fonksiyonunun grafigi Sekil 3’de

gosterilmistir.

Tablo 1.k = 0.5, =0,L = 0.5 igin @ = a () degerleri

B a
0.100000 3.453130
0.200000 3.398930
0.300000 3.306135
0.400000 3.172093
0.500000 2.992002
0.600000 2.757820
0.700000 2.455429
0.800000 2.056724
0.900000 1.488989
1.000000 0.005000

15

05

0" - - - -
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
p

Sekil 3. k = 0.2,L = 1 i¢in a(B): f — a fonksiyonu
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2.2.3. Sicakhik Bagimh SGL Sistem Icin Simetrik Céziimlerin Sayisi

Bu béliimde sicaklik bagimli SGL sistemin asikar olmayan simetrik ¢éziimlerinin
sayisint L,k ve T parametrelerine bagl olarak belirliyoruz. Bunun i¢in h(f, t) dallanma

egrisinin yatay ekseni kag¢ noktada kestigini belirlemeye ¢alisacagiz.

Eger B — h diizleminde ¢izilen h(f,t) egrileri igin B cksenine paralel ¢izilen
dogrular dallanma egrisini tek bir noktada kesiyorsa SGL sisteminin asikar ¢oziimlerden
baska bir ¢0zliimii, iki noktada kesiyorsa iki ¢Ozlimii ve ili¢ noktada kesiyorsa {i¢

¢Oziimiiniin oldugunu biliyoruz.

Sinir deger probleminin dallanma egrisi pozitif h ekseni ve

B~ a(B,)~ h(B,1) =4 LaB),p)

bileske fonksiyonunun birlesimidir. SGL sistemi i¢in h(fS,t) igin i¢ farkli davranig
gozlemlemekteyiz. T = 0 degerine karsilik gelen ve sicaklik bagimsiz SGL sisteminin
dallanma egrileri (L, k) ¢iftleri i¢in Aftalion ve Troy(1999) tarafindan elde edilmistir.
Calistigimiz sicaklik bagimli SGL sistemi i¢in bahsedilen ¢alismay1r (L, k, ) tgliilerine
genellestiriyoruz. Ayrica Aftalion ve Troy(1999)’da incelenmeyen bir problem olarak

¢oziimlerin baglangic degerlerinin pertiirbasyonuna gore kararliligini inceliyoruz.

Yukarida bahsedilen tek ¢oziim, iki ¢6ziim ve ii¢ ¢oziim bolgelerine ait tipik

dallanma egrileri sirasiyla Sekil 4, Sekil 5 ve Sekil 6’da gosterilmektedir.

Sekil 4’te (L,k,7) = (0.5,0.4,0) iglisi icin I. tip bir siiperiletkene ait dallanma
egrisi goriilmektedir. Burada h,(7) = limg_h(B,7)’dir. Bu dallanma egrisine sahip
sistemin tek bir ¢oziime sahip oldugu aciktir. Sekil 4’te goriilen ve hg(0) ile gosterilen
dallanma egrisinin maksimum degeri daha ¢ok H. notasyonu ile gosterilen kritik manyetik

alan siddetine karsilik gelmektedir.

Sekil 5’te (L, x, t) = (3,0.3,0) gliisii i¢in I. tip bir siiperiletkene ait dallanma egrisi
goriilmektedir. Bu dallanma egrisine sahip sistemin iki ¢6ziime sahip oldugu aciktir. Sekil
5°te goriilen ve h ile gosterilen dallanma egrisinin maksimum degeri H, kritik manyetik

alan siddetine karsilik gelmektedir.
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0 0.2 04 06 08 1
p
Sekil 4. k = 0.4, L = 0.5 i¢in h(B, 0) egrisi

15¢

=3

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

B
Sekil 5. k = 0.3, L = 3 i¢in h(f, 0)egrisi

1p : : : —h— .
h(0) o
0.8 ﬁ 0.8
0.6 |- 0.6 F
<
0.4r 0.4+
0.2~ 0.2
o) r r r r E O &
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.5 1
@ P (b)

Sekil 6. (a) k = 0.9, L = 3 igin h(B, 0) egrisi (b) Uygulan manyetik alan(yatay
eksen) siddetinin artan degerleri i¢in Y,,,,, egrisi
Sekil 6 (a)’da (L,x,t) = (3,0.9,0) tgliisii igin ikinci tip bir siiperiletkene ait
dallanma egrisi goriilmektedir. Bu dallanma egrisine sahip sistemin iki ¢éziime sahip

oldugu aciktir. Sekil 6 (a)’da h ile gosterilen dallanma egrisinin maksimum degeri daha
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cok H., notasyonu ile gosterilen iist kritik manyetik alan siddetine h ile gosterilen
dallanma egrisinin yerel minimum degeri daha ¢ok H.; notasyonu ile gosterilen alt kritik
manyetik alan siddetine karsilik gelmektedir. Sekil 6 (b)’den de dallanma egrisinden elde
edilen degerlerin simiilasyon sonucunda elde edilen degerlerle uyumlu oldugu

gorilmektedir.

Tipik sonuclarin sunuldugu Sekil 4, Sekil 5 ve Sekil 6’ya gore asagidaki sonuglar
ifade edilebilir:

e Sekil 4’e gore B € (0,1) i¢in h(B,7), B nin azalan bir fonksiyonudur ve
0 < H < hy(7t) ise sistemin bir tek simetrik ¢6ziimi vardir. H = hg(t) ise
sistemin simetrik ¢6ziimii yoktur.

e Sekil 5’%¢ gore f € (0,1) igin h(B,7), maksimum deger h (ki burada h =
1.1)’e kadar artan, daha sonra azalan bir fonksiyondur. H < hg(t)ise tek
simetrik ¢oziim, hy(t) < H < h ise iki simetrik ¢6ziim vardir ve H > h ise
simetrik ¢6ziim yoktur.

e Sekil 6’ya gore B € (0,1) i¢in h(f, T), yerel minimum deger h ye kadar artan,

yerel maksimum h ye kadar azalan ve daha sonra artan bir fonksiyondur.
H < h ise tek simetrik ¢dziim, h < H < hg(7) ise Ui¢ simetrik ¢oziim, hy(7) <

H < hise iki simetrik ¢6ziim vardir ve H > h ise ¢dziim yoktur.

Goriildugi gibi k ve L’nin farkli degerleri i¢in sistemin asikar ¢oziimiinden bagka,
bir, iki veya li¢ ¢6ziimii olabilmektedir. Bu ¢6ziim davramglarii (L, k) diizleminde
gosterebiliriz. (L, k) diizleminde tek ¢6ziimiin oldugu noktalar kiimesini S;, iki ¢dzliimiin
oldugu noktalar kiimesini S, ii¢ ¢6ziimiin oldugu noktalar kiimesini ise S3 bolgesi olarak

gosterelim. T = 0 i¢in bu ¢6zlim noktalarin1 gosteren bolgeler Sekil 7°de gosterilmistir.

(L, k) diizlemini S;,S;,S3 seklinde {i¢ bolgeye bdlen ve Sekil 7’de gosterilen
k1 (L), Ky (L), k3 (L) siirekli fonksiyonu vardir. Bu ii¢ fonksiyonun kesistigi tek bir (x*, L*)

noktasi vardir. Sekil 7°ye gore asagidakileri sonuglari ifade edebiliriz.
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1~
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0.4
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0*- r r r r
0 11.16 2 3 4 5
L

Sekil 7. T = 0 i¢in Sy, S, S3 bolgeleri

Bulgular I:

» L'=19,k (L") =Ky (L") = k3(L*) = 0.95 = k*

» limyq46 K1(L) = 0,lim; L ko (L) = 0.7 = k3, lim; o, k3(L) = +©

» k(L) fonksiyonu [k] = 1.16,L*] araliginda tanimlidir ve monoton artan bir
fonksiyondur.

» Ky(L) fonksiyonu [L*,) araliginda tanimlidir ve monoton azalan bir
fonksiyondur.

» k3(L) fonksiyonu [L*,00) araliginda tanimlidir ve monoton artan bir
fonksiyondur.

= S, bolgesinde alinan (k, L) noktalari igin h(B, T) egrileri Sekil 4’teki gibidir ve
bir tek simetrik ¢6ziim vardir.

= S, bolgesinde alinan (k, L) noktalari i¢in h(f, T) egrileri Sekil 5’teki gibidir ve
iki simetrik ¢oziim vardir.

= S5 bolgesinde alinan (k, L) noktalart i¢in h(B,t) egrileri 6’daki gibidir ve t¢

simetrik ¢oziim vardir.

Simdi 7 =0 i¢in elde edilen bu sonuglarin T # 0 durumunda nasil degistigini
inceleyelim. Sekil 8 (a)’da T = 0.2, (b)’de T = 0.4 (¢)’de T = 0.6 ve (d)’de T = 0.8 i¢in
S1,5,,8;3 ¢oziim bolgeleri ve (L, k*) noktasinin davranisi gosterilmistir. T = 0 i¢in elde

edilen sonuglar 7’nun artan degerleri i¢in incelendiginde asagidaki bulgular elde edilmistir.
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1.4

1.2

0.8

0.6

0.4 -

0.2 -

1.4

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

0 4 5

Sekil 8. (@) t=0.2 (b) =04 (c) t=0.6 (d) 7= 0.8 i¢in ¢dziim sayilarin
gosteren bolgeler(kesikli ¢izgiler T = 0 i¢in ¢oziim bolgeleri)

Bulgular 11

= L*(7), T’nun artan fonksiyonu, k™ ise 7’dan bagimsizdir.
li_r)rll L = 5,1i_r)r11 k* = 0.95
» lim,q k] = 4.5,lim,_,; k; = 0.95
» (L, ) fonksiyonu [1.2 + 7, L* + 7] araliginda tanimli ve monoton artandir.
*»  K,(L, ) fonksiyonu [L* + T, ) araliginda tanimli ve monoton azalandir.
= k3(L,7) fonksiyonu [[L* + 7, ) | araliginda tanimli ve monoton artandir.

* A, ile §; bolgesinin, Ag, ile S, bolgesinin ve Ag, ile S3 bolgesinin alanini

1
gostermek lizere Ag, (7) artan, Ag, (1) ve Ag, (1) ise birer azalan fonksiyondur,
Sayisal olarak sonuglar Tablo 2°de gosterilmistir. T sicaklik degeri arttikca
asagida Sekil 8’de de gosterildigi gibi S, bolgesi S;’e, S3 bolgesi ise hem S;’e
hem de S,’ye dogru azalmaktadir. Bu bolgeler arasindaki gegisler Sekil 9,
Sekil 10 ve Sekil 11°de bazi parametre degerleri i¢in gosterilmistir.

= Baslangic degerlerine gore c¢oOziimlerin kararlilifi incelendiginde S

bolgesindeki tek ¢oziimiin kararli ¢6ziim oldugu, S, bolgesindeki ¢oziimlerden

birinin kararli, digerinin kararsiz oldugu ve S3 bdlgesindeki ii¢ ¢oziimden biri
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kararsiz, diger ikisinin kararli oldugu goriilmektedir. Kararlilikla ilgili detayli

sonuclar Kesim 3’de verilmektedir.

Tablo 2. Artan sicaklik degerleri i¢in Sy, S,, S3 bolgeleri i¢in alanlar

Ag, Ag, Ag,
7=0 2.17 2.63 2.20
7=0.2 2.22 2.62 2.16
1T=04 2.56 2.47 1.97
7=0.6 3.22 2.23 1.52
7=0.8 3.88 1.80 1.32

Ayrica asagidaki sekillerde(Sekil 9, Sekil 10 ve Sekil 11) farkli k¥ ve L degerleri
icin artan sicaklik degerlerine karsilik bolgeler arasindaki gegisler i¢in h(8,t) dallanma
egrilerinin grafikleri verilmistir. Sekil 9’da S, bolgesinden segilen k¥ = 0.9,L = 2
parametre degerleri i¢in S, bolgesinen S; bolgesine gecis T = 0,0.2,0.4,0.6,0.8 sicaklik
degerleri icin gosterilmistir. Benzer sekilde ayni sicaklik degerleri i¢in Sekil 10°da S3
bolgesinden segilen k = 1.2, L = 2.5 i¢in S3 bolgesinen S; bolgesine gegis ve Sekil 11°de

S3 bolgesinden secilen k = 0.9, L = 3 i¢in S3 bolgesinen S, bolgesine gecis gosterilmistir.

14

1.2

1

08F

0.6

0.4

0.2

0 r r
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

p
Sekil 9. Artan sicaklik degerleri i¢in iki ¢oziimlii bolgeden(S,) tek

¢oziimli bolgeye(S;) gecis (k = 0.5,L = 2)
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Sekil 10. Artan sicaklik degerleri i¢in {i¢ ¢oziimlii bolgeden(S3)
tek ¢oztimlii bolgeye(S;) gecis (k = 1.2, L = 2.5)

1

=0 1=0.2 1=0.4 1=0.6 =rrereeren 1=0.8 ’

09
08}
07H
0.6 - — S O
T 05F
0.4 Frunessesssrmsmnsnssssssssssssss st .
03F '
02

01r

0 r r ] r
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

]
Sekil 11. Artan sicaklik degerleri i¢in iki ¢6ziimli bolgeden(S,) iki
¢oziimli bolgeye(S,) gegis (xk = 0.9,L = 3)

Simdi 7 =0 i¢in Sekil 12°de tek ¢o6ziim, iki ¢oziim ve {li¢ ¢Oziimiin oldugu
bolgelerde alinan noktalar i¢in ¢oziimlerin karakterlerini inceleyelim. Burada baslangic
deger pertiirbasyonuna gore ¢ozlimlerin kararlilik durumlart incelenmistir. Bu ¢oziimleri

elde edebilmek i¢in ti¢ farkli yontem kullanilmastir.
(Y1) Egik atig yontemiyle SGL sistemi ¢oziillmistiir.
(Y2) MATLAB de “odel5s” ile TTDGL sistemi gézﬁlmﬁstﬁr.l

(Y3) Enerji fonksiyoneli

1 281169 nolu arastirma lisansi ile yapilmustir.
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L 1 2
f (A2+§1/)2—1)1/)2+<¢7) + (4 — H)?|dx
—L
L 2 N
:f (Ap)? + i(z/)z—l) +<¢—> + (A — H)?|dx
J) V2 K

seklinde yeniden yazilarak enerji fonksiyonelinin kendisi igcin MATLAB’de nonlinear least

square(lsgnonlin) ile minimizasyon yapilarak ¢oziimler elde edilmistir.

041 *(3,0.4)
021 (1,02 %% (1202 (3.6,0.2)
0 £ £ r e L
0 1 2 3 4 5
L

Sekil 12. T = 0 i¢in ¢oziim bolgeleri ve bu bolgelerde alinan noktalar

2.2.4. Sicaklik Bagimh SGL Sisteminin Coziimlerinin Kararhhg:

2.2.4.1. Tek Coziim Bolgesi ve Kararhihk

Bu boliimde Sekil 12 ‘de S; ile belirtilen tek ¢oziim bolgesine ait ¢oziimiin

baslangi¢ deger fonksiyonunun pertiirbasyonuna gore kararliligi incelenmistir.

Bulgu: S; bolgesinin herhangi (L, k) parametre ¢iftine karsilik gelen ¢oziim igin
enerji global minimumdur ve bu ¢6ziim baslangic deger fonksiyonlariin pertiirbasyonuna

gore kararlidir.

Asagida, yukarida bahsedilen ii¢ yontemin de bu kararli ¢6zlime yakinsadigi

gosterilmistir. 7 =0 igin Sekil 12°de gosterilen tek ¢oziimiin oldugu bolgedeki
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(1,0.2),(1.1,0.8),(0.2,1.2),(2,1.2) parametre ciftleri i¢in dallanma egrileri ve ¢oziim
egrileri asagidaki gibi olmaktadir.

02 04 06 08 1
p
Sekil 13. k = 0.2, L = 1 i¢in dallanma egrisi

1
0.4+
.G ke ]
03+
0.96 - (Y1) ]
(Y2) 02+
0941 | o (Y3) ]
0.92 ¢ +  01r
0.9 0 -
-1 0 1 -1 0 1
@) (b)

Sekil 14. k =0.2,H = 0.44,L = 1 icin ii¢ farkli yontemle elde edilen (a)
stiperelektron yogunlugu (b) niifuz eden manyetik alan egrileri

0.3}
0-9¢ 1 02¢ ﬁ
0.85 I

0.8 0 ' - ' ;
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
Sekil 15. k = 0.2, H = 0.44, L = 1 ¢6ziimiin kararlilig1

Sekil 13’te S; bolgesinde alinan (k,L) = (1,0.2) parametre ¢ifti i¢in elde edilen
dallanma egrisi gosterilmistir. Sekil lizerinde ¢izilen yatay dogrular dallanma egrisini tek

noktada kestigi i¢in tek ¢6ziimiin var oldugu goriilmektedir.
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Sekil 14°te k = 0.2, H = 0.44,L = 1 parametre degerleri i¢in (Y1), (Y2) ve (Y3)
yontemleriyle elde edilen ¢oziimlere ait siiperelektron yogunlugu(a) ve niifuz eden
manyetik alan(b) egrileri verilmistir. Sekil 14 (a) ve (b)’de (Y1),(Y2),(Y3) yontemleriyle

elde edilen ¢ozlimlerin ayn1 denge ¢oziime yakinsadigi goriilmektedir.

Cozimlerin  kararhgr igin Y(x,0) ve A(x,0) baslangic fonksiyonlariin
pertiirbasyonuna gére ¢oziim egrilerinin davranisi incelenmistir.  Sekil 15°te ¥ (x,0) =
1,A(x,0) = 0 baslangic degerleri veya bu degerler komsulugundaki baslangic degerleri
icin elde edilen tipik bir sonugtur. Diger bir deyimle siiperiletken konumu temsil eden
baslangi¢ degerlerin pertiirbasyonu ile elde edilen her ¢6ziim Sekil 15°te belirtilen denge
¢oziime yakinsamaktadir. Ayrica siiperiletkenin normal halini temsil eden (x,0) =
0,A(x,0) = hx baslangi¢ degerleri veya bu baslangi¢ degerlerin pertiirbasyonu ile elde

edilen her ¢oziim Sekil 15 de belirtilen denge ¢oziime yakinsamaktadir.

Benzer sonuglar S; bolgesinde alman (L,k) = (1.1,0.8), (L, k) = (0.2,1.2),
(L, k) = (2,1.2) parametre ¢iftleri i¢in de elde edilmistir. Bu parametre ciftleri igin elde
edilen dallanma egrileri (Sekil 16 - Sekil 24) gosterilmistir.

1.5

0.5

02 04 06 08 1
p
Sekil 16. k = 0.8, L = 1.1 i¢in dallanma egrisi

0.95 -

085

.......... v3) 0.4+

0.8

(a) (b)
Sekil 17. k =0.8,H = 0.9,L = 1.1 i¢in ii¢ farkli yontemle elde edilen

(a) stiperelektron yogunlugu (b) niifuz eden manyetik alan
egrileri
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@ o
Sekil 18. k = 0.8, H = 0.9, L = 1.1 i¢in ¢6zlimiin kararlilig1
Sekil 16 — Sekil 18°de S; bolgesinde alinan (L, k) = (1.1,0.8) parametre ¢ifti igin
dallanma egrisi(Sekil 16) ve bu Dbolgedeki ¢oziimiin baslangic degerlerinin

pertiirbasyonuna gore kararliligini gosteren sonuglar grafiksel olarak sunulmustur.(Sekil

17, Sekil 18)

0.2 0.4 0.6 0.8 1
p
Sekil 19. k = 1.2, L = 0.2 i¢in dallanma egrisi
1F
(Y1) 4
0.95} (Y2)
---------- (YS) 3-95 L
09:
0.85 39r
0.8~ : - - 3.85
02 01 0 01 02 02 01 0 01 02

(a) (b)
Sekil 20. k = 1.2,H = 4,L = 0.2 i¢in ii¢ farkli yontemle elde edilen (a)
siiperelektron yogunlugu (b) niifuz eden manyetik alan egrileri
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1 4
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Sekil 21. k = 1.2, H = 4,L = 0.2 i¢in ¢6ziimiin kararlilig1

Sekil 19 - Sekil 21°de S; bolgesinde alinan (L, k) = (0.2,1.2) parametre ¢ifti i¢in
dallanma egrisi(Sekil 19) ve bu Dbolgedeki ¢oziimiin baslangic degerlerinin

pertiitbasyonuna gore kararliligini gosteren sonuglar grafiksel olarak sunulmustur.(Sekil

20, Sekil 21)

0.5

02 04 06 08 1
p
Sekil 22. k = 1.2, L = 2 i¢in dallanma egrisi

@) (b)
Sekil 23. k =1.2,H =4,L = 0.2 i¢in ii¢ farkli yontemle elde edilen (a)
stiperelektron yogunlugu (b) niifuz eden manyetik alan egrileri
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@) (b)
Sekil 24. k = 1.2,H = 1, L = 2 igin ¢6ziimiin kararlilig

Sekil 22 - Sekil 24°te ise S; bolgesinde alinan (L, k) = (2,1.2) parametre ¢ifti i¢in
dallanma egrisi(Sekil 22) ve bu Dbolgedeki ¢oziimiin baslangic degerlerinin

pertiitbasyonuna gore kararliligini gosteren sonuglar grafiksel olarak sunulmustur.(Sekil

23, Sekil 24)

Ozetle S; bolgesindeki parametre degerleri i¢in baslangic degerden bagimsiz olarak

tek bir denge ¢oziim elde edilmektedir.
2.2.4.2. ki Coziim Bélgesi ve Kararhlik

Bu boliimde Sekil 12°de S, ile belirtilen iki ¢6ziim boélgesine ait ¢oziimiin baslangig

deger fonksiyonunun pertiirbasyonuna gore kararlilig1 incelenmistir.

Bulgu: S, bolgesinin herhangi (L, k) parametre giftine karsilik elde edilen iki
¢oziimden global minimum enerjiye karsilik gelen ¢oziim kararli ¢6ziim, diger ¢oziim ise

kararsi1z ¢oziimdyir.

Asagida yukarida bahsedilen ii¢ yontemin(Y1,Y2,Y3) de kararli ¢6ziime
yakinsadigr gosterilmistir. 7 =0 i¢in Sekil 12°de gosterilen S, bolgesinde alinan
(1.2,0.2),(3.6,0.2),(3,0.8), (4,0.6) parametre ciftleri i¢in dallanma egrileri ve ¢oziim
egrileri asagidaki gibi olmaktadir.
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02 04 06 08 1
p
Sekil 25. k = 0.2, L = 1.2 i¢in dallanma egrisi

0.8 14

0.6 13F I: G=0.0012

0.4} (Y1) 121 \
(Y2) \ II: G=-0.0034/
02 I B (Y3) 11 L \\\?\ \\\\\\\\\\\
| —
- - e - - 1 - - e - -
1 05 0 05 1 1 05 0 05 1

Sekil 26. k = 0.2, H = 1.34,L = 1.2 i¢in ii¢ farkl1 yontemle elde edilen (a)
stiperelektron yogunlugu (b) niifuz eden manyetik alan grafikleri

@ o
Sekil 27. k = 0.2, H = 1.34, L = 1.2 i¢in ¢6ziimlerin kararlilig

Sekil 25’te S, bolgesinde alinan (x, L) = (1.2,0.2) parametre ¢ifti i¢in iki ¢oziimiin
var oldugu gosterilmektedir. Sekil 25°te ¢izilen yatay dogrunun dallanma egrisini iki
noktada kestigi goriilmektedir. Bu durumda iki farkli simetrik ¢6ziim s6z konusudur. Bu
cozlimlerden biri siiperiletken konuma yakin ¢oziim, digeri ise normal konuma yakin

¢Ozimdiir.
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Sekil 26°da k = 0.2, H = 1.34, L = 1.2 parametre degerleri i¢in (Y1), (Y2) ve (Y3)
yontemleriyle elde edilen ¢oziimlere ait siiperelektron yogunlugu(a) ve niifuz eden

manyetik alan(b) egrileri verilmistir.

Sekil 27°de siiperiletken konuma yakin ¢oziimiin(¢oziim_siiper) kararli, normal
konuma yakin ¢oziimiin(¢6ziim_normal) ise kararsiz ¢oziim oldugu goriilmektedir. Burada
¢Ozlim_siiper’in daha diisiik GL enerji degerine sahip oldugu goriilmektedir. Coziimlerin
kararlilig1 incelenirken ¢oziim siiper’in komsulugunda alinan baslangi¢ degerleri igin
denge ¢6ziimiin ¢oziim_ siiper’e yakinsadigl, ¢6ziim normal’e yakin komsulukta alinan

baglangic degerleri icin denge ¢ozliimiin ¢6zim_normal’den uzaklastigi goriillmektedir.

Sekil 26 (a) ve (b)’de her ti¢ yontemle(Y 1,Y2,Y3) elde edilen ¢ozlimlerin baslangig

deger pertiirbasyonuna gore kararli olan ¢6zlime yakinsadig1 goriilmektedir.

Benzer gozlemler S, bolgesinde alinan (3.6,0.2), (3,0.8), (4,0.6), (L, k) parametre
ciftleri i¢in de elde edilmistir. Bunlara ait grafiksel veriler asagidaki sekillerde(Sekil 28-
Sekil 36) gosterilmistir.

0 - . - - "
02 04 06 08 1
p
Sekil 28. k = 0.2, L = 3.6 i¢in dallanma egrisi
1 s : e F
I: G=-1.0203 06k
0.8 i i
(Y1)
. 1 o04r
0.6 v2)
---------- (Yg)
04 02k
o2k I G=0.1162
L i . . L 0 i 2 i
4 2 0 2 4 4 2 0 2 4

(a (b)
Sekil 29. k = 0.2, H = 1.34, L = 3.6 igin ii¢ farkli yontemle elde edilen

(a) stiperelektron yogunlugu (b) niifuz eden manyetik alan
grafikleri



35

0.8

06

0.4

0.2

Y

(@) (b)
Sekil 30. k = 0.2, H = 1.34, L = 3.6 igin ¢oziimlerin kararlilig1

Sekil 28 — Sekil 30°da S, bolgesinde alinan (L, k) = (0.2,3.6) parametre ¢ifti igin
dallanma egrisi(Sekil 28) ve bu bolgedeki ¢oziimiin baslangic degerlerinin

pertiirbasyonuna gore kararliligin1 gosteren sonuclar grafiksel olarak sunulmustur.(Sekil

29, Sekil 30)

02 04 06 08 1
p
Sekil 31. k = 0.8, L = 3 i¢in dallanma egrisi

0.8} 0.8 A

Il: G=0.1125

0.6 - 0.6 \

0.4r

0.4r

0.2r 0.2}

I 667.6/536
0 - - - 0 - . .
-2 0 2 -2 0 2
Sekil 32. k = 0.8,H = 0.9,L = 3 i¢in li¢ farkli yontemle elde edilen (a)
siiperelektron yogunlugu (b) niifuz eden manyetik alan egrileri
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0.8 %

0.6

0.4

0.2

0

Sekil 33. k = 0.8, H = 0.9, L = 3 igin ¢dziimlerin kararhlig1

Sekil 31 — Sekil 33’te S, bolgesinde alinan (L, k) = (3.6,0.8) parametre ¢ifti igin
dallanma egrisi(Sekil 31) ve bu bolgedeki ¢oziimiin baslangic degerlerinin

pertiirbasyonuna gore kararliligini gosteren sonuglar grafiksel olarak sunulmustur.(Sekil

32, Sekil 33)

0 " - " - "
02 04 06 08 1
p
Sekil 34. k = 0.6, L = 4 i¢in dallanma egrisi
1
|
08+
0.6 - Il
0.4 ¢
Ve (Y1)
0.2Ff (Y2)
---------- (Y3)
0 L
-4 2 0 2 4

(@) (b)
Sekil 35. k = 0.6, H = 0.82,L = 4 i¢in ii¢ farkli yontemle elde edilen (a)
stiperelektron yogunlugu (b) niifuz eden manyetik alan grafikleri
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4 2 o 2 a
(b)
Sekil 36. k = 0.6, H = 0.82, L = 4 i¢in ¢Oziimlerin kararlilig1

Sekil 34 — Sekil 36’da ise S, bolgesinde alinan (L, k) = (4,0.6) parametre cifti igin
dallanma egrisi(Sekil 34) ve bu bolgedeki ¢oziimiin baslangic degerlerinin

pertiirbasyonuna gore kararliligin1 gosteren sonuglar grafiksel olarak sunulmustur.(Sekil

35, Sekil 36)
2.2.4.3. U¢ Coziim Bolgesi ve Kararhlk

Bu boliimde Sekil 12°de S5 ile belirtilen ti¢ ¢oziim bolgesine ait ¢oziimiin baslangig

deger fonksiyonunun pertiirbasyonuna gore kararlilig1 incelenmistir.

Bulgu: Bu durumda minimum enerjiye(siiperiletken konum komsulugundaki
¢oztim) ve maksimum enerjiye(normal durum komsulugundaki ¢6ziim) karsilik gelen

¢oztimler kararli ¢ozlim, diger ¢oziim(ara durum) ise kararsiz ¢oziimdiir.

T=0 igin Sekil 12’de gosterilen {i¢ ¢O6ziimiin oldugu bolgede alinan
(3,0.9), (4.0,1) parametre giftleri igin dallanma egrileri ve ¢6ziim egrileri asagidaki gibi

olmaktadir.

02 04 06 08 1
B
Sekil 37. k = 0.9, L = 3 i¢in dallanma egrisi
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0.8+

0.6+

0.4+

0.2

-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Sekil 38. k = 0.9,H = 0.9, L = 3 igin ¢Oziimlerin kararlilig1 (2)
stiperelektron yogunlugu (b) niifuz eden manyetik alan

Sekil 37°de k = 0.9, L = 3 igin {i¢ ¢Oziimiin var oldugu gosterilmektedir. Sekilde
cizilen yatay dogru dallanma egrisini li¢ noktada kestigi goriilmektedir. Bu durumda {i¢
farkli simetrik ¢oziim s6z konusudur. Bu ¢oziimlerden biri siiperiletken konuma yakin

¢Oziim, digeri normal konuma yakin ¢6ziim ve tigilinciisii ise ara ¢oziimdiir.

Sekil 38’de siiperiletken konuma yakin ¢6ziim(¢oziim_siiper) ve normal konuma
yakin ¢oziim(¢o6ziim normal) kararli, ara ¢6ziim ise kararsiz ¢oziim(¢oziim_ara) oldugu

goriilmektedir. Ayrica
Enerji(gézijmsﬁper) < Enerji(¢oziim,,, ) < Enerji(¢6zim,rmar )

oldugunu goézlemliyoruz. Coziimlerin  kararliligi  incelenirken  ¢oziim_siiper’in
komsulugunda alinan baslangi¢ degerleri igin denge ¢Oziimiin ¢Oziim_siiper’e,
¢Oziim_normal’in komsulugunda alinan baslangic degerleri i¢in denge ¢Ozlimiin
¢ozlim_normal’e yakinsadigi goézlemlenirken, ¢6ziim ara’ya yakin komsulukta alinan

baslangi¢ degerleri i¢cin denge ¢6ziimiin ¢oziim_ara’dan uzaklastigi goriilmektedir.

02 04 06 08 1
p
Sekil 39. k = 1,L = 4 i¢in dallanma egrisi
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(b)
Sekil 40. k = 1,H = 0.8, L = 4 i¢in ¢ozlimlerin kararlilig

Sekil 39 ve Sekil 40°da benzer gozlemler k = 1, L = 4 i¢in elde edilmektedir.

Sekil 39’da k = 1,L = 4 i¢in {i¢ ¢6ziimiin var oldugu gosterilmektedir. Sekilde
cizilen yatay dogru dallanma egrisini ii¢ noktada kestigi goriilmektedir. Bu durumda ii¢
farkli simetrik ¢6ziim s6z konusudur. Bu ¢dziimlerden biri siiperiletken konuma yakin

¢Oziim, digeri normal konuma yakin ¢6ziim ve ti¢iinciisii ise ara ¢oziimdiir.

Sekil 40’da siiperiletken konuma yakin ¢6ziim(¢oziim_siiper) ve normal konuma
yakin ¢oziim(¢oziim normal) kararli, ara ¢ozlim ise kararsiz ¢oziim(¢c6ziim ara) oldugu

goriilmektedir. Ayrica
Enerji(gdzijmsﬁper) < Enerji(¢oziimy,, ) < Enerji(¢6zimy,,rmar )

oldugunu gozlemliyoruz. Coziimlerin  kararlilifi  incelenitken  ¢o6ziim_siiper’in
komsulugunda alman baglangic degerleri icin denge ¢Oziimiin ¢oziim_siiper’e,
¢Oziim normal’in komsulugunda alinan baslangic degerleri icin denge ¢Oziimiin
¢Ozliim normal’e yakinsadigi gozlemlenirken, ¢6ziim ara’ya yakin komsulukta alinan

baslangi¢ degerleri i¢in denge ¢0ziimiin ¢6ziim_ara’dan uzaklastig1 goriilmektedir.

Ozetle ii¢ ¢oziim bolgesine karsilik gelen (L, k) parametre ciftleri i¢in dallanma
egrilerinin yatay ekseni ii¢ farkli noktada kestigi goriilmektedir. Ayrica ¢oziim_siiper,
¢Oziim ara ve ¢Oziim normal adi verilen bu {i¢ ¢Oziimden ¢oziim siiper ve
¢ozlim_normal’in baslangic degerleri pertlirbasyonuna gore kararli, ¢6ziim ara’nin ise

kararsiz oldugu gézlemlenmektedir.
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2.2.5. YSGL Baslangic Deger Problemi Icin Asimptotik Analiz

Bu boliimde daha once ele aldigimiz

Y = k2(A% + i 42— DY

A" = AY?
Y(0) =B, (0) =0,4(0)=0,4(0)=a =0

SGL baslangi¢ deger problemi(SGLBDP) i¢in yaklasik analitik ¢6ziimleri elde ediyoruz.
Bunun ic¢in son zamanlarda literatiirde sik¢ca kullanilan Adomian ayrisim yOntemini
kullaniyoruz. Elde ettigimiz analitik yaklasimlar1 kullanarak verilen [ degerleri igin

¥ (0) = 0 sartin1 saglayan a degerini belirleyerek h = A’ (L)’yi hesaplayabiliyoruz.
2.2.5.1. YSGL Sistemi i¢cin Adomian Yéntemi ile Analitik Yaklasimlar

Adomian ayrisim yontemi lineer veya nonlineer diferansiyel denklemlerin yaklasik

analitik ¢6ziimiinii belirlemek i¢in son yillarda sik¢a kullanilan yontemlerden biridir.
F bir nonlineer diferansiyel operatdr ve g bilinen bir fonksiyon olmak iizere
Fly(x) = g(x) 9)

denklemini ele alalim. F(y) deki lineer terimleri L(y) + R(y), nonlineer terimleri N(y)
olarak ayrigtiralim. Burada L en yiliksek mertebeden ve kolayca tersi alinabilen lineer

operator, R ise geriye kalan lineer operatordiir. Bu yiizden (9) denklemi

Ly =g—Ry— Ny (10)
seklinde yazilabilir. (10) denkleminin her iki tarafina L™! ters operatérii uygulanirsa

L 'Ly=L"1g—L"'Ry— L 'Ny (12)
ve 6zdes olarak

y=0+L1g—L'Ry— LNy (12)
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" 2
denklemi elde edilir. Burada L® = 0 dir. Ornegin, L = dd? ise L™ cift katl integraldir ve

0 = y(0) + xy'(0) dir.

Adomian ayrisim yontemine gore, y ¢oziimi

y= ;)’n (13)

sonsuz seri toplami olarak alinir ve Ny nonlineer terimi bir analitik fonksiyon oldugu

varsayilirsa

Ny = A

olarak ayristirilir. Burada

1d" (O,
ATl = Ed}{n N ZA yl ,n = 0,1,2, T (15)
i=

seklinde hesaplanan y, y1, ..., ¥, fonksiyonlarinin Adomian polinomlaridir.

(14) ve (15) ifadeleri (12) denkleminde yerine yazilirsa

=0+ L1g—L1R Z —L7IN Z A
n=0 n=0 n=0

elde edilir. (16) serisindeki her bir terim

yo= @ +L1g
y, =L 'Ry, ; —L 4, 1, n>1 17)

olarak verilir.
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2.2.5.2. SGLBDP i¢in Yaklasik Analitik Céziimler

Bu boliimde yukarida ifade edilen SGLBDP’nin Adomian ayrisim yontemiyle
yaklasik analitik ¢6ztimleri elde edilmistir. Bunun i¢in SGLBDP sistemini x = XL
déniisiimii altinda ¥ = y;, ¢ = y,, A = y3, A" = y, olmak iizere asagidaki sekilde birinci

mertebeden lineer diferensiyel denklem sistemi olarak yeniden yazalim.

yi =

v, = K22 (yE +y5 + 72 = Dy
Y3 =Ya

Vs = L2ylys

y1(0) = B,y,(0) = 0,y3(0) = 0,y,(0) =«

Adomian ayrisim yontemine gore L = % vel™l = fox (*) dx olmak tizere

X

Y10 =y1(0),y10, = fJ’2,n—1dx
0

X

X
Y20 = ¥2(0),y2,, = —K*L? j Vino1 + K212 J A, dx
0 0
; (18)
y30 =¥3(0),y3, = j)’4,n—1dx
0

X

Yao = }’4(0);3’4,n = L* f B,dx
0

olarak yazilir. Burada A, ve B, ler sirasiyla F(yy,y3) = k2L*(y? + y2 + 12 — 1)y, ve
G(y;,y3) = I?y?y; nonlineer fonksiyonellerine karsilik elde edilen Adomian
polinomlaridir. Bu yaklasimlara gére n = 5 i¢in Y ve A i¢in yaklasik ¢oziimler agsagidaki
sekilde olmaktadir. Elde edilen 1) ve A fonksiyonlari i¢in literatiirle uyumlu olarak ’nin

cift ve A’nin ise tek fonksiyon oldugu goriilmektedir.
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Y(x; B, a,7)

=p +%,8k2(ﬁ2 + 12 —1)x?

1
+ ﬁ,BkZ(kZ(rZ —1)% + 4k?B%(z? — 1) + 3k2B* + 2a®)x*
veya C; = C;(a, B) olmak lizere

V(1) = C+ (G + C3(t2 — 1))x? + (C4 + C5(x% — 1) + Co(z? — 1?)x*

1 1
AQ; B, a,7) = ax + gaﬁ2x3 + ma[a’z(ﬁz +6k2(B? + 12— 1))x°

veya D; = D;(a, ) olmak tizere
A(x;7) = Dyx + Dyx® + (D3 + Dy(z2 — 1))x°

Simdi verilen k,f,t ve L i¢in 1/;' (1) = 0 sartin1 saglayan a degerini ve bu degerler
icin elde edilen H = A (1) degerini bulalim. k = 0.5, 8 = 0.8,L = 1 ve farkli 7 parametre
degerleri i¢in sayisal ve asimptotik olarak elde edilen sonuglar asagida verilmistir.
Asimptotik degerler n = 5 igin elde edilmistir. Hem Tablo 3’te verilen sayisal degerler
hem de Sekil 41, Sekil 42, Sekil 43’te verilen i ve A fonksiyonlari incelendiginde
asimptotik olarak elde edilen sonuglar ile sayisal olarak elde edilen sonuglarin uyumlu

oldugu goriilmektedir.

Tablo 3. k = 0.5, = 0.8,l =1 ve farkli T degerleri i¢in sayisal ve
asimptotik olarak elde edilen @ ve H = A (1) degerleri

Sayisal Asimptotik
a H a H
7=0.0 [ 0.9978 | 1.3240 | 1.0032 | 1.3268
7=0.1 | 0.9837 | 1.3056 | 0.9890 | 1.3085
T=0.2 | 0.9403 | 1.2488 | 0.9452 | 1.2517
7=0.3 | 0.8632 | 1.1476 | 0.8675 | 1.1506
T=0.4 |0.7422 | 0.9884 | 0.7458 | 0.9913
7=0.5 | 0.5598 | 0.7337 | 0.5524 | 0.7361
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v . — g
0.8
13l Sayisal /
.......... Asimptotik
0.795 -
12}
079}
0.785 - 7
078} 1
0 05 1 0 0.5 1 0 0.5 1
X i X

Sekil 41. k = 0.5, =0.8,7=0,L =1 i¢in sayisal ve asimptotik olarak elde
edilen y ve A grafikleri

v A A
0.8 — Sayisal
Lo l] meeneees Asimptotik
0.795 -
1.1
0.79 -
0.785 - 1
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
X X X

Sekil 42. k = 0.5, =0.8,7 =0.2,L =1 i¢in sayisal ve asimptotik olarak elde
edilen y ve A grafikleri

v A A'

0.8

— Sayisal

.......... Asimptoitk

0.795

0.79

0 05 1 0 05 1 0 0.5 1
X X X
Sekil 43. k = 0.5, =0.8,7 = 0.4,L = 1 i¢in sayisal ve asimptotik olarak elde
edilen y ve A grafikleri

2.2.6. SGL Sisteminin Ozdegerleri ve Ozfonksiyonlar:

Bu boliimde verilen x, H ve L degerleri igin ¢oziimiin var oldugu 7 6zdegerleri ve
bu 0z degerlere karsilik gelen (., A,) 6z fonksiyonlarini elde ediyoruz. Yani problemi bir

0zdeger—o6zfonksiyon problemi olarak ele aliyoruz. Problemin o06zdeger ve
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0zfonksiyonlarini bulmak i¢in egik atis yontemini kullaniyoruz. Bunun i¢in Moore (2001)

de bahsedilen yontemi kullaniyoruz.

Y =k2(A2 4+ i 41— 1)y

A" = AyY?
W'(0)= ¢ (L) =0,4000=0,4(L)=H

sinir deger problemi

Y = k%A% + Y+ T2 - 1)y

A = AyY?
Y(0) =4,9'(0) =0,4(0) =0,4'(0) =«a

baslangi¢ deger problemi olarak yazildiktan sonra y; = 1, y; = A denirse

Y1 =2 IOEX:
y2 =k*(f+yi+ 72 =Dy 32(0)=0
Y3 = Ya y3(0) =0
Ys = y3¥i 4(0) = a

sistemi elde edilir. Problemin 6zdegerlerini bulmak i¢in bir (t(, ay) baslangic degeri
secildikten sonra ' (L) = 0,A (L) = H smir sartlarmi saglayan (7,@) degerlerini

arastiralim. Bunun i¢in

Y (L;T, @) )

F(ra) = (A'(L; T,a) — H

fonksiyonunu tanimlayalim. F = 0 sartin1 saglayan (7, @) g¢iftlerini bulmak igin Newton

yontemini kullanalim. Newton yontemine gore

TO = (TO'aO)t
F' = @ (L;t" a™), A (L; T, a™) — h)t
Tn+1 =T" _]—1 (T, a)Fn

yazilir. Burada
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Z—lp (L;T, @) Z_lp (L;T, @)
J@a) =| 5, o4
E (L' T, a) a (L' T, (l)

dir.

a—l/)(LTa') (Lra)

degerlerini bulmak i¢in

yir =DY2r ylr(o) =1

Y2 = kK2Of + 95 + 12 = Dyie + 62 2y1e1 + 2Y3:y3 + 20y ¥2,(0) = 0

Y3t = Var y3r(0) =0

Yar = Y3Vt + 2Y31 91 Y4, (0) = 0
ve

oY

—(Lra) (Lra)

degerlerini bulmak i¢in ise

YVie = Y2a Y1(0) =0
Yae = K2 + 93 + 72 = Dy1e + K2 201091 + 2V303)71 Y2(0) =0
Y3a = Vaa y3a(0) =0
Vaa = V3a¥E + 2Y3Y1 V10 Vae (0) =1

sisteminin ¢0ziilmesi gereklidir.

Ornek x=4,H=1,L=1 igin o6zdeger 7= 0.6701(a = 0.8942)  olarak

bulunmustur ve bu 6zdegere karsilik gelen Y ve A 6zfonksiyonlari ise asagidaki sekildedir.
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Sekil 44. k =4,h =1,L =1 i¢in T = 0.6701 6zdegerine karsilik gelen
ve A 6zfonksiyonlari

Ornek x =0.5,h=0.4,L =1 igin 6zdeger T = 0.6941(a = 0.3200) olarak

bulunmustur ve bu 6zdegere karsilik gelen 1) ve A 6zfonksiyonlari ise asagidaki sekildedir.

0.6945 0.4

0.694

0.6935

w(x)

0.693

0.6925 -

0.692 0
0 0.5 1 0 0.5 1

X X
Sekil 45. k = 0.5,h = 0.4,L = 1 igin T = 0.6941 6zdegerine karsilik gelen
ozfonksiyonlar

2.3. Normal Hale Yakin Komsulukta Coziimler

Bu boliimde siiperiletken film i¢in TTDGL sistemi igin siiperiletkenin normal hale
yakin komsuluktaki ¢oziimleri incelenmistir. Normal hale yakin komsuluktaki ¢éziimleri
incelemek i¢in A = Hx alinmus ve siiperelektron yogunlugunu gdsteren i icin 3 terimi
ihmal edilmistir. Bu durumda Ginzburg-Landau denklem sistemi regiiler Sturm-Liouville

problemine doniismiistiir.

Bu boliimde amacimiz elde edilen bu regiiler Sturm-Liouville problemi i¢in bilinen
analitik yaklasim yontemlerini kullanarak yaklasik 6zdeger ve 6zfonksiyonlar elde etmek
ve daha sonra da fiziksel anlam ifade eden ilk 6z degere karsilik gelen 6z fonksiyonlarin

kantitaf ve kalitatif davranisini incelemek suretiyle siiperiletken numunenin normal durum
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komsulugundaki davranis1 hakkinda bilgi edinmektir. Dolayistyla bu baslik altinda

asagidaki kesimler incelenmistir.

Kesim 2.3.1’de regiiler Sturm-Liouville teorisinden bilinen bazi énemli sonuglar

verilmistir.

Kesim 2.3.2°de regiiler ve singiiler Sturm-Liouville probleminin sayisal
¢Oziimlerini elde etmek icin literatiirde kullanilan 6nemli araglardan biri olan ve Fortran
programlama dili ile yazilmis olan SLEIGN2 yazilimi ile elde edilen sayisal sonuglar

verilmigtir.

Kesim 2.3.3, 2.3.4 ve 2.3.5’te, elde ettigimiz regiiler Sturm-Liouville probleminin
yaklasik analitik ¢oziimleri ig¢in ti¢ farkli yontem incelenmistir. Kesim 2.3.3’te bir
asimptotik yaklasim yontemi, Kesim 2.3.4’te Galerkin yontemi ve Kesim 2.3.5’te Picard

yontemi kullanilmistir.

Kesim 2.3.6’da ise x parametresinin biiyiik degerleri i¢in elde edilen regiiler Sturm-
Liouville problemi bir pertiirbasyon problemi olarak ele alinarak yine yaklasik analitik

¢Oziimler verilmistir.

Son olarak Kesim 2.3.7’de regiiler Sturm-Liouville problemi egik atis yontemiyle

sayisal olarak ¢oziilmiistiir.

Stiperiletken film i¢in TTDGL sisteminin

d 1

a—lf=pll’xx+(1—fz—x42—¢2)¢

0A_, . (19)
6t_ xx = d}

oldugunu biliyoruz. Simdi Ginzburg-Landau problemi i¢in normal hale yakin
komsuluktaki ¢oziimleri inceleyelim. Bu durumda denklemlerde A = Hx yazilir ve i3

terimini ihmal edilirse
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g—lf = K—lzlpxx + 1 —-1>-H*x%)y, x€(-LL)
, | (20)
Y (L) =y L)=0
kismi diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemi ¢6zmek igin
Y(x,t) = fF(Op(x)
seklinde bir ¢oziim arayalim. Bu durumda
. 1 .,
f ¢ =7¢ Of(O+ 1= % — H2x?)p()f (8)
olup
1d 1 711 .,
]—cd—{ =500 =S¢ )+ A —1* —Hx))p()| = —p
elde edilir. O halde
f (@) = exp(—ut)
ve
1 .
ﬁd) (x) +Ap(x) — H*x?¢p(x) =0, A=1-1>+u (21)
olacaktir. (22) denklemi
¢ +K?(A—H*x*)¢p =0,x € (—L,L) (22)
p(-L)=¢L)=0 (23)

olarak yazilirsa bunun bir regiiler Sturm-Liouville problemi oldugu gorilir. (23)

denkleminin simetrik ¢oztiimleri ¢(—x) = ¢(x) seklinde oldugundan sinir sartlart

¢ (0)=¢ (L) =0 (24)
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seklinde alinarak x € (0, L) araliginda ¢6ziimler incelenebilir. Ayrica [0, L] aralig1 yerine

[0,1] araligi ile ¢alismak i¢in ¥ = x/L doniisiimii yapar, X yerine tekrar x yazar ve

k = kl,h = Hl (25)
yeni sabitleri kullanilirsa (22)-(23) problemi yerine

¢ + k(A —h%x®¢ =0,x € (0,1) (26)

¢ =¢'1)=0 -

problemi ile ¢alisabiliriz.

Simdi regiiler Sturm-Liouville teorisini ve bu teori i¢in bilinen bazi onemli

sonuclari agagida verelim.

2.3.1. Regiiler Sturm — Liouville Teorisinden Onemli Sonuclar

p(x),p (x),q(x) ve r(x) fonksiyonlar1 [a, b] aralig1 iizerinde siirekli reel degerli

fonksiyonlar ve [a, b] aralig1 tizerinde p(x) > 0,7(x) > 0 olmak {izere

d d
- (P2 @ )+ a0y = @y, a<x<b (28)
@y(@) + @y (2) = 0
byy(b) + by (b) = 0 29)

seklindeki problemlere regiiler Sturm-Liouville problemi denir. Bu problemle ilgili bilinen

bazi 6nemli sonuglar sunlardir.

Teorem 4 (28)-(29) regiiler Sturm-Liouville probleminin 6zdegerleri reeldir ve reel

degerli 6zfonksiyonlara sahiptir.

Teorem 5 Eger [a, b] araliginda tizerinde q(x) = 0, —a;a, = 0 ve b;b, = 0 ise

(28)-(29) Sturm-Liouville probleminin biitiin 6zdegerleri pozitiftir.



51

Teorem 6 (28)-(29) regiiler Sturm-Liouville probleminin ayrik Ozdegerlerine
karsilik gelen Ozfonksiyonlar1 [a,b] araligi tizerinde r(x) agirlik fonksiyonuna gore

ortogonaldir.

Teorem 7 (28)-(29) regiiler Sturm-Liouville probleminin 6zdegerleri sayilabilirdir

vely <Ay <Ay <, limy,e A, = +00 seklindedir.

Teorem 8 (Oz degerlerin Monotonlugu)
p>0,—0 < a<b<ovel, (28)-(29) Sturm-Liouville probleminin 6zdegerleri
olsun.

(1) p ve r sabit olsun. Varsayalim ki Q € Ll((a, b), ]R) ve [a,b] aralig
tizerinde Q > q olsun. Bu takdirde her hangi bir n € Ny i¢in 1,,(Q) = 4,(q) dur.

(2) g ve r sabit olsun. Varsayalim ki % € L'((a,b),R) Ve [a, b] aralig1 iizerinde

0 < P < p olsun. Bu takdirde her hangi bir n € N i¢in 4, (%) > A, (%) dir.

Yukarida ifade edilen sonuglara gore (26)-(27) sinir deger problemi igin

P(x) = 1/k2 >0,r(x)=1> 0,q(x) = k2h2x2 >0
olup

1. 2,.2
- ﬁd) + h*x d) = ﬂ.d)
seklindedir.

Simdi sabit p ve r i¢in h, > hyise Q = h3x? > hix? = q olup, Teorem 7 e gore
A,(Q) > 1,,(q) dir. Yani A = A(h) fonksiyonu artan bir fonksiyondur. 0 < k; < k, ise

1 1 .. 1 1 . .
0< 2= P < =P olup, Teorem 7 ye gore A, (;) > Ay (;) dir. Yani A= A(k)

2

fonksiyonu azalan bir fonksiyondur.

Baska bir sonug (26)-(27) sinir deger problemi i¢in Teorem 1 ve Teorem 2 e gore
biitiin 6z degerleri reel ve pozitif, Teorem 5 ve Teorem 6 ya gore ise problemin sayilabilir
sayida 0 < Ay < Ay < -+ 0z degerleri mevcuttur ve bu 6z degerlere karsilik gelen ¢q, ¢, ...

0z fonksiyonlar1 ortogonal bir kiime olusturur.
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Ayrica Vx € [0,1], icin ¢y > 0, ¢, bir sifir yerine, ¢, iki sifir yerine,... ¢, n sifir
yerine sahiptir. Fiziksel anlam ifade eden ¢b6ziim Ay 6z degerine karsilik gelen ¢ 6z

fonksiyonudur.

Regiiler ve singiiler Sturm — Liouville probleminin 6z degerlerini hesaplamak i¢in
gelistirilen en giivenilir yazilimlardan birisi Fortran dili ile yazilan SLEIGN2 yazilimidir.
Asagida once bu yazilim ile elde edilen sonuglar verilecek, daha sonra ise farkli

yontemlerle elde edilen sonuglar, bu yazilim ile elde edilen sonuglarla karsilastirilacaktir.

2.3.2. SLEIGN?2 ile Elde Edilen Sayisal Sonuclar

(26)-(27) regiiler Sturm — Liouville problemi

—(p(0)$ () +q()P(x) = Ar()p(x)
p(x) =1,q(x) = k*?h?x%,r(x) = k*’,A=1—-1*+u

seklinde yazilir ve SLEIGN?2 ile ¢oziillirse farkli k ve h degerleri i¢in elde edilen 6zdeger

ve 0zfonksiyonlar agagidaki gibi olacaktir.

Tablo 4. k = 0.5,h = 0.5,1,2,3,4 icin SLEIGNZ2 ile elde edilen 6zdegerler

o | A A, A Ay s g 2y g A
h=0.5|0.083 | 39.575 | 158.000 | 355.391 | 631.739 | 987.044 | 1421.307 | 1934.526 | 2526.702 | 3197.835
h=1 |0.331|39.864 | 158.260 | 355.645 | 631.991 | 987.296 | 1421.558 | 1934.777 | 2526.953 | 3198.086
h=2 |1.300|41.040 | 159.301 | 356.663 | 633.001 | 988.302 | 1422.562 | 1935.780 | 2527.955 | 3199.088
h=3 |2.832|43.063 | 161.046 | 358.363 | 634.687 | 989.981 | 1424.237 | 1937.453 | 2529.627 | 3200.758
h=4 |4.814|46.017 | 163.509 | 360.750 | 637.049 | 992.333 | 1426.583 | 1939.795 | 2531.967 | 3203.097

1 2 2 2 2
0 \ 0 v 0 \A 0
0.5 -2 -2 -2 -2
0 05 1 0 05 1 0 05 1 0 05 1 0 05 1
2 2 2 2 2
0 0 0 0 0
-2

-2 -2 -2 -2
0 05 1 0 05 1 0 05 1 O 05 1 O 05 1
Sekil 46. k = 0.5, h = 0.5 i¢in SLEIGNZ2 ile elde edilen 6zfonksiyonlar
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2 2 2 2
0 \ ° \/ ° \A 0
0.5 -2 -2 -2 -2
0 05 1 0 05 1 0 05 1 0 05 1 0 05 1
2 2 2 2 2
0 0 Or 0 0

-2 -2 -2 -2 -2
0 05 1 0 05 1 0 05 1 0 05 1 0 05 1

Sekil 47. k = 0.5, h = 1 igin SLEIGN2 ile elde edilen 6zfonksiyonlar

2 2 2 2
1\ O\ 0\/ Om OW
0.5 2 2 2 2

0O 05 1 0 05 1 0 05 1 0 05 1 0 05 1
2 2 2 2 2

0 0 of 0 0

2

-2 -2 -2
0 05 120 05 1 0 05 1 0 05 1 0 05 1
Sekil 48. k = 0.5, h = 4 igin sleign2 ile elde edilen 6zfonksiyonlar

Tablo 5. k = 4,h = 0.5,1,2,3,4 icin SLEIGNZ2 ile elde edilen 6zdegerler

Ao | A L 4 | A Ay s A 2y Ag A

h=0.5]0.075]0.719 | 2.555| 5.637 | 9.954 | 15.505 | 22.290 | 30.309 | 39.562 | 50.048

h=1 |0.227]1.074|2.830| 5.896 |10.209 | 15.758 | 22.542 | 30.561 | 39.813 | 50.299

h=2 [0.499]2.402|4.156| 7.008 | 11.261 | 16.789 | 23.563 | 31.576 | 40.824 | 51.308

h=3 |0.750|3.741|6.557| 9.237 | 13.167 | 18.584 | 25.312 | 33.300 | 42.534 | 53.009

h=4 |0.999|5.000|8.976|12.700 | 16.319 | 21.314 | 27.878 | 35.792 | 44.983 | 55.431

1 0.5 ~ 0.5 0.5 - 0.5
0.5 0 \/ 0 \/ 0 V\ 0 W
0 \ 0.5 -0.5 -0.5 0.5
0 05 1 0 05 1 0 05 1 0 05 1 0 05 1
0.5 0.5 ~ 0.5 0.5 - 0.5
0 \M o of 0 0f
-0.5 -0.5 -0.5 -0.5 -0.5

0 06 1 0 05 1 0 05 1 0 05 1 0 05 1

Sekil 49. k = 4, h = 0.5 igin sleign?2 ile elde edilen 6zfonksiyonlar
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1 0.5 0.5 0.5 0.5

LT

0 -0.5 -0.5 -0.5 -0.5
0 05 1 0 05 1 0 05 1 0 05 1 0 05 1

0.5 - 0.5 0.5 - 0.5 - 0.5

OW\ 0 0 ot 0

0.5 -0.5 -0.5 -0.5 -0.5
0 05 1 0 O5 1 O O5 1 O O5 1 0 05 1

Sekil 50. k = 4, h = 2 igin sleign2 ile elde edilen 6zfonksiyonlar

1 0.5 0.5 0.5 0.5

SRE IR

0 -0.5 -0.5 -0.5 -0.5
0 05 1 0 05 1 0 05 1 0 05 1 0 05 1

0.5 0.5 - 0.5 - 0.5 0.5

IRy

-0.5 -0.5 -0.5 -0.5 -0.5
0 05 1 0 05 1 0 05 1 0 05 1 0 05 1

Sekil 51. k = 4, h = 4 igin sleign?2 ile elde edilen 6zfonksiyonlar

Yukaridaki verilere ve grafiklere bakildiginda farkli k ve h degerleri icin tim 6z
degerler teorik sonuclarla uyumlu olarak reel ve
AO < Al <AZ < -, lim An = +o00
n—->0o

seklindedir. Ayrica q(x) = k?h?x? > 0,0 < x < 1 oldugundan dolay1 biitiin 6zdegerler
pozitiftir.

Grafiklerden goriilen diger bir sonu¢ ise ilk Ozdegere karsilik gelen
ozfonksiyonunun sifir yeri yok iken, ikinci 6z degere karsilik gelen 6zfonksiyonun bir sifir
yeri, ligliniin iki sifir yeri, ... oldugu goriilmektedir. Bunlardan fiziksel olarak anlamli olan

ise ilk 6zdeger ve ona karsilik gelen ilk 6zfonksiyondur.

Simdi h ve k nin fonksiyonu olarak 4y 6zdegerlerinin davranigini inceleyelim. Yani
sabit bir k degeri igin Ay(h;) degerlerine ve sabit bir h degeri i¢in Ay(k;) degerlerine

bakalim.
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Tablo 6. Sabit k igin Ay(h;) dizileri ve sabit h degeri igin A4 (k;)

dizileri
h=05 | h= h= h= h=4
k=05 0083 | 0.333 | 1.300 | 2.832 | 4.814
k=1 0.083 | 0.325 | 1.204 | 2.391 | 3.634
k=2 0.081 | 0.300 | 0.908 | 1.477 | 1.995
k=3 0.078 | 0.265 | 0.656 | 0.999 | 1.333
k=4 | 0075 | 0.227 | 0.498 | 0.750 | 0.999

Tablo 6 ya gore sabit k degerleri igin Ay(h;) dizileri monoton artan iken, sabit h

degerleri i¢in A, (k;) dizileri monoton azalandir. Bu ise teorik sonuglarla uyumludur.

Yine h ve k nin fonksiyonu olarak ¥, 6z fonksiyonlarmin davranisi incelenirse

asagidaki sonuclar gdzlemlenmektedir.

0 05 1
(GY

0 0 = == === ==
o 05 1 0 o . 0 05 1 0 05
® @ (h) 0] @
Sekil 52. @) k=04 (b)k=08(C)k=12dk=16E) k=2 k=24
@k=28M k=32 ()k=36() k=4veh=0.4:04: 4
olmak tizere sabit k igin ¢po(h;) fonksiyonlar1 (siyahtan maviye)

3 3 3 3 3
2 2 2 2 2
1 1 ) R
0 of = o% 0
o o5 1 0 05 1 0 05 1 0 05 1 0 05 1
@ (b) © (@) ©)
3 3 3 3 3
A A 2LHE 2H\&
11 1 e B~ 1\
e =R RaT

o o5 1% o5 1% o5 1% o5 1% o5 1
® @ (h) @ ®
Sekil 53. () h=04(b) h=08(c)h=12{d)h=16E)h=2{F)h=24
(@ h=28(M)h =32 Mh=36(Jh=4vek =04:04:4

olmak tizere sabit k igin ¢¢(k;) fonksiyonlar1 (siyahtan maviye)
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Sekil 52 ye gore sabit k degerleri i¢in h azaldik¢a ¢oziimler sabit ¢oziime dogru
yaklagmakta ve yine Sekil 53 e gore sabit h degerleri i¢in k azaldik¢a ¢oziimler sabit

¢Ozlime dogru yaklasmaktadir.

Simdi SLEIGN2 yazilimiyla elde edilen (y;,4;),i = 0,1,2, ... ¢iftleri i¢in

1[ /4 \ 2 "\ 2
Ei = E(l/)l',ll') = J;) [(%) — /11/)2 + hzlepzl dx = Z [(%) — ll/)z + hzle/jZ] Ax

enerji diizeylerini karsilagtiralim.

Tablo 7. k=0.5, h=0.5,1,2,3,4 i¢in enerji seviyeleri

h =05 h=1 h=2 h=3 h=4
Ey | 0.0009 0.0036 0.0120 0.0189 0.0152
Ey | -1.7629 | -1.7582 | -1.7380 | -1.6990 | -1.6351
E, | -7.0565 | -7.0532 | -7.0399 | -7.0168 | -6.9825
E3 | -15.8786 | -15.8756 | -15.8634 | -15.8428 | -15.8133
Ey | -28.2294 | -28.2265 | -28.2147 | -28.1949 | -28.1669
Es | -44.1090 | -44.1061 | -44.0945 | -44.0751 | -44.0477
E¢ | -63.5174 | -63.5145 | -63.5030 | -63.4838 | -63.4567
E; | -86.4546 | -86.4517 | -86.4403 | -86.4211 | -86.3942
Eg |-112.9206 | -112.9177 | -112.9063 | -112.8872 | -112.8605
E9 |-142.9153 | -142.9125 | -142.9011 | -142.8821 | -142.8554

Tablo 8. k=4, h=0.5,1,2,3,4 i¢in enerji seviyeleri

h =05 h=1 h=2 h=3 h=4
E, | 0.0000 | -0.0001 | -0.0003 -0.0005 -0.0008
E; | -0.0004 | -0.0003 | -0.0004 -0.0012 -0.0020
E, | -0.0017 | -0.0016 | -0.0010 -0.0011 -0.0025
E; | -0.0039 | -0.0038 | -0.0035 -0.0022 -0.0031
E, | -0.0069 | -0.0068 | -0.0066 -0.0058 -0.0039
Es | -0.0108 | -0.0107 | -0.0105 -0.0100 -0.0088
Eq | -0.0155 | -0.0154 | -0.0152 -0.0148 -0.0140
E;, | -0.0211 | -0.0210 | -0.0209 -0.0205 -0.0198
Eg | -0.0276 | -0.0275 | -0.0273 -0.0270 -0.0264
Eq | -0.0349 | -0.0348 | -0.0346 -0.0343 -0.0338
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Tablo 7 ve Tablo 8 e bakildiginda farkli k ve h degerleri i¢in A — oo iken E - —oo
oldugu goriilmektedir.

2.3.3. Ozdeger ve Ozfonksiyonlar I¢in Asimptotik Yontem

Bu boliimde keyfi bir parametre igeren diferansiyel denklem sistemlerinin
asimptotik ¢oziimleri irdelenmis ve bu yontem elde ettigimiz regiiler Sturm-Liouville
problemine uygulanmistir. Burada uygulanan yontem (Hochstadt, 1964) da detayli olarak

incelenmektedir.
X' =A(x, WX (30)

ile verilen bir denklem sistemi i¢in x bagimsiz degisken, yu parametre ve A ise katsayilar

matrisi olmak iizere ¢ogu durumda A, p parametresine bagl olarak
A(x,p) = Z A k
(x :u) u - k (.X'),Ll (31)

asimptotik acgilimina sahiptir. Simdi en basit durum olan, A matrisinin, asagidaki sekilde

bir kosegen matris olan Ag(x) icin sadece uAy(x) teriminden olustugu durumu

inceleyelim.
al(x) vee O
Ag(x) = ( : : )
0 eay(x)
Bu durumda
X = udo(x)X

sistemi n tane birinci mertebeden denklem sistemi olarak
xlf = ua;(x)x;,i =12,..,n

seklinde yazilabilir. Bunlar 6zdes olarak
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x; = c el mait)dx
seklinde hesaplanabilir. Burada c; integral sabitleridir.

Simdi tekrar en genel duruma donelim. Ay(x) matrisinin baslangigcta kdsegen
formda olmasi gerekmez, fakat x in fonksiyonu olarak farkli 6zdegerlere sahip oldugunu

varsayalim. Bu takdirde tekil olmayan bir T (x) matrisi bulunabilir dyle ki
T~ (x)Ag ()T (x)

kosegen bir matristir. Bu takdirde
X=TY

doniisiimii yaparak baskin terim kdsegen formda olan denklemi elde edebiliriz.

TY+TY = “Z A u ™ TY = pA,TY + A{TY + “Z A u*TY
k=0 k=2

Y = (uT*A,T + (T4, T =TT + “Z T1A,Tu "y
k=2

Ag(x) matrisinin farkli elemanlara sahip kdsegen matris oldugunu varsayalim. Bu

durumda

X = <u > Ak<x)u—k> X
k=0

denkleminin, V, (x) bilinmeyen katsayilarin vektorel formu olmak iizere

X = ek fai(x)dx Z Vi (x)’u—k
k=0

seklinde bir ¢ézlimiinii aragtiralim. Bu ¢6ziim denklemde yerine yazilirsa
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pa et fardx Z Vi ()u* + e Jardx Z V' p*
k=0 k=0

00 k
= pet Jardx z uk Z Ap—iVi(x)
k=0 i=0

o) oo o0 k
ua Z Vi (O™ + Z Vi'(u™ = u Z uk Z AV (%)
k=0 k=0 k=0 i=0

elde edilir. =% nin katsayilari karsilikli olarak eslestirilirse V}, lar igin

(Ao —a;DVy =0
k-1
(A4 —a; DV, = V4 — ZAk_iVi,k =12, ..

i=0

elde edilir. det(Ay —a;I) = 0 oldugundan denklemlerden ilkinin sifirdan farkli bir
¢oziimii vardir. Ikinci denklem igin de determinant sifirdir, fakat V; heniiz tek tiirlii belirli
olmadigindan ikinci denklemi uyumlu yapacak sekilde secilmelidir. Bu durumda V;
tanimlanacak ve benzer adimlar V5, V3, ... i¢in takip edilecektir. Burada 6zetlenen yontem

(Hochstadt, 1964) den derlenmistir. Detaylar igin ilgili referansa bagvurulmalidir.

Simdi bir Sturm-Liouville problemi olarak g6z 6niine aldigimiz GL denklemini

yukarda bahsettigimiz asimptotik a¢ilim yontemiyle ¢ozelim.
¢ +Kk*A—-h*x)Dp=0
¢ (0 =¢ 1)=0

Denklemi yukaridaki sekilde diferansiyel denklem sistemi olarak yazmak i¢in
u? = k%2, q(x) = k?h?x?

olmak tlizere
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¢ =—1p+q(0)¢
icin

X1 = ¢, Uxz = ¢’
doniistimii yapalim. Bu takdirde

x1 = ux;

, 1
Xy = —uxy + IjxlfI(x)

olup

S G RS- )

sistemi elde edilir. Baskin matrisi kosegenlestirmek igin

N RN~

doniistimii yapilirsa

I 1
Y = [,uAO + ;Az] Y

w= (5 Dm=0m= (0 o)

elde edilir.

Yy = e ix z V™
=

seklinde bir ¢6ziim ararsak daha 6nce yukarida elde ettigimiz bagintiya gore a; = —i i¢in
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(A4 +iDV, =V,
(Ag +iDV, =V, —AViy k=23, ...

elde edilir.

0 O

(Ag + iDV, =0 = (0 5

)VO =0
oldugundan P, (x) keyfi olmak tizere

v = ()

elde edilir. ikinci denklemden

(Ao +iDV; =V = (8 201) i = (P(;(()X))

oldugundan P; (x) keyfi olmak tizere

Po(x) = 0= Py(x) = a,Vp(x) = () Va(x) = (Pl(()x))

elde edilir.

Govine =v; a5 S)ve=(A0)- (42 1) (5)

P iaq
(0 O.)V2= 1(0) ==
0 2i _aq
2
oldugundan

- - ia P,(x)
Py (x) =%:P1(x) =%Jqu,V1(x)=<7fqu>,V2(x)=(L?a_q)
0 4

olarak bulunur. Ugiincii denklemi yazarsak
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P, (x) . ]
(Ao +iDVs = vy — Ay = (0 D)y = lzacj —(””2 ,q/z)gfqu)

0 2i _ q/2 —iq/2 0
P'()+a f d
(0 o)V_/zx 21 a9x
0 2i 3_\iaq’ iaq p
I et

olup

2

P = =54 [ adx = (0 = -5 ([ adx)

a 2
V() = _g(i de)\,vg(x)= a_q’_sz}q N
e 8 8

olarak bulunur. Doérdiincii denklemi de yazarsak

Ao +iDV=Vs A= (0 D)V,

0 2i
P) @[ qax)
x . =
_{, ; 2| _ (lq/Z q/2> 8(] qu) \
=1a9 aq aq ; /
— —— | qdx —— q/2 —iq/2 iaq /
8 8 8 —
4
oldugundan
P,()— ia (jd)zﬁ_lazﬁp()— la(fd)3+laf 2d

ia(f d)3+iaf 2
4g\) 19%) Tg ) T

V3(X): aq/ and
g 8)1 /

olarak bulunur. O halde
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2

o =5 (] o)
Vo) = () a0 = (2 f"d’“)Vz(x) =\ " Nag

0

4

seklinde oldugundan

Y = e ix Z Veu*
k=0

aqg aq
———| qgd
g 8 )%
elde edilir.
1 i
2 2
X = ; 1 Yvex; =¢
2 2

oldugundan ¢ icin lineer bagimsiz ¢oziimlerden biri

Yy = ae ™ <%+ (i.fqu) uwt+ <—1—16<f qu) +%> pu?

+ i(fd)3+i 2d+i fd iq’+
96\ 1%*) T16) T ¥ T169) 1" 14

olarak elde edilir. Diger lineer bagimsiz ¢oziimii elde etmek i¢in
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N »—\N| L
N| J..Nl -
h<

dontigiimii yapilirsa

, 1
U
(i 0 _ (—iq/2 61/2)
A"_(O —i)’A2_< q/2 iq/2

elde edilir.

V=etr > ot
k=0

seklinde bir ¢6zlim aranirsa a = i i¢in

(4 — iDV, =V,
(Ag — iV = Vg — AVie_p  k = 2,3, ...

olup

o= b () u-1+(—1—2<fqu>2+%)u-2
(Gl s+

bulunur. ¢, ¢, iki lineer bagimsiz ¢6ziim ise

Vi=¢1+ ¢,

. 1 . 1 2 q\
=cos,ux+sm,ux<5fqu)u + cos ux —§<fqu) +Z U
+ si 1(fd)3+1f 2d +1 fd T\ s

sinpx | — 72| | adx g| @dx+ga)qdx—o|u ..
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Vo, =i(d1 — ¢2)

. 1 . 1 2 q\
=smux—cos,ux<—fqu)u + sin ux ——(fqu) +—=lu
2 8 4
1
— 2 S
cosux( 18 fqu 8[ dx + = qfqu >

olup, genel ¢6zliim

. 1 1 1 2 q i
P (x) =y cos,ux+smux(§fqu)y + cos ux _§(fqu> +Z u
1
. _ ) q
+smux< 18 fqu 8,[ dx + = qfqu > )
2 q
+c <sin,ux—cosux <2fqu),u + sin ux <—§<f qu> +Z>H_2
1
— 2 _q
cos,ux( 18 fqu Sf dx + = qfqu ) )

seklinde olacaktir. Burada u = Vk21,q(x) = k?h%x? dir. Coziimiin sinir sartlarmi

saglamasi i¢in ¢, Ve c¢; belirlemeye caligalim.

i) Sadece ilk terimleri alalim.

¢(x) = cgcos px + ¢ sin ux

¢ = —cou sin ux — ¢y pi cos ux
(I-'),(O):O:)Cl:O
(]5,(1) =0>=> —cousinu=0=>pu, =nr,n=12,..

0zdegerleri bulunur. Dolayisiyla

n2m?

Pin =NT = Ay = R
Ozdegerlerine karsilik

¢y, = cosnmx

6zfonksiyonlari elde edilir.
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ii) Ik iki terimi alalim. Bu durumda

1 ) 1

P(x) =cg (cos ux + ﬂsm Ux (f qu)) +c <sm Ux — ZCOS ux (f qu))
1

d(x) = ¢, (cos ux + ﬂsin Ux (kzh2 f xzdx)>

1
+ ¢ (sin Ux — ﬂcos ux (k2h2 f xzdx)>

k*h? k*h?
d(x) = ¢, <cos ux + o x3 sin ,ux) + ¢ (sin pUx — x3 cos ,ux)

bu
elde edilir. ¢y ve c; katsayilarini belirlemek igin sinir sartlarini uygulayalim.

k?h?
2 x? (sin ux + %x cos ptx))

¢ (x) =c (—u sin pux +

k*h? 2( wo )
7 X (cosx —gasin px

+c (u COS Ux —

$»(0)=0=¢=0

, k?h?
¢ (1) =0=cy| —pusinu+ (sin,u+Ecosu) =0
2 3
k?h?
20 (sin,u+gcos,u)=0:>—sinu<u—

= —usiny +

k?h? k?h?

o )—I— 3 cosu=20
k?h?p

= —tanu+—6L12 T =0

2
__H2n

Uz, ler son denklemin ¢oziimiinden elde edilen 6zdegerler olmak tlizere A,, = e

seklindedir. Ozfonksiyonlar ise

k?h?
6:”’2,11

Bon = cos(pznx) + x3 sin(ug,,x)

seklindedir.

i) Ilk {i¢ terimi alalim. Bu durumda
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1 1 2
d(x) =y <cos ux + sin ux (E,f qu) pt + cos ux <—§(f qu) + %) ,u_2>
_ 1 1 ] 1 2 q >
+c smux—cosux(ifqu)u + sin ux —§<fqu> +Z 7

k*h? k*h? k%h?x®
d(x) =y <cos ux + x3 sin pux + <x2 — > cos ,ux)

6 4p2 18
k%h? k%h? k?h?x®
+ ¢ (sin,ux— o x3 cos ux + 2 (xz— 5 )sinux)
) = L
¢ (x) = co| — psin ux 2 % (sin e + 3 cos ux
k%h? k2h2x® k2h2x®
+ 12 KZx— 3 )cosux—(xz— 5 ),usin,uxD
k%h?
+c <,ucosyx— 2 x? (cos,ux—%xsin,ux)

k*h? k2h%x5 k%h%x®
+ 12 KZx— 3 )sin,ux+<x2— 5 >ucos,uxD

$»(0)=0=>¢=0
¢ (1)=0

k;ZZ (sin U+ gcos ,u)

k2h? k?h? k?h?
+4#2 [(2— 3 >cos,u—<1— 18 )ysmyl)=0

6k’h*(2p* + 6 —k*h?) 0
(k2h2(18 + k2h2) — 72u2)n

= ¢y <—,u sinu +

= —tanp +

olarak bulunur. us, ler son denklemin ¢oziimiinden elde edilen 6zdegerler olmak iizere

2 .o
Agpn = Mk‘?’é” seklindedir. Ozfonksiyonlar ise

k?h? k?h? k?h?x®
— 3 i ~ 42—
P3n = cos(ug,nx) + 6lian X sm(,ug,,nx) + 4#?2,,n <x 18 > COS(.Ug’nX)

seklindedir.
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Ik iki terimden sonraki durumlarda &z degerleri veren denklemler lineer
olmadigindan 6z degerleri bulmak i¢in MATLAB de fsolve fonksiyonunu kullanip,
buldugumuz sonuglart SLEIGN2 yazilimindan elde edilen sonuglarla karsilagtiralim.

Bunun i¢in farkli k ve h degerleri i¢in elde edilen sonuglar asagida verilmistir.

Tablo9dak =1,h =1 ve Tablo 10 da k = 4, h = 1 degerleri igin ilk terim ve ilk
iki terim kullanilarak asimptotik olarak elde edilen 6zdegerler SLEIGN?2 ile elde edilen
O0zdegerlerle karsilastirmali olarak verilmistir. Yontem bir asimptotik yontem oldugundan
A — oo igin iyi sonuglar verirken 4 — A i¢in sonuglarin iyi olmadig1 goriilmektedir. Ayrica
Bolim 2.3.1 de verilen sonuglar dogrultusunda, elde edilen 6zdegerlerin hepsinin reel ve
pozitif sayilabilir sayida oldugu goriilmektedir. Ayrica Sekil 54 ve Sekil 55 de bu degerler
icin elde edilen ilk dort ozfonksiyonun grafikleri sunulmustur. Bu grafiklerden de

sonuclarin A = oo i¢in oldukg¢a 1yi oldugu goriilmektedir.

Tablo 9. k = 1, h = 1 i¢in asimptotik yontem ile elde edilen 6zdegerler

Sekil 54. k = 1,h = 1 igin asimptotik yontem ve SLEIGNZ ile

elde edilen 6zfonksiyonlar

SLEIGN2 Ilk terim Ilk iki terim

n An n Mn n Aan
0 0.3249 0 0 0 0.6301
1 10.2600 1 9.8696 1 10.2167
2 39.8253 2 39.4784 2 39.8152
3 89.1657 3 88.8264 3 89.1613
4 158.2503 4 157.9137 4 158.2479
5 247.0755 5 246.7401 5 247.0740
6 355.6405 6 355.3058 6 355.6395
7 483.9450 7 483.6106 7 483.9442
8 631.9888 8 631.6547 8 631.9882
9 799.7719 9 799.4380 9 799.7715
10 987.2943 10 986.9604 10 987.2939

2 2

15
y—
0.5 Asimptotik
SLEIGN2
o—— 1 2
0 0.5 1 0 05 1

2 2

1 1

ot 0

B 1

-2 -2

0 0.5 1 0 05 1




Tablo 10. k = 4, h = 1 i¢in asimptotik yontem ile elde edilen 6zdegerler
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SLEIGN2 I1k terim 11k iki terim
n A, n Mn n Aan
0 0.2271 0 0 0 0.2818
1 1.0744 1 0.6169 1 1.0256
2 2.8295 2 2.4674 2 2.8321
3 5.8959 3 5.5517 3 5.9002
4 10.2087 4 9.8696 4 10.2117
5 15.7582 5 15.4213 5 15.7603
6 22.5424 6 22.2066 6 22.5439
7 30.5608 7 30.2257 7 30.5619
8 39.8131 8 39.4784 8 39.8140
9 50.2992 9 49.9649 9 50.3000
10 62.0192 10 61.6850 10 62.0198
%o ¢,
0.4 ' 0.5
Asimptotik .
03r SLEIGN2 0 N
0.2} N |
0.5
0.1
0 -1
0 0.5 1 0 0.5 1
¢4 ¢8
0.5 0.5
of o | / \
0.5 0.5
0 0.5 1 0 0.5 1

Sekil 55. k=4, h=1 i¢in asimptotik yontem ve SLEIGNZ ile elde
edilen 6zfonksiyonlar

Simdi ilk 6zdegerler i¢in daha iyi sonuglar veren Galerkin yontemini inceleyelim.

2.3.4. Galerkin Yontemi ile Ozdeger ve Ozfonksiyonlar

2.3.3 de uygulanan yontem ile elde edilen 6zdeger ve 6zfonksiyonlarin SLEGIN2
ile elde edilen ilk 6zdeger ve Ozfonksiyon disinda uyum iginde oldugu goriilmektedir.
Ancak ilk 6zdeger ve 6zfonksiyon sayisal olarak hesaplamalardan farklidir. Bunun i¢in bu
boliimde ilk o©zdeger ve Ozfonksiyonu belirlemek amaciyla Galerkin Yontemini

kullaniyoruz.
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¢+ k*(A— h2x2)p = 0,¢'(0) = ¢’ (1) = 0 (32)

siir deger problemini ele alalim. (32) problemini ¢6zmek igin
¢r =cos(k — Dnx, k=1,2,..

lineer bagimsiz fonksiyonlar olmak iizere

N
) = $o() + ) @)
k=1

seklinde bir ¢oziim arayalim. Sinir sartlart homojen oldugundan ¢, (x) = 0 olarak segilir.

¢y katsayilarini belirlemek i¢in
Ey(x) =¢" +k*(A-h’x*)

rezidiisiinii tanimlayarak

1
j Ey(x)¢,(x)dx =0,k =1,2,..
0

integralleri sonucunda elde edilen ve bilinmeyenlerin ¢, katsayilar1 oldugu lineer denklem

sistemini ¢ozelim.
flk olarak N = 1 olsun. Bu takdirde ¢y(x) = 0, ¢, (x) = 1 ve $(x) = c; olup
Ei(x) =¢ + k(A —h%x2)$ = k2(A — h%x?)c;

seklindedir.

1 1
j E;(x)¢p;(x)dx =0 = f k?(A — h?x%)c;dx = 0
0 0

3\ 1 272
k2h
:c1<k2)lx—k2h2%) =O:c1<k2)l— ):o
0

3

hZ
> 1 =—
173
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Ozdegeri ve ona karsilik
$1(x) = ¢

ozfonksiyonu elde edilir.
Simdi N = 2 alalim. Bu takdirde ¢;(x) = 1, ¢, (x) = cosmx igin
d(x) = ¢y + ¢, cosx

olup

E,(x) = ¢ + k(A —h%x?)¢

E,(x) = —c,m? cosmx + k?(A — h?x?)(c; + ¢, cos mx)

seklindedir. ¢p; (x) = 1 igin

1 1
f E,(x)p(x)dx =0 = j [—c,m? cos mx + k?(A — h?x?)(c; + ¢, cosmx)]dx = 0
0 0
1 1 1
—cznzf cosmx dx + k?2 <clf dx + czf COS X dx)
0 0 0
1 1
— k%h? (clj x%dx + CZJ x? cos mx dx) =0
0 0

L KZh?\  2k?R2
= kA — C1+ 7_[2 C2:O (33)

elde edilir. ¢, (x) = cos mx igin ise

1
]&mmmw=o
0

1
f [—c,m? cos mx + k% (A — h?x?)(c; + ¢, cosmx)] cosmx dx = 0
0

1 1 1
—c,m? f cos? mx dx + k?2A <c1 f cosmx dx + ¢, f
0 0

cos?® mx dx)
0

1

1
— k%h? (clf x? cosrrxdx+c2f
0

x2 cos?® mx dx) =0
0
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Cy = 0 (34)

2k?h? k%2 2 2n% +3
> ¢ <_ i Mkz;ﬂ)

) 2 2 12m?

elde edilir. (33) ve (34) ifadelerinden

L, kZh? 2k
/k,l—

2
\ 2k2h23 k21 w2 énz +3) (2) - (8)
2 Y.

L. k2R? 2k2h?
k22 — _
3 T —0
2k?h? k2 w* (2r?+3) 122
2 2 2 12m2

olmalidir. Dolayistyla

2 2 12m?

k%h?\ (k?2 2 2m% + 3 4k*h*
(m_ 3 ><__n__wkzhz)_ Uy

Kt (K N k2?2 N k*h2(21% + 3) N k*h*(27% + 3) N K2him?  4ktht
2 6 2 1212 36pi2 6 -
—0
K . k*h? N k22 N k*h2(2n? + 3)
=5 = 6 2 1272
k*h*(2n? + 3) N K2him?  4k*ht
C T T 362 6 o

olmak lizere

—b ¥ Vb2 — 4ac
11’2 B 2a

olarak bulunur.
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—b — Vb2 — 4ac
A = 2a
1

1
= W(ﬁlkzhznz + 6m* + 3k?h? — 3(4n® + 4k*h’m* + 129k4h4)?>

6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyon

¢1(x) = ¢, + c; cosmx

- mt 1 1 1
$1(x) = ¢, (m A TRETIEYY (4k*n® + 4k°h%m* + 129k8n*)Z + cos nx)

4 7T2 1 Al

P1(x) =c; <W+E+§—Z+cosnx>
ve

—b +Vb? — 4ac
A2 = 2a
B 1

T 12k2%m?

1
(4k2h2n2 + 6m* + 3k?h? + 3(4n® + 4k*h?m* + 129k4h4)?>
6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyon ise

2 mt 1 1 4.8 61,24 .
b,(x) =, sz T 16 T (4k*m® + 4k°h®’n* + 129k8h*)2 + cosmx

5 (x) = t +n2+1+12+
P =\ et gty Tes™

seklindedir.
N = 3 alalim. Bu takdirde ¢ (x) = 1, ¢, (x) = cosmx , p3(x) = cos 2mx igin
(ﬁ(x) = (1 + ¢, cosTx + C3 COS 2TXx

olup

Es(x) = ¢ +k?(A—h*x¥)¢

2

E;(x) = —c,m? cosmx + k?(A — h?x?)(c; + ¢, cos mx + ¢35 cos 2mx)
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seklindedir. ¢p; (x) = 1 igin

1
f Es(x)¢p1(x)dx =0
0

1
= J. [—c,m? cosmx + k?(A — h?x?)(cy + ¢; cos mx + ¢35 cos 2mx)]dx = 0
0

1

1 1 1
—c,m? f cosmx dx + k%2 (cl f dx + c, f cosx dx + c5 f oS 2mx dx>
0 0 0

0
1

1 1
— k?hn? (clf xzdx+czf x? cosrtxdx+czf
0

x2 cos 2mx dx) =0
0 0

3 P C) ———C = 0 (35)

L. k2R 2k2R2 k22
= kA — 1 T[—

elde edilir. ¢,(x) = cosmx igin

1
[ Esd G =0
0
1
j [—c,m? cosmx + k?(A — h?x?)(c; + ¢, cos mx + c3 cos 2mx)] cosx dx = 0
0
1
—cznzf cos? x dx
0
1 1 1
+ k%2 <01 J cosmx dx + ¢, J cos? mx dx + c3 f COS TTX COS 21X dx)
0 0 0
1 1
— k?hn? <c1 f x% cosmx dx + ¢, f x? cos? mx dx
0 0
1
+ c3 f x? cos x cos 2mx dx) =0
0

=

2k2R? KA m @r+3) ,., 10k%h?
B N R R v Rl L R (36)

bulunur. ¢5(x) = cos 2mx igin

1
j&mmmm=o
0

1
f [—c,m? cos mx + k?(A — h?x?)(c; + ¢, cos mx + c3 cos 2mx)] cos 2mx dx = 0
0
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1
—c,m? f cos x cos 2mx dx
0

1 1 1
+ k%2 (c1 f cos 2mx dx + ¢, f cos x cos 21mx dx + 3 f cos? 2mx dx)
0 0 0
1

1
— k%h? (c1 f x% cos 2mx dx + ¢, f x?% cos mx cos 2mx dx
0 0

1
+ cq f x? cos? 2mx dx> =0
0

= c3=0 37)

k22 +10k2h2 k22 (872 + 3)k2h?
22 VT oz 27T\ 4812

(35), (36) ve (37) ifadelerinden

k2h? 2k2h? k2h?
/ k2] — _ \
3 2 212 c 0

L 2k2R2 K22 w2 (2r?+3) 10k2h? (1
i k T _ k2 h2 > i cl=|o

i/ 2 2 12m o c3 0
\ k2h? 10k2h? k21 (8m? + 3)k2h2/

212 972 2 48712

elde edilir. Sifirdan farkl ¢4, ¢;, c3 ¢6ziimiinii elde edebilmek i¢in

K2 k2 h? 2k2h? s
3 w2 2m?
2k%h? k?A _ 7'[_2 _ (2m? + 3) K22 10k?h? —0
2 2 2 1212 9?2
k?h? 10k?h? k*A  (8m? + 3)k?h?
- 2m2 972 2 4812

olmalidir. Dolayistyla

B k® . h%k® 5m%k* 5h2k®
A= P =7 4 3272
1 5 5h*k® 17 3257h*k®
— _ p46 4 2p27,4 2.4 4 " p214 _
c 12hk +6nhk +487T2+kn +32hk 574
65h*k* 155 1 5 5h°k® 1
d= _ h6k6——h6k6—— 2h4k4_ _ - 4—h2k2
82 816 108 36" 28872 3"
17 3432h0k°

41,4
96 + 30797
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olmak lizere

al>+bA2+cAl+d=0

denklemi elde edilir. Bu polinomun k&kleri ise aradigimiz 6zdegerlerdir.

Galerkin yontemi ile N = 1,2,3 alarak elde edilen 6zdegerler ile SLEIGN2 yazilimi

ile elde edilen sonuglarin karsilastirmasi Tablo 11 de sunulmustur.

Tablo 11. Farkli k, h degerleri i¢in Galerkin yontemi ile elde edilen 6zdegerler

N=1 N=2 N=3 SLEIGN2

k h M M Ay M A A

0.1 | 0.1 ] 0.0033 | 0.0033 | 986.964 | 0.0033 | 986.96 986.964

0.1 | 0.5 ] 0.0833 | 0.0833 | 987.056 | 0.0833 | 987.06 . 987.056

0.5 0.1 | 0.0033 | 0.0033 | 39.4823 | 0.0033 | 39.4823 | ikyfcriys . 39.4822 157.917

0.5 | 05| 0.0833 | 0.0832 | 39.5745 | 0.0832 | 39.5745 | ikstsHololo) . 39.5745 158.000

05| 1 | 0.3333 | 0.3313 | 39.8645 | 0.3312 | 39.8641 | ikstsivislo) . 39.8640 158.259
1 1 05| 0.0833 | 0.0828 | 9.9661 | 0.0828 | 9.9660 39.5650 . 9.9660 39.5649
1 1 | 0.3333 | 0.3251 | 10.2619 | 0.3250 | 10.2601 [Eeicherex] . 10.2600 [ elelefisi
2 1 | 03333 | 0.3011 | 2.8836 | 0.3009 | 2.8763 10.2231 . 2.8760 10.2193
1 2 | 1.3333 | 1.2045 | 11.5344 | 1.2037 | 11.5051 [loRsieris . 11.5042 [ 0Reyass
2 2 | 1.3333 | 0.9087 | 4.4280 | 0.9085 | 4.2998 11.3820 . 4.2979 11.3183
3 1 | 0.3333 | 0.2657 | 1.5482 | 0.2657 | 1.5309 4.7499 . 1.5304 4.7411
1 3 3 2.3916 | 13.9340 | 2.3909 | 13.7779 [ CvAyfich! . 13.7743  IRYAY()
4 1 ] 03333 | 02272 | 11070 | 0.2271 | 1.0750 2.8455 . 1.0744 2.8295
1 4 | 53333 | 3.6349 | 17.7120 | 3.6341 | 17.1993 [ Lreyas: . 17.1919 [ “Si7yek
4 2 | 1.3333 | 0.5257 | 2.9604 | 0.4990 | 24123 4.4263 . 2.4022 4.1555
2 4 | 53333 | 2.1029 | 11.8417 | 1.9959 | 9.6491 17.7053 . 9.6090 16.6221
4 4 | 53333 | 14066 | 10.6875 | 1.0275 | 5.9327 13.1372 . 4.9995 8.9762

Tablo 11 e gore SLEIGN2 ve Galerkin yontemiyle elde edilen sonuglar
karsilagtirildiginda Galerkin yontemi ilk 6zdegerler icin oldukga iyi sonuglar vermektedir.
k ve h nin biiyiik degerlerinde daha iyi sonuglar elde edebilmek i¢in N degerini biiylitmek
gerekmektedir. Bu ise elde edilen polinomun derecesini yiikseltecek ve koklerin

bulunmasini zorlastiracaktir. Bu durum yontemin bir dezavantajidir.

Yontemin avantaji ise fiziksel olarak anlamli olan ve pozitif 6zfonksiyonu veren ilk
0zdeger icin oldukea iyi sonuglar vermesidir. Bu sonug¢ Sekil 56 da k = 4,h = 1 ve Sekil
57 de k = 4,h = 4 degerleri igin verilen ilk dort 6zfonksiyonun grafigine bakildiginda
goriilmektedir. Ayrica k ve h nin biiyiik degerlerinde yontemin N nin kiigiik degerleri iyi

sonuclar vermedigi Tablo 12 de SLEIGN?2 ile karsilagtirmali olarak gosterilmistir.
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15 ; 2
GALERKIN
SLEIGN2 1

0
0.5¢
-1
0 2
0 0.5 1 0 0.5 1
¢2 ¢3
2 2 -
1- 1
or 0
-1k 1k
2 -2
0 0.5 1 0 0.5 1

Sekil 56. k=4, h=1 i¢in Galerkin ve SLEIGN2 ile clde edilen 6z
fonksiyonlar

(I)O ¢1
3 - T 2 E
GALERKIN
SLEIGN2

-3
0 0.5 1 0 0.5 1

Sekil 57. k=4, h=4 i¢in Galerkin ve SLEIGN2 ile elde edilen 0z
fonksiyonlar

Tablo 12. k ve h nin biyiik degerleri i¢in Galerkin ile elde edilen 6zdegerler

0.6403 4.7488 12.3952 . 2.4999 4.4999
2.0952 | 17.8061 |isReryf . 5.0000 9.0000

N=3 SLEIGN2
k h 7\,1 )\.2 )\.2 7\.3
2 4 | 1.9959 9.6491 17.7053 . 9.6090 16.6221
4 4 | 1.0275 5.9327 13.1372 . 4.9995 8.9762
4 8 | 2.5612 | 18.9950 | ichsielor: . 9.9999 17.9999
8 4
8 8
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Sekil 58 de kve h nin biiyilk degerlerinde N degerlerini artirarak sonuglar
gozlemlendiginde 6zfonksiyonlarin SLEIGNZ2 ile elde edilen 6zfonksiyona yakinsadigi

goriilmektedir.

2.5

SLEIGN2
O N=2

® N=3

Sekil 58. k = 4, h = 4 i¢in artan N degerleri i¢cin Galerkin ile elde
edilen ilk 6zfonksiyonlar

2.3.5. Picard Yontemi ile Ozdeger ve Ozfonksiyonlar

¢ +k2(A—h*ixDPp =0, (0)=¢ (1) =0 (38)

problemini

y1=y,y1(0)=a
vz = k2 (R2x? — D)y, ¥,(0) = 0

baslangic deger problemi olarak ele alalim ve Picard yontemiyle ¢6zelim. Picard
yontemine gore

X

a Y2
Yesi =Y +fF(t, Y,) dt, Yo = [0] F= [kz(hzxz ) k=012, ..

0

son iterasyon adimindaki ¢éziimde ¥ (1) = 0 yani y,(1) = 0 sart1 yerine yazilirsa A 6z

degerleri bulunabilir. Ornegin iki adim igin problemi incelersek
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x 0 a
h=Y +f [kz(hztz _ /l)a] dt = o] +
0

b )
t=vos [ ofie(5-x)) Jidt

1 1
k?(h?t? — 1)ak? (— h2t* — —)11:2)

12 2
1 1
- ak? (—hzx4 - —lx2>
19, 12 2
0 akz(i£k2h4x7-jlk21h2x54—1(1k2124-h2)x3-1x)
84 60 312
1 1
2( L 2.4 Lo 2
~ a+ ak (12hx 2/1x>
= 1 7 11
2( 2 2047 L 290205 4 2 (11292 4 1203
ak kailx kAR +3(2kl +h)x ﬂx)

elde edilir. Dolayistyla

1 7 1/1
— 2 2p4.7 _ 291245 4 (21222 4 p2) 43 _
y2(x) = ak (84k h*x 60k Ahx +3<2k/1 +h>x Ax)

olup y,(1) = 0 igin

1 7 1/1

2 254 2922 4 (21242 2Y_3) =
ak <84kh 60klh +3(2kl +h) /1) 0
1 7 1/1
L a2pa L y2932 L (2292 2) _ g —
84kh 60klh +3<2kl +h) A=0

denklemi elde edilir. k = 4,h = 1 i¢in

176 688 128
——— 1+

2 _
21 15 3’1_0

denkleminden A degerleri belirlenir.

Picard yontemiyle yapilan testler incelendiginde ozellikle pozitif ¢ c¢oziimiini
veren ilk A 6zdegeri i¢in iyi sonuclar elde edilmektedir. Yontemin dezavantaji ise k Ve h

degeri biiylidiikge n degerini biiyiik segmek gerekmektedir.
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Picard yontemiyle elde edilen ¢dziimlerden bazilari asagida sunulmustur. Ornekler
incelendiginde Picard yontemiyle elde edilen sonuglarin 6zellikle ilk 6zdegerler icin
SLEIGN?2Z ile elde edilen sonuglara yakinsadigi goriilmektedir. Yine Sekil 59 ve Sekil 60
de Picard ve SLEIGN2 ile elde edilen 6zfonksiyonlar incelendiginde ilk 6zfonksiyonlar

icin Picard yonteminin iyi sonuglar verdigi goriilmektedir.

Ornek k =4,h=1 olsun. Bu durumda SLEGIN2 icin Ay = 0.2271,4; =
1.0744,A, = 2.8295 Picard igin Ay = 0.2271,4; = 1.0745,1, = 2.5898 olup

Ozfonksiyonlar ise asagidaki sekildedir.

b9 21 2

SLEIGN2 PICARD

Sekil 59. k = 4, h = 1 i¢in SLEIGN2 ve Picard ile elde edilen 6zfonksiyonlar

Ornek k=1,h=4 olsun. Bu durumda SLEGIN2 igin Ay = 3.6337,14;, =
17.1919,1, = 45.2733 Picard igin Ay = 3.6338,1; = 17.1922,1, = 41.4363 olup

Ozfonksiyonlar ise agsagidaki sekildedir.

g ¢y o,

0 05 1 0 0.5 1 o 0.5 1

SLEIGN2 PICARD

Sekil 60. k = 1, h = 4 igin SLEIGN2 ve Picard ile elde edilen 6zfonksiyonlar
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2.3.6. Pertiirbasyon Problemi Olarak Ginzburg-Landau

Bu bolimde normal hale yakin komsulukta elde edilen Ginzburg-Landau

denkleminin k nin biiyiik degerlerine karsilik gelen pertiirbasyon problemini ele alacagiz.

1 ., , :
=9 +(A-h*x*)p=0,0(0)=¢ (1) =0

denkleminde x = %X doniistimii yapilirsa

olup

=k2dz_¢

—=k— ve e

d¢ dp  d*¢
dx dX dx?

2
¢" +</’l—h2%>¢=0

2

¢ +(A—ex?)p=0,¢'(0)=¢'(k) =0,k » higin £ =1

pertiirbasyon problemi elde edilir. Bu problemi ¢6zmek i¢in

ve

b=y +epy + %Py + -

A:A()"‘S/ll +52/12+“‘

yaklagimlari yapilirsa

Bo +epy + 2y + (Mg +ely + €2y + ) — et?)(pg + ey + €2y + ) =0

elde edilir. Simdi 0(&°) i¢in

Bo + Aodo = 0,¢0(0) = ¢' (k) =0

denklemi elde edilir.
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$o(x) = Aco s \[Agx + Bsin[Aox

Bo(x) = —A\Agsin[Agx + By[Agco s [Aox
$o(0)=0=>B=0

do(k) = 0= —AAgsin[Agk = 0

nm?

/10 = T,TL = 0,1,2,

Ozdegerleri ve

nwx
do(x) =A cosT,n =012, ...

Ozfonksiyonlari elde edilir.

A) Budurumda 1y = 0,3, = 1 olsun.

ey + Aod1 + Ay — x%hy = 0

x* Ax?

" . (x3

' , kZ
$1(0)=0=B =0ved (k) =0=1; =—

ve

elde edilir.

€21y + Aoy + 11 + Appg — x%py =0

x* x? x4 x2
r r r _ 2 r o —
¢2 +Al<12 112>+AZ X <12 ).12) 0

k® k*  23k? 8 . 8 .
x8 x®  Axt Ayx?
R T YR
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£33 + A3 + Ay + Ay + A3y — x%p, =0

klO k8 k6 k4 k8 k6 k4-
_ _ 2 _ - 2 _ 23 _
A3 =7397 " "M3520 T MTes " 210 " Meoas T M 2520 M 120
+/Mk2 Ak‘*_ 32 410 32 55
M3 260 467775 192571
x12 10 x8 x6 xlO x8 x6
_ _ 2 _ - 2 _ 13
¢s = 88704 Th 32400 & 1344 A2 60 &l 60480 T M 20160 &t 720
x* x© x2
”2’115_’12%_’137

olarak bulunur. Dolayisiyla ilk ii¢ yaklasim sonunda ilk 6zdeger ve ilk dzfonksiyon igin
analitik bir yaklagim elde etmis olduk. Simdi bunu bazi degerler i¢in SLEIGN2 ile

karsilastiralim.

k=4,h=1 i¢in SLEIGN2 ile elde edilen ilk 06zdeger A = 0.2271 iken
pertiirbasyon probleminde ilk ii¢ yaklasim sonucunda eclde edilen ilk 6zdeger ise A =
0.2153 seklindedir. Bunlara karsilik gelen 6zfonksiyonlar ise Sekil 61 verilmistir. k =
2,h = 0.5 i¢in SLEIGN2 ile elde edilen ilk 6z deger A = 0.0812 iken pertiirbasyon
probleminde ilk ii¢ yaklasim sonucunda elde edilen ilk 6zdeger de A = 0.0812 dir ve
bunlara karsilik gelen 6zfonksiyonlar Sekil 62 de verilmistir. Her iki 6rnekten de k nin

bliylik degerleri i¢in pertiirbasyon probleminin iyi sonuglar verdigi goriilmektedir.

1 - -
X Perturbation
) SLEIGN2
0.8 \\\
\\
0.6 N\
0.4
0.2 . . .
0 1 2 3 4

Sekil 61. k=4,h=1 icin SLEIGN2 ve pertiirbasyon
probleminden elde edilen ilk 6zfonksiyonlar
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1.02
Perturbation
1 SLEIGN2
0.98 -
0.96 -
0.94r~
0.92
0 0.5 1 1.5 2

Sekil 62. k=2,h =0.5 i¢cin SLEIGN2 ve pertlirbasyon
probleminden elde edilen ilk 6zfonksiyonlar

B) n = 1 olsun.

g1y + Ao + Ao — x2py =0
¢1 + oy + (4 — x?)cos[2gx = 0
¢1 + A1 = (x* — A)co s [2x

olup bu ikinci mertebeden sabit katsayili homojen olmayan bir lineer diferensiyel

denklemdir. Bu denklemin homojen kisminin ¢oziimii

¢1,(x) = Aco s[29x + Bsin[Agx
dir. Belirsiz katsayilar yontemiyle

b1, (%) = x(A;x% + Ax + Ag) cos[Agx + x(Byx? + Byx + By) siny/Agx
seklinde bir 6zel ¢6ziim olarak aranirsa ¢4 i¢in 6zel ¢oziim

1

A
o w:")

¢1p(x) X COS\/_X+< sin\/A_Ox

olarak bulunur. Dolayistyla genel ¢éziim

1

\/,_ 4)'3/2 2\/,_36) sin \/_XS

$1(t) = ACOS\/_x+Bsm\/_x+ x cos\/_x+(
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olarak elde edilir. Bu durumda

=—A\/—sm\/—x+B\/_cos\/_x+ xcos\/—x—

\/A_Oxzsin\//l_ox

1 A 1 1
2 _ __1 ; \/— .3 _ _1
X sin on+< xX° ——x x)cos\/_x
24 4z 2 67 4k
0
$:(0)=0=>B=0
¢1(k) =0

A 1
+ 2 —— sin,/1k+(—k3——k——k)cos k=0
2/ 4z 2V "6 T, VA

0

ve

1

A
o m:’“)

¢1(x)—cos\/—x+ x cos\/_x+< sin\/A_ox

elde edilir.

k=4,h=1 icin SLEIGN2 ile elde edilen ikinci ve tigiincii Ozdeger A; =
1.0744, 7, = 2.8295 iken pertlirbasyon probleminde ilk {i¢ yaklasim sonucunda elde
edilen ikinci ve tigiincii 6zdeger ise 14 = 1.0008, 1, = 2.8134 seklinde ve bunlara karsilik
gelen o6zfonksiyonlar ise Sekil 63 da verilmistir. k = 2, h = 0.5 i¢in SLEIGNZ ile elde
edilen ikinci ve tiglincii 6zdeger 1, = 2.5650, 13 = 9.5563 iken pertiirbasyon probleminde
ilk ti¢ yaklasim sonucunda elde edilen ikinci ve li¢iincii de A; = 2.5634,1, = 9.5552 dir
ve bunlara karsilik gelen 6zfonksiyonlar Sekil 64 de verilmistir. Her iki 6rnekten de k nin
biiylik degerleri igin pertiirbasyon probleminin ilk 6zdeger ve 6zfonksiyonda oldugu gibi

1yl sonuglar verdigi goriilmektedir.
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1.5 < 1.5
Perturbation Perturbation

1 SLEIGN2 1 1r SLEIGN2
0.5 0.5

or 0f
05~ -0.5¢

Ak -1
1.5 - = = -15 : : -

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Sekil 63. k =4,h =1 i¢in SLEIGN2 ve pertiirbasyon probleminden elde
edilen ikinci ve iiglincii 6zfonksiyonlar

1.5 T T T 1.5
Perturbation
SLEIGN2

Perturbation
SLEIGN2

-1.5

0 05 1 15 2 o 05 1 15 2
Sekil 64. k = 2,h = 0.5 i¢in SLEIGN2 ve pertiirbasyon probleminden elde
edilen ikinci ve liglincli 6zfonksiyonlar

2.3.7. Egik Atis Yontemiyle Ginzburg-Landau Denkleminin Céziimii
L 2,2 ' '
¢+ 0=k =0,¢'(0) = ¢'(1) =0

Sturm — Liouville problemini egik atis yontemiyle ¢cozmek i¢in denklemi asagidaki sekilde

denklem sistemi olarak yeniden yazalim.

d):l = ¢)2' ¢1(0) =1
¢y = k2(h*x* = D¢y, $2(0) =0

Problemi bir A, baslangic degeri alarak bir baglangic deger problemi olarak

¢ozelim. Coziim ¢ (1) = 0 sartin1 saglamasi gerektiginden

F(A) =¢2(4,1) =0
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olmalidir. Yeni A; yaklasimlarini elde etmek i¢in Newton yontemi kullanarak

F(4)

Aiv1 =4 —m

yaklagimini kullanabiliriz.

, d
F'(1) = %(/1, 1)

tiirevini bulmak i¢in

d (d¢r\ _dg, dps oy _ 4
alar) =2 a7 O
d (dg,\  ,d dp, .

3 () = K (0 =280, GO =0

d d¢2 _ d(l’l d(,'bz —
& (ap) = =D -k, RO =0

sistemini ¢ozebiliriz.

Ornek k = 4,h = 1 i¢in egik atis yontemiyle elde edilen ilk 6zdeger A, = 0.2271
olup ilk 6zfonksiyonun grafigi ise agagidaki gibidir.

¢ ik 6zfonksiyonu

0.25~

Sleign2

0.2 o~ Shooting

0.15r

0.1

7

0.05+¢ § i i i ;
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 65. k = 4, h = 1 i¢in egik atis yontemi ile ilk 6zfonksiyon
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Ornek k = 0.6,h = 0.7 icin shooting yontemiyle elde edilen ilk dzdeger A, =
0.1626 olup ilk 6zfonksiyonun grafigi ise asagidaki gibidir.

¢ ilk 6zfonksiyonu

0.164
Sleign2
0.163 - Shooting
0.162 -
0.161 -
0.16

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Sekil 66. k=0.6,h=0.7 i¢in egik atis yontemi ile ilk
6zfonksiyon

Yukaridaki orneklerden goriildiigii gibi egik atis yontemi ilk 6zfonksiyonlar i¢in

oldukea iyi sonuglar vermektedir.

2.4. Siiperiletken Silindir icin Tek Boyutlu GL Modelleri

Bu boliimde tek boyutlu silindirik bir siiperiletken goz 6niine alinacaktir.

2.4.1. Modelin Geometrisi

GOz oniine alinan siiperiletken ii¢ boyutlu olup z yo6niinde sonsuz boyutlu, &

yoniinde degisimin thmal edildigi R yarigapl bir siiperiletken silindirdir.

Z

“

X

TH

————— —

!

1

S B
I
I

N &
S
~
@
/
!
!

!
'

-

y

Sekil 67. Siiperiletken silindirin geometrisi
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Numune pozitif z — yoniinde H= (0,0, H) dis manyetik alan etkisi altindadir. Bu

durumda GL diizen parametresi

Y(r,0) =y(r),r € (O,R)

(39)
ve vektor potansiyeli
A(r,0) = A(r) = (0,A(r),0) (40)
olarak kabul ediyoruz ve bunun sonucu olarak
divA = 0 1A = 001 A)
ivA =0 ve cur —( , ,;(r )) (41)

dir. Burada 4' = %4 dir.
dr

2.4.2. Enerji Fonksiyoneli

Yukarida bahsedilen silindirik geometriye sahip siiperiletken i¢in boyutsuz yerel
enerji yogunlugu ve boyutsuz enerji fonksiyoneli Coskun vd., (2003) de sunulan

boyutsuzlastirma kiimesi yardimiyla

9. (P, A) = (AZ —1+7%+ %lpz)qﬂ + <¢7>2 + (% (rd) — H)z (42)
G,(yp,A) = ]R <A2 —1+72+ %zpz)tpz + <%’>2 + (% (rd) — H)Z rdr (43)

0

olarak ifade edebilir. Burada 1, numunenin normal veya siiperiletken durumda olup
olmadigin1 ifade eden, en genel anlamda karmasik degerli olan, ancak tek boyutlu
problemde reel degerli kabul edilen ve diizen parametresi olarak bilinen fonksiyondur. A

vektOr potansiyelin € — yoniindeki bilesenidir. T = T /T, boyutsuz sicaklik parametresi ve

k(0)
1472

Kk ise Ginzburg-Landau parametresidir ve k(1) = olup sicaklik bagimlidir..
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Ginzburg ve Landau, siiperiletken elektromanyetik konumun Gibbs enerji
fonksiyonelinin minimumuna karsilik geldigini ifade etmektedir. Bu enerji fonksiyonelini

minimize eden Y ve A fonksiyonlarinin saglamasi gereken diferansiyel denklemler ve ilgili

dogal sinir sartlari, enerji fonksiyonelinin 1 ve A ya gore I.Varyasyonlar (2—5) =0, g_j = 0)

aliarak asagidaki sekilde elde edilir.

2.4.3. Tek Boyutlu GL Denklemi

Y + v,y ile ayn 6zelliklere sahip olacak bigimde secilen v test fonksiyonu igin,

G +v,4)
[ 1 W +v)Y
:f (AZ—1+T2+Z(ll)+v)2)(l/)+v)2+< id KU >
0 (44)
1 , 2
+ (;(rA) —H) ]rdr
dir. ¢ a gore 1. Varyasyon, v ye gore lineer terimler alinarak,
R
56—”2/12 +2(z% — Dyw + 2¢° + 29 |rd
5 Yv T Yv Y v Kzlpv rdr (45)

0

seklinde olusturulur. Burada kismi integrasyon ve ¥ (0) = 0,1 (R) = 0 dogal simr

sartlar1 kullanilarak,

R R

g—i = zof[Azwv + (z2 — Dyv + P3v]rdr + Of %lp’v’rdr, U=y'radv )
= v'dr

5 [ 2 i

5 2J[A2¢v + (72 = Dy + Y3v]rdr + = @é’lg - OJ v(ry") dr (47)
R R

g—i =2 Of [A%Yv + (72 — Dyv + Y3 v]rdr — %Of v(ry") dr 48)
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elde edilir.

(rvy")|& ifadesini sifir yapan sinir sartlarina dogal sinir sartlart ad1 verilmektedir.
(rvy")|R =0 olmast i¢in ¥ (R) =0 olmahdir. » =0 igin ise ¥ (0) sonlu olmasi
yeterlidir. Ancak biz radyal simetrik ¢oziimleri arastirmak istiyoruz. Bunun i¢in ¢ (0) = 0

sartin1 kabul ediyoruz.

Varyasyon analizinin temel prensibi geregi g—i =0 esitligi stirekli Vv ig¢in

saglaniyorsa,
6G 2 ,
o ora2 2 2 L ey —
5% 2[4 =1+ t“ + Y |yr Kz(rt/)) 0 (49)
olmak zorundadir. Buradan (49) u 2r(r # 0) ile bolerek,
1 1 r r
N _ 142 2 4.2 _ _ — —

elde edilir.

Enerji fonksiyonelinin A ya gore 1. Varyasyonu ise A + v, A ile ayn 6zelliklere

sahip olacak bi¢cimde secilen v test fonksiyonu i¢in
1 .
(A+v)(0) =A4A0)+v(0)=0=>v(0) = O,E(TA) (R)=H

dogal sinir sartlar1 kullanilarak asagidaki gibi hesaplanir.

G, A+v)
R
|
t

K

N2
<(A+v)2—1+rz+%¢2)¢2+<lp>

(51)

, 2
(r(A + v)) — H) lrdr

R |-
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Gy, A+v)

]

~ 2
APP? + v*P? + 24AvY* + (72 — DyY? + %lp‘* + <¢ )

K

(52)
+(Foay - H)z +( (rv)’)z 2 oy (- tray - H)] rdr
R R
g—j = J. 2Av?rdr + bf 2(rv)’ (; (rd) — H) dr, -
U= (% (rA) — H),dV = (rv)'dr
R
g—j = fR 2Avp2rdr + (rv (% (rd) — H)) — f 2rv (; (rA)'>, dr (54)
0 0
0 0
g—j = 2AY%r — 2r (; (rA)'), =0 (55)
veya
r (% (TA)’)’ —AY*r =0 (56)

elde edilir. Buradan SGL modelini olusturan denklem sistemi ve ilgili sinir sartlari

r € (0, R) olmak tizere

!

%(np ) =[A% + Y2 + 12 — 1]yr

1 .\

(;(rA))zAt/JZr, 0<r<R
57

Y (0)=0,4 (R)=0 7

A(0) = 0,%(rA)'(R) =H

zaman bagimsiz klasik SGL modeli elde edilir. Bu model silindirik siiperiletken stasyoner

model olup, kisaca SGLC(Ginzburg-Landau for Cylinder) olarak adlandirilacaktir.
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2.4.4, Sicakhik ve Zaman Bagimhi GL Modeli

Bir fonksiyonun en hizli azaldigi yon, gradyan vektoriiniin tersi yonii oldugu
bilgisinden hareketle, enerji fonksiyonelinin zamana gore azalmasi igin (l//, A) ikilisinin

zamana gore degisimi, s6z konusu fonksiyonelin birinci varyasyonunun tersi yoniinde

olmalidir. Buna gbre zaman bagimli model

5y 16G

St 269

SA 166 (58)
5t 264

ile verilir. Burada % sabiti varyasyon isleminde elde edilen carpani yok etmek igin

kullanilmaktadir. Daha agik olarak r € (0, R) olmak tizere

R 1 l/J, 2 1 2
G, (P, A) = A2—1+12+§¢2)¢2+<?> +(;(rA)’—H) rdr (59)
0
E_lzir< —>+(1—T — A2 —y®)yYr (60)
Y A A? 61
E Tar\rar A | AV (61)
oY _ O(TA)
—(0) 0 (R)—O A(0) = 0, % (R) = (62)

Y(r,0) = ll)o(?‘),z‘l(r. 0) = Ao(r)
seklinde elde edilir. Bu modeli TTDGLC(Temperature and Time Dependent Ginzburg
Landau for Cylinder) olarak ifade edecegiz.

2.4.5. Teorik Sonuclar

Teorem 9 Y(r,t) ve A(r,t) TTDGLC sisteminin ¢6ziimii olmak tizere (59) ile

verilen enerji fonksiyoneli t nin fonksiyonu olarak azalandir.
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ispat
R 1 lpl 2 1 2
G, A) = f (AZ + Ell}z + 72 — 1) P2+ <?> + (; (rd) — H) rdr (63)
0
enerji fonksiyonelinin zaman degiskenine gore tiirevi alinirsa
G ‘ oY oY 81/) 1/)
a2 2.1, 2 ¥ 2.0 ¥ 3
ET J.(ZA Yo+ 24%Y 3 + 2%y 3 2¢ — 3t + 2¢° —
° (64)
+2 ,61/)’+2<1(A), H)l 6A+ 0A' 4
Kzlp ot _ r\ac "o )T
G ‘ 0A oY 2 ¢
v _ 224 2 2 _ AV B '
ot Zf(Alp at+(A T 1+¢)¢at) K2
0 0
g (65)

[ (Gen - (5o
0

Esitligin sag tarafindaki son iki integral dogal sinir sartlar1 altinda kismi integrasyon ile

¢Oziiliirse

R
n=[v
0

elde edilir. Bu degerler denklemde yerine yazilirsa

d
f(w + w)—dr—f(rw)a—‘fdr -

R
1 2
_ 2j <r(A2 214Dy — F(rzp’)’)a—lfdr
0

¢ ’ (67)
+ 2! rAy? — J (rA)) Z—tdr

olup
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Z—lf - % ) + (1 - A2 = — D)y
0A 1 ' (68)
2= (o) s
oldugundan
aG ‘ 2 N
EZ_ZJ(E) dr_zof(ﬁ) dr=0 (69)

elde edilir. Dolayisiyla G (i, A) enerji fonksiyoneli zamana gore azalandir.m

Onerme 6 0 < 7 < 1 icin, efer H = 0 ise uygun her (i, 4) i¢in G, (V1 —172,0) <

G,(, A)dir. Yani sistem minimumuna kesinlikle siiperiletken durumda ulasir

Ispat Enerji fonksiyonelinin 1 = V1 —12 ve A = 0 degerleri igin siiperiletken

duruma karsilik gelen ¢6ziimii G, ile gosterilmek lizere,

R N 2
G.(h, A) = j <A2 + %zpz 412 1) W2+ <¢7> + (; ra) — H) L.
0
ifadesinden
‘ 1
Goe = G (V1-72,0) = j ((rz ~1+50 —T2)> (1-12) +H2>rdr
0
, (71)

R
1 R? R
— [ |=2¢1=72)2 2] R A A T
f[z( %)+ H*|rdr 4(1 ‘L')+2H
0

elde edilir. Diger taraftan, enerji fonksiyonelinin ¥p =0 ve A=H % (V XA=VX

(O,%,O) = (0,0, H)) degerleri i¢in normal duruma karsilik gelen ¢ozimi G,, ile

gosterilmek tlizere
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p (72)
r
Gy = G, (O,HE) = f[O]rdr =0
0
bulunur.
2
Eger 0<t<1ve H=0ise G, = —RT(l —12)2 < G,, = 0 elde edilir ve ispat

tamamlanir.m

Eger H? =2(1—12)% veya H = %(1 —12) ise Gy = G,, dir. H=H,(7)=

\/iz (1 — 72) termodinamik kritik alandir.

Eger H < —1%) ise 0<7t<1 icin (Y,A) = (O,Hg) global minimum

1
NS

olamaz. Ciinkii

- R? .y R r
G =G, (V1-1 ,0)=—T(1—r) +—H <Gm=GT(0,H§)=0
dir.
Eger H >\/1—7(1—T2) ise 0<7<1 igin (V1—12,0) global minimum ¢éziim

olamaz. Clinkii

dir.

Onerme 7 Eger H+#0 ve A =H§ ise (y,A) = (0,4), G,(y,A) mn global

minimumudur. Yani sistem minimumuna normal halde ulasir.

Ispat H=0ve A=H g olmak iizere (¥, 7,4) = (0,1,A) ye karsilik gelen enerji

fonksiyoneli
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R
G.1(0,A) = [ [0]rdr =0
Of (73)

seklinde yazilir. Fakat G;(0,4A) =0 olmas1 (¥,7,4) = (0,1,A) noktasmin minimum
olmasini gerektirmez. Dolayisiyla, eger (1, A) # (0,4) igin

G1(0,4) < G, (, A)

(74)
oldugu gosterilirse ispat tamamlanir. Buna gore,
R N 2 2
111 1 .
G, (i, A) = f (A2 NENEIPE 1) y+ (2 (; rA) —H) rdr
0
R 75
ll), 2 1 , 2 ( )
j A2+ l/) ” +<;(rA)—H) rdr >0
0
olur. Dolayisiyla V (i, A) # (0,4) igin,

elde edilir ki bu da, (0,4) noktasinin, G;(i,A) nin global minimumu oldugunu ifade

eder.m

Teorem 10 Eger ((t), A(t)) TTDGLC sisteminin sabit bir ¢ € (0,1) i¢in ¢dziimii
ve [1o(r)| < VI —tZise vt > 0 igin [ (r, t)| < VI —7Z olur.

Ispat Herhangi bir t, € [0,T,] ve 1y € (0,R) icin Y (rp, ty) > V1 — 2 oldugunu
kabul edelim. t, esitsizligin saglandig1 ilk ¢ an1 ve bu t, karsilik gelen r bileseni de r,
olsun. Bu takdirde (rp,ty) noktasinda (t) fonksiyonu t bilesenine gore bir yerel
maksimuma sahip oldugundan (7, t) fonksiyonu zamana goére artandir. Dolayisiyla
0y

0<—
at (ro.to) (77
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yazilabilir. Diger taraftan ayni noktada r bilesenine gore bir yerel maksimuma sahip

oldugundan

62
or (78)

(ro,to)

olur. Ayrica (ry, tp) noktasinda

Y>J1-12=29?>1-1221—-12— Y2 <0=>1—12—A2 2 <0 (79)
yazilabilir. Boylece iistteki ifadeler birlikte diigiiniildiigiinde

oy 1%y
T P22 —y2
0< Eyailo ey, + e —A" -y~ <0 (80)

elde edilir ki bu bir ¢eligskidir. Celiski ¥ > V1 — 1% kabuliinden kaynaklanmistir.
Dolayisiyla Vt > 0 igin |(7, t)| < V1 — 72 olmalidir.m

2.5. Siiperiletken Silindir Icin Normal Hale Yakin Komsulukta Céziimler

Siiperiletken silindir i¢in sicaklik ve zaman bagimli Ginzburg-Landau denkleminin

) 10/ 9
A 9 (10 ) ap?

= Tar\rar A | AT

oY _ N 3 _ 10(rA) _
= (0)=0,=—(R) =0,4(0) = 0,;——(R) = H

oldugunu biliyoruz. Normal hale yakin komsuluktaki c¢oziimleri incelemek i¢in

denklemlerde A = Hz—r yazilir ve Y3 terimini ihmal edilirse
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2,2
W e G + (1 o )wr,r € (0.R)
(81)
YO =y [R)=0
kismi diferansiyel denklemi elde edilir.
Y1) =)
seklinde bir ¢oziim arayalim. Bu durumda
, 1 N H?r?
£ (OO) =) O +7 (1 —tt - >¢>(r)f(t)
olup
1df 1 |1 ., H?r? B
Fat - am =) +T<1—T2 ~2 )Qb(r)l =—u
elde edilir. O halde
f () = exp(—ut)
ve
1 L 5 2T3
F(T¢)+T(1—T + o — 4 ¢ =0, (82)
olacaktir. (82) denklemi
- (qu’)’ +qp=arp, A=1-12+pq(r)= H (83)
K'Z q - ) - .u' q - 4
$©=¢'®=0 .

olarak yazilirsa bu bir regiiler Sturm-Liouville problemidir. Dolayisiyla Kesim 2.3.1 de

verilen teorik sonuglar bu problem i¢in de uygulanabilir.
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r
F =—,k=kR,h=HR
F=v K

doniisiimii altinda

. , , h2 3
_ (ﬁd) ) +q(r)p = rp,q(r) = 2 (85)
PO =¢(1)=0 (86)

elde edilir.

Kesim 2.3.1 de ifade edilen sonuglara gore (85)-(86) Sturm-Liouville problemi igin
asagidaki ozellikler gecerlidir.

1) Teorem 3 e gore (85)-(86) probleminin biitiin 6zdegerleri reeldir ve

6zfonksiyonlar ise reel degerlidir.

2) [0,1] arahgl tizerinde a; =0,a, =1,b; =0,b, =1 Olup —aqa; =0 ve

2..3
bib, = 0veq(r) = hTr > 0 oldugundan biitiin 6zdegerler pozitiftir.

3) (85)-(86) probleminin Ozdegerleri sayilabilirdir ve Ap <A <4, <

o+, lim, 4 4, = 400 seklindedir.

4) (85)-(86) probleminin ayrik 6zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar1 [0,1]

aralig1 tizerinde w(r) = r agirlik fonksiyonuna gére ortogonaldir.

r . .. . h3r3 _ hird
5 a)p= ZVvews=r sabit kalmak tlizere h, > hjise Q = —=— > —=14a olup
1,(Q) > 1,,(q) dir. Yani A = A(h) fonksiyonu artan bir fonksiyondur.
h2r3 . . T r
b) q = T vews=r sabit kalmak {izere 0 < k; < k, ise O<k—2=P<k—2=p
2 1

olup 1, (%) >, G) dir. Yani 4 = A(k) fonksiyonu azalan bir fonksiyondur.
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2.5.1. SLEIGNZ2 ile Elde Edilen Sayisal Sonuclar

2..3

4

N h
~(z®) +a0)6 = 1.q0) =

¢ =¢1)=0
probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarint SLEIGN2 yazilimiyla hesaplayalim. Burada

2,.3

4 )

p() = 17,00) = ——w() =7

oldugu goriilmektedir. Buna gore bazi parametre degerleri i¢in elde edilin sonuglar asagida

verilmigtir.

. 3
Ornek k=4,h=1 i¢in p(r)= ;—6,q(r) = %,W(T‘) =71 olup Ozdeger ve

ozfonksiyonlar asagida elde edildigi gibidir.

Ao A A A3 Ay A5 A6 A7 Ag Ag
01196 1.0047 3.1601 65523 11.1785 17.0385 24.1322 32.4597 42.0208 52.8157
b, b b, b, by
0.26 = 0.5 0.5 0.5 0.5 =
0.24
0 Or Or 0
0.22
0.2 -0.5 -0.5 -0.5 -0.5
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
¢5 ¢6 ¢’7 ¢8 ¢9
0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
O\A/\ O\AN o\MA o\/\A/V o\ﬂ/vm
-0.5 -0.5 -0.5 -0.5 -0.5
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Sekil 68. k = 4, h = 1 i¢in SLEIGN?2 ile elde edilen 6zfonksiyonlar

Ornek k=1,h=4 icin p(r) =71,q(r) =4r3,w(r) =r olup O6zdeger ve
ozfonksiyonlar asagida elde edildigi gibidir.
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Ao 4 A A3 A4 As A A, g Ao
19141 16.0764 50.5622 104.8369 178.8563 272.6165 386.1163 519.3547 672.3344 845.0511
¢O ¢1 ¢2 ¢3 ¢4
0.26 g 0.5 0.5 0.5 0.5
0.24
0 or 0 0
0.22
0.2 -0.5 -0.5 -0.5 -0.5
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
L5 ¢ dg %
0.5 0.5 0.5 0.5 0.5

o

o
o
o =
& >
N

o

o

o

-0.5 “-0.5
0 1

-0.5 *-0.5 *-0.5
0.5 0

0.5 1 0 0.5 1 0 0.5

[y

Sekil 69. k = 1, h = 4 i¢cin SLEIGN?2 ile elde edilen 6zfonksiyonlar

Yukaridaki verilere ve grafiklere bakildiginda farkli k ve h degerleri icin tiim 6z
degerler teorik sonuclarla uyumlu olarak reel ve

AO<AI</12<.”I lim An:‘i‘oo

n—-oo

2..3
seklindedir. Ayrica q(x) = hTr > 0,0 <r < 1 oldugundan biitiin 6zdegerler pozitiftir.

Grafiklerden goriilen diger bir sonug ise ilk 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyonun
sifir yeri yok iken, ikinci 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyonun bir sifir yeri, iiglinCiiniin
iki sifir yeri oldugu goriillmektedir. Bunlardan fiziksel olarak anlamli olan ise ilk 6zdeger

ve ona karsilik gelen ilk 6zfonksiyondur.

2.5.2. Sabit k ve Degisen h i¢in Analizler

Bu boliimde sabit bir k degerine karsilik h nin degisen degerleri i¢in 6zdeger ve
ozfonksiyonlarin davranisi incelenmistir. Asagidaki 6rnekte verilen Tablo 13 deki degerler
incelendiginde teorik sonuglarla uyumlu olarak o6zdegerler h nin artan fonksiyonudur.
Yani, A, (h) artan bir fonksiyondur. Ayrica Sekil 70 de ilk 6zfonksiyonlarin h nin azalan

degerleri i¢in sabit ¢ozlime yakinsadigi goriilmektedir.

Ornek k = 4,h = 0.5,1,2,3,4 icin ilk 6zdeger ve 6zfonksiyonlar asagidaki gibi

olmaktadir.
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Tablo 13. k = 4,h = 0.5,1,2,3,4 icin 6zdegerler

h=0.5 h=1 h=2 h=3 h=4 h=5

0.0309 0.1196 0.4114 0.7217 0.9935 1.2486
0.9386 1.0047 1.3138 1.9326 2.7831 3.6617
3.0970 3.1601 3.4207 3.8901 4.6417 5.7539
6.4895 6.5523 6.8063 7.2413 7.8792 8.7631
11.1158 | 11.1785 | 11.4306 | 11.8568 | 12.4667 | 13.2768
16.9759 | 17.0385 | 17.2898 | 17.7123 | 18.3118 | 19.0971
24.0696 | 24.1322 | 24.3831 | 24.8038 | 25.3981 | 26.1717
32.3971 | 32.4597 | 32.7103 | 33.1299 | 33.7212 | 34.4882
41.9583 | 42.0208 | 42.2713 | 42.6902 | 43.2796 | 44.0425
52.7532 | 52.8157 | 53.0661 | 53.4886 | 54.0727 | 54.8328

O O|INOUARWIN|FPO~

0.5

h=0.5

% 02 0.4 0.6 08 1
Sekil 70. Artan h degerleri i¢in ilk 6zfonksiyonlarin davranisi

2.5.3. Sabit h ve Degisen k I¢cin Analizler

Bu boliimde sabit bir h degerine karsilik k nin degisen degerleri i¢in 6zdeger ve
ozfonksiyonlarin davranigi incelenmistir. Asagidaki 6rnekte verilen Tablo 14 deki degerler
incelendiginde teorik sonuglarla uyumlu olarak 6zdegerler k nin azalan fonksiyonudur.
Yani, 4, (k) azalan bir fonksiyondur. Ayrica Sekil 71 de ilk 6zfonksiyonlarin x nin azalan

degerleri i¢in sabit ¢ozlime yakinsadig1 goriilmektedir.

Ornek k = 0.5,1,2,3,4,5,h = 2 icin ilk 6zdeger ve 6zfonksiyonlar asagidaki gibi

olmaktadir.
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Tablo 14. k = 0.5,1,2,3,4,5, h = 2 igin 6zdegerler

A k=0.5 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
0 0.4986 0.4947 0.4785 0.4505 0.4114 0.3658
1 59.0621 15.0189 4.0190 1.9999 1.3138 1.0136
2 197.2073 49.5524 12.6405 5.8081 3.4207 2.3205
3 | 4143314 | 103.8330 26.2092 11.8356 | 6.8063 4.4801
4 710.4154 177.8542 44.7140 20.0591 | 11.4306 7.4377
5 | 1085.4605 | 271.6152 68.1541 30.4765 | 17.2898 | 11.1868
6 | 1539.4631 | 385.1153 | 96.5290 | 43.0874 | 24.3531 | 15.7261
7 | 2072.4260 | 518.3545 | 129.8384 | 57.8916 | 32.7103 | 21.0553
8 | 2684.3405 | 671.3339 | 168.0835 | 74.8892 | 42.2713 | 27.1742
9 | 3375.1887 | 844.0488 | 211.2629 | 94.0800 | 53.0661 | 34.0827
0.4
k=0.5
035" k=1
k=2
0.3F k=3
k=4
0.25¢ k=5
0.2r
0.15¢
0.1r
0.05 : : : -
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 71. Artan k degerleri i¢in ilk 6zfonksiyonlarin davranigi

2.5.4. Egik Atis Yontemiyle SGLC Sisteminin Ozdeger ve Ozfonksiyonlar
r¢p) +k*(Ar—q())p =04 (0)=¢ (1) =0

problemini egik atis yontemiyle ¢6zmek igin denklemi asagidaki sekilde denklem sistemi

olarak yeniden yazalim.

b1 = P2, $1(0) = A
. 1
¢, = k*(q(r) — )¢y — ;(f’z» $2(0) =0

problemini ¢ozmek icin bir Ay baslangic degeri alarak baslangi¢ deger problemi olarak
¢ozelim. Cozim ¢ (1) =0 sartimi saglamasi gerektiginden F(A) = ¢,(1,1) =0

olmalidir. Yeni A; yaklasimlarini elde etmek i¢in Newton yontemi kullanarak
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F(4)

Aiv1 =4 T

yaklasimini kullanabiliriz.

, d
Fy =221

tiirevini bulmak i¢in

d (dpy\  de, dér v _ 4
alar) =2 a@ma®
d (do, B d d /1 do, _
() =2 (@) = an¢y) — 32 (5 82) — KPrgn, 2 =0

d (dgy\ _ d, A1 oy =

z(ar) =3t a0

d (do, de, ld¢; do,

2 () = K0 =0 T5 —kre SR TR =0

sistemini ¢ozebiliriz.

Ornek k = 4,h =1 icin SLEIGN2 ve egik atis yontemleri ile elde edilen ilk
ozdeger 1o = 0.1196 ve ilk 6zfonksiyon ise asagidaki gibidir.

0.26 = .
T Shooting

0.25- SLEIGN2
0.24 |-
0.23 |-
0.22 |-
0.21 -
0.2 : : : —

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Sekil 72. k = 4, h = 1 igin egik atig ve SLEIGN?2 ile elde edilen

ilk 6zfonksiyon

Ornek k = 1,h = 4 igin SLEIGN?2 ile elde edilen ilk 6zdeger A, = 1.9141, egik
atis yontemi ile elde edilen ilk 6zdeger ise Ao = 1.9137 dir. Bu 6zdegerlee karsilik gelen
ilk 6zfonksiyon ise asagidaki gibidir.
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0.26 =

Egik Atis

025 SLEGN® |1

0.24 -

0.23 -

0.22 -

0.21 -

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 73. k = 1, h = 4 i¢in egik atig ve SLEIGN?2 ile elde
edilen ilk 6zfonksiyon

Yukaridaki Orneklerden gorildigii gibi egik atis yontemi ilk 6zdeger ve ilk

ozfonksiyon i¢in oldukga iyi sonuglar vermektedir.

2.6. TTDGLC i¢in Sayisal Analiz
2.6.1. Zamana Bagh Degisim Analizleri

Bu boliimde artan zaman degiskeni degerlerinde, farkli x,h ve 7 degerleri igin

silindirik siiperiletkende g, (1, A) yerel enerji yogunlugu, y? siiperiletken yogunlugu,
curld = (0,0,%(rA)') niifuz eden manyetik alan ve J; = (0, —A®?,0) siiper akimin

zamanla nasil degistigi incelenerek ve elde edilen sayisal sonuglarin teorik sonuclarla da
uyumlu oldugu gozlemlenmistir. Bunun icin farkli parametre degerlerine karsilik zamana
bagl degisimler asagida verilmistir. Sekil 74 de t zaman degiskeninin artan degerlerinde
incelenen davraniglarin kirmizi ile gosterilen denge ¢oziim degerlerine yakinsadigi

gorilmektedir.

Sekil 75 de k =4,H = 1,7 = 0,R = 3 parametre degerleri i¢in G,(3, A) toplam
enerji fonksiyonelinin zamanla degisim grafigi incelenmistir. Sekil incelendiginde teorik
sonuglarla uyumlu olarak G,(y,A) (Teorem 8) toplam enerji fonksiyonelinin t zaman
degiskeninin artan degerleri i¢in azalan oldugu ve denge ¢6ziimde enerjinin negatif oldugu

gorilmektedir.
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Yerel Enerji Yogunlugu Stuperelektron Yogunlugu
0.01 - 1
0
0.8r
-0.01
0.6r
-0.02 -
-0.03 0.4
0 1 2 3 0 1 2 3
Manyetik Alan Siperakim
1.2 0
1r -0.1¢
0.8 -0.2r
0.6 -0.3¢
04l 2 04t
0.2 -0.5
0 1 2 3 0 1 2 3

Sekil 74. k =4,H =1,7 = 0,R = 3 i¢in artan zaman degiskenine
gore denge ¢oziime(kirmizi) yaklagim

Enerji
-0.41 T

-0.42 -

-0.43

-0.44 -

-0.45

-0.46 -

-0.47

-0.48

Sekil 75. k =4,H = 1,7 = 0,R = 3 i¢in artan zaman degiskenine
gore toplam enerji

Sekil 74 de elde edilen sonuglarin radyal simetrik yansimalar1 alinarak Sekil 76 da
sunulan grafikler elde edilmistir. Dolayisiyla Sekil 76 da ara durum adi verilen manyetik
alanin kismen niifuz ettigi silindirik materyaldeki fiziksel gozlenebilirler, siiperiletkenin

gercek geometrisi icerisinde yansitilmaktadir.

Di1s manyetik alanin numune igerisine dogru siirekli ve azalan bir profil ile niifuz

etmesine paralel olarak siiperelektron yogunlugunun numune merkezine dogru yaklastik¢a
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arttigi  goriilmektedir. Bu sonug¢ fiziksel deneylerle gozlemlenen klasik sonuglarla

uyumludur.

0.02

5 -5 5 5

Sekil 76. k=4,H=1,t=0,R=3 icin Enerji(G), Siiperelektron
yogunlugu(y), Manyetik Alan(<B>) ve Superakimin(]j|)
radyal simetrik yansimalari

2.6.2. Sicakhiga Bagh Degisim Analizleri

Literatiirde sicaklik parametresi icermeyen silindirik siiperiletken i¢in SGLC
modelinin  k,H,R parametrelerine gore degisik analizlerinin yapildigi 6zellikle
Zharkov(2002) ve Aftalion (1999) in ¢alismalarinda goriilmektedir. Sicaklik parametresini
de koruyacak sekilde diizenledigimiz TTDGLC sisteminin bu ii¢ parametreye ek olarak

sicaklik parametresi T ya gore de ¢oziimiin 6zelliklerini incelemek miimkiindiir.
2.6.2.1. Sicakhga Bagh Yerel Davranislar

Bu boéliimde ilk olarak TTDGLC sisteminde mevcut ii¢ parametreden(k, h, T) biri
olan sicaklik parametresi T nun artan degerleri i¢in enerji fonksiyonelinin, siiperelektron
yogunlugunun, niifuz eden manyetik alanin ve siiperakimin yerel davranislar ele
almmistir. Ikinci olarak ise sicaklik degeri arttikga enerji, manyetizasyon, niifuz eden
manyetik alan ve maksimumu siiperelektron yogunlugunun sicakligin fonksiyonu olarak
degisimleri ve bunlara bagl olarak da kritik sicaklik degerleri belirlenmistir. Bunun i¢in

Kk, h ve R sabit tutularak, 7 nin artan degerleri i¢in degisimler incelenmistir.



109

Yerel Enerji Siperelektron Yogunlugu
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Sekil 77. R =3 yarigaph numune igin (x,h,7) = (41,17),T=
0,0.2,0.5,0.8,1 iigliilerine karsilik elde edilen sonuclar

Sekil 77 de R =3 yarigapl siiperiletken i¢in k =4,h =1 alinarak 7 nun
0,0.2,0.5,0.8,1 degerlerine karsilik gozlemlenebilir yerel davraniglarin grafikleri
cizilmistir. Sekil 77 incelendiginde artan sicaklik degerleri i¢in manyetik alanin
kenarlardan numuneye niifuz ettigi, stiperelektron yogunlugunu azaldigi ve siiperakimin

daha ¢ok kenarlarda sirkiilasyon yaptig1 gozlemlenmektedir.

Sekil 78 de H =1,R = 2 ve k = 0.5, 1, 1.5,2 parametre degerleri i¢in 7 = 0 dan
0.01 birimlik degisimlerle T = 1 e kadar artirildiginda toplam enerji, manyetizasyon, niifuz
eden ortalama manyetik alan ve maksimumu siiperelektron yogunlugunun 1 —7 nun
fonksiyonu olarak grafikleri elde edilmistir. Bu grafiklere bakarak T, niikleasyon kritik

sicaklik degerleri kolayca goriilebilmektedir.

Sekil 78 den sicaklik artinldiginda 1. Tip siiperiletkenlerde normal halde
stiperiletken hale gegiste siireksizlik oldugu ve dolayisiyla 1-inci mertebeden gegis(first
order transition) gozlemlenmektedir. II. Tip siiperiletkenlerde ise belirtilen gegisin k nin
artan degerleriyle daha diizgiin oldugu ve dolayisiyla 2-inci mertebeden gegis(second order

transition) gézlemlenmektedir.
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Sekil 78. (a) Enerji, (b) Niifuz eden ortalama manyetik alan, (c)
Manyetizasyon ve (d) Maksimum siiperelektron yogunlugunun t
nun fonksiyonu olarak grafikleri(siyah:x = 0.5, mavi:k = 1,
kirmizi:x = 1.5, yesil:k = 2)

2.6.2.2. Meissner Olay1

Bu boéliimde Meissner etkisi olarak bilinen, siiperiletkenin kritik sicakliktan agagiya
dogru sogutuldugunda niifuz eden manyetik alanin diglanmasi olay1r gozlemlenmistir.
Bunun i¢in k¥ = 0.6, h = 0.4, R = 3 degerlerine sahip . tip bir siiperiletken i¢in T = 1 den
0.1 birimlik degisimlerle T = 0 a kadar azaltilmistir. Meissner olayr ve bu bdliimde
sicaklik degisimine bagli olarak gergeklestirilen analizler, sicaklik parametresinin
boyutsuzlastirma siirecinde yok edilerek elde edilen ve literatiirde ¢alisilan klasik GL

modeli ile gézlemlenmesi miimkiin degildir.
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Enerji NUfuz Eden Manyetik Alan
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Sekil 79. Yatay eksen 1 — 7  olmak tlizere k = 0.6,h = 0.4,R = 3 i¢in
fiziksel gozlemlenebilirler

Sekil 79 da k¥ = 0.6, h = 0.4, R = 3 parametre degerlerine sahip siiperiletken igin T
sicaklik parametresi T =1 den 7 = 0 a kadar azaltildiginda elde edilen toplam enerji,
niifuz eden ortalama manyetik alan, manyetizasyon ve maksimum siiperelektron
yogunluguna ait egriler goriilmektedir. Sekle gore enerji, niifuz eden ortalama manyetik
alan ve manyetizasyon egrilerinin 1 — 7 nun fonksiyonu olarak azalan oldugu, maksimum
siiperelektron yogunlugunun ise artan oldugu goriilmektedir. Ayrica niifuz eden ortalama
manyetik alan, manyetizasyon ve maksimum siiperelektron yogunlugunda bir sigrama

stireksizliginin oldugu goriilmektedir.

Sekil 80 de ise ayn1 parametre degerleri icin yerel enerji, siiperelektron yogunlugu,
manyetik alan ve siiperakima ait ¢oziim egrileri verilmistir. Sekilde oklar azalan sicaklik
degerine karsilik yerel davranislarin yoniinii gostermektedir. Sekil incelendiginde enerji
fonksiyonelinin azalan oldugu, normal konumda olan numunenin siiperelektron
yogunlugunda ani bir artisla siiperiletken konuma gectigi, manyetik alanin i¢ kisimlarda
aniden dislandigin1 ve kenarlarda kismen de olsa niifuz ettigi, Messiner akiminin ise

kenarlarda sirkiilasyon ettigini gbzlemlenmektedir.
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Yerel Enerji Superelektron Yogunlugu
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Sekil 80. k = 0.6,h = 0.4,R = 3 igin yerel davraniglarda gézlemlenen
Meissner olay1

2.6.2.3. Uygulanan Manyetik Alan Siddetinin Degisimine Bagh Davranislar

Literatiirden biliyoruz ki I. tip siiperiletkenlerde maksimum siiperelektron
yogunlugunun sifira c¢ok yaklastigit duruma karsilik gelen ve  H. ile gosterilen
termodinamik kritik alan, I1. tip siiperiletkenlerde ise siiperelektron yogunlugunda goriilen
ilk belirgin diisiise karsilik gelen H, alt kiritik alan1 ve disardan uygulanan manyetik alan

siddetinin, niifuz eden manyetik alan siddetine esit oldugu H_, iist kritik alan1 mevcuttur.

Zharkov vd. (1999) tarafindan uygulanan manyetik alan siddetinin artan degerleri
icin enerji, manyetizasyon, silindir merkezindeki manyetik alan, silindir merkezindeki
siiperelektron yogunlugu ve silindire niifuz eden manyetik alan gibi bazi niteliklerin
degisimini h nin fonksiyonu olarak incelemis ve bunlara bagli olarak H.; ve H_,
degerlerini belirlemislerdir. Biz de benzer bulgulari gozlemleyip sicaklik parametresine

bagli olarak faz gecis bolgelerini bularak sonuglar1 genisletiyoruz.
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Bunun igin ilk olarak T ve R yi sabit tutarak farkli x degerleri igin h y1 artirarak
degisimleri inceleyelim. k = 0.5;1; 1.5; 2,7 = 0, R = 3 alinarak ve h = 0 dan 0.1 birimlik
degisimlerle h = 3 ¢ kadar artirildiginda elde edilen sonuglar Sekil 81 de gosterilmistir.

Sekil 81 de uygulanan manyetik alan siddetinin fonksiyonu olarak, 1. Tip
stiperiletkenin siiperiletken konumdan normal konuma gec¢isinde go6zlenebilirlerde
stireksizligin olustugu(l. Tip faz gecisi), II. Tip siiperiletkenlerde ise belirtilen gecisin
stirekli oldugu(Il. Tip faz gecisi) gozlemlenmektedir.

Sekil 82 de I. Tip siiperiletken numunenin termodinamik kritik alaninin 7 ya bagh
degisimi sunulmaktadir. 7 =0:0.1:1 degerleri icin siiperiletken konumdan normal
konuma geg¢isi saglayan en kiigiik uygulanan manyetik alan siddeti H.(7) olarak alinmistir.
Sekil 83 de ise II. Tip siiperiletken silindirik numuneye ait H,, (7), H.,(t) degisimleri t

nun fonksiyonu olarak k = 4, R = 3 igin elde edilmistir.

(b)
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008 : : 0 o0
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Sekil 81. (a) manyetizasyon, (b) enerji, (c) niifuz eden ortalama manyetik alan ve
(d) maksimum siiperelektron yogunlugunun h nin fonksiyonu olarak
degisimleri(mavi:x = 0.5, siyah:x = 1, kirmizi:x = 1.5, yesil:x = 2)
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Basglangicta siiperiletken konumda bulunan numuneler i¢in manyetik alan siddeti
kiiciik adimlarla artirilarak, stiperelektron yogunlugunda olusan ilk gézlemlenebilir diisiise
karsilik gelen alan siddeti H, (7); numuneyi normal konuma déniistiiren ilk alan siddeti ise
H, (7) olarak alinmistir. Gozlemlenen H,, () ve H,, (t) egrileri II. Tip siiperiletkenler igin

fiziksel deneyler sonucu elde edilen degisimlerle aynidir.

14 T T T e

1.2 i

1F 1
Normal Bdlge

0.8 A
0.6 4
Superiletken Bolge
0.4 A

0.2 iy

O r r r r
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

T

Sekil 82. 1. tip stiperiletkende H, ve 7 iliskisi(k = 0.5, R = 3)

2 13 13 13 13
Hc2
Normal Bolge
15 A
c
©
< ..
~ Ara Bolge
g |
0.5 A
Superiletken Bolge
o r r r r
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

T

Sekil 83. 1. tip siiperiletkende H, ve t iligkisi(k = 4,R = 3)



115

2.6.3. Josephson Eklemleri

Bu bdliimde siiperiletken arasina yerlestirilen normal iletkenlerle olusturulan
Josephson eklemlerinin numunenin elektromanyetik davraniglar1 tizerindeki etkilerini
aragtirtyoruz. Ozellikle eklemlerin kalinliklarinin ve sayilarinin uygulanan manyetik alan

siddetine ve sicakliga gore etkilerini inceliyoruz.

Qy normal iletkenin, € ise siiperiletkenin r —ekseni yoniindeki bilesenleri olmak
tizere normal-siiperiletken materyalin T bagimsiz toplam enerjisi Yu (2003) da verilmistir.

Belirlenen model 7 bagimli model i¢in asagidaki gibi diizenlenebilir.

G(lp'A) = GN (1.0'14) + Gg(lp, A)

",
),

G, A) = 1/)2dr+f

Qy Qs

2
[(A2 + Dy? + %(l[)’)z + (% (rd) — H) lrdr

N

[(AZ +12 -1 +%¢2)¢2 +K—12(¢')2 + (% (rd)’ —H)Zl rdr

(g s L)
_I_fn - IlpzAz + %(lp')z n (% (rd) — H>Zl rdr

ile ve buna bagli olarak GL sistemi

0 10 0

3 =iy (Tr) A=A =W ren,
d 10 d

5= (1) Ty, reay

04 d (10 2

= =T = (A) | —ray?, T ey U
op W, _ o 19GA)
E(O)_O (R) =0,4(0) = 0,7 (R) =

P(r,0) = Po(r), A(r,0) = Ay ()

ile verilir.
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Sekil 84 de Siiperiletken-Normal-Siiperiletken-Normal-Siiperiletken(SNSNS)
seklinde araya iki adet normal iletkenin yerlestirildigi inhomojen materyal i¢in yerel enerji,
siiperelektron  yogunlugu, manyetik alan ve siiperakimdaki yerel davranislar

gozlemlenmistir.

Yerel Enerji Siiperelektron Yogunlugu
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Sekil 84. k =4,h = 1,7 = 0,R = 3 i¢in homojen(siyah) ve SNSNS
seklinde  inhomojen(kirmizi) numune i¢in  zaman
degiskeninin fonksiyonu olarak yerel davraniglar

Sekil 84 de [0,3] radyal ekseninin [0.8,0.95] ve [1.8,1.95] kisimlar1 normal
iletken ve diger kisimlari siiperiletken olarak alinmistir. Eklemlerdeki siiperelektron
yogunlugunun komsu siiperiletken bolgeye kiyasla daha az oldugu goriilmektedir. Bu
durum fiziksel olarak beklenen bir sonugtur. Eklem bolgelerindeki siiperakim
yogunlugunun ise sifir olmayip, komsu siiperiletken bolgelere kiyasla daha diisiik oldugu
goriilmektedir. Diger bir deyisle materyalin normal kisimlari olan eklemler de siiperakim
tasimaktadir. i1k kez Josephson(1962) de gdzlemlenen bu olay GL modeli kapsaminda da

modellenebilmektedir.

Homojen numunelerde fiziksel gozlenebilirler yerel eksen boyunca diizgiin bir
dagilim sergilerken, iki ekleme sahip siiperiletken numunede eklem bolgelerinde de

numunenin zay1f siiperiletkenlik 6zelligi gosterdigi goriilmektedir.
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2.6.3.1. Eklemlerin Kalinhgi ve Sayilari

Bu boliimde aralara normal iletkenler yerlestirilerek olusturulan inhomojen
materyaller i¢in normal iletkenlerin kalinli§i ve normal iletkenlerin sayisinin sistem

tizerindeki etkisini arastirilmistir.

Josephson eklemlerinde normal bolge kalinligi, M sayisal ¢oziimde kullanilan alt
aralik sayis1 olmak tizere d,, = [,, * %, (I, = 3,6,9,12) birim olarak alinmaktadir. Sekil 85

de farkli kalinliklara sahip tek bir normal iletkenin oldugu SNS seklinde olusturulan
inhomojen materyal ele alinmistir. Sekil 86 da ise yine farkli kalinliklara sahip fakat
birden fazla normal iletkenin oldugu homojen olmayan(inhomojen) materyal ele alinmigtir.
Her iki sekilde incelendiginde tek bir normal bolge yerine daha kiigiik kalinliklarda birden
fazla normal bolge secildiginde manyetik alaninin numuneye kenarlardan daha az niifuz

ettigi goriilmektedir.
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Sekil 85. Eklem genisliginin(d,) yerel davranis iizerindeki etkisi(kx = 4,h =1,R = 3)
(@) Homojen (b) SNS ve d,,=3 birim (c) SNS ve d,,=6 birim (d) SNS ve d,,=9
birim
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Sekil 85 de SNS(Siiperiletken-Normal-Siiperiletken) ekleminde, eklem kalinliginin
fiziksel gozlenebilirlerin yerel davranisini nasil etkiledigi gozlemlenmektedir. Eklem
kalinlig1 arttikga, eklemlerin siiperiletkenlik ozellikleri zayiflattigi gozlemlenmektedir.
Dogal olarak niifuz eden manyetik alanin arttigi, belirli bir eklem kalinlig1 {izerinde ise

eklemin artik siiperakim tagimasina engel oldugu goriilmektedir.(Sekil 85-d)

Sekil 86 da ise d, =3 birim kalinlikli eklem sayilarinin artmasi durumunda
numunenin elektromanyetik Ozellikleri gozlemlenmektedir. Eklem sayilarinin artigina

paralel olarak, niifuz eden manyetik alanin arttig1 gortiilmektedir.(Sekil 86 (b)-(d)).

Yine eklem sayis1 kadar siiperakim egrisinde yerel maksimumlarin olustugu, diger

bir ifadeyle zayif siiperakim bolgeleri olustugu goriilmektedir.

. Sliperelektron Yogunlugu . Sliperelektron Yogunlugu . Stperelektron Yogunlugu L Siperelektron Yogunlugu
0.8 0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2 0.2
00 1 2 3 0O 1 2 3 00 1 2 3 00 1 2 3
@ (b) (c) (d)
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0 0 0 0
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(a) (b) ©) (d)

Sekil 86. Eklem sayisinin yerel davraniglar tizerindeki etkisi (xk =4,h =1,R =3) (a)
Homojen (b) SNS ve d,,=3 birim (c) SNSNS ve d,,=3 birim (d) SNSNSNS ve
d,,=3 birim



119

2.6.4. Histeritik Davranislar

Histerisiz, bagimli iki nicelikten birisi bir periyodu tamamlayacak sekilde artirilip-
azaltildiginda, bagimli diger niceligin artirilirken farkli, azaltilirken farkli davranislar
gostermesi olarak ifade edilebilir. Bu baglamda silindirik geometriye sahip numuneler i¢in
sicakligi artirip-azalttigimizda enerji, manyetizasyon, manyetik alan ve maksimum
stiperelektron yogunlugu, dikdortgen film tabakada(slab) gozlemlendigi tizere(Cakir, 2006)

histeritik davranig gézlemlenmektedir.
2.6.4.1. Uygulanan Manyetik Alana Bagh Histerisiz

Bu bolimde verilen k,7,R parametreleri i¢in 6nce h = 0dan 0.1 birimlik

degisimlerle h = a = 1 = v/2H,. ye kadar artirilip, sonra h = —a ya kadar azaltilip, daha
sonra h = 0 a kadar artirilarak olusturulan donglide manyetik alana bagli histerisiz egrileri
sunulmaktadir. Sirasiyla k¥ =0.2,k = 0.5,k = 0.8,k = 1,k =12 ve 7=0,R=3
degerleri igin enerji(G), ortalama manyetik alan(<B>), manyetizasyon(M=<B>-H), ve
maksimum siiperelektron yogunlugunda(i,,,, = max,cz(1?)) olusan histerisiz egrileri

Sekil 87 de sunulmustur.

Sekil 87 de goriildiigli iizere manyetik alana bagli histerisiz 6zellikle 1. tip
numunelerde olugsmaktadir. Olusan histerisizin biiyiikliigiinii belirlemek amaciyla Sekil 87
de gosterilen histerisiz egrileri arasinda kalan bolgenin alanim1 hesapliyoruz. Elde edilen
degere histeritik alan adin1 veriyoruz. Buna gore maksimum histeritik alan ¥ = 0.8 degeri
icin gozlemlenmektedir. x nin artan degerleri igin(Il. tip siiperiletkene yakin numuneler

icin) histeritik alanlarin azaldig goriilmektedir. II. tip siiperiletken olmasina ragmen

[\/%, 1] araliginda da gézlemlenebilir biiyiikliikte histeritik alanlar olugmaktadir.
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Sekil 87. k = 0.2 (I),k = 0.5(11),k = 0.8(Ill),k = 1(IV),k = 1.2(V) vet =0,R =
3 degerleri i¢in (a)Enerji (b) Maksimum siiperelektron yogunlugu (c¢) Ortalama
manyetik alan ve (d) Manyetizasyon egrilerinde olusan histeritik davranislar

2.6.4.2. Josephson Eklemlerinin Uygulanan Manyetik Alana Bagh
Histerisize Etkisi

Bir onceki boliimde homojen materyaller i¢in uygulanan manyetik alana baglh
histeritik davraniglar incelenmisti. Bu bdliimde ise siiperiletken materyal arasina

yerlestirilen iki adet normal materyal ile olusturulan SNSNS seklindeki Josephson

ekleminin histeritik davranislar tizerindeki etkisini incelenmektedir.
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Kk =0.2,7 =0,R =3 olmak lizere I. tip bir siiperiletken materyali goz Oniine

alalim. Asagidaki grafiklerde sirastyla SNSNS konfiglirasyonunda normal bdlge

kalinliginin M sayisal ¢oziimde kullanilan alt aralik sayisi olmak iizere d, = [, *%,

(I, =3,6,9,12) birim oldugu materyaller iceren inhomojen materyaller icin enerji,
manyetizasyon, manyetik alan ve maksimum siiperelektron yogunlugu icin histerisiz
egrileri elde edilmistir. Bu 6rnek i¢in M = 60 alinmustir. Sekil 88 den normal bolge

kalinlig1 artirildik¢a olusan histerik bolge alaninin gittikce azaldigr gozlemlenmektedir.

Enerji
2= T 2= T T 2T T T 2= T T 2
1t 1h Y 11k 1)
o 1 of 1 ot ! ok | ol
af & j 1ol 1ot 1ok 1 at
2F \ / 2 1 2t 1 2k 1 2t
E TN A R T A -1 RS sl g
1 0 1 1 0o 1 1 0 1 1 0 1 1 o0 1
(a)
1pn'la.x
1 1 1 I oaf I oaf
) | Osm Osm Osm 1 m
0 0 o 1 of 1o 1
1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 o0 1 1 1
1 o5t 1 o5t
105t 105t
1 o0 1 1 o0 1 1 0 1 1 0 1 1 1

1 057

1-05 1-05¢ 1-05¢

; ;

o

o 3

. ;
o

o o

. ;

o

=
'
=

= o [
.
= o [
T ' T T T N Ll
°r \E 1 © X g

0

'
=

1 o 1 1 o 1 Ty
Sekil 88. ¥k =0.2,7 = 0,R = 3 degerleri i¢in (a)Enerji (b) Maksimum siiperelektron
yogunlugu (c) Ortalama manyetik alan ve (d) Manyetizasyon egrilerinde

uygulanan manyetik alan siddetine bagli olusan histeritik davranislar(yatay
eksen: H)
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2.6.4.3. Sicakhiga Bagh Histerisiz

Bu boliimde verilen k, h,L veya R parametreleri i¢in T =1 den 0.01 birimlik
degisimlerle T = 0 a kadar azaltilip tekrar 0.01 birimlik degisimlerle T = 1 kadar artirilip
periyot tamamlandiginda enerji, manyetizasyon, manyetik alan ve maksimum

stiperelektron yogunlugu i¢in histerisiz egrileri elde edilmistir.

Enerji
0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
0 0 <0 .
{-05F" 105" {-0.5 »\
_1 k - E _1 . E _1 k - _1 . E _1 k -
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
lpmny (a)
1 - 1 1 - 1 1
0.5¢ ﬂ?% 105 105¢F 10.5F /( ]
0+—1= .0 .0 0 ) -
0 0.5 1 0 0.5 1 0 &3 1 0 0.5 1 0 0.5 1
<B>
1 1 1 1 1
I _> I’
o.sm 0.5+ Z 0.5¢ :. 0.5-='k o.5i‘
_>
—
0 0 0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 a5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
M
0.4 - 0.4 - —— 0.4 - —— 0.4 - -
0.2+ {10.2} 10.2¢ ( 0.2+ 1
0 ) 0 0 .
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Sekil 89. k=0.6,0.81,14,2 ve h=0.7, R =3 degerleri igin (a)enerji (b)
manyetizasyon (c) manyetik alan ve (d) maksimum siiperelektron
yogunlugunda sicakliga bagl histerisiz egrileri(yatay eksen: 1 — 1)
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Soldan saga sirasiyla k = 0.6,0.8,1,1.4,2 ve h = 0.7, R = 3 degerleri i¢in enerji,

manyetizasyon, manyetik alan ve maksimum siiperelektron yogunlugunda sicakliga bagh

olusan histerisiz egrileri asagidaki gibi olacaktir. Sekil 89 dan da goriildigi iizere k

degerleri arttikca histerisiz alanlar1 azalmaktadir.

2.6.4.4. Josephson Eklemlerinin Sicakhiga Bagh Histerisize Etkisi

Bir 6nceki boliimde homojen materyaller i¢in sicakliga bagh histeritik davraniglar

incelenmisti. Bu boliimde ise siiperiletken arasina yerlestirilen iki adet normal iletken ile

olusturulan SNSNS seklindeki Josephson ekleminin sicakliga bagli histeritik davraniglar

uzerindeki etkisini incelenmektedir.

5 Eneriji 2 2 5 2
OVA;<\ 0 0 0 Ot
2t N -2K 2t L 2 : 21 \
AW
-4 -4 -4 -4 -4
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
1 "ﬁ“x 1 1 @ 1 : 1
/V
0.5 0.5 0.5 0.5 0.5+
0——% 0 0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
<B> _ _
0.3 0.3 0.3 0.3 0.3
>
0.1t - 0.1 0.1} 0.1} 0.1
0 0 0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
(©
M
0.2 0.2 0.2 0.2 0.2
A(/y
0.1} 0.1} 0.1 0.1 0.1
T /TC T. T.
0= 0 0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 (4)05 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Sekil 90. Normal iletken kalinliginin soldan saga sirasiyla d,, = 3,6,9,12 birim oldugu
SNSNS Josephson eklemleri i¢in (a) Enerji (b) Maksimum siiperelektron
yogunlugu (c) Niifuz eden ortalama manyetik alan (d) Manyetizasyon histerisiz

egrileri(yatay eksen: 1 — 1)

TC
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Kk = 0.6,h = 0.3,R = 3 olmak iizere I. tip bir siiperiletken materyali géz Oniine
alalim. Sekil 90 da sirastyla homojen, d, = 3,6,9,12 birim kalinlikli normal iletkenler
igeren inhomojen materyaller i¢in enerji, manyetizasyon, manyetik alan ve maksimum

stiperelektron yogunlugu i¢in histerisiz egrileri Sekil 90 da gosterilmistir.

Sekil 90 dan normal iletken kalinlig1 arttik¢a histerisiz alani arttig1 goriillmektedir.
Ayrica eklemlerde bulunan normal iletken kalinliginin artisina paralel olarak T, kritik

sicaklik degerinin azaldig1 goriilmektedir.

2.6.5. Iki Parametre Degisim Analizleri

2.6.5.1. Ginzburg-Landau Parametresi ve Uygulanan Alan Degisimine
Gore k-H Diyagramlar:

Bu boliimde farkli kalinlikli numuneler igin sicakliga bagli k - H histeritik
bolgelerini belirlemek istiyoruz. k ve H nin farkli degerleri i¢in 7 ya gore histeritik alanlar
hesaplanarak, bulunan degerlerin ¥ ve H ya gore renk grafikleri Sekil 91 de
gosterilmektedir.

Bunun icin MATLAB notasyonu ile x =0.1:0.1:4 ve H =0.1:0.1:kV2
vektorlerinin her bir bileseni i¢in, 7 = 1:—0.01:00.01:0.01: 1 dongiisii olusturularak

elde edilen histeritik alanlar hesaplanmistir.

CY (b)

Sekil 91. (a) R=1 (b) R=2 (c) R=3 (d) R=4 (e) R=5 (f) R=6 (g) R=7 (h)
R=8 Yatay eksen k, disey eksen H olmak iizere maksimum
stiperelektron yogunlugu i¢in histeritik alanlar
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Sekil 91 e gore artan R degerlerine karsilik olusan histeritik alanlarin arttig
gorilmektedir. Ayrica k — H faz diizleminde histerisizin olustugu ilk k degerine karsilik

gelen H degerlerinin R nin artan degerlerine gore azaldigi gorilmektedir.
2.6.5.2. Sicaklik ve Uygulanan Alan Degisimine Gore 7-H Diyagramlari

Bu boliimde silindir geometriye sahip siiperiletken materyaller igin manyetik alan
altinda sogutma FC(Field Cooled) ve manyetik alan olmaksizin ZFC(Zero Field Cooled)
sogutma durumlarina karsilik gelen normal, siiperiletken ve normal-siiperiletken gecis
bolgeleri T — H faz diizleminde hesaplanmaktadir. Sabit R yarigapli I. ve Il. tip numune
icin uygulanan manyetik alan siddeti H = 0.1:0.1:4/2 ve 7= 1:-0.01:0 sicaklik
degerleri i¢in max 1 degerleri Sekil 92 ve Sekil 93 de goriilmektedir. Grafiklerde yatay
eksen sicakligi (1), diisey eksen uygulanan manyetik alan siddetini gostermektedir. Elde
edilen sonuglar Cakir(2006) da film tabaka icin elde edilen sonuclarla kalitatif agidan

uyumludur.

I. tip numune i¢in k = 0.6, R = 3, Il. tip numune i¢in k¥ = 4, R = 3 parametre

degerleri kullanilmaktadir.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 92. k = 0.6, R = 3 igin (a) FC i¢in T — H faz diyagram (b) ZFC
icin T — H faz diyagram

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 93. k = 4,R = 3 i¢in (a) FC i¢in T — H faz diyagrami (b) ZFC
icin T — H faz diyagram
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2.6.5.3. Yaricapa Bagh Olarak Faz Gecis Diyagramlari

Bu boliimde ise oOnceki boliimde sabit R(R = 3) i¢in elde edilen faz gecis
diyagramlarinin yarigapa bagli olarak degisimini inceliyoruz. Farkli yarigapa sahip
numuneler i¢in uygulanan manyetik alan siddeti artirilarak, sicakligin degisimine gore

T — H faz diyagramlari incelenmektedir.

Kk =0.6 i¢cin R =1;2;3;4 vyarigaplar1 incelenmistir. Burada 7 = 1:—-0.01:0

degerleri kullanilmaktadir.

(b) (d)

Sekil 94. k = 0.6 ve (a) R=1 (b) R=2 (c) R=3 (d) R=4 i¢in FC transition bolgeleri

(b) (d)

Sekil 95. k = 0.6 ve (a) R=1 (b) R=2 (c) R=3 (d) R=4 i¢in ZFC transition bdlgeleri

Sekil 94 ve Sekil 95 den numunenin yarigapi arttik¢a siiperiletken bolgenin azaldigi
ve buna paralel olarak normal bolge alanimin arttig1 goriilmektedir. Ayrica artan yarigap
degerleri i¢in normal-siiperiletken gecis bolgesinde diizen parametresinin siireksiz

davranis1 dikkat ¢ekmektedir. Bu ise 1. Tip siiperiletkenler i¢in beklenen bir sonugtur.

2.7. Paralel Programlama Calismalari

Uzerinde ¢alistigimiz GL modellerinde ve birgok arastirma problemlerinin gercek
fiziksel boyutlardaki sayisal simiilasyonu mevcut tek islemci bilgisayarlar ile miimkiin

olmamaktadir. Bu nedenle degisik alternatifler kullanilmaktadir. Bu alternatifler arasinda
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stiper bilgisayarlar, paralel bilgisayarlar, farkli fiziksel mekanlarda bulunan bilgisayarlar
kiimesinin problemi ¢6zmek ic¢in konfigiire edilmesi suretiyle elde edilen paralel
hesaplama aglari(grid) mevcuttur. Ulkemizde siiper bilgisayar veya paralel bilgisayar
kullanimi1 yiiksek maliyetleri nedeniyle yayginlasmamistir. Bunun yerine farkli aragtirma
gruplar1 olusturulan kisisel bilgisayarlarin koleksiyonu ile olusturulan paralel hesaplama
ortamlar1 kullanilmaktadir. Bu amagla iiniversitemiz Fen edebiyat Fakiiltesi bilgisayar
laboratuarinda bulunan “Pentium 4 3.20 Ghz, 512 MB RAM” o6zelliklere sahip 20 adet
bilgisayar1 Argonne Arastirma merkezinde iiretilen ve MPI paralel hesaplama ara yliziinii
etkin kullanimin1 saglayan MPICH2 araciligiyla paralel hesaplama platformuna
dontistiirdiik. Bilgisayarlar arasindaki iletisim anahtarli yerel ag(switched Local Area
Network) ile saglanmakta, ancak baglanti i¢in kullanilan anahtar(switch) 1000 Mbps hizini
desteklemesi gerektigi performans sonuglarimiz ile goriilmis ve bu baglanti hizim

destekleyen bir anahtar ile degistirilmistir.

MPI(http://www.mpi-forum.org/docs/docs.html), paralel siireglerin haberlesmesi
icin gelistirilmis bir kiitiiphanedir. C, C++, Fortran gibi programlama dilleri ile hazirlanan
programlar igerisine uygun MPI rutinleri yerlestirmek suretiyle paralel programlar
olusturulur. Farkli kuruluslar tarafindan gelistirilen ve MPI’1n kullanimini kolaylastiran ara
ytizler mevcuttur. Bunlardan bir tanesi Argonne National Lab. / Mississipi State University
tarafindan gelistirilen MPICH2(http://www-unix.mcs.anl.gov/mpi/mpich2/)’dir. Linux ve
Windows platformu igin iki ayr1 sliriimii mevcuttur. Laboratuarimiz MPICH?2 i¢in gerekli

fiziksel alt yap1 ve yazilim destegine sahiptir.

Elde edilen paralel sonuc¢larin degerlendirilmesi i¢in sik¢a kullanilan ve asagida

tanimlanan hizlanma(speedup) ve verimlilik(efficiency) kavramlari kullanilmistir.

Paralel calisma siiresi(parallel run time), bir paralel hesaplamanin basladigr zaman

ile en son siirecin ¢aligmasini tamamladigi zaman arasindaki fark olmak iizere

e Hizlanma(S,)

en iyi sirali algoritmann tek slrecte calisma siiresi

p

p surecin paralel platformda ¢alisma suresi

e Verimlilik(E,)


http://www-unix.mcs.anl.gov/mpi/mpich2/
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S
p
Ep—?

olarak tanimlanir. ideal durumda E, =1veS, =pdir.

Kesim 2.7.1 de 6ncelikle kullandigimiz temel MPI komutlar1 verilmektedir. Kesim
2.7.2. de PC kiimeleri(clusters) arasinda iletisim gerektirmeyen bir sayisal integrasyon
problemi i¢in paralel kod gelistirilerek paralel platformumuzun performansi dl¢iilmektedir.
Elde edilen sonuglar ortammn uygun bir paralel hesaplama platformu oldugunu
gostermektedir. Kesim 2.7.3 de yari-sonsuz bolgede TDGL modeli i¢in paralel algoritma
gelistirilmis, belirtilen hesaplama platformu {izerinde elde edilen sonuglar paralel

hesaplama performansini degerlendiren “jumpshot” verileri yardimiyla sunulmustur.

2.7.1. Temel MPI Komutlari

MPI_Init: Paralel galisma siirecini baslatir.
MPI1_Comm_size: Programin kag¢ PC iizerinde ¢aligsacag: bilgisini kullanicidan alir.

MPI_Comm_rank: n paralel siirecte kullanilmak istenen PC sayis1 olmak tizere 0 ile

n-1 arasinda bir kimlik numarasi verir.

Paralel programlamada en Onemli unsurlardan biri siiregler arasi haberlesmedir.
Yapilmak istenen hesaplara gore farkli haberlesme fonksiyonu kullanilmas: gerekebilir. Bu
yiizden MPI kiitiiphanesinde de farkli haberlesme fonksiyonlar1 mevcuttur. Bunlarda en
cok kullanilan ve bilinen iki fonksiyon MPI Send ve MPI Recv fonksiyonlaridir.
MPI_Send fonksiyonu bir PC den digerine verileri gondermek igin kullanilirken,
MPI Recv ise gonderilen bir veriyi almak i¢in kullanilir. Bu haberlesme esnasinda veri alig
verisi tamamlanana kadar her iki PC de baska bir islem gergeklestirmez(bloklanir).
Bloklama olmadan haberlesmeyi saglayan diger iki fonksiyon ise MPI_lsend ve MPI_lrecv

fonksiyonlaridir.

MPI_Bcast: Bir toplu haberlesme fonksiyonudur. Ana PC nin bellegindeki bir

verinin diger PC lere gonderilmesi i¢in kullanilir.
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MPI_Reduce:Bir toplu haberlesme fonksiyonudur. Her bir PC deki bir veriyi bir
islem operatoriine(toplam, maksimum gibi) bagli olarak ana PC deki tek bir degere

doniistiiriir.

MPI_Gather: Bir toplu haberlesme fonksiyonudur. Biitiin PC lerdeki bazi verileri

ana PC de birlestirmek i¢in kullanilir.

MPICH2 ise MPI rutinlerinin yer aldig1 paralel programimizin ¢alistirilmasi ve

sonuglarin degerlendirilmesi i¢in uygun kullanici ara yiizleri saglar.

2.7.2. erf(x) Paralel Sayisal Program

Bu bolimde KTU Fen Edebiyat Fakiiltesi biinyesinde bulunan bilgisayar
laboratuarinda 20 bilgisayar ile olusturdugumuz paralel platformda haberlesmenin

olmadig1

X

erf(x) =f e=s’ds
0
integralinin herhangi bir x noktasindaki degerinin sayisal olarak hesaplanmasi problemini
inceliyoruz. x = 1 tipik degerini kullaniyoruz. Bu amagla gergeklestirilen temel adimlar

asagida verilmektedir.

1) MPI_Init ile paralel hesaplamay1 baslat.
2) AnaPC de [0,1] araliginin boliindiigii alt aralik sayisini kullanicidan al(N).
3) MPI_Bcast ile N degerini tiim islemcilere gonder.

4) hadim uzunlugunu belirle

L

5) HerbirPCdex, = (i — 1)h + (N mod PCy),i = 1, % noktalarindaki
d

fonksiyon degerlerini topla.
6) MPI_Reduce ile her PC deki yerel degerleri ana islemcide topla
7) Ana islemcide sonucu ve islem zamanini ekrana yazdir

8) MPI_Finalize ile paralel hesaplamay1 bitir.

Tipik olarak  degerini paralel olarak hesaplayan koddan(Argonne) uyarladigimiz

bu algoritmaya ait paralel kod asagida verilmektedir.
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#include "mpi.h"

#include <stdio.h>

#include <math.h>

double f (double);

double f (double t)

{
return exp(-t*t);

}

int main(int argc,char *argv([])

{
int bitir = 0, n, id, surecSayisi, 1i;
double erfl = 0.842700792949715;
double yerelToplam, tumToplam, h, toplam, x;
double baslamaZamani = 0.0, bitisZamani;
int namelen;
char islemciAdi[MPI MAX PROCESSOR NAME];
MPI Init (&argc, &argv);
MPI Comm size (MPI_COMM WORLD, &surecSayisi);
MPI Comm rank (MPI_COMM WORLD, &id) ;
MPI Get processor name (islemciAdi, &namelen) ;
while (!bitir) {

if (id == 0) {
fprintf (stdout, "Adim sayisini giriniz: (0 cikis) ");
fflush (stdout) ;
if (scanf("%d",&n) !'= 1) {
fprintf ( stdout, "Sayi girilmedi; cikiyor\n" );
n = 0;
}
baslamaZamani = MPI Wtime();

}
MPI Bcast (&n, 1, MPI_INT, 0, MPI_COMM WORLD) ;
)

if (n ==
bitir= 1;
else {
h 1.0 double) n; toplam = 0.0;

= /
for (i = id + 1; i <= n; 1 += surecSayisi) {
X = h * ((double)i - 0.5);
toplam += f (x);
}
yerelToplam = (h * toplam)*2/sqgrt (pi);
MPI Reduce (&yerelToplam, &tumToplam, 1, MPI DOUBLE, MPI SUM,
0, MPI COMM WORLD) ;

if (id == 0) {
printf("erf(l) in yaklasik degeri: %.16f, Hata:
%.16f\n",
tumToplam, fabs (tumToplam - erfl));
bitisZamani = MPI Wtime();
printf ("Gecen Sure: %f\n", bitisZamani-baslamaZamani) ;
fflush( stdout );

}

}
MPI Finalize();
return 0;
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“Microsoft Visual C++ 2005 Express Edition” derleyicisi kullanilmastir.

Sekil 96 da MPICH2 yazilimina ait MPIEXEC ara yiizii gosterilmektedir. Bu ara
ylizde “Application” bdliimiinde calistirilacak olan dosya belirtilmelidir. Bu dosya tiim
bilgisayarlarda ayn siiriicii ve adreste yar almalidir. “Number of processes” ile ka¢ adet
bilgisayar kullanilacagini belirliyoruz. “more options” boliimiindeki “hosts” kismina ise
agdaki bilgisayar adlarimi veya “ip” numaralarini yaziyoruz. “execute” komutuyla

programi ¢aligtirdiktan sonra Sekil 97 daki MS-Dos ekran goriintiisiinde sonuglari

gorebiliyoruz.

Mumber of processes

¢« Application |D:\ahmet\erf_1.exe

| Break | W run in an separate window

Load Joky

=l
_ [ =

| SaveJob |

Show Command ||"E:\F'rogram Filez"MPICH2\binmpiexec. exe" -hostz 2 lab-2 lab-

-noprompt 0:hah

¥ more options

working directory
hosts

environment variables
drive mappings

channel

extra mpiexec options

" configuration file

PC Sayis1

PC ag adlan

™ mpichl configuration file

4 ™ produce clog? file Jumpshot

|

[-171ab-15]

ab-21 |ab-22 |ab-23 lab-24 |ab-26 lab-27 1ab-28 1ab-29  reset

default -

-

]

Sekil 96. MPIEXEC ara yiizii(erf(1) degeri 2 Pc tizerinde hesaplaniyor.)
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e | C:WWINDOW Shsystem 3 2'emd. exe

Adim zawvisini giriniz: (@ cikis> 1008000
erf (1> in wvaklasik degeri: B.842708079294973%4. Hata: B.00000000RABBOZ44

Gecen Sure: @.818965
Adim sawvisini giriniz=: (@ cikis>

Sekil 97. 2 PC kullanilarak elde edilen erf(1) degeri ve hatayr gosteren Ms-Dos ekran
goruntusu

Yukarida bahsettigimiz paralel platformunda erfifil) degerini hesaplamak igin 20

adet bilgisayar kullanilarak elde edilen hizlanma ve verimlilik sonuglart Sekil 98 ve Sekil

99 da gosterilmistir. Sekil 98 ve Sekil 99 dan goriildiigii lizere paralel platform bu problem

icin hizlanma ve verimlilik i¢in ideale yakin sonuglar vermektedir.

16 16 16

12 12 12
o
=]
o
%)

4 4 4

0 0 0

0 4 8 12 16 0 4 8 12 16 0 4 8 12 16
PC Sayisi(nx=1.000.000) PC Sayisi(nx=10.000.000) PC Sayisi(nx=100.000.000)

Sekil 98. erf(1) i¢in hizlanma(speedup) egrileri

r—_— ] f—_
\\\\\\\\\\\\\\\ 0.8 0.8

[

0.8
>
[}
& 06 0.6 0.6
L2
m 0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0 0 0
0 4 8 12 16 0 4 8 12 16 0 4 8 12 16
PC Sayisi(nx=1.000.000) PC Sayisi(nx=10.000.000) PC Sayisi(nx=100.000.000)

Sekil 99. erf(1) i¢in verimlilik(efficiency) egrileri
2.7.3. Yari-Sonsuz Bolgede Paralel TDGL

Bu boéliimde bir tek aki kuantumunu gevreleyen yalitilmis manyetik aki ¢izgisi i¢in
TDGL modelinin ¢oziimii incelenmektedir. Aki tiiptiniin(flux tube) yapisi ilk olarak
Abrikosov(1957) tarafindan incelenmistir. Abrikosov, yalitilmig aki tiipiine karsilik gelen
Ginzburg-Landau denklemlerini silindirik siiperiletkenler igin diizenlemistir. Daha sonra

Ginzburg-Landau parametresi x > 1 i¢in analitik ¢oziimler elde edilmistir. Bu kosulun
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olmamasi durumunda ise sayisal analizlerin yapilmasi1 gerekmektedir. Ilgili model Q = rA
olmak {iizere silindirik koordinat sisteminde asagida verilmektedir.( Tholfsen P. ve
Meissner H., 1967)

ot or\ror
D=0 e e =1,00-0=1/k5 0w =0

Verilen problemi paralellestirmek i¢in (0,R) araligini PC sayisi kadar bolgeye
aynigtirtyoruz.  (t,7;) ayrik noktalarinda ¥(t,,1;) ve Q(t,1;) yaklasik ¢oziimlerini

bulmak istiyoruz. O halde Ar = ﬁ olmak tizere (0, R) aralig1 i¢in

r=1i"Ar,i=012,...,n+1
ayrik noktalarini ve
t, =k-At,k=0,1,2, ..

ayrik zaman noktalarini tanimlayalim. Bu durumda ayrik GL sistemini asagidaki sekilde

ifade edebiliriz.

dy _ 1 PP — 21 + 7P Q\2

i —2( @y )”(1‘(7) ‘l”z‘fz)‘/’
10
7

40 1Q-Q
as Ar r Ar _ 2
dt r Ar rdy

Problemi ¢dzmek igin dordiincii mertebeden Runge-Kutta yontemi kullaniyoruz.
Sistemi paralellestirirken [0,7] araligi i¢in asagidaki sekilde bolge ayrigimi (domain
decomposition) yapiyoruz. [0, r] araligi n = 100 olacak sekilde par¢alandiginda 4 islemci
icin bolge ayrisgimi asagidaki sekilde olacaktir. Her bir islemci, ilgili islemciye her bir

zaman diliminde sinir degerlerini gondermelidir.
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IO Il |2 | ]25 2:6] [2.5|26|27l |50|5:1E [5_0'51'52' \75 7:6} [7§|76|77| Iggboq
I I
\ J H_J \ ) \ J
Y Y

r pozisyon vektorl, u sayisal P yaklagimlarii temsil eden vektor, a ise sayisal A
yaklasimlarini temsil eden vektorler olsunlar. Alt bolgelerin sinir noktalarindaki verilerin
etkin iletisimini saglamak amaciyla giincel u ve a degerlerini temsil eden vektorler uu ve
aa olsun. Bu durumda problemi paralellestirmek i¢in gerceklestirilen temel adimlar

asagida verilmektedir.

1) MPL Init ile paralel hesaplamayi baslat.
2) u,uu,a,aa,r seklinde vektorlerini tanimla.

3) u,a,uu, aa,x i¢in baslangi¢ degerlerini belirle.

Denge Coziime Ulasana kadar asagidaki 4-9 ncu adimlar tekrarla
4) MPI_Sendrecv ile u ve a vektorlerinde ilgili islemciler igin sinir
degerlerini birbirine génder.
5) Anaislemci ve son islemcide u ve a vektorlerinde problemin sinir
degerlerini yerine yaz
6) uve a yi kullanarak uu, aa y1 hesapla
7) MPI _Sendrecv ile uu ve aa vektorlerinde ilgili islemciler igin sinir
degerlerini birbirine génder
8) Anaislemci ve son islemcide uu ve aa vektorlerinde problemin sinir
degerlerini yerine yaz
9) uu ve aa y1 kullanarak u, a y1 hesapla
10) MPI_Gather ile her bir islemcideki u ve a ya ait ayrisim bolgesini ana islemcide
birlestir
11) Ana islemcide sonucu uygun bir ortama ve islem zamanini ise ekrana yazdir.

12) MPI_Finalize ile paralel hesaplamay1 bitir.

Problemin ¢6ziimii asamasinda kullanici ara yiizii ve elde edilen sonuglar1 gosteren

ara yiizler Sekil 100 ve Sekil 101 de gosterilmistir. Sekil 100 de TDGL problemini igin
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n=6400 nokta i¢in MPIEXEC ara yiizii gosterilmektedir. Bu arayiiz iizerinde uygulama
dosyasmin adini, PC sayisini, PC ag adlarini belirledikten sonra sonuclari ayni arayliz
lizerinden veya ayr1 bir MS-Dos penceresinden gorebiliyoruz. Farkli sayida PC ler icin

elde edilen sonuglar1 gosteren ara yiizler Sekil 101 de gosterilmistir.

e |
o HER)
v Application [D:\ahmet\GL1d2.exe R
Mumber of processes 15 —=
| Break |I— Tun in an separate window Load Job | Shve Job |
Show Commard ||"C:\F'logram Files'MPICH2%bin\mpiexec. exe’" -hosts 16 lab-2 lab-4 Iab-]lab-ﬁ lab-1
Hesaplama Suresi: 4979.458507 /
l PC Sayis1
Toplam Hesaplama
Stiresi
PC Ag Adlart
A
¥ mare options
™ produce clog? file Jumpzhot
working directory | /
hasts |-1 7 lab-18 lab-21 lab-22 1ab-23 lab-24 |ab-26 lab-27 lab-28 lab-29  reset
environment variables |
drive mappings |
channel default v
extra mpiexec options |
™ configuration file |
™ mpichl configuration file |

Sekil 100. MPIEXEC ara yiizii(TDGL problemi n=6400 nokta i¢in 16
PC iizerinde hesaplaniyor)

GL problemi icin hesaplama performanslarin1 gosteren grafikler Sekil 102—Sekil
104 de gosterilmektedir. Sekil 103 de MPICH2 Jumpshot ara yiizii ile elde edilen ve
islemciler aras1 haberlesmeyi gosteren arayiiz goriilmektedir. Sekil 102 de ise Sekil 103
deki renklerin anlamlart ve MPI komutlarinin kullanilma sayilarint gésteren Jumpshot

etiket(legend) ara yiizli goriilmektedir.
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3 MPIEXEC wrapper - [Tl | @ mpiExEC wrapper A =E|

v Application (D ahmet\GL1d2 exe R v Application [\ ahmet\GL1d2.exe -]
Number of processes 2 Elj MNumber of processes 4 El:
Execute | | [ tunin an separate windaw Laad Job Save Job | | Break ‘ [~ run in an separate window Load.Jab | Save Job ‘

Show Commar d ”"E:\ngram Files\MPICH2\bin\mpiexec. exe™ -hosts 2 lab-2 lab-4 -noprompt O:hah Show Comman d ||"E'\Prngram Files\MPICH 2\birtmpieser: exe'' -hosts 4 lab-2 lab-4 1ab-7 1ab-8 -hopr

‘Hssap'lama Suresi: 12351.892679 |Hesap1ama Suresi: §925.935072

& MPIEXEC wrapper ) [=1/E3] o MPIEXECwrapper  [.|;O]x]

i+ Application |D:\ahmel\GL1 42 ena j f& Application |D'\ahmel\GL1 d2 eve j
Mumber of processes 8?: MNumber of processes ,—:l1E D
| Ereak | [ runin an separate windaw Load Job ‘ Save Job | | Break | ™ unin an separate window Load Job | Save Job ‘
Shaw Command ””C.\Prugram Files\MPICH2\binYmpierec. exe" -hosts 8 lab-2 lab-4 1ab-7 lab-9 ab-11 Show Commat d ”HC:\ngfam Files'MPICH2binmpiesec.exe'” -hosts 16 1ab-2 lab-4 lab-7 lab-9 lab-1
‘Hasap'lama Suresi: 5977.017427 |Hesap1ama Suresi: 4979.458507
|

Sekil 101. MPIEXEC ara yiizleri(PC Say1s1=2,4,6,8 icin)

REMER 4 T SW countW incl W excl W

= Preview_Arrove o o 0
| message 22400056 81,9... D
[ |rreview_state 0 0 0
[ cLoG_Bufier_write2disk 476 0,048| 0,043
[ | comm_rank 8 0 0
MPl_Caomm_size g 0 0
L] vri_cather 16 0 0
[ 1F1_sendrecy 22400056| 6,769 672
Preview_Ewvent 0 0 0
ESEa MPE_Comm_finalize 8 o 0

[ 4]

Sekil 102. Jumpshot etiket(legend) ara yiizi

IWF TimeLines -
IjSLOG—2 :
Gio | . .y . \ \
ik KRR
PNANANANANA
b> KKK
NN ANPSNAA
0+ KKK
PN ANANASNASA
Ds | KKK
o I DRICIIREK

Sekil 103. TDGL probleminin 8 PC iizerinde ¢dziimii i¢in Jumpshot ile elde edilen
ve haberlesmeyi gosteren arayiiz(N=1600)
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Sekil 103 e biiyiite¢ araci ile yakindan bakildiginda Sekil 104 elde edilmistir. Sekil
104 de yesil renk MPI_Sendrecv komutunun aldigr siire, iki yesil renk arasindaki zaman

diliminde ise hesaplama islemlerinin yapildigi siire goriilmektedir.

CumulativeE... | v |} TimeLines -|

ek

| Se002 [
Do
O
02
RE
[
Os
Os
AE;

[] Dk 7
LDy ] D
@ world_rank|~ | - 3

| | | | | | | | | | |

S| 18283125 182831375 1828315 182,231625 18223175 182821875 182,832 182,832125 18283225 182832375 182,83 |

[« Te]l J4]

Time E

E

Sekil 104. Islemciler aras1 haberlesmeyi gosteren Jumpshot ara yiiziine yakindan
bakis

Sekil 104 de N=1600 noktada TDGL sisteminin 8 PC iizerindeki hesaplama
stirecinde haberlesme ve hesaplama islemlerinin ne kadar zaman aldig1 her bir islemci i¢in
goriilmektedir. Sekilde goriildiigii tizere her bir islemci toplam siirenin yaklasik %80 nini
haberlesme igin harcamaktadir. Bu her bir islemci basina diisen hesaplama yiikiiniin az
olmasindan kaynaklamaktadir. Bu ise Tablo 16 ve Sekil 105 den goriildiigii izere hizlanma

ve verimlilik degerinin diisiik olmasina sebep olmaktadir.

Sekil 106 ve Sekil 107 de ise N=6400 noktada TDGL sisteminin 4 PC {izerindeki
hesaplama siirecinde haberlesme ve hesaplama islemlerinin ne kadar zaman aldig1 her bir
islemci i¢in goriilmektedir. Sekilde goriildiigii lizere her bir islemci toplam siirenin
yaklagik %40 — 45 ini haberlesme i¢in harcamaktadir. Herbir islemci bagina diisen
hesaplama yiikii N=1600 nokta icin diisen hesaplama yiikiinden daha fazla oldugundan
Tablo 16 dan goriildiigli iizere hizlanma ve verimlilik degerinin ideale yakin oldugu

goriilmektedir.
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Cumulativ... |w Statistics | :

[ 5L06-2

Os

Or

Sekil 105. TDGL probleminin N=1600 noktada 8 PC iizerinde
¢Oziimi icin istatistikler

Cumulativ... | w

[]5L0G-2

Mo

IRE

Sekil 106. TDGL probleminin N=6400 noktada 4 PC iizerinde ¢6ziimii
i¢in istatistikler

CumulativeE... | w | TimeLines - -

[ 5L0G-2

Mo

[I| Iol;

| | | | | | | | |
i |78z 182 3756 182,376 152 3764 182 3768 1823772 152 3776 182,378 162,3784 182,378 |

@ warld_rank

(NI KD

T Time (seconds) -

Sekil 107. Islemciler aras1 haberlesmeyi gdsteren Jumpshot ara yiiziine
yakindan bakis
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k = 0.5,R = 6 i¢in paralel hesaplamalar sonucunda elde edilen paralel hesaplama
stireleri Tablo 15 de, hizlanma ve verimlilik degerleri ise Tablo 16 da verilmektedir. Bu
verilere ait paralel hesaplama siiresi, hizlanma ve verimlilik egrileri ise Sekil 108 de

gosterilmistir. Sekil 109 da ise 8 PC ile elde edilen denge ¢6zlime ait grafikler goriilebilir.

Tablo 15. Farkli sayida PC igin TDGL probleminin denge ¢6ziime ulasma
stireleri(dakika)

1PC 2PC 4PC 8PC | 16 PC
N=1600 774 362 401 364 319

N=3200 | 5244 2305 1864 1634 | 1422
N=6400 | 30433 | 12351 8925 5977 | 4979

Tablo 16. TDGL problemi i¢in hizlanma ve verimlilik degerleri

1PC 2 PC 4 PC 8PC | 16 PC
Hizlanma 1 2.13 1.93 2.12 2.42

N=1600
Verimlilik 1 1.06 0.48 0.26 0.15
Hizlanma 1 2.27 2.81 3.20 3.68

N=3200
Verimlilik 1 1.14 0.70 0.40 0.23
Hizlanma 1 2.46 3.40 5.09 6.11

N=6400
Verimlilik 1 1.23 0.85 0.63 0.38

Tablo 16 da iki PC i¢in elde edilen sonuglarda hizlanmanin iki kattan daha
fazla oldugu goriilmektedir. Bu olaya paralel programlama literatiiriinde siiper lineer
hizlanma adi verilir. Bunun nedeni tek bir PC i¢in yapilan hesaplamada 6n bellek
boyutu veriler tarafindan asir1 diizeyde kullanilmakta olup, hesaplama i¢in gerekli veri
erisim siiresinin artmasina neden olmaktadir. ki PC kullaniminda ise veri erisim
stiresinden kaynaklanan gecikme ortadan kaldirilmis goziikmektedir. Bu nedenle iki
PC ile elde edilen hizlanma sonucu, tek bir PC ile elde edilen hizlanma sonucunun iki

katindan daha fazladir.
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Sekil 108. k = 0.5,L = 6 igin paralel runtime(paralel hesaplama siiresi)

speedup(hizlanma) ve efficiency(verimlilik) egrileri

p? p
1 1 -
05 \/ | o5l
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0" : . 05k : -
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Sekil 109. 8 PC ile elde edilen denge ¢6ziimler



3. SONUCLAR

Bu béliimde tez ¢alismasi kapsaminda inceledigimiz tek boyutlu GL modelleri elde

ettigimiz sonuglarin bir 6zeti verilmektedir.

Kesim 2.1 ve Kesim 2.2 de siiperiletken film i¢in tek boyutlu SGL modelinin

¢oziimlerinin sayis1 ve Kararliligi incelenerek asagidaki sonuglar elde edilmistir.

v" 7 = 0 olmas1 durumunda literatiirde bilinen klasik GL sisteminde, L — k faz
diyagraminda bir, iki veya {li¢ ¢6zlimiin olabilecegi sonucu dogrulanmis ve
bu sonuglar T # 0 durumu i¢in genellestirilmistir.

v Artan sicaklik degerleri i¢in L — k faz diyagraminda tek ¢6ziim ve iki
¢oziim bolgelerinin alanlarinin arttigi, bununla birlikte {i¢ ¢oziim boélgesinin
alaninin azaldig1 gézlemlenmistir.

v" SGLBDP igin Adomian ayrisim yontemiyle yaklagik analitik ¢oziimler
asimptotik olarak elde edilmistir.

v' SGL sistemi t parametresine bagli olarak ozdeger problemi olarak ele
alinmis ve SGL nonlineer sisteminin 6zdeger ve oOzfonksiyonlar1 elde
edilmistir. Ik 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyonu fiziksel sonuglarla

uyumlu oldugu goriilmiistiir.

Kesim 2.3 de normal hale yakin komsulukta SGL sistemi igin ¢dzlimlerin
davraniglar1 incelenmistir. Bu durumda SGL modeli bir regiiler Sturm-Liouville

problemine doniigsmiis ve bu problem i¢in asagidaki sonuglar elde edilmistir.

v" SGL igin elde edilen regiiler Sturm-Liouville probleminin bilinen teorik
sonuglarla uyumlu oldugu gosterilmistir.

v Problemin sayisal ve yaklasik analitik ¢Oziimleri bulunarak yontemlerin
avantaj ve dezavantajlar1 ¢ikarilmistir.

v' k Ginzburg-Landau parametresinin biiyiik degerleri igin probleme bir
pertiirbasyon problemi olarak bakilmis ve x nin biiylik degerleri igin

yaklagik analitik sonuglar elde edilmistir.
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Kesim 2.4 de siiperiletken silindir igin tek boyutlu GL modelleri ve bu modellerle

ilgili teorik sonuclar elde edilmistir.

Kesim 2.5 de siiperiletken silindir i¢in normal hale yakin komsuluktaki ¢oziimler,

Kesim 2.3 nin paralelinde incelenmis ve asagidaki sonuglar elde edilmistir.

v" Silindirik SGL i¢in elde edilen regiiler Sturm-Liouville probleminin bilinen
teorik sonuclarla uyumlu oldugu gosterilmistir.
v' Silindirik SGL probleminin farkli sayisal yontemler ile yaklasik ¢oziimleri

bulunmustur.

Kesim 2.6 da siiperiletken silindir i¢in sayisal analizler yapilmis ve asagidaki

sonuglar elde edilmistir.

v" Sicaklik bagimhi GL yardimiyla klasik GL modeli ile gbzlemlenmesi
mimkiin olmayan Meissner olay1 siiperiletken silindirler i¢in
gbézlemlenmistir. Ayrica sicakliga bagli manyetik alan siddetlerinin
degisim egrileri elde edilmistir.

v Uygulanan manyetik alan siddetine ve sicakliga bagl histerisiz egrileri
elde edilmistir.

v" Josephson eklemleri ve Josephson eklemlerinin histerisiz tizerine etkileri
elde edilmistir.

vk — H diizleminde sicakliga bagli histerisiz bolgeleri belirlenmistir.

v' T — H faz gegis diyagramlari elde edilmistir.

Kesim 2.7 de dniversitemiz Fen Edebiyat Fakiiltesi Lab-1 isimli laboratuar
ortaminda olusturdugumuz paralel platformda gergeklestirdigimiz paralel programlama
caligmalar1 ve yar1 sonsuz bolgede TDGL probleminin paralellestirilmesi incelenerek

asagidaki sonuglar elde edilmistir.

v Olusturdugumuz platformun haberlesme gerektirmeyen problemler igin

ideale yakin sonuglar verdigi gézlemlenmistir.
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v" TDGL problemi gibi her bir zaman diliminde PC ler aras1 haberlesmenin
olmasi gereken problemlerde ise uygun fiziksel boyut ve PC sayisi igin

makul sonuclar elde edilmistir.



ONERILER

Stiperiletken filme karsilik gelen SGL modeli igin incelenen ¢oziimlerin sayisi
ve ¢Oziimlerin kararlilig1 analizi stiperiletken silindir i¢in de incelenebilir.

iki ve iic boyutta Josephson eklemlerinin siiperiletkenin elektromanyetik
davranigini nasil etkiledigi incelenebilir.

Paralel ve adaptif sayisal bir yontem ile denge ¢6ziimii daha etkin bir bigimde
elde edilebilir.

Tek boyutlu TDGL modeli i¢in ger¢eklestirilen paralel hesaplamalar PC basina
is yikiinin daha fazla olacagi iki ve U¢ boyutlu GL modelleri igin

genellestirilebilir.
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6. EKLER

Ek-1. Dikdortgen, silindirik ve Kiiresel koordinat sistemlerinde vektorel

islemler

A) Skaler(nokta) Carpim

Dikdortgen koordinatlar A-B = A.By + A, B, +A,B,

Silindirik koordinatlar :A-B=A,B, +A4,By + A,B,
Kiiresel koordinatlar A-B = A;B, +AgBg + Ay By
B) Vektorel Carpim
, d, da,
Dikdortgen koordinatlar ' Ax B = |4, A, A,
B, B, B,
a, dg d,
Silindirik koordinatlar AXB =14, Ay A,
B, By B,
a. dp dg
Kiiresel koordinatlar AxB = A, Ay Ay
B, By By
C) Bir skaler fonksiyonun gradyant:
S : cor_ O 2 L 0f o | Of 5
Dikdortgen koordinatlar (Vf = 5 Gx T 3y b t5,4;
ilindiri - Vf= Yg 4 s LT
Silindirik koordinatlar Vf = 5, 4r t-—-dg +—--a,
. . . _ % - lﬁ - 1 i -
Kiiresel koordinatlar (Vf = 5, Ar T oosag +—— 3¢ 4o

D) Bir vektor alaninin diverjanst:

dA,  0A, 04,

Dikdortgen koordinatlar VA= o ™ P
ilindiri - o4zl 104 | 24,
Silindirik koordinatlar VA== (rA) oo+
Kiiresel koordinatlar v-A==2 r2A.) + L 9 (sinfAg) + L 24y

T r2or rsin® 90 rsinf ¢



E) Bir vektor alaninin curl’i:

Dikdortgen koordinatlar

Silindirik koordinatlar

Kiiresel koordinatlar

150

Ay
- 0
XA =|=
VXA .
Ay
dy
- 1 a
Vxd=12
r|or
A,
> 1
X —
Vx4 r2sind

Q
N

& e

rsint9A¢>
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