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OZET

“L-Fuzzy Reel Dogru Uzerinde Metrik” adl1 bu ¢alisma iki boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, ¢alismamizda kullanilan temel kavramlar ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde, L’nin tam kafes olmas1 durumunda, L-fuzzy reel dogrusu iizerinde
bir metrik tanimlanmustir.

Son olarak, L tam kafesi, zincir ve her elemani kompakt olmasi durumunda,

tanimlanan bu metrige gore L-fuzzy reel dogrusunun tam oldugu gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: L-fuzzy reel dogru, metrik, kompakt, zincir, tamlik.



SUMMARY

Metric on L-Fuzzy Real Line

The study entitled “Metric on L-Fuzzy Real Line” consists of two chapters.
In the first chapter, fundamental concepts and theorems used in our study are
explored.

In the second chapter, a metric is defined on L-fuzzy real line where L is a complete
lattice.

Finally, according to this defined metric, the completeness of L-fuzzy real line,

where L is a chain and its every element is compact, is proved.

Key Words: L-fuzzy real line, metric, compact, chain, completeness.
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1. GENEL BiLGILER

1. 1. Giris

Fuzzy sayilar, istatistikte, bilgisayar programlamada, miihendislikte, &zellikle de

iletisimde ve bir¢ok bilim dalinda kullanilir. Fuzzy sayilar, fuzzy kiimeler teorisinde genis

bir yer kaplar. 1975’de Hutton [24], | = [0,1] aralig1 lizerinde fuzzy reel dogru kavramini

tanitmistir. Fuzzy reel dogru kavrami reel dogru kavraminin bir genellemesidir ve fuzzy

topolojide biiyiik 6neme sahiptir. 1982°de Rodabaugh [24], [0,1] araligi yerine L tam

kafesini alarak fuzzy reel dogru iizerinde fuzzy toplama islemini tanimlamistir.

Fuzzy reel dogru ve L-fuzzy reel dogru kavramlari literatiirde genis uygulama alani
bulmustur ([24], [31], [34], [38]). 1983°de R.Lowen [31], L-fuzzy reel dogrusunun cebirsel
yapisini incelemistir. Wang [38], fuzzy reel dogru iizerinde sonsuz toplam kavramlarini
vererek sonsuz toplamlarin yakinsakligi ile ilgili gerekli ve yeterli kosulu vermistir. S.
Gohler ve Werner Gohler [18], fuzzy reel dogru iizerinde iki 6zel fuzzy metrik
tanimlayarak, fuzzy reel dogrusunun topolojik 6zelliklerini incelemistir.

Han-Liang Huang ve Fu-Gui Shi [23], 2007 yilinda L tam dagilmali kafesi tizerinde
L- fuzzy say1 ve L- fuzzy konveks kiime kavramlarini1 vermistir.

Fuzzy topoloji alaninda fuzzy reel dogrusunun metriklestirilmesi {izerine ¢ok az
sayida g¢alisma yapilmistir. Son zamanlarda Jian-zhong Xiao ve Xing-hua Zhu [40]
tarafindan L tam dagilmali kafes olmak {izere fuzzy reel dogrusu iizerinde bir yari-metrik
kavrami vererek fuzzy reel dogrusunun metrik yapisini incelemistir. Ayrica bu ¢alismada
reel dogru iizerinde olusturulan bu yari-metrik topolojisinin bilinen anlamda metrik
topolojisine 6zdes oldugu gosterilmistir.

Literatiirde fuzzy metrik kavrami birgok arastirmaci tarafindan ele alinmustir ([10],
[11], [12], [14], [15], [16], [19], [20], [25], [29], [32], [33], [45]).

Bu tezde, L tam kafes olmak iizere L- fuzzy reel dogrusu iizerinde bir metrik
tanimlanmis (klasik anlamda) ve L tam kafesi, zincir ve her elemanit kompakt olmasi

durumunda, olusturulan bu metrige gore L- fuzzy reel dogrusunun tamlig1 arastirilmstir.



1.2. Kafesler

Tanmm 1.1. [9] X bir kiime olmak tizere, her R < Xx X altkiimesine X kiimesinde bir

bagint1 denir. R ve S, X {izerinde iki bagint1 iseler,
SoR:={(x,y)eXxX |3zeX:(x,z)eR ve (z,y) eS|
R":=R<R"", (n>2)

ve
R ={(x,y)eXxX |(y,x)eR}

seklinde tanimlanirlar.

A={(xy)eXxX |x=y]

kiimesine XxX’in kdsegeni adi verilir. Bu kiime, R cR 0zelligini saglayan bir

bagintidir. Eger (X,y)eR ise, bu durum bazen xRy seklinde de yazilir.

Tamim 1.2. [9] X bir kiime ve R, X {izerinde bir bagint1 olsun. Eger
i) AcR ise, bu bagintiya, yansima dzelligine sahip,
ii) R™ =R ise, bu bagintiya, simetrik,
iii) RoR <R ise, bu bagintiya, gecisme 6zelligine sahip,
iv) RAR™=A ise, bu bagntiya, ters simetri (antisimetri) 6zellifine sahip bagmt:

denir.

Tamim 1.3. [9] Bir X kiimesi iizerindeki bir R bagmtisi Tanim 1.2°de verilen 1)-iii)
ozelliklerinin her iicline de sahip ise, bu R bagintisina bir denklik bagntis1 denir. R, X

tizerinde bir denklik bagintis1 olmak iizere
[x]={yeX | (x,y)eR}
seklinde tanimlanan kiimeye, X € X elemaninin bu denklik bagintisina gore denklik sinifi

denir. Bu sekildeki denklik siniflarinin kiimesi
XIR={[x] | xeX|

ile gosterilir ve bu X /R kiimesine, X ’in R bagintisina gére boliim kiimesi adi verilir.



Tamm 1.4. [7] L=< olan bir kiime ve "<" bu kiime {izerinde taniml1 bir bagint1 olsun.
L’ye kismi sirali kiime denir <=

i) Vael i¢in a<a

i) Va,belL i¢cin a<b ve b<a ise a=Db

Iii) Va,b,ceL i¢cin a<b ve b<c ise a<c

Bu durum (L, <) notasyonu ile gosterilir.

Tamm 1.5. [7] (L, <) kismi sirali bir kiime ve B < L olsun. Bu takdirde,

i) VbeB i¢in X <b olacak sekilde bir Xxe L mevcut ise bu X ’e B’nin alt siniri,

i) VbeB igin b<y olacak sekilde bir ye L mevcut ise bu y ’ye B’nin iist sinirt

denir.

Tamm 1.6. [7] (L,<) kismi siral1 bir kiime, B L ve b, € B olsun. Bu takdirde,
i) VbeB i¢in b, <b ise b, elemanina B’nin en kiigiik elemant,
i) VbeB i¢in b<b, ise b, elemanina B’nin en biiyiik eleman:

denir.

Tanmm 1.7. [7] (L,<) kismi sirali bir kiime ve Bc L olsun. B kiimesinin tiim alt
sinirlariin olusturdugu kiime B ve tim {ist sinirlarmimn olusturdugu kiimeyi B, ile
gosterelim. Bu takdirde,

i) B_#0 ve B_’nin en bilyiik eleman1 mevcut ise bu elemana B kiimesinin en biiyiik

alt simir1 (infimumu) denir ve infB= A B= Ab notasyonlarindan biri ile gosterilir.
beB

i) B, #@ ve B, 'nin en kiiciik eleman1 mevcut ise bu elemana B kiimesinin en kiigiik

tist st (supremumu) denir ve supB=\/B=\/b notasyonlarindan biri ile
beB

gosterilir.



Tamim 1.8. [7] (L,<) kismi sirali bir kiime olsun. Bu takdirde,
i) Vabel igin sup{a,b}=avb ve inf{a,b}=aAb mevcut ise L kiimesine bir
kafes denir.
i) Va,belL i¢in a<b veya b<a ise L kiimesine bir zincir denir.
iii) VT c L igin supT ve inf T mevcut ise L kiimesine bir tam kafes denir.
Genel olarak bir kafesin en kiiciikk elemani “0°’ ve en biiylik elemanm1 “1”° ile

gosterilir.

Teorem 1.1. [7] (L,<) kismi siral1 bir kiime olsun. (L,<) bir tam kafestir << 1L ve her

@ # T c L i¢in infT mevcuttur.

Tamm 1.9. [7] (L, <) bir kafes olsun. Bu takdirde,
i) Va,b,celL,a<b i¢cin av(bac)=ba(avc) ise L’ye modiiler kafes denir.
i) Va,b,ceL i¢in av(bac)=(avb)a(avc) ve an(bvc)=(anb)v(anc) ise

L’ye dagilimli kafes denir.

Ornek 1.1. L={O,a, bl,bz,l} kiimesi lizerinde 0 <a<b, <1 ve O<a<b, <1 igin (L,<)

dagilimli kafestir.

Sekil 1. Dagilmali kafes



Tanmm 1.10. [28] (L,<) bir tam kafes olsun. Eger asagidaki 6zellikler saglaniyorsa L’ye

sonsuz dagilimli kafes ad1 verilir:

i) VaelL,bclLiginan\/B=\/(anb),

beB

i) VaelL, bcL iginav AB= A(avh).

beB

Ornek 1.2. X bir kiime ve P(X), X’in gii¢ kiimesi olmak iizere, icerme bagintisina gore
(P(X), g) sonsuz dagilimli kafestir.

Tamm 1.11. [7] (L,<) bir kafes ve @=T <L olsun. Va,beT i¢in avb,aabeT ise

T’ye alt kafes denir.

Tanmim 1.12. [7] (L,<) bir kafes, 0L ve VxeL i¢in 0<x ise L’ye alttan siurl kafes

denir ve (L,<,0) ile gosterilir. 1 eL ve VX el igin x<1 ise L’ye iistten sinirl kafes denir
ve (L,<,1) ile gosterilir.

L kafesi tistten ve alttan sinirli ise L’ye sinirli kafes denir ve (L,<,0,1) ile gosterilir.

Tamm 1.13. [7] (L,<) bir tam kafes ve kL olsun. Bu takdirde, k €L ye kompakitir

denir :< Kk <\/A kosulunu saglayan VA c L i¢in 3A, < A sonlu dyle ki k<\/A, dr.

Ornek. 1.3. L={0,1,..., 10} olmak iizere (L,<) her elemani kompakt olan bir tam kafestir.

Tanim 1.13’den asagidaki sonug kolaylikla goriiliir.

Sonuc 1.1. (L,S) tam, tam sirali (zincir) kafes ve ke L kompakt eleman olsun. Bu

takdirde, VB L ve k<\/B i¢in 3beB : k<b’dur.



Tamm 1.14. [28] (L,<) bir tam kafes olmak iizere, L {izerindeki bir “L—>L, ar>a’

doniisiimiine
1) st alma operatorii (involution) denir: = VaelL icin (") =a,
i) siray1 tersine koruyan operator denir : <> Va,belL icina<b=a'>b’.

"I >1, ar>a :=1-a olarak tammlanan déniisiim | iizerinde sirayi-tersine koruyan bir

ist alma operatoriidiir.

1.3. Metrik ve Topolojik Uzaylar

Tanmm 1.15. [9] X bir kiime olsun. VX,y,z e X igin
M1l. d(x,y)=0<=x=Yy,
M2.d(x,y) =d(y,x),
M3. d(x,z) <d(x,y)+d(y,z)

Ozelliklerini saglayan d: XxX — [O, oo) fonksiyonuna X tizerinde bir metrik denir.

Uzerinde bir d metrigi tamimlanmus olan X kiimesine bir metrik uzay denir ve (X, d)

ile gosterilir.

Uyar 1.1. [9] Tanim 1.15°de M1 kosulu yerine,
MI": x=y=d(x,y)=0

yazilarak elde edilen M1, M2, M3 kosullarini saglayan d fonksiyonuna ise, X iizerinde bir

yar1 metrik denir.

Ornek 1.4. [9] R kiimesi iizerinde e(X,y)=|x—y| fonksiyonu R iizerinde bir metriktir.

Bu e metrigine, R ’nin dogal metrigi denir.



Tamm 1.16. [9] (X,d) metrik uzay ve (x,)< X bir dizi olsun. Eger,
Ve>0 igin In;eN:vnm>n, i¢in d(x,,X,)<e

ise (x, ) dizisine X *de bir Cauchy dizisi denir.

Tamm 1.17. [9] (X,d) metrik uzay ve (X, )< X bir Cauchy dizisi olsun. Eger

Ix, e X : limx, =X,

n—oo

ise (X, d) metrik uzay1 tamdir denir.

Tamm 1.18. [9] (X,d) bir metrik uzay, x € X ve £>0 olsun. Bu durumda
K(x,e)={yeX]| d(x,y) <e}

ile tanimlanan kiimeye x merkezli ve ¢ yaricapl acik top ad1 verilir.

Tamm 1.19. [9] (X,d) bir metrik uzay ve G = X olsun. Eger
vx e X igin Je=¢(x) >0 Oyle ki K(x,e)cG

kosulu saglaniyorsa, G altkiimesine bu metrik uzayda agik kiime denir.

Eger bir Fc X altkiimesinin X —F biitiinleyeni acik ise, F kiimesine kapali kiime

ad1 verilir.

Tamm 1.20. [9] X bir kiime olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan her t < P (X) ailesine X

tizerinde bir topoloji denir:

T1l. I, Xer,
T2. VG,,G, et = G, NG, e,

T3. V(Gk)kGA T = UGx €T (Burada A herhangi bir indis kiimesidir).

reA



Uzerinde bir topoloji tanimlanmis olan X kiimesine bir topolojik uzay denir ve ¢ogu

kez (X, r) ile gosterilir. Bu durumda, X’in elemanlarina bu topolojik uzayin noktalari ve

T 'nun elemanlarina da bu topolojik uzayin agik kiimeleri adi verilir.

Ornek 1.5. [9] (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu uzaydaki agik kiimelerin
1, ={GcX| VxeG icin Jg, >0 oyleki K(xg,) =G}

ailesi X iizerinde bir topolojidir. Bu topolojiye X lizerinde d metrigi ile iiretilen metrik

topoloji denir. Agik olarak her metrik uzay, metrik topoloji ile bir topolojik uzaydir.

Tamm 1.21. [9] (X,7) bir topolojik uzay ve B =t olsun. Eger her agik kiime, B ’nin

bazi elemanlarinin birlesimi seklinde yazilabiliyorsa, diger bir ifade ile

VGer igin 3B'cB odyleki G=( B

BeB'
seklinde ifade edilebiliyorsa, bu B ailesine t topolojisi i¢in bir taban (veya baz) adi

verilir.
Ormnegin; B ={K(X,8)| XeX, 8>0} ailesi (X,d) metrik uzaymmda t, metrik

topolojisi i¢in bir tabandir.

Tamm 1.22. [9] (X, r) bir topolojik uzay ve S <t olsun. Eger S’nin elemanlarinin biitiin

sonlu arakesitlerinden olusan aile t igin bir taban olusturuyorsa, bu S ailesine t’nun

(veya ayn1 anlamda olmak {izere (X, r) ’nun) bir alttaban1 denir.

1.4. L-Fuzzy Alt Kiimeler

L-fuzzy alt kiimeler 1965 yilinda Zadeh’in [46] ‘de tanmittig1 fuzzy alt kiimelerin bir
genellemesi olarak Goguen [17] tarafindan 1967 yilinda tanitilmistir. L-fuzzy kiime

kavrami giiniimiizde bir¢ok topolojik yapilara uyarlanmistir. Bu topolojik yapilarin baginda

1968 yilinda Chang [10] tarafindan ilk defa tanitilan [O,l] -topoloji kavrami ve 1985



yilinda Kubiak [27] ve Sostak [36] tarafindan tanitilan L-fuzzy topoloji kavrami yer alir.
Literatiirde L-fuzzy topoloji ile ilgili 6nemli ¢aligmalar yapilmistir. Bu konuda bazi temel

calismalar [1], [3] [4], [8], [10], [30], [43], [44], [47], [48] kaynaklarinda verilmistir.

Tamm 1.23. [28] X = bir kiime ve (L,<) bir kafes olsun. Her A.: X — L fonksiyonuna

X’in bir L-fuzzy alt kiimesi denir. X’in tiim L-fuzzy alt kiimeleri L~ ile gosterilir.

L =[0,1] ise L-fuzzy alt kiimelere X’in fuzzy alt kiimeleri denir.

Tamm 1.24. [28] X bir kiime olmak iizere, (L,S) bir kafes, Yc X ve ae L—{O} icin
a, € L asagidaki gibi tanimlanur:

a, XeVY

aY(X):{O XxeY

Ozel olarak a=1 alinirsa, 1, L-fuzzy alt kiimesine Y’nin karakteristik fonksiyonu

denir. Bu durum y, notasyonu ile gosterilir.

Tamm 1.25. [28] X bir kiime, (L,<) bir kafes ve A,pe L™ olmak iizere, VX e X igin

A(X) <u(x) ise p’ye A’y1 kapsar denir ve A < ile gosterilir.

Tamim 1.26. [28] X bir kiime, (L,S) bir kafes, A, e X ve x e X olsun. Bu takdirde,

(V) =AY VRI(),  (AAR)(X) =A(X) Ap(X)

ile tanimlanan L-fuzzy alt kiimeleri sirasiyla A ile p’niin birlesimi ve kesigimi (arakesiti)

denir.

Tamm 1.27. [28] X bir kiime, (L,<) bir tam kafes, {A;:

iel}ng ve X e X olsun. Bu

takdirde,

[V%ij(x) =V (x), ( Akij(x) = AM(X)

iel iel iel iel
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ile tanimlanan L-fuzzy alt kiimeleri sirasiyla {k tle I} ailesinin birlesimi ve kesisimi

denir.

Tamim 1.28. [28]. X bir kiime, (L,<) bir kafes, A € L™ ve a e L olsun. Bu takdirde,
Mg ={xeX: A(x) 2a}

kiimesine A ’nin seviye alt kiimesi denir.

Tamm 1.29. [28] (L, <) bir kafes ve A e L* olsun. Bu takdirde,
i) A ’yamonoton azalan denir . Vs,teR icins<t ise A(t) <A(S),
ii) A ’ya monoton artan denir ‘< Vs, te R icins<t ise A(s) <A(t)

dir.

Tamm 1.30. [10] X bir kiime olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan her tc I* ailesine, X
tizerinde Chang anlaminda fuzzy topoloji denir:
T1. O,1er,

T2. VG,,G, et = G, AG, e,

T3. V(Gk)xEACT = \/G, er.

reA

Tamm 1.31. [36] X bir kiime ve (L,<) bir tam kafes olsun. Asagidaki kosullari saglayan

7: 1 — L déniisiimiine X iizerinde L-fuzzy topoloji denir:
i) t(0y)=1(L) =1,

i) tAp)=tX) At(n), VA, pel™,

iel iel

i) r(Vki](X)ZAr(ki), vk iellc X,

Ayrica, (X,1) ikilisine L-fuzzy topolojik uzay denir.
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Tanim 1.31°den (L,<) bir tam kafes olmak iizere t:L* — L L-fuzzy topolojisinde,

©:1" - {01} olarak alindiginda bu t Chang anlaminda fuzzy topolojiye doniisiir.

T! {0,1}X - {0,1} olarak alindiginda ise bu 1 klasik anlamda topolojiye doniisiir.

1.5. L-Fuzzy Sayilar

L-fuzzy birim aralik ve L-fuzzy reel dogru kavrami L-fuzzy topolojik uzaylarda

onemli bir yer tutar. Ilk olarak L-fuzzy birim aralik kavrami 1975°de Hutton [24]

tarafindan verilmistir. 1982°de Rodabaugh [24], [0,1] yerine L tam kafesini alarak fuzzy

reel dogru iizerinde fuzzy toplama islemini tanimlamistir.
1983’de R. Lowen [31], L-fuzzy reel dogrusunun cebirsel yapisini incelemistir.
Wang [38], fuzzy reel dogru iizerinde sonsuz toplam kavramlarini vererek sonsuz
toplamlarin yakinsakligi ile ilgili gerekli ve yeterli kosulu vermistir. S. Géhler ve Werner
Gohler [18], fuzzy reel dogru iizerinde iki 6zel fuzzy metrik tanimlayarak, fuzzy reel
dogrusunun topolojik 6zelliklerini incelemistir.
Han-Liang Huang ve Fu-Gui Shi [23], 2007 yilinda L tam dagilmali kafesi {izerinde
L- fuzzy say1 ve L- fuzzy konveks kiime kavramlarini vermistir. Son zamanlarda Jian-
zhong Xiao ve Xing-hua Zhu [40], L tam dagilmali kafes olmak {izere fuzzy reel dogru

tizerinde yari-metrik kavramini vererek fuzzy reel dogrunun metrik yapisini incelemistir.

Tamm 1.32. [34] (L,S) bir tam kafes olsun. A e L* *ye L-fuzzy reel say1 denir <>
i) 3x, R oyleki A(X,) =1,

i) Vael igin A, seviye alt kiimesi kapal araliktir.

Tamm 1.33. [28] (L,<) bir tam kafes ve

sol —
teR teR

md, (L), = {k el | \/A(t)=1, AM(t)=0, X monoton azalan}

olsun. VA e md, (L), ve VteR icin,

sol
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AMt-)=AA() ve A(t+)=\/r(s)

s<t s>t

olmak tizere mdj (L), tlizerinde “~” denklik bagintis1 asagidaki gibi tanimlanir:

Apemdy (L), icin A~p :=>VteR icin A(t-) =p(t-), A(t+)=p(t+)
dir. A ’y1igeren denklik siiflarinin kiimesi
[7\’] = {“ € de(L)sol | n-~ 7\‘}

ile gosterilir.

md,, (L), tizerinde “~ " denklik bagintisina gore tiim denklik siniflarinin kiimesi

R[L],, ={[*] | remd (L)}

olsun. R[L]sol ’ye L-fuzzy reel dogru denir.

L
«—e

1

A(0)

A

v

Sekil 2. [A]e R[L]

sol

L.R,: R[L] ,—L déniisiimleri Lt(x):z(x(t—))', R,(A):=A(t+) olarak

[L

tanimlansm. Agik olarak, L,,R, LM <dir. B kiimesi L, ve R, fuzzy kiimelerinin tiim

sonlu arakesitinden olusan bir aile olsun. O halde bu aile L fizerinde bir L-topoloji i¢in

bir taban olur. (L,S) bir tam kafes olsun ve R[L]soI tizerinde tanimlanan L, ve R, igin

<W

Sﬂfz{Lt,RteLR[L]sou;teR}, B“f:{AF: Fe[sr] \{@}}

olmak lizere
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T,_Rz{VA:AcB"f}

seklinde olusturulan T, R[L]  iizerinde S* alttaban ile iiretilen topolojidir.

sol



2. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR

2.1. L-Fuzzy Reel Dogru Uzerinde Metrik

Bu kisimda, Tanim 1.33’da verilen kavramlara paralel olarak bazi yeni kavramlar ve

bu kavramlarla ilgili baz1 teorem ve sonuglar verilmistir. Ayrica bu teorem ve sonuglar

kullanilarak bu kisimda (L,S) tam kafes olmak iizere, L- fuzzy reel dogru iizerinde bir

metrik olusturulmustur.

Teorem 2.1.1. (L,<) bir tam kafes, A, pemd, (L), Ve t,eR igin Alt, —)= u(t, -)

olsun. Bu takdirde,
) Ve>0 igin 3s,e(ty—ety) : Aty —)£uls,) veya plt, —)£Als,),
ii) Ve>0 igin 3s,e(t,—&t,y) : Ms, +) = (s, +)

dir.

ispat.
i) t,eRicin A(t, —)= u(t, —) olsun. Varsayim:
Je>0: Vse(t, —&t,) igin Mty —)<u(s) ve up(t,—)<Als)
olsun. O halde,

Mio-)s A H6) ve )< A A6)

ty—e<s<t, ty—e<s<ty

dir. A ve p azalan oldugundan,

X(to _)S A H(S) = AH(S) = H(to _) = X(to _) < H(to _) 1)

ty—e<s<t, s<tqy

ve

o)< A Ms)= AMs)=Mto -) = n(te—)<A(t-) @

ty—e<s<t, s<tqy
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dir. (1) ve (2)’den A(t,—)=p(t,—) olur ki bu hipotez ile gelisir. O halde
Ve>0 igin Is;e(to—gty): Mt —) £ uls,) veya n(t, —)zA(s,)

dir.

i) t,eR icin A(t, —)# p(t, —) ve £>0 olsun. i)’den

3s, € (t; —&,t,): Mty —) £ u(s,) veya ult, —) £ A(s,)
dir. Genelligi bozmadan A(t, —) £ (s, ) olsun. p azalan oldugundan (s, +) < p(s,) “dir.
Buradan

Mty =) £ nls, +) 3
dir. Diger taraftan

Ms):s, <s <ty {Ms):s<t,}
dir. Buradan

V Ms)= AMs) =2t -)

Sp<s<ty s<ty

elde edilir. O halde
x(to _)S V }‘(S)

Sg<s<ty

dir. A azalan oldugundan

Mt =)< V A(s)=VA(s)=A(s, +)

Sg<s<ty S9<S
dir.  (3)’den  A(t,—)£u(s, +) oldugundan  A(s, +)£ (s, +)‘dir.  Dolayisiyla

Ms, +) = (s, +) elde edilir. m

Teorem 2.1.2. (L,<) bir tam kafes, A,pemd,(L),, ve t,eR igin A(ty+)=p(t,+)
olsun. Bu takdirde,
i) Ve>0 i¢in 3s;e(ty,to+e) : p(sy)LA(ty+) veya A(s,)Lpu(t,+),

i) Ve>0 i¢in 3s, e(ty,to+€) 1 A(sy—)=p(sy—)

dir.
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Ispat.
i) t,eR igin A(t,+)#p(t,+) olsun. Varsayim:
Je>0: Vse(ty,ty+¢) igin p(s)<A(t,+) ve A(s)<p(t,+)
olsun. Buradan

V o u(s)<i(to+) ve \V A(s)<u(to+)

to<s<ty+e to<s<ty+e

dir. A ve p azalan oldugundan,

Mto+)=VA(s)= V A(s)<n(ty+) = Aty +)<n(to+) (4)
ve
Rt +)=Vu(s)= V nu(s)<i(ty+) = n(ty+)<r(to+) (5)

dir. (4) ve (5)’den k(t0 +) = ;,t(to +) elde edilir ki bu hipotez ile ¢elisir. O halde
Ve>0 igin 3s;e(ty,to+e): p(sy)£A(ty+) veya A(sy)£p(t,+)
dir.

i) t,eR igin A(t,+)#p(t,+) ve £>0 olsun. i)’den
3s, €(to,tg+€): pu(Sy) £A(t,+) veya A(s,) £ u(ty+)
dir. Genelligi bozmadan, X(SO) b S u(to +) oldugunu kabul edebiliriz. A azalan oldugundan
A(So) <A(S,—) ‘dir. Buradan
A(so—) £ty +) (6)
elde edilir. Diger taraftan
{n(s):ty<s<s,f={n(s): t, <s}

dir. Buradan A p(s)<\/u(s)=p(t,+) ‘dir. Ohalde A p(s)<p(t,+) ‘dir. p azalan

tg<s<sy to<s ty<s<sy

oldugundan

n(so—)=An(s)= A n(s)<u(to+)

$<Sgy ty<s<sy
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dir.  Buradan p(s,—)<p(t,+) cdir.  (6)’dan  A(S,—)£p(t,+)

A(So—) £ (s, —) ‘dir. Dolayisiyla A(S,—)# (s, —) elde edilir. m

Teorem 2.1.1.ii) ve Teorem 2.1.2.ii)’den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.1.1. (L, <) bir tam kafes A,p e md, (L),, olsun. Bu takdirde,

sol
Bir t, e R igin A(t, —) = p(t,—) < Bir s, e R igin A(S, +)# p(s, +)
dir.

Teorem 2.1.3. Asagida tanimlanan

dy, :R[L] XR[L]_ —[0,+x)

sol sol

doniistimi ]R[L]soI kiimesi iizerinde bir (klasik) metriktir:

0, (1] [1]) = sup{‘\/{t: A(t)= Kl -\/{t: (1) k}‘ ke L\{O}} .

L
4‘4—, AN —
1 \ ~
7»\\ N
k = E
"0 Vit A=kl Vit u()>k R

Ispat.
) [k] =[u] =d, ([k], [u]) =0 oldugunu gosterelim:

ke L\{0} keyfi ve sabit olsun,

L=\t t=\t
A(t)=k

u(t)>k

ve

oldugundan
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A={t:AMt)>k}, B:={t:u(t)>k}
seklinde tanimlayalim. Bu durumda >0 keyfi ve sabit icin It'eB :t,—e<t’ ‘dir.
Dolayisiyla pu(t')>k ve t,—e<t’ ‘dir. [A]=[u] oldugundan A(t'=)=p(t'-) “dur. Diger
yandan p azalan oldugundan p(t')<p(t'—) ‘dir. Dolayisiyla

k<p(t)<p(t'-)=r(t'-)
dir. Yani k<A (t'—) ‘dir. Diger yandan

>0 i¢in It eR:t,—e<t <t’

dir. K<A(t'-) ve A azalan oldugundan

k<a(t'=)= AL(s)<A(t)

s<t’

dir. Dolayisiyla t,—e<t” ve t eA elde edilir £>0 keyfi oldugundan

t, <\/A=t, ‘dir. Buradan

t, <t (7)
elde edilir.

Simdi t; <t, oldugunu gosterelim:

&>0 keyfi ve sabiti¢in It'e A : t, —e<t’ ‘dir. Dolayisiyla A(t') >k ve t, —e<t’
‘dir. [r]=[n] oldugundan A(t'—)=p(t'—) ‘dir. Diger yandan A azalan oldugundan
AL(t)<A(t'—) “dir. Dolayisiyla K<A(t")<A(t'—)=p(t'—) ‘dir. O halde k<p(t'—) “dur.
Diger yandan

>0 icin It eR:t,—e<t <t’

dir. k<p(t'—) ve p azalan oldugundan kéu(t'—)zAp(s)Su(t*) elde edilir.

s<t’

Dolayisiyla t,—e<t” ve t" B elde edilir. €>0 keyfi oldugundan t, <\/B=t, ‘dir. O

halde
t, <t, (8)

olup (7) ve (8)’den t, =t, elde edilir. O halde keL\{O} keyfi oldugundan

Ay ([A], [1])=0"dur.
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Tersine olarak d,, ([A], [n])=0=>[%]=[u] oldugunu gésterelim:
Varsaymm: [A]#[u] olsun. Bu takdirde,

Ity e R: A(t,—) = p(t,—) veya Alt, +)= plt, +)
dir. Sonug 2.1.1 “den, A(t, —)= u(t, —) “dir. O halde,

a:=p(ty-)= A uls)

s<tqy

olmak tizere,

at A Ms)veya a2 A A(S)

s<ty s<ty

dir. Genelligi bozmadan a £ A A(s) oldugu kabul edilebilir. O halde,

Sty
ds,eR: s, <t, ve a £ Als,) 9)
dir.
A={t:At)>a} ve B={t:u(t)>a}
olsun.

Iddia: \/B>t, ‘du.
Gergekten,
Ve >0 i¢in 35" eR: t,—e<s'<t,

oldugundan n(s')> Ap(s)=a, buradan p(s’)>a‘dir. O halde s'eB ‘dir. £>0 keyfi

s<ty

oldugundan t; <\/B ‘“dur.
Hipoteze gore,
degy ([2]. [1]) :supﬂv{t: A(t) =k =\ {t: p(t)= k}‘ L ke L\{O}} =0

oldugundan \/t= \/t ‘dir. Buradan

p(t)=a  A(t)=a
,<\/B= Vt=\VA = t,<\/A
p(t)=a

dir. O halde & = t,—S, >0 i¢in It'e A: ty—e<t’ ‘dir. Buradan a<i(t') ve s, <t’
‘dir. A azalan oldugundan a<x(t') ve A(t)<A(s,) ‘dir. Buradan a <A(s,) “dir. Bu ise

(9) ile elisir. Buradan [A]=[p] elde edilir.
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i) dg, ([k] [u]) =d,, ( (1], [k]) oldugu agiktir.

iii) d, ([k], [n])SdSOI ([X], [p])+dso, ( [1], [n]) oldugunu gosterelim:

k, €L (k, = 0) keyfi verilsin,
t1(ko):= V t tz(ko):= V t ts(ko):: \VA!

At)zko u(thzko n(t)zko
seklinde tanimlansin. O halde
|t1(ko)_t3(k01 < |t1(k0)_t2(ko) +|t2(ko)_t3(ko)
dir. Buradan
sup (k) ~t (k)] <5up J, (K) ~t; () +sup [t (K)—t, (k)|
k>0’ kso' K0’

dir. Sonug olarak

dsol ([7\']’ [n]) < dsol ([7\’]’ [“])+ dsol ( [M]' [n])

elde edilir. m

Tamm 2.1.1. (L,<) bir tam kafes, A e L* ve

mi, (L), = {X el | \/A(t)=1, AM(t)=0, A monoton artan}

sag
teR teR

olsun. VA e mig (L), ve vVteR igin,

AMt=)=\/A(s) ve A(t+):= AL(S)

s<t s>t

olmak tizere mi, (L), tzerinde “~ ” denklik bagintis1 asagidaki gibi tanimlanir:

sag

Aupnemiy(l),, icin A~p = VteR igin A(t-)=p(t-), A(t+)=p(t+)

sag

dir. A ’y1igeren denklik siniflarinin kiimesi
[M={pemiy(L)g |1~

olarak tanimlanir. mig (L), {zerinde “~ " denklik bagintisina gore tim denklik

sag

siiflarinin kiimesi
R[L]sag = {[7‘] | he miR(L)sag}

seklinde tanimlanir.
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v

g

At)

v

<
<«

0 t R

sag

Sekil 4. [A] e R[L]

Teorem 2.1.4. (L,<) bir tam kafes, A,pemig(L)

sag

olsun. Bu takdirde,

i) Ve>0 i¢in 3sye(ty,to+e): A(ty+)£p(s,) veya p(t,+)£A(s,),

ii) Ve>0 igin 3s;e(ty,to+€) : A(S,—)#1(S,—)
dir.

Ispat.
i) t,eRigin A(ty+)=#p(t,+) olsun. Varsayim:
Je>0: Vse(ty,ty+¢) icin A(t,+)<p(s) ve p(t,+)<A(s)
olsun. O halde,

Mt+)< A n(s) ve p(t+)< A A(s)

to<s<ty+e to<s<ty+e

dir. A ve p artan oldugundan,

Mto+)< A n(s)= Ar(s)=nr(ty+) = A(ty+)<u(ty+)

to<s<ty+e to<s

ve

n(t,H)< A A(s)= AM(S)=A(ty+) = n(ty+)<A(ty+)

to<s<ty+e to<s
dir. (10) ve (11)’den u(to +) = %(to +) elde edilir ki bu hipotez ile ¢elisir. O halde

Ve>0 i¢in sy e(ty,to+e): Aty +)£p(s,) veya p(ty+)£A(s,)

ve t,eR igin A(t,+)=p(ty+)

(10)

(11)
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dir.

i) t, eR igin A(t,+)=p(t,+) ve £>0 olsun. i)’den

3s, €ty ty+€): Aty +)£p(s,) veya p(t,+) £A(s,)
dir. Genelligi bozmadan, A (t,+)£u(S,) oldugunu kabul edebiliriz. y artan oldugundan
(s, —)<p(s,) ‘dir. Buradan

Aty +) £ (s, —) (12)

dir. Diger taraftan

{A(s):ty <s<s,}={r(s):t, <5}
dir. Buradan

V 2(s)2 AM(s)=2(t+)

to<s<sy to<s

elde edilir. Buise A(t,+)< \/ A(s) oldugunu gosterir. A artan oldugundan

tg<s<sgy

Mto+)< A 2(s)= AM(s)=2(s, )

to<s<sy $<Sy
dir. Buradan A(t,+)<A(S,—) ‘dir.  (12)’den A(t,+)£u(s,—) oldugundan

A(So—) £ (s, —) ‘dir. Buradan (s, —) # (s, —) elde edilir. m

Teorem 2.1.5. (L,<) bir tam kafes, A,pemiy(L),, ve t,eR igin Aty —)= u(t, -)

olsun. Bu takdirde,

i) Ve>0 igin Isye(ty—&ty): pn(S,)£r(t,—) veya A(s,)£p(t,—),

i) Ve>0 igin 3s, e(t, —&,t,): n(sy+)=A(s,+)

dir.

Ispat.
1) t,eR icin K(to —) # ;,L(t0 —) olsun. Varsayim:

Je>0: Vse(t, —&t,) icin p(s)<i(t,—) ve A(s)<p(t,-)
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olsun. O halde,
V u(s)sa(t,—) ve  \/ A(s)<p(t,-)
to—e<s<ty tg—e<s<ty

dir. A ve p artan oldugundan,

1(t =) = Vi) =V i(s)<h(t ) = n(ty ) <i(t-) (13)
ve
M) =VA()= VM) <h(t) = At <u(t-) (14)

dir. (13) ve (14)’den A(t,—)=pn(t,—) elde edilir ki bu hipotez ile gelisir. O halde
Ve>0 igin 3sye(t,—ety): p(s,)£A(ty—) veya A(s,)£u(t,—)

dir.

i) t,eR igin At, —)=p(t, —) ve £>0 olsun. i)’den
Fs, €ty —&ty): 1(So) L h(t,—) veya A(s) £ p(t,—)
dir. Genelligi bozmayacag! igin, (s,)£A(t,—) oldugunu kabul edebiliriz. y artan
oldugundan p(s,)<p(s,+) ‘dir. Buradan
(s, +) £A(t,—) (15)
dir. Diger taraftan {A(s):s, <s<t,}c {A(s):s<t,} ‘dir. Buradan

A Ms)=VA(s)=2(t-)

Sp<s<ty s<ty
dir. O halde
A 7“(5) < 7L(to _)
Sp<s<ty

dir. A artan oldugundan

M50 )= AMS)= A M)A (L)

dir. Buradan k(s0 +) < k(t0 —) ‘dir.  (15)’den },t(so +) £ k(to —) oldugundan

1(sy +) £ A(s, +) ‘dir. Buradan p(s, +)# A(S, +) elde edilir. m

Teorem 2.1.4. ii) ve Teorem 2.1.5. ii)’den asagidaki sonug elde edilir.



24

Sonug 2.1.2. (L, <) bir tam kafes A, e miy (L), olsun. Bu takdirde,

Bir t, e R igin A(t, —) = p(t,—) < Bir s, e R igin A(S, +)# p(s, +)
dir.

Teorem 2.1.6. Asagida tanimlanan
d 'R[L]Sag XR[L] . —[0,+x)

sag " sag

déniisiimii R[L]_ kiimesi tizerinde bir (klasik) metriktir:

., (1], [1]) = sup{‘A{t: A(t)=Kl- Alt: n(t)> k}‘ ke L\{O}}.

L
® =
—
1 A_—
~
P 7
= A H
pau 7
/ | -~ |
/ 1 ~ 1
< i ! e ! >
00 Aft:2(t)=K| Aft:n(t)=k] R

Ispat.
i) [A]=[n]=d, ([k] [u]) =0 oldugunu gosterelim:

ke L\{0} keyfi ve sabit olsun,

L= At = At

M(t)2k b2k
ve
A={t:Mt)>k}, B:={t:u(t)>k},
seklinde tanimlayalim. Bu durumda &>0 keyfi ve sabit igin It'eB : t'<t,+¢ ‘dir.

Dolayistyla
n(t)>k ve t'<t,+¢
dir. [r]=[u] oldugundan A(t'+)=p(t'+)dir. p artan oldugundan p(t')<p(t'+) olup
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kK<p(t)<p(t'+)=r(t'+)
dir. Yani kK <A(t'+) ‘dir. Diger yandan
>0 igin It eR:t'<t' <t,+¢

dir. k<A (t'+) ve & artan oldugundan

K<A(t+)= AL(s)<A(t)

s>t’

elde edilir. Dolayisiyla t <t,+e ve t eA elde edilir >0 keyfi oldugundan
t,= AA<t,‘dir. O halde

t, <t, (16)
dir.

Simdi t, <t, oldugunu gosterelim:

&>0 keyfi ve sabit igin 3t'e A : t'<t,+¢& ‘dir. Dolayisiyla A(t')>k ve t'<t, +¢
‘dir. [A]=[u] oldugundan A(t'+)=p(t'+) dir. 1 artan oldugundan A(t')<A(t'+) ‘dur.
Dolaysiyla

K<A(t)<A(t'+)=p(t'+)
dir. Yani k<p(t'+) ‘dir. Diger yandan

e>0 igin I eR:t'<t' <t +¢

dir. k<p(t'+) ve p artan oldugundan

k< u(t'+) =Au(s) < },L(t*)

s>t

elde edilir. Dolayisiyla t <t,+¢ ve t eB elde edilir. £€>0 keyfi oldugundan
t,= AB<t ‘dir. Yani
t, <t, (17)

dir.
Sonu¢ olarak (16) ve (17)’den t, =t, ‘dir. keL\{O} keyfi oldugundan

Oy ([2].[1]) =0 “dir.
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Tersine,

A ([2] [1]) =0=>[A] =[n] oldugunu gdsterelim:
[A]#[u1] oldugunu varsayalim. Bu durumda

Ity e R: A(t,—)=p(t,—) veya Alt, +)= plt, +)
dir. Sonug 2.1.2°ye gore,

Aty +) = p(ty+)
oldugu kabul edilebilir. O halde

a=p(te+) = An(s)

s>t,

olmak tlzere

at AL(s) veya az AA(S)

s>ty s>ty

dir. Genelligi bozmadan a £ AA(s) oldugu kabul edilebilir. O halde,

o
3s,eR: t,<s, ve a £A(s,) (18)
dir.
A={t:At)>a} ve B:={t:u(t)>a}
olsun.
iddia: AB<t, “dur.

Gergekten,
Ve >0 icin 35" eR: t, <s <t;+¢

dir. Buradan ve p artan oldugundan u(s') > Au(s) =a ‘dir. Yani },L(S') >a ‘dir. Buradan

to<s

s'eB ‘dir. £>0 keyfi oldugundan AB <t ‘dir. Hipoteze gore,

des ([2], [p]):sup{‘/\{t: A(t)=kj- A{t: p(t)zk}‘ ; keL\{O}}:O

oldugundan A t= A t ‘dir. Buradan

A(t)=a u(t)=a
AA=AB<t, = AA<t,

dir. O halde

e=5,—1t,>0i¢in H'eA: t'<t,+¢
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dir. Yani A(t")>a ve t'<s, ‘dir. A artan oldugundan a<A(t') ve A(t')<A(s,) elde
edilir. Yani a< K(SO) ‘dir. Bu ise (18) ile gelisir. O halde varsayim yanlistir. Buradan

[A]=[n] elde edilir.
i) dg, ([%] [u]) =d,; ( [m], [X]) oldugu agiktir.

iii) dg, ([A], [n]) <dg (] [m])+deg ([1], [n]) oldugunu gdsterelim:

k, €L (k, = 0) keyfi verilsin,

t(ko)= At (k)= At ty(kj)= At

- Mt)zko n(t)=kq n(t)=ko

seklinde tanimlansin. O halde
|t1(ko)_t3(k0] < |t1(k0)_t2(ko] +|t2(ko)_t3(ko)

dir. Buradan
sup (k) ~t (k)] <50p Jy (K) ~t; () +sup [t (K)—t, (k)|
k>0’ kso' kso'

dir. Sonug olarak

dyg ([A], [n]) = dg ([, [1]) + g ([1e]. [n])

elde edilir. m

Tanim 2.1.2. Asagidaki kosullari saglayan A e L *ye L-fuzzy say1 denir:
1) 3x, e R: A(X,) =1,
2) Vs<t< X, igin A(s)<A(t) ve AA(t)=0,

<X,

3) VX, <s<t icin A(S)<A(t) ve AA(t)=0.

Xo<t

Bu tanimda verilen L-fuzzy sayilar kiimesi FR[L] ile gosterilir.
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A
v

Sekil 6. [A] e FR[L]

Ornek 2.1.1. Klasik anlamda verilen bir r, R reel sayis;, FR[L] kiimesinde asagidaki

sekilde ifade edilir:
1, x=r,
A(X) = :
0, X=r,
L
1. """""""""" ?‘ """""""""
A
|
I
< b >
0 ro R

Sekil 7. 1y € FR[L]

Bundan sonraki kisimda yazim kolaylig1 i¢in [A] yerine A kullanilacaktir.

Tanimm 2.1.3. A e F]R[L] olsun. Bu takdirde, A_,A" :R — L doniisiimleri ise asagidaki

gibi tanimlanir:

{ 1, X<X, . {k(x), X <X,
A_(X)= , A (X)= .
A(X), X, <X 1 X, <X
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Teorem 2.1.7. A,pe FR[L] olsun. Bu takdirde
A=pSA =p Ve A =

dir.

Ispat. "=" Asikardir.
<" 3, X, €R dyle ki A(X,) =1 ve p(x,)=1"dm.

A(X), X<X,
1, X, <X

1 x<Xx
AMX), X, <X

A () :={ A (X) = {

_ 1 X<X, v R(X), X=X,
M‘(X)'_{M(x), x,<x' " (X)'_{ 1, X, <X

olmak tizere
A (X)=p_ (X) = x,<x olanher xeR igin A(X)=p(X),

A (X)=pn (X) = x<x, olanher x eR i¢in A(X) = p(X)

dir. (19) ve (20)’den VX € R igin A(X) = p(X) ’dir. Buradan A =p elde edilir. m

Teorem 2.1.8. A, pe FR[L] olsun.

d,, (x_,p_):sup{‘V{t:k_(t)zk}—V{t:p_(t)zk} ke L\{O}}

dsag(k,u):sup{‘A{t:X(t) >kj— A {t:p () 2k}|:ke L\{O}}

(19)
(20)

ve d,,, sirasiyla ]R[L] ,ve R[L] _ kiimeleri lizerinde birer metriktir)
S0 &

olmak tizere (d, - .

d (k, M) = maks{dsol (7‘—’ Ko )  Oog (7”7’ n )}

ile tamimlanan d FR[L] tizerinde bir metriktir.
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<
<

1
1
:
0 X X, R

Sekil 8. (FR[L],d)

Ispat.
i) d(A,pn)=0<A=p oldugunu gdsterelim:

"=" d(A,pn)=0 olsun. Tammdan dolay1

dyg (A_,p_)=0 ve dsag(k",u")=0
dir. d, ve dg, birer metrik oldugundan A =p_ ve A" =p ’dir. Teorem 2.1.7°den
A =p dir.

"<" A=p olsun. Teorem 2.1.7°den A_=p_ ve A =p ’dir. d, ve dg, birer

metrik oldugundan
Ay (A_,1) =0 ve dg, (A7, u7)=0
dir. Buradan
d (2, 1) = maks {dyy (A1), Ay (27,17 )} =0

yani d(A,p)=0"dr.
i) d(A,p)=d(p,2) dur.

iii) d(A,m)<d(A p)+d(mmn) oldugunu gosterelim:

d(2,m)=maks{d, (A ), dge (2"}
olmak iizere genelligi bozmadan

dsol (k_’ﬂ_) > dsag (7\’771]7)
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alinabilir ve d,’un metrik oldugu goz oniine alinirsa,

d(2m)=dy (A m_)<dg (A1) +dyg (1oym-) <d (A, p)+d(pm)

oldugundan d(A,m)<d(A,p)+d(p,n) dir.

Sonug olarak, (FR[L] ,d) bir metrik uzaydir. Bu d metriginin FR[L] kiimesi
tizerinde iirettigi topoloji
1, ={G =FR[L] : ¥x G igin 3¢ > 0 dyle ki K(x,&) = G}

dir. m

Ozel olarak, I:[O,l] tam oldugundan L tam kafesi yerine I:[O,l] alinabilir. Bu

durumda Teorem 2.1.3’de tanimlanan d.,, Teorem 2.1.6’de tanimlanan d, ve Teorem

sol

2.1.8’de tanimlanan d, metrik kosullarin1 saglar.

2.2. L-Fuzzy Reel Dogru Uzerinde Tamlik

Bu kisimda, kisim 2.1°de FR[L] tizerinde olusturulan d metrigine gore, (L,S) tam

kafesi, zincir ve her eleman1 kompakt olmasi durumunda, (FR[L] , d) metrik uzaymin tam

oldugu gosterilmistir.

Teorem 2.2.1. (L,S) tam kafesi, zincir ve her elemam kompakt olsun. Bu takdirde,

(FR [L]. d) metrik uzay1 tamdir.

Ispat. (FR[L],d) metrik uzayinda (1, ) = FR[L] bir Cauchy dizisi olsun.
(%o )eFR[L] : [Ve>0 igin 3n,eN:Vvnx=n, icin d(i,,A,)<e]

oldugunu gosterelim:

Burada
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d(Xy, Ao )= maks{dSol () +(%). ) A ((kn ) (%) )}

oldugu Teorem 2.1.8”den bilinmektedir. Bu durumda

Ay ((2)_ (%) ) <& Ve d ((xn ) (% )*) <e

oldugunu gostermek yeterlidir:

Oncelikle d, ((Xn ) (R )_) < ¢ oldugunu gosterelim:
ke L\{O} ve neN igin
(t) =V{t: (1) =K}, (t5) = A{t: () ©=2K]

olarak tanimlayalim. Bu durumda

vk e L\{0} i¢in (trf)_ cR ve (tﬁ) cR
de Cauchy dizileridir.
Gergekten k, e L\{0} ve &>0 keyfi olsun. (A,)c=FR[L] bir Cauchy dizisi

oldugundan 3n, eN:Vn,m=>n, ic¢in d(A,, A, )<e dir. Yani

0y ) = Mk Ay () (1) )G (1) (R )} <

dir. Buradan

Ay (%) (20).) <& Ve dgy ((2) 1 (2) ) <

dir. O halde

e (20)_ () )= supﬂV{t (M) 2k =\t (2,) (02 k}‘ ke L\{O}}< g

oldugundan her hangi bir k, € L\{0} sabit i¢in

<Eg

V{:0) 02k -Vt 02k
dir. Yani

vn,mz=n, igin

(t) ~(t) |<e
dir. Buradan (tf°) <R bir Cauchy dizisidir.

Diger yandan
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Ay (%) ,(km)_)::sup{‘/\{t:(kn)_ () =kf- Aft:(1) O k}‘: ke L\{o}}«,

oldugundan her hangi bir Kk, € L\{O} sabit i¢in

<é&

LA&%%J(DZM}<Ah%%J(nz%}
dir. Buradan

vn,m=n, igcin

@y)_@g)ks

elde edilir. Bu ise (tk" )7 R ‘nin bir Cauchy dizisi olugunu gosterir.

n

R tam oldugundan,

3(te) eRve (te) eR :lim(te) =(t) ve lim(ty) =(t)

n—oo

dir. Yani k, € L\{0} keyfi oldugundan
her k, e L\{0} igin () eR ve (tf) eR
mevcuttur.

(ho) (O=V/{k: t=(t5) , keL\{o}},
() ©=V/{k: (85) <t keL\{o}]

ve

Ao(t) = (7\'0 ), (A (7\'0 )7 ()

seklinde tanimlayalim. Bu durumda

Iddia:
i) Ao(t) e FR[L],

i) lima, =2,

i) A, tek tiirliidiir.
Gergekten,
1) a) Ix, eR 1 Ay(X,) =1"dur.

b) (1,) azalanve A (%,) (t)=0,

teR
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() artanve A (%,) (t)=0

teR

oldugunu gosterelim:

Iddia’nin ispatin1 yapmak icin asagidaki teoremlere ihtiyac vardir:

Teorem 2.2.2. (L,<) bir tam kafes k', k,, k, e L\{0} ve k, <k, olsun. Bu takdirde,

a) (%) ((t5) )=k
D) (ha) ((t) )2
o (t) <(t).
4 () <(t)
dir.
ispat.

a) (%) (0:=\/{k: t=(t) , keL\{0}}
oldugu gbz 6niine alinirsa,

kefk: (t5) <(t) . keL\{o}}
oldugundan

(h)_((t5) )=V {k: (t5) <(t5) , keL\{o}} =K

dir. Buradan (%,)_((t) )2k’ elde edilir.

b) (%) (V) ::V{k: (t) <t, ke L\{o}}
oldugu g6z Oniine alinirsa,
kel (1) =(t) kel \{o}]

oldugundan
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dir. Buradan
) () )2

elde edilir.

c) kyk,eL\{0} ve k, <k, olsun. !m(tﬁz ) <lim(t) oldugunu gdsterelim:
vneN igin {t: (&,) )2k, }<={t: (1) (O =k,}

dir. Buradan
(te) =\{t: (&) =k, f<\/{t: (1) O =k }=(tl)

dir. Dolayisiyla (tﬁ2 )_ S(tﬁl )_elde edilir. Buradan |im<tﬁ2) < Iim(tﬁ1 )7 dir. Sonug olarak

nN—ao0 - n—o
(tg2 )_ < (tg1 )_ dir.

d) k,, k,eL\{0} ve k, <k, olsun. Iim(tﬁl )_ < Iim(t:j2 )_ oldugunu gosterelim:

n—oo nN—aoo

wnel dein {t: () (O =k} > {t: (1) Ok,
oldugu agiktir. Buradan
() = Aft: () Ok A{t () Ok = ()
dir. Dolayisiyla (tﬁ1 )_ < (tE2 )_ elde edilir. Buradan Iim(tr‘? )7 < Iim(tﬁ2 )7 ’dir. Sonug olarak

n—o0 n—oo

(ty) <(tf) elde edilir. m

Teorem 2.2.3. (L,<) bir tam kafes, k" e L\{0} olsun. Bu takdirde

a) V{t: () =k} =(t))
b) Aft: (1) =K} =(t5)

dir.



36

ispat.
a) V{t D (%) (D)2 k’} = (t('j )7 oldugunu gésterelim:

k' e L\{0} keyfiigin Teorem 2.2.2’den (%,)_ ((tg )7) > k' oldugundan

(t) e{t: (a) )=k}
dir. Buradan

Vit (&) (M) =K}=(t) (21)
elde edilir.

Tersine olarak, (%,) (t)>k’ kosulunu saglayan her teR i¢in tg(tg')f oldugunu
gosterelim:

(o) ©=V/{k: t<(t5) , keL\{0}}2k' = Tk, eL\{0} : t<(t§) ve k=K

dir. Teorem 2.2.2°den
t<(th) ve (ty) <(tf) =t=<(t}) (22)

dir. (21) ve (22)°den \/{t: (%,) () 2K’} =(t§) >dur.

b) A{t D (h) (D)2 k'} = (tg )7 oldugunu gosterelim:

k'e L\{0} keyfi i¢in ve Teorem 2.2.2’den (A,) ((tg )_) >k’ oldugundan
(t(k,' )_ € {t F (%) ()2 k'} ‘dir. Buradan

A{t: (%) (8)2 k'} <(t) (23)
elde edilir.

Tersine olarak, (KO )7 (t) > k" kosulunu saglayan her teR igin t> (tg )_ oldugunu
gosterelim:

() ©=V/{k: (85) <t keL\{o}} 2k = 3 eL\{0} £ (1) <tve k <k,

dir. Teorem 2.2.2°den

t) <(th) ve (t4) <t = (t¥) <t (24)
(t5) =<(tz) ve (t) (t5)
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dir. (23) ve (24)’den
Aft: () Ok} =(t)

elde edilir. m
Simdi Iddia’nin ispatin1 yapalim:

i) a) (A,)=FR[L] oldugundan VneN igin 3x, e R : &, (X, )=1"dir. Bu durumda

A, (Xn):(xn)f(xn)/\(x’n) (Xn):]' = (kn)f(xn)zlve (}\,n)f(xn):]_
= vneN i¢in (1)) <x,<(t;) = lim(t;) <lim(t}) = (1) <(t;)

- N—o0 n—oo -

elde edilir. Teorem 2.2.2°den, (tt)_SXOS(tt)_ olan her x,eR i¢in (Béyle bir X,

mevcuttur. Clinkil X, = (t%J )_ allnabilir.) ve (A,) artan oldugundan,

dir. (X, )_ azalan oldugundan

1< (%) ((6) )= (%) (%) = (%) (%) =1
elde edilir. Buradan
Lo (Xo)=(Rg)_(Xo)A(Rg) (Xo)=1A1=1

dir. Yani, A,(X,)=1 elde edilir.

b) (A,) azalanve (,) artan oldugu asikardir.

A(R) (t)=0ve A (%) (t)=0 oldugunu gdsterelim:

teR teR

Varsayalim ki A (,)_(t):=c>0 olsun.

teR
ceL\{0} oldugundan (tg)i e R dur. (tg)i <t olsun.
(o) () =V/{k: U <(t5) . keL\{0}}2c = K eL\{0} : t'<(ty) ve k'=c

dir. Bu durumda Teorem 2.2.2°den (tg )7 < (tg )7 ’dir. Buradan,
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t<(tf) ve(t§) <(t5) =t <(t5)
elde edilir ki bu t™’m secimiyle gelisir. O halde varsayim yanlistir. Bunun sonucu olarak

A(r) (=0

teR

olmalidir.

Varsayalm ki A (4,) (t):=c>0 olsun.

teR

t'<(t5) olarak tammlayalim. Bu durumda

() () =V{k: (15) <€, keL\{o}}=c
dir. Buradan 3k'eL\{0} : (t§) <t" ve c<k' ‘dr. Bu durumda Teorem 2.2.2°den
(t;) <(t§) *dir. Buradan

() <t"ve (t5) <(ty) = (t;) <t
elde edilir ki bu t"’1n se¢imiyle gelisir. O halde varsayim yanlistir. Bunun sonucu olarak,

Ax) (t)=0

teR

elde edilir.

Sonug olarak a) ve b)’den A, € FR[L] dur.

ii) limAi, =, oldugunu gosterelim:

n—o0

Simdi Ve >0 igin 3n, €N : ¥n>n, icin d(A,, A, ) <& oldugunu gsterelim:
Varsayalim ki
Je,>0: VneN igin 3n'>n : d(&,, %) >¢,
olsun. Buradan
00y g) = Maks{dy () (1)) e ()1 (20) )} 25
dir. Bu durumda
o () (Ro) )2 50 veya dog (1)1 (0) ) 25,

dir. Eger d, ((kn, ) (R )_) >¢g, ise
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Aot (A)_2(20).) :sup{V{t (h) 2k =\ {t: (%) (D)2 k}‘ ke L\{O}} > g,

dir. O halde 0< ¢’ <g, keyfi ve sabit igin

>g,—€' >0

3k’ e L\{0} : ‘V{t (A ) (=K} =\/{t:(2) (D)= Kk}
dir. r,:=g,—¢' >0 olarak tanimlansim. Bu durumda Teorem 2.2.3’den

(t) ~(t) |7 (25)

() —(t )‘ <r,

dur. Iim(t': )_ =(t'3' )_ oldugundan r, >0 i¢in In, e N : Vn>n, icin

n—o

olur ki bu (25) ile gelisir. Eger gy ((1,) (%) )25, ise

Ao (%) o (%)) :sup{A{t () O2kf= A{t: (1) 02 k}‘ ke L\{O}}z £,

dir. O halde 0<¢' <g, keyfi ve sabit i¢in

>g,—€ >0

3k’ e L\{0} ‘A{t (M) ()2 k'}—A{t:(xo)* (t) > k'}

dir. r,:=g,—¢' >0 olarak tanimlansm. Bu durumda Teorem 2.2.3’den

() (&) |>n 25)
dir.

Iim(tf )7 = (tg )701dugundan f, >0 i¢in, I3n, e N :Vn>n, icin
n—o

() () ] <x

olur ki bu (26) ile gelisir. O halde varsayim yanlistir. Buradan, limA, =2, elde edilir.

n—oo

iii) (F]R[L] , d) metrik uzay oldugundan A, € FR[L] tek tiirlii belirlidir.

Sonug olarak 1), i1) ve iii)’den, L tam kafesi, zincir ve her eleman1 kompakt olmasi

durumunda, (F]R[L],d) tam metrik uzaydir. m

Uyan 2.2.1. Teorem 2.2.1°de L yerine |=[0,1] alinamaz. Clinki |=[0,1] araligiin her

eleman1 kompakt degildir.



3. IRDELEME

Bu calismada amacimiz, (L,S) tam kafes olmak flizere, L-fuzzy reel dogrusu
tizerinde bir metrik tanimlamak ve bu metrige gore tamligi incelemektir.

(L, S) tam kafes olmak {izere [28]’de tanimlanan R[L]SOI fuzzy reel sayilar lizerinde

d, metrigi olusturulmustur. Buna paralel olarak ]R[L]Sag fuzzy reel sayilar tanimlanarak

bu kiime iizerinde d,, metrigi olusturulmus ve bunlar kullanilarak L-fuzzy reel dogru

tizerinde bir d metrigi tanimlanmstir.

Ayrica (L,S) tam kafesi, zincir ve her elemami kompakt olmasi durumunda,

tanimladigimiz metrige gore L- fuzzy reel dogrunun tam oldugu gosterilmistir.



4. SONUCLAR

Yaptigimiz calismada elde edilen baslica sonuglar sunlardir:

1) (L,<) bir tam kafes A, e md,(L),, olsun. Bu takdirde,
Bir t, e R icin A(t, —) = p(t, —) < Bir s, € R igin A(s, +)= p(s, +)

oldugu gosterilmistir.

2) (L,<) bir tam kafes A,p e mig(L),, olsun. Bu takdirde,

sag

Bir t, e R igin A(t, —) = p(t,—) < Bir s, e R igin A(S, +)# p(s, +)

oldugu gosterilmistir.

3) dyy (1], [u) =sup{‘V{t: A(t)= K- \/{t: (1) k}‘ ke L\{O}} un R[L],

kiimesi tizerinde bir metrik oldugu gdsterilmistir.

2 dsag([k],[p])zsup{‘A{t: A(t)=Kl- A lt: u(t)zk}‘:keL\{O}}’m R[L,,

kiimesi lizerinde bir metrik oldugu gdsterilmistir.

5) d(,u)=maks{dy (A ,p).d

» Ysag

(}»",u")} ‘nin L-fuzzy reel dogru iizerinde bir

metrik oldugu gosterilmistir.

6) (L,<) bir tam kafes k', k,, k, e L\{0} ve k; <k, olsun. Bu takdirde
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9 () <(t)

oldugu gosterilmistir.

7) k' eL\{0} keyfiigin
a) \V{t: (%) =k}=(t5),
b) A{t: (Ro) (t)zk’}:(tg')‘

oldugu gosterilmistir.

8) (L,<) tam kafesi, zincir ve her elemani kompakt olmak iizere, (FR[L],d) metrik

uzayinin tam oldugu gosterilmistir.



5. ONERILER

1. (L,<)’nin tam kafes olmasi durumunda (FR[L],d) metrik uzayinin tamligi

arastirilabilir.

2. FR[L] tizerinde olusturulan d metriginin iirettigi t, topolojisi, [28]’de verilen
topoloji ile karsilagtirilabilir.

3. L=[0,1] olmasi durumunda d,, ve d., metrikleri R iizerinde bilinen hangi

topolojilerle 6zdes oldugu arastirilabilir.
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