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OZET

Bu tezde, esas amag¢ alt yoriingesel graflar tlizerinde yapilan ¢aligmalarla

NPSL(Z,R) (FO (N)) normalliyenin simgesindeki bazi invaryantlar1 bulmaktir.

Birinci béliimde Oklid olmayan kristalize gruplarin yapisi irdelendi. PSL(2,R ), T
Modiiler grubu, kongriians alt gruplarinin bazi 6zellikleri, bu kongriians alt gruplarinin
normalliyenleri ve ayrica ayrik gruplar, Riemann yiizeyleri, temel bolgeler, graf teori,

imprimitif hareket ile ilgili ihtiya¢ duydugumuz temel tanimlar verildi.

Ikinci béliimde NPSL(2,R) (FO (N)) nin alt yoriingesel graflar1 ve I'j(N) grubunun

@ daki yoriinge sayisi incelendi. I' ) (N) nin @ tizerindeki hareketiyle olusan grafta kenar
ve devre sartlart belirlendi. Ve tezin esasinda F, alt yoriingesel grafin bir orman
olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli sartlar bulundu. Yani F,  grafinin bir orman olabilmesi

icin n uzunluklu devreler, n-gen igermemesi durumunda gerekli ve yeterli sartlar verildi.

Anahtar Kelimeler: PSL(2,R), ', [',(N), NPSL(2 R) (F 0 (N)), Transitif Permiitasyon
Grubu, Alt Yériingesel Graf, Geodezik, Indeks
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SUMMARY
Signature Cycles and Graphs

In this thesis, the main subject is to find some invariants of the signature of the

normalizer NPSL(Z,R) (FO (N)) by using suborbital graphs.

In Chapter 1, the structure of Non-Euclidean Crystalllographic groups is discussed
and some properties of PSL(2,R ), I' Modular group, congruence subgroups, normalizers
of the congruence subgroups and also the preliminary definitions we require for discrete
groups, Riemann surfaces, fundamental domains, graph theory and imprimitive action are
given.

In Chapter 2, the suborbital graphs of NPSL(2 R) (F 0 (N)) and number of orbits of

I'y(N) in @ are examined. Edge and circuit conditions on graphs arising from the action

of I'y(N) on @ are determined. And , as the core of the thesis are found necessary and
sufficient conditions for the suborbital graph F, to be a forest. That is, it is shown

that F,  isa forest if and only if it contains no n-gon, circuits of length n.

Key Words: PSL(2,R), T, T;(N), NPSL(2 R) (FO (N)) , Transitive Permutation Group,
Suborbital Graph, Geodesic , Index
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1. GENEL BiLGILER
1.1. Giris

19. yiizyilin sonlarina dogru ayrik gruplar teorisine temel teskil edebilecek bazi
onemli sonuglar ilk defa Henry Poincare tarafindan g6z oOniline getirilmis ve eliptik
fonksiyonlar teorisinin genellestirilmesi i¢in kullanilmigtir. Fuchsian gruplari adi verilen ve
sistematik calismasini Henry Poincare’nin gelistirdigi bu ayrik gruplarin invaryant
biraktig1 fonksiyonlar {izerinde bir¢ok bilim adami g¢alismalar yapmustir. Lineer kesirli
doniisiimler grubu dzellikle 19. yiizyilda Oklid olmayan geometriler ve Invaryant teorinin
kesfiyle birlikte biiyiik 6nem kazanmis, topolojik grup yapisina uygun olmasi nedeniyle
gerek analiz, gerekse cebirsel yontemlerle derinlemesine incelenmistir. Eliptik egrilerin

aritmetigi, integral kuadratik formlar ve eliptik modiiler fonksiyonlar teorilerindeki 6nemi

nedeniyle en ¢ok I' modiiler grubunun kongriians alt gruplari olan T'(N), T'j(N),

r’ (N) , I, (N) gruplan tizerinde ¢alisilmistir. Son yillarda sayilar teorisinde de I’
modiiler grubunun kongriians alt gruplar1 Pierre de Fermat’in 1637 yilinda ifade ettigi son
teoreminin ispatinda olduk¢a 6nemli bir yer teskil ettigi goriilmektedir.

r, (N) 'nin  PSL(2,R)’deki normalliyeni iizerinde ilk ¢alisma Felix Christian Klein

ve Robert Fricke tarafindan yapilmis, 1951°de Bruno Schoeneberg ve 1964°te J. Lehner

ile Morris Newman tarafindan I'j(N)’nin Weierstrass noktalarmi bulma probleminin

normalliyene bagli oldugu ifade edilmistir. Daha sonra 1970’te Arthur Oliver L. Atkin ile
J. Lehner’in ¢aligmalarin1 yazdigt  “Hecke Operators on I, (N)” adli makalede
normalliyenin Onemi vurgulanmig ancak normalliyenin elemanlarmin net bir sekilde

karakterize edilmesi John Horton Conway ve Simon Phillips Norton tarafindan verilmistir.

1973’ te Bernd Fischer ve Bob Griess’in ¢aligmalarinda bagimsiz olarak, mertebesi

243%05° 7 112.13°.17.19.23.29.31.41.47.59.71

olan yeni bir basit M grubu i¢in deliller iiretmesi ve Robert L. Griess’in varligini

ispatlamasinin ardindan bu yeni basit grubun o6zellikle FO(N)’nin PSL(2,R) deki

normalliyeni ile ilgili olmas1 normalliyeni tekrar 6n plana getirmistir.1979’da John Horton

Conway ve Simon Phillips Norton bu basit grubu Monster olarak adlandirarak “Monstrous



Moonshine” (Dev Ayisig1) adli ¢alismalarinda normalliyenin elemanlarina son seklini

vermislerdir. Sonraki donemlerde Andrew P. Ogg |M| yi bolen p asal sayilarn igin
PSL(2,R)’deki normalliyeninin belirledigi fonksiyon cisminin sifir cinsine sahip

oldugunu gosterdi. A. Pizer, bu asallarin 2-agirlikli modiiler formlarla quaternion cebir
teta-serisini iligkilendiren Hecke konjektiiriinii saglayan yegéane asallar oldugunu gosterdi.

Heinz Helling 1970 yilinda “On the commensurability class of the rational modular

groups” adli ¢aligmasinda N karesiz (N karesiz < p asal ve p|N ise (N,%)zl)

oldugunda normalliyen gruplarinin maksimal ayrik grup oldugunu ve I' modiiler grubu ile
orantili olan her ayrik A grubunun bu gruplardan birine eslenik oldugunu gosterdi. Ayrica
A ile belirlenen fonksiyon cisminin cinsi sifir ise normalliyen ile belirli fonksiyon cisminin

cinsi de sifirdir ve eslenik yapan her eleman

+
P24 ; P, qver ortak carpani olmayan tam sayilar

bigimindedir.

Normalliyen, PSL(2,R) grubunun ayrik bir alt grubu ve sonlu tiretilmis oldugundan,
topolojik ve geometrik Ozelliklerini veren bir simgeye sahiptir. Bu simge problemi bir
bakima bir ayrik grubun kimligidir. Simgedeki parametreler; grubun cinsi, iiretici eliptik
elemanlarin mertebeleri ve parabolik sinif sayisidir. Simge problemi ayrik gruplar iizerine
calisan bilim adamlarinin bu yolda daha fazla ¢aba sarf etmelerini gerektirmektedir. NEC
gruplariin yiizey sembolleri diizenli bir sekilde H.C. Wilkie tarafindan incelenmistir.
Daha sonra A.M. Macbeath, NEC gruplarinin simgelerine genis bir ac¢iklama getirmistir.
1974’te David Singerman “On the structure of non-euclidean crystallographic groups” adli
makalesinde PSL(2,R)’nin herhangi bir ayrik I' alt grubu verildiginde simgesi verilen
sonlu indeksli bir alt gruba sahip olur problemini ¢ozmiistiir. N sayisinin karesiz olmasi
durumunda simge problemini Colin Maclachlan 1981 yilindaki “Groups of units of zero
ternary quadratic forms” adli ¢alismasinda ¢ozmiistiir. Fakat N sayisinin keyfi olmasi
durumunda yukaridaki problem oldukca zor bir hal almakta olup hala agiktir. Sayet her N
sayisl i¢in simge bulunabilirse bunun M basit grubu ile nasil bir baglantist oldugu da ayri
bir durumdur. Ancak 1992 yilinda “The signature of the normalizer of FO(N)” adh
calismada M. Akbas ve D. Singerman normalliyenin parabolik sinif sayisim verdiler ve 3,

4 ve 6 mertebeli eliptik iiretici elemanlar1 da tam olarak belirlediler. Dolayisi ile geriye 2

mertebeli liretici elemanlarin sayisini ve g cinsini bulma problemi kalmustir.



1.2. Topolojik Gruplar

Tamm 1.1. (G,-) bir grup ve ayn1 zamanda bir topolojik uzay olsun. Bu takdirde

HM:GxG—— G
(g.h) = gh

ijm:G—> G

g 4>g’1

doniistimleri siirekli ise G’ye bir topolojik grup denir.

Tamm 1.2. G bir topolojik grup ve X bir topolojik uzay olsun. Bu takdirde

ANGxX— X
(g,x) - /\(g,x)::g/\x

siirekli bir doniisiim ve

(i) g/\(h /\x) =ghnx, gheG xeX

(i) enx=x,eeGG, xeX
sartlari saglamyorsa [G, X, A] uigliisiine veya [G, X] ikilisine bir topolojik doniisiim grubu
adi verilir. Bu durumda G’ye X iizerinde hareket eder veya G’ye X iizerinde bir hareket

grubu denir.

Tamm 1.3. G bir grup ve. H<G olsun. H iizerindeki alt uzay topolojisi ayrik ise H alt

grubuna G’nin ayrik bir alt grubu denir.

Onerme 1.1. [G,X] bir topolojik doniisiim grubu ve x,yeX olsun. Bu takdirde
xry<>3dgeG: gx=y

seklinde tanimlanan "~" bagintis1 X iizerinde bir denklik bagintisidir.

Tamm 1.4. "~" bagintisinin denklik siniflarina hareketin yoriingeleri denir. Ayrica xeX

noktasini i¢eren yoriingeye x-in yoriingesi denir ve bu Gx = {gx| g € G} klimesidir.

Tamm 1.5. G, X iizerinde hareket etsin ve x,yeX keyfi olsun. gx =y olacak bi¢imde bir

g € G elemani varsa G’ye X lizerinde transitif olarak hareket ediyor denir. Bu tanima gore



hareket transitif ise Vx € X i¢in Gx =X elde edilir. Yani bir tek yoriinge vardir. Yoriinge

grubun transitif olarak hareket ettigi kiimedir.

Onerme 1.2. [G,X] bir topolojik doniisiim grubu olsun. p:X——)% doniistimiinii

x —> Gx

g6z online alalim. Bu durumda,
"UC% aciktir :<> p'(U) = X aciktir "
tanim1 ile verilen acik kiimelerin topolojisi ile % ye bir yoriinge uzayr denir. p

dontistimii agikca siireklidir ve projeksiyon olarak adlandirilir.

Tanmm 1.6. G bir grup ve© H<G olsun. H alt grubuna gore sag ve sol denklik

siiflarinin sayis1 aynidir. Bu saytya H alt grubunun G igerisindeki indeksi denir ve |G : H|

ile gosterilir.

Tanmm 1.7. G, X iizerinde hareket etsin ve xeX olsun. G, :={g € G| gx =x} kiimesine x

noktasinin sabitleyeni denir.

Simdi genel anlamda yoriinge ile sabitleyen arasindaki iliskiyi inceleyelim.

Onermel.3.G, X iizerinde bir hareket grubu ve x € X olsun.Bu durumda |Gx| = |G : Gx| dir.

Ispat: Gx={gr:geG} ve G,={geG:VxeX i¢in gx=x} oldugunu biliyoruz.
Y:={gG,:geG} i¢in a:G, >Y , o(gr)=gG, seklinde tanimlansin.
i) g.2,€G ve xeX olsun. gx=g,x ise a(gx)=a(g,x) dir. Bdylece gG, =g,G,

elde edilir. Boylece a iyi tanimlidir.

ii) g,,2,€G ve xeX igin a(gx)=0a(g,x) olsun. Buradan gG, =g,G, oldugundan
g,”'g, €G, bulunur. Dolayisiyla g,x=g,x dir. Bdylece o birebir doniisiimdiir.

iii) veY olsun. Buna gore v=gG, olacak bigcimde bir geG vardir. Buradan
o(gx)=v elde edilir. O halde o ortendir.

Dolayisiyla |Gx|:|Y|:|G:Gx| elde edilir.



Tanimm 1.8. G bir grup olsun.C:={g € G|Vx e G i¢in gx = xg} kiimesine G’nin merkezi
denir.
Tamm 1.9. G bir grup olsun. G =(a) olacak sekilde bir a € G varsa G’ye bir devirli grup

denir.
Tanmm 1.10. G bir grup ve H<G olsun. N,(H) = {g eG| gHg ' = H} kiimesine H’nin

G’deki normalliyeni denir. Normalliyen, H’y1 normal alt grup olarak iceren en biiyiik

kiimedir.

Tamm 1.11. NeZ olmak iizere, p*| N olacak sekilde bir peP yoksa N’ye karesiz

denir.

Tamm 1.12. Geometride iki noktay1 birlestiren minimal uzunluklu egrilere geodezik adi

verilir.

Tamm 1.13. Bir T doniisiimiiniin periyodu ( veya mertebesi) T™ =1 esitligini saglayan en

kiiciik pozitif tam sayidir. Boyle bir m sayis1 yoksa T’ye sonsuz periyotludur denir.

Tammm 1.14. NeN i¢cin 1<a<N ve (a,N)=1 olan a tam sayilarinin sayist ¢(N) ile

gosterilir. Bu fonksiyona Euler fonksiyonu denir.

m=pj.p2.pt..p" ise bu takdirde

wmnlt-£ )

1.3. Oklid Olmayan Kristalize Gruplar

DGile C =Cu {oo} genisletilmis kompleks diizlemin

(A) {Z_)az+2 | a,b,c,d eR ve ad—bc:l}
cz +

az +b
cz+d

z—>

(B) | a,b,c,d eR ve ad—bc:—l}



bicimindeki donilisimlerin  grubunu gosterelim. G grubunun her bir elemani

U= {z eC|Imz> 0} iist yan diizlemin kendi iizerine bir konform veya ters konform
homeomorfizmasidir.

(A) bigimindeki doniisiimlerin grubu PSL(2,R) ile gosterilir.Bu grup G’de 2 indeksli
bir alt gruptur. ¢/ iist yar1 diizlemin her konform homeomorfizmi PSL(2,R) dedir [16].

G lizerinde bir topolojik yap1 asagidaki bicimde olusturulabilir:
T = {(a,b,c,d ) rad —bc = il} —R* alt kiimesini alalim.7 kiimesi R* ten indirgenen

Oklid metrigi ile bir metrik uzaydir. Bu alt kiime iizerinde R* deki Oklid topolojisinin

olusturdugu alt uzay topolojisini géz oniine alahm. 7 alt uzaymnda (a,b,c,d) ile
(-a,—b,—c,—d) noktalarim dzdeslestirelim.8:7 -7 , 8(a,b,c,d)=(-a,~b,—c,—d) ile

tanimlanirsa ¢ bir homeomorfizmdir ve 6zdeslikle beraber 6, 7 iizerinde 2.mertebeden

bir devirli gruptur. Bu grup 7 {izerinde hareket eder.

Simdi %8> kiimesi tizerine boliim topolojisini koyalim. G ile %8> arasinda birebir
ve Orten bir doniisiim vardir. Dolayisiyla p:r—>%6>, p(a,b,c,d):= [(a,b,c,d)] ile
tanimlanan projeksiyon siirekli bir doniisiimdiir. G grubunun tizerindeki topolojiyi %8>

tizerindeki topoloji olarak alabiliriz. Boylece G grubunun bir topolojik yapisi olusturulur.
Ayrica G, U lizerinde bir hareket grubu ve G’nin de her doniisiimii U {izerinde siirekli

oldugundan [G,U/] bir topolojik doniisiim grubudur. Ustelik G, U iizerinde transitif
olarak hareket eder.
G topolojik grubu PSL(2,R) ve G\PSL(2,R) olmak iizere iki bilesene sahiptir.

G *nin ayrik alt gruplarma Oklid olmayan kristalize gruplar, kisaca NEC gruplari, ad1

verilir. PSL(2,R)’deki bir NEC grubuna ise bir Fuchsian grup denir. Eger bir NEC
grubu (B) tiiriindeki elemanlari yani ters yonlendirilmis elemanlari igeriyorsa buna 6zel bir
NEC grubu diyecegiz. U iist yar1 diizlemi, Oklid olmayan (hiperbolik) diizlemin bir

modeline agagidaki bicimde doniistiiriilebilir:



Bir yay elemaninin ds hiperbolik uzunlugu

_d+dy? |dz|2
- 2 -2

y y

ds*

, Z=X+1y

ile tanimlanir. Boylece parcali, siirekli, diferansiyellenebilir bir C egrisinin hiperbolik

uzunlugu

((C) = [ ds = j—\'dxzy”lyz

ve Olciilebilir bir E kiimesinin hiperbolik alan1

(k)= [

olarak tanimlanir. Yukaridaki metrigin geodezikleri, reel eksene dik yar1 gemberler ve yari

dogrulardir. Bunlar hiperbolik dogrular olarak adlandirilir.

Sekil 1.1. Hiperbolik dogrular

U st yart diizlemde iki nokta arasindaki hiperbolik uzaklik, bu iki noktay1
birlestiren bir tek hiperbolik dogru pargasinin uzunlugudur. Bu metrikle tanimlanan
topoloji, bilinen Oklid topolojisine es degerdir. Yani bir topolojideki acik kiime, diger
topolojide de agiktir. Hiperbolik uzaklik ve alan PSL(2,R)’nin doniisiimleri altinda
invaryant kalir [16].

2) Simdi G grubunun elemanlarini yon durumlarina ve sabit nokta kiimelerine gore

smiflandiralim:

az+b
cz+d

(A) Te PSL(2,]R)\{I} donilistimiiniin sabit noktalarin1 bulalim. Bunun igin, z

yazilirsa,



czz+(d—a)z—b:0 (1)
denklemi elde edilir. Bu denklemin kokleri T’nin sabit noktalaridir. T’nin en fazla iki sabit

noktas1 vardir. (1) denkleminin kokleri ise,

_ —(d—a)$ (a+d)2—4

1,2 —
2c

z

olarak bulunur. Burada ii¢ durum s6z konusudur;

1)) |a+d|>2 ise, iki farkli sabit nokta vardir ve bunlar RuU{eo} iizerindedirler. Bu
durumda T ’ye bir hiperbolik doniistim ad1 verilir.

2°) |a+d|=2 ise, birbirine esit iki sabit nokta vardir ve bunlar Ru {oo} izerindedirler.
Bu durumda T ’ye bir parabolik doniisiim ad1 verilir.

3°) |a+d|< 2 ise, birbirinin eslenigi olan iki kompleks sabit nokta vardir. Bu sabit

noktalardan biri agik¢a U kiimesindedir. Bu durumda T’ye bir eliptik doniisiim ad1 verilir.

(B") Simdi de Te G\PSL(2.R) olsun. Bu durumda z = 22

cz +

yazilirsa

czz+dz—az-b=0 (2)
denklemi elde edilir. (2) denkleminde z=x+iy ve z =x—iy ifadeleri yerlerine yazilirsa,
c(x+iy)(x—iy)+d(x+iy)—a(x—iy)—-b=0
c(xX* +y*)+dx—ax+i(dy+ay)-b=0

c(x* +y)+(d—a)x—b=0
(d+a)y=0

biciminde iki durum elde edilir. Bu iki durumu inceleyelim:

') a+d#0 ise y=0 dir. Bu durumda cx’ +(d —a)x—b=0 denklemi elde edilir. Bu
denklemin diskriminanti

A=(d—-a)’ +4bc=d* —2ad +a* +4bc
dir. Buradan ad —bc=-1 esitligi kullanilirsa A =(a+d)’ +4 > 0 elde edilir. Dolayisiyla
T nin iki farkli sabit noktasi vardir ve bunlar R U {oo} iizerindedirler. Bu durumda T ’ye

bir kayan-yansima denir.



2y a+d=0 ise (a+d)y=0 | esitligi oOzdes olarak gercekleseceginden
c(x*+y)+(d—a)x—b=0 esitligi geregi T’nin sabit noktalar1 kiimesi c#0 icin bir

cemberdir. a+d =0 ve ad—-bc=-1 esitlikleri yardimiyla bu ¢emberin merkezinin
(E,OJ ve yarigapinin |—1| oldugu goriilir. Eger ¢ =0 ise (d —a)x—b=0 diisey dogrusu
c c

elde edilir. Bu durumda T doniisiimiine bir yansima adi verilir.

Buna gore G grubunun hiperbolik, parabolik, eliptik, kayan-yansima ve yansima diye

adlandirilan bes tip eleman1 vardir.
Tamm 1.15. T, ve T, , G grubunun herhangi iki elemani olsun. T,=TT,T"" olacak

sekilde bir T €G elemani varsa T, ve T, birbirinin eslenigidir denir.

Onerme 1.4. T, ve T, birbirinin eslenigi iseler ayn1 tiptendirler.

G ’nin elemanlarimi izleri (trace) denilen a +d ve determinantlarina gore siniflandirabiliriz.

G ’nin eslenik elemanlarinin ayni tip oldugu gergegi kullanildiginda, dontisiimlerin her biri

bir dogal gdsterime sahiptir. Dogal gosterimler asagidaki sekilde siniflandirilir:

Eleman Tiura Dogal Gosterim

Hiperbolik zo>Az (A>))

Eliptik zow, —Loe?Zl gzong
Wi Z+1

Parabolik z—>z+1

Kayan-yansima z> 27 (A<-1)

Yansima z—>—Z

Tanim 1.16. A bir Fuchsian grubu olsun. Bu takdirde

@ JTE)=U (i) YTeA\{l} icin FAT(F)=2

TeA

sartlarini saglayan F kapali kiimesine A i¢in bir temel bolge adi verilir.
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F kiimesini iki sekilde elde edebiliriz:
Tamm 1.17. A bir NEC grup ve peld, Vy e A\{I} i¢in y(p) # p kosulunu saglayan bir
nokta olsun. d hiperbolik metrik olmak tizere

F={zel | VgeA igin d(z,p)<d(g(z),p)}

kiimesine, A grubu i¢in Dirichlet Bolgesi denir.

Tamm 1.18. A<PSL(,R), TeA ve T(z)=2"2

, c#0 olsun. I(T):|cz+d =1
cz+

¢cemberi, T’nin izometrik ¢emberi olarak adlandirilir. |T'(z) |=1<zel(T) oldugundan

izometrik cember, diferansiyel Oklid uzunlugunu degistirmeden T ile doniistiiriilen
noktalarin geometrik yeridir. F, ; A’da sonsuzun A_ sabitleyeni i¢in bir temel bolge ve
K; A’nin tiim izometrik ¢emberlerinin disinda kalan bolge ise F=F, nK , Aigin bir

temel bolgedir ve Ford Bolgesi olarak adlandirilir.

Her sonlu iiretilmis Fuchsian grubu da asagidaki gibi bir gosterime sahiptir:

Ureticiler : a,,b,,...,a,,b, (hiperbolik)

Xiseuos X, (eliptik)

Do Dy (parabolik)

g T
Bagmtilar : x™ =...=x" = Haibiaflbflnxj P =1

Simge : (g ; m,m,,...m, ;s).

Burada g-grubun cinsini, m; tretici eliptik elemanlarin mertebelerini ve s parabolik sinif
sayisini temsil etmektedir. Simge, tizerinde ¢alisilan grubun invaryantlarini ortaya koymast

bakimindan son derece dnemlidir [6].

Tanim 1.19. X bir baglantili, Hausdorff topolojik uzayi olsun. Bir A < X ve B < C agik
alt kiimeler olmak iizere ¢ : A—B homoemorfizmasina X {izerinde bir kompleks kart ve

(A, @) ciftine X in bir koordinat komsulugu denir.



11

Tanim 1.20. Eger ¢, 00, :9,(A, N A,) = ¢, (A, "A,) fonksiyonu holomorfise (A,,,)

ve (A,,9,) koordinat komsuluklari uyumludur denir.

Tamm 1.21. Koordinat komsuluklarinin bir (A;, @, )ier ailesini alalim.

() X=JA,

iel

(2) V(ij)elxl icin (A, g, )ile (Ai, ) uyumludur,

kosullarinin saglanmasi halinde (A, . )ier ailesine bir Ortiim adi verilir. iki ortiimiin

birlesimlerinin de bir drtlim meydana getirmesi halinde bu ortiimler esdegerdir denir. Bu
ortlimlerin kiimesi lizerinde bir denklik bagintis1 tanimlanir ve denklik sinifina da bir

kompleks yap1 adi verilir.

Tamm 1.22. Bir baglantili Hausdorff topolojik uzayimna bir kompleks yapiyla birlikte bir

Riemann yiizeyi adi1 verilir.

Her noktasinin bir komsulugu R* nin bir agik alt kiimesine homeomorf olan bir
baglantili Hausdorff uzayina bir ylizey adi verilir. Eliptik eleman i¢cermeyen keyfi bir A

Fuchsian grubu da PSL( 2,R )’nin bir alt grubu olarak {/ iizerinde hareket eder ve bolim

topolojisi ile meydana gelen bolim uzay: bir yiizeydir. Diger taraftan f’daki kompleks
yapl1 % yiizeyine transfer edildiginde bir Riemann ylizeyi elde edilir. Eger A eliptik
eleman igeriyorsa sonu¢ yine bir Riemann ylizeyidir, ancak bu durumda U — %
izdiisimi dallanmistir. Ancak olusan yiizey kompakt degildir, bunu saglamak i¢in U

yerine U U {oo}alinir [16].

Teorem 1.1 [16]. Her basit baglantili Riemann yiizeyi asagidakilerden birine konform
esdegerdir:

(i) C, Riemann Kiiresi

(ii) C Kompleks Diizlem

(iii) ¢/ Ust Yar1 Diizlem.m
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Bu Riemann yiizeylerinin otomorfizm gruplar1 asagidaki gibidir;

Teorem 1.2 [16]. (i) Aut(C_)=PSL(2,C)
(i) Aut(C)= {z —az+b:a,beC,a= 0}

(iii) Aut(i{)=PSL(2,R) .m

Teorem 1.3 [16]. % kompakt ise A parabolik eleman icermez.m

1.4. PSL(2,R) *deki Parabolik ve Eliptik Alt Gruplar

Teorem 1.4 [8]. PSL(2,R) grubundaki bir parabolik (eliptik, hiperbolik) elemaninin
PSL(2,R) deki merkezleyeni, ayn1 sabit nokta kiimeli tiim parabolik (eliptik, hiperbolik)

elemanlardan meydana gelir.m
Teorem 1.5 [16]. Her Abel, Fuchsian grup devirlidir.m

Tamm 1.23. A bir Fuchsian grup olsun. A ’nin birim elemandan ve parabolik (eliptik)
elemanlardan olusan devirli bir maksimal alt grubuna A ’nin bir parabolik (eliptik) alt

grubu denir.

Tammm 1.24. Bir A Fuchsian grubunun parabolik (eliptik) alt gruplarmin eslenik

smiflarinin sayisina A Fuchsian grubunun parabolik (eliptik) sinif sayist denir.

Tanim 1.25. A bir Fuchsian grup olsun. Bir re Q:=Q U {oo} noktas: keyfi verildiginde
y(r):r olacak sekilde bir ye A parabolik elemani bulunabiliyorsa, bu noktaya A

Fuchsian grubunun bir parabolik noktas: veya cusp’1 denir.

Benzer sekilde z € U noktasi keyfi verildiginde o (z) = z olacak sekilde bir o € A eliptik

elemant bulunabiliyorsa bu noktaya , A 'nin bir eliptik noktasi ad1 verilir.
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1.5. Modiiler Grup

Tamm 1.26. PSL(2,R) grubunun

az+b

F::PSL(2,Z):{Z—> | a,b,c,d eZ ve ad—bc:l}

cz+d

alt grubuna Modiiler grup ad1 verilir. Bu grup asagidaki gibi 2x2 lik tam sayilar matrisiyle

de temsil edilebilir:

A= , detA=1.
c d

A ve —A ayni doniisiimii temsil ettifinden s6z konusu matrisi negatifi ile es alinir.

Boylece matris ve doniisiim arasinda bir ayrim yapilmayacaktir. Ayrica

a b ka kb
ve , k=0
c d ke kd
matrisleri yine ayni doniisiimii temsil ettiginden, matris hesaplamalarinda uygun oldugu

yerde bu matrisleri esit gibi yazilabilir ( burada determinantin 1 olma sart1 aranmayabilir).
. 1 .
Asagidaki teorem, I' modiler grubunun T(z)=z+1 ve U(z)=-— doniisiimleriyle
z

tiretildigini gostermektedir.

0 -1

11
Teorem 1.6. ' modiiler grubu TZ{O ] ve U:{l

. j matrisleriyle tiretilir.

Ispat. Once T icin Ford bolgesini bulalm.T ’da oo ’un sabitleyeni T ile gdsterilsin.

sabitleyeni i¢in bir temel bolgedir. En

0

Fw:{zeu : |Rez]| S%} olsun. Bu E_ seridi, I

genis izometrik c¢emberler 1 yarigaplidir ve bu cemberlerin merkezleri reel eksen

tizerindeki tam sayilardir. Sadece merkezleri 0,—1,1 olan {i¢ cember F_ ile kesisir. Burada

1 .3 1 B

p:—5+i7 ve —,5:5+i7 olmak iizere 0 merkezli cember p ve —p

noktalarinda; 1 merkezli cember —p noktasinda; —1 merkezli cember p noktasinda
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0

E, ile kesisir. Diger ¢emberlerin yaricapi ) degerinden kiigiik veya esittir. Bu nedenle

sekilde goriildiigii gibi F bolgesi tizerinde bu ¢emberler 6nem tasimaz. Buna gore;

F:{(x,y)e]R2 x4y 21, |x|£%, y>0}

kiimesi I modiiler grubu i¢in bir temel bolgedir.

v

A

-2 -1-12 0 12 1 2

Sekil 1.2. T' modiiler grubunun F temel bolgesi

T(z)=z+1 igin T(z)=s, ve U(z)= 1 icin U(s,)=s, oldugundan (s,,s,) ve
z

(sz,sz') eslenik kenar c¢iftleridir. Bu nedenle T ve U doniistimleri I' modiiler grubunu

tiretir. Burada T bir parabolik eleman ve U, 2. mertebeden bir eliptik elemandir. Buna

1 -1 1
gore; TU = (1 0 j 3. mertebeden bir eliptik, V :=TU olmak tizere I', U(z)=—— ve
z

V(z)= == elemanlariyla da iiretilir. Dolayisiyla da U’=V’=1 dir. Buradan T
z

grubunun iireticileri U,V , Toldugundan I' grubunun simgesi (0;2,3,c0) olur.m
N=2 olmak iizere T,(2) grubu i¢in bir D temel bolgesi asagidaki gibi teskil

edilebilir.
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A

v

-1 -1/2 0 172 1

Sekil 1.3. I’y (2) grubunun D temel bolgesi

Burada T(z)= 5 z leFO (2) parabolik eleman i¢in T(z)=2z, ve 2. mertebeden
z+
z—1 L . .
S(z) = 5 leFO (2) eliptik eleman i¢in S(z,)=z, dir. Ayrica 0 ve o noktalari da
Z —_—

birer parabolik eleman tarafindan sabit birakilir. Buna gore I, (2) grubunun simgesi
(0;2,00,00) dir.

~

Simdi de T’ grubunun cusp kiimesi Q:=QuU{} iizerindeki hareketini inceleyelim.

Q kiimesinin elemanlar (x, y) =1 olmak iizere i olarak yazilabilir.
y

1
Burada o = — = _6 dir. A— oldugundan bu gosterim tek tiirlii degildir. T eI ise
y oy

X
a—+b
T )Ty =ax+by ve T —x =—ax—by=ax+by=T X
V) ¢Xid ox+dy -y ) —ecx—dy cx+dy %
y

oldugundan I'" grubunun iizerindeki hareketi iyi tanimlidir.

Eger (x, y) =1 ve ad—bc=1 ise & by indirgenmis formdadir.
cx+dy
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.. + .- .
Aksini varsayalim; i Zy indirgenmis formda olmasin. Buna gore n|ax+by ve
cx+dy

n| cx+dy olacak sekilde bir neZ elemani vardir. Bu durumda £,/e€Z igin
ax + by =kn ...(1) ve cx + dy =(n ... (2)dir.
(1) esitliginin her iki tarafi d ile (2) esitligi ise —b ile ¢arpildiginda
(ad —bc)x = (kd —bl)n (D
ve benzer sekilde (1) esitligi — ve (2) esitligi a ile ¢arpildiginda
(ad —bc)y = (al —ck)n (I1)
elde edilir. (I) ve (I)den n|x , n|y geliskisi elde edilir.
G\PSL(2,R) grubunun elemanlar1 U st yart diizlemin ters konformal

homeomorfizmleri oldugundan bu grubun her bir elemanina genellikle hiperbolik

yansima kisaca H -yansima adi verilir.

Sekil 1.4. A Hiperbolik {icgeni

Simdi sekilde gortildigii gibi A, koseleri v,,v,,v, ve bu koselerdeki agilar i ,l ,l
m m, m,

ve koselerin karsisindaki kenarlart M;,M,,M; olan bir H-liggen olsun.
R, , M;’yi (i=12,3) i¢eren H-dogrusundaki yansima olsun. I'" da R R,.R,

yansimalari tarafindan iiretilen grup olsun. R, ¢ PSL(2,R) oldugundan I'* bir Fuchsian
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grup degildir. Fakat T'=I"""PSL(2,R) yi goz oniine alirsak I'" , T’ grubundaki yan
sinifin birlesimidir. O halde genellikten bir sey kaybetmeden bu ifadeyi I'"UR,
seklinde alabiliriz. Eger Sel"\I' ise bu durumda RS , iki ters konformal
homeomorfizmin bilegkesidir. Bdylece R,S konformdur ve R,SePSL(2,R) dir. Yine
RSel”™ olup RSel ve S=R,(R;S)eR T dur.

A iiggeninin R, H-yansimasi altindaki goriintiisii, kenarlari R (M,)=M, ,
R,(M,) , R;(M;) olan R, (A) H-iiggenidir. R,R,R,™" noktasal olarak R,(M,)’yi
sabit biraktigindan , R (M,) de bir H-yansimasidir. Bu yansimayla R, (A) asagidaki

sekilde oldugu gibi R R,R, (R, (A))=R R, (A)’ ya doniistiiriiliir.

Sekil 1.5. R,(A) , R\R,(A) H-iiggenleri

Aym sekilde devam edildiginde v, kosesi etrafinda ¢evrilen hiperbolik liggenlerin A
R,(A), RRR,(A), RR,R,(A),..., (RR,)™ ' (A) oldugu goriliir. v, kosesini sabit
birakan iki H-yansimanin bir ¢arpimi olan R R, , v, etrafinda bir 2n/m, agis1 kadar
bir hiperbolik donme olarak g6z oniine alinabilir ve boylece (RIR2 )m3 =1 bulunur.
Burada {T(A):TGF*} kiimesinin U st yart diizlemin bir gdsterimini

olusturdugu gosterilebilir. Yani A iiggeninin " goriintiileri birbirini 6rtmez ve U  {ist

yar1 diizlemin her bir noktast A’nm bir I'" gériintiisiine aittir.
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Simdi p, A’nin herhangibir noktasi olsun. Bu durumda p noktasinin I'™  gériintiileri,
dosemenin diger ticgenlerinin karsilik gelen noktalaridir. O halde bunlar bir ayrik kiime
olustururlar. Boylece & {ist yar1 diizlemin her bir noktasinin I' yoriingesi bir ayrik
kiimedir. Dolayistyla I' bir Fuchsian gruptur. Iste bu yolla insa edilen bir Fuchsian

grubuna bir ticgen grup adi verilir. Acik olarak,
R;=R;=R;=(RR,)"” =(R,R,)" =(RR,)" =1
bagintis1 bulunur. Bu durumda I' grubunda, X=R R, ve Y=R,R; alinirsa
X" =Y" =(XY)™ =1
sonucu elde edilir ve buradan I' grubundaki biitiin bagintilar bulunabilir. Grup teorisinde
I’ grubunun gosterimi;
F=(XY | X™=Y™ =(XY)"™ =1)
seklindedir. Buna goére n/m,,n/m,,n/m, acilarina sahip A H-iicgeninden elde edilen

I' liggen grubu m,,m,, m, dogal periyotlarina sahiptir.

Bir tiggen grup ( /, m, n ) ile gosterilir, burada [, m, n € Z" veya oo’dur ve
{X,y,z X =y"=2"= Xyz=1}

bagintisina sahiptir. Geometrik bir yorum i¢in, bir X uzayinda ;,1,2 acili bir A ii¢geni
m n

g6z Oniline alindiginda, burada X kiire, Euclid diizlemi ya da hiperbolik diizlemdir. Bu
durumda A nin kenarlarinda X in yansimalar tarafindan iiretilen grup 2-indeksli bir alt
gruba sahiptir ve ( /, m, n )’ye izomorf konform doniisiimlerden meydana gelir. X uzay1

[, m, n pozitif tam sayilar tarafindan belirlenir ve

1+l+l>1 ise Kiire,
m n
1 1 1 . g e .
—-+—+—=1 1ise Euclid Diizlemi,
/[ m n
1 1 1 : . e .
—-+—+—<1 1ise Hiperbolik Diizlemdir.
m n

I" grubunu bir liggen grup olarak ele alirsak, I'=(2,3,%) izomorfizmasi elde edilir.
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Teorem 1.7 [16]. " , Q iizerinde transitif olarak hareket eder.

. C ~
Ispat. ,—eQ ;
p 7 Q

S Y
Ul o

%i ve (a,b)=(c,d)=1olsun. Bu durumda aa—bB=1 ve
cd—dy=1 olacak sekilde «,B,0,y€Z tam sayilar1 vardir. Burada

E(2) = az +

bz+a

Ve
cz+y
zZ)=

= Lt seklinde tanimlanirsa & (oo) =

SR

ve n(oo):% olacak sekilde bir

Q= 77§_I eT déniisiimii vardir. Dolayisiyla T', Q iizerinde transitif olarak hareket eder.m

Teorem 1.8. I' grubunun oo noktasinin sabitleyeni I',, sonsuz devirli bir gruptur.

Ispat. TeT ve T(w)=c olsun. T(z)= az+b

= ise T(w)=o0 oldugundan c¢=0 ve
cz+d

ad =1 dir. Buradan T(z)= %z +§ =a’z+m=z+m (m=b veya m=-b) bulunur.

11
Dolayisiyla W(z)=z+1 olmak iizere ' = <(0 J> dir.m

1.6. Modiiler Grubun Kongriians Alt Gruplari

Tamm 1.27. N pozitif tam say1 olmak {izere I' grubunun temel kongriians alt grubu

F(N)::{(z Zjer |azdzl(modN),bzczO(modN)}

ile tamimlanir. I' grubunun I'(N) temel kongriians alt gruplarini iceren herhangi bir alt

kiimesine kongriians alt grubu denir. Uzerinde en ¢ok ¢alisilan bazi kongriians alt gruplari;
a b
(N):= {( dJ el | a=d=1(modN), c=0 (modN)}
¢

rO(N):={‘CZ ZJEF | c=0 (modN)}; FO(N)::{[Z ZJer | bEO(modN)}
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gruplaridir. N € Z olmak tizere I'(N)<T|(N)<TI'((N)<T bigimindedir.

Ayrica (N), I' grubunun normal bir alt grubudur, dolaysiyla T'(N ) grubu 'y (N)
ve I', (N) grubunun da normal alt grubudur. Diger taraftan I', (N) <", (N) dir. Buna gére

indeksler N > 2i¢in

,LJO(N):=|F:FO(N)|=NH[1+$j , |r:r1(N)|=N7H[1_éJ,

p|N PN

AN e rao = N L
5 =l :T(N)| = > H(l pzj

pIN
dir.

N =2 durumunda |F : F0(2)| =3,

I:T(2)|=3,

I':T'(2)|=6 bigimindedir. N>2 i¢in
yukarida verilen indekslerden asagidaki sonuclar kolayca elde edilir;

r:T VN

1) o(N)
L,(N):T,(N)| = —1— = l-— |=——=;
LML= 1 ) 211( p) ;

IC:T(N) _
C:r(N)|

I (N):T(N)|=
I'y(N), I'(N) ve I'(N) gruplarinin cusp kiimesi de @ “dir. Clinkii gruplar T' grubunun
sonlu indeksli alt gruplaridir ve bir A Fuchsian grubunun sonlu indeksli herhangi bir alt

grubu da A ile ayni1 cusp kiimesine sahiptir [25].

Teorem 1.9. N >1 olmak tizere I'j(N) grubunun @ tizerindeki hareketi transitif degildir.

Ispat. Aksini varsayalim ve 0, o € @ secelim. Bu durumda
a b)(0) (1
N d){1) (0

b
olacak sekilde bir ( CIZ\I dj eI',(N) elemani vardir. Bu esitlikten b =1 ve d = 0 elde
c

edilir. Determinant géz Oniine alindiginda bunun ¢ = —1 ve N =1 olmasiyla, diger bir
ifadeyle ancak ( ! j e I' olmasi durumunda miimkiin oldugu goriiliir.m
c
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1.7. Temel Bolgenin Cinsi

Bir kompakt, yonlendirilebilir X Riemann ylizeyini géz oniine alalim. X’de reellerin
kapali birim aralifinin bir homeomorf resmine X iizerinde bir basit yay adi verilir. Bir
yayin bitim noktasi ile bir sonrakinin baslangi¢ noktasinin birlesimiyle olusan yaylarin
sonlu bir dizisine X tizerinde bir egri denir.

Bir egrinin baglangic noktasi ile bitim noktasi ¢akisiyorsa bu egriye bir kapali egri
ad1 verilir. Oklid diizlemindeki bir kapali dairenin X’deki bir homeomorf resmine X
tizerinde bir poligon adi verilir.

Simdi 3, X tizerinde sonlu sayidaki noktada kesisen sonlu sayida egrinin meydana
getirdigi bir sistem olsun. Ayrica J’nin biitlinleyenlerinin baglantili bilesenlerinin
kapaniglar1 poligonlar olsun ve kesisimleri de ya tek bir nokta ya tek bir kenar ya da bos
kiime olsun. Egrilerin boyle bir sistemine X’in bir poligonal ayrismasi denir.

Bir poligonal ayrismada meydana gelen kose, kenar ve yiliz anlamlar aciktir.

Bunlarin sayisini sirastyla v, e ve f* ile gosterilir.

Teorem 1.10 [29]. X’in her poligonal ayrismasinda v—e+ f sayisi invaryant kalir.m

+f

Tanim 1.28. g :=1—% kesisimleri bos olan ve X’i ayristirmayan kapal1 egrilerin

maksimal sayisidir. Bu 6nemli topolojik invaryanta X’in cinsi (genus) denir.

Teorem 1.11 [29]. I'/(N) kongriians alt grubunun temel bélgesinin cinsi

dir. Burada

0 , 9N 0 , 4N

CE) o eR) e

dir ve o, = ng((t,l\%)) bicimindedir . ¢ Euler fonksiyonu olmak iizere,
t|N
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dir.m

N< 25 i¢in elde edilen sonuglar1 verelim;
N=1,...,10,12, 13,16, 18,25 i¢in; g=0

N=11, 14,15, 17,19, 20,21,24 icin, g=1
N=22,23 i¢in; g =2 dir.

1.8. Baz1 Kongriians Alt Gruplarinin Normalliyenleri
Teorem 1.12 [12]. T'(N) grubunun PSL (2,R)’deki normalliyeni " *dir.m

. . T(N), N=4
Teorem 1.13 [12]. I';,(N) grubunun I" ’daki normalliyeni dir.m
r,(2), N=4

Teorem 1.14 [1]. I'j(N) grubunun PSL (2,R)’deki normalliyeni

b
ae /
- hi 2 _beN/ _
N (F (N)).— rade” — C/z—e>0
PSL(2,R)\" 0 N h
04 de
dir. Buradaki biitlin harfler tam sayz, e||1\%2 ve h, hz‘N sartin1 saglayan 24’lin en biiyiik

bolenidir. (r ||s yani r, s’nin bir tam bolenidir :@(r,%) =1 dir).m

Teorem 1.15 [4]. N keyfi bir pozitif tam say1 olsun. Bu durumda NPSL(Z,R)(FO(N))
yalnizca 2, 3, 4 ve 6 mertebeli periyotlara sahip olabilir ve tistelik
(a) NPSL(Z,R) (FO (N)), 4. mertebeden en ¢ok bir periyoda sahiptir. NPSL(Z,R) (FO (N))

nin 4. mertebeden bir periyoda sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
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%2 =2p,?..p,%" ve i=2,...,r olmak iizere, 2||N/, ve p, =1(mod4) olmasidir.

h2
(b) NPSL(Z,R) (FO (N)), 6. mertebeden en ¢ok bir periyoda sahiptir. NPSL(Z,R) (FO (N))

nin 6. mertebeden bir periyoda sahip olmas1 i¢in gerek ve yeter sart,

%2 =3p, *..p,”" ve i=2,...,1r olmak iizere, 3|| %2 ve p; =1(mod3) olmasidur.

(c) NPSL(Z,R) (FO (N)), 3. mertebeden en ¢ok bir periyoda sahiptir. NPSL(Z,R) (FO (N))

nin 3. mertebeden bir periyoda sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

%2 =p, .p"" ve i=3,...,r olmak iizere, p; =1(mod3) olmasidir.m

Teorem 1.16 [4]. NeZ keyfi ve N = 20’36p1Yl ...p, " asal carpanlarina pargalanisi olsun.

NPSL(Z,R) (FO (N)) nin @ izerinde transitif olarak hareket etmesi i¢in gerek ve yeter sart

a< T7,B< 3 ve y;<1 : i=1..,n

olmasidir.m

Teorem 1.17 [26]. p, %2 nin farkli asal ¢arpanlarinin sayisi olsun ve

o 1; 2%2%2°N . - 1; 9N
"o ; aksi takdirde > |0 ; aksi takdirde

(T (N)) deki

olmak tzere T:(%j (;j olsun. Bu takdirde I'j(N)’nin NPSL(z,R)

indeksi

Nost(2.8) (Ty(N)):T, (N)‘ =27h’c dur.m

Sonug 1.1 [26]. 2°h*r =2"h%s esitligi kolayca elde edilir, burada r N sayisinin farkl: asal

carpanlarinin sayisi ve

{% A N {% () o

1 , aksi takdirde 1 , aksi takdirde

olmak iizere s =s,.s, seklindedir.
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Lemma 1.1. Bir k €Q (s#0), (k,s)=1 rasyonel sayist verildiginde A(ﬁj = [ﬁj ,
s s Sy
s, ‘N kosulunu saglayan bir A €I' (N) vardir.
. a b\(k ak + bs ) o
Ispat. = dir. Buna gore
cN d)\s Nck +ds
ch+ds:(N,s) (1%)

esitligini  saglayan {c,d} ¢iftlerini buluruz, dolayisiyla s, =(N,s) isteneni saglar.

Nk s
, =1 oldugundan (1*) esitligini saglayan bir {c,.,d, ifti mevcuttur. Bu
((N’S) (N,S)] g (1*) esitligini saglay 1¢o-do} ¢

yilizden (1*) denkleminin genel ¢oziimti;

c=cy+ NS .

o
d=d,— ,neZ

(N, k)"

olarak elde edilir.

N=¢g,"¢" ...qkoa*“ , N’nin asal carpanlara pargalanisi olsun. Hem (2*) denklemindeki
kosullar1 saglayan, hem de (Nc,,d,)=1 sartim1 saglayan bir {c*,d*} ciftinin var oldugunu

gostermek zorunday1z. (d,,N)=1 ise ispatlamaya deger bir sey yoktur. (d,,N)>1 ise d,,

N ile ortak bdlene sahiptir, buna g, diyelim.(1*) esitliginden dolay1 (qo,(;\j—k)j =1 dir, bu

2

ylizden (2*) denkleminde n=1 alarak ¢, 1 d, sartin1 saglayan bir d, tam sayisi elde ederiz.

q,Nk
N,s)

(d;,N)>1 ise d,, N ile bir ortak ¢arpana sahiptir, buna ¢, diyelim. d, =d, - olsun,

bu durumda d,’de ¢q, ve g, carpanlart yoktur. (d,,N)>1 ise d,, N ile bir ortak ¢arpana

sahiptir, buna ¢, diyelim. Bu islem siirdiiriildiigii takdirde su sonuca ulasilir;

d,=d, _ 99Nk ( ve dolayisiyla d, ’de g,, g,, g, ¢arpanlar1 yoktur)

(N.,s)
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904, - '~CIk0—1Nk R
di o =d,, _(N—s) (ve dolayisiyla d, ., de, ¢,,q,,...,q,, carpanlar yoktur)

Boylece (d,.,N)=1 dir. d,=d,,+1 olsun ve c’ye de ¢, diyelim, buna gore
(Nec,,d,) =1 dir. Buradan ¢ikan sonug¢ sudur; en az bir A €I’ /(N) elemani mevcut (aslinda

sonsuz ¢oklukta) dyle ki A(Ej = (ﬁj ) 8 ‘N dir.m
s

Sy

1 1

Lemma 1.2. d IN, (q,,d)=(a,,d))=1 ve AeT((N) igin A[Z‘J:[azjolsun. Bu

takdirde t=(dl,ﬁj olmak iizere a, = a, (mod¢) dir.
d

1

. a b a, aa, +bd, a, ) .. N
Ispat. 4= alinirsa A = = dir. Bu yiizden
¢cN d d, Na,c+dd, d,

N
Na,c +dd, = d, veya d—alc +d=1
1

aa,—a, =0 (mod d,) = aa,—a, =0 (mod ¢)

detA ifadesinden ad =1(mod ¢) elde edilir ve yukaridan d =1(mod ¢) dir.Bu yiizden

a=1(mod ¢t) dir. aa, —a, =0 (mod 1) oldugundan @, =a, (mod ¢) dir.m

Lemma 1.3 [1]. d |N ve (a,,d)=(a,,d)=1 olsun. Bu durumda t:(d,gj olmak tizere

a, a, o
ve [',(N) altinda esleniktir < g, =a, (mod?).
Ispat. Lemma 1.1. ve Lemma 1.2. den ispat asikardir.m

Teorem 1.18 [4]. d | N olsun. %’ nin I'j(N) grubu ile hareketi sonucu olusan ydriinge
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(Zj _ {% e®:(N,y)=d, a= x% mod(d,gj}

kiimesidir. Ustelik d |N olmak iizere (Z’J yoriingelerinin sayist ng((d,%))dir,

d\N

burada ¢-Euler fonkiyonudur.m

1.9. Imprimitif Hareket

Tamm 1.29. (i) X# O bir kiime olsun. £ : X—X birebir ve Orten ise & ye X’in bir

permiitasyonu denir. X’in tiim permiitasyonlarmin kiimesi S* ile gosterilir.

(i) &,& eS™ ise £o&, €S™ oldugu agiktir. S* grubuna X iizerinde simetrik grup denir.

S* grubunun alt gruplarina da X {izerinde permiitasyon gruplar1 denir.

Tamm 1.30. G, X {lizerinde bir permiitasyon grubu olsun. Bu takdirde G, X iizerinde

hareket eder. Gergekten geG ise g:G—G birebir ve orten bir doniisiimdiir. Bu durumda

gx:=g(x) olarak alinirsa (glgz)x= gl(gzx) ve Ix = x oldugu agiktir. Bu harekete G

grubunun X {izerindeki dogal hareketi denir ve "(G,X) permiitasyon grubu" ifadesi
kullanilir. Ayrica G, X {lizerinde transitif olarak hareket ediyorsa (G,X) ikilisine transitif

permiitasyon grubu adi verilir.

" "

Tanmm 1.31. (G,X) bir transitif permiitasyon grubu ve "=~" X iizerinde bir denklik
bagintist olsun. x,ye X i¢in x = y oldugunda VgeG i¢in g(x) = g(y) ise "~" bagintisina bir

G invaryant denklik bagintisi denir.

Tamm 1.32. Bir G invaryant denklik bagmtisinin denklik siniflarina blok adi verilir. Bu

tanima gore;

i) Ozdeslik bagintis:: x xy & x =y

i1) Evrensel baginti: Vx,yeX i¢in x = y
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bagintilarinin G invaryant denklik bagintilar1 oldugu aciktir. Bu bagintilara trivial

bagintilar ad1 verilir.

Tamm 1.33 [8]. X iizerinde yukaridaki asikar bagintilarin disinda bir G invaryant denklik
bagintis1 yoksa (G,X)’e primitif, aksi halde imprimitif denir.

Lemma 1.4 [8]. (G,X) bir transitif permiitasyon grubu olmak lizere H<G ve bir a X igin

G, <H olsun. Bu takdirde geG, heH i¢in

g(a) ~gh(a)
bir G invaryant denklik bagintisidir. Ayrica

"

=" Ozdeslik bagintisidir & H= G, , "=" evrensel bagintidir < H=G dir.m

Lemma 1.5 [8]. (G,X) bir transitif permiitasyon grubu olsun. (G,X) hareketi primitiftir <

VxeXi¢in G,, X’in maksimal bir alt grubudur.m

Teorem 1.19 [8]. (G,X) bir transitif permiitasyon grubu olsun. G, <H <G 1ise
g(a) ~ h(a) < g'heH

iyl tamimli bir G invaryant denklik bagmtisidir. Denklik siniflarinin sayist da |G:H|
indeksidir.m

r ~ ~ r
- ﬁEQ olsun. I', Q {izerinde transitif olarak hareket ettiginden T(oo) =—, S(oo) =
sy S

2

.. gr * €,X *
olacak bicimde T,SeI’ elemanlar1 vardir. A = , B= ve €,&, € {—1, 1}
gs * &,y *

~
~

olmak tizere sirasiyla T ve S nin matris gosterimleri olsunlar. & T'Sel 0 (N) ve

| * * * * g,x ¥ * * |
AT = olmak tizere = ifadesi TS
—€S —&T —es —gr)le,y *) lgg,(y—sx) =

r e
doniistimiiniin matris gosterimi oldugundan — =~ EAPIN y—sx=0 (mod N) elde edilir.
sy

©n | =
< =
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Lemmal.6.- ~% < Jue Uy, birimler kiimesi 8yle ki x=ur (modN) , y =us (modN).
Sy

Ispat: "<": Agik.

yani 1y—sx=0(modN) olsun. Buradan 1y =sx (modN) dir. ilk 6nce

varsayalim ki (r,N)=1 ve (s,N)=1 olsun. (s,N)=1 ise Ju, €U, dyle ki
us=1(modN) dir. Dolayisiyla usx=u;y (modN) ve buradan x=u,ry (modN)dir.
Keza (y,N)=1 oldugundan Jue U, odyle ki uy=u(modN) ve x=ur(modN)
dir.ty =sx (modN) ise 1y=sury (modN) oldugundan dolayr 1y =usr (modN)dir.

Sonug olarak y =us (modN) elde edilir. m

1.10. Graf Teori

Tammm 1.34. X = bir kiime, AcXxX bir bagmti olsun. G=(X,A) ikilisine bir graf
(graph) denir. X’in elemanlarina grafin kdseleri ve A’nin elemanlarina grafin kenarlar1 adi
verilir. (a,b)€A ise bu durum a—b ile gosterilir. Eger (a,b)eA veya (b,a)eA ise aile b

bir kenar ile baglanmistir denir. Bu durumda a ve b ye komsu koseler denir.

Tamm 1.35. G=(X,A) bir graf ve Ac X olsun. G'=(A,A N Ax A) grafina kdse kiimesi

A olan G’nin bir alt grafi ad1 verilir.

Tamm 1.36. a = a,,q,,...,a, =b bir G grafinin koselerinin bir dizisi olsun. Eger 1<i<n
i¢in g, , ve a, bir kenar ile baglanmislarsa a’dan b’ye n uzunlugunda bir yol vardir denir.
Eger a=b ve a,,q,,...,a, , koselerinin tiimii farkli ise bu yola n kenarl bir devre (circuit)
denir. Ayrica a,,a,,, ikilileri i¢in a,—a,,, ise bu devreye ydnlenmis bir devre denir. Ug

kenarli bir devreye bir iliggen, dort kenarli bir devreye bir dortgen ve alti kenarli bir

devreye bir altigen denir.
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Tamm 1.37. n >3 olmak {izere n kenarli bir devre igermeyen grafa orman adi verilir. Graf

hiperbolik dogrularin bir birlesimidir.

| b e

Ikigen H -Uggen H -Dértgen H-Altigen

Sekil 1.6. Devreler

Tanim 1.38. G=(X,A) bir graf olsun. X iizerinde bir "=" bagintisini s0yle tanimlayalim:
"axb &= a=b veyaa’dan b’ye bir yol vardir ".
Acik olarak, "=" bir denklik bagintisidir.

Tammm 1.39. (i) X’in kendisi bu "=" bagmtisi altinda denklik sinifi ise G grafina
baglantilidir denir.

(i) Eger X; "=" bagntisi altinda bir denklik smifi ise (X,,AnX,xX,) baglantil1 bir

graftir ve bu grafa G grafinin baglantili bileseni denir.
Iki grafin koseleri arasinda birebir ve drten bir déniisiim mevcut ve bu doniisiim

komsu koseleri, komsu koselere gonderiyorsa bu iki grafa izomorf graflar denir [29].

1.11. Alt Yoriingesel Graflar

Tanim 1.40. (G,X) bir transitif permiitasyon grubu olsun. G’nin XxX {izerindeki

hareketini ge G olmak iizere
g:(0,p) > (gla), gB) ), (a,p)e XxX

ile tanimlayalim. Bu hareketin yoriingelerine G’nin alt yoriingeleri denir. (a,B) ’y1 igeren
alt yoriingeyi O(a,B) ile gosterelim.

O(G,B) ’dan bir G (a,B) alt yortingesel grafini asagidaki gibi elde edelim:
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G(a,B) ‘nin kdseleri X’ in elemanlaridir. Yukarida da verildigi gibi x, yeX noktalari i¢in
(x, )€ O(0,B) ise x’den y’ye ydnlenmis bir kenar vardir ve bu durum x—y olarak

gosterilir. Bu kenar1 U/ iist yar diizleminde bir hiperbolik geodezik olarak ¢izebiliriz.
Agik olarak O(B,o)’da alt yoriingedir. @(o,p)= O(B,a) veya O(a,p)# O(B,a) dur.

(i) 0(&,[3) ZO(B,(}) ise G(a,B) :G(B,(l) dir ve bu graf karsiliklt ydnlendirilmis
kenarlardan olusur. Yani, G(a,p)grafinda x—y ise yine G(a,p)grafinda y—x dir. Bu

durumda G(a.B) grafina kendisiyle eslesmis graf denir.

(ii) 0(0(,[3) 7&0([3,(1) ise G (B,a) ,G (a,B) "nin oklarmin ters yonlendirilmislerinden olusur.
Yani, G(a,p)grafinda x—y ise G(p.,a)grafinda y—x dir. Bu durumda ise G(o.,B)ve

G (B,a) graflarina birbirleriyle eslesmis graflar denir.

O(a,0)={(x,x): xe X}, XxX’in kosegenidir. O(a,a)’ya uygun G(a,0) alt
yoriingesel grafina asikér alt yoriingesel graf denir. Bu graf her bir kdsesi a.e X olan bir

atlamadan ibarettir.

G, X iizerinde transitif olarak hareket ettiginden bloklar transitif olarak permiite

eder, dolayisiyla alt graflarin hepsi izomorftur.

Onerme 1.5 [17]. G*, (G,X ) transitif permiitasyon grubu i¢in bir alt yoriingesel graf
olsun. Bu takdirde
(i) G, G" 1n otomorfizmalarinin bir grubu olarak hareket eder.
(ii) G, G 1n koseleri lizerinde transitif olarak hareket eder.
(iii) Eger G kendisiyle eslesmis ise bu takdirde G, G* n ardisik koselerinin
sirali ¢iftleri tizerinde transitif olarak hareket eder.
(iv) Eger G" kendisiyle eslesmis degil ise bu takdirde G, G kenarlar

uzerinde transitif olarak hareket eder.m

Simdi G==T ve X::@ alalm. I' grubunun @ tizerindeki hareketi transitif

oldugundan her bir alt yoriinge bir v e Q igin (oo,v) ikilisini ihtiva eder 6yle ki N>1 ve
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(u,N)=1 olmak iizere v:% dir. Bu alt yoriingeyi O, ile ve buna karsilik gelen
G(o0,v) alt yoriingesel grafini da G,  ile gosterilir.

Eger v=0w ise G,,=G_, asikér alt yoriingesel graftir. Boylece kabul edelim ki
veQ dir. Eger v, eQ ise bu takdirde O(w0,v)=0(0,v,) <> v ve v, ' ’un ayni
yoriingesindedir. Yani 3g e’ Oyleki g(v)=v,. Herbir ue U i¢in (/)(N) tane farkli

ayrik G, alt yoriingesel grafi vardir.

Teorem 1.20 [17]. - >>€G,, <
S y '

(i) x=ur (mod N) , y=us(modN), ry-sx=N veya

(ii) x=—ur (mod N) , y=-us(mod N), ry—-sx=-N

olmasidir.m

w
N

N
W | =
N | —
w | N
AW
USH NN

Sekil 1.7. Farey grafi

v X .
m=>1 ve meN olsun. Biitiin — | y| < m rasyonel sayilarindan olugan kesin monoton
Y

artan diziye m. mertebeden Farey dizisi denir. Farey dizisi F,, ile gosterilir, 6rnegin F4

dizisi,
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bigimindedir. Acik olarak Fi;c Foc Fzc ... ve U F,=Q’dur. G, , Farey dizileriyle olan

m>1
iliskisinden dolay1 Farey grafi olarak adlandirilir ve F ile gosterilir.

Farey grafi ile Farey dizileri arasindaki bagintiy1 veren asagidaki teoremi verelim:

Teorem 1.21. E, € Q olsun. Bu takdirde asagidakiler esdegerdir;
S

(i) TyveX , F’de komsu koselerdir.
S y

(i) ry—sx==1

(iii) Tve X birm dogal sayisi i¢in F,,’nin ardisik terimleridir. m
S

F’nin komsu iki kosesini U/ st yar1 diizlemde bulunan ve bu iki kdseden gecen

merkezi reel eksende ve reel eksene dik yar1 ¢cemberlerle baglayalim. Bu durumda F’nin

kenarlariyla ilgili asagidaki 6nemli sonucu verebiliriz:

Teorem 1.22[18]. F’nin kenarlar1 U= {z e C:Im(z) > 0} iist yar1 diizlemde kesismezler.

Ispat. L X cF kenarm alalim. Burada ry—sx==1 dir. Kabul edelim ki 0 ile «o’u
s

birlestiren Re(z) = 0 dogrusu I 'yi X ye birlestiren dogruyu iist yar diizlemde kessin.
S y

o0

=)

< =
| =

Sekil 1.8. U st yar1 diizleminde kesisen dogrular
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Bu takdirde X <0<l alinabilir. Buna gore 1ry—sx=1 olur. x<0 ve r,5,y>0
v ]

oldugundan 1=ry—sx>2 c¢eliskisi elde edilir. Bu ¢eligkiden F ’nin kenarlarinin I/ iist yar1

diizleminde kesismedikleri bulunur.m

Teorem 1.23. ! —>i

G,y de bir kenardir ancak ve ancak eHN/ h*, N/(eh)|s olan bir
S ,

e€ Z vardir oyle ki ya

a) ry—sx=N/e ve XEur(modI%h),yEus(modN) veya

b) ry—-sx=-N/e ve x E—ur(modl\%h) , y=-us(modN) dir.

Ispat: LI G,y de bir kenar olsun. Bu takdirde normalliyende determinanti eHN/ h’
s Yy ’

ac  b/h
eo’u T e Y i X e resmeden bir A = eleman1 vardir. Boylece
v u A y AI y A’ y (CN/h de J v y

+bN/h
a _T . (acu /h) =X dir. a=r ve s =cN/eh elde edilir. Boylece N/(eh)|s
cN/h s (cuN/h+deN) 'y

dir. Benzer sekilde x = i(au + bN/eh) ve y= i(cuN/eh + dN) dir.Bu durumda i,j=0,1
olmak iizere
( ae b/hj(l uj _( ae aeu+bN/hj ~ ((—l)ier (—l)jexj
cN/h de )JO N) (eN/h  cuN/h (-D'es (=1)'ey
dir. i=j=0 ise x =ur (modN/eh), y=us (modN) ve determinanttan ry—sx =N/e dir.
i=1,j=0 (veyai=0,j=1) ise ikinci durum elde edilir.

Tersine a) saglaniyorsa x =ur+bN/eh ve y=us+dN olan b,deZ vardir. Bu

re b/h

durumda (
se de

J eleman1 «’u % ye ve 1%\1 yi de %’ ye resmeder. Sayet diger

durum dogru ise islemler benzer sekilde yapilir.

Sonug 1.2 [17]. ww=-1(mod N) ise bu takdirde G, ile G, \ eslesmis alt ySriingesel

graflardir.m



34

Sonu¢ 1.3 [17]. G, kendisiyle eslesmistir <> w=-1 (mod N) dir.

Ispat: O(oo,‘%\])zo(%,oo) olsun. Bu takdirde oo’u 1%\1 ye ve 1%\1 yi oo’a resmeden

ac t/
) ) h -u b
normalliyende bir ¢ = elemani vardir. Bu durumda ¢ eleman ( J

c% de -N u

olmak zorundadir. Dolayisiyla e=1 dir. Bdylece u* = -1 (modN) dir.
Tersine u’ =-1 (rnodN) olsun. Bu takdirde u’=-1+bN olan bir beZ vardir.

-u b

Boylece
Y (—N u

j eleman1 normalliyende olup istenilen 6zellikleri saglar.m

r @ lizerinde transitif olarak hareket ettiginden bloklar1 transitif olarak permiite

eder. Dolayisiyla alt graflarin hepsi birbirine izomorftur.

F(oo,%] ile koseleri [oo]:Z{i € @ y= O(mod N)} blogunun elemanlar1 olan G (oo,%j
y

alt yoriingesel grafinin alt grafin1 gosterecegiz. Kisaca F(oo,%} yerine F,  yazacagiz.

Teorem 1.24 [17]. T'((N) F, | nin koselerini ve kenarlarini transitif olarak permiite

eder.m
Teorem 1.25 [17]. (i) F, ’nin her v kosesi i¢in v — —v donligimii F, \’den F_
grafina bir izomorfizmadir.

. . . N .
(ii) M|N ise F, \’nin her v kosesi igin v—)Mv dontigimii F, ’den F, , grafina bir

izomorfizmadir.m



2.YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR

2.1. N=2*p? i¢in NPSL(Z,R) (Fo (23 pz)) nin Alt Yoriingesel Graflar

2

p>3 ve p asal bir sayi olmak iizere N=2’p* i¢in, h=2 oldugundan

ac  b/h 2 242 o
T= ve e||[N/h” gbz Oniine alinirsa, detT=e=1,2,p",2p" dir.
cN/h de

Yani; normalliyenin elemanlar1

a b/2 5 2a  b/2 5
Tl = 22pzc 4 ad—2bpc=1 ; T2 = 22pzc d | 2ad-bpc=1
* b/2 2ap° b/2
T3 = ?pz R adp2 —2bc=1 5 T4 = 2ap2 uE 2adp2 —bc=1
2°p7c dp 2°pc 2dp
seklindedir.

Lemma2.1. T, (2°p?) grubunun @ tizerindeki hareketinin yoriingeleri;

. 1 1 1 1 1 1 1 1
p 2°p 2)\2 2p 2°p
(ii) 1], 2j,[3]’[4j,.'.’[p_lj
p)\p/\P/\P p
1 [p+2} (3 (p+4j [p+p—1} (2p—lj
(iii) , , ) rees =
2p)2p ) \2p)\ 2p 2p 2p
. 1 j (p+2j 3 ] {p+4j (p+p—1j (Zp—l]
(IV) 2 H 2 H 2 b 2 R 2 = 2
2p)\(2p )\ 2p) ( 27p 2p 2p
1 p+2
(V) 23pJ7( 23pj’

Burada toplam bes farkli tiirde yoriinge vardir. Tim yoriingelerinin sayisi:

Z(p((d, 2}’2 D=4(p 1) dir.

dN
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Ispat. Lemmal.l. ve Lemma 1.3. den ispat agiktir.m

Teorem 2.1.NPSL(2’R) (FO (23p2)) grubunun @ iizerinde transitif olarak hareket ettigi

maksimal alt kiimelerden biri
@ (23 2) 1 1 1 1 1 1 1 1 di
= U U ) U U U U ir.
p 1 2 22 23 pZ 2p2 22p2 23p2
. . 1
Ispat. Oncelikle [J ybringesinin N, SL(2.E) (Fo ( 2’p’ )) ile hareketini inceleyelim.

a b/2 ) R -
d ad—2bp°c=1 , eleman goz 6niine alindiginda;

2°p’c
b1 +b 2a+b
e A - @ A = 2a2 rasyonel sayisi elde edilir. Bu takdirde
22pc d )\IJ (2%p%+d) \2@pc+d)

1
(i) b tek oldugunda, agikca ?a—;_b €
22°p°c+d) (2

1

Gi) 2fb oldugundaise , —t%
2°pc+d (1
( 2a b/2

2pl 2d J 2ad—bp’c =1, elemam goz dniine alindiginda;

2 B2)1) [ 2a+b 2?
( a A ](J —L e A J :( a+h ] rasyonel sayisi elde edilir. Buradan
2

*p’c 2d 2°p’c+2d 2’°(2p’c+d)

: 1
i) dtekoldugunda, — =21 [ °
2(@2p'c+d) (2

2 1
(>iv) 2||d oldugunda, 322a—+be R
2°(pc+d,) \2

1 1 1 1
Boylece v Ul ., Y| .| eldeedilir.
1 2 2 2

ap” b/2
22 2 2

pc dp

ap”  b/2)(1 2ap” +b . .
) ) =l ., rasyonel sayisini inceleyelim.
2°pc dp” )\ 2p°(2°c+d)

] adp> —2bc =1, elemani goz oniine alindiginda;
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2 1
(v) b tek oldugunda, agikca 22ap—2+b € R
2p~(2°c+d) (2p

2 1
(vi) 2||b oldugunda ise , ?1)2—+t)2€ 5
p (2°c+d) \p

2ap°  b/2
23]32 L | 2adp’—bc=1 , elemam goz 6niine alindiginda;
2°p°c 2dp
2ap> b 1 2ap> +D 2%ap’ +b
P A ( j: P A =| fp " say1si elde edilir. Bu durumda
2%p’c 2dp? \IJ | 22pc+2dp? 2°p°(2c+d)

2 2 1
(vii) d tek oldugunda, 222ap——l—b €l ., ,
2°p"(2c+d) \2°p

2 2 1
_2’ap +b (23 zj dir.

viii) 2||[d oldugunda ise, IS
i) 2] ¢ 2'pi(c+dy) (2°p

Sonug olarak NPSL(Z,R) (FO (23p2)) grubunun @ iizerinde transitif olarak hareket

ettigi maksimal alt kiimelerden biri,
Q(2°p%) Noth ol Mol Mo Bl ol ool ! di
- ir.m
p 1 2 22 23 p2 2p2 22p2 23 p2

Simdi imprimitif hareketi irdeleyelim;

J

H=N, @)= T @) a b/2 2a b/2
ol EP)= Lol P 2’p*c d )\ 2%pc 2d
Tl rI12

— 3..2
G _NPSL(Z,R) (FO (2 p ))
olarak tanimlandiginda,

NPSL(Z,R) (FO (23p2))w < N, 2°p%) < NPSL(Z,R) (Fo (23p2)) oldugu agiktir.

TZ—[ a b/2j[ a b/2j a’+2bp’c B (atd)
2_

_ 3.2
22p2c d 22p2c d 22p2C( a+d) 22bp20+d2 € FO (2 p )
cift
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, 2a b/2 2a b/2 2°a’ +2bp’c b .
T, =] ., _ 2.2 . - 3 ) ) , |dir.
2’p’c 2(1-a))( 2’p’c 2(1-a) 2°p’c 2bp’c+2*(1-a)

2a’ +bp’c b

, |, detT,’=1 dir.
2°p’c bp’c+2(1-a)

T,” elemani normallestirilirse; T, =£

- 2a’ +bp’c b [ 2a b/2 J

P 2°p’c bpzc+2(1—a)2 2°p’c 2(1-a)

2(2a3 +bp2ca+bpzc) b(a2 +pzc%+l—a)
= , detT,’=2
22p2c(bp2c—2a+2'¢12 +2) 2(bp2c+(1—a)(bpzc+2(1—a)2)) ’

" 2(2a3 +bp2ca+bpzc) b(a2 +pzc%+1—a) 2a %

’ 22pzc(bpzc—2a+2a2 +2) 2(bp2c+(1—a)(bpzc+2(1—a)2)) 2°p’c 2(1-a)
T, = ' ' dir. Normallestirilirse;

? 24pzc(bpzc+l—2a+2a2) * ’

% *

4 4 . . 4 32

T," = 23p20(bp20+1—2a+2a2) o | » detT,"=1 elde edilir. Boylece T, eFO(Z p )

dir.

Dolayisiyla T,' =1 <>a+d=F1 ve T’ =1 dir. Yan simf temsilcileri olarak
LT} x{LT,. 1,21} ={LT. L, 5> T, T, T T, T T, |
dir. Ayrica burada T,'T, ¢ T, (2°p*) , TT,.(T.2) eT,(2°p*) . TT2(T}) e, (2°p%)

T1T23.(T22 )_l gl (23p2) seklindedir.

Sonugl.1. ifadesinden

NPSL(Z,R)(N):FO (N)‘=2‘hzs indeks hesabinda N=2’p’
alindiginda r=2, h=2 ve s=1.1=1 oldugu aciktir.

NPSL(Z,R) (FO (23p2)) :T,(2°p*)|=2°2%1=16 ve ‘NO(23p2) :T, (23p2)‘ =8 oldugundan

=2 dir.

NPSL(Z,R) (FO (23p2 )) ' N, (23p2)
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Nisi (2.0 (To(2'9)) To@107)] = [Ny (T (2'97)): No(2 D7) [No(27p7) : Ty (27p7)
16 2 | 8

\ ) \

seklindedir. Denklik siniflarinin sayis1 (blok sayis1) 2 dir.

2 b
ap :
Acikca NPSL(Z,R) (FO (23p )) = N, (2% U(Zzpzc (ﬁ] N, (2°p?) dir.

"2 ile N,(2°p?) tarafindan Q(2°p®) iizerine indirgenen NPSL(Z,R) (F0(23p2))

invaryant esdegerlik bagintisin1 gdsterelim. Imprimitif harekete bakalim:

Teoreml1.19. dan @ = ,Gw:NPSL(z’R)(FO(pr))w , G:NPSL(LR)(FO(Z%Z))

ve H=N, (23p2) alimrsa g (o)~ h() < g'heH oldugundan;

1 0)(1 22 Y\ a (1 (1 .
~ = ., a tek ise ,| » agiftise | , | ye gider.
0 1)X0) |2%p*c 24 /\0) (2pc 2p p
1 0)(1 A a ] 1 .
~ =| ., , | ve ad=2bpc=1 oldugundan | , , | ye gider.
0 1){0) |22pc 4a JLO p’c 2°p
— - 7

1 0)\1 a b)(1 a ; . 1 )
o 1o ~ ype d)lo = e ve ad —2°bpc =1 oldugundan 2’ ye gider.

%K_J %/_/
g h

p

b/\/1 1 2 bl 1
{ zaez A](sz(fj ise e=p’ dir. Boylece [ 821p2 /%J[OJ:(zzjdir.
2°p’c de 2°pc dp

1 1 1 1
Acaba [22J z[ 2) olur mu? Bu sorunun yaniti (22j & (pzj dir. Gergekten,
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ac l/ 1 1 . ae 1 .
2 =, 1se , 5 |=| , | elde edilir. Buradan e=2 ve a=2a,
2.2
2%p%c de )\O) \p 2’pc) \p

. 2a bAYy (1 o .
olmalidir. Boylece 2 =| , |olur. Simdi Teorem1.19. daki sarta bakalim.
2%p%c 24 )\0) \p

2 2
2, b d —y 2(2ad-bc —ab[2 +V j
[2 a A] 2p* | = ( ) 2p N, (2°p’ ) dir.

2°p’c 2d )| —22¢ a 22cd(p2_2) 2(ad—bc)

1 1 0 1
Dolayisiyla (22] & ( 2) dir. Benzer sekilde islemler yapildiginda (lj ~ (2] ,
p

1 1 1 1 .
[ Jz( j ve (ZZJ z( j saglandigi goriiliir. Imprimitif hareketin neticesinde

2 22 2}
[ ] 1 1 1 1 [O] 1 1 1 1
o= U U U ve = |u U U
pZ 2p2 22p2 23 p2 1 2 22 23
bloklar1 elde edilir.

Koseleri [w] blogunda olan alt yoriingesel grafi Fu 2 ile gosterilir. Bu durumda:

Teorem 2.2. E,i €[oo] ve T 2 er , dir &
Sy S u.p
@) 23p2Hs ise x=xur(modp’) , y=+us(modp’) ve ry-sx=z*p’
(ii) 22p2Hs ise x==2ur(modp’), y=%2us(modp’) ve ry-sx==22p’

(iii) 2p° Hs ise x=+4ur(modp?), y=+4us(modp’) ve ry-sx ==+ 2p’

(@iv) pzus ise x==8ur(modp’), y==8us(modp’) ve ry-sx =zxp’ dir.

Ispat. "=":

r X . " . u | T
- " €F ., oldugundan 3Te NPSL(Z,]R) (FO (23p2)) oyle ki (oo,—zj—{

T(c0)== , T(%sz dir.
s° \p) y
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b

a

@) 23p2Hs ise T=( ., AJ , det T=ad —2bp’c =1 elemanmi inceleyelim. a ve d
2°pc d

a r .
1S€

tektir. Burada b sayisinin durumunu da diisiinelim. b ¢ift olsun. T(o0)= PEme =—
pc s

b

a 1

c=2c, seklinde olmalidir. Yani c ¢ifttir. Boylece A ( ]: ; a2 I ise
2’p%c, d J\0) 2pc, s

r=a ve s=2p’c, dir

tek
LSS b2
T(u][ a %J(u] au + pz _2au+bp’ au+bp’  x

p’) |2pc, d)\p°) 2peu+dp’ 22plcu+2dp’ 2pleu+dp’ y
cift

seklindedir. b ¢ift oldugundan x =+ ur (modp’) , y=zus (modp’).

a b/2)(1 u a auvLEp2 r X .
Ayrica 5302 d 0 o = 2 = matrisleri i¢in
P p 2°p’c, 2’p’cyu+dp’ y

ry —sx =adp’ —2’p’be,p’ =p° (ad - 2p2bc) =p’dir. Buradan yukandaki esitliklerle

-
1

birlikte ry—sx =+p’> oldugu agiktir.

b

a

(i) 22p2Hs ise T=( L, A] seklinde olup ad-2p°bc=1 dir. a ve d tektir.
2°pc d

r

Simdi burada b say1s1 tek olsun. T(oo)=2L =—— = r=a , s=2"p’c

2°p’c

tek
——

b,
T(uj[ a %J(uj WESP Dau+bp? _X
2 2

p 2’p*c d J\p 2°p’cu+dp’ - 2.2°p’cu+2dp’ - y

seklindedir. Dolayisiyla b tek ise x=+2ur (modp’) , y==2us(modp’) dir.
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22pe d J\0 P 2°p’c 2’p’cu+2dp’ sy

ry—sx =adp” —2p’bep® = 2p° (ad - 2p2bc) =2p° dir. Boylece ry-—sx =+2p” dir.

|\ ——
1

L 2 b ) |
(iii) 2p Hs ise T= 2 olmak zorundadir. 2ad—p“bc=1 ve b tektir. a tek
2°p’c 2d

2a  b/2)\ (1
olsun. T()=| :%: a2 =L o r=a , s=2p dir
2°pc 2d J{0) 2°pc 2pc s

p

b ,
2au+—
T(uj( 2a %J(uj T, p 2%au + bp’ X

2 22p%  2d p> ) 2°p’cu+2dp’ - 2.2°p’cu+2*dp’ - y

x =+ 4ur (modp’) , y=+dus(modp’). Ayrica

2a Y0 (1 4 2
[ a A][ uj:( a au+bp j=;T0 ve detT,=2p’ dir. Ciinkii

22p% 2d J\0 p’) \2p%c 2’p’cu+2°dp’

ry —sx = 2%adp” —2bcp* = 2p° (2ad — bpzc) =2p” dir. Boylece ry—sx =+2p” dir.

| S
1

2a

b/2
(iv) pzus ise T=(22 R 2dj olmak zorundadir. 2ad—bp2c= 1 ve b tektir. a gift
pc

. 2 .
olsun. a=2a, ise, T(c0)= 2232 = az = a20 =L = r=a, , s=pcdi
2°p’c 2pc 2pc s

bp’ Aok
b 2au+—— 2 2
T(uj[ 2a AJ(uJ 2 2fau+bp’ _x

p’ 22p% 2d )\p’ - 2’pleu+2dp’  2’pleu+2idp’ y

x ==+ 8ur (modp”) , y==8us (modp’). Ayrica

2a b/2)(1 r a 4au +bp’
. 112 = *|= A arop =T ve detT,=p° dir
2’pc 2d J){0 p s ¥Y) \p’*c 2°picu+2dp’

ry —sx = 2adp’ —bcp* =p* dir. Buradan yukaridaki esitliklerle birlikte ry—sx = +p’
oldugu aciktir.
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"

i 2°p’ Hs ve x=+ur(modp’),y=+us(modp’) , ry—-sx= =p’ olsun. Bu durumda
Jb,deZ oyle ki x=ur+bp’ ve y=us+dp> dir. Bu esitlikler determinantta yerine
yazildiginda ry—sx= r(us+dp”) —s(ur + bp’>) =rdp’ —bsp” = p* esitliginin her iki tarafi p>

r b
ile boliindiigiinde rd—bs =1dir. Buna gére T, ::( dJ’ detT,=1 ve 2° pZHS g6z
s

oniine alindiginda T, e T,(2°p*) = N,(2°p?) dir.

(i) 22p2Hs ve x == 2ur (modp?), y =+ 2us(modp’) ,ry—sx =+ 2p> olsun. Bu
durumda 3b,de Z oSyleki x =2ur+bp”> ve y=2us+dp’ dir. Bu esitlikler determinantta

yerine konuldugunda ry—sx=r(2us+dp’)—s(2ur+bp’)=rdp’ —bsp> =2p° elde edilir.

r
%

Boylece r(%—b%zldir. Buna gore T, := , detT,=1 ve 22p2Hs g6z Oniine

alindiginda T, e T,(2°p*) = N,(2°p?) dir.

(i) 2p’ Hs ve X =+ 4ur (modp’), y =+ dus(modp’) , ry-sx = #2p° olsun. Bu
durumda 3b,de Z &yle ki x =4ur+bp’ ve y=4us+dp’ dir. Bu esitlikler determinantta

yerine yazildiginda ry—sx=r(4us +dp’) —s(4ur + bp>) = rdp” —bsp® = 2p” esitliginin her iki

z

tarafi 2p” ile boliindiigiinde r%_b% =1. Buna gore T, := (y , detT,=1 ve 2p’ Hs
s
2

oldugundan T, € N,(2°p?) dir.

(@iv) pZHS ve x=x4ur (modp’), y==4us(modp’) , ry-sx =+p’ olsun. Bu durumda

Ib,deZ dyleki x=4ur+bp’ ve y=4us+dp’ dir. Bu esitlikler determinantta yerine

konuldugunda ry—sx = r(4us + dp*) —s(4ur + bp*>) = rdp® —bsp” =p” esitliginin her iki tarafi
2 . e qee IO . r b 2
p~ ile boliindiigiinde rd —bs =1. Buna gore T, = il detT,=1 ve p H S
s

oldugundan T, e N (2°p?) dir.m
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Teorem 2.3. NPSL(Z,R) (F 0 (23p2 )) nin Fu’p2 alt yoriingesel grafinin dortgen icermesi i¢in

gerek ve yeter kosul 8u’+4u+1=0 (mod p®) olmasidir.

. ...k k e .
Ispat. F 2 nin pir ~0 Mo % X Ko dortgeni igerdigini kabul edelim. N,

0 n, t, Yo 0

Fu o nin kenar ve koselerini transitif olarak permiite ettiginden, verilen dortgeni N,

m X k

altinda l—>—2—> 5 —>——>l dortgenine resmedebiliriz. Ustelik genellikten bir sey
¢ 0

p>  2’yp

kaybetmeden 22< <— farzedebiliriz. Burada ispat1 gerceklestirirken siirekli olarak

22 2

yp

bir 6nceki teoremi kullanacagiz. O halde %—»% kenarmndan ¢ =2p* elde edilir. l—»%

p
1 u X k 1 .
kenarindan m =u(modp?).Dolayisiyla —— — — —_>_—— vyazilabilir. Burada
(modp’) .Dolayisty 0T T T 2y y
.u _ 2 2
X tektir. — ———— kenarindan x = -8u” (mod p”) .

p- 2°yp
Ustelik , 22uyp2 — xp2 = — p2 esitliginden x =4uy+1 elde edilir.
X

e —>2—1;)2 kenarindan, k=—2ux (mod p®) ve 2xp>— 2’ykp® = —2p®> bagmtisi

kullanilarak x =2yk—1 bulunur. Buradan 4uy+1=2yk—-1 = y.2u—-k)= -1 dir.

y=1olsun. k=2u+l olup k=—2ux (modp®) denkleminde yerine yazilirsa
2u+1 =—2u(4u+1) (mod p?) bulunur. Dolayistyla 8u*+4u+1= 0 (mod p?) elde edilir.
y=—1 ise k=2u—1 olup k=—2ux (mod p”) denkleminde yerine yazilirsa

2u—1 =-2u(—-4u+l) (mod pz) bulunur. Boylece 8u’ — 4u+ 1= 0 (mod p2) elde edilir.

m
>
2

p> 2’yp

5 >Z esitsizliginden yine 8u’ + 4u+ 1 = 0 (mod p?) elde edilir.

Tersine 8u’+4u+ 1=0 (mod p°) farzedelim.Bu durumda bir 6nceki teoremden ,

+ +
l—»% — fu _21 — 2u _21 —>l devresinin F , de bir dortgen oldugu goriiliir.
0 p 4p 2p 0 up
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|

Sekil 2.1. NPSL(Z,R)(FO (23p2)) deki H -Dortgen

5 8u’ +4u+1
T:=| 4 2 vedet T=28 8u2+4u+1=0(m0d 2) =1(m0d4)
. p ) - p ’p_

p? Pu+d

olmak iizere T 4. mertebeden bir eliptik elemandir. Ac¢ik¢a T elemani ile kdseler birbirine

o)()- (%) 0o )-(o)

resmedilir.

oldugu goriiliir. m

4u’ +2u+1
-2? il
Benzer sekilde N =2’p* almdiginda T := i P’ ve detT =4
-2°p’ 2’u+2

olmak {lizere agikca goriilmektedir ki T burada 3. mertebeden bir eliptik elemandir. Bu

) 1 u 2u+1
elemanile ——>—

s> 1 koseleri birbirine resmedilir.
p 2p

Ancak burada dikkat edilmesi gereken 4u’ +2u+1=0 (mod pz) , p= 1( mod 3) oldugudur.

Sonug 2.1. NPSL(Z,R) (F0(23p2 )) normalliyenin Fu,p2 alt yoriingesel grafinda liggen ve

altigen yoktur.
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2.2. N=2p* I¢in NPSL(Z,R)(F0 (Z“pz)) nin Alt Yoriingesel Graflar

a>8 ve p>3 ve asal say1 olmak iizere N=2%p? icin h =231 *21=2% dijr,

_( ae b/h )

, e||N/h2 eleman1 goz oniine alimrsa detA=e=1,2°°, p*, 2°%p
cN/h de

dir. Yani; normalliyenin elemanlari

b/2’° 2% b/2’°
A = ? , , ad=2%bp’c=1 ; A, = , 3 ) , 2% %d-bp°c=1
27pc d 2%7pic 2%°d

: b/2’ 2%%ap>  b/2°
A= P P  adpt =2 e =15 A, =| TP 20 0% adp —be=1
27p°c dp 27p°c 2°"dp

seklindedir.

Lemma 2.2. [,(2%p”) grubunun @ tizerindeki hareketinin yoriingeleri;

o (JORHIOBR NN
EAENATOTIS TR RN RNENENEN

MMM He e Mo Mo

o ()

o ()

o (NI M

Ispat. Lemma 1.1. ve Lemma 1.3. den ispat agiktir.m
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. - 2%p’ :
Buradaki tiim yoriingelerinin sayist z(p[[d, dp j} dir. ¢ sayisiin tek veya

dN
¢ift olma durumuna gore ydriinge sayisi kolaylikla bulunabilir.

a tek oldugunda N=2%p* nin bdlenleri;

D 1,2,2%,2°,..,2% igin ng((d,%)):zm“

dn=

II) p,2p,22p,23p,...,2“p icin (ﬂ;(qJ((d,I%)):zl,Zﬂﬂ (p—l)

) p2,2p%,2°p%,2°p?,...2%p* ici (d’N ):2|l§‘ﬂ“
) p,2p°,2°p p lg:lnd';l(p( A)

Bu durumda toplam yoriinge sayist: 2HH (p+1) dir.

a ift oldugunda N=2%p> nin bélenleri;

1) 1,2,22,2°,...2% icin Z(o((d,%))=2gl.3

dpe

1) p,2p,2%p,2°p,...,.2%p igin Cu;{(/)((d,l%)):Zg_l}(p—l)

1) p*,2p>,2%p%,2°p%,....2°p" igin d;(p((d,l%)):z?—{?,

a
G
2

Bu durumda toplam ydriinge sayisi: 2 .3(p +1) dir.

Teorem 2.4. NPSL(2,R) (FO (2“p2)) grubunun @ iizerinde transitif olarak hareket ettigi

maksimal alt kiimelerden biri;

52907 ) 1 1 1 1 1 7 1 1
Q(2%p7)= . v, 5 U...U 5 U...U o U o U...U > p V), 2 7 U...U o

dir. Bu kiime NPSL(Z,R) (FO (20‘p2 )) icin bir yoriingedir.
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. 1
Ispat. Yapilmasi gereken (J yOriingesinin NPSL(Z,R) (F0(2ap2)) ile hareketini

a b/2?

incelemektir. s 5
““pc d

(1 a+b 3
( a b/2 )( ]{ 43 J_( 2a+b J elemanini inceleyelim.

2%7p’c d - 2% pc+d 22" p’c+d)

j , ad—2%bp’c=1 eleman1 goz dniine alindiginda;

1

2’a+b 7
I 2 |{ b oldugunda, acgikca eya , ,
( ) /}/r ugu 9 Q 23(2a—3p20+d) ( v y (ZSJ (ZSJ (23]

a+b
1) 2||b oldugunda ise ,
(11)) || oldugunda 1se 22(2a 3pzc+d) ( j ( J

2a+b,
2027 plc+d) d)

(IID) 22Hb oldugunda ise ,

av) 23Hb oldugunda ise , &
2" 3p2c+d) 1

gaipte e 6dJ , 2%%ad-bp’c=1 elemani goz dniine alindiginda;

20 b/2\1)_[ 2a b ) (0 2%%awb ) [ 2fa+b
2°7p’e 2°°d)\1) [ 2ep2y0oiq) (2°Q2%7pe+2%°d)) \2°7(2°plc+d)

elemanini inceleyelim.

( 2964 b/2}

3 2°a+b 1 3 5 7
\%) 2)/( d oldugunda, P2 et d) € (2“'3] veya (2“_3}(2%3}(2“_3]

-3 1 3
VD 2||d oldugunda, 722 > a2+b € , | veya "
27 (2°p°c+d,) (2 2¢

o-3 1
(VID 22Hd oldugunda, _2 a+b el
2°"(2p’c+d,) (2%

2%3a+b

(VIID) 23 H d oldugunda, m

1
€ (TXJ dir. Boylece,
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MM MM Mo ]2 ] o o o M)

1 3 1 1 2 2}
D () e (V] A elde edilir. ap b/ , adp®—2%%bc=1 elemani
20( 20{ 2(2 20! 2(273 pZC dp2

g b/2° (1 2%ap” +b
g0z Oniine alindiginda, al: 5 R =l 5, D 3+ elemanini inceleyelim.
2%p’c dp” )1 2°p° (2% c+d)

Jap? 1 3 5 7
axy 2 /H/ b oldugunda, agikca —; 22 apj b S R I ) £ T O N N 1Y I
2°p* (2% c+d) \2°p 2’p 2’p 2’p

2 ap? 1 3
X) 2||b oldugunda ise , 222 ap j b el , ,|veya| , ,
2°p*(2*7c+d) \2°p 2°p

2 1
[9:4) ZZHb oldugunda ise, 2ap—_+b0 € 5
2p°(2*%c+d) \2p

2 1
xm  2b  oldugunda ise, _a b, ( j dir.

S
p2(2(1—3c +d) p2

(2‘“’ ap> b/2’°

gaipte ges dpzj , 2 %adp® —bc=1 eleman1 gdz &niine alindiginda;

706,02 23 \(1 2% %an> + b 2% ap’
( ap~ b/ J{ ]:[ P 43 = ap” +b elemanini inceleyelim.

2(7,73 pZC 20,76 dp2 1 Za_3pzc n za_é dp2 20,73p2 (23 c+ d)

xmp 2)d i 2" ap” +b ; ; > ’
1S€, € veya 5 9
2(7,73p2 (23 c+ d) 20&73 p2 y 2(173 p2 20(73 p2 20(73 p2

a-3 2 1 3
(XIV) 2||d oldugunda ise , _22 2ap2 +b €l 0w ol veyal ., ,
2°"p"(2°c+d,) \2%°p 2%p

o-3 2 1
(XV) 22Hd oldugunda ise , 2_1 Zap +b €l 0t »
27 p"(2c+d,) (2%7p

a-3 2 1
v 2[d oldugundaise, ——2 2 dir.
2°‘p2(c+d0) 2%p°
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Sonug olarak , NPSL(Z,R) (FO (zap2)) grubunun @ iizerinde transitif olarak hareket

ettigi maksimal alt kiimelerden biri;
@ (2p%) 1 1 1 1 1 7 1 1 di
= Y| _|U..U U...U U U...U ) U...U ir.m
p 1 2 23 20. p2 23 p2 2(173 p2 2(7. p2
Simdi imprimitif hareketi irdeleyelim;

178 .
GszPSL(Z’R)(FO(zapZ)); [0 éj ve Q= Q(2p*)

b/22) ( 2% b/2°
H=N,(2°p)=( I,%p>).| 2 :
0( p ) 0( p ) [2(1—31)20 d J [2a3p2c 2a6dj

A A
1 2

G= NPSL(Z,R) (FO (2a p2 ))

olarak tanimlandiginda,
NPSL(Z,R) (FO (2ap2 ))w i Ny (Zapz )j NPSL(Z,R) (Fo (2(11’2 )) oldugu agiktir.

b
a
Simdi burada a+d=2 olsun. A, =[ 43

elemanini inceleyelim.
2°Pp’c 2-a

detA, =ad—2“°bp’c=a(2—a)-2“bp’c=2a —(a2 + 2“*6bpzc) =1

b b _ b
A12 _ a 43 a 43 _ 2a—1 Az
2%5p%c 2-a 2% p*c 2-a

2°2p’c —2a+3

o B BH 2

2°7%p*c —2a+3)\ 2 %p’c —2a+3) \2“'p’c -4a+5

A18:(4a—3 %J(4a—3 %J_(ga_7 b

2°'p’c —4a+5 2%p’c —8a+9

s j elde edilir. Dolayisiyla
27p°c —4da+5

Aberl, (2"‘ p’ ) dir.
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Benzer sekilde a+d=-2 oldugunda yine Al8 el’, (Z“pz) elde edilir. Boylece
Al8 el (2“p2) < a+d=12 seklindedir. Acaba Al8 =1 < a+d=12 igin ¢oziim var

m1? Coziim gergekten vardir. Basit bir 6rnekle gosterelim.

b

a

A= 43 , detA, =ad—2"°bp’c=1 buradan 2% °bp’c=ad-1 ve
2°7p*c d

2 Obp’c=—a’+2a-1=—(a—1)burada a=9, p=7, c=2, b=-1,a=27+1

alinirsa, A, = (22'7 + _%3 ] , det=detA, =1-2*7*+2%7* =1 ¢Oziim vardir,
2072 1-227

Benzer sekilde islemler yapilirsa A,'° €T, (2“ p’ ) < a+d#0(mod2) elde edilir. Yan

sinif temsilcileri olarak ; {I,A1 ,Alz ,A13 , A14 , A15 ,Alﬁ , A17 } X {I,A2 ,Azz , A23 , A24 yeres Az15 }

= {I,AZ,AZZ,A;,Az“,...,Azls,AI,AIAZ,AIAzz,...,AIZAZ,AIZAzz,..., A17,A17A2,...,A17A215}

elde edilir.

Sonugl.1. ifadesinden

NPSL(Z,R) (To(N)):T, (N)‘ =2"h’s indeks hesabi kullanilirsa

N=2%p” alindiginda r=2,h=2° ve s=1.1=1 oldugu agiktir.

=2%2°1=256 ve N, (2%p*):T,(2%p)|=128

NPSL(Z,R) (FO (zapz )) T (2ap2)

oldugundan =2 olarak elde edilir. Ciinkii

NPSL(2,R) (FO (2a pz )) :Ny (2 p2)

NPSL(Z,R) (FO (zapz )) : FO (20 p2) NPSL(Q,R) (FO (2ap )) : No (2a pz) -]No (2a pz) : 1—‘o (2ap2)‘

| 256 - 3 ' 128

seklindedir. Denklik siniflarinin sayist (blok sayisi ) 2 dir.

2 2 ap2 y3 2 e .
Agtkea N, o p (FO (2ap ))=N0(2“p YU 27 N, (2%p?) bigimindedir.
PSL(2,R) 20320 dn?
pc dp
Amag , N (2%p’) grubunun elemanlariyla normalliyene yaklagarak normalliyenin

yapisini incelemek ve N, (2%p’) elemanlarini graflarla karakterize etmektir.
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"~" ile N,(2%p’) tarafindan Q (2“p*) lizerine indirgenen NPSL(2 R) (FO (20‘p2 ))
invaryant esdegerlik bagintisin1 gosterelim.

Imprimitif hareketin neticesinde olusan bloklar:

MMM
ERVADTESVERYEBVERS

Al

o QHOMEMEM MMM M

EAVRRVRRYANYARYE)

bi¢imindedir.

(NPSL(Z,R) (F (20‘ 2)) @(2“ 2)) transitif permiitasyon grubu olmak iizere

Fu 202 bicimindeki alt yoriingesel graf sayisi ¢)(2“p2) dir. Dolayisiyla koseleri [oo]

blogunda olan alt yoriingesel graf Fu 22 bi¢imindedir.
1=0,1,2,3,a-3,0-2,a—1, olmak iizere [o] blogundaki toplam graf sayisi
g/)(p2 ) + go(2p2 ) + g0(22p2 ) + go(23p2 ) + 40(2"‘*3p2 ) + (o(Z‘sz ) + gp(Z‘sz ) + @(2“ P’ ) dir.

Burada F 2 alarak asagidaki sonuglar elde edilir:

Teorem 2.5. £ 2 €[] ve Soxer a.n dir &
S S u, 2 p
y y
(@) 0<k<3 ve keZ olmak iizere 2°* pZHS ise

X =tur (mod2“‘3p2), ysius(mod2“p2)ve ry—sx =+ 2°p’
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2

(i) 23p2Hs ise x = iur(mod23p2), y= ius(mod2“p2)ve ry—sx =% 2**%p

2

(iii) 22p2Hs ise x = i2ur(mod 23p2) ,Y= ir2us(m0d 2“p2)ve ry—sx =+ 2*p

2

(iv) 2p2H s ise x = i4ur(mod 23p2) , Y= i4us(m0d 2%p? ) ve ry—sx =+ 2**p

220(*6 2

) pZHS ise Xzi8ur(mod23p2), yzi8us(mod2“p2)ve ry—sx == p

Ispat. "="

T X . a 2 . . u T(r x
g_>§EFu,20tp2 oldugundan dTe NPSL(Z’R)(FO(2 p )) oyle ki (OO,WJ—{g,g)

ve T(w)=—, T(%}Zi dir.
S 2%p y

b/2’
(i) 0<k<3 ve keZ olmak lizere 2“_kp2Hs ise T= ?2
27pc d

det T= ad—2“°bp’c =1 elemanini inceleyelim. Burada a ve d tektir.

b/2%) (1
T(0)= ?2 :%:£ = r=ave s=2°"p’c dir
27pc d 0) 2°°pc s

tek
23 — a-3 2
T u2 _ a b/ u2 _ :i13u42-2 bp 223 dir.
2°p 27p’c d )\2% 2°7pPcu+2°dp® y

Béylece x = +ur (mod 277 pz) , Y= ius(mod 2“p2) elde edilir.

a b/2°\(1 u a au+2""bp’ r X D
Aynica | ) w2 17| nas o w3 o , = matrisleri
27pc d 0 2%p 2%7pc 2" pcu+2%dp sy

icin ry—sx =2%dp’ —2°**p’cbp® = 2%p* (ad - 2“*6p2bc) =2%p* dir.
%—/
1

2

Buradan yukaridaki esitliklerle birlikte ry—sx = +2% p° oldugu aciktir. Benzer sekilde

c=2c,,2°c,,2’c, i¢in diger durumlarda gdsterilebilir.
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2%  b/2°

2 oS d] seklinde olup 2% °ad-bp’c=1 dir.Bu durumda b

(i) 2°p’[s ise T=(

a T

ve ¢ tektir. T(o0)= ST, T r=a, s= 2’p’c  ve a tek olsun.
u ) (2% b/2°)( u )_ 2"%au+2""bp’ = au+2’bp’  x
20L p2 2&—3p2c 20{—6d 20( p2 20!—3p20u + 22&—6 dp2 23 pZCu + 20{ de y
[S—

Boylece x = iur(mod 23p2) , Y= ius(mod 2° pz) dir.

2%  b/2°)(1 u 2%, 2% %au+2%7bp’ rox
Ayrlca o-3_.2 o-6 a2 | a-3_2 a-3_2 200-6 3.2 -
2%7pc 2*°d {0 2%p 2%7pc 2"7picu+2°“"dp sy

ry_SX: 230!712adp2 _ 220{76p2bcp2 — 22a76p2 (2076ad_bp2c) — 220176p2 ve ry_ SX = izza—6 p2
—

1
dir. Benzer sekilde islemler yapildiginda a =2a,, 2’a,ve 2’°a, igin (iii) , (iv) ve (V)

durumlar da gosterilebilir.

n <: ":
(i 0<k<3 ve keZ olmak iizere 2°°* p2H s ise x=zur (mod 2“‘3p2) ,
y= ius(mod 2“p2) ve ry—-sx=%2%p’ olsun. Bu durumda 3b,deZ oyle ki

x=ur+2°°bp’ ve y=us+2%dp’ dir. Bu esitlikler determinantta yerine yazildiginda

ry —sx =r(us+2“dp*) —s(ur+2° " bp*) = 2%rdp”> —2* bsp” =2%p” elde edilir. Dolayisiyla

b
r
2%p” ile bolme yapildiginda rd—%s =1dir. Buna gore T, :=[ é3} detT,=1 ve
S

0<%k<3 igin 2“_kp2H s gbz 6niine alindiginda T, e T,(2*p*) = N,(2*p?) dir.

20—
2616

(ii) 23p2Hs , x=zxur(mod2’p’), y=+us(mod2” p°) ve ry-sx= + p> olsun.

Bu durumda 3b,deZ &Syleki x=ur+2’bp’ ve y=us+2%dp’ dir. Bu esitlikler ile

birlikte 1y —sx =r(us+2“dp?)—s(ur+2°bp?) = 2%rdp* — 2°bsp® = 2**¢ p? elde edilir ve
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ciqeee . . 206 2 - veqes . es rd _bS _ . .
esitliginin her iki tarafi 2 p~ ile boliindiigliinde Aa_é Aza—z 1dir. Buna gore

r %2(1—3
S %a—6

(iii) 22p2Hs , Xx==%2ur (mod2’ p*), y=+2us(mod2® p’) ve ry-sx ==+ 2**7%p’

T, = , detT,=1 ve 23p2Hs igin T, e,(2“p’) = N,(2°p’) elde edilir.

olsun. Bu durumda 3b,de Z dyle ki x =2ur+2’bp* ve y=2us+2%dp’ dir. Bu esitlikler
ile birlikte ry—sx =r(2us+2*dp?)—s(2ur+2°bp*) =2%rdp® — 2 bsp? =27%"° p? elde edilir

ve esitliginin her iki tarafi 22*7® p* ile boliindiigiinde T%a_é —b%za_3 =1. Buna gore

r %za—3
S %a—6

(iv) 2p2Hs , x=+4ur (mod2’p?), y=+dus(mod2” p*) ve ry-sx =+ 2°%°° p?

T, = , detT,=1 ve 2°p’ Hs oldugundan T, € N,(2%p?) dir.

olsun. Bu durumda 3 b,de Z 6yleki x =4ur+2°bp> ve y=4us+2%dp’ dir. Bu esitlikler
ile birlikte ry—sx=r(4us+2%dp®)—s(4ur+2°bp?) =2"rdp® —2°bsp® = 27“® pesitliginin

her iki tarafi 2°%7° p? ile boliindiigiinde Y%Q_G —b%za_3 =1. Buna gore

r %2%3
S %a—é

T, = , detT,=1 ve 2p2Hs oldugundan T, € N,(2%p?) dir.

v) pZHS , X =1 8ur (mod2’ p?), y = +8us(mod2® p?) ve ry-sx =+ 2°*°® p?olsun.
Bu durumda 3b,deZ o6yle ki x =8ur+2’bp° ve y=8us+2%dp’ dir. Bu esitlikler ile
birlikte ry—sx=r(8us+2*dp*)—s(8ur+2°bp*) = 2“rdp® —2°bsp® =27 ° p’elde edilir ve

Cigeoe . . 20-6 2 . weqes oo en rd _bS — .
esitliginin her iki tarafi 2 p~ ile boliindiigiinde Aa_ﬁ Ama 1. Buna gore

r %2a—3
s %mé

T, = , detT,=1 ve p’ Hs oldugundan T, e N,(2%p*) dir.m
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Lemma 2.3. (u,N)=1 ise u’+uk+1=0(modN) olanbir keZ vardr.

Ispat: (u ,N) =1 oldugundan ux+Ny=1 olan x,y€Z -elemanlar vardir. Bu durumda
ux =1 (modN) dir. Boylece ux(—u2 —1) =—u’—1 (modN) dir. k== x(—u2 —1) alirsak

uw +uk+1=0 (modN) elde edilir.m

u u’ +uk+1
Sonug¢ 2.2. Lemma 2.3 den hareketle agcikca W = N I, (N) dedir ve
-N u+k

ayrica k=1 ise ¥ 3. mertebeden eliptik, k=0 ise ¥ 2. mertebeden eliptik ve k =2

ise W paraboliktir. Eger k=1 ise F, deki her devre minimal uzunlukta degildir.

Omegin, u=2 , N=7 almrsa u’+u+1=0(modN) ve ‘P:( .

1
SJ dir. Ayrica

Teorem1.20. den kenar sartlar1 dikkate alinirsa % — 4i7 - % —>% hiperbolik ticgeni
elde edilir.
1 S 4
7 4.7 3.7
Sekil 2.2. F, , alt yorlingesel grafinda H -Uggen
; 1 5 4 . q e - L
Boylece ——>ﬂ—>ﬁ hiperbolik egrisi  F,, de minimal uzunluklu bir egri

1 4 2 11 64
degildir. Cinki —«— F de hiperbolik egridir. Diger taraftan — —> — —> ——
8 ¢ 7 37 P 8 8 7 6.7 357
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F,, de minimal uzunlukludur. Ciinkii kenar teoreminden, burada , %ﬁ %

olamaz.

Teorem 2.6. «>8 ve p>3, p asal say1 olmak iizere N=2%p> ise F s 2 alt
u,2=p

yoriingesel grafinda tiggen yoktur.

Ispat. Varsayalim ki, >8 ve p>3 ,p asal olmak iizere N=2%p” igin F . bir
u,2%p

tiggen devre igersin. Dolayistyla tiggen devre o0 — v, > v, - o bi¢iminde olmalidir.

Buradan k, 7, m,n, x,y pozitif tam sayilar1 i¢in l — i == ‘ > l yazilabilir.
0 2"yp 2"k.p 0

Agiktir ki x ve [/ tektir. l—) kenarindan xX=u (mod 2“73p2) ve

2m yp2

2"yp’ =2 = 2"y=2% elde edilir. Eger y=1 ise m=a dir. Boylece

l—) 1 == ‘ 5 —>l elde edilir. Eger 5 —>l kenarinda n=3 olsa

0 2% 2"k.p 0 2"k.p

2’kp? =2**"p? ise bu durumda k=2**" bulunur. Buradan — — 22(1%6 > Ve
p p

227 0pru—¢p* =2*°p? olurkibuise ¢ nin tek olmasiyla gelisir. n=0,1,2 durumlar
da benzer sekilde gosterilebilir. n=a olsa 2%kp”> =2%p”> oldugundan k=1 olur.

! 4 L de edilir, 2

2
- -
O 20( p2 20!p2 O 20{ p2

—>20(L2 kenarindan 2%p*u—2%/p* =2%p

dir. Buise u—-/=1 oldugunu sdyler. u tek oldugundan ¢ ¢ift olmak zorundadir ki bu

durum bir ¢eliskidir. Benzer sekilde n=a-1,a—2,a—-3 durumlar1 da gosterilebilir.

Eger y,eN" olmak lizere y=2y, seklinde ise ispat yukaridaki yapilan islemlere

benzerdir. Dolayisiyla  F . alt yoriingesel grafinda tiggen i¢in gerekli olan kenar
u,2%p

sartlar1 saglanmadigindan F de bir iiggen devre yoktur.m
u,

2“p2
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Ancak N=2%p’ i¢in F por2 alt yoriingesel grafinda l—) Y —>% olacak sekilde
u,2=p

P

bir ikigen oldugu aciktir. Clinkii —>% kenarindan 1=-u’ (modZ”‘*3 p2) olup

4
20lp2

w+1=0 (mod 2“_3p2) elde edilir.

=)

u
20{p2

Sekil 2.3. F 5 alt yoriingesel grafinda ikigen
u,

(xp2

Teorem 2.7. ¢ >8 ve p>3 , p asal say1 olmak iizere NPSL(2 R) (FO (2ap2)) nin F

u,2°‘p2

alt yoriingesel grafi, n>4 olmak iizere bir ormandir, yani hi¢cbir n—gen igermez.

s de minimal uzunlukta bir devre olsun. Ayrica D

Ispat. Aksini varsayalim. D, F
uw.2"p

devresinin  yonlenmis  oldugunu kabul edelim.Bu durumda D  devresini

% —>V, =V, >V, —>..—>V, > bi¢iminde alabiliriz.Ustelik D devresinin o dan

u ut2%p?
2(1p2 > 2(’.p2

farkli koselerini { } araliginda v, <v, <v, <..<v, olacak sekilde

secebiliriz .Clinkii burada alinan herhangi bir devrenin periyodu 1 dir. Teorem 2.5. den

u ut+2%p?

V=—— veya Vv, =——0 ——
| 207 ya v 2007

dir. Ciinkii 1 X dir < p’l0, 2p’l0, 2°p70,
0 y u2%p’

2%p%0 ,2°7p*0 , ....,2%p’|0  oldugundan  y.1=2%" ve x=lu (mod2“’p’)

+2%% +2%p?
kosullarini1 saglayan R P veya 2 =u2a—§ olabilir.Eger v, = uzg E
y p y p p

ise v,
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+2%p* o :
L,u de v, > olan tek koselidir. Cilinkii segilen devre
2(7.p2 2(7.p2 k
0DV, D>V, DV, D> ..V, DO bi¢imindedir. v, = 2(1% alalm. Bu durumda
p
2a—rpz — % eF Yoy oldugundan Teorem2.5. den 1= —ur (mod2*~p*) dir.
o0 o0 00

N YT N

u v y _u+2%
zap2 2ap2

Sekil 2.4. F - alt yoriingesel grafi-I
u,

p2

Diger yandan F ) de komsu iki kose arasinda bir tam say1 bulunamayacagindan
u,

ap2

: : roo. .
devre 1 in sol tarafina gegmez. Yani v, = Za—pz ise r>2%? dir.

Bu durumda Jk>0 olmak iizere r=2%?+k bicimindedir. Ayrica r<2%p’+u
oldugundan k<u<2%? elde edilir. 1=-ur (mod2°”p®) oldugundan dolay1

l=-u (2“ p’ +k) (mod2“~p*) denklemi elde edilir.

1

—>—¢eF . dir. Ancak %<1 bu ise bir

2p* 0 u2dp? 2%

Buradan 1=-uk (mod2“°p’) <

celiskidir. Dolayisiyla bdyle bir D devresi yoktur.
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u u+2%p’
X pz V, cee vk—l Vk 1 20’—p2
Sekil 2.5. F o alt yortingesel grafi-11
u,2%p
Boylece D devresi olarak oo —>20?—2 -V, >V, >..—> v, > alabiliriz. v, > ;a——i_i
p p

dirv, vy >v F s de bir kenar olacak sekilde v, den daha biiyiik olma kosulunu
u,2=p

saglayan en biiyiik rasyonel say1 olsun. v, nin v ye esit olma zorunlulugunu gosterelim.
Farz edelim ki v, <v olsun. Eger v , D de bir kose ise v=v, diyelim. Bu durumda
daha kisa uzunluklu bir 0o v, > v, > v, > ... > v, >0 devresi elde edilir ki, bu D

devresinin minimal uzunluklu bir devre olmastyla ¢elisir.

Eger v, D de bir kdse degilse Dde v, <v<v,, olan v, ve v,, koseleri mevcuttur.

Buv—>v ve v,->v, kenarlarinin  F de kesistigini gosterir, bu ise bir
u,20‘p2

celiskidir. Ciinkii F 5 nin kenarlar1 U/ da kesismezler. Boylece v, =v dir. v, <v,
u,

o2

p
m
u+k7
oldugundan m ve k, pozitif tam sayilar1 i¢in v, :2“—p20 dir. v, >v, Fu,2°‘p2 de
bir kenar oldugundan ~ 2%p*v, - 2%p*v, F s de bir kenardir ve¢ m=1 olmak
u,27p
m
u+—
u k, uk,+m

zorundadir.  Ciinkii elde edilir. Buradan

202 - 202 = 2ap2k0 € 1,20 p2

2%k,p’u —2%,p*u—2"p*m=-2"" = m=1 dir. Teorem 2.5. den,
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u _<) uk, +1
2(1p2 2(1p2k0

kenarindan uk, +1=-u’ (mod 247 pz) elde edilir. Dolayisiyla

1
u+—
kO
20!p2

buradan u’+uk,+1=0 (mod 2“’3p2) oldugu goriiliir. Bu yiizden v, = ; burada

k, , u’+uk,+1=0 (mod 2“"3p2) denklemini saglayan minimal pozitif tam sayidir. k,
sifir ise zaten ikigen oldugu agiktir.
2

2 2

Buradan 1<k, <2“°p® oldugu goriiliir. Ciinkii k,>2“"p> olsa mod2“’p* ile
celisir. Eger k,=2""p> olsa u’+2* up’+1=0 (mod 2"’3p2)denklemi elde edilir.
Buradan u*+1=0 (mod 207 pz) denkleminden s6z konusu kenarin kendisiyle eslesmis
oldugunu soyler.

2
k,=1 olsa u’+u+1=0 (mod2a‘3p2) ifadesinden [&ﬂj =u (mod2“‘3p2) celiskisi

cift

elde edilir. Agik¢a goriilmektedir ki u®+uk,+1=0 (mod 2“’3p2) ve (u,2°"3p ):1
oldugundan k, cift olmak zorundadir.u® +uk, = -1 (mod 20"3p2) ise Jk, €Z odyleki

u(u+ky)=-1 (mod2a'3p2) olup uk, =-1 (m0d2°"3p2) dir.

%{_/
kl
3 u’+u+l
N=p’> oldugunda T := p’ det T=1 ve u2+u+150(m0dp2) ,
-p’ u+l

p=1(mod3) olup NPSL(z,R) (FO (2“132 )) 3. mertebeden en ¢ok bir periyoda sahiptir.

a+l
290242 2 u+l
-2%u >
N=2%p? ve ¢=1,3,5,7 oldugunda T:= p detT=2%,

atl (a1
2%p* 22 [2 2 u+1]

a+l a+l

a+d=22 2au2+27u+150(m0dp2) icin p=1(mod4) olup

NPSL(2,R) (FO (2"‘p2 )) 4. mertebeden en ¢ok bir periyoda sahiptir.
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a
290 +22u+1
2

p det T =27,
—2%p? 22 (22u+1J

N=2%p®> ve a=2,4,6 oldugunda T:

a

a+d=22 2°0’+22u+l= O(modpz) icin p=1(mod3) olup NPSL(2 R) (FO (2"‘p2 ))
3. mertebeden en ¢ok bir periyoda sahiptir.

Simdi asagidaki doniisiimii tanimlayalim:

U u’ +uk, +1
P:= 2%p? , detgp=1 dir. Budurumda ¢eN, (2"p2) dir.
-2°p  u+k,

u? +uk, +1

w BP0y u .

2p =| _, ,|==—=v oldugundan @(x)=v ;
Y o 0 -2°p 2%p

-2%p u+k,

L wirukerl) o oy u
27 p? { J_ Uk 1 _ 0 =v, dir (P(V1):V2 ve genel olarak ;

20{ 2 _2a 2k - 2a 2
_2ap2 u+tk, p p K, p

u’ +uk, +1 x P uk, +1 U(ko—xj-i-l p—
2ap2 y — y _ y —

e 2X e o 2°p
—2%p’ u+k, 2p* ) 2 P2;+2 p’k, 27p’ (ko—xj P
y

koy—x

X y u’ +uk, +1
w s uk Uz
oldugundan ¢ )2; = 0)/2 dir. Ustelik  o¢(z)= - P ,
2°p 2°p —2pz+u+k,

+k . . .
(—oo,uza ZOJ arahg iizerinde kesin artandir. Bunun i¢in  ¢'(z)>0  oldugunu
p

gostermemiz yeterlidir;

o —u(—2apzz+u+k0)—(—Z“PZ)(—uZJruz—;llljgﬂ] | "y
z) = = 1r.
? (—2"’p2Z+u+k0)2 (—2"‘pzz+u+k0)2
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u’ +uk, +1 u’ +uk, +1 ut+—
—u 2 u —u a2 k,
2°p = = 2p . o= - Ve
a2 2ap a2 2 p Zap
2°p u+k, 2°p u+k,
1
u+
2 1
u” +uk, +1 1 ky——
-u ——— | ut k ) .
2%p’ O e 0 ... seklinde devam eder. Yani
a P p
2°p u+k, 2%p?
u+ !
u+ 1 k, - !
1 1
u+— ky—— k,——
1 u k, k, k,
- a 2 a 2 - a 2 - a2 -
0 2% 2°p 2°p 2°p
1
K — 1
elde edilir. Dolayistyla ° Kk 1 kesrinin k, >2 icin bir irrasyonel say1 oldugu
0
kO
1
k,— !
gL
0
aciktir. ky kesri sonlu adimda olmasi halinde k,>2 icin bir tam sayi
-l
k0
olamaz. Gergekten tiimevarimla gdstermeye calisalim. ilk adimda — ¢ Z oldugu agiktir.
0
1
k,— !
L
0
k.adimda dogru olsun. Yani kKo ¢7Z olsun. k+1 . adimda da dogru oldugunu
-l
k0

gosterelim.
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1
k,— ]
K=~ m 1 ) .
Ky == olmak iizere k+1 . adim — Ve (mn)=1 seklindedir.
n
: k,——
. n
ky——
k0
. m . 1 n
Varsayalim ki €Z olsun. —<1 dir. Gergekten = >1 olsa
m n m kn-m
k0 N 0o ‘
n n
m ., . m . .
n+m>kn = —2k,-1=1 olurkibuise —<1 ile gelisir. Dolayisiyla <1
n n k,n—m
1
u+k—
dir.k,>2 igin ¢ 7 dir. e - kosenin gidecegi en uzak kése ——- ve en
K _m 2%p 2%p
 n
1
u-+ ki
yakin kose ise yoktur. Benzer sekilde 2 =~ kosesinin gidecegi en uzak kose
p
1
u+ ]
ky—— u+—
Y 0 olmasmma ragmen en yakin kose yoktur. Gergekten > >,
p p
u’+uk,+1=0 (mod 2"’3p2) oldugundan F _ de bir kosedir.
u,2%p
. . 0 < S us+t . a-3 2
Simdi —— eI olsun. Bu takdirde us+t=-u(uk,+1) (mod2 p ) ve
P p

(uk, +1)2p’s—27p’k, (us+t)=-27p* ise uks+s—uks—kit=-1 = s=k -1
dir. Bir 6nceki denklemde yerine yazalim.

u(kyt-1)+t=-u’k,—u (mod 2“73132) ise  u’k,+t(uk, +1)=0 (mod Zaispz) ve

uk, +1=-u’ (mod 2°7p? ) buradan u’k, —u’t=0 (mod 2“’3p2) ise t=k, (mod 2'Hp2)

dir.

. k 20{*3 2
dir. Bu durumda t =k, + 27p’x , xe NU{O} ve bdylece ! = Rt 3p2x
s ky(k,+2°7p’x)-1
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k, +2° 7 p’x 27 p’x+k,

:NuU40 R = =
SNV =R L f(x) ko(k0+2“‘3p2x)—1 2°7k,p’x+k; —1

fonksiyonu

kesin azalan bir fonksiyondur.
27 p” (2 k,plx + kg —1) =2k p? (2“7 p’x+k, )

/) (27 k e+ k2—1)

_2a—3p2
T e 2 2 2 <0
(2 k,p’x+k; 1)

dir. Boylece f fonksiyonunun alabilecegi en biiylik deger x =0 daki degeridir ki bu

k
u+270 2
— k,—1)u+k
degerde ——"— dir. Yani , u01{<02+1 — Glfoz 1:( - . )2 ° dir. Burada
k2 -1 2°p’k, 2%p 2°p” (ky -1)

((ké —l)u +k,,2°p’ (ké —1)) =1 seklindedir. Gergekten, ((ké - 1)11 +k, ,(ké _1)) =1

oldugundan ((ké - l)u +k,, 2“p2) =1 olup olmadigin1 kontrol edelim. 1< 250 > olmak

P
izere  ((kg—1)u+k,,2°p’)=n, olsa (kj—T)u+k, =k, (ku+1)-u=0 (modn,)
olurdu. n,[2°p*  ve k, cift oldugundan 2[n, dir. Buradan p|m, olur.
(ki -1)u+k,=0 (modp) ve wu’+uk,+1=0(modp) denklemlerini kullanarak
ko(k,u+1)=u (modp) buradan -k, (u’)=u(modp) elde edilir. Bu takdirde

uk, =—1(modp) yani uk,+1=0(modp) geliskisi elde edilir.

k0
u+ e
Buradan ((ké —l)u +k,,2°p’ (ké —1)) =1 olup 2“—;2 Fu,2°‘p2 de bir kosedir
ve uk, 2+1 > in gittigi en uzak kosedir.
2°p’k,
a=-3_2
lim f(x)=1lim ko +2 3p2x 1 oldugundan uk, 2+1 > 1n gittigi en yakin kose
x>0 xX—>0 kO (kO + 2%~ p x)—] kO 2ap kO
) .. uk,+1, e 1 - )

s0z konusu olamaz. Clinkii —= m gittigi koseden daha kiigiik sonsuz tane kose

vardir.
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X z
X - u+— u+—
Simdi = << k, i¢in ¢ 2“p); <0 5 W | dir. Eger x ve y pozitif tam

sayilar L1 ise Y <1 oldugunu belirtelim. Aslinda k,>2 ve y>x
Y koy_x
oldugundan  k,y—x>y olup " <1 dir. Boylece i  pozitif tam sayisi i¢in
oV =X
1 urd | ue wt !
; u+ g 4 y y—x
o' (v)< 2“—])2 oldugunu kolayca gorebiliriz. ¢ 277 = 2“0p2 ve v, =——
u+ !
1
k,——

g ) k, u+l
oldugundan ¢(v,)=v, = o(o(v))=¢"(v)=0(v,)= 7y 75 kosulunu
saglar. Dolayisiyla islemlere devam edildiginde VieZ igin (pi(v1)<;a——'_1 oldugu

p

goriiliir.

Ayrica 0<i<k-1 i¢in v, =¢'(v)=¢"" () oldugunu timevarim ile
gosterelim. 1<i<s 1i¢in v, =" (v) olsun. Bu durumda v, =¢*(v,) dir.

Gergekten, eger esitlik s6z konusu degilse 6nce v, , < ¢’ (vl) oldugunu kabul edelim. Bu

durumda N, SL(2.R) (F 0 ( 2%p° )) Fu,za 2 nin kenar ve koselerini transitif olarak permiite

ettiginden  dolay1  ¢*' el (Z“pz) olmak iizere v, —>v, eF ise
u,2% p2

¢ (n)>e T (v)e Fu,zapz ise v, >0 ((p(v1 )) =¢°(v,) , Fu,2°‘p2 de bir kenardur.

(PS(Vl) , F

s 2 de bir kdse olsa da D devresindeki koselerden biri olup olmadigim
u,2=p

bilmiyoruz. Eger  ¢°(v;) , D de bir kise degilse ¢°(v,)<v, ve VieZ igin
¢'(v)< ;1;1 <v, oldugundan v, <¢*(v;)<v,, olacak sekilde koseler mevcut ve bu

durumda v, »v,, ile v, ¢'(v,) kenarlar kesisir, bu ise bir geliskidir. Eger ¢°(v,) ,

D de bir kése ise  v,; <¢*(v;) oldugundan m>s+2 igin ¢°(v,)=v, dir. Ancak bu
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durumda daha kisa uzunluklu bir ©©c »>v, ->...>v, > v —v,_—>oo devresielde edilir ki
bu da bir celiskidir. Simdi son olarak v, >¢° (vl) kabul edelim. Bu durumda
Ve >0° (1) > 97 (v) dir. Ciinkii v, <v, ve ¢ kesin artan oldugundan ¢(v,)<o(v,)
diger taraftan  ¢(¢(v))=¢"(v)=¢(v,) oldugundan ¢(v)<¢’(v,) dir. Buradan
¢(v)<9*(v,) ve ¢ kesin artan oldugundan (p((p(vl))<(p((p2(vl)) = ¢’(v)<¢’(v)
bu sekilde isleme devam edildiginde  ¢*?(v)<¢™ (v) <0 (v) elde edilir.
O (v)<oT (w)<e (v) ve (P_(S_l)((ps_z("l)):w ((p(oo):"l =0 (v) =0 )

oldugundan ¢ ™ (v,,)>¢ " ((ps (v )) =¢(v,)=v, dir. Boylece v, —>v, eF -
u,2=p

ve 0V (v)>0 (v, )eF o

5 dir, ki bu v, nin se¢imiyle celisir; ¢linkii
u,27p

e (v)=v, dir.

Y V) (Pi(H) (Vs+1 )

Sekil 2.6. F ) alt yoriingesel grafi-II1
u,

(xp2

Sonug olarak 0<i<k-1 ig¢in v, =¢'(v) dir. Bdylece v, < ;—Jri bir ¢eliskidir. Son

olarak minimal uzunluklu bir ters yonlenmis D devresinin mevcut oldugunu farz edelim ve

t>1 i¢cin o>y = 2“—pz — v, < V,;..v, > ©biciminde oldugunu kabul edelim.

Yukaridan i<t i¢in v,=¢'(®) oldugunu biliyoruz. v, v, «<v F yag? de bir kenar
u,2=p

olacak sekilde

u R o T
e den daha biiylik olma kosulunu saglayan en biiyiik rasyonel say1
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arl u
olsun. Buradan pozitif m tamsayis1 igin v = ~a r? dir. Gergektende v, v, = S den
p p
k
u+—
daha biiylik bir rasyonel sayr oldugundan v= X rgl alabiliriz. v, «v  ve
. k +k
2°p’y, «-2°p’v F de bir kenardir. Buna gore u< u+—=21"% g
u,2ap2 m m u)zap2
1
u+—

um-um-k=-1 < k=1 elde edilir. Bu yiizden V1=L2(—V= I eF 5
2°p 2°p u.2%p

buradan 1 T um+1 eF , & 2°p” | 2“mp’ oldugundan dolay1 bdylece
2°p 2“mp u.2%p

u=(um+1)u (modZ‘sz) @—uszO(modZ‘sz) ifadesi ve (u,Z‘H):l olup

2°7p*|m  elde edilir. Ayrica v en biilyilk oldugundan 2°7p*=m dir. Ciinkii

1
u+—

2au > T mz olmasi halinde 2°7p’|m oldugunu gosterdik. Bu durumda 3k € Z
p mp

m=2°"kp’ , ancak m biiyiidiik¢e v kdsesi v, kosesine yaklasir, bu ise v kdsesinin en

biiyiik olmasi ile gelisir, dolayisiyla k=1 almaliyiz, bdylece 2 p* = mdir. Bu yiizden

1
u+—
v, <v= 2 I? elde edilir. Yonlenmis devre igin yapilan islemlerden v, kosesinin de
P
u+ 1 u+ ©
5 I formunda oldugunu biliyoruz. Béylece k, <2*’p®> oldugundan v< > L dir.
P p

Dolayisiyla t , 1 den daha biiyiik olmak zorunda, aksi halde o0 —v < v.y > ©

1
u+-—
0

alimirsa s >3 olmak tizere v<v, = S0
p

dir ve yonlenmis devre i¢in bu noktanin kdse

oldugunu biliyoruz, bu durumda daha kisa uzunluklu bir ow©—>v, 5>v. —>.y > ©

devresi elde edilir ki bu bir ¢eligkidir, ¢linkii ispat yapilirken 6nce D devresi minimal

uzunlukta alindi, sonra ters yonlenmis oldugu kabul edildi, su halde yonlenmis de olsa
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wt!
daha kisa uzunluklu bir devre elde edilmektedir. Boylece v, —>v, :211—20 almak
p
zorunday1z.
w=¢"" () olsun. v, >v, € Fu’zap2 , buradan ¢ (v,) > ¢ (v,)€ Fu’zap2 dir.

0<i<k-1 gbz oniine alindiginda buradan v,,, =¢’(v,)=¢™" (o) esitligi kullamldiginda

v, >0 (1) =y, € F e oldugundan v_, #w oldugu goriliir. Aksi halde kenar

p

sartlarindan secilen devrede var olan v, <«v,, 1ile az once elde edilen v, —>v,,

+1

durumlant v’ =-1 (mod 2“*3p2) oldugunu soyler ki k, <2“”p* oldugundan bu ifade

W <w esitsizligi dogru olmak

de u’+uk,+1=0 (mod 2‘”*3p2) ile gelisir. Bu yiizden v

zorundadir. Ciinkii v, >w ise (pf(tfl)((pt_z(vl))=oo , 07 (v)<9'(v) ve boylece

07 (1) <0 (n)=0'(¢(x)) =" () =w<v,, olup o) > (w)=v, ve

—(t-1 —(t-1 . . . .
o )(vt)=V1 o )(Vt+1)>"2 Fu’zapz de bir kenardir ki bu v,  kosesinin

se¢imiyle celisir. Ancak v, <w ise s=>t+2 icin w=v, elde edilecekti ve bu yiizden

daha kisa uzunluklu bir © —>v, > ...—>v, > v, > ..y, > o devresi elde edilir ki bu yine

bir ¢eliskidir. Bu da D devresinin yonlenmis olmak zorunda oldugunu sdyler.m

2.3.N=3?p’ i¢in NPSL(Z,R) (Fo (32p2 )) nin Alt Yoriingesel Graflan

b/h
p>3 ve p asal say1 olmak iizere N =3°p” i¢in  h = 3 tiir. T= o ,
cN/h de

e|[N/h* elemani goz oniine almirsa  detT=e=1,p* dir.

Buradan normalliyenin elemanlari

b/3 > b/3
T, = a2 , ad-bp’c=1 ve T,= ap2 o, adp’—bc=1
3p’c d 3p7c dp

seklindedir.
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Lemma24. T, (32 pz) grubunun @ tizerindeki hareketinin yoriingeleri;

0 (H I o Haw Mo M)
o (IG5

(iii) 3a j seklindeki yoriingelerin sayist (p(3p) = 2(p — 1) tanedir. Bu bi¢imdeki herhangi
P

e e a, a, .. .
farkl1 iki yoriinge ) icin a, #a, (mod3p) dir.
3p) \3p

a
(@iv) (32 ] seklindeki yoriingelerin sayisi (p(p):p—l tanedir. Bu bicimdeki herhangi
p

e b ) (b} .. .
farkl iki yoriinge 3 3% icin b, #b, (modp) dir.

2.2
Toplam yoriinge sayisi: Zgoud , 3 ;) D = 4(p +1) dir.
dN

Ispat. Lemma 1.1. ve Lemma 1.3. den ispat agiktir.m

Teorem 2.8. NPSL(Z,R)(FO (32p2)) grubunun @ lizerinde transitif olarak hareket ettigi

maksimal alt kiimelerden biri
Q3% RO 1o 2ol Mol ol 2o ! di
:: 11'.
P 1 3 3 3? p’ 3p° 3p° 3*p’

. 1
Ispat.  Yapilmasi gereken (lj yoOriingesinin NPSL(Z,R)(FO (32p2)) ile hareketini

a b/3
incelemektir. (3 5 d J, ad—bp’c=1 elemam goz oniine alindiginda;
pc
a  b/3)(1) [a+b] 3a+b - N
R = = 5 rasyonel sayisi elde edilir.ad —bp°c=1 i¢in
3poc d )l 3plc+d 3(3p'c+d)

a,d tek ve bile cden en az biri ¢ift olsun. Bu durumda,
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3a+b 1
i 3/ d oldugunda, acikca ———— €
W 3f 8 S 3 Gpie+d) 3)
2
() 3fdve 3a+b iftise #e
3B3p°c+d) \3
1
i) 3d oldugunda ise . ——o° el | dir
3 (p c+d0) 3
2
P 5 b /S , adp’>—bc =1 eleman1 gz oniine alindiginda;
3pc dp
> b/3)(1) [ ap’+b 3ap” +b
(apz zj( j: P A = ?p " sayis1 elde edilir. adp®—bc=1 igin a,d
3p'c dp” )\l 3p°c+dp’ 3p°(3c+d)

tek ve bile cden en az biri ¢ift olsun. Bu durumda,

2 1
Giv) 3 /\/( d oldugunda, 32ap—+be 5
3p"(3c+d) (3p

2a 2
v 3/ d ve 3ap’+b ciftise ——2 ¢
© e i ditie S0 (3132]

: 1
o)  3d oldugunda, —2 P [ '} 4
3 p(c+d,) 3p

a,d c¢ift ve bve ctek olsun.

2 1
(vii)  3|b oldugunda, ap—“’oe( j

p’(Bec+d) \p’

. 1 1 2 1 1 1 2 1 o
Boylece i U 3 U 3 U 32 U p? U 3p? U 3p? U 3 elde edilir.
Sonug olarak N SL(2.R) (F 0 (32p2 )) nin Q iizerinde transitif olarak hareket ettigi maksimal

alt kiimelerden biri

o= (oMM o

Simdi imprimitif hareketi irdeleyelim:

1 ~
G = NPSL(LR)(FO (321)2))00<(1 AD ve Q= Q3%

0 1
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H=N,(3%p%)= F0(32p2)[ / pj[ / ]
3*pc  dp

A B

G= NPSL(Z,R) (FO (32p2 )) olarak tanimlandiginda,

NPSL(Z,R) (FO (32p2 ))w < N, (32p2) < NPSL(Z,R) (FO (32p2 )) oldugu aciktir. Dolayisiyla,

ap’ b/3j[a b/3

pzl(m0d3) olmak tizere [3p2c a0 lape d jENPSL(Z,R)(FO (32p2)) igin

a+d=1olan a ve d mevcuttur.

Buradan A° el,(3°p’) © a+d#3k , keZ ve B26F0(32p2) dir.

Yan smif temsilcileri olarak ; {I,A,Az,A3 AYA° } X {I,B} = {I,B,A,...,AS,AB,...,ASB} dir.

2 _
Nesi(2,8) (r0 (32p2)) :T,(3°p%)| = 22'32'5 =24 ve |N,(3p’):T,(3°p")|=12 oldugundan

=2 olarak elde edilir. Ciinkii,

Nosi(2.8) (1o (3°p*)): N, (3°p")

[N,(37p"):T,(3°p")|
12

NPSL(Z,R)( (32 2)) F(32p2) pSL(zR)( (32P2)) 0(32132)
24 3

seklindedir. Boylece denklik siniflarinin sayis1 (blok sayisi) 2 dir.

b
AJ N, (3p®) dir.
d

Astksa Ny 5 (ro(3%%))= N0(32p2)u( a2
’ 3p°c

"~" ile N,(3’p’) tarafindan @ (3°p?) iizerine indirgenen NPSL(Z,R) (FO (32p2))
invaryant esdegerlik bagintisin1 gosterelim. Imprimitif harekete bakalim:
— — 2.2 _ 2.2
Teoreml1.19. dan a =0 , G NPSL(2 R) (FO (3 p ))oo , G_NPSL(Z,R) (FO (3 p ))

ve H=N0(32p2) alinirsa g(o0)~h(w) < g'heH oldugundan;
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1 0)(1 b2\ (1
~ A = az eleman1  ad-bp’c=1 oldugundan, 3}'fa ise
0 1){0 3pc d 0 3pc

2

1 1 1
, | 5 3lla ise dir. Eger 3/Wa ve 3|c ise , » | » a=2k biciminde ise
p 3p

§
[

p
2 1 0)\(1 2 1

, | dir. ~ 3p2 b2 = Zl elemanm adp® —3’bc=1 oldugundan
3p 0 1){0 3*p°c dp~)\0 3°c

g h

1 1 1
3/\/(21 ise (32] , 3]la ise (3} ve 3%|a ise (J dir. Ayrica a =6k bigiminde ise

2 1 1 1 1
dir. Acaba ~ olur mu? Bu sorunun yaniti r dir. Clinki
(J [32} [pzj s o (32] [pzj Cnkd
b/ 1 2 bL 1
ac A =| , | ise e=p® dir.Bdylece P A =| .| ve ¢=3c, di.
3p’c de JAO) \3 3p’c dp? )\0) \3

e DAV (1 ac ) (1) .
= , buradan , |=| ,| 1se e=1 ve a=3a;, olmaldur.
3p’c de J\0 P 3pc) \p

. 38, B4 (1 . | i
Boylece 3 =| , | olur. Simdi Teoreml.19. daki kosulu saglayalim.
p

3plc d J)\0

—ab ab
3 b d —y 3ad-bc —
[ ¢ A}[ 3p’ |= P° 3 |eN,(3%p?)dir.

2
3pe d ) 3c a 3cd(p2—1) ad —bc

1 1 0 1
Dolayisiyla (32]74 ( zj dir. Benzer sekilde islemler yapildiginda (Jz( ] ve
p

1 1
(J ~ (3zj oldugu goriiliir.

Imprimitif hareketin neticesinde olusan bloklar asagidaki sekilde elde edilir:

e o o M) e M)
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Koseleri [«] blogunda olan alt yoriingesel grafi F , ile gosterilir. Bu durumda;

u,p

r r X .
Teorem 2.9. —,—e[w]ve ——>—€F , dir &
S S y WP

X
y
@) 3%p%||s ise Xziur(modpz), yEius(modpz) ve ry—sx=d4p’
(ii) 3p*| s ise Xzi3ur(modp2), yEiSuS(modpz) ve ry—sx=13p’

(i)  p’ls ise xsi32ur(modp2), ysi32us(m0dp2) ve ry—sx =+p’

Ispat. "=":
r X 5 2.2\ : u | t(rx
g—>; eFu,p2 oldugundan 3 Te NPSL(2,R) (FO (3 p ))oyle ki (Oo’p_zj_{g’;j
ve T(co)=1, T(%sz dir.
s y

b

a

() 3% s ise T=[ ) AJ , detT=ad—bp’c=1 , elemanmni goz oniine alalim.
3pc d

Burada 3 /\/( a , 3| b,c olsun. T(oo)=3 a2 I seklindedir.Bdylece,
pc s
b2\ (1
a A =2 T ise r=a ve s=3’p’c, dir.
3p%c d J\0) Fpe, s ’

422
e ) % 5= - 3 ’ - bep’ X esitliginden
P’ 3p’c d J\p°) 3picu+dp’ 3Iplcu+dp’

X = iur(modpz) ve y= ius(modpz) elde edilir.

b2 (1 L
Ayrica ( a A ] ( " ]: a au 3 P :(r XJ matrisleri i¢in
sy

2
3pc d )0 P 3p°c 3p’cu+dp’
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ry—sx=adp’ —p’bcp’ =p’ (ad - pzbc) =p° dir. Buradan yukaridaki esitliklerle birlikte

| N —
1

ry—sx =+p° oldugu aciktir.

b

a

(i) 3p7s ise T=[ ) A], detT=ad—bp’c=1 , elemanini inceleyelim. Burada
3pc d

b

a 1

3/\/(a,b,c olsun. Bu durumda T(o0)= az - dir. Boylece A ( ]: a2 _I
3pc s 3pc d J\0) 3pc s

. 2 .
ise r=a ve s=3p°c dir.

2
u) | a % u) au+§p 3au +bp’ X pexs
T ,|= ) , |7 =5 =5 > =—esitliginden
p 3pkc d J\P 3p'cu+dp” 3°pcu+3dp” vy

X = i3ur(mod pz) ve y= J_r3us(m0dp2) elde edilir.

a % 1 u a au+hp2 r x a 3au + bp’
Ayrica , |= 3 ve = 5 . 5
3p’c d J\0 p s y) (3p’c 3*p’cu+3dp

3p°c 3p’cu+dp’

matrisi elde edilir. Bu matrisin determinant1 yukaridaki esitliklerle birlikte ry—sx =+3p’

oldugu agiktir.

b

a

(i) p’lls ise T=[ , AJ , detT=ad-bp’c=1 , elemanim inceleyelim. Burada
3p’c d

b

a 1

3|a, 3/|/(b,c olsun. T(oo)=L2=£ dir. Boylece A ( ]:aTO =L ise r=a,
3pc s 3plc d J\0) pc s

b au+bp2
2 ) )
ve s=p’c elde edilir. T[uzJ[ a AJ[“J 3 3fa,u+bp” _x
p

3pc d P’ - 3p°cu +dp’ - 3*p’cu+3dp’ - y

esitliginden x= i32ur(m0d pz) ve y==3° us(mod pz) elde edilir.
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b2 (1 £ op
Ayrica ( a A ] ( " ]: a au 3p :(r XJ matrisleri i¢in
sy

2
3pc d)\0 P 3p°c 3p’cu+dp’

ry—sx=adp’ —p’bep’ =p’ (ad - pzbc) =p’ dir. Buradan yukaridaki esitliklerle birlikte

|
1

ry—sx =+p° oldugu aciktir.

e

() 3%s ise x= iur(modp2 ), y= ius(modpz) ve ry—-sx=+p’ olsun. Bu
durumda 3b,deZ o6yle ki x =ur+bp> ve y=us+dp” dir. Bu esitlikler determinantta
yerine  yazildiginda ry-sx=r(us+dp’)—s(ur+bp’)=rdp’ —bsp’ =p> esitliginden
rd—bs =1 elde edilir.

r b
Buna gore T, ::( dj’ detT,=1 ve 3% s gbz Oniine alindiginda
s
T, eT,(3°p’) = N,(3°p’) dir. Benzer sekilde islem yapildiginda (i) ve (iii) durumlari da

kolaylikla gosterilebilir.m

Lemma 2.5. NPSL(Z,R)(FO (32p2)> nin F . alt yoringesel grafinin kenarlar 2/ da

kesismez.

Ispat.  Genellikten bir sey kaybetmeksizin, @(32 p’) iizerindeki hareket transitif

oldugundan wo——, —L %2 ve T« =< % glabiliriz. Bu durumda
yip' YD yp' P v.p
X,¥ap’ ~X,y,p’ = —p’ dir. Bdylece, x,y,~x,y,=~1 ve —1<u <-Zelde edilir. Buradan
M Y2

5 % X g oye 22TXN WX dir.Dolayisiyla -1 <uy,—x, <0,bu

i Y, Yy, Y, Y

ise bir geliskidir.Benzer sekilde x,y,p’ —x,y,p’=-3p’ durumunda da geliski elde edilir.m
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Teorem 2.10. NPSL(Z,R) (F 0 (32p2)) nin Fu’p2 alt yoriingesel grafinin iicgen igermesi igin

gerek ve yeter kosul 3*u’ +3u+1=0 (mod p?) olmasidir.

. ...k k . e ) :
Ispat. Fu ,2 nin bir —°—>&—>ﬁ—>l—° liggeni igerdigini kabul edelim. N, F , nin

u,p
0 n, Yo 0

kenar ve koselerini transitif olarak permiite ettiginden, verilen liggeni N, altinda

I u X I . . )
——— ——— —— lg¢genine resmedelim.
0 p yp 0
12—> -~ kenarindan x = -3%? (mod p?) denklemi ve uyp” —xp”>= — p’ esitliginden
P
- ...u X u u+l
x=uy+l eldeedilir.y=1 durumui¢gin ——— ve x=utl olup ———
p p p
bulunur. Kenar sartlarindan u+1= -3%u? (mod p?) ise 3*u*+u+1=0 (modp?) (1]
u+l 1 — A2 2 2.2 92 _ 2
> —>6 kenarindan 1= -3"u(u+1) (modp”) = 3"u" +3°u+1=0 (mod p’) [11]
P

[1] ve [II] ifadesinden 3*u’+3°u+1=0 (mod p?) ise (3*u®+u+1)+8u=0 (mod p?) ve
0

2

8u=0 (mod p°) buradan u=0 (mod p®) elde edilir. Bu ise v igin (u,p2 ):1
p

olmasiyla celisir.

y =2 olamaz. Ciinkii LZ —>l icin  x.0—1.2p°> =—2p” olan bir kenar sart1 yoktur.

m X

Dolayisiyla verilen tiggeni N, altinda l—>—2—>

P~ 3yp

. . e
~—— liggenine resmedebiliriz.

Ustelik genellikten bir sey kaybetmeden 22< o farzedebiliriz. Burada stirekli olarak

yp

. . : 1 .
bir onceki teoremi kullanacaglz.6—>£2 kenarmdan m=u(mod p?) dir. Dolayisiyla

—>l yazilabilir. %—> > kenarindan x = -3%u’ (mod p®) elde

0 p* 3yp* 0 p° 3yp
edilir. Ustelik, 3uyp’—xp>= — p° esitliginden x=3uy+1 dir.
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3 x 5 —>l kenarindan, 1=-3ux (mod p?) ve y=1 dir. y=2 olamaz. Ciinkii
yp

X L celiskidir. y=3 durumu da mimkiin degildir. Ciinkii —— —>— olur ki bu bir
32p° 0 3*p’

onceki teoremin kenar sartlarini saglamaz. Dolayisiyla y=1 olmak zorundadir. Boylece

x =3utl olup x = -3%u? (mod p2) icin 3’°u®+3u+1=0 (mod p2) denklemi elde edilir.

m
>

R esitsizliginde de yine 3*u’—3u+1=0 (modp®) elde edilir.
p Yp

Tersine olarak 3’u®+3u+1=0 (mod p®) farzedelim. Bu durumda bir 6nceki teoremden

1 +1 1 .. .
L N utl — — devresinin F 2 de bir iiggen oldugu goriiliir.m

0 p2 3p2

A

u 3u+l

2 2

p 3p

Sekil 2.7. NPSL(2,R)(F0 (32p2)) deki H-Uggen

3y 3*u’ +3u+1
T:= p’ ve detT=3" olmak iizere T 3. mertebeden bir eliptik
-3°p’ 3*u+3
elemandir. Yani T’ =1 dir. Acikca T eleman ile l—»%—»% —>% koseleri birbirine
P p

. 1 u u 3u+l 3u+l 1 o
resmedilir. T = L, Tl ,|= , |- T , |= oldugu goriiliir.
0 p p 3p 3p 0

Acaba 3*u’+3u+1=0 (modpz) ise p= 1( mod 3) saglanir mi1?
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p=2(mod3)  olsun. Boylece p=2+3¢t olan bir reZ vardir. Buradan
3*u’+3u+1=2+3¢ yazilabilir. Yani 3(3u2 + u) =1+3¢ dir. Bu ise 3|1 c¢eliskisini
gosterir. p=0( mod3) ifadesi de bir geliski olacagindan 3’u’+3u+1=0 (mod pz) ise
p=1(mod3) diir.
Tersine p=1( mod3) ise 3*u’+3u+1=0 (mod pz) olan bir u eleman1 mevcut mu?
p=1(mod3) ise  p=1+3k seklindedir. Buradan  3%u’+3u+1=(1+3k)’

yazilabilir. Béylece 3u+1=(1+ 3k)2 -3%u’  buradan 3u+1=(1+3k—3u)(1+3k+3u)

l m

elde edilir. 3u+1= [1 + 3(ku)J{1+ 3(k +u)J dolayistyla 3u+1= (1 + 36)(1+ 3m)
%f_/ %/_/

ve boylece 3u+1=14+3m+3(+9ml dir. m,/ €7 olmak iizere burada u=m+(+3m/
seklindedir. Ornegin p=7 i¢in (u<N) u=6 ahmrsa 3%.6°+3.6+1=0 (mod 72)

denkleminden 7.49=0 (mod 72) dir.

34 3u’ +3u+l
Benzer sekildle N=3p’ alndifinda T:= P’ ve detT=3
-3p° 3u+3

olmak lizere agikca goriilmektedir ki T burada 6. mertebeden bir eliptik elemandir. Bu

. 1 u 3u+l  2u+l1 3u+2 u+l 1 i
T elemam ile yardimiyla 0 > —> - - — - o koseler

2 3p2 2p2 3p2 p2

birbirine resmedilir. Ancak burada dikkat edilmesi gereken p = l(mod 3) oldugudur.
Omegin p=7 igin 3u”+3u+1=0 (mod 72) denkleminin ¢6ziimii vardir. Denklem

3u’+3u+1=7k , keZ seklindedir.

1
3 =
p=7 ,u=1 alinirsa T:= 7 | bigiminde olup olusan devre
-349 6
1 1 4 3 5 2 1
—_ _) —

- — - - ->—>
0 49 349 249 349 49 O

seklindedir. Eger p=5 secilirse acaba bu durumda bir u elemanm1 var mi? Simdi

3u+3u+1=0 (mod 52) denkleminin ¢oziimiine bakalim. 3u* +3u+1=5k ,keZ
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buradan 3u’+3u+3=5%+2 = u2+u+l:5k;L2 = u:i‘/zofz_l —%GZ ve

(u,p) =1 olmalidir. Dolayistyla

¢N oldugu agiktir. O halde p=1(mod3)

olmak zorundadir.

3y 27u’ +9u +1
Eger N=3’p’ alirsa bu durumda T:= P’ , detT=3
-3'p’ 3u+9

seklindedir. Yine T normallestirildiginde 6. mertebeden bir eliptik eleman oldugu goriiliir.

Bu durumda olusan devrenin F 2 de bir hiperbolik altigen oldugu goriiliir. Bu hiperbolik
altigen asagidaki bigimdedir:

00 o0

u 9u+1 6u+1 u+2 3u+l

Sekil 2.8. Ny (ro (3'p’)) deki H-Altigen

2.4.N=3p? i¢in NPSL(Z,R) (Fo (3Bp2)) nin Alt Yoriingesel Graflan

— gmin{L[ 2]}

B>4 ve p>3,pasal olmak lizere N =3f’p2 icin, h =3 oldugundan

ae  b/h 2 . B-2 2 ap-2 2
A= e|[N/h”, eleman1 goz Oniline alinirsa detA=1,3""",p", 3" “p~ dir.
cN/h de

Yani; normalliyenin elemanlari
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a  b/3 - 37a b/3 B2y o
A= B 2 ,ad=3""bpc=1 ; A,= , 3" ad—bpc=1
3" pc d 3Mp2e 3P4

ap> b/3 3P%ap®  b/3
A= B—F 5 , | adp’ —3Fpe=1 A, = 5 ]af U b 3B_zadp2 —bc=1
3" p’c dp 3" p’c 3" dp

seklindedir.

Lemma 2.6. T (3B pz) grubunun @ tizerindeki hareketinin yoriingeleri tiirlerine gore

ayrilarak asagida verilmistir:

o DEGGIEEGI R o) b))

4 5 7 8 ) ..
, , , ve ayrica ilave olarak ‘v’ke{O,l,Z,...,B—3} i¢cin

32p2 32p2 32p2 32p2

a,,a,,0y,..., aq)(3 Hsk) sayilarmm higbiri (mod 35*k) ya gore eslenik olmamak iizere;

By s TN EARRN e
Bk || 2Bk |’ 2Bk | Sh (38kp2 " 3Pkp? | 3Pkp2 )77 N
NI
p p
(iii) ( ]( J( J SO ve herhangi iki farkl (ai] [ajj yoriingeleri i¢in
3p ’ 3p)" (3p
) di

a; #a; (mod3p) dir.

(B+2) [ ] (az j ( j [ap_lj ve herhangi iki farkl [ai ] %
\3Fp “(3%p 3fp)7 (3%p

yoriingeleri igin a; #a; (modp) dir.

Ispat. Lemma 1.1. ve Lemma 1.3. den ispat aciktir.m
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Buradaki tiim yoriingelerinin sayist , ¢ Euler fonksiyonu olmak {iizere

B..2
Z(p[(d , 3 dp D dir. B sayisinin tek veya ¢ift olma durumuna gore yoriinge sayisint
dN

kolaylikla bulunabilir.
B tek oldugunda N=3"p? nin bélenleri;

E+2

N 1,3,32,3,..3" icin Z(p((d,%))=2M )
d;3b

1) Pa3p,32p,33p,---’36p icin Z ¢((d,%)):[2M+z_2J(p_l)

d3Pp

Bl
) p?,3p*,3%p?,3°p?,...3"p" igin 3 ¢>((d,%)):2ﬂ2ﬂ2-z
d|3Bp2

B +2
Bu durumda toplam yd&riinge sayist: (2"2]1 - 2] (p+1) dir.

B ¢ift oldugunda N=3"p? nin bolenleri;

B
N 1,3,3%,3,..3" icin Z‘ﬁ(p((d,%)):azz—z
d3

1) p,3p,3°p.3°p,....3"p icin > (p((d,%))=[3.22—2](p—1)

d3Pp

B
) p?,3p*,3%*p?,3° 2,...,3Bp2 icin Z (p((d,%))=3.22—2
d|3Bp2

p

Bu durumda toplam ydriinge sayisi: [3.22 —2](p+1) dir. Dolayisiyla toplam yoriinge

B p

sayist B tekise [ZM —ZJ(erl); B ciftise (3.22—2J(p+1) dir.

Buna gore asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 2’11'NPSL(2,R) (FO (3Bp2)) grubunun @ tizerinde transitif olarak hareket ettigi

maksimal alt kiimelerden biri , Vk € {0, L2,...p— 3} olmak iizere,
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. 1
Ispat: Burada oncelikle yapilmasi gereken {1] yoriingesinin NPSL(Z,R) (Fo (313 p2)) altinda

a b/3
Sﬁflpzc d

a  b/3)(1 a+ 3a+b . ,
= = rasyonel sayisini inceleyelim.

3P 4 ) 3Fp%etd) (3G Pp2c+d)

hareketini incelemektir. ( J, ad—3"?bp’c=1 eleman g6z Sniine alalim.

3a+b 1 2
i 3 d oldugunda, actkca —————— ¢ veya
34 oldugunda,aorksn T2 T @ g @

1 1 2\ (4 8
(ii) 3||d oldugunda ise , 3_?+b el ,lveya| Ll 5 bl s e an
3232 p*c+d,) 3 32 (32 )3 3

9 . 3a+b 1 a
(iii) 3?|d oldugunda ise , 33(3ﬁ3p20+d)e(33j veya [35} ve (a€,33):1
1

322 b/3
3P 3Py

320 b/3 (1) [ 3Ma+by 3%a+b . .
= = rasyonel sayisin1 inceleyelim.

3P p%e 3P2g U1 3P p2c+3P29 3P 3pc+d)

J , 3ﬁ72ad—bpzc=1 eleman1 g6z Oniine alalim.

Simdi (

3P 1a+b 1 a,
iv) 3||d oldugunda, ———— € veya , la ,3B
3l © 3P (3pc+d,) £3BJ Y [35 (:3)

o 3B_1a+b 1 a( B-1
) 3/|/(d oldugunda, me[3ﬁ_1] veya (3!3—1 ,(a€,3 )
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. 5 302241, 1 a, B2
(vi) 3}{d ve 3||b oldugunda, me(?)ﬁz veya NE R (6%3 )

Boylece , Vk e {0, L2,...,.p —3} i¢cin

QRRTGYANREENVENTENW s

elde edilir. Benzer sekilde diger durumlarda incelenir. Sonug olarak,

Q(3p?)= ! U ! U 2 U : U...U 8 ol Blol 22 luu a("[3ﬁ_k’3k] U
P)=| ; 3 2 |9V g Sk gk | "
TSN ¥ 1 (SR VRVl e (3 PRV

1 (V] SR (V] B (V] BN RNV S (V] B (V] B [URNV,
p 3p 3p 3p 3p 37p 37p 3Pk 2

p

kiimesi istenilen sartta bir kiimedir.m

Simdi imprimitif hareketi irdeleyelim;

|
G NPSL(Z’R)(FO(3Bp2))w<[1 A]> ve Q=03 p?)

0 1

H=N,(3"p)=( 1,3 p)| b3 [ 3 b3
0 0 3l d 3P 3P2g

\

- «

A A

2
G= NPSL(Z,R) (FO (3 sz ))
olarak tanimlandiginda NPSL(Z,R) (FO (3 sz ))OO < N, (3 sz ) < NPSL(Z,R) (FO (3 sz ))

oldugu agiktir.

a b/3 b2y 2
A=l s, ,ad—-3""bp’c=1 ve a+d=1 olsun.
3" pc d

A2 a b/3 a b/3 a-1 b/3
P3Mpe d 3% pe d ) (3%p -a
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3 a-1 b/3 a b/3 -1 0 .
A=l R = elde edilir.
3" pc —a )3 pc d 0 -1

A2 322 b/3)( 3P2a b/3 ) (37%a-1  b/3
2 T30 3024 )\ 3Pp% 3P2d) | 3 pe 3P 2d-d
A4_£3B_2a—1 b/3 T_ 302 (3922 -2a-1) +1 2(3[‘—2_2)
2 | 4Bl 2 p-2 B
37 pe 3Td-l 3 p%e(3P2-2) 372 (3PPd-2d-1)+1

)
b/, s
A26:(33621a21 B1_32/3 J3“(3“a 2a-1)+1 5(3”—2)
3" p’c 3"°d-1 3ﬁlp2c<352 2) 3ﬁ_2(3ﬁ_2d—2d—1)+1

%
B2
[361 32p-4 2.3;3—24_3) *Jero@ p°)

Benzer sekilde a—d=1 olmas1 halinde de ayni sonuglar elde edilir.

Dolayistyla A13=I ve A26 el’, (3Bp2) < a+d=+1 dir.

Yan smif temsilcileri olarak ; {I,A1 ,Alz} X {I,Az,Azz,Az3,A24, AZS}

={LA,AL A AL A ALAA AL A AL AA)Y bulunur,

=22321=36 ve ‘N0(3Bp2) : F0(3Bp2)‘ =18 oldugundan

NPSL(Z,R) (FO (3 Pp’ )) (3 Pp?)

2 dir.Ciinkii,

NPSL(2,R)(F (3ﬁp2)) 0(3ﬁp2)

NPSL(2,R)(F (3ﬁ 2)) T (3BP2) PSL(2,R)(FO(SBPZ)):NO(3BP2)-]N0(3Bp2)11—‘0(38p2)’
' 18

36 2

dir. Denklik siniflarinin sayis1 (blok sayis1 ) 2 dir.

ap’ t/
Agikga NPSL(2 R)(Fo (3Bp2))=N0(3Bp2)u N (3Bp ) big¢imindedir.
’ 3P p2e dp?
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"=" ile N,(3 Bp2)taraf1ndan @ (3 sz ) lzerine indirgenen NPSL(2 R) (F (3 ﬁp2 ))
invaryant esdegerlik bagintisini gosterelim. Boylece imprimitif hareketin sonucunda olusan

elde edilen bloklar, Vk e {0,1, 2,...p— 3} ,  olmak lizere asagidaki bicimdedir:

DY VERYERYESYEAVEAYEAY
ERVERVER W o

3p-k p?

-OBHHHMEMEHE M6
[3Z3kJU£3§4kJu.._U[aw(jﬁ1;31«)

(NPSL(Z,R) (F (313 2)) @( )j transitif permiitasyon grubunu goz Oniine alirsak

F 362 bicimindeki alt yoriingesel graf sayisi (/)(3'3 pz) dir. Dolayisiyla koseleri [oo]
u,>"p

blogunda olan alt yoriingesel graf Fu 32 bicimindedir.

1=0,1,2,3,...p—Lp olmak iizere [o0]

o(p*)+0(30%)+0(3°p*) +..+ (37 p* )+ 0 (3"p?) dir.

blogundaki toplam graf sayisi

Teorem 2.12. €[] ve T L2 eF dir &
sy udp?

mlv-s
%Ix

i 3fp’|s ise x= Jrur(m0d3Bl 2), yzius(mod3ﬁp2)ve ry—sx =+3"p?
) 3P'p*s ise Xziur(modSﬁflpz), yzius(modSsz)ve ry—sx=i3ﬁp2
(iii) 2<k<B-1 ve keZ olmakiizere 3" *p?|s ise

X Eiur(mod3p2) , }’EiUS(mod3ﬁp2)ve Iy —sx :i32ﬁ—2p2

Giv) p’lls ise xsi3ur(mod3p2), ysi3us(m0d3ﬁp2)ve ry—sx =+32P2p?
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Ispat. "=":

r X . B2\ . u | frx
g_);EFungZ ise dTe NPSL(Z,R)(FO(3 p )) Oyle ki (w’ﬁj%(g’;j ve

T u X
Teo)=L | 1) -2 =% dir.
Cors (3%2] y

a b/3
i) 3Pp?|s ise T=(36_1 e d ] ,det T= ad —3"?bp°c =1, elemanni inceleyelim.
p’c
a b/3) (1
T(OO):(3BI 2 d J(szﬂ—%zz = r=a ve s=3""p dir
pec pc s

Burada ¢ =3¢, seklindedir. 3 Jrf a ise

u a b/3 u au+3""bp? )
T == | .p o 5 |= 57— dir. Boylece
3"p 3" pc d 3"p 3 pcu+3"dp” y

X = iur(mod3'3_lp2) ve y= ius(m0d3ﬁp2) elde edilir.

a b/3\(1 u a au+3Bflbp2 r x o
Ayrica 51 2 6o |= 1 1 = matrisleri
3 pc d )lo 3% 3% 3P 2 +3Pdp? sy

icin  ry-sx=23Padp® -3 ?pcbp* = 3Pp’ (ad - 33"2p2bc) =3Pp? dir. Buradan yukaridaki

-
1

esitliklerle birlikte ry—sx ==£3 sz oldugu agiktir. Benzer sekilde (ii) durumu gosterilir.

. 3P%a  b/3
vee _ . [3 k 2 . —
(i) 2<k<B-1 ve keZ olmak tizere 3" "p’|[s ise T [3B_lpzc 3ﬁ‘2dJ

det T=3"2ad —bp’c =1, elemanini inceleyelim:

372 b/3 (1 .
T(0)=| 7, 221 , = 8.2 =2 = r=a ve s=3pk dir.3)fa olsun. Bu
3P p’c 3P2d) 0) 3p’c s

durumda

u ) (372a b/3)( u ) au+3dbp® x g
T 3B 2| 3[3—1 2 B-2 B 2 | 3 2 3Bd 7 = dIr.
p p'c 3"°d)\3"p pcu+s7dp” y
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Boylece x = iur(mod 3p2) ve y= ius(modS sz) oldugu elde edilir. Ayrica

382, /3 )(1 u 3P2, 3P 2au+3P " bp? rox cislert ol
= = matrisleri i¢in
3ﬁ_]pzc 3P24 )10 3ﬁp2 3ﬁ’1pzc 3p’71pzcu+32ﬁ_2dp2 Sy

ry-sx =3 313_4adp2 -3 2[3_2p2cbp2 =3 2B_zpz (3 P2ad - pzbc) =3 2l*)’_zpz dir.

|
1

Buradan yukaridaki esitliklerle birlikte ry—sx ==3 2B _2p2 oldugu aciktir. Benzer sekilde

a =3a, almirsa (iv) durumu da gosterilir.

"<:":

(i) 3°p’|s ise xsiur(modf&ﬁ_]pz), ysius(mod3ﬁp2) ve ry—sx =+3"p? olsun.

Bu durumda 3b,deZ oSyle ki x=ur+3""bp? ve y=us+3"dp? dir. Bu esitlikler ile
birlikte ry—sx = r(us+3dp®) —s(ur+3""'bp*) = 3Prdp® =3P 'bsp? =3° p> elde edilir.

Esitliginin her iki tarafi 3P p’ ile boliindiigiinde rd —b% =1 elde edilir. Buna gore

b

r

T, :_[ A] , detT,=1 ve 3"p’||s goz 6niine alindiginda T, e T,(3°p*) = N, (3" p?)
s d

dir. Benzer sekilde (i) durumu da gosterilebilir.

(iii) 2<k<B-1 ve keZ olmak lizere 3B_kp2||s ise Xziur(mod3p2),

y= ius(mod3Bp2) ve ry—sx =+3°P?p? olsun. Buradan 3b,de Z dyle ki x =ur+3bp’

ve y=us+3 P dp® dir. Bu esitlikler determinanttaki denklemde yerine yazildig1 takdirde
ry—sx = r(us+3 dez) —s(ur+3bp”) =3 P rdp” —3bsp” =3 2p-2 p> elde edilir. Esitliginin
her iki tarafi 3% p? ile béliindiigiinde rd3 b2~ ]%2373 =1 elde edilir. Buna gore

r Vzﬁ%

T, := . , detT,=1 ile 2<k<B-1 ve keZ olmak iizere, 3" *p’||s goz
S

3
32
Oniine alindiginda T, eF0(3Bp2)cNO(3ﬁp2) dir. Benzer sekilde (iv) durumu da

gosterilebilir.m
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Teorem 2.13. f =4, pasalsayive p>3 igin - Ny ) R)(r0(3ﬁpz)) nin F, g alt

yoriingesel grafi , n>3 olmak iizere bir ormandir, yani hi¢bir n—gen icermez.

ispat. ilk 6nce P=4 ve p>3 , p asal olmak iizere N =3Pp? icin F o debir

tiggen devre olup olmadigini gésterelim. Farzedelim ki o — v, - v, - o0 bi¢iminde bir

ticgen devre olsun. Bu takdirde x ,m,n, ¢ pozitif tam sayilar1 olmak iizere
1 x </

——)—2—>—2—>l yazilabilir. Agiktir ki 3 }'f x,0 dir. l—)% kenarindan
0 3"p~ 3 0 0 3"p

Xx=u (mod35f1p2) ve 3"p>=3Pp* olup buradan m=p elde edilir. Boylece

1 u / 1

——> ﬁ —> Py —> — bulunur.

0 3% 3'p

n=0,1,2,...p—1 olmasi durumunda bir Onceki teoremin sartlar1 saglanmadig1 agiktir.

<
n=f olmasi halinde 1 SN SN o —>% yazilabilir. L%L kenarindan

3Bp2 3ﬁp2 3Bp2 3ﬁp2
(=—u’ (mod3‘“p2) ve u-/=1 dir. Buradan u’+u-1=0 (mod3‘“p2) elde edilir.

4
3p’

—)% kenarindan 1= —u/ (mod 3‘Hp2) olup u*—u+1=0 (mod 3! pz) elde edilir.

Dolayisiyla ~ u’=u-1 (mod 3B*1p2) ve u+u=1=0 (mod 3B‘Ip2) olup buradan

u2

2u° =0 (mod3Bf1p2) elde edilir. Bu ise (u,3Bp2) =1 olmastyla gelisir. Boylece L

alt yoriingesel grafinda iicgen icin gerekli olan kenar sartlar1 saglanmadigindan Fu de

3Pp?

bir iiggen devre yoktur. Ancak N=3p’> igin Fu,sﬁp2 alt yoriingesel grafinda

1 - Lz - 1 olacak sekilde bir ikigen oldugu aciktir. Ciinkii , Lz — 1 kenarindan
0 3%p* 0 3Fp> 0

l=—u’ (mod3'Hp2) olup u>+1=0 (mod3‘“p2) elde edilir.

Simdi f>4 , p asal say1 ve p>3 icin NPSL(z,R)(r0(3Bp2)) nin

Fu 362 alt yoriingesel grafi n>3 olmak lizere hicbir n—gen icermedigini
gosterelim.Varsayallm ki D, F de minimal uzunlukta bir devre olsun.Ayrica

u3P p?
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D devresinin yonlenmis oldugunu kabul edelim.Bu durumda D devresini

% =V, =V, >V, —>..—>V, > biciminde alabiliriz.Ustelik D devresinin o dan

u usb p’

farkli koselerini {W ,W

} araliginda v, <v, <v, <..<v, olacak sekilde

segebiliriz . Ciinkii burada alinan herhangi bir devrenin periyodu 1 dir. Teorem 2.12. den

B..2
+
= veya v, = utTp dir. Ciinkd, 1 X cF
3Bp2 3Bp2 O y u73B p2

ancak ve ancak p’0, 3p70,

3270, 3°p%0, ...,3"p?|0 oldugundan y.1=3"p? ve x=lu (modSB’lpz) kosullarini

B..2
_l’_
saglayan - = B“2 veya = =12 s P olabilir.
Yy 3p Yy 3p
B2 B2

+ +
Eger v, = ut3p ise v, , BL,H s P de v, > olan tek kosedir. Ciinkii

3Bp2 ?¥p? 3p?

secilen devre © > v, »>v, > v, > ...— Vv, - oo bi¢gimindedir.

v, = alahm.iale F ve Teorem 2.12 den 1=-ur (mod3ﬁ71p2) elde

3Bp2 3Bp2 0 u3fp?
edilir. Diger yandan F B2 de komsu iki kose arasinda bir tam sayi

u.r'p
bulunamayacagindan devre 1 in sol tarafina gegmez. Yani v, = Br > ise r>3P p? dir.
3p
o0 o0
o0
u V u+3P p’
1 k =
3Bp2 3Bp2

Sekil 2.9. F 3 alt yoriingesel grafi
u,

Bp2
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Bu durumda r=3P p’+k biciminde bir k dogal sayis: vardir. Ayrica r < 3Bp2 +u

oldugundan  k<u<3Pp?  ve boylece =-—ur (mod 3 pz) denkleminden

—%_

I=-u(3"p’+k) (mod3"'p®)dir. Buradan 1=-uk (mod3"'p*) < 3Pp? 0 Fwp

dir. Ancak % <1 dir. Bu ise bir ¢eligkidir. Dolayisiyla boyle bir D devresi yoktur.
3p

Boylece D devresi olarak oo — % -V, >V, >..—> Vv, > alabiliriz. Yukanda
3p

belirtildigi gibi bir {icgen devre olmadigindan u* +u+1=0 (mod 3B’1p2) ve v, > ©

oldugundan v, > utl

ol dir. Burada (u +1,3B"p2) =1 olmas1 s6z konusu degildir. Simdi
p

; } — 0 :le F oldugundan dolayr kenar sartlarindan
3*p 0 u3bp?

olsaydi
1= —u(u + 1) (mod3ﬁ"1p2) ve bdylece u’+u+1=0 (m0d3ﬁ"p2) elde edilir ki bu

X u+l
2 < 3Bp2

kabuliimiizle ¢elisir; eger v, < ;ﬁ;i olsa v, = ve u,u+leZ
p

Yooy =
3fp? T 3Pp

oldugundan x¢Z celiskisi elde edilir. Boylece v, >;3;1 dir.
p

v, vl—>vl33[3
u,5"p

, de bir kenar olacak sekilde v, den daha biiyiik olma kosulunu
saglayan en biiylik rasyonel say1 olsun. v, nin v ye esit olma zorunlulugunu gosterelim.
Farz edelim ki v, <v olsun. Eger v , D de bir kdse ise v=v, diyelim. Bu durumda

daha kisa uzunluklu bir © v, > v, > v, >... > v, —o0 devresi elde edilir ki, bu D

devresinin minimal uzunluklu bir devre olmasiyla celisir.

Eger v , D de bir kose degilse Dde v, <v<v,, olan v, ve v, koseleri mevcuttur.

Bu v, —>v ve v, v, kenarlarnimn F . de kesistigini gosterir, bu ise bir
u,>"p

celigkidir. Ciinkii F 3 nin kenarlar1 U da kesismezler. Boylece v, =v dir. v, <v,
u,

Bp2
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m
"k,

oldugundan m ve k, pozitif tam sayilari i¢in v, :;3—20 dir. vy »>v, F de
3*p u3Pp?

bir kenar oldugundan 3" PV, —>3ﬁp2v2 F B2 de bir kenardir ve m=1 olmak
u,o>"p

m
u+—

3;2 > Eo :‘;150 jkm €F 4, cde edili. Bu durumda
p p p K, w.rp

zorundadir. Ciinkii

3%k, p*u —3k,p’u—3°p’m=-3%p> = m=1 dir. Bir 6nceki teoremden;

u < uk,+1
3Bp2 —)3Bp2k0

kenarindan uk, +1=-u* (mod3*'p’) dir.

Dolayisiyla denklemi diizenlersek u” +uk,+1=0 (mod 3B_lp2) oldugu goriiliir.

Bu yiizden, k, u’+uk,+1=0 (mod 3ﬁ‘1p2) denklemini saglayan minimal pozitif tam

1/k
u; / L dir. k, sifir ise zaten ikigen oldugu agiktir. Buradan
p

say1 olmak iizere v, =

2 2

1<k, <3"'p* oldugu goriiliir. Ciinkii k, >3""p olsa mod3''p> ile gelisir.
k,=3""p* olsa v +3"'p’u+1=0 (m0d3 [sz) denklemi elde edilir. Dolayisiyla
u’+1=0 (mod SB‘lpz) denkleminden sdz konusu kenarin kendisiyle eslesmis oldugu
ortaya ¢ikar. k, =1 olsa u’+u+1=0 (mod 3‘3’1p2) sart1 bir {icgen devre vereceginden
bir ¢eliskidir.

Acikga goriilmektedir ki u” +uk,+1=0 (mod SB‘lpz) ise (u,SB‘lpz) =1 oldugundan

3|l k, olmak zorundadir.

3u’ +3u+1
2 < —3u 2 2 2
N=3p”° oldugunda T:= p detT=3 ve 3u +3u+150(modp ) ,
-3p° 3u+3

p=1(mod3) igin NPSL(z,R) (Fo (3Bp2 )) 6. mertebeden en ¢ok bir periyoda sahiptir.
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2.2
2.2 < ~3’u 311"'—2311"'1 2 2.2 2
N=3"p~ oldugunda T := p detT=3" ve 3°u +3u+150(modp ) ,
-3’p’ 3*u+3

p=1 (mod 3) icin NPSL(Z,R) (FO (3'3 p’ )) 3. mertebeden en ¢ok bir periyoda sahiptir.

3y 3u’ +3%u+l

N=3’p*oldugunda T := P’ detT=3" ve 3'u’ +32u+150(m0dp2),
-3'p’ 3u+3

p=1 (mod 3) igin NPSL(2 R) (FO (3Bp2 )) 6. mertebeden en ¢ok bir periyoda sahiptir.

Simdi asagidaki doniisiimii tanimlayalim:

Ly Wiruky ]
Y= 3'p’ , det¥ =1 dir. Budurumda ¥ €N, (3'p’) dir.
-3°p? u+k,
u2+uk0+1
B e (R u ]
3'p =| .p.2 |=35= =" oldugundan (o) =y, ;
3[3 2 1k 0 -3 P 3 p
P’ u+k,
u u’ +uk, +1 u i u o
B uk, + .
3Pp? u+k, 0
u2+uk0+1 X —E+uk0+1 u(ko_xj“'l u+i
—u 3pp2 u+; _ Y _ y _ k,y—x
3Pp?
3¥p uvk, J(3%p?) 37430k 3ﬁp2{k xj p
2
R Y > —uz+u;l:k20+1
oldugundan, ¥ JZ/ - Oyz = dir. Ustelik T(Z): 2 P fonksiyonu
3°p 3'p -3 p’z+u+k,

(—00,1;:— kzoj aralig1 lizerinde kesin artandir. Bunun igin ‘P'(z)>0 oldugunu
p

gostermemiz yeterlidir;
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2
—u(—3ﬁpzz+u+k0)—(—3ﬁpz)(—u2+u;;lkf“J
¥'(2)= —
(—3szz+u+k0)
= ( = ! )2 >0  dir. Buradan iglemleri g6z 6niine aldigimizda,
-3"pz+u+k,
2 2 1
u” +uk,+1 u” +uk, +1 u+—
—u 3y (lj_ u —u U ( u j_ k,
38,2 0 3Bp2 ’ B2 3Bp2 3ﬁp2
-3"p u+k, -3"p u+k,
1
u+ ]
u’ +uk, +1 1 ky,——
-u ————||Ut k, 1
3*p k, =g elde edilir. Dolayisiyla
p
—3Pp? u+k, 3p?
1 wr I
YT K=
u+— k,—— k,——
l_) LEINEN Ko - Ky — Ky ... dir.—— kbsenin gidecegi
> T T T e dir —— $ gidecegi
0 3% 3’p 3'p 3'p 3'p
1
u+k7 u+k—
en uzak kose 0 ve en yakin kdse ise yoktur. Benzer sekilde 0 kosesinin
3Bp2 3[3p2
u+ !
-
gidecegi en uzak kose e - olmasina ragmen en yakin kdse yoktur.
p
1
u+k7
Gergekten ——", u’+uk,+1=0 (mod 35“p2) oldugundan F de bir kosedir.
3%p u3fp
ut gt
k, <"y _us+t

olsun. Bu durumda us+t=-u(uk,+1) (m0d3ﬁ’1p2) ve

3[3p2 - 3[3p2 - 3[3p2
(uk, +1)3p’s=3"p’k, (us+t)==3"p*  ve uk,s+s—uk,s—kit=-1 = s=k,—1 dir.
Bir 6nceki denklemde yerine yazalim. u(k,t—1)+t=-u’k,—u (mod 3B’Ip2) ise

u’k, +t(uk,+1)=0 (mod 3B*Ip2) ve uk,+l=-u’ (mod 3ﬁ’1p2) oldugundan dolay1
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u’k, —u’t=0 (mod 3B’Ip2) ise  t=k, (mod 3ﬁ’1p2) elde edilir. Dolayisiyla

p-1..2
t=k,+3"'p’x , xeNU{0} dir. Buradan to_ k3 lpzx dir.
sk, (ko +3"'p’x)-1

ko+3'px  3plx+k,
ko (ko +37'p’x) -1 3"'p’kyx+kg -1

fonksiyonu kesin

fNU{0} >R , f(x)=

azalan  bir fonksiyondur. Ciinkii,

3P (3 pTkx kg —1)=3"pk, (3P px + K, ) 3P p? “0 di
(3" pkpx+k2 1) (3" pkpx+ k2 1)

/(%)

Boylece f nin alabilecegi en biiylik deger x=0 daki degeridir ki bu degerde

k
U+ 2
_ k,-1)u+k
1(0 dir. Yani , uﬁk °2+1 — ;{ > ! =( . 5 ) 5 °  bigimindedir. Ancak burada
k2 -1 3Fpk, 3p 3p* (ki —1)

dikkat edilmelidir ki ((k; —1)u+k,,3'p’ (k; ~1)) =1dir.

k0
u+—
o1 e uk,+1,. . .. .1
Buradan > F de bir kosedir ve 5 in gittigi en uzak kosedir.
3'p u3Pp2 3’p’k,
B-1..2
lim f'(x)=1lim K +3571 P zx L oldugundan u;< °2+1 > 1n gittigi en yakin kose
xX—>00 x—>00 kO (kO +3 p x)—l kO 3 |y kO
s0z konusu olamaz. Ciinkii ;1;(0—21(’ i gittigi koseden daha kiigiik sonsuz tane kose
P K,
vardir.
Simdi *<=<k, igin ¥| —2|<W| —| dir. Eger x ve y pozitif tam
w 3p 3p
sayilar X1 ise Y oldugunu belirtelim. Aslinda k,>2 ve y>x
Y kyy—x

y
oy =X

oldugundan  k,y—x>y olup <1 dir. Boylece i  pozitif tam sayist i¢in
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b y 1
{ u+—| u+ Ky u+—

; u+ < RITTIE Y| 0 — — 0
¥ (v)< 5 oldugunu kolayca gorebiliriz. ¥ el ve v, = s

u+ !
1
Ko k, u+l
< u

oldugundan dolayr ¥ (v,)=v, olup ¥(¥(v))=¥>(v)=¥(v,)= 7y 0 < 7y
kosulunu saglar. Dolayisiyla islemlere devam edildiginde VieZ igin ¥’ (v] ) < ;18_+21

p

oldugu goriiliir.

Ayrica 0<i<k-1 ic¢in v, =¥ (v)=9"" () oldugunu timevarim ile gdsterelim.
1<i<s igin v,=¥"'(v) olsun. Budurumda v, =¥"(v,) dir. Gergekten, eger

esitlik s6z konusu degilse 6nce v, <¥°(v,) oldugunu kabul edelim. Bu durumda

S

NPSL(Z,R) (FO (3Bp2)) Fu,3Bp2 nin, kenar ve koselerini transitif olarak permiite

ettiginden dolayi, W¥*'eT, (3ﬁp2) olmak tlizere v, »>v,eF . dir. Buradan
u,5"p

W () > W (v,) F

W elde edilir ve bdylece v, > W' (¥ (v))=¥"(v)

2

F de bir kenardir. ¥*(v,) ,

de bir kdse olsa da D devresindeki koselerden
u,BB p2

F
u,3B p2

biri olup olmadigini bilmiyoruz. Eger W¥* (vl) , D de bir kose degilse V¥* (V1)<Vk ve

VieZ igin W' (v)< utl <v, oldugundan v, <¥*(v,)<v,

P2 ., olacak sekilde koseler
p

mevcut ve bu durumda v, »v

w1 ile vy > W () kenarlan kesisir, bu ise bir geligkidir.

Eger ¥*(v),D debirkéseise v,,; <¥*(v) oldugundan m>s+2 igin ¥*(v,)=v,

dir. Ancak bu durumda daha kisa uzunluklu bir ©—v, 5.2V, >V, >y 5o

devresi elde edilir ki bu da bir geliskidir. Simdi son olarak v, >¥*(v,) kabul edelim.
Bu durumda v, >%¥*(v,)>¥"?(v,) dir. Cinkii v, <v, v, ve ¥ kesin artan

oldugundan ¥ (v,)<¥(v,)dir. Diger taraftan W (¥(v,))="¥*(v,)=¥(v,) oldugundan

¥(v,)<¥?(v,) dir. Buradan W(v)<¥?(v,) ve ¥ kesin artan oldugundan
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‘P(‘P(vl )) < ‘P(‘Pz (v )) = Y(v)<¥(v) ; bu sekilde isleme devam edildiginde
Y2 (v) < (v) <P () elde edilir. W7 (y) <Y ()< (v) ve
()= oldugundan ¥ ()5 ¥ (1 () = ()= ain

Boylece v, » v, €F ve PO (vs) >y (vs+1) eF

dir, ki bu v, nin
sH u,3Bp2 u,3l3p2 2

secimiyle celisir; ¢iinkii ¥~ (vl) =y, dir.

Sonug olarak 0<i<k-1 igin v, =¥ (v) dir. Boylece v, <;1B——; bir

celiskidir. Son olarak minimal uzunluklu bir ters yonlenmis D devresinin mevcut oldugunu

. - u L -
farz edelim ve t>1 icin ©—>v =——..—>V < V...V, > ©bi¢ciminde oldugunu
3P p? :

kabul edelim. Yukaridan i<t i¢in v; =¥'(0) oldugunu biliyoruz. v, v,«v F B2
u,5"'p

de bir kenar olacak sekilde 3% den daha biiyiik olma kosulunu saglayan en biiyiik

2

ut s
rasyonel say1 olsun. Buradan pozitif m tamsayisi i¢cin v = 7 r2n dir. Gergekten de v,
p
k
u+—
v, = o den daha biiyiik bir rasyonel say1 oldugundan v = 7 I? alabiliriz. v, <v
p p
B2 B2 . k um+k
ve 3°pv,«<3pv F de kenarlardir. Buna gére u<«u+—= eF
u3bp? m m u,3Pp2
1
. u vt
< um—-um-k=-1< k=1 dir. Dolaysiyla v, = W —v= W € Fu’3 B2 ve ayrica
s um +1 eF <3p*|3Pp’'m  oldugundan u=(um+1)u (m0d3B_lp2) &

e
3Fp>  3Fp’m u3bp?

—u'm=0 (m0d3ﬁ71p2) ve (u,3ﬁ’1) =1 olup 3*'p?’|m elde edilir. Ayrica v en

1
u+—
m

2
(_
3¥p?  3Fp’m

biiyiik oldugundan 3*”'p’>=m dir. Ciinkii olmasi halinde 3*'p?|m

oldugunu gosterdik. Bu durumda 3keZ : m=3""p’k , ancak m biiyidikee v kdsesi
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V. oSsesine aKlagsir, bu 1S€ v oseSimmin en ou olmasi 11€ ¢elisir, aolayisiyla =
. kosesine yaklasir, bu i kosesinin en biiyilk olmast ile celisir, dolayistyla k =1

1
u+—
almaliyiz, yani 3"'p? = mdir. Bu yiizden v, <v= 7 I elde edilir. Yonlenmis devre
p
1
u+—
icin yapilan islemlerden v, kdsesinin de 3B_r2n formunda oldugunu biliyoruz. Bdylece
p
1
u+ =
k, < 3#1p* oldugundan v< 3B—20 dir. Dolayisiyla t , 1 den daha biiylik olmak
p
1
u-+ ki
zorunda, aksi halde o —v, «v..y, > almirsa s>3 olmak lizere v<v, = 7 >
p

dir ve yonlenmis devre i¢in bu noktanin kose oldugunu biliyoruz, bu durumda daha kisa
uzunluklu bir oo —v, ->v, — ..y, > o devresi elde edilir ki bu bir ¢eliskidir, ¢linkii

ispat yapilirken once D devresi minimal uzunlukta alindi, sonra ters yonlenmis oldugu

kabul edildi, su halde yonlenmis de olsa daha kisa uzunluklu bir devre elde

1
u+ o
edilmektedir. Boylece v, »v, = 3B—20 almak zorunday1z.
p
T +1 -1 -1 .
Simdi w="Y""(c0) olsun. v, > v, € Fu,3'3p2 ,buradan W' (v,) > ¥ (v,) e Fu,3'3p2 dir.

0<i<k-1 i¢in Vvia =P (1) =¥"" (o) esitligi goz oniine alindigr takdirde

oldugundan v, #w oldugu goriiliir. Aksi halde kenar

t
YV, —>Y¥ (vl):le EFu3Bp2

sartlarindan secilen devrede var olan v, < v, 1le az once elde edilen v, —>v,

durumlari v’ =-1 (mod 3B_1p2) oldugunu soyler ki, k, <3""'p? oldugundan, bu ifade

de u’+uk,+1=0 (mod 3B_lp2) ile gelisir. Bu yiizden v, <w esitsizligi dogru olmak

zorundadir. Ciinkii v, >w ise ‘P_(H)(‘I’“z (vl))zoo ve W7 (v)<¥'(v) dir.

t+1
Dolayistyla bu durumda W'~ (v,) < W' (v,) = ¥* (¥ (oo)) =¥ (o) =w<v,, oldugundan

\P—(t—l) (V

t+1

) S (D) (W) =v, ve g (Vt) =V <« () (Vt+1) >V, Fu’3 Bp2 de bir

kenardir ki bu v, kdsesinin se¢imiyle celisir. Ancak v, <w ise s>t+2 icin
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W=y, elde  edilecekti ve bu ylizden daha kisa uzunluklu  bir

© >V, —>...—2V, >V, —..v —oo devresi elde edilir ki bu yine bir ¢eliskidir. Bu ifade

D devresinin yonlenmis olmak zorunda oldugunu belirtir.m

~ u’ +uk+1
Ornek 2.1. N=3%p’ olsun. Normallestirilmis olarak T := 3*p’ ,
-3'p’ u+k

detT=1 elemanini sectigimizde , 1 <k <3’ olmak iizere k pozitif tam sayis1 icin

u+ !
T 1 i k- I
1 u u-+ E k- E k- E
—> — - - —
0 34p2 34p2 34p2 34p2
1
u+—
elde edilir. Dolayisiyla 34% kosenin gidecegi en uzak kose 3 12( ve en yakin kose ise
p p

yoktur.

yigr, 23W+23u+l
Ornek 2.2. N=2°3"p* igin T:= ' p’ det T=2°3" ve
20%p? 253244283

203°u* +2°3u+1= O(modpz) ayrica p=1(mod3) diir. T elemam normallestirilirse

2°3%u? +2°3u+1

-2°3u P otk hi
T:= 2°3p det T=1 ve a+d=1 olup T eliptik bir
-2°3p’ 2°3u+1
elemandir.

Bu durumda NPSL(Z,]R) (F0(26.32p2)) 3. mertebeden en ¢ok bir periyoda sahiptir.

3
Dolayisiyla T eleman ile 1 S 23utl - % koseleri birbirine resmedilir.

p2 23.3p2
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5532y 2°3%u? +2°3u+1
Ornek 2.3. N=23°p" icin T:= ' p’ det T = 2°3°
25322 253204283

b

2°3%u’ +2°3u+1=0 (mod p’ ) ve p= l(mod 4) dir. T elemani normallestirilirse
eliptik oldugu kolayca gériiliir. Dolayistyla NPSL(2 2) (FO (25.32p2 )) 4. mertebeden en ¢ok

3 4
bir periyoda sahiptir. T elemani ile %—) LN 23u+l 2. Sutl] —>l koseleri

_)
p>  2°3p° 2°3p°

1 3 3 1
birbirine resmedilir. Yani T| |= 112 T ‘12 _ 2°3u+l T 2°3u+1 _
0) \p p 2°.3p 2°3p? 0

oldugu goriiliir.

u 23u*+23u+1
Ornek 2.4. p>3 ve asal olmak iizere N=2.3p i¢in T = 2.3p

- u+l

elemanini goz oniine alalim. detT = % olup T normallestirilirse eliptik olmadig1 goriiliir.

T eleman ile sonsuz kosesinden baslamak {izere bir yol elde edilir.

I u 6u+l Su+l 24u+5 19u+4 90u+19 7lu+15 336u+71
———— - - - - - -

0 p 6p S5p 24p 19p 90p T1p 336p
o0

u 6u+1 Su+l 24u+5 19u+4

p 6p 5p 24p 19p

Sekil 2.10. N=2.3p i¢in bir yol grafi



3. IRDELEME

Bu tez caligmasinda esas amag 6zellikle 1970’11 yillardan bu yana {izerinde ¢ok fazla

¢alisma yapilan ve giderek énemi artan I'j (N) kongriians alt grubunun  PSL(2,R) deki

normalliyeninin kimligini belirlemede yardimci olabilecek yeni bir yontemin temelini
olusturmak ve bu yontemle normalliyenin iiretici elemanlarina nasil yaklasilabilecegini
ortaya koymaktir. Graf yontemi olarak adlandirdigimiz bu yaklasim ile olusturulan bazi
kapali devrelerin uzunluklari ve normalliyende bulunan eliptik elemanlarin mertebeleri
arasindaki iligkiler arastirildi. Alt yoriingesel grafta kapali devre olmamasi halinde
normalliyende de eliptik elemanlarin olmadig: belirlendi.

Bir¢ok bilim adaminin bu alanda yapmis oldugu caligmalarda temel amag¢ aslinda

NPSL(Z,R) (FO (N)) grubunun simgesini tam olarak elde etmek, diger bir ifadeyle eksik

parametre olan g-cinsini hesaplamaktir. Bizde bunun i¢in bu ¢aligmada normalliyenin bir

alt grubu olan N, (N) olarak tanimladigimiz grubun elemanlariyla normalliyene

yaklasarak normalliyenin yapisin1 daha iyi incelemeye ve N (N) grubunun elemanlarini

graflarla karakterize etmeye c¢alistik. Dolayisiyla simgeyi bulabilmek i¢in alt yoriingesel
graflar yardimiyla yeni bir yaklasim elde edilmeye calisildi. Bu yaklagim ile birlikte

normalliyenin simgesindeki bazi invaryantlar bulundu. Bununla birlikte F_  grafinin
herhangi iki kenarinin Ust yar1 diizlemde kesismedigi ve G  grafinin F  grafinin ayrik

1izomorfik kopyalariin birlesiminden olustugunu gérmek bize bir¢ok kolaylik saglamistir.
Her zaman bir NEC grubunun temel bdlgesini bulmak kolay degildir. Ancak I' modiiler
grubu icin temel bolge bilindiginden I' grubunun simgesinin belirlenmesi zor olmamustir.
Ayrica I' modiiler grubunun kongriians alt gruplar1 1995 yilinda Andrew Wiles tarafindan
yapilan Fermat’in son teoreminin ispatinda olduk¢a O6nemli bir yer teskil ettigi de
goriilmektedir.

Charles C. Sims tarafindan 1967 yilinda “Graphs and Finite Permutation Groups”
adl1 makalesinde ve Gareth A. Jones - David Singerman - K. Wicks, 1991 yilinda “The
Modular Group and Generalized Farey Graphs” adli ¢alismada altydriingesel graflar ve
bu graflardaki devre uzunluklarini incelediler. Mehmet Akbas tarafindan 2001 yilinda “On
Suborbital Graphs For The Modular Group” adli ¢aligmasinda devre uzunluklari ile ayrik
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gruplarin tretici eliptik elemanlarinin mertebeleri arasindaki iliski ortaya konmustur.
Boylece simge problemi alt yoriingesel graflara taginmig ve yeni bir yaklasim elde

edilmeye ¢alisilmistir.

Literatiirde mevcut olan iki yaklagim

(1)  Hurwitz : p(NPSL(LR)(rO(N)))=2n{2(g—1)+ rl(l—i}rs}

(2)  Shimura: g, —1=%W(N)+

Nygy o (To (N)): T (V) (g 1)

esitlikleridir. Bu konuda ¢ok sayida ¢alisma s6z konusudur [9],[14], [25], [29], [30].

(1) ve (2) de g-cinsinin disinda bilinmeyen birer parametre bulunmaktadir; (1) de

NPSL(z,R) (FO (N)) grubunun hiperbolik Sl¢limii yani temel bolgenin hiperbolik alani, (2)
de ise W(N) yani T'j(N) grubunun NPSL(2,R)(F0 (N)) lizerindeki toplam ramifikasyon

mertebesidir. Calismamizda (1) yaklasimini kullanmaya karar verdik.

Bu noktada temel bolge ile alt yoriingesel graf arasindaki iliskiyi O6zetlemek
gerekirse, kisaca dosemelerden (tessellations) bahsetmemiz gerekir. Simdiye kadar
degindigimiz doniisim gruplarmin ¢/ st yar1 diizleme goére bolim gruplarinin bir

Riemann yiizeyi meydana getirdigini gordiik. Buna gore L[/NPSL(2 R)(FO (N)) bir

Riemann yiizeyidir ve bir yiizey semboliine yani dosemeye sahiptir. Bu doseme cebirsel ve
aritmetik metodlarla alt yoriingesel graflardan elde edilebilecegi gibi temel bdlgenin
dontisiim grubu altindaki resimlerinden elde etmekte miimkiindiir. Bu iliskiden
yararlanarak alt yoriingesel graflarin ortaya konmasinin hiperbolik  6l¢timiin
hesaplanmasina yardimci olacagi fikrinden hareketle bu ¢alisma yapildi.

Ayrica burada kullanilan hiperbolik geometri Euclid olmayan geometri igin bir
modeldir. Hiperbolik geometri bir egri (curved) uzayidir ve Albert Einstein’nin genel
izafiyet teorisi i¢in dnemli bir rol oynar. Hiperbolik geometri, Euclid geometrisinden ¢ok

farklidir. Topoloji alaninda da bir¢ok uygulamasi vardir.



4. SONUCLAR

Yaptigimiz calismada elde edilen baslica sonuglar sunlardir:
1. Simdiye kadar N, SL(2.R) (FO ( N)) ile ilgili yapilan c¢aligmalar incelendiginde, elde
edilen sonuglarin, N-karesiz sartiyla ortaya koyuldugu goériilmektedir. Bu kosulun sagladig:

en biiyiik avantaj transitifliktir. Bu ¢alismada ise NeZ keyfi olmak iizere 1=3, ..., n

icin N=2%3p." ._.p * genel durumda sonuglar elde edilmistir.

~

2. NPSL(Z,R) (FO (23p2)) nin Q {zerindeki hareketinden olusan alt ydriingesel graflar

verildi. Daha sonra Fu,132 grafindaki kenarlar tizerinde teoremler tartisildi ( Teorem 2.2,
Teorem 2.3).

3.N=2%p* ve a>8 olmak iizere I',(2%p”) grubunun @ tizerindeki tiim yoriingelerinin
sayist hesaplandi (Lemma 2.2).

4. NPSL(Z,R) (Fo (2ap2)) nin @ tizerindeki hareketinden dolayr F 202 alt yoriingesel

u’
grafindaki kenar sart1 elde edildi ( Teorem 2.5).

5. ¢>8 olmak flizere NPSL(2,R)(FO (2"‘p2)) nin Fu,2°‘p2 alt yoriingesel grafinin devre

icermedigi gosterildi (Teorem 2.7).

6. NPSL(Z,R) (FO (32p2)) nin @ tizerindeki hareketinden olusan alt yoriingesel graflar
bulundu. Fu 2 grafindaki kenarlar iizerindeki sartlar verildi ( Teorem 2.9, Teorem 2.10).
7.N=3F p> ve B>4 olmak iizere T, (3B pz) grubunun @ izerindeki tiim yoriingelerinin

sayist hesaplandi (Lemma 2.6).

8. NPSL(Z,R)(FO (3ﬁp2)) nin @ tizerindeki hareketinden dolay1 Fu’ 32 alt yoriingesel

grafindaki kenar sart1 elde edildi ( Teorem 2.12).

9. >4 olmak {lizere NPSL(2,R)(F0 (3Bp2 )) nin Fu’3[3p2 alt yoriingesel grafinin devre

icermedigi gosterildi (Teorem 2.13).



5. ONERILER

Bu calismada NPSL(2 R)(Fo (N)) grubunun alt yoriingesel graflar1 elde edilmesine

karsin, bunlarin yiizey sembolleri ile birlikte yorumu yapilmamistir. Bu problemin asilmast
durumunda simgenin tam olarak elde edilecegi muhakkaktir.T'y (N), PSL(2,R)
grubunun bir alt grubudur. Bu grup I'y(N) ve I'j(N) grubunun biitin Atkin-Lehner
involusyonlari tarafindan iiretilir. 2000 yilinda Mong Lung Lang tarafindan e sayisinin
karesiz olmasi ve belirli sartlar alinda T (eNz) grubunun simgesi bulundu. Sonug olarak

keyfi N sayisi1 i¢in simge problemi agiktir.
Alt yoriingesel graflardaki kenar sarti elde edilirken ortaya ¢ikan kongriians
denklemlerinin sayilar teorisiyle birlikte yorumu yapilmamustir, arastirilabilir. Buradan

ozellikle eliptik egriler ve onlarin rasyonel noktalari ile ilgili dnemli sonuglar aliabilir.

Hatta hiperbolik egriler ve hiperbolik poligonlarin @ genisletilmis rasyonel say1 koseli
minimal uzunluklu egriler olup olmadig1 problemi arastirilabilir.

Graflarla NPSL(Z,R) (FO (N)) nin eliptik ireticileri arasindaki iligki arastirilabilir.

Normalliyenin ~ yapisimt  belirlemede  bazi  yeni  yaklasimlar  gelistirilebilir.

NPSL(Z,R) (Ty(N)) elemanlari Graf teoride kullanilabilir.

Bilgisayar teknolojisindeki kodlama tekniginin gelisiminde kullanilabilir. Ayrica
bulunan sonuglar i¢in kullanimdaki pratiklik acisindan HTML tabanli, PHP ve ASP script

dilleri kullanarak bir ara yiiz hazirlanabilir.

[’ Modiiler grubu i¢in F, grafinin baglantililik durumu incelenerek hangi sartlar

altinda baglantili oldugu arastirilabilir.

Yapilan caligmalar FI(N), FO(N) ve PSL(Z,Z[i]) Picard Modiiler grubu i¢inde

detayl1 bir sekilde genisletilebilir.
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