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OZET

Tez iki bolimden olugmaktadir.

Birinci béliimde yaklagim teorisinin temel teoremleri , Bergman uzayi, Yarikonform
doniigimler, yanikonform egriler, Faber polinomlar: ve Faber-Laurent serileri ile ilgili baz1
tanim ve teoremler verildi.

Ikinci boliimde ise G kompleks diizlemde bir noktadan daha fazla nokta igeren,
noktasim1 igeren ve genisletilmis kompleks diizlemde basit baglantii olan CG

biitiinleyenine sahip bir kontinyum, ¢:CG —>CD(0,1), @()=w ve lim 0(z)/z>0
Z—>w0

kogullarini saglayan konform donigim, Gr (R>1), Ty ={z€C: |o(z)|=R} seviye egrileri

ile sinirlt sonlu bolge olmak iizere, A2 (GR) uzayna ait olan fonksiyonlara 1<r<R igin G,

tizerinde G nin Faber polinomlarinin genellestirilmig Faber serisi ile yaklagim problemi

incelendi ve bu yaklasim ile ilgili bazi degerlendirmeler verildi. Daha sonra G, jordan

egrileri ile sinirl1 iki baglantih sonlu bir bslge, CG = B,UB,, ©eB,, I, =éB, (k=1,2),

¢, :B; >CD(0,1), @,() =, lime,(z)/z>0 kosullanm saglayan konform doniigiim,
¢,:B, >CD(0,1), 2z, €B, oldupunda ¢,(z,)= », lim(z—-z,)9,(z)>0 kosullarim
25z,

saglayan konform donisim, I}, = {z o (2)] = R}, k=12, ve T, r egrileri ile simirlanan
siirh iki baglantii bolge Gr olmak iizere G nin genellestirilmis Faber-Laurent serisi
tammlandt ve bu serinin Gr nin kompakt alt kiimeleri iizerinde diizgiin yakinsak oldugu ve
diizgiin yakinsadig1 fonksiyonun Gg de alinan her kapali egri iizerinde integrali sifir olan
analitik fonksiyonlann Hy(Gy) uzaymna ait oldugu gosterildi ve Dveirin integral
gosterimleri kullanilarak H,(Gy) deki fonksiyonlar i¢in genellestirilmis Faber-Laurent
serilerinin Ggr nin kompakt alt kiimeleri iizerinde fonksiyona diizgiin yakinsak oldugu

ispatland.

Anahtar kelimeler: Faber Polinomu, Seviye Egrisi, Genellestirilmis Faber Serisi,
Genellestirilmig Faber-Laurent Serisi.
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SUMMARY

Convergent to Specific Type Functions of Generalized Faber and Generalized Faber-
Laurent Series

The thesis consists of two chapters.

In the first chapter, some definitions and theorems related to basis theorems of
approximation theory, Bergman spaces, quasiconformal mappings, quasiconformal curves, -
Faber polynomials and Faber-Laurent series are given.

In the second chapter, if G is a continium on the complex plane containing more than

one point, and the complement of which with respect to the extended plane being simply
connected and containing the point , ¢:CG —CD(0,1)is a conformal mapping having

conditions ¢(w) = and lim ¢(z)/z> 0, and Gg (R>1) is the finite domain bounded by
Z—>%

'y = {z eC: |(p(z)| = R} contour line then the approximation problems to the functions of

A%(Gg) by generalized Faber series of Faber polynomials of G on G,, 1<r<R, are
examined and some estimates related to this approximation are given. Afterwards, if G is a
double connected domain bounded by Jordan curves, CG=B, UB,, ©eB,, I, =B,
(k=1,2), ¢,:B,—>CD(0,1) is a conformal mapping having conditions @,()=c0,

limg,(z)/z>0, for z,€B,, ¢,:B,—>CD(0,1) is a conformal mapping having
conditions ¢,(z,)= ®, lim(z-2,),(2) >0, T, = {z:(0,(z)| =R}, k=1,2; R>1, and G
z-z,

is the finite domain bounded by I'y p contour lines then generalized Faber-Laurent series

for G is defined, this series is uniformly convergent on compact subsets of Gg and the
function which is uniformly convergent, belongs to Hy(Gr), the space of functions having
zero integral on any closed curves settled in Gg. Finally using Dveirin’s integral
representations for the functions in Ho(Gg), generalized Faber-Laurent series are defined
and it is proved that the generalized Faber-Laurent series of a function fe Hy(Gg) is

uniformly convergent to f on compact subsets of Gg .

Key Words: Faber Polynomials, Contour Line, Generalized Faber Series, Generalized
Faber-Laurent Series.



SEMBOLLER DiZiNi

acA a noktast A kiimesinin elemamdir
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Hy(Gg) = { f:f €H(Gy) ve Gy de alinan her kapali C egrisi igin j' f(2)dz= O}
c
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Z, v egrisinin uzunlugu

N Dogal sayilar kiimesi

Z Tam sayilar kiimesi
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her
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derecesi n yi agmayan polinomlar kiimesi
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1. GENEL BILGILER

1.1. Yaklasim Teorisinin Temel Teoremleri

1885 yilinda K. Weierstrass sonlu [a,b] aralif1 tzerinde siirekli olan herhangi bir
f(x) fonksiyonuna keyfi kiiciik hata ile cebirsel polinomlaria yaklagilabilecegine dair

teoremi, yani; V € >0 sayis1 igin bir cebirsel Pn(x) polinomunun Vx €[a,b] igin

|f(x)-P,(x)|<¢
olacak gekilde mevcut oldugunu ispatladi.
Kompleks diizlemde D(z,,R)= {z eC:lz-z|<R,R> 0} agtk dairesinde analitik

olan keyfi b\ir f fonksiyonu ele alindiginda, bu fonksiyona
T,(2) = Z f (Zo ( )
k=0
Taylor polinomu ile D(z ,R)dairesinin kompakt alt kiimeleri iizerinde yaklasmak
miimkiindiir.
Burada akla gelen dogal soru; herhangi bir bolgede analitik olan fonksiyonlara,
bolgenin K kompakt alt kiimeleri ilizerinde polinomlar dizisi ile yaklagsmak miimkiin

midiir?

C\{0} bolgesi ele alindiginda, f(z):= ! fonksiyonu C\{0} da analitiktir, fakat bu
z

fonksiyona C\{0} in kompakt alt kiimeleri iizerinde {P,(z)}polinomlar dizisi ile
yaklasmak miumkin olsayd, C(0,))={zeC:[z-0|=|]z|=1}cC\{0} kompakt alt
kiimesini ele aldigimizda,

| —dz—hm [ P(2)z
con? 12%c0.0)

olur ve buradan da 2xi =0 ¢eligkisi ortaya ¢ikar. Dolayisiyla herhangi bir bolgede analitik
olan fonksiyonlara, o bolgenin kompakt alt kiimeleri lizerinde polinomlarla yaklagsmak her
zaman miimkiin degildir. Analitik fonksiyonlara yaklasim problemi ile ilgili ilk sonug 1885

yilinda ispatianan Runge teoremidir



Teorem 1 [Runge]: K < C kompakt bir kiime, f e H(K):={f: f K da analitik} ve
PcC,\K (C,=Cu{w}), C_,\K nn her baglantih bileseninden yalmz bir nokta

iceren bir alt kiime olsun. Bu takdirde, ¥ € >0 sayist ig¢in kutup noktalanni P de olan
|f -R|, =Sup|f(2)-R(z)|<e
zeK

kosulunu saglayan bir R(z) rasyonel fonksiyonu vardur[1].

Runge nin bu teoreminde P ={wo}ahindiginda polinomlarla yaklagm ile ilgili

agagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 1: KcC, C_\K bitinleyeni baglantih olan kompakt bir kiime ve
f € H(K) olsun. Bu takdirde, V € >0 say1s1igin

I/ -2l <s
kosulunu saglayan bir P(z) polinomu vardir{1].
Runge Teoreminin bu sonucu K kompakt kiimesi ilzerinde strekli, K nin ig
noktalarinda analitik olan fonksiyonlara 1952 de Mergelyan tarafindan genellestirildi.
Teorem 2[S. N. Mergelyan]: KcC, C_\K bitiinleyeni baglantili olan bir

kompakt kiime ve f, K kiimesi {izerinde stirekli ve K de analitik olan bir fonksiyon ise

V €>0 sayis! i¢in

I/ -Pl, <=
kosulunu saglayan bir P(z) polinomu vardir [1].

Bu tezde, Runge teoreminin bir uygulamas: olarak, iki baglantihi bir bolgede her
kapali egri izerinde integrali sifir olan analitik fonksiyonlara Genellestirilmis Faber-
Laurent Rasyonel fonksiyonlar ile yaklasim problemi ve belirli tipten bolgelerin Bergman
uzaylarindaki analitik fonksiyonlara kompakt kiimeler lizerinde Genellestirilmis Faber
polinomlan ile yaklagimin derecesi incelenecektir. Bu amagla bundan sonraki kisimlarda,
Bergman uzay: ve 6zellikleri, Faber polinomlan , Faber serileri ve Faber-Laurent serileri

ile ilgili baz1 tamm ve teoremler verilecektir.



1.2. Bergman Uzay: ve Ozellikleri [2]

GcC keyfi bir bolge olmak izere, G bolgesinde {G,}kapah ve suurh bolgeler
dizisini agagidaki ozellikleri saglayacak gekilde bulabiliriz;

i) VneN igin G, G

i) VneN igin G, c Gaa

iii) Vze G i¢in INe N o6yleki Vn >N i¢in ze G, dir.

Bu durumda f € H(G) keyfi alinan bir fonksiyon ise

2
I, = [[|f@f do,
Gy
integralleri meveuttur. G, <G, ,, oldugundan I, artandir. Boylece lim I, mevcuttur
n—>w
(veya +o dur) ve lim [f| f(2)f do, limiti i)-iii) kogullanni saglayan {G,}dizilerinin
n—>w0
Gy,
segiminden bagimsizdir.
limI =I<wo oldugunu varsayalim. {Bn}, i)-iii) kosullarim1 saglayan ikinci bir dizi
n—>w
olsun. Sabit bir B, yeteri kadar biiylik k i¢in Gy tarafindan igerilir. Bu durumda

[Jir@f do, < [[lr@)f do, <1
B, 3,
dir. Buradan fim .” |/ (Z)lz do, =L <I elde edilir. {B,} ve {G,} nin rolleri degistirilirse
1—>0
Bﬂ

I<L ve sonug olarak I=L elde edilir.
Tanmm 1: G c C keyfi bir bolge olmak tizere

AYG)= { f:f €H(G) ve [[|f @) do, < oo}
G

uzayma G nin Bergman uzay: denir.

f.2eA*(G) ise Vo,BeC igin o f+Bg e A*(G) dir. Dolayisiyla AZ(G) bir lineer
uzaydir.

f. g€ A%(G) igin

. 14i
2 1+1lf|2 +llgIZ

~ 1 2 i .
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oldugundan ﬂ f(2)g(zMdo, integrali mevcuttur vef, g € A%(G) igin
G

(f.8)=[] F(2)B(2)do,
G

olarak tanimlanirsa, (,) , A%(G) iizerinde bir i¢ garpimdir. A%(G), bu i¢ carpima gore

bir Hilbert uzayidir ve bir fe A%(G) igin bu i¢ carpimin dogurdugu norm

1
Al ey = ((£:0))" ( [lr@f'do ]
dir.
Teorem 3: f A’ (G) ve Kc G kompakt bir alt kiime olsun. Bu taktirde; VzeK
igin

Ul
ol .o o

dir. Burada d(K,8G) =inf {|z—w|:zeK ve we 0G}.
Ispat: z,cK keyfi fakat sabit alinan bir nokta olsun. feH(G) oldugundan,

o <p <d(z,,0G) olmak iizere f(z) fonksiyonunun

Su(-n) memgs | Ll

k=0 lz—z,|=p

Taylor serisi D(z,,p) kapali dairesinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir. Bu durumda,

240~ I aatets] I
do, = k™) rdodr = 2 Bl 2004
I_)({L)lf (2)[ do i‘;(‘! g(:)a e rdodr = nkz-(:) )
dir. Boylece,
I/ HZAZ(G) _U 1f (Z)I do, 2 _U |/ (Z)l do, 2 tfa, [2 p’= x| f (zo)l2 p?

D(z,.p)
lim x| /) 0* <[z c,

p—d(z,,6G)”
“f “A X(G) “f “AZ(G)
Jnd(z,,8G) *T= =d(K,5G)

z,€K keyfi oldugundan VzeK igin (1) esitsizligi elde edilir.

|/ (z0)|<



Teorem 3 iin sonucu olarak , [, (G, normuna gore bir f fonksiyonuna polinomlarla

yaklagmak miimkiin ise bu polinomlar aym zamanda G nin kompakt alt kiimeleri tizerinde
f fonksiyonuna ||| _normuna gére yakinsaktir. Ancak, bunun tersi her zaman dogru

degildir.

Teorem 4 [Carleman-Farell]: G, C egrisi ile simrli, basit baglantili bir bolge

olsun. GUC, biitiinleyeninin sinir1 tamamen C olan bir tek bolge ise, polinomlar kiimesi

A?(G) uzayinda yogundur.

1.3. Konform Esdegerlilik ve Riemann Déniisiim Teoremi

Tammm 2: G; ve G; kompleks diizlemde iki bolge ve f: Gi— G bire-bir, orten ve
analitik bir fonksiyon ise f doniisiimiine bir konform doniisiim denir.

G bolgesini G; bolgesine resmeden bir konform déniigiim bulunabilirse ; G; bolgesi
G bolgesine konform egdegerdir, denir. G; bslgesi G, bolgesine konform esdeger ise ters
d6niisim teoremi ne gore G bolgesi de G bolgesine konform egdegerdir{1].

Teorem 5 [Riemann Déniisim Teoremi] : G, genisletilmis kompleks diizlemde sinir1
bir noktadan daha fazla nokta igeren basit baglantili bir bolge ve z,€G, G nin keyfi sonlu
bir noktasi ise G yi D(0,1) agik birim dairesine konform ve tek degerli olarak doniistiiren
vep(z,)=0,0'(z,) >0 kosullarini saglayan bir tek ¢:G—D(0,1) konform déniigiimii vardir

[31].
Teorem 6 [Schwarz Lemmasi] : f € H(D(O, R)), R>0, f0)=0ve Vz € D(O,R) i¢in

|f (z)l <M<w
olsun. Bu taktirde Vz € D(0,R)igin

M
)< X ®
dir ve ayrica
. M
| (o) < ® 3)

dir. z20 i¢in (2) de veya (3) de esitlik olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul f(z) nin

a € R olmak iizere



f@=2

seklinde bir lineer tam fonksiyon olmasidir [4].
Sonug¢ 2: G, kompleks diizlemde bir noktadan daha fazla nokta igeren, CG =C_\G

bitiinleyeni genigletilmis kompleks diizlemde basit baglantili ve oo noktasim igeren, bir

kontinyum, ise @(w) = ve hm (P( ) > 0 kosullarim saglayan bir tek ¢ :CG — CD(0,1)

konform ve tek degerli doniigiimii vardir.

Ispat: z,cG sabit bir nokta olsun.

n:CG->C, n(z) =

0

doniigimi CG basit baglantih bolgesini € kompleks diizleminde basit baglantili bir
B:=n(CG) bolgesine resmeden bir konform dénisiimdiir ve n(ewc)=0 dir. Diger taraftan
Riemann doniigiim teoremine gore, B yi D(0,1) agik birim dairesine doniistiiren ve y(0)=0,
y'(0)>0 kosulllarnm gercekleyen bir tek y:B—D(0,1) konform doniigiimii

vardir. u:D(0,1) > CD(0,1), p(0)=c0 ve t#0 igin p(t) =%, donisimii  konform

oldugundan ;
1

( 1 J’
v
z—-2,

<|>()

@=poyen:CG—>CD(O,1), o(z)=

dontisumi konformdur ve ¢(w) = ve hm ——=> 0 kosullarim saglar. Simdi bu konform

doniigiimiin tekligini gosterelim. ¢:CG — Cﬁ(O, 1) doniigtimi
$(e0) =0, 11m ¢( )

kosullarim saglayan bagka bir doniigiim olsun. Bu taktirde,
1

fonksiyonu birim dairesinde analitiktir ve A(0)=0,

A:D(0,1) > D(0,1), Mw):=



A(h)-A(0) _ - lim

__1—_= lim __.h___
o[ 4(1)) ol ()
o HOT®) o0 @)/ W)
h—>w ( (h)) h—)ao(P( -1 (h)) /¢—1 (h)
dir. Dolayisiyla Schwarz Lemmasina gore

)| <|w]

2.(0)=ll‘1

yani, VzeCG igin
6(2)| < |e(2)]
elde edilir. Buraya kadar olan islemlerde ¢ ile ¢ fonksiyonlarinin rolleri degigtirilirse,
lo(2)| <[6(2)]
ve sonug olarak bu iki esitsizlikten,
lo(2)| =16(2)|
veya denk olarak,
A= [wl
elde edilir. Tekrar Schwarz lemmasi uygulanirsa,
Aw) =e%w
sonucu gikar. Fakat A'(0) > 0 oldugundan €'* =1, yani
AW)=w
dir. Sonug olarak VzeCG igin
0(2) = ¢(z)
elde edilir ve ispat tamamianur.

Sonug 3: G, kompleks diizlemde sinirt bir jordan egrisi olan basit baglantili bir bolge

ve z,€@G ise

O(zo)=0, lim(z—-2z,)p(z) >0
ZZ,

kosullarin saglayan bir tek @ : G — CD konform ve tek degerli doniigiimii vardir.
Ispat: sonug 2 nin ispatina benzer sekilde Riemann doniigiim teoremi kullanilarak

kolayca ispatlanir.



1.4. Yarikonform Déniisiimler ve Yarikonform Egriler

Tanmm 3: A, BcC iki bolge f:A—B, VzeA igin

2
1,@=|.@ -|£@] >0
sartim saglayan siirekli tiirevlenebilir bir homeomorfizm olsun.

If (Z)l +

zeA

ise f donilgiimiine A iizerinde tamml1 bir K-yankonform déniigiim ve K>1 sayisina ise
f nin yankonformluk katsayist denir [5].
Tanimdan goriiliiyor ki; f, A iizerinde K-yarikonform ve

1«::=———K_-1
K+1

ise Vze A igin

——<k«l
f (z)l

dir. Ayrica yankonform doniisiimler igin agagidaki ozellikler gecerlidir;

1. 1-yarikonform déniigiim konformdur ve tersi de dogrudur.

2. Bir K;-yarikonform déniigim ve Kp-yarikonform doniigimiin bileskesi Ki Ks-
yarikonform déniigimdiir,

3. Bir f, K-yarikonform doéniigimiiniin f "l ters doniisiimii K-yarikonformdur[6].

Bundan sonra, aksi sdylenmedikge tiim yarikonform doniisiimlerin K-yartkonform
oldugu kabul edilecektir.

Tamm 4: v kompleks diizlemde bir jordan egrisi olsun. y egrisi, kompleks diizlemde
tammb bir yarikonform déniigiim altinda bir gemberin resmi ise; y egrisine bir yarikonform
egri denir [7].

Tanmm 5: 7y, kompleks diizlemde bir jordan egrisi; I(y), v jordan egrisi ile simirli
sonlu bolge; E(y), y jordan egrisi ile sinirli sonsuz bolge ve y: C—->C, I(y) y1 E(y) ya,
E(y) y1 I(y) ya donistiren ve Vze[y] igin y(z)=z kosulunu saglayan bir doniigiim olsun.

y: C—>C donisimii yarikonform ise; y déniigiimiine y egrisine bir yarikonform yansima



denir [6]. Bundan sonra aksi belirtilmedikge bir y egrisine gore yarikonform yansimayi
y(y,.) ile gbsterecegiz.

Onerme 1: T', kompleks diizlemde verilen bir jordan egrisi olsun. Bu taktirde
agagidaki ifadeler denktirler;

i) I' yankonform bir egridir.

ii) Gi , i=1,2, ler C \I' mn baglantili bilesenleri ve o;, Gi, i=1,2, nin C_\D(0,1)
tzerine bir konform donigimia ise ¢; diizlemin kendi tizerine bir yarikonform

homeomorfizmi olarak genigletilebilir.
iii) I' egrisine gore yarikonform yansima mevcuttur [6].
Uyan 1: Farzedelim ki T" bir K- yarikonform egri olsun. Sayet I" bir f:C_, >C_

yarikonform homeomorfizm altinda bir gemberin resmi ise genelligi kaybetmeksizin f nin
birim dairenin digin1 T' egrisinin digina dénigtiirdigiini kabul edebiliriz (aksi durumda

f@=f (%) donisiimiini ele alinz).
Gl :I(r) ) G2 =CGI = Cm\Gl
alalim. Bu durumda I" egrisine gore bir yanikonform yansima
w0 . 1
y@©)=y=fejef i@ =1,
seklinde secilebilir. Bu durumda § donisimii dizlemin K>-yarikonform

homeomorfizmas: olacaktir. Sonug olarak, z=y(w), CD(0,1) bélgesinin G, iizerine

Y(w) =, Y'(»)>0 kosullan altindaki Riemann déniigiim fonksiyonu ise

F(w) = {\y(w), weCD

yoyej, weD
homeomorfizmi F(o)=o0, F(x)>0 kosullannm saglayan bir K -yarikonform
doniisimdiir[6].

Teorem 7: G, genisletilmis kompleks diizlemde 6G smn parga-parga siirekli
tirevlienebilir jordan egrisi olan basit baglantili bir bélge ve f(z), G iizerinde tammli
stirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. G pozitif yonlendirilirse

| f@)dz, G sonlu bolge ise

2 ([ £(2)do, =1 .
G —I f(2)dz, G sonsuz bolge ise
oG
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dir[8].
Teorem 8: G C, yarikonform bir egri ile sinirli, sonlu bir bolge ve §(6G,.)

doéniigiimii, K-yarikonform ise;

[Jls=cec o do <2252

dir. Burada k = =L dir[9].
K +1

1.5. Faber Polinomlan

Tanm 6: G ve ¢:CG—>CD(0,1) sonug 2 nin kosullanm saglasm. ne Nise

lim—q@» 0 oldugundan li_rg z'g" (—1-)>0 dir. O halde z=0 noktasy, (p“(-lz—)
z YA

z-H®o 7
fonksiyonunun n. mertebeden bir kutup yeridir ve yeteri kadar kiigiik € > 0 sayist igin
Q(0;0,¢) = {z € C: 0 <|z| < £} halkasindaki Laurent serisi, 2, # 0 olmak iizere

n

all
2

k=0 Z k=1

seklinde olup; Vz € Q(0;0,¢) i¢in

"(3)-2%

dir. Bu egsitlikten Vz Q(O;é,+oo) = {z eC :é <|z] < +oo} i¢in

0" (z)= Za(“)z +ZB“k 4

k=1 z*
elde edilir ve sag taraftaki seri Q(O;é,+oo) kiimesinde ¢"(z) fonksiyonuna hemen hemen
diizgiin yakinsak, yani Q(O;-l—,+oo) min kompakt alt kiimeleri tizerinde diizgiin yakinsaktir.

F,(2) = 2,2 + ...+ 3™z + a,®

polinomuna G nin n. dereceden Faber polinomu denir{3, 10, 11, 12].
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Tamm 7: ¢:CG—>CD(0,1) sonug 2 nin kosullanim saglayan konform doéniigiim,
neN ve F,(z) , G nin n. dereceden Faber polinomu olsun.

0,:CG->C, 0,(2)=0"(2)-F,(2),
fonksiyonuna ¢" fonksiyonunun esas kismi denir. Agik olarak goriiliiyor ki; o,

-fonksiyonu CG bolgesinde analitiktir ve (4) e gore « noktas1 ®, in en az 1. mertebeden

bir sifir yeridir. Ote yandan ®, nin © noktasi komgulugundaki Laurent serisi ZE%
k=1 Z

olup; ZB—‘ﬂi serisi yeteri kadar biiyitk r>0 sayilan igin Q(0;r,4c0) halkasinda o, ye
k=1 Z

hemen hemen diizgiin yakinsaktir ve Vz € Q(0;r,+0) igin

0,(2)= ZP%

k=1 Z

dir. Ayrica Vze CG i¢in

Fn (Z) = (pn (Z) —CDD(Z)
dir.

Bundan sonraki kisimlarda aksi belirtilmedikge ¢:CG —CD(0,1) ile ¢(0) = @

ve limgg)—> 0 kogullarimi saglayan konform donigimii ve y ile onun ¢ tersi

Z—>o Z
gosterilecektir.
Agik olarak, lim -\Kg—vw—) >0 ve y(wo)=o olup; y:CD(,1)>CG donigimii
w [- .}

konformdur. Diger taraftan ¢ ve y doniigimleri sirast ile CG ve CD(0,1) tzerine siirekli
genisletilebilir[6].
Ornek 1: G=D(z,,R), z,€ C, R>0, alalim.

z-2z,

¢:CG >CD(0,1), w = 9(z) = 2

sonug 2 nin kogullarini saglar. Boylece G nin Faber polinomlari
F =L " =0,1,2
n(z)--l—{;(z—zo) , n=012,.,

dir.
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Tanmm 8: R>1 olmak iizere CD(0,1) de, 0 merkezli R yangapli C(0,R) gemberinin,
CG bolgesindeki

I'g :=y(C(O,R)) ={zec CG:|o(2)|=
resmine R yarigaph bir seviye egrisi denir. C(0,R)gemberi pozitif yonlendirilirse y
konform déniigim oldugundan I'r seviye efrisi de pozitif yonlidir. Diger taraftan
R>R;>1 ise Ty, < I(Tg, ) dir[11].

Teorem 9: Fy(z), G nin n. dereceden Faber polinomu ve R>1 olsun.Bu taktirde;

i) ze I(T )ise
R(@)= - j¢“%c ©)
ii) ze E(FR)ise
R()=0"(@)+ > j¢©¢ ©

dir[13].
Teorem 10: R>1 ve ze I(I'; )ise Vw € CD(O,R) igin

yw) i E (z) )

y(w)-z - k=0 whH

dir ve Z

ser151 I(T )xCD(0,R) de hemen hemen diizgiin yakinsaktur.

Ispat: ze I(T)ise ———— VW) fonksiyonu CD(O,R) de analitik ve w=0 noktasi

y(w) -z
Mfonkmyonunun birinci mertebeden sifir yeri oldugundan, AN nin o©
y(l/w)-z y(w) -z
noktastmin bir komsulugundaki Laurent serisi Z kk( 1) seklinde olup; bu seri bu

k=0 W

komsulukta —\(Vg)i)— fonksiyonuna hemen hemen diizgiin yakinsaktir. Vw e CD(0,R)
y(w)-z

icin
VW) A2
y(w)-z whkH
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oldugundan, n € Nigin

why'(w) _ & WA (2)
= k+1 (8)
v(w)-z 5 w
dir. R">R say1s1 yeteri kadar biiyiik segilirse (8) in sag tarafindaki seri
C(O,R") = {w :lwl = R'} c CD(0,R)

uizerinde diizgiin yakinsak oldugundan

1 J~ w“\u'(w)dw_ 1 J- iw“Ak(z)dw

2M 4 pry VW) ~2 C2m C(O,R"y k=0 weH
esitliginden, Vn € Nigin

F(@=4A,(2
ve bunun somicunda (7) elde edilir.

KcI(Tg)x CD(0,R) herhangi bir kompakt alt kiime olsun. K, ve K, sirastyla K nin
m (T )XCD(O,R) > C, m(z,w)=z ve m,:I(Tx)xCD(O,R)>C, m(z,w)=w
izdigimleri altindaki resimleri olsun. K kompakt, = ve®, izdigiimleri siirekli
olduklarindan K; ve K; kompakt olup K c K, xK, dir.

r=d(K1,Ir):=inf{|z~¢|: z€ K}, ge Ty}
ve

Ry=d(0,K)=inf{|w|: w e K, }

ise 0 ve 1<R <R, dir. V(z,w)eK i¢in

R@|_| 1 {1 jq’k(z)dg]g tr, (5}“
2R, \ R,

lwk+l l_ lwk+l i i 6z
elde edilir, burada £r, , I'r egrisinin uzunlugudur. 0 < ER- <1 oldugundan Weierstrass M-
1

testine gore (7) serisi I(T'y )x CD(0,R) de mutlak ve hemen hemen diizgiin yakinsaktir.

Sonug 4: R>1 ve ze I(Iy )ise Yw e CD(O,R) igin

Ve _$E@ o)

(\]l(W) _ Z)2 - = wk+l
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dir ve z K éﬂ) serisi I(T'y )xCD(0,R) de mutlak ve hemen hemen diizgiin yakinsaktir.

k1 W
Teorem 11: {n |Fn(z)|} dizisi CG de |o(z)| fonksiyonuna hemen hemen diizgiin
yakinsaktir[13].

Tamm 9: G sonug 2 de verilen kontinyum olsun. {F,(z)}, G nin Faber polinomlar:

dizisi ve {a,} bir kompleks say: dizisi ise

3 8,5, (2)
n=0

serisine G nin bir Faber serisi denir[12].
Teorem 12: f €H(Gy), Gy =1(I'y), 1<r<R, ise Vk € Nigin

)6y(1" G) (p(lr: +(lg()g) o,

a(f)= —-11; [J F6@o9
CG,

sayilan r den bagimsizdir[13].

Teorem 13: f cH(Gg), Gy =1(I'y) ve 1<R;<R olmak iizere Vn e N igin

Fo ay(rRl’g) 9'()
a,(f) = CJ;{If(Y(rR‘ %) i

ise D a, (f )Fn' () serisi Gy nin kompakt alt kiimeleri tizerinde diizgiin yakmsaktir.

n=1

ii.) {c,} bir kompleks say1 dizisi olsun. chFn' (z) serisi Gy nin kompakt alt

n=1
kiimelerinde f ye diizgiin yakinsak ise V n=1,2,... igin ¢, =a, (f) dir.

iii.) f nin, I'; tizerinde kaldinlabilir olmayan en az bir ayrik singiiler noktas: varsa,

(f)l ==

hm

dir ve i a,(f )Fn, (z) serisi Gy nin diginda raksaktir.

n=1
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iv.) Tersine, {c,}, ITIH,nMcnI =f1{-<1 sartim saglayan bir kompleks say1 dizisi

olsunBu taktirde chFn' (z) serisi Gg nin kompakt alt kiimelerinde diizgiin yakinsak,

n=1

Gy nin diginda waksakir ve f(z) :=icn (f )Fn' (z) fonksiyonunun I iizerinde

n=1

kaldinlabilir olmayan en az bir aynik singiiler noktas: vardir[13].

1.6. Sonsuz Bolgelerin Faber Polinomu

Tammm 10: G, kompleks diizlemde simin bir jordan egrisi olan basit baglantili bir
bolge, 0zz,eG ve @, :G—CD(0,1),
02zo)~0 , Zlgleo (z2—2,)0,(2)>0
kosullarini saglayan konform doniistimii olsun. Bu durumda n € N igin
lim (z~2z,)"0,"(z) >0
257,
dir. O halde z=z, noktasi, ¢,"(z) fonksiyonunun n. mertebeden bir kutup yeridir ve

dolayisiyla b ™ # 0 olmak iizere Vz € G \{z,} igin

1 p @
0,"(2)= z k +g(2)

k
k=1 (Z - zo)

olacak sekilde g € H(G) fonksiyonu ve bk(“), k =1,2...,n, sabitleri vardir. Bu egitlikteki

{n) (n) (n)
Fz,{zl J'— by + LI +..+ by (10)

~2,) (z-z,)" z-z)"' T (z-z,)

rasyonel fonksiyonuna CG nin n. dereceden Faber polinomu denir{10].

Uyan 2: Tanum 10 da verilen kogullar saglansin.
1

Z—Z

¢(z) =

(]

dontsimiini ele alalim. Bu donisim ile CG bolgesi sonlu bir G* bolgesine doniisiir.

F. (2), G bolgesinin Faber polinomlari olmak iizere CG nin F2,n( J n. dereceden

(o]

Faber polinomu ile
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z-z,

F, (<) =Fn‘( 1 J

polinomu benzer polinomlardir ve aym 6zelliklere sahiptir[10].
Ornek 2: G=D(0,1) ve acG keyfi sabit bir nokta olsun. Bu durumda,

1-az

0,(2) =
Z—a
ile tanimli ¢ fonksiyonu igin ¢, : D(0,1) = CD(0,1) konform ve
0y(2) =, lim(z-2)p,(z)=1-af >0
Z-—>a

dir. Buradan Vz e D(0,1)\{a}i¢in

%n(z)z("l——izjn =[1_—|a—|2-—5}n =(“](_1:|ilzl_ +(nj (1-kf) @

Z—-a Z—-a 0 (Z—a)n 1 (z—a)n—l
1— 21, —n-1
+(n )( i )( 2 +(nj(—i)"
n—-1 (z—a) n

elde edilir. Bu durumda CD(0,1) in Faber polinomu;
n n-1
1-[af 1——a2) 1—a2)
NERRE W
“\z—-a (z—a)" (z—-a)" (z-2)

dir. Burada 6zel halde a=0 olarak alirsak CD(0,1) in Faber polinomunun

oldugunu goririz.
Simdi uyan 2 deki gibi CG bolgesini

1-az

z—a

o(z) =
doniigimi  ile G*=D(0,1) bolgesine doniigtiriirsek, G* 1 Faber polinomlar:

E,"(¢) = ¢" oldugundan, buradan

Fn*(l‘azj =(1‘Ezjn =F,, (_1_j+(—§)“
Z—a Zz—a Z—-a
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elde ederiz. Buradan da gorildigi iizere F," (I_—_g_z_) ve E, (—-l—a) polinomlan bir sabit
Z —_—

z-a
kadar fark etmektedir.

Tamm 11: R>1 ve vy, =@, olmak izere CD(0,1)de, C(0,1) gemberinin, G
bolgesindeki

Ior = W2(C0,1) = {ze€ G:|p2(z)| =R}

resmine G nin R yarigapli bir seviye egrisi denir. R;>Ry>1ise I'p, < I(Izg, ) dir[10].

Teorem 14:
i) zeE(I“z,R) JI<R, ise
1 1 n
Fz,n( j:_ . I(Pz(‘;)dg an
Z—2Z, 2m 0 g-z
2,R
dir.
i) ze I(T, g ), R>1, ise
1 1 ¢ 99
E =0, (2)—— | 22— 12
;n(z_zoj 9" mrzjk — (12)

dir.

Ispat: i) o ,(z) fonksiyonu z=z, noktastmin uygun bir civarinda Laurent serisine
acilirsa;

0 @=F, (;—_lz—}rEz,n(z) (13)

o

dir. Burada Ezu(z), I(I,z) de analitik bir fonksiyondur. zeE(T,g) ise

E

—zﬂgeH(I(I"ZR)) oldugundan

c—Z '
1 B 1 1 1 1 1 & b°
— f (P2~(€)dg=2 - | - 1:2,“( - )dg=2 o [ Yt .
mrz,R 5z mrz,ag z 5% mrz,Rg ZI=1(G‘—Z°)

2 b° 1
=— I 1=“F2,n( )
=1 (Z_zo) -z,

dir. Buradan da F, | —— |=—— [ 22O clde edilir
\z-z, 2m S G-z
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ii) z#7, olsun. Bu durumda 3¢>0 ve 1<R<r sayilan oyle ki ;

D(z,8) CE(T5,) N 1(T2r)
L) . EZ,n(G) . - . . . e
dir ve boylece . Tyr , Iay ve 0D(z,g) egrileri arasinda kalan bolgede analitik
G-z
oldugundan
1 ¢ E,, 1 1 E,.(c x(9)
[ E@g LBy, L Eatycp,

Zmru G-z 21c1r2’r G—z me(w) G-z

dir ve buradan

0,"(0)-F,, (E:Z—J
~~d¢=E,, (@) =0,"(2)-F, (Z —

o
N

)

N——

1
=g

c—Z

1
3 Fz’n ( J
__1_. (PZ (G)jg— 1 I g 04dg (Pzn(z) Fz,n(z l J

2ni 62 2my, Gz z,
1 b,™d n 1
: P, (Q) Z J' ;46 -= @, (Z)_Fz,n( ]
2my; 6 Z T =1 T, (c—2)6—2,) z—z,
ve esitligin sol tarafindaki ikinci toplam sifir oldugundan
1
NER
Z—Z, 2mi;, G2
elde edilir.

. . . 1 "
7=7, ise co=w olacagindan (12) yine dogrudur. Zira, Py I &—(g)—dg =E, (z,)
T G-Z "

o

dir. Gergekten (13) e gbre

a FZ,n P
0, () __"\¢-z,) Eu(9)
C—Z, G—Z, c—Z,
dir. Buradan,
1 b,® d 1 ¢ E,;.(5)
(pZ (g) Z I g l+1 I 2, d =E2,n (Zo)
Zmrmgz = 2w (c-z,) 2m 62,
elde edilir.

Teorem 15: R>1, z,eG ve ze E(I"z,R) ise Yw € CD(0,R) igin
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vo (W) —Z m+12m( : J (14)

VaW)-z A w z-z

! Jserisi E(F2 R ) xCD(0,R) de mutlak ve hemen hemen diizgiin
2 :

s
. 1
dir ve E
2,m
mz=l Wm+1 7z —

yakinsaktir.

0

Ispat: ze E(F2 R) ise -\l_l%)—); fonksiyonu CD(0,R) de analitik ve w= noktas
(W) —

—\&L—)——fonkmyonunun ikinci mertebeden sifir yeri oldugundan, _wa(w) nin

WYy (w)—2z Wy (w)~z

noktasimn bir komsulugundaki Laurent serisi Z 2"’(1) seklinde olup; bu seri bu

m=]

komsulukta _Hf(z_(‘;i)__ fonksiyonuna hemen hemen diizgiin yakimnsaktir. Vw € CD(0,R)
Yy (W)-z

icin

V) __ $ Asa(2)

va(w)-z 5wt

oldugundan, n € Nigin

W) _ $ W Aan() )

vo(W-z g owe
dir. R™>R sayist yeteri kadar biyilkk segilirse (15) in sag tarafindaki seri
C(O,R") = {w :wl= R'} — CD(0,R) iizerinde diizgiin yakinsak oldugundan teorem14 ve

) 1 B
I ) (C) C— I ) (C) WY (W) dw
G-z 2 | 21t1 CORY Yo W)~z
2 whA, . (z > w'A
-om | ST eBaet [ $1 2By
Teorym=l W T g,R7ym=1

esitliginden , Vn e Nigin

F2,n ( ! ) = A2,n (Z)

z~z,

ve bunun sonucunda

v __$ L ( 1 J
whF m z-z,

V,(W)-z ow
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elde edilir.

Kc E(Fz,R)xCﬁ(O, R) herhangi bir kompakt alt kiime olsun. K; ve K sirasiyla K
mn  m :E(Tp)xCDO,R)>C, m(zw)=z ve m, :E(FZ’R) xCD(0,R) > C,
7,(z,w) =w izdugamleri altindaki resimleri olsun. K kompakt, m; ve m, izdtigimleri
siirekli olduklarindan K, ve K, kompakt olup K c K, xK, dir.

=d(K;,I2r):=inf {Iz - g[ :zekK;,ge FZ’R} ve R;:=d(0,K;):=inf {le IWe K2} ise >0

ve 1 <R <R, dir. V(z,w)eK;xK; igin

i fr, (RY
1o (1) J'(Pz "©Q g < (R
w2 77 Iw”["rl 27 . 2mR, ( R,

elde edilir, burada £ r,.> 12 egrisinin uzunlufudur. 0 < —Il{—{- <1 oldugundan Weierstrass
. 1

M-testine gore (14) serisi E(I’Z,R)xCﬁ(O, R) de mutlak ve hemen hemen diizgiin
yakinsaktir.
Sonug 5: R>1, z,eG ve ze E(FZ,R) ise Yw e CD(0,R) igin

wvuw X 1 r ( 1 J
(va)-2f  ad(z-z,) w22,

1
dir ve —Z m+]F2’m(

m1(z~z ) w

z-z,

Jserisi E(FZ’R)XCE(O, R) de mutlak ve hemen

hemen diizgiin yakinsaktir.
1
\ Z—Z,

] 0
{ FZm[ l }
” Z_Zo)
m=1

dizisi G\{z,} 1 kompakt alt kiimeleri iizerinde |2(2)| fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

Teorem 16: F, ), m=1,2,..., C G nin Faber polinomlan ise

Ispat:  KcG\{z,]  herhangi bir = kompakt alt kime olsun.
p=d(0,0,(K)) =inf {jp,(z)|: zeK}ise p>1 dir. r, R>0 sayilar1 1<r<R<p olacak sekilde

segilirse, Kc I(I', ;) c I(T,,) ve VzeK igin |q)2(z)| >R dir. (12) den
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< 1 7 J' I(P2m((;)|

< , d¢
2n)0,"(2)|r;, 57 4d

ﬂcp;"(z)l}—l

< ___EI;ZL__.[_I_JID
2rd(K, I, )\R

(

1
F2,m ( J
z—z,

elde edilir. Bu durumda %<1 oldugundan yeteri kadar biiyiik m ler ve VzeK igin

1
F -
2,m(z_zoJ

1 3
—-< <=
2" for@ 2

buradan
1 o 1 )3 m
Sle@" < Fz,m(z_zo) <7 le@)

\ o0
dir ve bu {m i, (——1—— } dizisinin K tzerinde |p(z)| fonksiyonuna diizgiin
Z—-Z, J
m=1

yakinsadiZini gosterir ve ispat tamamlamr.

1

Teorem 17: FZm(
“\z-z,

dizisi G\{z,} 1n kompakt alt kiimeleri iizerinde |2(z)| fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

J ,m=1,2,.... C G nin Faber polinomlan ise

Ispat: KcG\{z,}  herhangi bir = kompakt alt kime  olsun.
p=d(0,¢,(K)) =inf {|p,(2)|: zeK}ise p>1 dir. r, R>0 sayilan 1<r<R<p olacak sekilde
segilirse, Ko int(,z) < int(Cyr) ve VzeK igin |p,(z)|>R dir.Aynica VzeK igin (13)

den

2
1 , 1 m- , 1 "
_[z—zo) Fz’m[Z—zo)zm% 1(2)%(2)‘2115 I i%ig (19

dir.
M :=sup{|p2(z)|:zeK} , Ma:=sup{|o’2(z)|:zeK}
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m;:=Inf{|p2(z)|:zeK} , my:=inf{|p'2(z)|:zeK}
alahm. VzeK igin ¢2(z)20 ve ¢'2(z)=0 ve siirekli fonksiyonlarin modiilii kompakt kiimeler

tizerinde maksimum ve minimum degerini aldigindan m;, m;, M, M>>0 dir. (16) dan

1
FI
2,m (Z_ZOJ

o, ()3 (2)(z - 7,)?

1< 1 Ja l‘sz(G)l

< ' dg
2mm|0,™ (203 @)1y, fo~2° u

T %)
~ 2mmm (K ;)\ R

elde edilir. Bu durumda —;E< 1 oldugundan yeteri kadar biiyiikk m ler ve VzeK igin

. 1
F“‘(z—z ) 3

;1 ’ 2 <=
mlo,™ @0} @)|[z-z[ ~ 2

<

N ]

buradan

1 m m 3 M m
Emﬁzl—l(pz(zﬂ < ng;ﬁlq’z(z)l

dir ve bu {?/Fz'm( L J ﬁz—z° |2} dizisinin K tzerinde |¢x(z)| fonksiyonuna diizgiin
\Z-Z,

m=1

yakinsadiZim gosterir ve ispat tamamlanir.

1.7. Faber-Laurent Serisi

G, jordan egrileri ile siirh iki baglantili sonlu bir bélge, CG=B, UB,, ©eB,,

T, =0B, (k=1,2) olsun. Sonug 2 ye gore B, bolgesini CD(0,1) bolgesine 0,(®) =0,

limip'—(z—)>0 kogullan altinda konform ve tek degerli olarak donistiren © =¢,(z)

Z—o VA

doniiglimii meveuttur, z =y, (w) ile onun tersini gosterelim.



23

Benzer sekilde her B; igin sonug 3 e gore B, bolgesini CD(0,1) bolgesine z,€B,
oldugunda @,(z,)= o, lim(z-z)¢,(z) >0 kosullan altinda konform ve tek degerli
z>z,

olarak doniigtiren w= @,(z) donigimi meveuttur, z=y,(w) ile onun tersini
gosterelim.

T, = &:|0.(2)] =R}, k=12,
olsun ve I, ; egrileri ile sinirlanan simrli iki baglantili bolgeyi Grile gosterelim. Byr , Iy
egrisi ile sinirlanan sonsuz bolge; Bar , I', efrisi ile simrlanan, sonlu, basit baglantili

bélge olsun [10].

Tanmm 12: {Fl,n(z)}, CB; nin Faber polinomlan dizisi; {an( 1 )}, CB; nin
T\Z—-%Z,

Faber polinomlan dizisi ve {aLn} ve {az,n} iki kompleks say1 dizisi olmak iizere

Z al,nFl,n (Z) + z a2,nF2,n ( ! J (17)

n=0 n=1 z—z,

serisine G nin bir Faber-Laurent serisi denir.

Teorem 18: E_(2), F, m[ ) sirast ile CB; ve CB; nin Faber Polinomlan ise

o

n e N olmak lizere;

1 J Fl,m (Z)(Pi(Z)dZ — {la m=n

2mi 0,""(2) 0, m#n

[13]

E ., (2)0;
L [ Ea@0i@),
2m Tax, 0" (2)
1 4
: q311+(12) Flm[ : }11:0
27 Tig ] (Z) 27y
1 4 -1, m=n
1 .[ q)j+(12) FZ,m( 1 szz{ H Rl>1
2w T, 92 (2) zZ—2, 0, m#n
dir.
. F ;
Ispat: Fin(2)95(2) fonksiyonu T’ ,R,>1, egrisi ile sinirh sonlu bolgede analitik

0, (2)
oldugundan,
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L [ Ea@0@y o oy
2mi . 0, (2)

2Ry

ve benzer gekilde ¢1(z) E ( Jfonksiyonu I x> R, >1, egrisi ile snirh sonsuz

(P1n+l @ 2| z
bolgede analitik oldugundan,

_[ ([:1]1»(12) Zm[ ! ]d‘:o’nEN
(pl () _Zo

rl.R

dir. (13) e gére

1
E ' m ,
1 J’ 2,m (Z 2, J(Pz (Z)dz 1 J' ((p2 (2)- EZ’!1 (z)) 05(2)
27 Tom, (1)211"'1 (2) 27 o (p2n+1 ( Z)
E t4
J‘ @, g?%(z) 1 J' 2,0 512% (iiz

27!:1 Lomy (Z) @2 (Z)

=— — [ 0" @)}z

1T‘Z Rl

N

2m oy 0, m#n
elde edilir.

1 - T,
Teorem 19: {ak,n}, k=12, kglo ,n/ " - =R R >1, kosulunu saglayan iki dizi ise

i) (17) serisi Gr de mutlak ve hemen hemen diizgiin yakinsak ve CGy de raksaktrr.

ii) Vze Gy i¢in

(Z) ZalnEn(z)+Za2nF2n[ _lzj

n=0 n=] 0

ise feH(Gg) dir ve 1<r<R, VneN igin

k+
@ 1) : If(zzgk(z)d
@

ak,n

dir.
Ispat: i) Kc Gg herhangi bir kompakt alt kiime olsun. R*<(L,R) sayist K& Ggs

olacak sekilde segilsin. Maksimum modiil teoremine gore Vz € K igin
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a5, (2)|<

olacak sekilde bir ¢, €T'| p« noktasi ve Vz € Kigin

1 1
al,nF2,n (Z —z ) a'l,nFZ,n (Q —z )
0 1 0

olacak sekilde bir ¢, €I, p+ noktast vardir. Teorem 11 ve teorem 16 ye gore,

/]—‘—‘ ?1(G,) 1
11mnaLnFln( ) i R l %QAaLnFZ,n(gl_zo) =

oldugundan Z ay i, (2)+ Z az b, [

n=0 n=]

a'l,nFl,n (go )

<

l(Pz (Gl)l _R*
R R

<1

] serisi K iizerinde mutlak ve dizgin
0

yakinsaktir.

Son olarak (17) serisinin CGy de 1raksak oldugu gosterilirse ispat tamamlanir.
z,e CGykeyfi fakat sabit alman bir nokta olsun. 1<R<R; ve gz elg, veya
z, €T’y g olacak gekilde bir Ry>0 sayisi vardir. Genellikten bir sey kaybetmeyecegi igin
z, €I’ oldugunu kabul edelim. Teorem 11 e gore

-_— R
lim tla, F, (z,) ==t

ve % >1 oldugundan seriler igin kok testine gore Z a) . F ,(z)) serisi dolayisiyla
n=0

ZalnFln(zl)'*'ZaZnFZn( IZ ]

n=0 n=1 Z)—Z,

serisi iraksaktir. z;€ CGy keyfi alinan bir nokta oldugundan (17) serisi CGy de iraksaktr.
ii) 1) ye gore (17) serisi Gr de mutlak ve hemen hemen diizgiin yakinsak
oldugundan f e H(Gy) dir.
1<r<R olsun. (17) serisi Gr de f(z) ye hemen hemen diizgiin yakinsak oldugundan
_0i(x) 1 | @
a F (D) ——+) a2y an(
:‘_:o o (2) 21 " 22 )o™(@)

f 31(9 i(2) fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir. O halde

0""(2)

serisi I, lizerinde
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[ <] 1 U
S ool o 1
J‘f(Z)wi(Z)
[" (Pln+l(z)

dir. Bu esitligin sol tarafindaki ikinci integral sifir oldugundan teorem 18 e gore

J f@0@)y,,
n+1 (Z)

elde edilir. Benzer sekilde (17) serisi Gr de f(z) ye hemen hemen diizgiin yakmsak

oldugundan

ZalnFl,n(z) "’:fl e +Za2nF2n( 1 ) %)

n=l1 Z, (p2n+l @

serisi Iy, tizerinde /@%@ fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir. O halde

n+l

0", (2)
!é)aln J‘Fln() (Pnz.,.(l) dz+ l;)a'Zn-—'_I 2n( }(p(zpnzﬁz()z)dz
j f(@02(2),,
n+1(z)

dir. Bu esitligin sol tarafindaki birinci integral sifir oldugundan teorem 18 e gore

I [@90@),

n+1 (Z)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Tersine olarak; f € H(Gg) ve 1<r<Rise

2 (f,1) = ('l)kﬂ jf (Zzﬁ‘é?dz k=12,

sayilar1 r den bagimsizdir. Gergekten, 1<r<r;<R ise /G 3312(? CG, r\(_}r2 yi igeren bir

bélgede analitik oldugundan

I f(Z)(Pk(Z) J' f(Z)(pk(Z) k =12
Zm n+l (Z) rrz n+l (Z) >
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dir. a, ,(f)= 5 j S (23312(;) k=12, katsayillanna f e H(Gy) nin Faber-Laurent
m | z

J serisine de f nin Faber-Laurent

katsayllan ve z a n(f)Fl n (Z) +Z a, n(f)FZ n ( _

n=0 n=1 Z,

serisi denir.

k+
Teorem 20: f < H(Gg), R>1, ve akm(f)—(_) : j f (Zzﬁ"((?dz k=12, ise
Z

l)zalm(f)Fl,m(z)"‘Za2 m(f)FZm( _lz ) (18)

m=0 m=1 0

serisi Gr de f fonksiyonuna hemen hemen diizgiin yakinsaktur.

! ) Faber-Laurent serisi Gr de f fonksiyonuna
z—-z

]

ii) 2 G, mFl mn(2)+ Z C mFZ,m (

m=0 m=]
hemen hemen diizgiin yakinsak is¢ Vm e N igin
ck,m:ak,mm’ k’—‘l,Z,
dir.
Ispat: i) KcGy herhangi bir kompakt alt kiime ise, 1<n<R ve K <G, olacak
sekilde bir r>0 sayist vardir . f nin Faber-Laurent katsayilarni 1<r<R olan r sayilarindan

bagimsiz oldugundan a ,(f)ve a,,(f) katsayillannin tamminda kullanilan r sayisi

1< <r <R olacak bigimde segilebilir, bu durumda,

n(f) - ( 1)k+1 J' f(gz:glzéi)dg’ k= 1’ 2,

dir ve f € H(Gy) oldugundan

@)= J{ e

dir. Bu esitligin sol tarafindaki birinci integralde ¢ = y;(w) degisken déniigimii ve ikinci
integralde ¢=y,(w) degisken donligimi yapilirsa,

[ LD g, L[ L)

=y (w)dw (19)
27'Cl aD(0,r) \Ul( ) z 3D(0 1) L4 (W) Z

f@)=—
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z ®
elde edilir Teorem 10 ve teorem 15 e gore Z lm( ) ve D L g ( ! J serileri
m+ - 2,m
m=0 w m=l -1,

y1(w) W3 (W) fonksiyonlarina diizgiin yakinsak,
Y (w)—z V(W) -z

S (w)) ve f(yy(w)) fonksiyonlan  JdD(0,r) iizerinde smurh olduklanindan,

Z f (\lll(W))Fl,m(Z) Z S W (w))

0dD(0,r) izerinde sirasi ile

Fz,m(z_lz J serileri dD(0,r) tuzerinde siras: ile
o

5 Wm = m+l
L) yi(w) v f S (W) 22722y (w) fonksiyonlarina diizgiin yakinsaktir, dolayisiyla
(W) -z Yy (w)-z

VzeK igin

| [ Lo,

f(t;)i S
ij 6~ Zalm(f)Flm(Z) |2m|w|___1 vy (W) -z

- Z A m (f)Fl,m (Z)
m=0

-] F n
_ # J‘ Z f(\l’l(Wm)le(Z) Z 80 (F)F (@)
I

wi=1 m=0 w m=0

- Z( [ gD dw] n @ = 230 (2)

2m p2o |w]=1 m=0

o0

= z al,m(f)Fl,m (Z) <

m=n+1

3 o (Em @)

m=n+]

dir. Teorem 9 a gére VzeK igin

=5 | 2O
S ol
oldugundan, M, (r) = {| FQ)o(9)]:ce I"kvr} k=1,2, ise

M, (0)r, Ly,
ATPd(K, Ty, )r

lal,m(f)Fl,m(z)lscu,rl)(-}) , C(r,5)=

dir. 0<X <1 oldugundan
r

m n+l oo m n+l
Z C(r, rl)( ) =C(r,r1)(5r‘-) Z(i—‘) =C(r,r1)(—rrl-) L

m=n+l m=0
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n+l
elde edilir. lim C(r,rl)(i) I __0 oldupundan VzeK ve Ve>0 igin IN(e)eN
) r r—g

oyle ki VneN, n>N(e) igin

<g

[ Q4
Ef{ s Y e in(@

dir. Dolayisiyla ' 2, ,(f)F () serisi KcGr kompakt alt kimesi {izerinde
m=0

a0

1
2ni

z-z,

I L(g—)dg fonksiyonuna diizgiin yakinsar. Benzer sekilde
C—Z
L

1
aZ,m (f)F2,m ( J
m=}1
serisinin de KcGgr kompakt alt kiimesi tizerinde —2—17 j —f—(g—)dc; fonksiyonuna diizgiin
.Y ¢—2z

I‘Z.l'

yakinsak oldugu kolaylikla gosterilebilir. Sonug olarak, KcGr keyfi alinan bir kompakt

kime oldugundan i an, (f )Fl,m (z)+ i GHn (f )Fz’m( lz ) serisi Gg de f
m=0 r

m=1 z 0

fonksiyonuna hemen hemen diizgiin yakinsaktir.

ii) i () ’mFLm(z)+§:c2,mF m( J Faber-Laurent serisi Gr de f<eH(Gy),
m=0

m=1 Z—z

(4]

R>1, fonksiyonuna hemen hemen diizgiin yakinsak ise teorem 19 a gore

Gl (T VR

27 i (Pkm+l (Z)

Ck_,m

elde edilir.



2.YAPILAN CALISMALAR ve BULGULAR

2.1. Bergman Uzaylarinda Genellestirilmis Faber Polinomlan ile Fonksiyonlara

Yaklagimin Derecesi

G, T yarikonform egrisi ile sinirlt sonlu bélge olsun. D. M. Israfilov [14] de,
feA@G)={f:f G de analitik, G de stirekli}
oldugunda,
H Fy(T, w(W)))\u (W)

ve (T, w(w))do,

|w|>l

ise Y a,(f)F.,(z) serisinin G nin kompakt alt kiimeleri tizerinde f ye diizgiin yakinsak

m=]
oldugunu gosterdi.

A%(G) uzaymm ele alindiginda, Carleman-Farell teoremine gore polinomlar kiimesi,

A%(G) de "f "A2(G) ( f g))2 normuna gore yogundur. Aymt zamanda neN igin g,

derecesi n yi agmayan polinomlar kiimesi ve

E(f,G)= gg‘fn If - p"AZ(G)
#, deki polinomlarla f ye en iyi yaklagimin derecesi olmak tizere bir m, € o, polinomu
vardir 6yle ki, E,(f,B)=|f -], « dir. Buradaki =, €, polinomuna fe A%(G)

fonksiyonuna en iyi yaklasan polinom denir. A. Cavus [15] deki galigmasmnda f € A%2(G)

oldugunda, a,(f) yukaridaki gibi olmak tizere Z a, (f)F,(z) serisinin G nin kompakt

m=l1
alt kimeleri tizerinde f ye diizgiin yakmsak oldugunu, seriye agilimin tek tiirlii oldugunu

n+l
ve S (f,z) =) a,(f)F;(z) olmak iizere, Vne N igin
k=1

1 ~SalFs Moy S Y61/ A-KD Eq (£,G)

oldugunu gosterdi.
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G, sonug 2 nin kogullanni saglayan bir kontinyum olmak iizere f e A%(Gp), R>1,

olsun, f € A%(Gy) i¢in

H Y( R:G) g( )dc

-1 ﬂ' £ (y(Tr, w(w))) vz g, WV (W) ———2— W(w) 7 90
T o (w(w)—2)

dir[6]. Sonug 4 kullamlirsa, f € A%(Gy) fonksiyonuna ,

H Y(FR7W(W)))5:;;+(IF R VW)Y (W) W), o 19)

T wp>r w

olmak iizere Z a,, (f)F, (z) serisini kargilik getirebiliriz. Z an, (f)E,(z) serisine fnin bir

m=] m=]
n+l
genellestirilmis Faber serisi ve S, (f, z)=Zak(f )F.(z) polinomuna f nin bir
k=1

genellestirilmis Faber polinomu denir.

Bu kisimda, f € A%(Gg) ve a,(f) (19) daki gibi tammli ve 1<r<R olmak iizere,
1 =8 (2 2 G,y V€ 1 =Sa(f> )| 2 (o, farklannin sifira gitme hizlarim Slgmek igin bir

degerlendirme verilmektedir.

Lemma 1: feA%(Gy), R>1, ve y(T r-Z), I'r egrisine gore yarikonform yansima

olsun. Bu taktirde;
C.g |f (v (I—R";))I2 IYE (rR’g)lz do_ <|f "2A2(GR) (20)
R

dir.
Ispat: T'r , konform bir doniigim altinda bir ¢emberin resmi ve her konform

doniigiim 1-yarkonform oldugundan, uyan 1 e gore y(z) = y(T'g,z) 1-yarkonform
yansimadir. Dolayisiyla I?El /]Sv'glsk =0 ve I’iglz —l’ialz >0 dir. Aym1 zamanda l‘i&l =|y3|

ve I?EI = chl oldugundan ‘ygl2 = Iygl2 —lyql2 >0 dir. Bunun sonucu olarak;

Cg (£ 3) @ =@ do, =Cg (£ o9)Of (fref ~[yf) o
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y(z), nin jakobiyeni (Iyg|2~|y§|2) oldugundan istteki esitsizligin sag tarafindaki

integralde z = y(g) degisken doniigiimii yapilirsa (20) elde edilir.
Lemma 2: F,(z), G nin n. dereceden Faber polinomu ve R>1 olsun. Bu taktirde;

2
2 AYGy) S nR*
dir.
Ispat: |w|>1 icin

F, (y(w))=w" +inbm,w'v 21

v=l

dir[16], burada b,, Grunsky katsayilaridur.

"Fl,l “2A2(GR) = (j;_‘- IFI'I (Z)|2doz = E[J' F1; (Z)P—;T_Zﬁcz

Green teoremi kullambirsa;
AP FI F@F@dz= %lw II BV OIR, () dw
(21) den
F, (W) w'w) =nw™ = b v, [w]> 1,

v=l

elde edilir, bunu yukandaki esitlikte yerine yazarsak ,

(nw"“1 ~> nb, vw ™ ](wn +y nb, w™ }iw
v=l

2 _1
"Fn " A¥Gr) " 94 lWi[ .

L [ WP 55 ovibwf [ }W
W

21 wl-R w g

v=l

IS ST 2R—ZVJ_17 dw
( é | “"I 2i IWI.[R w

= n(nRzn —ivn2 [oa]’ R'”J <nmR*"

v=]

Lemma 3: f € A’(Gy ) olsun. Bu taktirde, Vn € Nigin
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"f "A"(Gn)
1cnRn ’ 22)
dir.
ispat :
I, w(w W)Ye\lr VW
(f)——; J‘J‘ ( ( )))anl ) c( ( )) o,
[wpR

oldugundan, Holder esitsizligi kullamlirsa,

<_[ JT (5T w o) (T w ) W] dcj(ﬂ, I}

iR [W

N[—‘

2?15[ ﬂ lf (7(e:0) yg(FR,C)l do T UT#I“ dedr

CGy

1
1 Y .
kel V6O 0f )
CGy
elde edilir. y(I'y,.) 1- yanikonform yansima oldugundan

Jy(rn,.) (C )r

lyz (rR’C)lz =

ve

1 2 : P
2, (f)|< Jrak [ ég lf (y(r R’C))l |Jy(rgr) (C)l d"c]
dir. z=y(T's,§) degisken doniisiimiiniin sonucu olarak,

Mo,
= Jmre

elde edilir.
Sonug 6: F(z), G nin n. dereceden Faber polinomu ve Kc Gg, R>1, kompakt bir alt
kiime olsun. Bu taktirde Vze K i¢in

JnR*
d(K,T'g)

[E(2) <

dir.
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Ispat: G bolgesi yerine Gr bolgesi alindiginda teorem 3 iin sonucu olarak VzeK
igin
"f "AZ(GR)
Jrd(, )

dir. Buradan lemma 2 ye gére VzeK igin

|/ (@) < (23)

oo < ﬁj&w T dﬁi)
elde edilir.

Teorem 21: : R>1 ve feA%(Gg) ise S,(f,z), Gr nin kompakt alt kismeleri izerinde
f ye diizgiin yakinsaktir.

Ispat: K c Gy alnan keyfi kompakt bir alt kiime ve ze K keyfi alinan sabit bir
nokta olsun. Bu durumda,

n+l
J@=50, z)_—*_ H f(Y(rR’g))yc(rR’G)( _Z E () (£+(li)))

TG,

J nH !
1 H £ (YT, ww))yz T, w(w ))[ y'(w) __ZFk g)}dow

T1abR ww)-2)* G w

dir. Buradan Holder esitsizligi kullamlirsa,

If@-S.(f.2f s%[ ] |f(y(rR,w(w)))yg(rR,w(w»w'(w)lzdcw)

|wp>R

| e n (z)lz o

wpr| W -2 g 2 e

lemma 1 den,

Fk (Z)

—n+2 w

do

w

|/ (2)-S,(/, Z)I =2 "f " AY(Gy ){ ﬂ

w{>R

3 F, F l +
< 2 "f" Az(GR)J'{J-{ = F%((%)WH é 'I;k(j) i(k 1)9}9}vd
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, 2
:"f "2A’(GR) Z“T i |Fk (Z)I

2k (OP

o R |k=n+2 P

2 N
iy o K@

' (24)
n komiz 2KR%

elde edilir. K < Gy oldugundan, K< G, olacak sekilde bir re(L,R) sayis1 mevcuttur.

Dolayisiyla Sonug 6 ve (24) nmin sonucu olarak,

lIfIIA(m Al
/@-8,0.2f < My r,)(sz

k=n+2
"f " AY(Gg) r? 2 R? 25
ndz(K ) RZ) R? RZ 2 @)

elde edilir. Dolayisiyla, (25) in sonucu olarak f nin genellestirilmis Faber serisinin K
kompakt alt kiimesi {izerinde f ye diizgiin yakinsak oldugu ¢ikar. Bu ise ispat1 tamamlar.
Teorem 22: R>1 ve fe A*(Gg) olsun. Bu durumda;
i) VeN igin

R| A 42
"f =8, (/. ')“Az((—}r) < _A'(G_R)(_lr{') (26)

)

ii) Yeteri kadar bityilk ne N igin,

@7

CR‘/EHf "Az(GR) (l)mz
ey

Ispat: i) ze G, keyfi alinan bir nokta olsun. Bu durumda, (24) esitsizliginde her iki

"f =S, (f> ’)"A2 (G) <

tarafin (—}, tizerinden integrali alinirsa, lemma 2 nin sonucu olarak;

|A2(G) _"f " A’ (GR) Z kr?kn
k=n+l kRzk

Uty Wren 5 [r

2k
k=n+2 kR

o r2 k r2 n+2 1
2
Voo 2 5] Whrenlir) —

-2

"f -S,(/, ')"2A2 (G,) <
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n+2 2 2
2 r R
= "f " AX(Gy) (('ﬁ) J R

dir, buradan her iki tarafin karekokii alinirsa istenilen sonug elde edilir.

if) (26) esitsizliginde r* = 1+—-1r—5 alinirsa, yeteri kadar biiyiikk ne N igin, (25) elde
n

edilir.

Sonug¢ 7: feH(Gr), R>1, olsun. Eger f fonksiyonunun I'y iizerinde kaldinlabilir
olmayan bir singiiler noktasi varsa,

- = T

lim ~JE =—

Lim E.(/.G,) X
dir.

Ispat: 1<r<R olan her r sayis1 igin  feH(G,) ve G, kompakt alt kiime

oldugundan f e A%(G,) dir. (24) esitsizligi goz 6niine alinirsa,

imE,(7,G,) Siri (28)

-
>0

elde edilir. Simdi E_(f,G,) igin bir alt simr bulmaya galisalim. 7,(z), derecesi n yi

agmayan polinomlar sinifindan G, {izerinde f(z) ye en iyi yaklagan polinom olsun. Yani
E(/.80 =1/ Tl

olsun. T, (z)=f(z)-=®,(z) alalm. T, (z) fonksiyonunu genellestiriimiy Faber

polinomlan serisine agalim;
T,.() =2 b VK@)
k=1
dir. Buradan,

@D =12+ 3 b PR @)= 2 (NER)

k=l k=1

elde edilir. f(z) fonksiyonunun genellestirilmigy Faber polinomlan serisine agilimi tek
oldugundan;
3, ()=b", k=n+2,n+3,..

dir. Lemma 3 den k € Nigin
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Ml _E(£,G)
T Jmke \/ﬁrk

dir. Sonug olarak buradan da

(n)
[

(n)
b n+2

E.(£.G.) 2 b, [Ja(n + 2™ = o, ()| Jrnr? (29)
elde edilir. Teorem 13 e gore feH(Gr) ve f fonksiyonunun I'y tzerinde kaldiniabilir

olmayan bir singiiler noktasi bulundugundan,

_-— 1
limgla. (£) =

idi, o halde (29) un sonucu olarak;

T r
n+ >
lim 2E,(f,G,) 2 (30)

ve (28) ve (30) un sonucu olarak ta istenilen sonug elde edilir.

2.2. Iki Baglantih Bélgelerde Belirli Tipten fonksiyonlara Genellestirilmis
Faber-Laurent Serileri ile Yaklagim

Bu kisimda yarikonform egrilerle sinirli gok baglantili bolgeler igin M. Z. Dveirin
[17] tarafindan verilen integral gosteriminden yola g¢ikilarak seviye egrileri ile sinirh iki
baglantili bolgede ilkeli olan analitik fonksiyonlara genellestirilmig Faber-Laurent serileri
ile hemen hemen diizgiin yakinsaklik problemi incelenmigtir.

G, jordan egrileri ile sinrl iki baglantili sonlu bir bolge, CG=B; UB,, ©cB, ve
[, =8B, (k=1,2); ¢;:B;>CD(,1), ¢,(®)=cw, lim(P‘—(z)> 0 kosullarim1 saglayan
Z—H®© rA
konform donisim, y,=0¢,”; @,:B,—>CD@O,1), ,(z,)= », lim(z-z,)o,(z)>0
>z,

kosullarim1 saglayan konform déniigiim , v, = (pz'1 ;
rk,R = {Z : [(pk (Z)! = R}: k-:laza
ve T, ; egrileri ile sinirlanan sinirli iki baglantih bolge Gr ile gosterilsin. Byg , I, egrisi

ile sinirlanan sonsuz bolge; B2r , I', egrisi ile simirlanan sinirli basit baglantil bolge; ve
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y(Tyr.), T,z efrisine gore yarikonform yansima olsun. Bu yansima sirekli

tiirevlenebilir olarak ta segilebilir [17].

Tamm 13: {F],n(z)}, CB; nin Faber polinomlan dizisi; {FZ,n( 1 )}, CB; nin

z-z,

Faber polinomlan dizisi ve {aLn} ve {az’n} iki kompleks say1 dizisi olmak tizere

d ' - ' 1 1
Z al,nFl,n (Z) + Z a2,nF2,n (Z J

2
n=1 n=l —Z, (z - Zo)

serisine G nin bir genellestirilmis Faber-Laurent serisi denir.

Teorem 23: Her sabit k=1,2 icin {a, .} _,
I 1
limglesa] = <

kosulunu saglayan iki kompleks say1 dizisi ise,

i a, FE (2)+) a F,
) mzﬂ 1,m l,m( ) ; 2.m (2_20)2 Z,m(z_zo J

serisi G, nin kompakt alt kiimelerinde diizgiin yakinsak ve Gr nin diginda iraksaktir.
ii) Vz € Gyigin

m=1

@® ol 1 1
= a, F _(2)+ a F
f(@ m2=1 L,m l,m( ) Z 2,m (Z_zo)z Z,m(z_zoj

ise feHy(Gg)= { f:f €eH(Gy) ve Gy de alinan her kapali C egrisi igin [ f(2)dz= O}
c

dir ve F, fnin Gy deki ilkeli olmak iizere, 1<R;<R ve Vne N igin

1 F9e,
e oo

rk,Rl

Ax,m
dir.
iii) f fonksiyonunun I', ; egrilerinin her biri izerinde kaldinlabilir olmayan en az bir

singiiler noktasi vardir.

Ispat: i) Teorem 13 iv) ye gore k=1 durumunda  a,,F . (z) serisinin Byg de

m=1

wraksak CBir = Gy B2z nin kompakt alt kiimeleri iizerinde diizgiin yakinsaktir. Simdi
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m=]

38, ——F.,.| —— | serisinin CBax nin kompakt alt kimeleri tizerinde mutlak
=y o,

ve diizgiin yakinsak, B, , de wraksak oldugunu gosterelim.
KcCBax keyfi bir kompakt alt kiime olsun. Bu durumda 3 R,, 1< Ry<R 6yle ki

KcC §2,R, dir. Maksimum modiil teoremine gore Ig=¢(K)eI’,; Oyle ki VzeK igin

1 1
F E,
2'm[z_zo) Zm(g*zoj

dir. Teorem 17 nin sonucu olarak,

Iazm|

ls~z,

s

: <
h—gr

2

— | fa
Tl Z’mlzlf«;m( L ) Ra
m—® Ig_zol Z—ZO
elde edilir. Dolayisiyla Y a,, L -F, . ! serisi CBir nin kompakt alt
m (Z_Zo) | -2z,

kiimeleri lizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir.
zeB,; olsun. Bu durumda 3 r>0, 1<R<r<t+wo Oyle ki zel;, dir. Buradan,

p (L) @ _r
e z—-z, ) R R

p
L E L J serisi B, de wraksaktir.

(z-z,Y "™(z-z

oldugundan ) a,

m=} 0

Sonug olarak; Zaz’m ! _p ( 1 ] serisi. CBax bolgesinin kompakt alt
ZO

12,
= (z-z) T\z-

kitmeleri tizerinde ve Y a, . F/ (z) serisi CBix nin kompakt alt kiimeleri tizerinde mutlak

m=1

ve dizgin yakinsak olduklanndan ) a  F .(2)+).a,, Ll g [ L ] serisi

2,
m=1 m=1 (z~z,)" ""\z-z

2 —
Gy =(")CBkx nin kompakt alt kiimeleri izerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir.

k=1
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Benzer ifadeyle; Zam( ! )ZF;.m( ! ) serisi B, kiimesinde raksak ve
m=l1 —zo z.-zo

> a,.F,(2) serisi Bix kiimesinde iraksak oldugundan

m=1

hid — !
Zal,m (Z)+Za2_u1 L —F, (z_lz ] serisi CGR-':UBk'R de wraksaktir.

272,m
m=1 m=1 Zo) k=1

iii) Y, Gr de alman  keyfi kapah bir  egri olsun.

; 2 o Fim(2)+ ; aym G —120 7 | 4 (zjzo ) serisi Gr nin kompakt alt kiimeleri {izerinde
diizgiin yakinsak oldugundan
1 , 1
J.f (2)dz —I(Z 4 m a(2)+ Z az,m —= (’——)}12
Y m=] m=] ) zZ— ZO
' 1
—ZalmIFlm(zﬁz-l-ZaZ,mJ- 2 Zm( }11:0
m=1 m=1 Z—Z o

dir ve bu bize f € Hy(Gg) oldugunu gosterir. f € Hy(Gg) oldugundan f fonksiyonu Gr
de bir F ilkeline sahiptir ve FeH(Gr) dir. Teorem 20 ye gore 1<R;<Rise

D™ [ E@0i@y, s
21 m+l (Z) 2
=)

serisi Gg de F fonksiyonuna hemen hemen diizgiin yakinsaktir. Dolayistyla

1 1
né)a'l,ma:)Flm (Z) mZ_IaZ m(F)FZm ( _zo)(z_z(’)z

serisi Gg de F'= f fonksiyonuna hemen hemen diizgiin yakinsaktir.

k m (F)
rk,Rl

olmak uizere

Z a'l,m (F)Fl m(z) + Z aZ m(F)F2 m (

m=}

Diger taraftan Y a, . F (z)+Za2m ! - Fz’,m( 1 ) serisi Gg nin kompakt alt
—~ z-2,

m=1 m=l o

kiimeleri iizerinde diizgiin yakinsak oldufundan

JEED XM AT 1 _‘o)zF,:m(z_lzo)

m=1
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J
c
(o]

serisi Gg de F fonksiyonuna hemen hemen diizgiin yakinsaktir. Buradan da teorem 20 ii)

esitliginin her iki tarafindan integral alimirsa Zal wFLm(2) - Zaz,sz,m(

m=l m=1

ye gire
1 ¢ F@o(2)
aem = (DMay ((F) === | =25z
m m 2 [’!Rl (Pkm+l(z)

elde edilir.

if) Eger f nin en az bir T, , koe{1,2}, egrisi izerinde kaldinlabilir olmayan bir
singiiler noktas: varsa, f fonksiyonu R>R igin [, ¢, ke{1,2}\{ko}, ve T,  egrileri ile

smirlt olan bir Ggp bolgesine analitik olarak genigleyebilir. Bu durumda,

R; €(L,R,) olmak tizere
om] = | [ F@Qe, @ |1 \l’ko(w))li
ko,m 27 . (pm+lk° (Z) 2n|w|_Rl llIkom+l (W)
—ZL |1n+1 J‘ |F(‘Vko(w))“dw|
p’ Rl [w|=R,

elde edilir. My = Sup{|F(wi, (W))|:|w|=R,} olmak iizere yukaridaki esitsizlikten
M
|2c,m| < iﬁiﬁ"

9 — 1 1 e g
cikar ve R; €(LR,) keyfi oldugundan n%l_r)nw'#lako,m =R < R, elde edilir ki, bu R>R

olmas: ile gelisir. Boylece f (z) nin, I',, ke{l,2}, egrilerinin her biri iizerinde

kaldirilabilir olmayan bir singiiler noktas: vardir.

Tersine olarak feHy(Gr) ve R, € (l,R)alnirsa f e H(GRI) dir ve

N {f(Z), ze Gy ;
(2) = k=1,2.

J (Y(rk,erz)): z G'Bk mY(rk,Rl’GRl),
esitligi ile tammlanan 7 fonksiyonu R;<R"<R olan bir R*>0 sayis1 igin G,. bolgesinde
analitiktir. Bagka bir ifade ile f fonksiyonu (_}Rl yi iceren daha genig bir G . bolgesine

analitik olarak genigletilebilir. Bu durumda f e Hy(Gy) ise
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F(C) ,U (Y( LR, C)) Yz(@iR,> C)
(C 13,]R nG,. (- 2)2 C

f@=~ j

_1 f F((;) 1 H f(Y(FZR,C)Yg;(r2R,C)

31
= Baairc. -2 o Y

dir[18]. Burada F(z), f(z) fonksiyonunun Gg bolgesindeki ilkel fonksiyonudur.
(31) de LeBy igin {=y1i(w), k=1,2 doniisiimiinii uyguladigimizda,

i} Fuy (W) Fyy(w)
Jf@)= 2’“1 L G- Z)zwl( w)dw + 2 e (U (W)—2 )2W2( w)dw

[ 0@ )y Cg, vV —A)_g5
71:R,<|w|<R' (v (w)— z)

[ 76T 000y Con o —2 g (32
nRI<[w|<R' (wa(w)- Z)

integral gosterimini elde ederiz.

l m (Z) it 1 ?
Sonug 4 ve sonug 5 e gore Z —Z el 2m

J serileri
ma W m1(z—z ) w™

z—z,

sirast ile CB, g xCD(0,R) ve CB, xCD(0,R) bélgelerinde ———\l-]l—(v—vl—z ve
(Wi(w)-2)

( ‘122 ()W) )2 fonksiyonlarina hemen hemen diizgiin yakinsak oldugundan (32) nin sonucu
Yy(W)—z

olarak f e Hy(Gg), k=1,2 ve m=1,2,..., igin axm( f) katsayilan

_ 1k o
ra(N= o | T

|wj=R"

) (-1 _[ J' f(y(rk,Rx’Wk(w)))'yngk’Rl’Wk(w))\pi‘ (w) do,, (33)

R, <jw[<R" w

olarak tammlamrsa agagidaki teorem ifade ve ispat edilebilir.
Teorem 24: feHy(Gr) olsun. Bu durumda,
i) (33) ile tammh ay ,, (f), k=1,2, katsayilan, 1<R;<R olan R, sayilarindan
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bagimsizdir.

i) v k=1,2igin Tmgfe, () 3-11{ dir.

Ispat: i) (33) de w = ¢, (q) degisken doniisiimii yapihirsa,

1 jf*‘(c)q&(g)d ! i £(y(Cir,»6))¥s (Tr, S ) (6)

agm(f) = g
m 21'51 r (pkm"'l (g) TT Bgy G m+1 ( G) C¢

T ’ _Nk+l F T
_ L Hoei, (D7 g a—[ (( kR,aQ))‘Pk(‘;)J .

2mi - (Pkm+l ©) n Byg; "Gpe m+l ©

dir. Green teoremine gore,

F(y(Tir,-6)) (), D) D ¢ F(y(Tkr,:6))oilo)
e I Y TSR

1
%n() =5 | e -

kR I

k,R*

(= J- F(Y(rk,R,,G))¢ic(€)dg _1 j‘ F(Y(rk,RpQ))(Pk(G) dc
2 0 o) 2mi 0 o™ (c)

_ 1 ¢ F)u@), 34
2m I‘JRI b (3 i (34)

_EDMT e Fw)

: (35)
2m |WI=R wm+1
Burada f(—“ﬁ(%)) fonksiyonu {w:1<|w|<R}halka bolgesinde analitik
w

oldugundan a, ., (f), ke{1,2}, katsayilar1 R, den bagimsizdir.

ii) R;, 1<R;<R kosulunu saglayan keyfi bir say1 olsun. (35) den,
k+1
€O En) gl L

m+l m+l
2w, W ez R,

[ IFQuew))]ldw]

[w]=R,

|2km ()] =

elde edilir. My =Sup{|F(v(wW))|:|Ww|=R;} ve M=max{M;,M,} olmak izere

yukanidaki esitsizlikten

|2k m(N] <= (36)

. s . T | S
R;€(1,R) keyfi oldugundan (36) nin sonucu olarak V k=1,2 igin LI_I)I; '{‘/Iak,m f )l < R dir.



Tamm 14: R>1 ve feH,(G;) olsun. Bu durumda (34) ile tammli a (/)

katsayilarina f nin genellestirilmis Faber-Laurent katsayilan

Zalm(f)Flm(Z)+Za2 m(f) : zFé,m(z_lZ J (37)

m=i m=1 (z-z,)
serisine ise f nin genellegtirilmig Faber-Laurent serisi denir.

Teorem 25: f e H,(G;), R>1, olsun. Bu durumda,

i) (37) serisi G nin kompakt alt kiimeleri lizerinde f ye diizglin yakinsaktir.

i) Her sabit k=1,2 igin {c, 5, }._, kompleks say: dizileri verilmis olsun. Bu taktirde

Y cF, (Z)+Z c2m 1 )ZFZ' m( 1 ) serisi G nin kompakt alt kiimeleri tizerinde f
m=] m=] - zo zZ— Zo

ye diizgiin yakinsak ise V k=1,2 ve V m=1,2, .. i¢in ¢y ,, = 2y n(f) dir.

iii) f €H,(Gg) nin, I'y g , k=1,2 egrilerinin her biri Gizerinde en az bir kaldirlabilir

olmayan singiiler noktasi varsa,

— 1
nlll_l;nwm”ak’m(f)l = -R—, FI,Z
dir.
Ispat: i) KcGr herhangi bir kompakt alt kiime ise, 1<r<R ve K <G, olacak

sekilde bir r;>0 sayis1 vardir . fnin genellestirilmis Faber-Laurent katsayilan 1<R;<R olan

R, saylarindan bagimsiz oldugundan a;,(f)ve a,,(f) katsayilarinin tamminda

kullanilan R, say1s1 1< <R; <R olacak bigimde segilebilir, bu durumda,

_ 1 FQ)o () _
a'k,m(f) ’—" 27Ci J' (Pkm+1( )j’ic.-» k= 1: 2:

Ty g

lm(z)

dir ve f e Hy(Gg) oldugundan (32) gegerlidir. sonug 4 ve sonug 5 e gore Z

m=l

-2 12 1F2’m'[ : ) serileri G, x CD(0,1,) iizerinde siras ile —\V—'(-W—)-—E-
mal(z—2,) W™ z-z, (iw)—2)

vy (w)

¢ ——————— fonksiyonlarna hemen hemen diizgiin yakinsak ve k=1,2 igin
(y,(Ww)-z)
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F(Wk (w) ) ve f ( y ( rk,R, s Wy (W))) Ye (rk,Rl s Wi (W))\V:: (w) fonksiyonlan R, < le <R*

@ f.‘ 13 e
kiimesi tizerinde sturh olduklianindan, > (Wl(w33+11,m @)

m=] w

ve

> F ' . : :
_Z (w2 gw)) ) m ( ! J serileri dD(0,R*) lizerinde sirast  ile
el (z—zo) woH Z-17,

F (y,(w))

F(y(w)) ‘Vi (w) ve 5 \y'z (w) fonksiyonlanna diizgiin yakinsak ve

(v (w)-2)° (Wa(W)-2)

3, £ TR )7z Ty WDy (wy 2 "“;51)

m=]

ve

3 ST W W)Y Tap, W2 (W)Y, (W)

12 ¥, ( 1 )
¢4 '? ’m
m=l (z—2,)" w™ z—12,

serileri R; <|w|<R* kiimesinde siras: ile

. ——  yi(w)
SO, NI i, DR s

ve

\Ilz,(W)
(W (w)-2)°

fonksiyonlarina diizgiin yakinsaktir, dolayistyla Vze K igin

FGTap, W2 ().yz Cag, V2 (W)W (W)

I 1 Foy,(w))
IZTCi |w|=R* (y(w)— Z)2 Wy (wdw
n+l
1 _” S Tr (W) yz (I, Rlﬁ\lfl(W))\Vl(W)_W_l()_dG Zal,m(f)Fl,m'(Z)
R <jof<r T -~

m+l m+l

m=] w

w[ [ Eowmdmy, 1 1 LT OO Con, DR ]F -
w [-lL,m
=R TR wl<r’

n+l

2 aa(NEn @)

m=l
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o0

Z al,m (f )Fl,m'(z)

m=n+2

dir. Teorem 9 un bir sonucu olarak VzeK igin

4\ (C)
Fn(@= = o z)
dir ve (36) dan
Mey
(B (Z)i<C(rl)(—ll-J g

dir. 0< —1—;1- <1 oldugundan
1

m n+2 n+2
© 5 _ © g R,
mnglz C(rl)(Rl J < I)(RI ) go[kl) =G )( Ry ] Ri-g

n+2
elde edilir. lim C(rl)(—rl—-] —L~ 0 oldugundan VzeK ve Ve>0 i¢in IN(g)e N
B R, Ri-g
oyleki VneN, n>N(g) i¢in

L R e L YAL)
i e (W1(W)“Z)2 wi(wi R,<;'!Jr;<k ST g, ¥ (W))ye (Pl,Rla\Vl(W))\Vl(w)(“I’(‘-s"‘_)‘z'd

n+

_Z Am (f )E,m'(z)

m=l

<€

dir. Dolayisiyla Z ay , (f )FLm' (2) serisi KcGg kompakt alt kiimesi {izerinde

m=1
Lo R e Vi —UW) g
T e ) Wi (W Mg,« PO, D35 Cam, ) s

fonksiyonuna diizgiin yakinsar. Benzer sekilde Vze K igin

1 Fyw)

'Z‘Iti [wl=R" (o (W) —2)* W (wW)dw

w

. ’ Wz' (w)
nM{fkR‘fw(rz,Rl,w(w».yg(rz,m,w(w»w e
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at a2 m(f) r[ 1 )
z =E
i (z-2,)"

- m+l wm+1

0 ° , I" ,
N Z[ f (Foy,)(w) Fowdw) ;o H Fy(Tor,» W2 (W)).y([ g, %(w))%(w)

m=1 R1<|w‘<R

o+l g m(f) ,( 1 J
m—l(z zZ )2 fom z-z,

- - aZm(f) ’ 1
—m=zn+2(z 2)2 2m(z—zo)

dir. Teorem 14 {in sonucu olarak VzeK igin

1 [ (P2 (G)
(z—zo)2 m (z——zoj 27c1 I (c; z)2

dir ve (36) dan

i(a;mzu; (=)

dir. 0 <L <1 oldugundan
R,

n+2 m n+2
, o[ A R,
m§+2C(rl)( ) _C(l)( 1) E()(Rl) _C(l)( 1) Ri—g

<C'(g)| 2 r ) = —— s
TR Y 2md® (KT,

o 1
E _—
J »m [z—zo

(z~—z°)2

n+2 ©
elde edilir. lim c'(rl)(-‘l—) R -0 oldugundan > 2"’0)2 Zm'( ] serisinin
n—>w Rl 14 m=1lZ—2Z ) 2—2,

de KcGr kompakt alt kiimesi tizerinde

1 Fyyw)

Wh(wiiw —— I 0@, v W)y Cop, w2 WV )_—w—z—(_l—d

zm[w[R (wy(w)- 2)2 Y2t nR1<|W|<R (yp(w)— )2

)
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fonksiyonuna diizgiin yakinsak oldufu ¢ikar. Sonug olarak, KcGr keyfi alinan bir
2m(f ) r( 1
2,m

z-2z,

kompakt kiime oldugundan Z & (Em @)+ Z

m=1 m=1{Z—Z,

) serisi Gr de f
fonksiyonuna hemen hemen diizgiin yakinsaktir.
e 1 ,
“) z cl m (Z) + Z c2 m Z )ZFZ,m

m=] m=1 4y

( ! ) serisi Ggnin kompakt alt kiimeleri
_zo

tizerinde diizgiin yakinsak ise f teorem 23 ii) ye gére 1<R;<R olmak {izere,

o 1 ¢ F(5)ei(c) .
Vk=12veVm=12,.i¢in ¢y = 5= | —=——>d¢ = ay n(f) elde edilir.
"2 k{q e (o) :

iii) Teorem 24 e gore V ke{1,2} i¢in

fim %agn (/)] s%

m-—>»o0
. . . 1 .
dir. En az bir koe{1,2} igin lim m,/] a, m ()] < = oldugunu varsayalim. Bu durumda bir

Ro>1 sayisi vardir, oyle ki,
1 1
dm HfacaNl=5- <%
1

dir. Teorem 23 den Zalm(f)F{m(z)+Za2m(f) )ze'm[ ! ) serisi I, .,
-z, z-z, ’

m=1 m=1

ke{1,2}\{ko}, ve T, . egrileri ile smrh Ggp iki baglantili bolgesinin kompakt alt
kiimeleri Gizerinde bir h fonksiyonuna diizgiin yakinsar ve h 4 Gy = f dir. Boylece £ nin
Gy r, lzerine bir analitik devamu vardir, bu ise fnin I', , tzerinde bir singiiler noktasinin

olmasi ile geligir. Bu nedenle

lim %f[ay . (f) I:— ke{1,2}

m—>w

dir.



3. IRDELEME

G, jordan egrileri ile stirh iki baglantili sonlu bir bolge, CG=B, UB,, ©€B,,
I =3B, (k=1,2), CG = C.\G , 2By, F14(2z), CB, in n. dereceden Faber polinomu ve

Fz,n(z_lz ), CB; nin n. dereceden Faber polinomlan olsun. R>1 igin I ; egrileri ile

0

siurlanan simirht iki baglantili bolgeyi Gr ile gosterelim. feHy(Gr) olsun. Bu durumda f
fonksiyonu Gg de bir F ilkel fonksiyonuna sahiptir. FeH(Gg) oldugundan Teorem 20 ye

gobre

Z a. (PR, (2)+ i a3, (F)E 4 ( . )
n=0 n=0 -z,

serisi Gr de F fonksiyonuna hemen hemen diizgiin yakinsak oldugundan

5 o0 Do (L)
n=0 A

2
n=0 (Z_Zo) Z-Z

serisi Gr de F'= f fonksiyonuna hemen hemen diizgiin yakinsaktir. Teorem 25 e gore de

feHo(Gr) fonksiyonuna Gg de

Z al,m (f)FI',m (Z) + Z a'2,m (.f) (Z _lz )2 Fé,m (Z -—IZO ) (3 8)

m=] m=1

serisi kargilik gelir ve bu seri Gr de f fonksiyonuna hemen hemen diizgiin yakinsaktir, G
de seriye agihm tektirli olacafindan a, ,(f)= (—-1)k+l 8 m(F) elde edilir. Bu aym

zamanda (34) esitliginin dogrulugunun bagka bir ispati olarak ta ele alinabilir.
V.I. Smirnov, N.A Lebedev [10] de f € H(Gy) fonksiyonu

2n
= [ (v (e o <, 1, M

kosulunun saglandiginda ze G,, 1<r<R, igin

n+l
=0

R (1Y [(n+DR?  R? | (
X{R—r+(;) \/[ RZ-1 +(R2—l)2]ln(r2—l)}

f@- Y aki(2)
k=0
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ve zeG igin

M, | 2Ve n+1 I
SE}{R-1+\/[R2—1+(R2—l)z]ln(n+2)}

degerlendirmelerini vermigtir.

f@- 2 aF(2)
k=0

G, I' yankonform egrisi ile sinirhh sonlu bolge oldugunda A. Cavug’ un [15] deki
caliymasinda A%2(G) uzayina ait olan fonksiyonlar i¢in G nin Faber polinomlar: yardimi ile

genellestirilmis Faber serileri tanimlandi, bu serilerin G nin kompakt alt kiimeleri {izerinde

f ye dizgiin yakinsakh@: incelendi ve S,(f, z) bu serinin n. kismi toplamlar dizisi ve
E,(f.G), ||, () hormuna gore p, deki polinomlarla f ye en iyi yaklagimmn derecesi

olmak tizere || f —S,(f, )] 2, normu igin E,(f,G) ye bagh bir degerlendirme verildi.

@)
Bu tezde ise, G, sonug¢ 2 nin kosullarim saglayan bir kontinyum olmak tizere G nin
Faber polinomlan yardimi ile f e A%*(Gg), R>1, igin genellestirilmis Faber serileri

tammlandi ve f € A%(Gy) igin (26), (27) degerlendirmeleri elde edildi.

50



4. SONUCLAR

1. G, sonug 2 nin kogullarini saglayan bir kontinyum olmak iizere f € A%(Gg),R>1,

n+l
ve S, (f,2) =Zak ()F(z) G nin genellestirilmis Faber polinomu, R>1 ve fe A%(Ggr)
k=1

olsun. Bu durumda ;
i) VeN igin
R“f “A’(GR) (&)MZ
(Rz _ er) R
ii) Yeteri kadar biiyilkk ne N igin,
CR\/E "f “AZ(GR) ( —1— )n+2
o)

1/ =8 M,y <

"f =S,(/, ')"AZ(G) <

degerlendirmeleri elde edildi.

2. feHGyg), R>1, olsun. Eger f fonksiyonu I'y izerinde kaldinlabilir olmayan bir
singiiler noktaya sahip ise;
dir.

G, jordan egrileri ile sinirli iki baglantili sonlu bir bolge, CG=B,UB,, weB,,
I, =8B, (k=1,2) olsun. I, ; seviye egrileri ile sinirlanan sonlu iki baglantili bolgeyi Gr
ile gosterelim. Bu durumda;

3. Her sabit k=1,2 i¢in {ak,m }:=1 ;
-_ 1
limgla, |=—<1,
m-»w© k,ml R

kosulunu saglayan iki kompleks say1 dizisi ise,

. © , © 1 , 1
l) Zal,mE,m(z)+Za2,m (Z—Z )ZFZ,m(Z_Z J

m=1 m=1 o

serisi G nin kompakt alt kiimelerinde diizgiin yakinsak ve Gr nin diginda iraksaktir.

ii) Vz € Gyigin
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m=1 m=1

S ' & 1 ., 1

ise feHy(Gg)= { f:f €H(Gg) ve Gy de alnan her kapahi C egrisi igin [ f@)dz= 0}
C

dir ve F, fnin G deki ilkeli olmak iizere, 1<R;<R ve VneN igin
1 ¢ F(5)ox(9)
— 1 [ A l¥kleg
Hon = om I o™ (5) :

T ry
dir.
iii) / fonksiyonu I, ; efrilerinin her biri iizerinde kaldirilabilir olmayan en az bir
singiiler noktaya sahiptir.
4) feHy(Gr) ise,
i) (33) ile tamml 2, (f), k=1.2, katsayilari, 1<R;<R olan R; sayilarindan

bagimsizdir.
s . — i 4
ii) V k=1,2 i¢in l}_rgrr\l/iakm(f)l < Y dir.
5. f eH,(G), R>1, olsun. Bu durumda,

i) (37) serisi Gy nin kompakt alt kiimeleri iizerinde f ye diizgiin yakinsaktir.
ii) Her sabit k=1,2 i¢in {cim }~_, kompleks say1 dizileri verilmis olsun. Bu taktirde

> e pFn @+ Com ( L 7 F 0 ( 1 } serisi G, nin kompakt alt kiimeleri iizerinde
z-z, z—-z,

m=l m=1

diizgiin yakinsak ise V k=1,2 ve V m=1,2,... igin ¢y pu = axm(f) dir.

iii) feH,(Gg), Tkr, k=12 egrilerinin her biri iizerinde en az bir kaldirilabilir

olmayan singiiler noktaya sahipse,

- 1
nP_anm\J Iak,m(f)l = Ea k==1a2

dir.
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5. ONERILER

1) G, yankonform smirlt iki baglantili sonlu bir bolge ve 0¢G olsun. v, I iki
yankonform egri olmak tizere 0G=yuT, ycI(I'), ve {Fn}, {1:““} sirast ile f(ﬁ ve E_(y_)

nin Faber polinomlan dizisi ise A(G), AZ(G) ve EP(G) uzaylarindaki fonksiyonlara

n+l n+l
{Z aF(2)+) &K (l)} seklindeki bir fonksiyon dizisi ile yaklaggm problemi
k=l - kel z

incelenebilir.

2) T:B—B, B kompleks Banach uzay: iizerinde bir simrl1 lineer operatér; f , T nin Sy(T)
spektrumunu igeren bir D bolgesinde analitik bir fonksiyon; E, Sy(T) yi igeren en kiigiik basit
baglantih kompakt kiime; F,(z), E nin Faber polinomlari; ¢:CE —CD(0,1), ¢p(0)= ve

lim e > o kogullarin saglayan konform doniisim ve v := ¢ olsun. Bu durumda

z>®x Z

7= a,E,(T)
n=0

dir[18]. Burada

_ 1 e i
fy=5- (j: f@)(z-T)"dz

ve

n+l

L [
21tlc W

ile tanimli olup, C, I(C) o E olan bir egri, C, C<I(C) ve I(C) D E kogullarim saglayan bir

egri ve C'=0(C) dir. A(G), A%(G) ve EP(G) uzaylarindaki fonksiyonlara {Z aka(T)}
k1

seklindeki fonksiyon dizileri ile yaklasim problemi 6G simrinin 6zelliklerine bagli olarak

incelenebilir.
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