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OZET

Iki bariyerli rasgele yiiriiyli siiregleri ile ilgili literatirde pek g¢ok ¢alisma
bulunmaktadir. Bu bariyerler yansitan, tutan, yutan, v.b. gibi 6zelliklere sahip bariyerlerdir
ve bu caligmalarda elde edilen sonuglar oldukga teorik olup uygulama igin kullanigh
degildir. Ele alinan model igin ise bir gok asimptotik sonuglar elde edilebilir ki, bu sonuglar
fizikgiler veya mithendisler i¢in biiyiik 6nem tagimaktadir.

Yapilan bu galismada, 0 ve B, B > 0 seviyelerinde iki bariyer bulunan yari-Markov
rasgele ytirilylis stireci X(t) ve bu siirecin 6nemli bir sinir fonksiyoneli olan, siirecin ilk
kez bariyerlere ulasma am1 1, matematiksel olarak kurulmus, 7T, rasgele degiskeninin
momentleri i¢in agik formiiller verilmistir. X(t) siirecinin ve toplamsal fonksiyoneli olan
J:.(t)’nin dagilim fonksiyonlari bir {Tn} yenileme siireci ve {Sn} rasgele yiirliyiis
stirecinin bilinen olasilik karakteristikleri yardimiyla ifade edilmistir. En genel sartlar

altinda stire¢ igin ergodik teorem ispatlanmig ve siirecin ergodik dagilim fonksiyonu {T }

n

ve {Sn} stireglerinin olasilik karakteristikleri yardimiyla ifade edilmistir. Siirecin ergodik
dagiliminin karakteristik fonksiyonu N ve Sy siur fonksiyonelleri yardimi ile ifade

edilerek birinci ve ikinci momenti i¢in kesin ifadeler elde edilmigtir. 1, baslangi¢ rasgele

degiskeni A >0 parametreli iki tarafli Ustel dagilma sahip oldugu durumda siireg
ayrintilariyla incelenmistir. Ayrica siireg i¢in zayif yakinsama teoremi verilmis ve son

olarak, simiilasyon yontemlerini de kullanarak m, rasgele degiskeni normal dagilima sahip
oldugunda stirecin simr fonksiyonelleri N, S, i¢in ve siirecin ergodik dagiliminin ilk 4

momenti i¢in iki terimli asimptotik a¢ilimlar elde edilmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Stokastik siireg, Rasgele yiiriiyiis siireci, Yenileme stireci, Odiillii
yenileme siireci, Wald o6zdesligi, Spitzer ©zdesligi, Basamak
degiskenleri, Wiener-Hopf faktorizasyonu, Zayif yakinsama,
Asimptotik agilim.



SUMMARY

On The Asimptotic Behaviour of The Semi-Markovian
Random Walk With Two Barriers

Many studies exist about random walk processes with two barriers in literature.
These barriers have some properties like reflecting, delaying, absorbing etc. And these
results which were found by those studies are theoretical and are not applicable for
practice. Many asymptotic results that are very important for engineers and physicists can
be found in our observing model.

In this study, semi-Markovian random walk process X(t) with two barriers at 0 and
B(>0), and the moment T, that process reaches the barriers, which is an important
boundary functional for this process, are constructed mathematically and exact formulas
are given for moments of random variable ;.

Distribution function of X(t) process and its additive functional J;(t) are explained
by means of known probability characteristics of a {T, } renewal process and {S,} random
walk process. Ergodic theorem is proved in very general conditions and ergodic
distribution function of the process is obtained by probability characteristics of {Tn} and
{Sn} process. Characteristic function of the ergodic distribution of the process is explained

by N and Sy boundary functional and exact expressions are found for its first and second

moment. In case m; random variable has two sided exponential distribution with A >0

parameter, the process is examined in detail. Weakly convergence theorem is also given
for the process. Finally, two-termed asymptotic expansion is obtained for first-four

moments of boundary functional N and Sy, and ergodic distribution of the process in the

case where 7; random variable has normal distribution by using simulation methods.

Key Words: Stochastic process, Random walk process, Renewal process, Reward renewal
process, Wald identity, Spitzer identity, Ladder variable, Wiener-Hopf.
factorization, Weak convergence, Asymptotic expansion.
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1. GENEL BIiLGILER
1.1. Giris ve On Bilgiler

Bilim adamlarinin pek ¢ogu olasilik hesabinin dogusunu Blaise Pascal (1623-1662)
ile Pierre de Fermat (1601-1665)’ in XVII. yiizyildaki yazigsmalarina bagliyorlar. Ancak bu
donemdeki Olasilik Teorisinin olusumundaki en 6nemli rol Jacob (James, Jacques)
Bernoulli’e (1654-1705) aittir. Jacop Bernolli’nin elde ettigi en 6nemli sonug “En Biiyiik
Sayilar Kanunudur”. Bu kanun Olasilik Teorisinin uygulamalarn igin temel
olusturmaktadir. Bu kanun ilk kez J. Bernoulli’nin 6ltimiinden sonra 1713 yilinda
yaymlanan “Ars Conectandi (The Art of Conjecture)” isimli kitabinda limit teoremi
seklinde yer almigtir. “Biiyiik Sayilar Kanunu” kavrami 1835 yilinda Poission tarafindan
teklif edilmigtir. J. Bernoulli’den sonraki dénemde (XVIIIL. ve XIX. yiizyilin birinci yarisi)
Olasilik Teorisinde iz birakms bilim adamlarindan Pierre-Remond de Montmort (1678-
1719), Abraham de Moivre (1667-1754), Thomas Bayes (1702-1761), Pierre Simon de
Laplace (1749-1827), Carl Friedrich Gauss (1777-1855) ve Simon Denis Poissoh (1781-
1840)’u siralamak miimkiindiir. Bu donemde Olasiik Teorisinin analitik yontemleri
gelistirilmeye baslanmugtir. Moivre’nin ismi daha ¢ok Binom dagiliminin normal

99%¢

dagilimima yaklagimiyla bilinmektedir. “Biiyiik Sayilar Kanunu”nda J. Benoulli
frekanslarin, belli bir anlamda, olasilifa yakinsadigimi géstermigse de, Moivre normal
yaklasim ile beklenen degerden sapmalarin davramgindaki diger bir evrensel kurali ortaya
koymustur. Moivre’nin bu sonucunu ifade eden “Integral Limit Teoremi” o kadar biiyiik
Oneme sahip idi ki bu teorem sonraki dénemlerde “Olasihik Teorisinin Merkezi Limit
Teoremi” olarak anilmaya baslandi. Bu dénemin en degerli bilim adami1 olarak Laplace
kabul edilmektedir. Laplace’in “Theorie Analitique des Probabilites” (1812) adli kitabi
XIX. yiizyilda Olasilik Teorisi iizerine yazilmis temel ders kitab: sayilmugtir. Hatalar
teorisinde normal dagilim kullanilmas: Laplace ve Gauss’un isimlerine baglidir.

XIX. ylizyilin ikinci yarisindan itibaren Olasilik Teorisinin temel problemlerinin
incelenmesinde P.L. Chebishev (1821-1894), A.A. Markov (1856-1922), A.M. Liapunov
(1857-1918) vs. bityiik rol oynamislardir. Ornegin, Chebishev rasgele degiskenler ve
beklenen deger kavramlarinin Olasilik Teorisinde 6nemli yer almasina biiyiik katkida

bulunmugtur. Diger taraftan bu donemde, J. Bernoulli, Moivre, Laplace ve baskalarinin



elde ettikleri sonuglar daha genel bir bigimde incelendi. Bu sonuglar genel olarak bagimsiz
rasgele degiskenler dizisi ile ilgili idiler. Fakat A.A. Markov tarafindan bagiml rasgele
degiskenler dizinin ele alinmas: ve incelenmesi ile olasilik teorisinde yeni bir dalin temeli
atilmis oldu.

Bu donemde Olasilik Teorisinin gelismesinde biiyiik rolii olan bilim adamlarindan
Henri Poincare (1854-1912), James Clerk Maxwell (1831-1879), Ludwig Boltzman (1844-
1906), J. Willard Gibbs (1839-1903), Albert Einstein (1879-1955), Marian Smoluchowski
(1872-1941), Emile Borel (1871-1956), Henri Lebesque (1875-1941), David Hilbert
(1862-1943), S.N. Bernshtein (1880-1968), Richard Van Mises (1883-1953), Bruno de
Finetti (1906-1985), Abraham Wald (1902-1950), A.Y. Khinchin, A.N. Kolmogorov
(1903-1987) vs. isimlerini saymak miimkiindiir. 1930 yilinda A.N. Kolmogorov “Olasilik
Teorisinin Analitik YoOntemleri” isimli ¢aligmasinda Markov  Siiregleri Teorisinin
temellerini atmustir. A.N. Kolmogorov, ayni ¢alismada Olasilik Teorisinin ve ayrica
Markov Siiregleri Teorisinin Matematiksel Analiz, Diferansiyel Denklemler (adi veya
kismi), mekanik, fizik vs. gibi bilim dallari ile sik1 iligkide oldugunu ortaya koymustur.
1933 yilinda yayinlanan “Foundations of The Theory of Probability” kitabinda ise modern
Olasilik Teorisinin Matematiksel temelini atmustir. Bu kitapta “Temel Teorem” diye
verilen bir teoremde, verilmis sonlu boyutlu dagilimlara gére Stokastik Siirecin inga
edilebilmesinin miimkiinliigii ispat edilmisgtir.

AN. Kolmogorov’un bu iki ¢alisgmasi hem Genel Olasilik Teorisinin hem de
Stokastik Stiregler Teorisinin hizli bir bigimde gelismesine neden olmustur. XX. yiizyilin
II. yanisindan sonra Stokastik Siirecler Teorisinin gelismesinde ve derinlesmesinde biiyiik
hizmetleri olmus bilim adamlarindan J.L. Doob, N. Winer, A.V. Skorokhod, W. Feller, E.
Dinkin, E. Cinlar, T. Sarimsakov, P. Levy, K. Ito, LI. Gihman, P. Spitzer vs. isimlerini
siralamak miimkiindiir. Bu donemde Stokastik Stireglerin bir ¢ok yararli uygulamalan da
bilim adamlar tarafindan ele alinmigtir. Bu konuda emegi gegen bilim adamlari arasinda
A. Blanc-Lapierre, R. Fortet, M.S. Barltlett, A.T. Barucha-Reid vs. 6nemli isimlerdir.

Calismada gecen bazi tanim ve kavramlar agagidaki sekilde verilebilir.

X:Q—> R, (2,3,P) olasilik uzayinda tanimli Slgiilebilen bir fonksiyon yani, her
xeR igin {w :X(w)<x}e3 ise X e bir boyutlu rasgele degisken ve
F(x) = P{o) :X(w) < x} olasilik fonksiyonuna X rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu

denir.



teTc R i¢in X, ler aym bir olasilik uzayinda tanimh rasgele degiskenler olmak
tizere, {X, :te T} ailesine bir stokastik siireg denir. Buradaki t parametresi zaman olarak
da diglintilebilir. T kiimesi sonlu veya sayilabilir sonsuz ise siirece kesikli zamanh
stokastik siireg, T kiimesi bir aralik (sonlu veya sonsuz) ise siirece siirekli zamanh stokastik
siire¢ ad1 verilir.

n=23,... olmak lizere, t, <t, <..<t, Ozelligini saglayan t,,t,,....,t, € T ler igin
X, — X s Xy, =Xy s X, =X, , rasgele deiskenleri bagimsiz ise siirece bagumsiz
artimli siire¢ denir.

X,y € R olmak iizere t, <t, <...<t, 6zelliini saglayan t,,t,,....,t, € T lerigin

P{th <X, =%X,, =XpamaX, =%,X,, = x0}= P{th <yX, = x}
esitligi her x, ,,...,X, € R igin saglaniyorsa X(t) siirecine bir Markov siireci denir. Bu
durumda t,,t, € T ve t;, <t, olmak iizere

F(L,X,y,Y) = P{Xlz < y\Xll:x}
dagilim fonksiyonu t<t, olan teT ler igin X, degerlerinden bagimsizdir. Eger bu
fonksiyon sadece t=t, —t, farkina bagli ise X(t) Markov siirecine homojendir denir.

n;, i =1,2,... rasgele degiskenleri bagimsiz ve aym tiir dagilima sahip olmak fizere,
S, = Zni ile taniml {S, }, n> 0 siirecine

i=l

a) 1, ler pozitif degerli ise yenileme siireci

b) 1, ler hem negatif hem de pozitif degerli ise rasgele yiiriiyiis siireci denir.
PX, = X, =X, =X, 300X, =X, X, =X, } =
= P{Xn = len—l = 1}= pij

esitligi her X, ,,...,X, € R igin saglamyorsa {X_ :ne N}= {Xn} slirecine bir Markov

neN

zinciri ve p; ye de i durumundan j durumuna bir adima gegis olasthig denir.

{X, :neN}={X,}  Markov zinciri verilsin. Bu takdirde

neN

£,(0) = P{X, =1,X,; # i X, #i[X, =i} ve py(n) = P{X,,., =X, =i}

m+n

olmak tizere



E = ifﬁ (n), R; = zw:nfﬁ (n)= ipii (n)
n=1 n=1

n=|

seklinde tanimlansin. F;, baglangigta i durumunda olan zincirin herhangi bir adim sonunda

i durumuna gelme olasiligidir. R ye i durumunun ortalama tekrarlama zamani denir. Eger

1-) F; =1 ise i durumuna tekrarlanaﬁ durum denir.

2-) i durumu tekrarlanan durum ve R, =+ ise i durumuna sifir durumu denir,
R, <o ise i durumuna sifir olmayan durum denir.

3-) pi(n)>0,p;(n,)>0,.. ve n >n,>.. olan n;,n,,. saylan igin
d; =obeb(n,,n,,..)>1 ise i durumuna d;, periyotlu periyodik durum, d;, =1 ise i
durumuna periyodik olmayan durum denir.

Tekrarlanan, sifir olmayan ve periyodik olmayan bir duruma ergodik durum denir.
Biitlin durumlar1 ergodik olan Markov zincirine ergodiktir denir. Markov siirecinin
ergodikliginin tanimi ise asagidaki gibidir:

X(t) bir Markov siireci ve f(x) sinirli, 6lgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere,
T
lim 0jf(X(t))dt

limiti mevcut, sonlu ve rasgele degisken degil ise (yani X(0)=z ve t degerlerinden
bagimsiz) X(t) Markov siireci ergodiktir ve bu limit degerine stirecin en genel egodik

dagilim fonksiyonu denir.
Bir Markov siirecinin ergodik olmasi igin bu siiregten ergodik bir Markov zincirinin

olugturulabilmesi gerekir. Ancak bu yeterli kosul degildir.
X rasgele degiskeni ve {Xl}, ne rasgele degiskenler dizisi aym bir (Q2,J,P) olasilik
uzayinda tamimli ve F(x), F, (x) de sirasiyla dagilim fonksiyonlar1 olsunlar.

Eger F,(x) > F(x) ise {Xn}, ne rasgele degisken dizisi X rasgele degiskenine

d
dagilima gore yakinsaktir denir ve X (o) — X(o) seklinde gésterilir.

Bir {X,(t)}, ne siire¢ dizisinin bir X(t) slirecine dagilima gore yakinsamasi da
benzer sekilde tamumlanir. Bu durumda X(t) ye {X,(t)}, ne siireg dizisinin dagilima gore

limit siireci denir.



Eger her £ >0 igin P{X (o) > s} - X(o) ise {X,(t)}, ne rasgele degisken dizisi X
p
rasgele degiskenine olasilifa gore yakinsaktir denir ve X, (0) - X(®) seklinde gosterilir.
p
Eger dlgiisti sifir olan bir kiimenin disinda X (o) — X(w) ise {Xn(t)}, ne rasgele

1
degisken dizisi X rasgele degiskenine 1 olasihig: ile yakinsaktir denir ve X, (0) - X(®)

seklinde gosterilir.

1.1. Literatiir Arastirmasi

Stok kontrol teorisi, kuyruk teorisi ve giivenilirlik teorisindeki problemlerin ¢ogu,
bariyerli veya bariyersiz rasgele yliriiyiis stireleri yardimiyla ifade edilebilir 6yle ki bu
bariyerler ele alinan probleme bagl olarak degisik tiplerde olabilir (yansitan, tutan, yutan
v.s.,). Ozellikle kuyruk teorisi ve talih oyunlarinda yutan bariyerli rasgele yiirilyiis siiregleri
kullamlir. Ornegin, baslangig sermayesi a, a>0, birim olan bir kumarbazin baslangg
sermayesi b, b>0, birim olan bir kumarbaza karsi oyun oynadigini varsayalim ve kumarbaz
her bir oyunun sonunda bir birim kazansin veya kaybetsin. Ayrica kumarbazin sermayesi
‘0’ a diisiinceye kadar veya ‘a+b’ ye ulasincaya kadar oyuna devam ettigini varsayalim. Bu
durumda kumarbazin sermayesini ‘0’ ve ‘a+b’ de yutan bariyerlere sahip basit rasgele
yurtiyiis stiveci olarak adlandinlan bir stokastik siiregle karakterize etmek miimkiindiir.
Eger kumarbazin sermayesi belirli bir 2dim sonunda sifir oluyorsa bu durumda kumarbaz
iflas etmis ve karsi kumarbaz onun biitiin sermayesini kazanmig olacaktir. Stok kontrol
teorisindeki birgok problemin ¢oztimlenmesinde basit rasgele yiiriiylis siliregleri yetersiz
kalmaktadir. Bu nedenle bilim adamlar: ¢aligmalarin basit rasgele yiiriiyiis siiregleri yerine
genel durum uzaylarina sahip rasgele ylirilyils stiregleri veya bariyerli rasgele yiiriiyiig
stiregleri lizerinde yogunlastirmiglardir. Basit rasgele yiirliyiis stiregleri genel rasgele
yiirtiyls stireglerinin degisik 6zel durumlaridur.

Bu c¢aligmada, iki bariyerli rasgele yliriiyliy sliregleri asimptotik yontemlerle
incelenecektir. Bu nedenle dnce yari-Markov rasgele yiiriiylis siireglerinin son yillardaki
gelisimini kisaca verelim. Yari-Markov rasgele yliriiyiis siiregleri yari-Markov siire¢lerinin

6zel bir halidir.



Yari-Markov siireci ilk olarak Levy [62], Smith [88] ve Takacs [93] tarafindan
caligilmaya baglanmigtir. Tanimi agagidaki gibidir:
X, (w) stirecinin durum uzay1 {0,1,2,...} oldugunda X, (o) siirecinin gegis olasiliklar:
f,(1,ju) = P, 37, (6, (@) < ;&, (©) =i} i, j=0,L,...,8
fonksiyonlar ailesi tarafindan belirlenirse bu siirece yari-Markov siireci denir.

€, (), k. sigramada sistemin durumu ve 7, (k) k.sigrama ani olmak tizere

T (& (@) =, (k+1)—x, (k)
dur.

Yukarida verilen tanim da durum uzay: sonlu ve sigrama anlari fiziksel olarak
belirlendiginden bu tamim Shurenkov [83], Cinlar[12], Gihman ve Skorohod [21], Serfoza
[82], Ezhov ve Korolyuk [17] tarafindan genellestirilmistir. Bu tanimlardan Gihman ve
Skorohod’un verdigi tanim agagidaki gibidir:

(Q,3,P,), xe X olasilik uzaylan ailesi ve bir (Q,0,P, ) olasiik uzayinda bir
{X,(®);n=0,l,.} Markov zinciri verilsin. Bu zincitin P, {X,(0)=x}=1 olmak iizere
durum uzay1r (X,B) ve gecis olasilifn n(x,B) dir. n,(®),n,(®),... rasgele degiskenleri
bagimsiz, aym tir dagilima sahip ve {Xn (0);n = 0,1,...} ailesinden [0,1] de diizgiin
dagilima sahip rasgele deigkenler dizisi olsun. Her x,y e X igin F, (t) herhangi bir
negatif degerler almayan rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu olmak iizere [0,1] de Syle
bir negatif olmayan ¢, (t) fonksiyonu belirlenmelidir ki, ¢, (§) nin [0,1] de dagiim
fonksiyonu F, (t) olsun (burada &, [0,1] de diizgiin dagilima sahip bir rasgele
degiskendir). Bu durumda

Tk = Py, x, (M)

olmak lizere
k-1 k 0
X(t) =X, (0),efer » 1, <t< Y 1, ise(D.=0)
i=] i=l 1

dir.

Yan-Markov siiregleri ile ilgili pek gok 6nemli problem, Borovkov [8], Koroljuk ve
Turbin [60], Cinlar [12], Takacs [92], Smith [88], Spitzer [89], Feller [19], Anisimov [6],
Shurenkov [83], Harlamov [26], v.b., tarafindan ¢aligtimigtir.

Yari-Markov stirecinin 6zel bir durumu olan yari-Markov rasgele yiiriiyiis siirecinin

tanmimu ise agagidaki gibidir. Bu tanim 1970 yilinda Nasirova [70] tarafindan verilmigtir.



{(‘c’,i,ni),izl,2,...} rasgele degisken ciftleri (€Q,3,P) olasilik uzayinda tammbh,

bagimsiz ayni tiir dagilima sahip ve &, ler ise pozitif degerli oldugunda,
X(t) = Zni ,eger T <t<T, ise, burada T, = Z&i,n 21, T, =0
i=l i=l

dir. Nasirova bu geklide insa ettigi siirecin; dagilimini, supremumunun dagilimim, verilen
bir seviyeye ilk defa ulagma ani ile sigrama anlarnin birlesik dagilimini, supremumu ile
infimumunun ortak dagiliminm ve siireg igin limit teoremlerini cahigmugtir.

Dzhafarov ve Skorohod’un ele aldigi negatif akimli, pozitif sigramali yarn-Markov
slirecinin tanumi1 agagidaki gibidir:

{(éi,ni),i = 1,2,...} rasgele degisken ciftleri (Q,3,P) olasilik uzaymnda tammli,

bagimsiz ayni tiir dagilima sahip ve &;,m, ler ise pozitif degerli oldugunda

g(t)= Zni ,eger T <t<T,, ise,burada T, = Z&i,n 21, T, =0

i=1 i=|

olmak {izere

X(t)=z+g(t)~t,eger T, <t <T,,, ise
dir. Bu tip siireglerin esas olasilik karakteristikleri incelenmigtir. Benzer sekilde Ahmedova
[3] pozitif akimli, negatif sigramali yari-Markov siirecini tammlamis ve esas olasilik
karakteristiklerini incelemisgtir.

Yani-Markov rasgele yiiriiyiis siirecleri ile ilgili fakat daha karmagik olan siireglerden
biri de yari-Markov toplam rasgele yliriiyiis siirecidir. Bu siire¢ Nasirova [70] tarafindan

agafidaki gibi tanimlanmis ve temel olasilik karakteristikleri incelenmistir.
{(@f M L8 .My hi= 1,2,...} (2,3,P) olasilik uzayinda tammli, bagimsiz ve aym tiir
dagilima sahip rasgele degiskenler dortliileri dizisi ve &, rasgele degiskenleri pozitif

degerli ve &;,n; rasgele degiskenleri de negatif degerli olsunlar. Bu durumda,

n n
X*()=)>nf, eger Ty <t<Ty, ise T, =D Ef,n2LT; =0
i=1 i=l

X“(t):Zni‘, eger T, <t<T,,, ise T, =§_:§{,1121,T0~ =0
i=1

i=]
olmak iizere
X)) =X"1)-X"(
dir.



Yari-Markov siiregleri igin ergodik teoremler ve siireglerin ergodik dagilimlarinin
elde edilmesi hem teorik hem de pratik bakimdan olduk¢a énemlidir. 1975 yilinda Smith
anahtar yenileme teoremi adi alinda yenileme stiregleri i¢in esas teoremi ispatlamigtir.
Yari-Markov siiregleri i¢in ergodik teorem ise Ezhov ve Shurenkov [18] tarafindan ifade
ve ispat edilmistir.

Uygulamanin ihtiyacindan dolay1 yari-Markov rasgele yiiriiyiis stireclerinin bariyerli
tipleri de incelenmeye bagslandi. Bu bariyerler problemin 6zelligine gére tutan, yansitan,
yutan, elastik, v.b. olabilir.

Sifir seviyesinde tutan bariyere sahip yari-Markov rasgele yiiriiylis siireci igin
Nasirova [70] siirecin dagilim: ve esas siir fonksiyonellerinin dagilimini, Nasirova ve
Skorohod [71] ergodik teoremi, ergodik dagilim fonksiyonunu ve seri seklinde limit

teoremini ise Borovkov [9] vermistir. Benzer sekilde P, (> 0) seviyesinde tutan bariyere

sahip yari-Markov rasgele yiiriiyils siireci igin Nasirova ve Skorohod [71] ergodik teorem
ispatlamiglar ve siirecin ergodik dagilimimi elde etmislerdir. Ayrica benzer siiregler igin
Feller [19], Spitzer [89] ve Smith [88] inde literatiirde ¢alismalar: bulunmaktadir.

Meyilli yari-Markov stirecleri i¢in de Dzhafarov da sifir seviyesinde tutan bariyere
sahip negatif akimli pozitif sigramali yari-Markov siirecini, Ahmedova [3] de sifir
seviyesinde tutan bariyere sahip pozitif akimh yari-Markov siirecini incelemistir.

Bir tutan bariyere sahip yari-Markov rasgele yiiriiylis siireglerinin en genel seklini
Borovkov [8] asagidaki sekilde vermigtir.

X(t) bir yari-Markov rasgele yiiriiyiis siireci olmak {izere
X (1) = X(t) - ggft{O,X(s)}

ile tamiml stirece sifir seviyesinde tutan bariyerli yari-Markov rasgele yiiriiyiis siireci

X, (1) = B+ X(t) — sup{B, X(s)}

0ss<t

ile tanmimh stirece B seviyesinde tutan bariyerli yari-Markov rasgele yiirliyiis siireci denir.

Nasirova [70] sifir seviyesinde yansitan bariyerli yari-Markov toplam rasgele yiiriiyiis
sirecini tamimlamis bu silire¢ igin siirecin; yansitan bariyere ilk kez diisme aninin
dagilimin, verilen bir seviyeye ilk kez diigme animin dagilimini, Laplace doniigiimiinii
caligmis ve siireg i¢in limit teoremini ifade ve ispat etmis ayrica ergodikligini incelemistir.

Bundan bagka sifir seviyesinde yansitan bariyere sahip yari-Markov rasgele yiiriiyiis

stireci; Nasirova, Yapar ve Maden tarafindan, B(>0) seviyesinde yansitan bariyere sahip



yari-Markov rasgele yiiriiyiis siireci ise Nasirova, Yapar ve Dikmenoglu tarafindan
kurulmug ve bu siiregler i¢in limit teoremleri ispatlanmugtir.

Gergek hayatta kargilagilan problemlerin bazilan da iki bariyerli yari-Markov rasgele
yiiriiylis stireleri yardimiyla ¢oziilebilir. Ornek olarak stok kontrol, kuyruk, gtivenilirlik,
risk analizi, sigortaciliktaki problemler verilebilir. Iki yansitan bariyerli ve iki yutan
bariyerli bir boyutlu rasgele yliritylis siirecleri Feller [19] tarafindan kurulmus ve énemli
bazi olasilik karakteristikleri incelenmigtir. Spitzer [90], Borovkov [8], Lotov [63],
Afanas’eva ve Bulinskaya [1], Zhang [96], Korolyuk ve Borovskikh [61], Prabhu [75], El-
Shehawey [15], Weesakul [95], Kastenbaum [29], v.b., bu konuda g¢alismalari bulunan
bilim adamlarina 6rnek olarak verilebilir.

Bunlara ek olarak Khaniyev [32], iki tutan bariyere sahip yari-Markov rasgele
yiiriiylis siirecini inga etmis ve bu slirecin; dagilimin, verilen bir seviyeye ilk kez ulasma
aninin  dagilimini, beklenen deger ve varyansi gibi bazi olasilik karakteristiklerini
hesaplayarak siire¢ i¢in ergodik teoremi ifade ve ispat etmistir. Ayrica siireg igin limit
teoremi vermis ve siirecin asimptotik durumunu incelemigtir. Nasirova, Yapar ve Khaniyev
[72], s:ifir seviyesinde yansitan ve B(>0) seviyesinde tutan bariyere sahip yari-Markov
toplam rasgele yiiriiylis siirecini inga etmis ve incelemislerdir. Bu siirecin; dagiliminin
Laplace doniigtimiinii, ilk kez yansima ve tutulma anlarinin dagilimlar vermiglerdir.
Ozdemir [74], yansitan ve tutan bariyetlere sahip pozitif akimli, negatif sigramal yari-
Markov siirecini inga etmis ve incelemistir. Bu siirecin; bir boyutlu dagilim fonksiyonunun
Laplace doniigmiinti, bazi smnir fonksiyonellerinin esas olasilik karakteristiklerini
hesaplayarak, siireg igin ergodik teorem ispat ederek ergodik dagilimimi bulmugstur. Maden
[68], yansitan ve tutan bariyerlere sahip yari-Markov rasgele yiirilylis siirecini inga etmis
ve incelemigtir. Bu stirecin; ilk kez yansima, ilk kez tutulma anlarimn dagilimlarini ve
moment ¢ikaran fonksiyonlarim ile bazi olasilik karakteristiklerini hesaplamig, sonlu
boyutlu dagilim fonksiyonlarint belirlemis ve ergodik teorem ispat ederk siirecin ergodik
dagilimmm elde etmigtir. Dikmenoglu [14], iki yansitan bariyerli yari-Markov rasgele
ylirltyiis siirecini inga etmis ve incelemistir. Bu siirecin 6nemli bir fonksiyoneli olan agag
bariyerden ilk kez yansima anina kadarki sigrama sayisi ile siirecin ortak dagilimim
belirlemis ve agag: bariyerden ilk kez yansima amina kadarki sigrama sayisinin beklenen
degeri ile varyansini hesaplamigtir. Ayrica siirecin agag1 bariyerden ilk kez yansima aninin
siireg ile ortak dagilimin belirleyerek Laplace doniisiimii elde edilerek yiiksek momentleri

icin formiil bulunmugtur. Siirecin bir boyutlu dagilimlari bulunmus ve bazi 6zel durumlar
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incelenmisgtir. Son olarak ergodik teorem verilerek stireg i¢in limit teoremi ifade ve ispat
edilmistir.

Ayrica, Lotov [63] de 1, rasgele degiskeni normal dagilima sahip oldugu durumda N
sinir fonksiyonelinin beklenen degeri igin ii¢ terimli asimptotik a¢ilim elde etmistir.
Rogozin [77] de basamak yiiksekliginin a seviyesinin istlinde kalan kismi igin a —» oo
iken limit dagilim: elde etmistir. Brown, M., Solomon, H. [11] de &diilli yenileme
slirecinin birinci ve ikinci momentleri igin iki terimli asimptotik a¢ilim elde etmislerdir.
Kemperman [31] de iki bariyerli rasgele yiirliyiis siirecinin olasilik karakteristiklerini
basamak degiskenleri yardimiyla ifade etmek icin genel bir algoritma ortaya koymustur.
Afanaseva, L.G., Bulinskaya, E.V. [1] de iki tutan bariyerli rasgele yiiriiyiis siirecinin
ergodik dagilimi igin zayif yakinsama teoremi ispat etmis ve yakinsama hizim da
bulmugtur. Spitzer [89] da birinci basamak an1 ve basamak yiiksekliginin fonksiyonel
karakteristiklerini harmonik yenileme fonksiyonu yardimiyla ifade etmigtir. Spitzer [90] da
ise rasgele yiirliylis siirecinin olasilik karakteristiklerini incelemek igin Fourier
yontemlerini uygulamistir. Bu yontem sayesinde siirecin ilk n adimdaki karakteristiklerini
n. adimdaki karakteristikleriyle ifade etmistir. Ayrica rasgele yiirilyiig siireci teorisinde
biiylik 6neme sahip olan Spitzer 6zdesligini ispat etmistir. Smith’in [88] deki bu klasik
caligmasinda yenileme fonksiyonu ilk kez detayli bir incelemeye tabi tutulmus ve yenileme
fonksiyonu i¢in bir dizi analitik ve asimptotik sonuglar elde edilmigtir. Alsmeyer [4] de
basamak am ve yiiksekliklerinin olasilik karakteristiklerini hesaplamak i¢in gerekli olan
harmonik yenileme &lgiistinii ele almig ve ayrica harmonik yenileme fonksiyonu i¢in iki
terimli asimptotik agilim elde etmistir. Sinai [84] de rasgele yiiriiyiis siirecinin sinir

fonksiyoneli olan S yi basamak yiikseklikleri yardimiyla incelemistir. Korolyuk, V.S.,

Borovskikh, Y.V. [61] de ise rasgele yliriiyiis siirecinin sinir fonksiyonellerinin olasilik
karakteristikleri igin kesin ve yaklagik formiiller elde etmistir.

Dikmenoglu’nun [14] ¢alismasinda ele alinan siireg i¢in genel olarak teorik sonuglar
elde edilmistir. Ancak bariyerlerin her ikisini yansitan kabul ettifimizde uygulamali
matematigin ihtiyacim karsilayabilecek basit formiil elde etmek hemen hemen imkansizdir.
Ele alinan model i¢in ise bir ¢ok asimptotik sonuglar elde edilebilir ki bu sonuglar fizikgiler

veya mithendisler i¢in biiylik 6nem tagimaktadir.



2. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR

2.0. Fiziksel Model

Stokastik stiregler teorisinin 6nemli bir kismini bariyerli ve bariyersiz rasgele yiiriiyiis
siiregleri olusturur. Ozellikle stok kontrol, kuyruk ve giivenilirlik teorilerinin pek gok
onemli problemi iki bariyerli rasgele yliriiylis siire¢leri yardimiyla ifade edilirler. Bu
bariyeler yansitan, yutan, tutan, elastik gibi degisik tiirden olabilirler. Ornegin, bekleme
zamam sonlu olan kuyruk sistemlerinin veya sonlu hacimli depolardaki stoklarin rasgele
seviyelerini iki tutan bariyerli rasgele ylirliylis siirecleri yardimiyla ifade etmek
miimkiindiir.

Ornegin Selahattin Maden’in [68] “yansitan ve tutan bariyerli yari-Markov rasgele
ylirliytis stireci lizerine” ve Sema Dikmenoglu’nun [14] “iki yansitan bariyerli yari-Markov
rasgele ylirliyls silireci” adli doktora tezlerinde iki bariyer arasinda hareket eden bir
parcacigin hareketi izlenmektedir. Fakat bu ¢alismalarda 0 (sifir) ve B (B>0)
seviyelerinde bulunan bariyerler yansitan ve tutan ozellige sahip bariyerlerdir. Mevcut
calismada ise adi1 yukarida belirtilen tezlerden farkli olarak genel 6zellige sahip olan iki
bariyer arasindaki hareket i¢in matematiksel model insa edilecek ve gereken olasilik
karakteristikleri hesaplanacaktir.

Bu ¢alismada ele alinacak stokastik siireg asagidaki fiziksel model ile ifade edilebilir.

Model. 0 (sifir) ve B (B > 0) seviyelerinde iki bariyer bulunan bir seridi ve bu seridin
icinde rasgele hareket eden bir pargacigi goz Oniine alinsin (6nceki galigmalardan farkls
olarak bu durumda bariyerler herhangi bir belirgin 6zellige sahip degillerdir). Pargacik
baglangic am olan X, =z e[0,B] pozisyonundan hareketine baglasin. Bu pozisyonda
rasgele bir &, siiresi kadar kaldiktan sonra pargacik ani bir sigrayisla X, +m, pozisyonuna
gecmeye caligsin (burada m, hem pozitif hemde negatif degerler alabilen bir rasgele
degiskendir). Bu durumda asagidaki iki farkli durum s6ézkonusudur.

Eger X, +1, €[0,B] sart1 saglanmis olursa bu durumda pargacik X, =X, +1, yeni
pozisyonundan hareketine devam eder. Yani pargactk X, durumunda &, siiresince

kaldiktan sonra bir sonraki X, +m, durumuna ulagmaya galigacaktir.
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Eger X, +1, ¢[0,B] sart1 saglanmus olursa bu durumda digaridan miidahele edilerek

pargacik yeni bir ¢, € [0,8] baslangi¢ durumundan harekete baglamaya mecbur edilir ve
bundan sonraki hareketine yukaridaki kuralla devam eder. Dolayisiyla izlenmekte olan
parcacik bariyerlere ulagmadidi siirece yari-Markov rasgele yiiriiyils siirecine tabi olur.
Ancak pargacik asagi yada yukar: bariyere ulastifinda disaridan miidahele ile yeni bir g,
baslangi¢ durumuna dondiiriilecektir. Daha sonra pargacigin hareketi yukaridaki kogullara
benzer gekilde tekrarlanacaktir. Not edelim ki, ¢, rasgele degiskeninin dagilim
fonksiyonunu uygun bir sekilde degistirerek onlarca 6zel bariyerli yari-Markov rasgele
yliriiyiis siireci elde etmek miimkiindiir.

Bu tiir fiziksel modellere; partikiil fiziginde ayrica stok kontrol, kuyruk, giivenilirlik
v.s. teorilerinde rastlamak miimkiindiir. Amacimiz, bu tiirden olan fiziksel modellerin
genel matematik modelleri kurmak ve daha 6nceki bir ¢ok ¢aligmadan farkli olarak sadece
agir analitik sonuglarla yetinmeyip uygulamanin ihtiyacim Kkargilayabilecek tiirden
asimptotik sonuglar da elde etmeye ¢aligmaktadir. Ozellikle Sema Dikmenoglu’nun [14]
tezinde incelenen model belli kosullar altinda ele alinan model ile ifade edilebilecektir.

Bu modeli ifade eden gosterimlerden biri agagidaki gibidir.
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2.1. X(t) Siirecinin Matematiksel Kurulusu ve Gisterimler

Bu kisimda iki bariyerli yari-Markov rasgele yiiriiyiig siireci matematiksel olarak

kurulacak ve ¢aligmada kullanilacak olan gosterimler verilecektir.

{(&i >N »E; )}, (i=1,2, --) rasgele degiskenleri (Q, S,P) olasilik uzaymda tanimli, aym
tir dagilima sahip ve bagimsiz rasgele degisken iiglileri olsunlar. &,,7,,£; bagimsiz
rasgele degiskenleri igin &, ’ler pozitif degerli, ), ’ler hem negatif hem de pozitif degerler
alabilen, &, ’lar ise [0,B] aralifinda degerler alabilen rasgele degiskenlerdir. Burada B
pozitif reel degerli sabit bir sayidir. {Tn} yenileme siireci ve {Sn} rasgele yiriiyiis siireci

asagidaki gibi tanimlansin:
Tnzz};i ,Sn:z'r]i,nzl,z’..., T():SO:O
i=i i=1

ve tam sayili deger alan N dizisini de
N, = min{k 21:2+8, ¢ [O,ﬁ]}
N,, =min{k >N, +1:&, +S, ¢ (0,p)}, n=12,--, N, =0,
seklinde tanimlansin. Burada £, =z € (O,B), N;,; siirecin ilk kez [0,B] araligindan ¢ikana

kadar atilan adimlarin sayisidir.

ve
v(t)=max{n>0:T, <t}

seklinde ifade edilirse X(t) stireci asagidaki gibi kurulmus olur.
X(t)=¢, +S,—Sy,, efer 1, St<7,,,, n=12,--

Bu siireg bir geritte tamimli yari-Markov rasgele yliriiyiis siireci olarak adlandinlabilir.

Gosterimler. Calisma boyunca agagidaki gosterimleri kullamlacaktir.

o(t) =P, <t}, F(x) =P{n, <x}, n(z) = P{g, <z},

te[0,0), xe(—w0,®), ze [O,B].

@, () =P"(t), n21,D(t) =e(t)=1 eger t20, et)=0 eger t<0 .
AD, () =D, (1)-D (1), n20.

an(x;z)=P{z+Si E[O,B],izl,_n,z+sn Sx}, nzxl, ag(x;z) =e(x—2z).
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b, (z) =Plz+S; [0,8}i=T,n—1,z+S, ¢ [0,]} n21, by(z)=0.
Sinirly, olgtilebilir M, (t,x,z), i=1,2 fonksiyonlar igin asagidaki gosterimleri ifade

edilsin:

B
M, (t,x,9) = [M,(t,x,2)dn(z), i=12,
0

t
M, (t,x,2) * M, (t.x,2) = IMZ(t -5,%,2)d M, (s,%,2) .
0

2.2. X(t) Siirecinin Bir Boyutlu Dagilimlan

Bu kisimdaki esas amag, daha 6nce matematiksel olarak kurulan X(t) siirecinin sonlu
boyutlu dagilim fonksiyonlarim {TH} yenileme siireci ve {Sn} rasgele yiirliylis siirecinin
bilinen olasilik karakteristikleri yardimiyla ifade etmektir. Bunun i¢in, X(t)stirecinin bir
boyutlu dagilim fonksiyonu Q(t,x,z) ile gosterilsin, yani;

Q(t.x,2) =P, {X(1) < x}
olsun.

TEOREM 1. X(t) siirecinin bir boyutlu dagiim fonksiyonu Q(t,x,z), {T,}
yenileme siirecinin ve {Sn} rasgele ylirlyils siirecinin yukarida tamimlanmis olasilik

karakteristikleri ile asagidaki gibi ifade edilebilir:
Q(t.x,z) = ian (x,2)AD, (2)+ i[bn (2)*U, (9)*a,(x,9)AD, (1)
n=0 n=l
burada
U, (=30, @)

dir.
ISPAT. Tam olasilik formiiliine gore,

Q(t,x,z) =P, {X(t) < x} = ZP T, <t<T

m=0

mets X(1) < x} (1)

yazilabilir. Gosterim kolaylig1 igin (1) toplamunin i¢ terimlerini q,, (t,x,z) ile gosterilsin,
yani her m =0,1,2,... i¢in

qm(t,x,z)EPz{tm <t<t X(t)<x}

m+l?
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olsun. Once q,(t,X,z)’i hesaplayalim.

q,(Lx,2) =P, {0t <7;;X(t) < x}=

=P, {t, > XM <x} = Y BT, St<T,,; Ty, > 6X(O) < x)=

n=0

PZ{Tn <t<T 3Ty, >tz+8, Sx}=

n+l?

NgE

=
Il
i=}

P AT <t<T_ ;N,2n+lz+S, <x}=

n+l?

f
Ms

=3
1l
(=]

P{T, <t<T, ;N,>nz+8$, <x}=

z n+l?

Il
Ma

=
1§
i=1

P{Tn <t<T,;;z+S, €[0,B;z+S, €[0,B};...;z+8S, €[0,];z+S, Sx}=

n+l?

it
Ms

=
1§
<

S P{T, <t<T,,JPlz+S, e[0.pli=Lmz+S, <x=

n=0

i

q,(t,x,z) = i:[CDn t)-D,,Ma,(x,2)= i“ACI)n (ta,(x,z).

n=0
Simdi de q,(t,x,z) ’i hesaplayalim.

ql(t,x,z)st{tl <t<T,; X(1) Sx}z

=‘2PZ{Tn <t<T, ;7 St<t;X(H)<x}=

+l;
P,{N, =k;T, St< T3 Ty <t<Ty ;X(1)<x}

i P{Z+Sl €[0,B];z+S, €[0,B];...;z+S,_, €[0,B];z+S, «[0,B];

s=0 n=] k=1

T, eds;g, edv;v+n,,, €[0,B;v+1y,, +N,, €[0,B],...

n n+l
VN +oet M, €[0,BL VN, +otn, SX5+ ) & St<s+ Zgi}

i=k+1 i=k+]
Plz+S, €[0.Bli=Lk Lz +S, ¢[0,p],T, e ds

P{g, edv;v+S, €[0,p;v+S, €[0,B],..,v+S,_, €[0,B],

v+S,  <x55+ T, <t<s+T, ., }=

n-k —~ n
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S S ple+S, €[0.pLi=Lk-1;z+S, ¢[0,BIH®, (s)nfdv}

plv+S, e[0.BLi=Ln-kv+S, , <XAD, ,(t-5)=

Il

B © 1
[nldv}d A0, b, (D, (x,v) =
n=| k=1

v=0

i

i A(Dn (t)zn: bk (Z)an—k (X’.) =
n=1

i
s

AD, (1)) by (2)a,  (x,),
k=0

=
T

burada
ibk (2)a,. (x,9) =b,(z)*a,(X,e)
k=0
oldugu igin
q,(t,x,2) = iAcbn ()b, (z)*a_(x,9)
a=]

seklinde yazilabilir. Tiimevarim ydnteminin giivenli bir sekilde uygulanabilmesi igin
q,(t,x;z) agagidaki sekilde hesaplanabilir:
q,(,x,2) =P, {t, St<1;;X(t) <x}=

3T, <t<T, Ty, <t< Ty X() <xj=

n=2

I [ ] 3 Spk+s, copli=TkT2+5, [0pp, <ds)

=P
P, e dv, Py, +S, €[0,8Li=1.e~Lv, +8, ¢ [O,B]}P{T[ e du}
Pls, € dv, Py, +, €[0,pLi =Ln—k—£3v, +S, ., <
P{T, ., <t-u-s<T,_ .}

n

i Z AD, (Db, (2)n{dv, b, (v )nldv, Ja, . (x, v,)=

vy =0 v, =0 n=2 2<k+£<n

ZM’ (© Y b @b, (9, (%)

2<k+¢sn

buradan
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G (tx,2) =3 AD, (Db, (2)*b, (o) *a, (x,2)

n=2

yazilir. Boylece,
q,(t,%,2) = Y AD, (Db, (2)*b, (*) *a, (x.9)
n=2

elde edilmis olur.

Benzer diigiinceyle gostermek miimkiindiir ki, Vm > 2 i¢in
Am(t,X,2) = D AD, ()b, (2)*[b, ()] *a, (x.9)
n=m
dir. q,,(t,x,z) olasiliklan (1) esitlifinde yerine yazilarak,

QL x,2) = 3 dn (6%,2) =
=3 AD, (Da, (x,2)+ 3 AD, ()b, (2) *a, (%) +
n=0 n=1

+ iA‘Dn ()b, (z)*b, (*)*a (x,®)+..+

n=2

+ 3200, ()b, (2)* (b, (W)™ *a, (x,9) +... =

n=m

=3 AD, 0,62+ 3 3 AD, (b, (2) [b, (! ¥a, (x,8) =
n=0

m=[ n=m

=D AP, (Da, (x,2)+ ). ¥ {b,(2)*[b, ()7 *a, (x,9)}A0, (1) =
n=0

n=] m=l

=3 a, (% 2)A0, (1) + 3 [b, (2)* U, (o) *a, (x,)]AD, (1)

n=l

burada
Un(2) =) [b, (@)
m=l

dir. Boylece X(t) siirecinin bir boyutlu dagilim fonksiyonu, Q(t,x,z) dagilim fonksiyonu

{Tn} yenileme siirecinin ve {S“} rasgele ylirilyiis slirecinin belirli olasilik karakteristikleri

yardimt ile ifade edilmis oldu.
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2.3. X(t) Siirecinin Toplamsal Fonksiyonelinin (J, (t)) Dagihim

Teori ve uygulamadaki pek ¢ok problemin ¢6ziimiinde siirecin sinir fonksiyonelleri
ve kendi karakteristikleri yaninda toplamsal fonksiyonelleri de énemli rol oynamaktadir.
Bu yiizden, bu béliimde ele alinan siirecin toplamsal fonksiyonelinin bir boyutlu

dagilimlan verilecektir.

f(x) fonksiyonu R* = [o,oo) de tanimlanmus, keyfi, 6lgiilebilir simrh bir fonksiyon,
t

yani, f:[O,oo)—) R olsun ve J (1) = ff(X(u))du,tZO seklinde tamimlansin. J,(t)’ye
0

X(t) stirecinin toplamsal fonksiyoneli denir. Bu boltimdeki amag¢ J (t) toplamsal

fonksiyonelinin dagilim fonksiyonunu incelemektir. Bu amag i¢in asagida ifade edilen

teoremde J (t), toplamsal fonksiyonelinin dagilim fonksiyonunun iki kat doniisimii

(Laplace-Fourier) elde edilmistir.

TEOREM 2. X(t) siirecinin J,(t) toplamsal fonksiyonelinin bir boyutlu dagilim
fonksiyonlarimin iki kat doniigiimii (Laplace-Fourier); {(F,n,nn), n2 1} rasgele degisken
ciftleri dizisinin olasilik karakteristikleri yardimi ile agagidaki gibi ifade edilir:

R (A p52)G (A ps0)
1-RY (A;ps0)

Qr (Ms32) = G (A psz) + Q)

burada

G (x:2)=> Plz+S, €[0,pLk=0Ln,T, <t<T

n+l?
n=0

Zn:f(z+Sk_I)§k +(t—Tn)f(z+Sn)Sx},
k=1

Rf(t;x;z)=ZP{z+Sk €[0,fL.k=1,n-1z+S, ¢[0,8], T, St,Zf(z+Sk_,)§k Sx}
k=l

n=1
dir.
ISPAT. Q,(t;x;z) igin yenileme tipli integral denklemi asagidaki gibi yazilabilir:
Qi (t;x;2) =P, {J (1) <x}=
=P,{t, > ;] () <x}+P,{r, <t;J, () < x}

t
=G, (t,x,2) + IPZ{‘EI eds;J (1) < x}

s=0
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t ©
=G (t,x,2) + I IPz{t, eds;J; (1, —O)edy;Jf(t)SX}

s=0 y=-o0

t ®  ®»
=G, (tx;2) + I I IPZ{t, eds;J (1, —0) e dy;g, edv;J (1) £x}
§=0 y=-~0o v=0

IPZ {t, eds;J (s —0) e dy;g, e dv}
0

V=

t
=G, (t;x;2) + J
=0

s=0y

P (t) < x/1, =57, (s) = 56, = v}

o0 oo

=Gf(t;x;z)+] _[ IPZ{I,eds;Jf(s)edy}n{dv}Pv{Jf(t——s)SX—y}

s=0 y=—o v=0

=G, (t;x;2) + tJ‘ (] Pz{'c, eds;Jf(s)edy} TQf{(t—S);x—y;v}dn(v)

=00 v=0

t o
=G, (x2)+ | [Ri{ds;dy;2JQ(t—s;x — y3e)
§=0 ~»
t »
Qr(5%:2) =G (x52)+ [ [R,(ds;dy;2)Q(t-s3x — y0). 3)
s=0 y=-

(3) esitliginin her iki tarafi z degiskenine gore ortalanirsa asagidaki esitligi elde edilir.

Qs (x;0) = G (tx50) + IRf(t;dy;°) *Q(tx—y3e). )
y=—00
(4) esitliginin her iki tarafina 6nce t degiskenine gore Laplace doniigtimii,

[o0]

J‘e"“Qf (t;x;0)dt = J.e”MGf (t; x;9)dt +

t=0 t=0
+ [ [Ro(tdye)* Qe (tx —yroxit
t=0 y=—c0

Qax9) =G (sxs9)+ [Ri(Ady;e)* Qe (Asx—y3e)

y=-00

sonra ise X degiskenine gore Fourier doniistimii uygulanirsa,

[e¥Qrixdx = [P T uxdx+ [ [R7(Asdys)* Qr (hx - yiokdx
X=—00 X=—00 X=-©  y=—o

boylece,
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Q, (A 0) = G, (A 30) + R (A 1130)Q, (A; s9)
elde edilir. Dolayistyla,
QAMmﬂb—R?@mrﬂ=GAMw0

olur ve buradan da

=~ =~ ) I

Qe (spse) = G o)l - R} o) 5)
elde edilir.

(3) esitligine geri doniiliip iki kat Laplace-Fourier déniigiimii uygulanirsa,

Q; (Mi2) = G (M 2) + Ry (s 2)Q, (As pse) ©)
olur. (5) esitligi (6) formiiliinde yerine yazilirsa,

= = = = T

Q(4112) = G (i) + R, O 1-R (i) | @, e ™
elde edilir.

Boylece, J.(t) toplamsal fonksiyonelinin bir boyutlu dagilim fonksiyonlarinin

Laplace-Fourier iki kat déniisiimii hesaplanmig oldu. Ispati tamamlamak igin G, (t;x;z) ve

R;(t;x;z) fonksiyonlarini, {T“} yenileme ve {Sn} rasgele yiirliyiis dizilerinin olasilik

karakteristikleriyle ifade etmek yeterlidir.

Bu amag i¢in G;(t;x;z) fonksiyonu asagidaki sekilde yazilir:

Gi(t;x;2z) =P, {rl >t ()< x} =

n=0

= iPz {v(t) =mN, >n; }f(X(u)du < x}

=3 P{T, <t<T,,;z+S, €[0,8k=Ln;
=0

=

nf: kJtlf(X(u))du +(t-T,)f(z+8,) < x}

k=0 T,

n+l?

G (tx;2) =Y Plz+S, [0,pk=1,n,T, <t<T

n=0

=

£z 48,8 +(t-T)f(z+S,) < X}» ®)

o
[

0

~1

burada ) =0 dur.

k=0
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Benzer sekilde R(ds;dy;z) de agagidaki gibi yazilir:

R(ds;dy;z) = Pz{r, eds;J (1, -0) edy} =

= ZPZ{N] =m;T, eds;J (1, —0) = Zf(z +8, )¢, € dy}
k=1

n=1
= ZP{Z+Sk e[0,fl,k=Ln-1z+S, ¢[0,B];T, ds;Zf(z+Sk_l)§k € dy}.
n~i kel
Bu esitlik s parametresine gore sifirdan t’ye kadar daha sonra ise y parametresine
gbre —oo dan x e kadar integralleyerek
Rt;x;2) =

=ZP{Z+Sk €[0,Bl,k=,n-1;z+S, ¢[0,B};T, St;Zf(z+Sk_,)§k Sx},

n=l k=1
teR";zeR*",xeR,R" = [0,00)

elde edilir. Bu ise Teorem 2’nin ispatin1 tamamlar. >

2.4. X(t) Siirecinin Ergodikligi

Bu kisimda X(t) stireci i¢in en genel sartlar altinda ergodik teoremi ispatlanacak ve
siirecin ergodik olmasi durumunda ergodik dagilim fonksiyonu ig¢in agikar bir formiil
verilecektir. Bunun igin dnce asagidaki teoremi verelim.

TEOREM 3. (¢,,nm,.G,) bagimsiz baglangic rasgele degisken figliileri dizisi
agagidaki ilave kosullar1 da saglasin:

1N0<EE, <o; 2) P{nI > 0} >0, P{n, < 0} >0; 3)m, bir aritmetik olmayan rasgele
degisken olsun. Bu durumda X(t) siireci ergodiktir ve [0,[3] aralifinda tanimli, sinirh,

Olgiilebilir her f(x) fonksiyonu igin asagidaki iligki 1 olasilig ile dogrudur.

) Jf(t)= 1 .
Jim = "Sf_A(B,.) Jf(x)dxA(x’)
burada

B B o _
A(x®) = [A(x,2)dn(2) = [3 Ple+8, e[0,pLk =L n,z+S, <x}in(2)

o n=0

dir.
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ISPAT. Smith’in kesikli sans karisimli stokastik stiregler sinifi i¢in “anahtar yenileme
teoremi” isimli ergodik teoremi literatiirde mevcuttur (6rnegin, bak, [21], sayfa 243).
Uygulamada bu teoremin varsayimlarinin saglanip saglanmadigim gérmek oldukga zordur.
Bu zorlugu ortadan kaldirmak i¢in 6zel siniflar1 ele alip bu siniflarin ergodiklik sartlarim
yeterince basit sekle getirmek gerekli goriilmektedir.

Bu nedenle, bu galismada kesikli sans karigimli stireclerin 6zel bir simifi ele alinmis
ve bu sinif i¢in yeterince agik olan ergodiklik kogullari bulunmustur.

Dolayisiyla Teorem 3.3’iin (1-3) kosullar1 altinda ele aldigimiz siire¢ i¢in Smith’in
anahtar ergodik teoreminin (bak, [21], sayfa 243) tim varsayimlarinin saglandif
gosterelim.

Bu amag igin, teoremin kosullart altinda agagidaki iki varsayimin saglandigini
gistermemiz gerekmektedir.

Varsaymm 1. Ele alinan teoremin kogullar1 altinda &yle bir artan rasgele anlar dizisi
se¢meliyiz ki, slirecin bu anlardaki degerlerinden olusan “gémiilii Markov zinciri” ergodik
olmus olsun.

Bu amag i¢in yukarida tammlanan t,,7,,... rasgele anlar dizisini ele almak yeterlidir.
Not edelim ki, bu dizi durdurma anlar1 olarak yorumlanabilirler. Bagka bir deyisle, bu
noktalardaki X(t) siirecinin degerleri X, =g, =X(1, +0), n2>1, “gémiilii Markov
zinciri” olugtururlar.

Teoremin sartina gore X(t, +0)=¢,, n2>1, bafimsiz ve benzer dagilima sahip
rasgele degiskenler dizisi oldugu igin “gdémiilti Markov zinciri” ergodiktir ve bu zincirin
duragan dagilim fonksiyonu n(z)= P{c;1 < z} dir. Boylece genel ergodik teoremin ilk
varsaymmi saglanmis oldu.

Varsayimm 2. Teoremin kogullar1 altinda 1, rasgele degiskeninin beklenen degerinin
sonlu (yani, Et; <o oldugunu) géstermek gerekmektedir.
Teorem 3.2.°nin (1-3) kosullan saglandifinda <, rasgele degiskeninin beklenen

degerinin sonlu olmasi C. Stein’nin yardimci teoreminden (bak, [19], sayfa 601) elde

edilir.

Not: A =-a,b, sifin1 da igiren suurh bir aralik olsun. Burada a > 0,b >0 dir. N ile

{Sn} rasgele ylirliylis siirecinin ilk kez A kiimesinden c;lkmé anmni, S, ile ise rasgele
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yiiriiyiis siirecinin bu andaki pozisyonunu gdstersin. Bu takdirde (N,S,) rasgele degisken

giftleri i¢in Stein’inin yardimci teoremi olarak bilinen agagidaki 6énermeler dogrudur.

Stein Yardimer Teoremi: Yukarida tamimlanan N ve S, rasgele degiskenleri 6z

rasgele degiskenlerdir.

Ayrica,
is"P{N >n}= is"Gn A}
n=0 n=0

tiretici fonksiyonu belirli bir s > 1 i¢in yakinsaktir ve bu yakinsakligin varliindan dolay:
N rasgele degiskeninin tiim momentleri mevcuttur. Buna ilaveten S, rasgele degiskeninin
beklenen degerinin mevcut olmast i¢in gerek ve yeter kosul 1, rasgele degiskeninin sonlu
beklenen degerinin var olmasidir. Bu durumda ise,

E(Sy) =En,E(N)

dir. Son yazilan 6zdeslik ilk olarak A. Wald tarafindan 6nerilmistir.
Boylece, Teorem 3.3°{in kosullar1 altinda, kesikli sans karigimli stokastik siiregler igin

genel ergodik teoremin tiim varsayimlan saglanmis oldu. Bu nedenle, X(t) slirecinin
ergodik oldugu gortilmektedir. Dolayisiyla, teoremin ispat: tamamlanir. »
f(x) fonksiyonunun yerine (—— o0, x] kiimesinin ayirict fonksiyonunu yazarak,
Teorem 3.3’ den asagidaki sonug elde edilebilir
SONUC 1. Teorem 3’tn kosullari alinda X(t) sitirecinin ergodik dagilim
fonksiyonunun agikar gekli asagidaki gibidir:

Q(x)_nmP{X(t)< x}= AEB,-; x €[0,p]. >

Yukarida X(t) stirecinin bazi kogullar altinda ergodik oldugu gosterildi. Simdi ise
stirecin ergodik dagilim fonksiyonunu {Tn} yenileme siireci ve {Sn} rasgele yliriiyiis

stirecinin olasilik karakteristikleri yardimiyla ifade edilecektir.

B o P
_” f(x)P, 'c‘ >t X(t) e dx}dtn{dz}

0

f

=Ty
o0

P, {r, > ;X() < x}=D P, {v(t) =m;1, > t; X(t) <x}

n=0

i {v(t) n; Ty, >6z+8, <x}
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=iPZ{T“ <t<T

n+l?
0

N, >n;z+8, <x}

n

1

> P{T, <t<T,,;z+8S, €[0,B]+2z+S, €[0,B]+..+z+8S, €[0,p];z+S, <x}

=0

=

=3 A0, (Da, (z,x)

olur. Dolayisiyla,

o0

[P, {r, > :X(0) < x}dt = ?i AD, (t)a, (z,x)dt

0 o n=0

Il
M

[ A®, V4t (z,%)

ik
o

n

[Ms

E(él )an (z,x) =

=
It
(=

=E(¢)) a,(z.x) = EE)A(x,2)

n=0

elde edilir. Burada,
[a®, (t)dt = EE,
0

dir. Boylece;

o

[P, {z, > tX(0) < xJdt = B, A, 2)

0

elde edilmis oldu.

S; esitligindeki ikinci integral dikkate alinirsa,

B o B
[UfP.{r, > 6 X < xatinfdz} = B, A 2)nidz) =
00 0

B
EE, jA(x,z)n{dz} = EE,A(x,e)
0
elde edilir. Benzer sekilde S; deki son integral dikkate alinirsa,

ij (X)T]-Pz fr, > tX(t) € dx}dtnfdz} =
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B
=B, [f(x)d,A(x.9)
0
ve buradan da,
1 B
St = g, B JFGO4.A G

olur. Buradaki

Br, = [tPlr, e dt} = [Plr, > that
0 0

wjﬁj {r, > t}dtn{dz} = l]l(x)ﬂpz{rl > t; X(t) € dx Jdtn{dz}

B B
= E&, [1(x)d(x.#) = EE, [d(x.e)

= EE,[A(B,*) - A(0,%)] = E§,A(B,®)
seklinde elde edilir. Sonug olarak, 0 < E, <o oldugu igin

S, = A(B o1 jf(x)dA(x °)

elde edilir. >

2.5. X(t) Siirecinin Ergodik Dagilimimin Karakteristik Fonksiyonu

Bu kisimda X(t) siirecinin ergodik dagilimin karakteristik fonksiyonu (N(z),Sy,,)

sinir fonksiyonellerinin ortak dagilim fonksiyonu yardimiyla ifade edilecektir.

A(x,z) fonksiyonunun hesaplanmas1 genellikle ¢ok zordur. Bu nedenle, A(x,z)
fonksiyonunun hesaplanmast i¢in &yle algoritmalar gelistirmek gerekiyor ki bu
algoritmanin sonunda elde edilen ifadeler ve formiiller uygulamamin ihtiyacin
kargilayabilsin. Bu algoritmalardan birisi A(x,z) fonksiyonunun rasgele yiiriiyiis siirecinin

belirli sinir fonksiyonellerinin olasilik karakteristikleriyle ifade edilmesidir. Hatirlatalim ki,
rasgele ylirliylis siireci {Sn },n 21 nin sinir fonksiyonellerinin bir gok 6zellikleri literatiirde
bilinmektedir. Bu nedenle agagida X(t) siirecinin olasilik karakteristikleri (N(z),Sy,,)

sinir fonksiyonellerinin ortak dagilim fonksiyonu yardimiyla ifade edilecektir.
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Bu amag i¢in baglangig durumu S, =0 olan {Sn},n 21 rasgele yiiriiylls siirecinin
[— z,[}—~z] araliginda davranigim inceleyelim (bak, 6rnegin, [5], sayfa 598-600), burada
ze(0,B8), >0 dir.

N(z) ile {Sn},n > 1 rasgele yiiriiylig stirecinin ilk kez B(z) = [— z,B—z] araligindan
¢ikma amim gostersin. Sy, ise rasgele ylirliyiis stirecinin N(z) amndaki degeri olsun. Bu
kisimdaki amag¢ bu iki simr fonksiyonelinin ortak dagilimim incelemektir. Bunun igin
agagidaki notasyon dahil edilsin:

d, (;2) = P{N(z) = 0;Sy, €1} eer [ < B'(z),

d,(1,z) =0, eger Ic B(z), n>0,
burada B'(z) ile B(z) araligmin tiimleyeni gésterilmistir.

N(z) sinir fonksiyonelinin tanimindan

d,(;7) = P{S, eB(z).k =1,n-1;S, eB'(2),S, eI}, eger [ B'(z)
oldugu goriilmektedir.

Not edelim ki, d, (I;z) olasiliklart {Sn},nZI rasgele yiirliylis siirecinin B'(z)
kiimesine ilk kez ulagma olasilig1 gibi yorumlanmaktadir. Bu olasiliklarin incelenmesi
{Sn},n >1 rasgele yiiritylis stirecinin B '( zx) kiimesine ilk kez ulagma anma kadar olan
zaman araliindaki davranisi ile siki bir iliskidedir.

Bu ilisgkiyi ortaya koymak i¢in asagidaki gosterim verilsin:

Her I < B(z) =[—Z,B—z] ve n=12,--- i¢in

a,(1;z) = P{S, €B(2);S, €B(2);...;S, eB(z);S, eI}

olsun.
Ayrica bu tamim gergek sayilar kiimesinin tiim alt kiimeleri i¢in de genisletilebilir. Bu

amagla her I « B'(z),z €(0,B) i¢in a (I,z)=0 kabul edelim. Bundan boyle genellikle
(N(2),Sy,) siftinin dagilimini ele almacaktir. N(z) tam degerli bir rasgele degisken
oldufu i¢in onun moment g¢ikaran fonksiyonunu, S, , rasgele degiskeninin ise

karakteristik fonksiyonunu ele alinacaktir. Bu amag i¢in asagidaki gésterimler yapilsin:

d’(s,0;2) = is" J.eie"dn(dx; z),

n=l B(2)
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' (0;2) = is" Ieioxan(dx;z) .

n=0 B(z)
(Bu serilerin sifirinct terimleri sirasiyla 0 ve 1 dir.) Kolayca goriiliir ki bu seriler en
azindan Is| <1 degerleri igin yakinsaktir. (bak, 6rnegin, Stein yardime: teoremi, [19], sayfa
601).

Her sinirh Slgiilebilir M(x;z) fonksiyonu igin
M’ (6;z) = IeiexdxM(x;z)

Ve

@(0) = Ee® = F'(0) = wje‘e* dF(x)

—o0

olsun. Bu gosterimleri g6z oniinde bulundurarak asagidaki temel 6zdeslii yazmak

miimkiindiir:

1-d"(s:0;2) = 3" (5;0;2)[1 - 50(0)], ©)
(bak, Srnegin, [19], sayfa 600). Bu 6zdeslik d"(s:0;z) ve a°(s;0;2) arasinda dnemli bir
iligki kurmaktadir. Not edelim ki (9) 6zdesliginden uygulama i¢in bir ¢ok gerekli bilgi elde

etmek miimkiindiir. Ayrica, bu 6zdeslikten yararlanarak X(t) siirecinin ergodik dagilimmin
karakteristik fonksiyonunu (N(z),Sy,,) siur fonksiyonellerinin olasilik karakteristikleri
ile ifade edilebilir.
S, fonksiyonelini detayli bir sekilde incelemek igin @(s;0) fonksiyonunu asagidaki
gibi tamimlansin:
9(s;0) = r’]’n(dz) ‘]eie" zw:s“P{z—l- S, €[0,lu=1,n;2+8S, edx .
0 x=0  n=0

Yukaridaki gosterimler g6z 6niinde bulundurularak ¢(s;0) fonksiyonunu agagidaki

sekilde yazilabilir.
ﬁ o ﬁ"z —_
P(s;0) = Jeiezn{dz}Zs“ J.e“’vPﬁk e€B(z),u=1,n;S, edv . (10)
0 n=0 —z

a"(s;0;z) *mn tanimum hatirlayarak (10) esitligini
P(s;0) = Ie*ezﬁ"(s;e; z)dn(z) 11
0

seklinde tekrar yazmak miimkiindiir.
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(9) temel 6zdesligi kullanilarak (11) formiilii agagidaki gibi yazilabilir:
o 1-d'(56;2)
9(s;0) = | ———""dn(z). (12)
6[ 1-50(6)
(12) esitliginde s — 1 igin limite gegilirse,
T e 1= (1:6:2)

(p(1;9)=5[e' o) &) (13)

elde edilir. ¢(8) ve d'(1;6;z) nin tammlarini g6z Oniinde bulundurularak (13) esitligi
agagidaki sekilde yazilabilir:
P Efexp(i0S,, ) —1
9(;0) = [ | o }
b E{exp(len,) - 1}

Bu esitlikten yararlanarak X(t) siirecinin  ergodik dagilimimin  sayisal

dn(z). (14)

karakteristiklerini N(z) ve Sy, smr fonksiyonellerinin uygun karakteristikleri ile ifade

etmek miimkiindiir.
Bundan boyle iki durum ayn ayr ele alinacaktir:
a) En,=m, #0; b) En, =m, =0.
Not edelim ki, (14) esitliginde 6 — 0 i¢in limite ge¢ilir ve Wald 6zdesligi dikkate

alinirsa @(1,0) i¢in her iki durumda ayni ifadeyi elde edilebilir:

p
¢(1,0) = limo(1,0) = I E(N(z))dn(z) . (15)
¢
(15) esitliginin sag tarafini bundan boyle EN ile gosterecegiz, yani
p
EN = [EN(2)dn(2)
0

dir.

Simdi bu boliimiin temel sonucu agagidaki teorem yardimiyla verilebilir:

TEOREM 4. Teorem 3 iin sartlar1 alinda X(t) siirecinin ergodik dagilimmn
karakteristik fonksiyonu (N(z),Sy,,,) sinir fonksiyonellerinin olasilik karakteristikleri ile

asagidaki gibi ifade edilebilir:
lim E exp(i0X(1)) = Ee®*

L1 B8t} a6

" EN E{exp(ion,) 1}
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(16) esitliginden yararlanarak X(t) siirecinin ergodik dagiliminin momentlerini N(2)
ve Sy, swr fonksiyonellerinin uygun karakteristikleri ile ifade etmek miimkiindiir.

Asagidaki boliimde, uygulamadaki 6nemini g6z 6niinde bulundurarak, X(t) siirecinin

ergodik dagiliminin ilk iki momenti igin kesin ifadeler elde edilmistir.

2.6. X(t) Siirecinin Ergodik Dagilhminin Birinci ve ikinci Momentleri I¢in Kesin

Formiiller

Bu kisimda agagidaki iki durum ayr1 ayri incelenecektir:
a) En,=m, #0 veb) En, =m, =0.
Bu amagla agagidaki gosterimler dahil edilsin.

E(X*) = imE[X* ()], m, = E(M{), M, (2) = E(Sy,)): k=1,234.

m, # 0 oldugu durumda m,, = :k . M, (z) = lit{dk((z))
' (z
ve
m, =0 oldugundaise m,, = n}_,&’ M,,(z) = M, (@)
! k2 k2
m, M, (2)

gosterimleri yapilsin. Bu gosterimleri goz o6nlinde bulundurarak agagidaki teoremler
verilebilir.

TEOREM 5. Ergodik Teorem 3 iin varsayimlarina ek olarak

1)E(n,’3 <o ve 2)En,=m, %0
kosullar1 da saglandiginda X(t) siirecinin ergodik dagiliminin birinci momenti (E(X)) ve
ikinci momenti (E(X*)) igin S,, sinir fonksiyonelinin ilk ii¢ momenti yardimiyla yazilan

asagidaki ifadeler dogrudur:

1 1 m,,
EX)=1 o) Oj[le (2)+ , M, (2) ="M, (2)dn(2),

2 _WL_J}{ 2 1
E(X?) = ) oj Z'M, (2) +2M; (2) + S My (2)
_my

7 M, (@)~ my M (2) + °6' M, (z)}dn(z),
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- p
burada ¢, =3mZ, —2m,, ve Mi(B) = fM,(z)dn(z) dur.
0

ISPAT. 2.4. bsliimde X(t) siirecinin ergodik dagilmmnin karakteristik fonksiyonu
04 (0) igin (16) kesin ifadesi bulunmugtu. Bu ifade asagidaki esitlikle verilebilir:

(px( Y= 1 J'enez (PSN(Z)( )~

EN] o, (0)-1 (@), 17

burada 95, (©) ve ¢, (0) sirasiyla Sy, ve m, rasgele degiskenlerinin karakteristik

fonksiyonlaridirlar. Teoremin kogullart geregi E(n,)=m, #0 ve Eln1’3 <o oldugu igin
0 — 0 iken agafidaki asimptotik agilim yazilabilir (bak, 6rnegdin, [11]):
Psyey (01

¢, 0)-1

1+19ESN(Z)+(12) ESZ,, + (12) ES} +.—1

1 +i0En, +—(—0£)~En, +(i(§)—E(n,3)+...-—

oM {1 18 M,(z) , (6)" M3,+0(62)}
2 “’](Z) 6

. 10 i0
iOm {1+~—2— m,, (6) m,, +0(0" )}

. e 2
- EN(z){] +§[M2 ~ (‘19 ) oM,

M, (2) +c;]+ 0(92)} s

buradac, =3mj, —2m,, dur.

Diger taraftan da her z € [0,B] i¢in

: 2
™ =1+i0z+ (‘2) 22 +0(6%)

dir.

Bz (PSN(Z) (9) — l
[+ —_—— =
9, ©)-1

- gl—{M'(z)ﬁzQ[zzM,(z)JrMz(z)—mmM,(z)H
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+g—192-)—2—[6zzM,(z) +62M, (z) + 2M, (z)

—3m,,M, (2) - 6m,,zM, (2) + ¢, M, (2)] + 0(6%)}

yazilir. Dolayisiyla,

B
0 f122M, (2) + M, (2) - m M, (2))in(2)

) =1+
¢ (6) 2m,EN ;

0>
T [[62°M, () + 62M, (z) + 2M, (2)
1 0

-3m, M, (z) - 6m,,zM, (z) + ¢, M, (z)dn(z) + 0(0?)
elde edilir. Diger taraftan,

@, (0) = E(€®™) =1+i0EX + ¢ 2) EX? +0(0%)

dir. Bu iki agilimi kargilastirarak E(X) ve E(X?) icin asagidaki kesin ifadeler elde edilir.

B0 = = fiz, @)+ LM, (0 - 2 M, oo,

Mi(B) ¢

E(X?) == I{ZZM (2)+2M; (2) + 5 Im (2)

I(B) 0

_Ez—z—l—Mz(Z) —m,,;zZM,(z) +361‘M1 (z)}dn(z)

_ p
burada ¢, = 3m}, —2m,, ve Mi(B) = IM,(z)dn(z) dir.
0
Bdoylece ispat tamamlanmus olur. >
TEOREM 6. Ergodik teoremin varsayimlarina ek olarak
1) E(m,) =0, 2) EM;)=m, >0 ve 3) Bln,| <o
kosullar1 da saglandiginda X(t) siirecinin ergodik dagiliminin birinci momenti (E(X)) ve

ikinci momenti (E(X?)) igin S, sinir fonksiyonelinin ilk dért momenti yardimiyla yazilan

asagidaki ifadeler dogrudur:

E(X) = ﬁ j[zM @)+ Im. (z)-——M (2)m,, Jdn(z),
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E(XZ)— f[zzM (z)+—M (2) +— M4(z)—-—zM2(z)m32

(B)

- §M3 (z)m,, — éMZ (z)m,, + —;—Mz (z)mZ, Jdn(z),
. B
burada M:(B) = [M,(z)dn(z) drr.

ISPAT. Teoremin kosullarindan E’n,]3 <o ve E(1,) =0 oldugundan dolay1 6 - 0
iken asagidaki agilimlar yazilabilir (bak, 6rnegin, [11]):

Psyy -1
(Pnl (e)—l
(19) (19) (16)
(19) 2 (19) (19)
ST e+ E(y)+~ — 2 EM{)+..

" {1+i_em+ (0", +0(92)}
3M,(z) 12 B

10 i0)?
{1+§ m,, +(—1—2)—m42 +0(92)}

M ,(2)
m,

{l 2 "19( M32 (Z))

e |
+(16)2[§(m§2 - zzmu)'*' (M42(Z) m,,)]+0(6%)}.
Diger taraftan her z €[0,B] i¢in
—1+1ez+(2) z’ +0(0%)

dir.

O
9, ©)-1

.e 2 .
_{1+IGZ+(2) Z +0(92)}x é(Z){l“l—f’(msz‘Msz(Z))
2
+(ie)2[%(m§2—Msz(z)msz)+;1—2~(M42(z)—m42)1+o(92)}

dir. Dolayisiyla,
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k)

1 M,(z ) 1 . 1
o) == —;}—){1 0]z~ 2 gy ~ M)+ G0)'T (1, ~ M) +

(=3

1 2
(M (@)~ my) - §(mn ~M,(2) + %]dn(z) + o(ez)}.
dir. Ayrica,
: 2
9, (0) =E(™) =1+i0EX + O) gy, 0(6%)
X 2

oldugundan bu iki agilim karsilastirlarak E(X) ve E(X?) igin asagidaki kesin ifadeler
elde edilir:

1 ° 1 1
B(X) = VAT 0j[zMz(z) + 5M3(z) -§M2(z)m32]dn(z),
2 1 F 2 2z 1 2
BOC) = Oj[z My (2) + 5 My (2) +- My (2) = S 2My (2)ng;

2 1 2
= 5 M, (z)m;, — "6‘ M, (z)m,, + 6 M, (Z)m§2 ldn(z) .

Boylece Teorem 6’nin ispati tamamlanmig oldu. >
Not: Genel durumda elde edilen kesin ifadeleri hesaplamak kolay degildir ancak bazi
0zel durumlar igin siirecin ergodik dagiliminin birinci ve ikinci momentleri igin basit ve
agikar ifadeler elde etmek miimkiindlir. BOyle 6zel durumlardan birisi m, rasgele
degiskeninin iki tarafli iiste]l dagilima sahip oldugu durumdur. Bu 6zel durum sonraki
béliimde yeterli bir bigimde ele alinacaktir. Ayrica da §, ‘in dejenere olmus rasgele

degisken oldugu varsayilacaktir. Yani;

0, x<a
n(z) = { burada a =f/2 dir.
, x>a

Bu durumda birinci ve ikinci moment i¢in kesin ifadeler agagidaki sekilde yazilabilir:

E(X)=a, E(X*) =a’ +—é-(M42 -m,,),

1
Var(X) = E(Mu —mp). -
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2.7. Ozel Durum: iki Tarafli Ustel Dagihim

Bu kisimda X(t) siirecinin ergodik dagilimi m, rasgele degiskeni A >0 parametreli
iki tarafl: tistel dagilima sahip oldugu durumda incelenecektir. n, rasgele degiskeni A >0

parametreli iki tarafl1 tistel dagilimina sahip oldugunda yogunluk fonksiyonu
M _
£, (x)~—2-e , X€R =(—00,0), A€ (0,0)

ve karakteristik fonksiyonunun

2

A2 +02° OeR

(pm (e) = E(eiﬂm) =

seklinde oldugu iyice bilinmektedir.

Ayrica istel dagiimin unutkanlik ozelliginden dolayr N ve S, swr

fonksiyonellerinin bagimsiz oldugu da literatiirden bilinmektedir (bak, 6rnegin, [19], sayfa

600). Diger taraftan {iistel dagiimin unutkanlik o6zelliginden yararlanarak Sy smir

fonksiyonelinin yogunluk fonksiyonunun

ﬁe")‘(lxl““), x| >a
fsN (X) = 2 ’
0, |x| <a

seklinde oldugunu gostermek zor degildir. Burada a=pB/2 dir. Bu formiil géz 6niine

alinarak S, sinir fonksiyonelinin karakteristik fonksiyonu agagidaki gibi yazilabilir:
05, (6) = E(*™)

x{ e . e }= A[ALCos(0a) — 0Sin(6a)]

2 )a+i0 A-i0 22 +0°

o, ©0)= l, s € (0,1) denkleminin kokii olsun. Ele alinan durumda bu denklemin iki
S

simetrik kokii vardir. Bu koklerden pozitif olant 0, (s) ile gosterilsin yani 6,(s) =Aivl-s
olsun. Wald’un temel &zdesligine gére 0=0,(s) oldugunda E(sMe® ™) =1 olur. Diger
taraftan N ve S, rasgele degiskenleri bagimsiz olduklar igin E(s™)E(e®®® ) =1 dur.

Dolayisiyla,

1

E(sM) = —
&)= e O
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seklinde yazilabilir. Wy(s), N rasgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonunu
gostersin, yani Wy (s)=E(s") olsun. Bu durumda W, (s) asagidaki asikar sekilde

yazilabilir:
1

W (s)= ————=
N = e 60,60

,s€(0,]).

S
" Cosh(ar/1—s) +v1—sSinh(aAv1—s)

t -t t -~
e —

Cosh(t) = < *; ve Sinh(t) =

oldugu bilinmektedir.

Bdéylece yukarida yazilanlarin bir Gzeti olarak asagidaki yardimci teorem verilebilir.

Yardimecr Teorem 1. m; rasgele degiskeni A >0 parametreli iki tarafli iistel
dagilima sahip oldugu durumda N smur fonksiyonelinin moment ¢ikaran fonksiyonu

Wy (s) ve Sy simur fonksiyonelinin karakteristik fonksiyonu ¢g (0) asagidaki agikar

sekilde yazilabilirler:

=] N = &
Fn(E) =BT Cosh(aAv1—s)++/1—sSinh(aAv1—s)’

b >

MACos(0a) —0Sin(0a)] burada a < ©

A +0°

W, (s) fonksiyonunun asikar seklinden yararlanarak N simir fonksiyonelinin

(s, (0) =) =

[§®]

momentleri igin kesin ifadeler elde etmek miimkiindiir.

Yardimer Teorem 2. m;, rasgele degiskeni A >0 parametreli iki tarafli iistel
dagilima sahip oldugu durumda N sinir fonksiyonelinin ilk dért momenti i¢in agagidaki

kesin ve agikar formiiller yazilabilir:

E(N)=£a-)£—)2+ak+l,
E(N?) =—§—(a}\)4 +§(am)3 +Z(a7t.)2 +3(ar) +1
12 3 2 ’

61 21 23 31

E(N?) = —(a\)® + ==(a))® + ==(ar)* +16(ar)® + —(ar)? + 7(al) +1,

(N 12O(a) 2O(a) 2(a) (aA) 2(a) (ar)
277 277 5601

E(NY =="(a\) + 2= (a\)” +——

(N 168( ) 21( ) 20

6 _9_(_)2 5
(ar)” + To (ah)” +

+———1?§5 (ar)* +§—(3)2(a7n)3 +l-12-§(8l7»)2 +15(ah) +1. >



37

SONUC 2. Yardimci Teorem 2 nin kosullar1 altinda N rasgele degiskeninin varyansi
asagidaki agikar formiille verilebilir:

Var(N) = é—(a}\)“ + %(axf + -:2‘-(ax)2 +(ah). >

Ayrica S, smr fonksiyonelinin karakteristik fonksiyonunun agikar gekli bilindigi
i¢in Sy smur fonksiyonelinin momentleri igin kesin ifadeler elde etmek miimkiindiir.

Yardimer Teorem 3. m, rasgele degiskeni A >0 parametreli iki tarafli iistel
dagilima sahip oldugu durumda Sy smir fonksiyonelinin ilk dért momenti
(M,, k=1,2,3,4) asagidaki asikar formiillerle verilebilir:

M, =M,=0,

1
—(a+_) +;\'2 D

1 6 1 8 1 9

M4 =(a+;)4+?(a+1)2+ﬁ(a+x)+—*

SONUC 3. Yardimcr Teorem 3 iin kosullan altinda S, rasgele degiskeninin

varyansi:
Var(S )—(a+l)2+L >
N A
seklindedir.

Asagidaki teoremle X(t) siirecinin ergodik dagilimimin karakteristik fonksiyonu
04 (0) nin agikar sekli verilebilir.

TEOREM 7. n, rasgele degiskeni A >0 parametreli iki tarafl1 tistel dagilima sahip
oldugu durumda X(t) siirecinin ergodik dagiliminin karakteristik fonksiyonu ¢, (0)
agagidaki sekilde yazilabilir:

2e . {( )[Sm(ea/Z)] 1o, Si008) }
[(ah)” + 2aA + 2] Ba/2 Oa

0x(8) =

ISPAT. Teorem 4 de X(t) stirecinin ergodik dagiimimn karakteristik fonksiyonu
icin agagidaki kesin ifade bulunmugtu:

o0 = }im E exp(i0X(t)) = Ee®™

_% BI {exp(lQSN(z)) 1} o

exp(le'q,) 1}



38

Diger taraftan yukanida N, S, ve m, rasgele degigkenlerinin sayisal ve fonksiyonel

karakteristikleri i¢in agikar ifadeler verilmisti. Bagka bir deyisle;

E(N) = @ o +1,
3 Cos(0a) — A8Sin(Ba)
Sw )= 2 102 ’
)\‘2
(p"ll (e)= )\,2 +e2 ’
Bu ifadeleri gbz 6niinde bulundurarak baz: sadelestirmelerden sonra
e Sin(Ba/2 , Sin(6a
0x(8) = {()[( a2y 4 ()+4
[(a))” +2ak + 2] Ba

elde edilir. Burada n(B) dagilimi x = a noktasinda toplanmig dejenere dagilimdir.
Boylece ispat tamamlanmig olur. >
Simdi de X(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu Q, (u)’nun agikar seklini elde

etmeye ¢aligalim. Bunun i¢in asagidaki bilinen dagilim fonksiyonlarini ifade edelim:

-

0 ,Ue (—0,0)
2
5“—2 ,ue[0,a)
DRE@=y7 :
1~(—32129)— uéla,2a)
a
g ,ue[2a, o)

F,(u) fonksiyonu, [0,2a] aralifinda tanimlanmug tiggensel dagilim fonksiyonudur.

0 ,ue (—w,0)
1) F,(u) = —2‘la ,u e [0,2a)
1 ,u €[2a, )

F, (u) fonksiyonu, [0,2a] araliginda tahlmlanm1s diizglin dagilim fonksiyonudur.

T F, (u) = (u—a) = {? € (o0, 2)

,u€[a, )
F,(u) fonksiyonu ise, dejenere olmug dagilim fonksiyonudur.

TEOREM 8. n, rasgele degiskeni A >0 parametreli iki tarafli tstel dagilima sahip

oldugu durumda X(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu Q(u) asagidaki agikar
sekilde yazilabilir:
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Qy(u) =a,F(u)+a,F,(u)+o,;F(), uek.
Burada

(ar)? 2ak 2
(x] = ) 0‘2 = ) a3 =
[(ah)? +2a) +2] [(ah)? +2a) + 2] [(ar)? +2ah +2]

dir.
ISPAT. Teorem 7 de ergodik dagilimin karakteristik fonksiyonunun agikar sekli elde

edilmisti. Bu sonugtan yola ¢ikarak ¢, (0) asagidaki gibi yazilabilir:

0x(0) =0,e® -2——(1—_%—ZSL%-D+ o,e® -Sieiaeg-+ e,
a,,0,,0; katsayilarinin asagidaki kosullar1 sagladiklan kolayca goriilmektedir.
Da,20,a,20,0; 20,
2)a,+o,+o, =1

diger taraftan

0a 2(1—Cos(6a))
Oa

fonksiyonlarinin birer karakteristik fonksiyonlar olduklarimi gérmek zor degildir.

0 Sinba

¢, @) =e , 9,(0)=e ve ¢,(0) = e

Dolayisiyla karakteristik fonksiyonlar ile dagilim fonksiyonlart arasindaki birebirlik
Ozelligine gore, ¢,(0) karakteristik fonksiyonuna karsilik gelen Qy(u) dagilim
fonksiyonu asagidaki gibi yazilabilir:

Qi () =a,F(u)+a,F(u)+o;F(u), uekR,
burada F (u),F,(u),F;(u) dagilim fonksiyonlan, sirastyla ¢,(0), ¢,(0), ¢,(0)
karakteristik fonksiyonlarina karsilik gelen dagilim fonksiyonlaridir.

0,(0), 9,(0), 9,(0) karakteristik fonksiyonlarinin asikar seklinden yola g¢ikarak
¢,(0) karakteristik fonksiyonuna karsilik gelen F,(u) fonksiyonunun [0,2a] aralifinda
ticgensel dagilim fonksiyonu, @,(0) karakteristik fonksiyonuna karsiik gelen F,(u)
fonksiyonunun [0,2a] aralifinda diizglin dagilim fonksiyonu ve ¢,(8) karakteristik
fonksiyonuna karsilik gelen F;(u) fonksiyonunun x =a noktasinda toplanmis dejenere

dagilim fonksiyonu oldugunu gérmek zor degildir. Bu fonksiyonlarin agikar sekilleri

yukarida ifade edilmistir. Dolayisiyla Q, (u) ergodik dagiliminin agikar sekli elde edilmis

olur. Buda ispat: tamamlar. >
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Yukarida elde edilen kesin ifadelerden yola ¢ikarak ergodik dagilimin momentleri
icin kesin ve asimptotik ifadeler elde edilebilir. Ozellikle agagidaki ifadeleri vermek
miimkiindiir.

SONUC 4. 1), rasgele degiskeni A >0 parametreli iki tarafli iistel dagilima sahip

oldugu durumda X(t) stirecinin ergodik dagilimmn ilk dort momenti asagidaki asikar
sekilde yazilabilir:
E(X)=a, a=p/2,

a’[7(ah)? +16ak +12]

2y _
B = 6[(ak)* +2a\ +2]

b

1 ~ _a’[@n)’ +4an)]
Var(X) = p M, —m,,] 6[(ar)? +2ar +2]’
a’[3(ah)’ +8ak + 4]

3y
EX)= 2[(ar)? +2ar+2]

_ a‘[31(ah)’ +96a +30]
15[(ah)? +2aA +2]

E(X*)

ISPAT. Teorem 7 de agsikar sekli bulunan karakteristik fonksiyonu © ’nin

derecelerine gére Taylor serisine ayirarak agagidaki kesin ifadeleri elde etmek zor degildir:

E(X)=a, a=p/2,

By a’[7(ar)’ +16ak +12]
6[(ar)? +2ar+2]
1 B _a’[(aM)’ + 4a)]
Var(X) = 5 My, ~m,,]= 6[(ar)* +2ar +2]’
E(X?) = a;[3(ax2) b ’
[(a\)” +2aA + 2]
Bty - £ 1B1a0)? + 962, +30] g

15[(ah)® + 2ah +2]

Bu kisimda da agagidaki teorem verilebilir.

TEOREM 9. 1, rasgele degiskeni A >0 parametreli iki tarafli tistel dagilima sahip
oldugu durumda X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ilk dért momenti i¢in a — o iken

agagidaki asimptotik agilimlari yazmak miimkiindiir:
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)y 8% 2 6 8
B = 6 {7+a}\. (ar)? +(a?»)3 ((ax)“ )}

Var(X)=EZ—{1+——2—— 6 + 8 +0( 1 )},

ak  (arh)®  (ar)’ (ar)’

3
E(X’):%{ui- 62+ 8 Lo 14)},

(@)’ (@)

34 100 132 1
EXY = E{f&l Y (a?»)2+(a7u)3+0((a7&)4)}'

ISPAT. Sonug 4 de X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ilk dért momentinin asikar
sekli rasyonel ifadeler seklinde bulunmustur. a — o iken bu ifadelerin asimptotik

agtlimlarin1 bulmak zor degildir.
NOT. Yukarida elde ettigimiz asimptotik agilimlar1 A parametresi yardimi ile degil

de genel duruma uygun olarak momentler yardimiyla ifade etmekte yarar vardir. Bu

, 2 L V2o o

anlamda, Var(n,)=o =-};—2— oldugu icin A =-— dOnlisimiinii yaparak asagidaki
o

asimptotik ifadeleri elde etmek miimkiindiir.

E(X2)=72{ V2o ?," +o(2 ))}

Var(X)=%{1 £‘1—3ﬁ— +0((< ))}
a

E(X’)—gg—{l %—"— +o& ))}
a

31a* 17V20 500> c
E(X*) = 1+ -~ +0((™)%);. >
(X5 15 { 31a 31a «a) )}
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2.7.1. iki Tarafl Ustel Ozel Durumu I¢in Simiilasyon Sonuclar

Elde edilen teorik sonuglarin simiilasyon sonuglan ile kargilagtiriimasi i¢in agagidaki

tablolar ve grafikler olusturulmustur.

Burada E(X) ve ]5,()() ile sirastyla stirecin ergodik dagilimnin beklenen degerinin

teorik ve simiilasyon yontemiyle elde edilen degerleri; Var(X) ve Var(X) ile ise siirecin

ergodik dagimmm varyans degerinin teorik ve simiilasyon yoOntemiyle elde edilen
degerleri gosterilmistir. A(EX) ve A(VarX) ile siirecin adi gegen karakteristiklerin teorik
ve simiilasyon degerlerinin mutlak farky; 8(EX)(%) ve 8(VarX) (%) ile de adi gegen

karakteristiklerin teorik ve simiilasyon degerlerinin géreli farki g6sterilmigtir. Yani,

A(EX) = ]E(X) ~EX)

S(EX)=

dir.

AEX) . _AVarX) | oo
oo +1000%), 8(VarX)=———"=.100(%)

ar(X)

s A(VarX) = lVar(X) —Var(X)

Tablo 1. B =10 i¢in beklenen deger ve varyansm teorik ve simulasyon degerleri
arasindaki mutlak ve goreli fark tablosu

Ao BIEX) [AEX) |SEX)@®)|VarX) || Var(X) | A(VarX) | 8(VarX) (%)
0,1 |5 |l5,000791}0,000791}i0,0158  |[2,884615 |[2,884568 {[0,000047 |[0,00162

o2 s |l4,999584]0,000416]j0,00832  |[4,166667 |}4,165539][0,001128 [[0,02707

0,333 |5 |[5,001361]/0,001361{[0,0272  |4,954984 |[4,954285 [[0,000698 |[0,00014

0,5 |5 |[5,000216]0,000216]0,0044  |/5,110063 ][5,108254 [[0,001808 [[0,03538 |
1 5 |15,000368{0,000368(0,0074  |15,067568 |[5,066884 [[0,000683 {0,013

2 5 ][4,999989]0,000011][0,00022  |}4,781421[4,781806 |[0,000385 |0,00815

3 5 |14,998536/0,001464[/0,02928  [14,620623 [[4,620541 ][0,000082 ][0,00177

5 5 |14,998536(0,001464[0,02928  |14,620623 |[4,620541 |[0,000082 [0,00177

10 )5 ]l4,997525][0,002475[0,0495 4,323597 |4,322416 [0,001181 ][0,0273
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— . Sinllasyon
— Teorik

0 1 2

3 4

8 6

? 8 9

10~ Lamda

Sekil 2. B =10 igin Var(X) ve Var(X) in A parametresine gore degisim grafigi

VARTK? ]
Fe 11000

— Simblasyon
— Teorik

o i 2

3 4

8 4]

7 8 9

10~ i/Landa

Sekil 3. B =10 igin Var(X) ve Var(X) in 1/ parametresine gore degisim grafigi

Tablo 2. B =20 i¢in birinci ve ikinci momentlerin teorik ve simiilasyon degerleri
arasindaki mutlak ve goreli fark tablosu

Ao [EIEX)  AEX) ||SEX)Cs)\Var®) || Var(X) |A(VarX) ||8(VarX) (%)
0,1 |10 [[10,00107 ]{0,001072 |l0,0107 16,666667)/16,670273]0,003606  [[0,02165

0,2 |10 |10,00062 1{0,000629 |l0,0063 |20 19,9949630,005037 {}0,02518
[0,333][10 ]9,999732 |l0,000268 ]0,00268  ][20,599251][20,605130]/0,005879 ]0,02854
lo,5 1o [io,00118 Jjo,001188 [[0,0119  |[20,27027 |[20,2615070,008762 ||0,0432
1|10 |9,999773 0,000227 }[0,00227  |[19,125683][19,116564/[0,009119 [[0,0476

2 |10 [[10,00113 }lo,001135 Jlo,0114 18,099548]/18,105814/0,006267 [0,03464

3 |10 {(9,997989 Jl0,00201  |[0,0201 17,671518/[17,6746580,00314 10,0176

5 |10 |[10,00251 [l0,002516 |[0,0252 17,294389|(17,304159][0,00977  ](0,05649

10 |10 |9,998665 1[0,001335 ]/0,01335  ][16,990133][16,992309][0,002176 [/0,01283
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— Tearik

Q 1 2

3 4 5

6 7

@

8

10 ~Lamda

Sekil 4. B =20 igin Var(X) ve Var(X) in A parametresine gore degisim grafigi

UARTX) e
fﬁﬁf" —-—;__:
— Sim{ilasyon
— Teorik
0 i 2 3 4 4] 6 7 8 9

10 ~1/Lamda

Sekil 5. B =20 igin Var(X) ve Var(X) in 1/A parametresine gbre degisim grafigi

Tablo 3. p =30 i¢in birinci ve ikinci momentlerin teorik ve simiilasyon degerleri
arasmdaki mutlak ve goreli fark tablosu

A EGIEX) || AEX) |SEX) )| VarX) || Var(X) || A(VarX) ||5(VarX) (%)
0,1 [l15 {14,998386/(0,001614]10,01076  |42,672414{[42,690938]/0,018524 {[0,0434

0,2 |15 1114,999873][0,000127][0,000846 l46,323529]/46,327498][0,003968 ][0,008570
l0,333][15_|[15,000767]0,000767j0,005133 |[45,608108]}45,602359][0,005749 |0,0126

[05 ][15_][14,999450]0,00055 |[0,003666 |[44,155290][44,146318][0,008972 |[0,0203

1 |15 ][14,999765/{0,0002350,00156  [l41,585603|[41,597756/(0,012153 10,0292

2 |l15 ][15,000771]}0,000771}j0,005133 {|39,760915({39,778748[0,017833 [l0,0448

3 (15 ]{15,000248]10,000248][0,001666 ]39,058810][39,073137}[0,014328 |[0,03668

5 |15 |]15,001312}j0,001312{0,008733 |[38,460706][38,445040][0,015666 10,0407

10 |15 |115,003941][0,003941]0,0262  [[37,990089][37,952099[0,03799  {[0,0999
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— Similasyon
— Teorik

Q

1 2

3

4 g

6 7

8 9

10 ~Lamda

Sekil 6. B =30 icin Var(X) ve Var(X) in A parametresine gbre degisim grafigi

UARLXY j;
4623

— Simdlasyon
— Teorik

0

1 2

3

q ]

& 7

8 g

16 ~ 1/Lamda

Sekil 7. B =30 i¢in Var(X) ve Var(X) in 1/ parametresine gore degisim grafigi

Tablo 4. B =40 igin birinci ve ikinci momentlerin teorik ve simiilasyon degerleri
arasindaki mutlak ve géreli fark tablosu

A [BOOIEX)  [|AEX) [8EX)®)|VarX) || Var(X) || A(VarX) || 8(VarX) %)
0,1 |20 |[19,999434|[0,000566[0,00283  |180,000000|[80,002547|/0,002547 |[0,00318
10,2 |20 ]{19,991245]10,008755]0,04377  |82,051282][82,094730][0,043448 [0,05295
10,333[20  [119,997242}10,002758/[0,01379  |[79,306072|[79,302546/[0,003526 {[0,00444
0,5 (20 }|19,999486/0,000514}j0,00257  /76,502732}[76,548570][0,045838 " [{0,05991
1 |20 ][20,001965]0,001965[[0,00985  ]72,398190|[72,387031][0,011159  [[0,01541
2 |[20 ][20,001449|{0,001449]10,00725  |169,758224|[69,733861[0,024364 [[0,03492
20 120,004498[10,0044980,0225 |l68,780226]|68,794904](0,014679 |[0,02134
5 |20 ]{19,998953/10,001047}i0,00523  67,960531||67,888492](0,072039 0,106
10 |20 }19,991588|(0,008412}}0,04206  |67,323400]|67,351238][0,027838 [0,04135
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Sekil 8. B =30 igin Var(X) ve Var(X) in A parametresine gore degisim grafigi
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Sekil 9. B =30 igin Var(X) ve Var(X) in 1/A parametresine gore degisim grafigi

Tablo 5. B =50 icin birinci ve ikinci momentlerin teorik ve simiilasyon degerleri
arasmdaki mutlak ve géreli fark tablosu

In ol |aEx) 8((5,))0 vax) | Var(X) || A(VarX) 5(\(:%)()
10,1 |25 |24,994534 }|0,005466 [10,021864 {[127,751572 |[127,77876 |[0,027193  ]l0,02128
10,2 |25  ]125,006593 10,006593 ]j0,02636 |[126,689189 |[126,68449 |[0,004692  [[0,003703
10,333 }25  ]125,007119 ]|0,007119 [j0,02848 [[121,505885 |[121,56851 ][0,062628 |[0,05154
0,5 |25  ]124,996981 ||0,003019 ]}0,012076 }]117,240791 {[117,26588 [0,025089 ][0,02140
1 |25 ][24,999433 (0,000567 [0,002268 |[111,552191 ||111,60264 |[0,050455 ]0,04523
2 |25 ]124,996898 |0,003102 ][0,012408 |[108,089931 |[108,06288 |[0,027045 {0,025

3 25 |[25,002146 |0,002146 |[0,0086 |1106,835295 ||106,76207 [(0,073219 |[0,0685

5 |25 |[25,001081 }0,001081 {0,00432 ][105,793758 |[105,71211 [j0,081645 [[0,07717
10 |25 |[24,985375 [|0,014625 [[0,0585  {[104,990053 ][105,01925 JJ0,029201 [0,0278
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Sekil 10. B =50 igin Var(X) ve Var(X) in A parametresine gore degisim grafigi
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Sekil 11. B =50 igin Var(X) ve Var(X) in 1/A parametresine gdre degigim grafigi

Tablo 6. B = 60 i¢in birinci ve ikinci momentlerin teorik ve simiilasyon degerleri
arasindaki mutlak ve goreli fark tablosu

A ERIEX) [AEX) |8EX)%)|VarX) || Var(X) ||A(VarX)||5(VarX) %)
0,1 130 }i30,002390)|0,00239 [(0,007966 {|185,294118]185,187893((0,106225 |i0,05732

0.2 130 }{29,999555)10,000445/[0,001483  {]180,000000}179,898108//0,101892 1/0,05660
0,333([30 {{30,004277||0,004277)|0,014 172,131147172,124113][0,007034 {|0,00408

,5 130 1129,996607((0,003393(10,01131 166,342412[|166,332588||0,009825 {(0,005906

1 30 |129,995831/0,004169}10,01389 159,043659 159,025509‘0,01815 0,0114

2 30 1129,996756|(0,003245}{0,0108 154,755508/|154,8241401(0,068633 1(0,04434

3 30 {130,000493(10,000493({0,001633 |[153,223859](153,103890/0,119969 [0,07829

5 30 (130,001770};0,001769/|0,0059 151,960354({152,03153910,071185 10,0468

10 |30 1i30,006260)j0,00626 {0,020865 [{150,990044(150,975541((0,014504 10,0096
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Sekil 12. B =60 igin Var(X) ve Var(X) in A parametresine gore degisim grafigi
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Sekil 13. B =60 igin Var(X) ve Var(X) in 1/A parametresine gore degisim grafigi

Tablo 7. B =70 i¢in birinci ve ikinci momentlerin teorik ve simiilasyon degerleri
arasindaki mutlak ve goreli fark tablosu

A BOOEX) | AEX) BEX) %)|VarX) || Var(X) [|A(VarX) ||8(VarX) %)
0,1 |35 [34,999031(/0,000969110,002768 [252,205882([252,329785(10,123903 (10,04912
'0,2 35 [[35,001069(/0,00106910,003057 {[241,858974 |241,750789 0,108185 (i0,04473
0,333)135 [|35,005474}10,005474((0,015628 [|231,145331}{231,117500](0,027831 {[0,01204
0,5 1135 1134,995520i0,00448 10,0128 223,795217 223,8’77492 0,082275 |i0,03676
1 35 |135,003352((0,0033521(0,00957 214,870856([214,715042/|0,155813 ‘0,072514
2 35 |34,994402{10,005598/[0,015994  1209,754727/1209,6667541/0,087973 0,04194
3 35 [134,9962881(0,003712(i0,01060 207,945849([207,840907](0,104941 1{0,05046
S5 35 1{35,006118{/0,006118110,017485 |[206,460304|[206,555790)(0,095486 {{0,04625
10 (135 |[35,001937}(0,001937(0,005542 {[205,323371 205,3741’@[0,050801 0,02474
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Sekil 14. B =70 i¢in Var(X) ve Var(X) in A parametresine gore degisim grafigi
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Sekil 15. B =70 i¢in Var(X) ve Var(X) in 1/ parametresine gore degisim grafigi

Tablo 8. B =80 igin birinci ve ikinci momentlerin teorik ve simiilasyon degerleri
arasindaki mutlak ve goreli fark tablosu

A [ECOIERX) | AEX) | 8(EX) @)|Var(X) || Var(X) [A(VarX) ||8(VarX) (%)
|0,1 40 [[39,989923(10,010076(|0,02519 328,20512([328,120644/{0,084483  {10,02574

[0,2 40  1140,009309({0,0093091(0,023275 [[312,19512}1312,125724{(0,069397 (10,0222
0,333(140 |{40,002188](0,002188](0,005475 |[298,52888|[298,565917|[0,037034 |/0,01240

0,5 (140 [[39,999828l|0,000171)|0,000427 |{289,59276|1289,858815{/0,266055 |(0,009187

1 40 [140,006153{10,006153}(0,015375 {[279,03289/1279,092687}/0,05979 0,021427

2 40  140,003669](0,003669|[0,009175 [273,08747|[272,9258521[0,161621 ||0,059182

3 40 1{39,996074110,003926{0,009815  (1271,00122(1270,825031{/0,176198 |{0,065

5 40  1139,999729(10,000271110,000677  {1269,29359(1269,22999710,063602 [{0,023618

10 40 (i40,004721{/0,004721)10,0118 267,99003({268,331934{10,341901 |{0,127579
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Sekil 15. B =80 igin Var(X) ve Var(X) in 1/A parametresine gbre degisim grafigi
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Sekil 16. B =80 igin Var(X) ve Var(X) in 1/A parametresine gére degisim grafii

Tablo 9. B =90 igin birinci ve ikinci momentlerin teorik ve simiilasyon degerleri
arasmdaki mutlak ve goreli fark tablosu

A OEXIEX)  [AEX) [[BEX)@®)[VarX) || Var(X) || A(VarX) [|8(VarX) (%)

0,1 {45 1145,0023047110,0023047 @0511 413,1 413,12835//0,0283563 |/0,006865

0,2 |45 45,0096814||b,0096814 0,02151 390,96534 [1390,90981{0,0555338 {i0,0142

10,333|145 144,9962492][0,0037508][0,008335 |[374,27042][374,45708][0,1866577 |[0,04987

0,5 45 1144,9901912}0,00980880,02179  |1363,73136 |[363,86489][0,1335317 ][0,03671

1 |45 |l44,994438 Jjo,005562 [[0,01236  |[351,52928][351,49013][0,039157 |[0,011139

2 45 |145,000958 “0,000958 0,002133 11344,75368 |344,48014{10,273534 |(0,07934

3 45 144,998445 110,001555 1(0,003455  [[342,38998](342,38009}[0,009892 /0,002889

5 45 [44,992608 [10,007392 [[0,01642  |{340,46023 [338,92882|[1,531407 ][0,449805

10 |45 1144,963357 [0,036643 (0,081429 1338,99003 |338,33771}0,652311 |[0,192428
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Sekil 17. B =90 igin Var(X) ve Var(X) in A parametresine gore degisim grafigi
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Sekil 18. B =90 i¢in Var(X) ve Var(X) in 1/A parametresine gore degisim grafigi

Tablo 10. =100 icin birinci ve ikinci momentlerin teorik ve simiilasyon degerleri
arasindaki mutlak ve géreli fark tablosu

AOEGIEX) [ AEX) |BEX) %) VarX) || Var(X) || A(VarX) | 8(VarX) (%)
0,1 [i50 1l50,003336 0,003336]0,00668  ||506,756756||506,640990(0,115767 {l0,02284

(0,2 150 |[50,0130985(0,013098]0,0262 78,142076|1478,253476/10,111400  |0,02329
0,333|[50 ||50,0227987(/0,022798]/0,0456 458,362904//458,476056((0,113152  {(0,02468

0,5 |50 1149,992858 |0,007142](0,001428 |446,208764|446,227078(0,018314 {l0,004103

1 |50 ][50,004490 {0,00449 |l0,00898 |l432,359723|}432,566400]{0,206677 |/0,0478

2 |50 ]I50,001740 |0,00174 [10,00348  [{424,753316||424,564588(0,188728 |(0,0444

3 |[50 [150,006923 {0,006923]10,01384  ||422,112095]1422,321257](0,209161 {0,04955

5 |50 [{49,989077 [10,010923](0,021846 |419,960213|{413,269950|16,690263 |[1,593071

10 [i50 149,935519 |10,064481]l0,128963 |1418,323360|1413,194526}(5,128834 {1,226045
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Sekil 19. =100 igin Var(X) ve Var(X) in A parametresine gore degisim grafigi
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Sekil 20. B =100 igin Var(X) ve Var(X) in 1/A parametresine gbre degisim
grafigi

Tablo 11. A =1 i¢in i¢in ergodik dagihmm beklenen deger ve varyansmin teorik ve

simiilasyon degerleri arasmdaki mutlak ve goreli fark tablosu

B IE®IEX) |AEX) ||SEX)(a)|Var®) |[Var(X) | A(VarX) | 8(VarX) (%)
10 |5 |5,000368 0,000368(0,0074  [5,067568 |/5,066884 0,000683 ][0,013
20 (10 [9,999773 [0,000227](0,00227  |[19,125683 |[19,116564 |[0,009119 1[0,0476
30 |15 ]14,999765]0,000235][0,00156  [41,585603 [[41,597756 |[0,012153 [|0,0292
40 120 120,001965/0,001965(/0,00985  |172,398190 [[72,387031 ]0,011159 j0,01541
50 |[25 |[24,999433((0,000567|{0,002268 [1111,552191|[111,602647](0,050455 |[0,04523
160 |30 29,995831}(0,004169|(0,01389  159,043659}1159,025509]10,01815  [{0,0114
70 |35 ]35,003352[0,003352](0,00957  11214,870856][214,715042][0,155813  [[0,072514
80 j[40 |140,006153(10,006153((0,015375 |279,032897][279,092687/0,05979  1{0,021427
90 |45 |144,994438]10,005562/0,01236  |[351,529287][351,490130}[0,039157 |[0,011139
100 {50 }{50,004490}0,00449 [|0,00898  |1432,359723|432,566400]0,206677 |[0,04780
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Sekil 21. A=1 i¢in Var(X) ve \Afar(X) in beta parametresine gére degisim grafigi

Tablo 12. A =2 i¢in i¢in ergodik dagilmm beklenen deger ve varyansinin teorik ve

simiilasyon degerleri arasmdaki mutlak ve goreli fark tablosu

B E|EX) AEX) |BEX)Ca)|VarX) || Var(X) ||A(VarX)|8(VarX) %)
10 }I5 4,999989 1,1E-005 }0,00022 4,781421 ||4,781806 {[0,000385 |0,008156
20 {110 (|10,001135 1{0,001135 |{0,0114 18,099548 118,105814 {0,006267 1j0,03464
30 |15 ||15,000771 ||0,000771 }|0,005133 ||39,760915 |{39,778748 |0,017833 0,0448
40 {120 |120,001449 1i0,001449 0,00725 69,758224 1169,733861 ||0,024364 1(0,03492
50 125 {24,996898 {(0,003102 [0,012408 108,089931}1108,062886|10,027045 |0,025
60 |30 1129,996756 1{0,003245 10,0108 154,755508||154,824140(0,068633 1{0,04434
70 |35 [{34,994402 }(0,005598 |0,015994 |({209,754727(1209,666754({0,087973 {(0,04194
80 (40 [|40,003669 (0,003669 110,009175 [1273,087473|1272,925852(i0,161621 (0,059182
90 (45 |45,000958 [|0,000958 [i0,002133 {|344,753683|344,480149((0,273534 {|0,079341
100}i50 {|50,001740 |0,00174 0,00348 424,753316({424,564588|10,188728 1i0,0444
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Sekil 22. A=2 i¢in Var(X) ve Var(X) in beta parametresine gore degisim grafigi
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Tablo 13. A =73 i¢gin i¢in ergodik dagilimin beklenen deger ve varyansmin teorik ve

simiilasyon degerleri arasmdaki mutlak ve goreli fark tablosu

B EIEX) [AEX)||SEX)@)|VarX) | Var(X) [A(VarX) | 8(VarX) (%)
10 {15 4,998536 [i0,001464(/0,022928 [14,620623 [4,620541 ||8,2E-005 110,001774
20 {10 119,997989 ||0,00201 10,0201 17,671518 ({17,674658 |0,00314 0,0176
30 {15 |i15,000248/0,000248/(0,001666 {|39,058810 |[39,073137 [|0,014328 |i0,03668
40 (20 }20,004498}10,004498/(0,0225 68,780226 |(68,794904 |10,014679 (|0,02134
50 |[25 [[25,002146 |0,002146 0,0086 106,835295({106,762076(10,073219  }|0,0685
60 1130 |30,000493((0,000493({10,001633 153,223859(|153,103890)/0,119969 {(0,07829
70 (135 |[34,996288/0,003712}l0,01060 207,945849 207,840907[[0,104941 0,05046
80 1140 |[39,996074(/0,003926(i0,009815 [271,001229 270,825031“0,176198 0,065
00 145 |i44,998445/10,001555/10,003455 {|342,389982|(342,380090 [0,009892 0,002889
100{j50 {150,006923((0,006923{i0,01384 422,112095((422,321257 [0,209161 0,04955
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Sekil 23. A=3 i¢in Var(X) ve Var(X) in beta parametresine gbre degisim grafigi

Tablo 14. A =5 i¢in i¢in ergodik dagilimm beklenen deger ve varyansinm teorik ve

simiilasyon deZerleri arasindaki mutlak ve géreli fark tablosu

B [BCIEX) ||AEX)[SEX)@)|Var®) || Var(X) [ A(VarX) ||8(VarX) (%)
10 |5 |14,998536 [[0,001464]/0,02928 4,620623 [[4,620541 [8,2E-005 [[0,001774
20 {10 ]|10,002516][0,002516}[0,0252 17,294389 [17,304159 ]0,00977  |[0,05649
30 15 [|15,001312]0,001312](0,008733 |[38,460706 [[38,445040 ][0,015666 |[0,0407
40 (20 [|19,99895310,001047(0,005235 |67,960531 ]/67,888492 10,072039 |[0,106
50 |25 1125,001081/10,001081{/0,00432  |[105,793758][105,712113][0,081645 [{0,07717
60 |30 1/30,001770[/0,001769][0,0059 151,960354/[152,031539][0,071185 {0,0468
70 |35 |[35,006118]/0,006118]{0,017485 206,460304][206,555790}[0,095486 |[0,04625
80 140 |(39,999729}10,000271}{0,000677  ]269,293599[269,229997][0,063602 |[0,023618
90 |45  |l44,992608/0,007392/0,01642  |[340,460237][338,928829][1,531407 |[0,44
100||50 1149,989077]/0,010923[/0,021846  ][419,960213][413,269950][6,690263 |[1,593071
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Sekil 24. A=5 i¢in Var(X) ve Var(X) in beta parametresine gore degisim grafigi

Tablo 15. A=10 i¢in i¢in ergodik dagilimm beklenen deger ve varyansmin teorik ve

simiilasyon degerleri arasindaki mutlak ve goreli fark tablosu

B [EIEX) [|AEX)||BEX)@)|VarX) | Var(X) [|A(VarX) | 8(VarX) (%)
10 |i5 4,997525 110,002475/10,0495 4,323597 114,322416 ||0,001181 |[0,0273
20 [[10 |19,998665 {{0,001335}{0,01335 16,990133 ({16,992309 (0,002176 {{0,01283
30 115 {|15,003941|0,003941{/0,0262 37,990089 1137,952099 |10,03799 (10,0999
40 120 1119,991588|0,0084121(0,04206 67,323400 |67,351238 [10,027838 ||0,04135
S50 25 ||24,985375(0,014625]10,058502 |104,990053((105,019254(i0,029201 ||0,0278
60 [(30 {130,006260110,00626 {{0,020865 |/150,990044150,975541(/0,014504 |/0,00960
70 |35 1135,001937){0,001937({0,005542 {[205,323371}|205,374173{{0,050801 {{0,02474
80 |40 [|40,004721{/0,004721{|0,0118 267,990033([268,3319341i0,341901 |0,127579
90 (145 [144,963357(0,036643{{0,081428 ([338,990030)338,337718([0,652311 }|0,192428
100150 ||49,935519](0,064481(|0,128962 |418,323360 413,194526i5,128834  |1,226045
N
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Sekil 25. A=10 igin Var(X) ve Var(X) in beta parametresine gore degigim grafi§i
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Tablo 16. A=0.5 i¢in i¢in ergodik dagihmm beklenen deger ve varyansinin teorik
ve simiilasyon degerleri arasmdaki mutlak ve goreli fark tablosu

B lEoojBoo  |AEX) [ |Varo) | Varx) [[Avar) | V2RO
10 |I5 5,0002168 110.00021 [i0,0044 ||5,110063 ||5,1082548 /0.001808 |(0,03538
20 ({10  1/10,001188 }|0.00118 10,0119 }{20,27027 |[20,261507 ||0.008762 10,0432
30 {115 [|14,999450 10.00055 ]'0,003666 44,15529 1144,146318 {10.008972 [0,0203
40 |20 {{19,999486 110.00051 ]|0,00257 76,50273 |{76,548570 (10.045838 110,05991
50 |25 124996981 i0.00301 [10,012076 [{117,2407 [|117,26588 1/0.025089 |10,02140
60 {130 |129,996607 [0.00339 110,01131 ||166,3424 |{166,33258 {10.009825 ||0,005906
70 435 |134,995520 {[0.00448 (10,0128  [[223,7952 ||223,87749 }|0.082275 |(0,03676
80 |40  1139,9998286 110.00017 _”0,000427 289,5927 [1289,85881 110.266055 1/0,009187
90 145 |44,9901912 {10.00980 [10,02179 {i363,7313 |{363,86489 [[0.133531 ||0,03671
100 {50  |149,992858 [{0.00714 10,001428 |446,2087 |446,22707 0.018314 }10,004103
ez
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Sekil 26. A=0.5 i¢in Var(X) ve Var(X) in beta parametresine gore degisim grafigi

Tablo 17. A =0.33 i¢in igin ergodik dagihmm beklenen deger ve varyansimn teorik
ve simiilasyon degerleri arasmdaki mutlak ve goreli fark tablosu

B EXIEX) [AEX) [SEX)@)|VarX) |[Var(X) [A(VarX)|[8(VarX) %)
10 }i5 5,0013613/(0,00136134/0,0272 4,954984  [l4,9542858 ({0,0006981 |10,000140
20 110 [19,999732 {10,000268 }10,00268 20,599251 1{20,605130 {|0,005879 110,02854
30 |15 |{15,000767)/0,000767 (|0,005133 [145,608108 }145,602359 [{0,005749 |{[0,0126
40 120 |(19,997242((0,002758 {[0,01379 79,306072 [79,302546 0,003526 I0,00444
S0 {25 1[25,007119{10,007119 [{0,02848 121,505885{(121,568512|(0,062628 {{0,05154
60 130 [130,004277{10,004277 110,014 172,131147{{172,124113{|0,007034 1{0,004086
70 {135 1135,005474{(0,005474 l0,015628 }1231,145331/231,117500 0,027831 1i0,01204
80 |140 1140,002188)10,002188 ||0,005475 {298,528883(|298,565917(10,037034 {|0,01240
090 [45 [|44,996249/10,003750 0,008335 374,270427{374,457085({0,1866577 ||0,04987
100]{50 [50,022798 0,022798 {/0,0456 458,362904((458,476056(0,1131524 [{0,02468
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— Simblasyon
— Teorik
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Sekil 27. A =0.33 igin Var(X) ve Var(X) in beta parametresine gore degisim
grafigi

Tablo 18. A =0.2 i¢in icin ergodik daghmm beklenen deger ve varyansinin teorik

ve simiilasyon degerleri arasindaki mutlak ve goreli fark tablosu

B E®EC) [|AEX) [|MEX)@®)|VarX) || Var(X) || A(VarX) ||5(VarX) (%)
10 S 4,99958410,000416 {|0,00832 4,166667 114,165539 |0,001128 {0,02707

20 10 10,00062:0,0006291{10,0063 20 19,994963‘0,005037 0,025185

30 15 ||14,99987)|0,000127 {/0,000846 |46,323529 1146,327498]|0,003968 |[0,00857

40 |20 [[19,99124]/0,008755 [[0,043775 |[82,051282 [[82,094730](0,043448 10,05295 [
50 25  1125,00659(|0,0065939}/0,02636 126,689189(/126,68449|(0,0046921 @03703

60 30 1129,99955110,000445 |[0,001483 {{180,000000(179,89810]|0,101892 [/0,05660

70 35 (135,00106|(0,001069 {{0,003057 {[241,858974({241,75078]{0,108185 {(0,04473

80 40  140,00930§/0,0093095)(0,023275 [{312,195122(312,12572]|0,0693971 (10,0222

90 45  45,00968(|0,0096814/0,02151 390,965346{390,90981110,0555338 10,0142

100 }{50 ]50,01309 0,0130985 |0,0262 478,142076/1478,25347;|0,1114004 ({0,02329

VARER2

a78. 142&
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30
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Sekil 28. A =0.2 i¢in Var(X) ve Var(X) in beta parametresine gore dedisim
grafigi
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Tablo 19. A = 0.1 i¢in igin ergodik dagilimmn beklenen deger ve varyansinm teorik
ve simiilasyon degerleri arasindaki mutlak ve goreli fark tablosu

B IE®IECH  ||[AEX) [|SEX)E)|VarX) | Var(X) | A(VarX) || 8(VarX) (%)
10 §i5 5,0007918 [10.0007918}(0,0158 2,884615 |2,8845682|(4.7E-005 1(0,001629
20 {110 {/10,001072 {0.001072 {0,0107 16,666667|/16,670273}(0.003606 |(0,02165
30 {15 {|14,998386 |i0.001614 |[0,01076 42.672414(142,690938(i0.018524 10,0434
40 (20 1119,999434 (|0.000566 /0,00283 80,000000({80,002547]10.002547 }j0,003187
50 25 [124,994534 110.005466 ||0,021864 [|127,75157|{127,77876{{0.027193 [i0,02128
60 130 1i30,002390 {i0.00239 1/0,007966 ({185,29411|185,18789{/0.106225 [|0,05732
70 {135 1i34,999031 (|0.000969 ||0,002768 |([252,20588(1252,32978110.123903 {|0,049126
80 140 ([39,9899236](0.0100764]|0,02519 328,20512([328,120641(0.084483 ||0,02574
90 {45 [i45,0023047(j0.0023047|(0,005111 |([413,1 413,12835(10.028356 {{0,0068651
100[ 50 1150,003336 1|0.003336 [0,00668 506,75675{1506,64099((0.115767 }|0,0228446

VARCKI

508.786
— Sinilasyon
e — Teorik
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o 10 20 36 40 S5 60 70 80 90 100 Beta

Sekil 29. A =0.1 i¢in Var(X) ve Var(X) in beta parametresine gore degigim
grafifi

Yukanidaki tablolar Delphi-7 ile yapilan bilgisayar programm yardimyla elde edilmis,
grafikler ise PHP de c¢izilmigtir. Ek-1 ve Ek-2 de bu programlar sunulmustur. Bu
programdan veriler elde edilitken A nmn kiigiik degerleri igin 40.000 adm siireg izlenmis,
A nm biyiik degerleri igin ise siire¢ 10.000 adim izlenmis ve deneme her iki durum igin
1.000.000 kez tekrarlanmgtir. Aym iglem her seferinde 10 kez tekrarlannms ve bu 10
tekrarmn ortalamasi almarak en son sonuglar elde edilmistir.
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2.8. Genel Durum: Wald Yaklagimmi Yardimmyla X(t) Siirecinin Incelenmesi

Rasgele yiiriiyiis siireci igin temel 6zdeslige gore agsagidaki esitlik yazilabilir:
1-E(sVe™) =" (s,0,a)[1 - 50,(8)], 0 =6(s)
burada ¢, (0), n rasgele degiskeninin karakteristik fonksiyonu, ¢’ (s,0,a) ise asapidaki

doniigtimdiir:

) a e v
T (s,0,2)=) 5" ™, e[-aal, i=Ln; S, cdx .
=0 _

¢, (i0) ~ 1 denkleminin kokleri olan 0 degerleri igin E(sMe®™N)=1 ozdesliginin
s

saglandigimi gérmek zor degildir. Bu 6zdeslik ilk olarak Wald tarafindan “seri analizi”
problemlerini ¢6zerken elde edilmistir. Bu nedenle, literatiirde bu 6zdeslige ¢ogu zaman
Wald’in 2. 6zelligi de denmektedir. Wald bu 6zdeslige rasgele yliriiyiis siirecinin [-a,a]
araligindan ilk kez ¢tkma ani olan N sinir fonksiyonelinin dagilim igin yaklagik ifadeler
elde etmek isterken ulagmistir.

Wald’un temel varsayimina gére a > 0 parametresi 1, rasgele degiskeninin beklenen
deger ve standart sapmasi ile kargilagtinldiginda g¢ok biiyiik oldugunda S, sinir

fonksiyonelinin degerlerinin yaklagik olarak a ve —a ya yakin olacagidir.

Dolayisiyla yukaridaki varsayimlar altinda,

S~ a, P{Sy=>a}

yazilabilir. Wald yaklagimindan yararlanarak X(t) siirecinin kendi momentleri ve sinir

fonksiyonelinin momentleri i¢in yaklagik formiiller elde etmek miimkiindiir. Bu amag i¢in
(68)=¢,30) =

—E@e™®™)= je—""an (x), e R (18)

—o0

olarak tamimlansin. Yukanidaki integral, sifinn igeren belli bir —0, <0 <9, araliginda
yakinsaktir, burada 0e(—6,,0,) dir. Bundan dolay1 7, rasgele degiskeninin 9,(0)
karakteristik fonksiyonu —0, <Im(z) <0, aralifinda analitik olacaktir. Bu durumda da

f(0) fonksiyonu konveks olur. Ayrica dyle bir s, <s <s, arahigi bulmak miimkiindiir ki,
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(1e(s,,s,)) bu aralikta s parametresine gore siirekli olan f(8) = ! denkleminin iki 6, (s)
]

ve 0,(s) biciminde koékii olsun.

Wald’un ikinci o6zdesligini g6z Oniinde bulundurarak N simr fonksiyonelinin
dagilimini (en azindan yaklasik olarak) bulmak miimkiindiir.

Bununla ilgili olarak agagidaki yardimci teoremi verilebilir.

Yardimer Teorem 4. a parametresi 1, rasgele degiskeninin beklenen degeri ve
varyansi ile kargilastirildiginda gok biiyiik ve (18) integrali de yakinsak olsun. Bu durumda
N sinir fonksiyonelinin moment ¢ikaran fonksiyonu yaklagik olarak agagidaki gibidir:

1+ e—(91(8)+92(5))'t‘

P, (s)=E@s") ~ , se(0,).

e—el(s)a +e—92(s)a
ISPAT: p, = P{N =mSy = a}, q, = P{N =n; Sy s—a} seklinde tamimlansin ve

ayrica

is"pn =¥, (s), zw:an“ =W¥_(s)

n=l n=l
gOsterimleri yapisin. -

Wald’un yaklagimina gére (bak, [19], sayfa 603) VO igin ¥, (s)e ™™ +W¥_(s)e*™ =1
dir. Dolayisiyla, £(0) =l denkleminin kokleri olan 0,(s) ve 0,(s) i¢in asagidaki esitlikler
s

sistemi yazilabilir:
¥, (s)e™ " 1 ¥ _(s)e™ ™ =1
W, (s)e = +W_(s)e* 2 =1

8i(s)a

Birinci satir € ve ikinci satir da €®2*” ile carpilirsa

P, (s)+P_(s)e” @ = P
W, (s)+P_(s)e’%? = k2
elde edilir. Buradan,
\P (S)[ezel(s)a _6292(s)a] — ee,(s)a _eez(s)a
olur. Esitligin sol tarafindaki katsayi ¢arpanlarina ayrilirsa,
‘P_ (S)[eel(s)a + eez(s)a][eel(s)a _eez(s)a] - e91(s)a _eez(s)a
elde edilir. Not edelim ki, s # 1 oldugunda 6, (s) # 0,(s) olur. Dolayisiyla,

1

FE)= eh? L e

0,(s)a
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elde edilir. Birinci denklemlerden,
Y, (s) = e (s)e29' (912 _

20
_hwn__ e
eBl(s)a +eez(s)a

ea(el(s)+92(s))

- ee,(s)a +eez(s)a

bulunur. Sonug olarak,

1+ e(9|(5)+92(s»n

P(E) =Y, () +¥Y.(5)» <
e +¢e

92(5)3

elde edilmis olur. >
Yardimecr Teorem 4 de elde edilen yaklagik formiilden ve X(t) stirecinin ergodik

dagilimimnin birinci ve ikinci momentleri i¢in elde edilmis kesin formiillerden yola ¢ikarak
asagidaki sonuglar1 elde etmek miimkiindiir.

TEOREM 10. (18) integrali sifiri igeren —0, <0 <0, aralifinda yakinsak ve buna
ek olarak m, =En, =0, 0<Var(n,) <o olsun. Bu takdirde a — o iken agagidaki
asimptotik formiiller dogrudur.

E[N(a)] ~ z—z , E[N*(a)]~ 322;

Var[N(a)] ~ §a4

49
o

E[Sy@1=0,

E[Sya 1~a’, Var[Sy, 1~a’

e 1 5 a’
EX)~a, EX )z—6—a , Var(X)z—6—.

ISPAT. ¢, (i0) =-1- denkleminin kokleri 8,,(s) olsun. m; = E(n,) =0 durumu igin
s

n, rasgele degiskeninin karakteristik fonksiyonu olan f(0) mn Taylor agilim1 8 — 0 igin

asagidaki gibidir:
: o, 0’ . 2
9,(10) = E(e )=1—QE(111)+7E(?11)+0(9 ).

m, =EM,) =0 ve E(n’) = o ifadeleri yerine yazilirsa
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2

0,0)=1 —92—0'2 +0(6%)

elde edilir. Elde edilen bu a¢ilim kosul geregi ! e esitlenerek;
]

2
1+9—cz+o(92)=l
2 s

2
LA N S (92)— % +0(6%)
2 s s
buradan da
92 - 2(1 —;S) +0(92)
e}
olur.
l= L =1+ (1-5)+O((1-s)") agilimi gdz Oniine alinarak
s 1-({-5s)
02 =229 61 15+ 0(-5))}+0(07)
o’
07 = 209 | -9 +0(0?), s o1
o’
yazilir.
- o o(8”) .
Her o >0 igin (1+0(1))* =1+0(1) ve & — 0 oldugundan
0 =209 | 5(1-5)2) +o(1—s)
o’
2029, 0qs)
o’

elde edilir. Buradan,

e=+( A=9 1 1oq) =+ Y272 (14 o)
(6]

olur. Dolayisiyla,

V229 4 oqy
(¢
yal-s) ‘S) V279 4oy

0,(s) =

0,(s) = -0,(s) = -
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dir. Tammmu geregi 0,(1)=0 dir. Aynica, 0] =h(s) fonksiyonunu s —>1 iken Taylor
serisine agagidaki gibi agmak miimkiindiir.

b'()

02 (s) = h(s) = h(l) + BT

(s=D+o(l-5s).

h(1) =0 oldugundan
02(s) = h'(1)(s 1) +o(1-5s)

V2(1=5)
(&)

ve diger taraftan 0,(s) = (1+0(1)) oldugu i¢in

h(s)=02(s) = _—22(s—l)+0(1 -s)
c
dir. Bu iki ifadenin denkliginden kolayca goriiliir ki, h(s) fonksiyonunun s =1 noktasinda

tiirevi vardir ve bu tiirev h'(1) = _—22 dir. Dolayisiyla,
c

3 ’ ] ' 2

lim(7 (5))" =20, (1B} (1) = h'(1) = -
dir. 1

Ozet olarak: s — 1 iken 6,(s) > 0 ve (67 (s))’ — ——22— dir. Benzer diisiinceyle;

(63
4(1-s)’ 4(1—s)?
619 = 2= 1oy = 224 o1 -y
o (0]

ve

g(s) =07 (s) =

=g(1)+-5—1§9(s—1)+g—2(,9(s—1)2+o«s—1)2)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla,

g)=06{(1)=0

ve
g'(s) = (67 (5)),, = 40] (s)8} (s) = 267 (s)(0; (5))’

dir. Bu egitlikte s — 1 iken limite gegilirse,
lime(9) = lim(20} () m(@} 5)) = 0(- =) =0 =g'(1)

olur. Bu nedenle,
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g(s) =§"2(ﬁ(s—l)2 +o((s-DH) = 5”—2(2(1—5)+0((1—s)2)

yazilabilir. Diger taraftan tamim geregi

_ 2
g(s) = 0'(s) = 4“045) ro(l-5)?) = f;(l —5)? +o((1-5)?)

oldugu bilinmektedir. Béylece, iki agilim karsilastirilarak

g’ _ 4
2 o

. 8
veya g'(1) =—
o

oldugu goriiliir. Yani, lin’1(6;l &) =g'()= —§4~ elde edilir. Ozetlersek;
s> G

0,0 =Y =2 1+00); 0,0

O >
- g
)" 353 0f() = 0:01 (Y =0

dir. Alinan sonuglar ¥, (s) nin ifadesinde kullanilacaktir.

1+ e-(91(5)+92(51)a
N
Y (s)=EGsY) ~

e—Bl (s)a I e~62 (s)a

J2-5)

oldugu gosterilmisti. Burada, s - 0 iken 0,(s) = -6,(s) = ———(1+o(1)) oldugu i¢in
c

0,(s)+8,(s)=0
dir. Boylece;

2
= N ~
Wy(s)=E(s") QBI85
yazlabilir.
et | o-Ois)a _

2 3 4
=[1+6,(s)a+ (e,(;)a) + OO GO o, 9)ayy1+

6 24

0 2 (0 () 4
P I(Z)a) ( l(z)a) N ’(;ia) o6, )]
2,802 by d
BT (;ja +o([0,(5)a]*)}

veya
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QBiS)a | o-0(5)a

2
_,_6j(®2* 6i(xa’ 6)(s)a’ .
=1 . YR +0((6,(s)a)")
07 (s)a

=1- 64(s)+0(a49 )

24

=1—?~i[———~(s 1) +o(l - s)]+ [4(1 9’ +o(1-s)’]+o(a’(1-5)*)
2 24 o’

2

a 2 5a* 2 4 2
=1+—(s-D+o@ (l1-s))+——F(A-s)" +o(@"(1-5)%)
c 6o
olarak yazilabilir. Diger taraftan;

Yy (s)=1+¥'(1)(s - 1)+\P”()(s 1) +o((s—1)%)

qj(l)~i. LI"(l) ‘P(1)~£
o’ 2 o 30

olur. Dolayisiyla,

i
2 4

E(N)~ L EN?)~ 22
3o

o
elde edilir. Bu sonuglar g6z 6niinde bulundurularak, teoremin diger 6nermelerini kolayca
elde etmek miimkiindiir. Bunun i¢in a — o iken M;, — 0 oldugunu gostermek yeterlidir.
Wald 6zdesligine gére E(,) =0 oldugunda
E(S,) = E(n,)E(N) =0
olur.
E(Sy) ~a(P{S, 2a}-P{S, <-a}) ~E(Sy)=0
oldugundan dolay1
a(P{S, = a}-P{S, <-a})=o(1)

olur. Buradan,
P{S, =a}-P{S, <-a}=o0()
a
ve Sy nin tanimina gére

P{S, > a}+P{S, <—-a}=1

dir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa;
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2P{SN 2 a} =1+ o(l) veya P{SN 2 a} + o(l)
a a

1
2

olur. Benzer sekilde P{S, <a}= +o(l) elde edilir. Iki olasiligin arasindaki fark ise
a

1
2
| «
o(—) dir. Boylece;
a

M, = E(S}) ~a’[P{S, 2 a}-P{S, <-a}]= a-’o(i) =o(a’)

2
M, ~a’ oldugu dikkate alinirsa; M,, ~ o(az ) _ o(l) > 0 olur.
a
a’ a’
Sonug olarak M,, = — =a’; Var(X) =~ " elde edilir.
a
Buda teoremin ispatini tamamlar. | 2

Benzer diigiinceyle, agagidaki sonuglar da verilebilir.

TEOREM 11. (18) integrali sifinn igeren —0, <0 <0, araliginda yakinsak olsun.

Buna ek olarak 0 <m, = En, < olsun. Bu takdirde a — o iken asagidaki asimptotik

formiiller dogrudlir.

aZ 3

E[N(a)] ~ mi BN’ @)~ —, EIN‘()]= ;— ,
1 1 1

E[Sye]~a, E[S},]~a*, VarSy,]~a’,
2

3 7 a
E(X)~=a, EX*)~—-a?, Var(X)~—
X) 52 (X%) 38 ar(X) T

TEOREM 12. (18) integrali sifin iceren —6, <0 <0, araliginda yakinsak olsun.

Buna ek olarak —o <m,; =En, <0 olsun. Bu takdirde a — o iken agagidaki asimptotik

formiiller dogrudur.

a3

3 2

E[N(a)] ~ I?{ E[N%(a)] ~ % BN @)] = =

E[SN(a)] ~-a, E[Siua)] ~a’,

aZ 2

a a
EX)~~, EX)~—, Var(X)~—
(X)~2, EXH~=, Var(X)~ 2

burada m =|m,| dir.
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2.9. X(t) Siirecinin Ergodik Dagilimi i¢in Zayif Yakinsama Teoremi

Genel durumda X(t) silirecinin ergodik dagiliminin agik seklini bulmak oldukga
zordur. Bu nedenle, bu bélimde B — o iken X(t) siirecinin ergodik dagilim i¢in zayif
yakinsaklik teoremi ispat edilecek ve limit dagilimi bulunacaktir, Bunun igin

X(t)—a
a

W, ()= , a=p/2, gosterimi yapilsin. Not edelim ki,

m; =En; =0, m; >0 ve m; <0 durumlan i¢in ayr1 ayn1 zayif yakinsaklik hakkindaki

teoremleri ifade edilecektir.

Durum 1. En, =m, =0 ve ¢,(0) =[Sl(12)(/92/)2 1* olsun.

Bu durumda 6nce W, (t) siirecinin ergodik dagiliminin karakteristik fonksiyonunun
a — oo iken yakinsadigi limit fonksiyonunu bulalim.

TEOREM 13. Teorem 10’nun kosullar1 altinda W, (t) stirecinin ergodik dagiliminin
9,,(0) karakteris}ik fonksiyonu a — c iken @,(0) limit karakteristik fonksiyonuna zayif

yakinsar. Bagka bir ifadeyle her 6 € R i¢in a — o iken

_Sin(8/2)-,
0) = 9,(0) =] ©72) ]

(pwa
dir.

ISPAT. Ele alinan teoremin kosullari altinda m, = En, =0 ve 0 <o? < dir. Bir
onceki boliimde gosterilmistir ki bu kosullar saglandifinda ve a — o iken asagidaki
yaklagik formiiller dogrudur:

2 4
E(N) ~ 2 ; E(N?) ~ éa—4 , dolayistyla ETN N —1—2
c 3o a c

dir. W, (t) siirecinin tammina gore ise agagidaki esitlikler yazilabilir.

X

—%) — e Efexp( )] =

Py, () = Eexp(i0
: a

C d-ee, D) a-9s, Y
~i8 _i0 a . a

= e”ia(px(g) =e¢ P

EN(I—%(—S—» EN(I—«pq(g))
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1—<psN(§) -0, D .
Eg ey e el ) (19)
(-9, L
a c” 2

Buradan
N eSN
ECos( ™) = E{Cos ( )iSy 2 ap+E{Cos(—);S, <-ay.
a

oldugunu gérmek zor degildir. Ayrica,
§N :SN —a VegN =SN +a

H*(a)
gosterimleri yapilsin. Burada Sy >a oldugu durumda Sn =Sy —-a= Zx, —-a
=l

yazilabilir.

H" (a)
Benzer sekilde Sy <-a oldugu durumda ise SN =Sy +a= Zx, +a yazilabilir.

il
Burada y; yukar: basamak yiikseklikleri; x; asagi basamak yiikseklikleridir. H*(a)
(H™ (a)), {Sn} raégele ylirllylis siirecinin a (-a) seviyesine ulagmasi igin gereken basamak
anlann sayisidir. Bagka bir deyisle, H'(a) (H (a)),x (y%;) olusturdugu yenileme
stirecidir.

E(xy) € (0,+0) oldugundan Biiyiik Sayilarin Giiglendirilmis Kanunu’na ve yenileme

teoremine gore (bak, [77])

&\I- H* (a) 1 H(ﬂl)+ 1

1
i —1- " )-1=0
a a H'() 5 E@)

ve benzer sekilde gostermek mimkiindiir ki, E(y;) e (—,0) ise yine Biiyiik Sayilarin

Giiglendirilmis Kanunu’na gére,

H@ 1 "®_
= 41
. @2 T TR

E(x;)+1=0

® ';ﬂ”

1
dir. Bilinmektedir ki her olgilebilir, simirli f(x) fonksiyonu igin f(glq—)—>f (0) bagintisi
a

dogrudur. Bu nedenle

ECos(GSN —Ny=
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= E{Cos((—) + &-);SN > a} + E{Cos(—e + &L);SN < —a}
a a

— E{Cos(0); S, = a}+E{Cos(—8);S, <-a}=
= Cos(0)E{l; S, > a}+ Cos(-0)E{l; S, < -a}=
= CosOP{Sy, > a}+ CosBP{Sy < -a}=
= Cos[P{Sy > a}+P{Sy < -a}]=
=1Cos0 = Cos0
dir. Benzer sekilde gostermek miimkiindiir ki;
E(Sin(® ~Sl)) —> SinBP{S, >a}+Sin(-6)P{S, <-a}=
a a—>w
= SinO[P{S, > a}-P{S, <-a}]
dir. Wald yaklagimina gore P{S, >a}= % +o(l) ve P{Sy <-a}= %+ o(1) dir. Ele alinan

durumda m, = En, =0 ve 0 <o’ <o oldugu igin a — o
I

E(Sin(02X)) - Sine{-;— +o(l)— é— + 0(1)} = SinBo(1) = o(1) — 0
a

yazilir. Dolayisiyla a - o0 iken ¢ (9—) = Cos(0 S—N) +1Sin(6 —S—N—) —> CosO elde edilmis
a a a

olur.
Bu sonugun (19) formiilii de goz dniinde bulundurularak , a — o iken

0w (©) - 2(1- (22036) _

_4sin’(0/2) _Sin”0/2 _ [sme/z}2
6? (0/2)* 0/2
oldugu goriiliir.
Boylece Teorem 13’{in ispati tamamlanmig olur. >
SONUC 5. Teorem 10’nun kosullann altinda W, (t) stirecinin ergodik dagilim
fonksiyonu Q,,(x), (-1,1) araliginda tanimlanmais bir tiggen dagilim olan G,(x) dagilim

fonksiyonuna zayif yakinsar. Bagka bir ifadeyle her x € (—1,1) i¢in a — o iken
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—1-(1 +x)%, xe(-10]
Qwa (X) g GO(X) =
1—5(1-x)2, x e (0,1)

dir.
SONUC 6. Teorem 10’nun kogullari altinda X(t) siirecinin ergodik dagilim

fonksiyonu Q, (u), (0,2a) aralifinda liggen dagilima sahip G,(u) dagilim fonksiyonuna

asimptotik olarak denktir. Bagka bir ifadeyle, her u € (0,2a) ve a — o iken

2
u

2a%
_(2a-w)’
2a’

,ue (0,a)
Qx(w)= EI_EEP{X(U <u}~G,(u)=

1 ,u € (a,2a)

dir. Benzer sekilde agagidaki sonuglar1 da elde etmek miimkiindiir.

i@

Durum 2. m, =En, >0, ¢,(0)= ©

.

gOsterimlerini kabul edelim ve asagidaki

sonucu ispatsiz verelim.
f

TEOREM 14. Teorem 11’in kogullar1 altinda W, (t) stirecinin ergodik dagiliminin

®,,(0) karakteristik fonksiyonu bir ¢y(0) limit karakteristik fonksiyonuna yakinsar.
Bagka bir ifadeyle V0 € R igin a — o iken
] _1

i0

90 (©) > 95 (®) =
dir.

SONUC 7. Teorem 11’in kosullari altinda W,(t) slirecinin ergodik dagilim
fonksiyonu Q,,(x), (0,1) araliginda diizgiin dagiima sahip bir G'(x) dagilim
fonksiyonuna zay1f yakinsar. Bagka bir ifadeyle her x € (0,1), i¢in a — « iken

Q.. X)=>Gl(x)=x

dir.
SONUC 8. Teorem 11’in kosullar1 alinda X(t) stirecinin Qy(u) ergodik dagilim

fonksiyonu (a,2a) araliginda diizgiin dagilima sahip G:(u) dagilim fonksiyonuna

asimptotik olarak denktir. Bagka bir deyisle her u e (a,2a), i¢in a — o iken asagidaki

dogrudur.
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u—a

Qx(uw) = }i_glP{X(t) < u} ~G;(u)=

1___ ]

Durum 3. m, =En, <0, ¢,0)= gosterimlerini yapalun ve agsagidaki

sonucu ifade edelim.

TEOREM 15. Teorem 12’in kosullar1 altinda W, (t) siirecinin ergodik dagiliminin

karakteristik fonksiyonu ¢, (0), a >  iken ¢,(8) limit fonksiyonuna yakinsar. Bagka

bir ifadeyle; her 6 € R igin a — oo iken
1 _ e—ie

i9

P (0) > ¢, (0) =

dir.

SONUC 9. Teorem 12’in kosullar1 altinda W, (t) siirecinin ergodik dagilim
fonksiyonu Q,, (x), (-1,0) araliginda diizgiin dagilima sahip G’ (x) dagilm fonksiyonuna
zayif yakinsar. Bagka bir ifadeyle her x € (—1,0) igin a — oo iken

Qu.(x)—> G;(x) =1+x

dir.
SONUC 10. Teorem 12’nin kosullart altinda X(t) siirecinin ergodik dagilim

fonksiyonu Qy(u), (0,a) aralifinda diizgiin dagilima sahip G (u) dagilim fonksiyonuna

asimptotik olarak denktir. Bagka bir ifadeyle her u € (0,a) igin, a — o iken
Qu (W) = imP{X(0) < u}~ G, () = g
—> a

dir.

Boylece W, (t) siirecinin ergodik dagiliminin zayif yakinsamasi iizerine teoremler
elde edilmis oldular.

Not: Elde edilen zayif yakinsaklik sonuglarinin teorik sonuglara yakinbik derecesini
gorebilmek i¢in iki tarafl1 tistel dagilim durumunda bilgisayar: da kullanarak W, (t) nin
ergodik dagilimunin teorik, asimptotik ve simiilasyon degerleri asagidaki boliimde

kargilagtirilmigtir.
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2.9.1. iki tarafli Ustel Dagihm Durumunda W, (t) nin Ergodik Dagiliminin

Teorik, Asimptotik ve Simiilasyon Degerlerinin Karsilagtirilmasi

W(t) stirecinin ergodik dagilim fonksiyonu Qy, (x)’nun agikar sekli asagidaki
gibidir:
Qw (x) =0,G(x) +,G,(x)+a3G3(x), x e[-L1],

(ar)? 2ah 2
burada o, = - , 0y = : , Oy = -
[(aAh)” +2ah +2] [(a)h)” +2ak + 2] [(al)® +2aAd +2]
(0 ,X € (—o,—1]
2
A+x)” ,xe(—1,0]
G (x) =1 2

2
FQ%Q—,XQQH

1 , Xx€(l,0)

\

(G,(x) fonksiyonu, [-1,1] araliinda tanimlanmis tiggensel dagilim fonksiyonudur),

0 , X € (—00,-1]
Gﬂm=1%§ , xe(-1,1]
1 , X € (l,0)

(G, (x) fonksiyonu, [-1,1] araliginda tanimlanmis diizgiin dagilim fonksiyonudur),

X E (—00, 0]

0
G;(x)=¢(x) = {1

, X € (0,0)

(G;(x) fonksiyonu ise, dejenere olmus dagilim fonksiyonudur)
dir. Diger taraftan zayif yakinsama teoreminden W, (t) stirecinin ergodik dagiliminin
asimptotik a¢iliminin birinci teriminin

Qu () = lim Qy (x) =G, (x), x & [-L1]

oldugu bilinmektedir. Bu bdliimdeki amag . W, (t) siirecinin ergodik dagilimimn teorik ve

asimptotik ifadelerinin arasindaki farkin degerlendirilmesidir. Bu durumda mutlak fark

fazla bir anlam ifade. etmediginden dolay: agagida goreli hatalar igin tablolar verilecektir.

~ Qw(x)"aw(x) . . i qs
Burada & = 100%, x e[1-,]] dir. B ve A parametresinin c¢esitli

Qw(x)
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degerleri igin S hata degerleri icin tablolar1 verelim. Tablolar [-1,1] araligr k=20 esit

araliga boliinerek diizenlenmisgtir. (h=2/k)

Tablo 20. A.=0.2 i¢in $ hatalar tablosu

X |P=10 P=20 P=30 P=40 P=50 P=60 P=70 P=80 P=90 PB=100

H 7619 7727 7536 7291 704 6794 6560 6339 61.30 59.33
2h |54.54 5833 5641 5357 5066 4791 4537 43.05 4093 39

3h (3478 4230 4137 39.06 36.57 3421 3205 30.11 2836 268
4h (1666 28.57 29.16 27.77 26 2424 2261 2115 19.84 18.66
5h |0 16.66 19.04 18.75 1777 1666 1558 1458 13.67 12.85
6h (1638 6256 10562 1136 112 1071 1013 9.65 9.01 85
7h 29562 294 325 520 581 591 5.79 5.59 535 5.11
8h 4285 1111 303 O 133 1.96 2.25 2.38 241 24
9h |55.17 1842 851 446 246 135 0.68 0.27 0 0.18
10h |66.66 25 13.33 833 571 4.16 3.17 25 202 1.66
11h 1948 957 506 282 160 0.89 0.46 0.18 0 0.12
12h 1237 449 136 O 064 095 1.09 1.16 117 117
13h |6.905 091 110 181 204 208 2.03 1.95 1.87 177
14h (2843 148 265 289 284 270 2.53 2.37 222 208
15h |0 294 347 340 318 294 2.70 2.5 231 215
16h {1769 360 371 346 315 286 2.60 2.38 219 203
17h 2.577 357 344 311 279 251 2.27 2.07 181 175
18h |2.510 294 271 241 214 191 1.72 1.56 143 1.32
1%h (1634 173 156 137 120 1.07 0.96 0.87 080 073
20h |0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Tablo 21. A=0.333 igin S hatalar: tablosu

x |B=10 P=20 B=30 P=40 PB=50 P=60 P=70 [P=80 [=90 P=100

h 7753 7457 704 6637 6268 5933 56.30 5355 51.04 48.76
2h |58.28 555 5066 462 4232 39 36.13 3364 3146 29.55
3h |416 4066 36.57 32.75 29.51 26.8 2451 2258 2092 1948
4h |27 288 26 23.14 207 1866 1697 1554 1433 13.29
5h 1441 19.09 17.77 1593 14.27 1285 1167 1067 982 9.09
6h |2.66 11 112 1033 937 85 7.74 7.1 6.54 6.06
7h  |7.57 415 581 685 551 511 472 4.36 405 377
8h |16.8 171 133 218 24 24 2.31 2.21 209 198
%h |25.14 6.8 246 087 016 0.18 0.36 0.46 051 0.54
10h 3272 1125 571 346 232 166 1.25 0.97 0.78 0.64
11h |12.03 415 160 058 011 0.12 0.256 0.31 035 037
12h [6.33 078 064 106 117 1.17 1.12 1.07 1.01  0.96
13h |2.23 142 204 205 193 177 1.63 1.50 1.38 1.28
14h [0.60 278 284 259 232 208 1.87 1.70 1.56 143
15h 12.40 348 318 278 243 215 1.92 1.73 1.568 145
16h [3.32 364 315 268 232 203 1.80 1.62 147 135
17h [3.47 333 279 234 201 175 1.65 1.39 126 1.15
18h |2.93 261 214 178 152 132 1.16 1.04 094 0.86
1%h {1.764 149 120 100 085 0.73 0.65 0.58 052 048
20h |0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Tablo 22. A =0.5 igin 8 hatalari tablosu

x |B=10 PB=20 P=30 B=40 B=50 P=60 [=70 (=80 P=90 =100
h 76.44 70.4 64.48 59.33 54.89 51.04 4769 4475 4214 39.82
2h 576 50.66 4419 39 3484 3146 2867 26.33 24.34 2262
3h 42,18 36.57 31.05 26.8 2351 20.92 18.83 17.12 15.69 14.48
4h 2933 26 21.86 18.66 16.22 14.33 12.82 11.6 10.58 9.73
5h 1846 17.77 15.07 12.85 11.15 9.82 8.77 7.91 7.21 6.62
6h 9142 11.2 9.846 8.5 7.41 6.54 5.85 5.28 4.81 4.42
7h 1.066 5.818 570 5.11 453 4.05 3.64 3.31 302 278
8h 6 1333 233 24 226 2.09 1.92 1.77 1.64 1.52
9h 1223 2461 045 018 042 051 0.54 0.55 0.53 0.52
10h |17.77 5.714 2.80 1.66 1.10 0.78 0.58 0.45 036 0.29
11h {6.90 1608 030 012 028 0.35 0.37 0.37 0.37 0.35
12h |2.59 0.64 113 117 110 1.01 0.93 0.85 079 0.73
13h |0.35 2045 200 177 156 1.38 1.24 1.12 1.02 094
14h |2.25 2.847 245 2.08 1.78 1.56 1.38 1.24 1.12 1.02
16h |3.34 3187 260 215 182 1.58 1.39 1.24 1.12 1.02
16h (3.74 3.151 249 2.03 1.71 1.47 1.29 1.15 1.04 094
17h | 3.56 2.792 2.16 1.75 1.46 1.26 1.10 0.98 0.88 0.80
18h |2.85 2.140 1.64 1.32 110 0.94 0.82 0.73 066 0.60
19h |1.65 1209 092 0.73 0.61 0.52 0.46 0.40 0.36 0.33
20h |0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Tablo 23. A=1i¢in & hatalar1 tablosu
x |B=10 B=20 B=30 B=40 B=50 B=60 [=70 P=80 [B=90 P=100
h 70.4 59.33 51.04 4475 3982 3586 3262 29.91 27.62 25.65
2h 5066 39 3146 26.33 2262 19.83 17.65 15.9 1446 13.26
3h 36.57 26.8 20.92 17.12 14.48 12.54 11.06 9.89 894 8.16
4h 26 1866 1433 116 973 8.38 7.35 6.55 5.91 5.38
5h 17.77 1285 982 7.91 662 568 4.98 4.43 399 362
6h 11.2 8.5 6.54 528 442 38 3.32 2.96 266 242
7h 5.81 511 405 3.31 278 240 2.1 1.88 1.69 1.54
8h 1.33 2.4 209 177 152 1.33 1.18 1.05 095 0.87
Sh 2.46 0.18 0.51 055 052 048 0.44 0.40 0.37 0.34
10h [5.71 1.66 078 045 029 0.20 0.15 0.11 0.09 0.07
11h [1.60 012 035 037 035 0.33 0.30 0.27 025 0.23
12h |0.64 1.17 1.01 085 073 064 0.56 0.50 045 041
13h [2.04 1.77 138 112 094 0.80 0.70 0.62 056 0.51
14h [2.84 2.08 166 124 1.02 0.87 0.76 0.67 060 0.54
15h [3.18 2.15 1.58 124 1.02 0.86 0.75 0.66 0.59 0.54
16h {3.15 2.03 147 115 094 0.80 0.69 0.61 054 049
17h |2.79 1.75 126 098 080 068 0.58 0.62 046 042
18h |2.14 1.32 094 073 060 050 0.43 0.38 034 0.31
19h |1.20 0.73 052 040 033 0.28 0.24 0.21 0.19 0.17
20h |0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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« |P=10 P=20 P=30 P=40 P=50 P=60 {B=70 P=80 P=90 P=100
h 59.33 4475 3586 29.91 2565 2245 1996 1797 16.34 14.93
2h 39 26.33 1983 159 1326 11.38 9.96 8.86 797 7.25
3h 26.8 17.12 1254 989 8.16 6.95 6.04 5.35 480 435
4h 1866 116 838 655 538 456 3.96 3.5 313 2.83
5h 12.85 7.91 568 443 362 3.07 2.66 2.35 210 1.90
6h 8.5 528 3.8 296 242 205 1.77 1.57 140 1.27
7h 5.11 3.31 240 188 154 1.31 1.13 1.00 089 0.81
8h 2.4 1.77 133 105 087 0.74 0.65 0.57 0.51 0.46
9h 0.18 0.55 048 040 034 0.30 0.26 0.23 0.21 0.19
10h |1.66 045 020 011 0.07 0.05 0.03 0.03 002 0.01
11h 0.12 037 033 027 023 0.20 0.18 0.16 0.14 0.13
12h |1.17 085 064 050 041 0.35 0.30 0.27 024 022
13h [1.77 112 080 062 0.51 0.43 0.37 0.33 0.29 0.26
14h |2.08 124 087 067 054 046 0.39 0.35 0.31 0.28
16h }2.15 124 086 066 054 045 0.39 0.34 030 0.27
16h [2.03 115 0.80 0.61 049 041 0.36 0.31 0.28 025
17h |1.75 098 068 052 042 0.35 0.30 0.26 0.23 0.21
18h }1.32 073 050 038 0.31 0.26 0.22 0.19 0.17 0.16
19h |0.73 040 028 021 017 014 0.12 0.1 0.09 0.08
20h |0 0 0 0 0 0 0 0 0
Tablo 25. A =3 igin 6 hatalar1 tablosu
x |B=10 PB=20 P=30 P=40 B=50 B=60 [=70 P=80 [=90 (=100
h 51.04 3586 2762 2245 1891 1634 1438 1284 11.605 10.58
2h 3146 19.83 1446 1138 938 797 6.93 6.14 5.50 4,99
3h 2092 1254 894 695 568 4.80 4,16 3.67 3.28 2.97
4h 1433 838 591 456 371 313 2.70 2.38 2.13 1.92
5h 9.82 568 399 307 249 210 1.81 1.59 1.42 1.29
6h 6.54 3.8 266 2.05 166 1.40 1.21 1.06 0.95 0.86
7h 4.05 2.40 169 1.31 1.06 0.89 0.77 0.68 0.61 0.55
8h 2.09 133 095 074 061 0.51 0.44 0.39 0.35 0.31
%h 0.51 048 037 030 025 O21 0.18 0.16 0.15 0.13
10h {0.78 020 009 005 0.03 0.02 0.01 0.01 0.01 0.00
11h 10.35 033 025 020 017 014 0.12 0.11 0.10 0.09
12h [1.01 064 045 035 029 024 0.21 0.18 0.16 0.15
13h [1.38 080 056 043 035 029 0.25 0.22 0.19 0.18
14h |1.56 087 060 046 037 031 0.27 0.23 0.21 0.19
15h |1.58 086 059 045 036 0.30 0.26 0.23 0.20 0.18
16h [1.47 080 054 041 033 0.28 0.24 0.21 0.18 0.17
17h 11.26 068 046 035 028 023 0.20 0.17 0.16 0.14
18h [ 0.94 050 034 026 021 0.17 0.15 0.13 0.11 0.10
18h |0.52 028 019 014 011 0.09 0.08 0.07 0.06 0.05
20h |0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Tablo 26. A =10 igin 3 hatalar: tablosu

x |p=10 PB=20 B=30 P=40 P=50 P=60 [=70 P=80 P=90 P=100

h 2565 1498 1058 8.17 666 562 4.86 4.28 3.82 3.46
2h |1326 725 499 380 3.07 257 222 1.95 173 1.56
4h 1538 283 192 145 117 0.98 0.84 0.73 065 0.59
6h 242 127 08 065 052 043 0.37 0.32 029 0.26
8h |0.87 046 031 024 019 016 0.14 0.12 0.10 0.09
10h |0.07 001 001 001 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
12h 10.41 022 015 011 009 007 0.06 0.05 005 0.04
13h [ 0.61 026 018 013 0.10 0.08 0.07 0.06 0.06 0.05
14h |0.54 028 019 014 011 0.09 0.08 0.07 0.06 0.05
15h | 0.54 027 018 014 011 0.09 0.08 0.07 0.06 0.05
16h |0.49 025 017 012 0.10 0.08 0.07 0.06 0.05 0.056
17h 10.42 021 014 010 008 0.07 0.086 0.05 0.04 0.04
18h 10.31 0145 010 008 006 0.05 0.04 0.04 0.03 0.03
19h (0.17 008 005 004 003 002 0.02 0.02 0.02 0.01
20h |0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Yukarida ergodik dagilimin teorik degerleri ile asimptotik sonuglar karsilagtirildi.
Buna benzer sekilde asagida teorik ve asimptotik sonuglar; simiilasyon sonuglariyla

karsilagtirilmig ve sonug olarak goreli hatalar tablolar1 diizenlenmistir. Bu tablolarda

_ IQW(X) —QW(X)I 100%. 5 = IQW(X) F Qw(x)l

5 , .100% ve
Qw () Qw (%)

2 Qu) -8y )

S = ) .100%
Qw(x)

dir. Burada Qw(x) ile W(t) siirecinin ampirik dagilim fonksiyonu gosterilmistir.

Asagidaki tablolarda aralik sayis1 k=10 ve adim uzunlugu h=2/k dir.

Tablo 27. =10, A =8 ve A =9 i¢in hatalar tablosu.

A=8 A=9

X 3% % 0% 3% O % 0%

h 0.222579 22628571  22.455974 | 0.113685 13.266667  13.365157
2h 0.122867 9.733333 9.622289 0.110294 5.381818 5.486062
3h 0.101349  4.423529 4.326565 0.00852 2.425 2.433313
4h 0.053567  1.527273 1.474496 0.027195 0.87619 0.849226
5h 0.005957  0.296296 0.302271 0.024915 0.076923 0.101864
6h 0.015662  0.73523 0.75101 0.00957 0.417707 0.427318
7h 0.016722  1.026388 1.043284 0.002957 0.548539 0.551613
8h 0.013815  0.946515 0.960463 0.001873 0.497061 0.495179
%h 0.000794  0.600455 0.5699656 0.003461 0.313139 0.316612
10h 0O 0 0 0 0 0
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Tablo 28. $ =20, AL =7 ve A =8 i¢in hatalar tablosu.

)\, = 7 A. = 8
X §% 5 % 59 5% 3% 5%
h 0.069645 19.833333  19.889127 | 0.215902 13.266667  13.079002
2h 0.07686 8.380952 8.451317 0.152981 5.381818 5.236849
3h 0.088725 3.8 3.885277 0.130687 2.425 2.297316
4h 0.117868  1.333333 1.449493 0.02038 0.87619 0.855985
5h 0.081229  0.208333 0.127001 0.016469 0.076923 0.093407
6h 0.061794 0.64 0.577849 0.016127 0.417707 0.433904
7h 0.04896 0.87468 0.825317 0.024269 0.548539 0.572947
8h 0.000273 0.801822 0.801548 0.015146 0.497061 0.512285
9h 0.009187 0.507463 0.516697 0.014496 0.313139 0.327682
10h O 0 0 0 0 0

Tablo 29. p=30, A =3 ve A =6 i¢in hatalar tablosu.

A =3 A=6
X 5% 5 % S % 5% 5 % 5%
h 0.209609  7.254545 7.448541 0.266855 19.833333  20.046693
2h 0.023566  2.838095 2.860987 0.117172 8.380952 8.488179
3h 0.01251 1.270968 1.283317 0.021705 3.8 3.820876
4h 0.099971  0.468293 0.567696 0.04043 1.333333 1.293426
5h 0.015847 0.019608 0.00376 0.007596 0.208333 0.215945
6h 0.051907 0.221901 0.169906 0.023136 0.64 0.616721
7h 0.031136  0.283385 0.252171 0.002019 0.87468 0.876717
8h 0.010461  0.254646 0.24416 0.008098 0.801822 0.809986
9h 0.001513  0.159888 0.161403 0.009828 0.507463 0.497586
i0h 0O 0 0 0 0 0

Tablo 30. B=30, A =7 ve A =8 i¢in hatalar tablosu.

A=7 A=8
X $§% 5% 5o 8% 5% S%
h 0.104971 14.464646  14.374765 | 0.428987 9.380392 8.989971
2h 0.263661 5.911111 5.66238 0.054029 3.716667 3.76866
3h 0.076627 2.666667 2.592026 0.039818 1.668085 1.628916
4h 0.038603 0.959064 0.920817 0.008132 0.610753 0.618834
5h 0.061305 0.094563 0.155963 0.030791 0.034632 0.065443
6h 0.032985 0.457781 0.490928 0.009702 0.290018 0.299749
7h 0.0285 0.605042 0.633722 0.004176 0.373768 0.37796
Bh 0.020658  0.549303 0.570079 0.007123 0.336794 0.329648
9h 0.007419  0.346312 0.353757 0.010209 0.2117 0.20077
10h 0O 0 0 - 0 0 0
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Tablo 31. B=30, A =9 i¢in hatalar tablosu.

A =9
X 8% 8 % S

h 0.417015  4.991667 4,593808
2h 0.007836  1.926882 1.919196
3h 0.05793 0.86087 0.218267
4h 0.097665 0.319126 0.416384
5h 0.035134  0.008772 0.026353
6h 0.00761 0.150885 0.143264
7h 0.001195  0.190976 0.192173
8h 0.009953 0.171139 0.18111
Sh 0.009253 0.107338 0.098076
10h O 0 0

Tablo 32. =40, L. =6 ve A =7 igin hatalar tablosu.

X §% 3% 5% 8% 3% 5%
h 0.05377 15.9 15.945196 | 0.020774 11.380952  11.399359
2h 0.168473  6.555556 6.712719 0.075752 4.564103 4636343
3h 0.164502 2.961538 3.120906 0.061399 2.052632 2112734
4h 0.029591  1.058824 1.088093 0.008093 0.746667 0.754698
5h 0.034988  0.119048 0.084031 0.007229 0.053763 0.060997
6h 0.03933 0.506151 0.466638 0.01424 0.355274 0.369567
7h 0.013611  0.674453 0.660752 0.005337 0.462146 0.456784
8h 0.000981 0.613784 0.612798 0.002303 0.417595 0.415283
Sh 0.0092 0.387333 0.378098 0.007562 0.262782 0.255201
10h 0 0 0 0 0 0

Tablo 33. =40, A =8 ve A =9 i¢in hatalar tablosu.

A=8 A=9

X §% 3% S0 5% 3% 59
h 0.012988  7.254545 7.26659 0.253715 3.804762 4.048206
2h 0.252131  2.838095 2.592501 0.031656 1.458537 1.427332
3h 0.012173  1.270968 1.258948 0.123331 0.65082 0.773197
4h 0.038884  0.468293 0.506979 0.042397 0.241975 0.284252
5h 0.047173  0.019608 0.027552 0.023311 0.00495 0.018357
6h 0.022017 0.221901 0.19984 0.04034 0.114277 0.15468
7h 0.013354 0.283385 0.269995 0.00665 0.144006 0.150666
8h 0.003095 0.254646 0.25775 0.018644 0.128872 0.110208
9h 0.004334 0.159888 0.164228 0.009053 0.080785 0.071725
i0h_ O 0 0 0 0 0
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Tablo 34. B=50, A =5 ve A =6 i¢in hatalar tablosu.

A=5 A=6
X 3% 3% 59 8% 8% 5%
h 0.488737  22.628571  22.248571 | 0.094603 13.266667  13.348642
2h 0.165137  9.733333 9.693078 0.074684 5.381818 5.3111
3h 0.067897  4.423529 4.358592 0.038769 2.425 2.462814
4h 0.062922  1.527273 1.4656273 0.051051 0.87619 0.926768
5h 0.03075 0.296296 0.327147 0.034402 0.076923 0.111364
6h 0.007595 0.73523 0.727579 0.014562 0.417707 0.432332
7h 0.008756  1.026388 1.017542 0.035305 0.548539 0.58405
8h 0.002995 0.946515 0.943492 0.008483 0.497061 0.505587
%h 0.006186  0.600455 0.606679 0.009582 0.313139 0.322753
10h 0 0 0 0 0 0

Tablo 35. =50, A =7 ve A =8 i¢in hatalar tablosu.

A =7 A=8
X 3% 5 % S % 5% 5 % 5%
h 0.5674172  9.380392 0.897734 0.509172 5.914074 6.390706
2h 0.138297 3.716667 3.5683326 0.386607 2.295385 2.671663
3h 0.068334 1.668085 1.600845 0.063205 1.026494 1.08901
4h 0.042557 0.610753 0.568438 0.001299 0.379608 0.378313
5h 0.008063  0.034632 0.042698 0.027007 0.012598 0.039616
6h 0.050201  0.290018 0.34039 0.040039 0.179642 0.139547
7h 0.032256  0.373768 0.406155 0.034402 0.228184 0.193716
8h 0.019183  0.336794 0.356046 0.023009 0.204706 0.181655
oh 0.003014  0.2117 0.208679 0.017447 0.128447 0.11098
i0h O 0 0 0 0 0

Tablo 36. B=50, A =9 igin hatalar tablosu.

A=9
X 8% 5 % 5%
h 4206085 3.073846  1.277104
2h 2736771 1.173333  1.60743
3h  1.378327 0.523158  0.867121
4h 038024  0.194851  0.186096
5h 0013015 0.003175  0.009839
6h 0142034 0.091958  0.050004
7h 0312829 0.115577  0.196637
8h 0274894 0103347  0.171076
oh 0087329 0.064763  0.022546
10h 0 0 0
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Tablo 37. =60, A =5 ve A =6 i¢in hatalar tablosu.

A =5 A=6
X $% 5 % S 5% 8% 5%
h 0.032167 19.833333 19.807538 | 0.296482 11.380952 11.117432
2h 0.053039 8.380952 8.42952 0.050462 4.564103 4.612237
3h 0.094924 3.8 3.891231 0.06597 2.052632 2.117205
4h 0.077785 1.333333 1.410022 0.110262 0.746667 0.855985
5h 0.011243 0.208333 0.219601 0.032272 0.053763 0.021485
6h 0.002912 0.64 0.642931 0.03945 0.355274 0.315699
7h 0.017864 0.87468 0.892704 0.010189 0.462146 0.451911
8h 0.000864 0.801822 0.800951 0.001757 0.417595 0.41936
9h 0.000685 0.507463 0.508161 0.002221 0.262782 0.260555
10h 0 0 0 0 0 0

Tablo 38. =60, A =7 ve A =8 i¢in hatalar tablosu.

A=7 A =8
X 5% 8 % S 5% 5% 5%
h 0.227666 7.977778 7.767796 0.085579 4.991667 5.072904
2h 0.018711 3.134503 3.152624 0.060325 1.926882 1.986009
3h 0.037906 1.404762 1.442121 0.056521 0.86087 0.804804
4h 0.035887 0.516517 0.480802 0.00401 0.319126 0.315129
5h 0.001132 0.024155 0.025286 0.016613 0.008772 0.007839
6h 0.016988 0.244927 0.227901 0.023369 0.150885 0.127486
7n 0003768 0.313737  0.317517 | 0.014616  0.190976  0.176335
8h 0.003428 0.28218 0.285618 0.017202 0.171139 0.15391
Sh 0.003835 0.17724 0.181082 0.001122 0.107338 0.106215
10h O 0 0 0 0 0

Tablo 39. =60, A =5 ve A =6 igin hatalar tablosu.

A =5 A =6
X 3% 3 % 5% 5% 8% 59,
h 0.218984 17.650794 17.830731 0.661796 9.964286 9.364464
2h 0.10825 7.357143 7.45732 0.230585 3.961905 3.739944
3h 0.001246 3.329193 3.327988 0.182478 1.779221 1.599662
4h 0.01414 1.180952 1.194924 0.129343 0.650246 0.521578
5h 0.045072 0.15444 0.109319 0.06664 0.039683 0.106393
6h 0.02041. 0.565564 0.545043 0.01537 0.308953 0.324372
7h 0.001661 0.761724 0.76005 0.001884 0.399223 0.401115
8h 0.005814 0.695359 0.689504 0.001558 0.360017 0.358454
9h 0.002725 0.439352 0.442089 0.00401 0.226369 0.22235
10h O 0 0 ‘ 0 0 0
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Tablo 43. =90, A =5 ve A =6 i¢in hatalar tablosu.

A=5 A =6
X % 5 % S 5% 5 % 5o
h 0.412899 14.464646 14.110008 | 0.069566 7.977778 8.041749
2h 0.031732 5.911111 5.881246 0.124165 3.134503 3.01408
3h 0.053267 2.666667 2.614793 0.081066 1.404762 1.32477
4h 0.036869  0.959064 0.922535 0.017918 0.516517 0.498688
5h 0.027953  0.094563 0.12255 0.017896 0.024155 0.042058
6h 0.03656 0.457781 0.494522 0.035946 0.2449027 0.208906
7h 0.028892 0.605042 0.634118 0.029042 0.313737 0.284613
8h 0.00586 0.549303 0.555196 0.019375 0.28218 0.262754
%h 0.0071563  0.346312 0.35349 0.000891 0.17724 0.178133
10h O 0 0 0 0 0

Tablo 44. =90, A =7 ve A =8 i¢in hatalar tablosu.

=7 A =8
X 3% 5 % 5o 5% 5 % 5%
h 0.297679  5.507024 5.787475 1.695491 3.400473 1.734388
2h 0.085372 2.132275 2.048652 1.186979 1.300483 0.114868
3h 0.055451 0.953146 0.898193 0.328958 0.580049 0.251919
4h 0.017923  0.352862 0.334999 0.056406 0.215873 0.159558
5h 0.000293 0.010814 0.010521 0.030326 0.003916 0.034252
6h 0.013133 0.166919 0.153765 0.033105 0.101911 0.068783
7h 0.006792 0.211688 0.204882 0.079514 0.128235 0.048682
8h 0.00198 0.189815 0.18783 0.071048 0.114707 0.043628
Sh 0.004352  0.11908 0.114723 0.024695 0.071892 0.047186
10h O 0 0 0 0 0

Tablo 45. =100, A =4 ve A =5 i¢in hatalar tablosu.

A =4 A =5
X 8% 5 % 5% 5% 5% S %
h 0.18312 22628571  22.486629 | 0.288758 13.266667  13.015492
2h 0.172756  9.733333 9.889006 0.104253 5.381818 5.283073
3h 0.00559 4.423529 4.428872 0.082224 2.425 2.344704
4h 0.029827 1.527273 1.556636 0.028062 0.87619 0.848366
5h 0.023248 0.296296 0.319618 0.010824 0.076923 0.087757
6h 0.007803  0.73523 0.72737 0.000798 0.417707 0.418509
7h 0.021372  1.026388 1.004801 0.025392 0.5648539 0.523014
8h 0.010456  0.946515 0.935962 0.019788 0.497061 0.477179
9h 0.005413  0.600455 0.595009 0.004072 0.313139 0.309054
10h O 0 0 0 0 0
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Tablo 46. B =100, A =6 ve A =7 igin hatalar tablosu.

X 5% S % S 9 5% 8% S,

h 0.232787  7.254545 7.038142 0.529125 4.991667 4.486279
2h 0.10251 2.838095 2.937594 0.004914 1.926882 1.9317
3h 0.050027 1.270968 1.320334 0.045152 0.86087 0.905613
4h 0.016862 0.468293 0.485073 0.025441 0.319126 0.29376
5h 0.027809 0.019608 0.008199 0.037352 0.008772 0.046141
6h 0.007102  0.221901 0.214784 0.016779 0.150885 0.167693
7h 0.038205 0.283385 0.245087 0.012631 0.190976 0.203633
8h 0.010025 0.254646 0.244597 0.026089 0.171139 0.19728
Sh 0.013348 0.159888 0.14652 0.006989 0.107338 0.114335
i0h 0 0 0 0 0 0

Tablo 47. =100, A =8 ig¢in hatalar tablosu.

A =8
X 5% 5% 5%

h 3.866702 3.073846 0.824746
2h 2.691311 1.173333 1.6569961
3h 1.207559 0.523158 0.692766
4h 0.333394  0.194851 0.139005
5h 0.051656  0.003175 0.048457
6h 0.167322 0.091958 0.075237
7h 0.340373 0.115577 0.224034
8h 0.287755 0.103347 0.183879
Sh 0.100868 0.064763 0.036069
10h O 0 0

2.10. 1, Smir Fonksiyonelinin Incelenmesi

X(t) silirecinin olasilik karakteristiklerinin yamisira bazi fonksiyonellerin de
incelenmesi uygulama agisindan biiyilk Onem tagimaktadir. Bu fonksiyonellerin
baglicalarindan birisi de stmr fonksiyonelidir. Smnir fonksiyoneli dendiginde X(t) slirecinin
[0,8] araligmin smurlarma ilk kez ulagma- am anlagilmaktadir. Once bu sinir
fonksiyonelinin matematiksel tanmimim verelim. Hatirlatalim ki, ele alacagimiz rasgele

degiskenlerin tammlan siirecin matematiksel kurulugu boliimiinde verilmistir.

N, sN:min{nZI 1Gy + S, eE[O,B]}, o €10,B]

veE

T =Z§i
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olsun. &,,N ve t, rasgele degiskenlerinin fonksiyonel karakteristikleri asagidaki sekilde
tanimlansin:

¢ (k) =E(e™), k20,

¥, (2) =E(z"), [4<1,

® (W) =E(™), p20.

Bu ii¢ fonksiyonel karakteristik arasindaki baglanti asagidaki teorem yardimiyla
verilebilir.

TEOREM 16. t, s fonksiyonelinin Laplace doniistimii (P (k)), &, rasgele
degiskeninin Laplace doniigiimii (@, (k)) ve N rasgele degiskeninin moment ¢ikaran
fonksiyonu (W (z) ) yardinu ile agagidaki gibi ifade edilebilir:

@ (k) =¥y (e (k)), k>0.

ISPAT. 1, sinir fonksiyonelinin tanim g6z 6niinde bulundurularak

D, (K) = B(e™) = be B

yazilabilir. Diger taraftan {&i} ve {'qi }, i 21 dizileri birbirlerinden bagimsiz olduklar i¢in

D (k) = iE(e—kggi )P{N, =n}
n=|

oldugu goriiliir. {g,,}, i>1, rasgele degiskenleri pozitif degerli, bagimsiz ve aym tiir

dagilima sahip olduklar igin

i[E(e"‘"" N"P{N, =n}=

n=l
= 3 [0 (I P{N, =n} = ¥, (¢, (k)
n=|

yazilabilir. Ozetle, 1, smr fonksiyonelinin Laplace doniisiimii asagidaki sekilde
gosterilebilir:
@ (k) =¥y (9 (k)), k=0.
Bununla da Teorem 16’nin ispati tamamlanmug olur. | 2
Teorem 16 dan sonug olarak, T, sinr fonksiyonelinin ilk d6rt momenti igin agagidaki

kesin ifadeler elde edilebilir.
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TEOREM 17. &, ve N rasgele degigkenlerinin ilk dért momentleri var ve sonlu ise
bu takdirde 7, sir fonksiyonelinin de ilk doért momenti var ve sonludur. Ayrica, bu
momentler agagidaki sekilde yazilabilirler:

1) E(t,) = o,E(N),

2-) E(t}) = a{E(N?) + (o, [ )E(N),

3-) E(t}) = ¢{E(N*) + 3a, (o, —a )E(N?) + (22t} — 3,00, + ;) E(N),

4-) E(t)) =a/E(N*) + 60’ (a, —a2)E(N?) +

+(1a; —18a’a, + 40,0, +32)E(N?) +
+(=60.* +120 %0, — 4o, — 30 + o JE(N).

Burada, o, =E(€}), i=1,234 dur.

ISPAT. N rasgele degiskeninin ilk dért momenti meveut ve sonlu oldugu i¢in z —» 1
iken asagidaki asimptotik a¢ilim yazilabilir:

P (M) R490)

\VN(z)=lP(1)+——NT!—(z—1)+ o (z-1)*

g (4)

3'(1) 1y 4 (1)(2 D*+o((z-1)")
W (2) = 1+E(N)( 1)+E—[—N(—;\I‘——l)](z—l)z

(ENNDOD,_y ENON-DO DD ey,

Dolayisiyla, k — 0 iken asagidaki asimptotik agilim yazilabilir:

E[N’]-E(N)

> [o (k) - 17’

Fy (0, (k) =1+ E(N)[g, (k) -1]+
L EIN(N-D(N-2)]
3

E[N(N = 1)(N = 2)(N —3)]
" 41 [

[p (k) -1°

0, (k) ~11* +o([o, (k) ~1]*).

£, rasgele degiskeninin ilk dort momenti mevcut ve sonlu oldugu igin k — 0 iken
@, (k) igin asagidaki asimptotik agilim yazilabilir:
2. 3 4

k k
— k& y 1 > e 4
¢ (k)=E(e™™)=1~ka, + Y o, Y o+ 2l a, +ok").
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Buradan,
kZ 3 4 .
(pg(k)—l =—k(x, -I-E(X.2 —“?‘)"—(1,3 +'4—'0L4 +o(k"),
k? k’ Kk
2
[o: (k) —1" =[-ka, "‘E"az '3_!0‘3 +T!0‘4 +o(k)]* =

4
=o'k ~o,0,k’ +%'—(20c,oc3 +%a§)+o(k4),

k2 3 :
[(Pg(k)"l]z = [—k(x,l +E(X,2 —?a:; +?(X4 +0(k4)]3 -

=-k’a} ~1-%k4oc,zot2 +o(k*),

kZ 3 4
4 —_— — —
[o, (k) —1]" =[-ko, + o %2 T % T +o(k)]* =
=k'a} +o(k*)
oldugunu gérmek zor degildir. Boylece,
kZ 3 4
Wy (9, (k) =1+ E(N)[-ka, +EOLZ 5 —a, +?a4 +o(k )]+
AN 4
+E—(Ii—)£'~5(—l—\g[afk2 - o0,k +-l;—'(2(1.]0(.3 +%oc§)+o(k4)]+
N E(N?*)-3E(N?)+2E(N)
3
. E(N*)-6E(N?) +11E(N?)-6E(N)
4!

yazilir. Parantezler agilir ve sadelestirmeler yapilirsa,

[~ak’® + l; aia, +o(k*)]+

[k*o} +o(k*)]

2

Pylo, (k)] =1-ka,E(N) + %,—{%E(N) +aZ[E(N?)~ EQN)]{-

3

- 1‘3—; {0, E(N) + 30,0, [E(N?) - E(N)] + o} [E(N®) - 3E(N?) + 2E(N) ]} +

4

+l;—'{a4E(N)+(40L,oc3 +3a))[E(N?) - E(N)] + 60}, [E(N*) = 3E(N?) + 2E(N)] +

+ o/ [E(N*) = 6E(N®) + 11E(N?) - 6E(N)]}+ o(k*)

elde edilir. Diger taraftan, k — 0 iken

Fylo (k)] =1- kE(Y1)+ E(YI)——“E(Y.)+—E(Y|)+0(k)
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oldugu bilinmektedir. Boylece,
1-) E(ty) = o E(N),
2-) E(t}) = aE(N?) + (o, —a})E(N),
3-) E(1}) = 0} E(N?) + 30, (., — 0 )E(N?) + (20 — 3,0, + 003)E(N),
4-) E(1}) = a]E(N*) + 60 (a, —af E(N?)
+(11laf ~18a’a, +4a,0, +32)E(N?)
— (60! —120.2a, + 40,0, + 30l — o, )E(N)
elde edilir. Burada o, = E(£}), i=1,2,3,4 dur.
Boylece Teorem 17’nin ispati tamamlanmis oldu. >

NOT. N rasgele degiskeninin ilk dort faktoriyel momenti f.f,,f,,f, ile gosterilsin,

yani
f, =E(N), f, =E[N(N-1)],
f, = EIN(N -1)(N -2)],
f, =E[N(N~D(N-2)(N-3)]
olsun. Bu gosterimler géz oniine alindiginda t, sinir fonksiyonelinin ilk dort baslangig

momenti i¢in asagidaki sonuca varilabilir.
SONUC 11.

E(‘cl) = a‘lfla

E(le) = azfl + (X.szz ,

E(1]) = o, f; +3a,a,f, +oif;,

E(Tf) = a‘4fl + (40&1(1.3 + 30(.%)f2 + 6(1,]2(1.2f3 + (I,I‘f4
dur.

Ozel Durum. 7, rasgele degiskeni A >0 parametreli iki tarafl Gistel dagilima sahip

oldugunda N rasgele degiskeninin ilk dért momenti i¢in agagidaki kesin ifadeler dogrudur.

2
E(N)=%~+ak+l,

E(N?)= %(ak)“ +§(ax)3 +%(ax)2 +3(a) +1,

E(N*) = -1921—0(3096 +%(a?\.)5 +%3~(ax)4 +16(ahr)? +§21(.ax)2 +7(ar) +1,
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277 277 5601 905
E(N*)==—(a\)® + =——(arh)” + ——(a\)® + —(ar)’ +
(N%) 168(a) N (ar) 20 (ar) 10 (ar)

—1685(ax)4 3‘3)5(ax) I;S(a)\.)z+15(a?»)+1

dir. Bu degerler goz 6niinde bulunduruldugunda asagidaki sonuca varilir.

SONUC 12. n, rasgele degiskeni A > 0 parametreli iki tarafli listel dagilima sahip ve
g, rasgele degiskeninin ilk dért momenti sonlu ise bu takdirde t, simr fonksiyonelinin ilk

dort momenti agagidaki kesin ve asikar ifadelerle verilebilir:
E(r) = “H(ah)? +ay @)+,
E(t}) = (i-sz—ocf)(ak)“ + (gocf)(akf +@a? + %)(ax)2 + Q202 +a,)ak+a,,

B = S cad@) + 2 ad @) + (Grod + 2a,a ) +

+(1 1o + 50,0, )(ah)’ +(%+9oc,oc2 + 602 )(ak)? + (ot + 601,01, )ak + oL,

B = S ot @0)® + 2t @y + @77af + 2 ato,)ab)® +
842 63 123 , 5 5
(g o+ 7o (@)’ + (T6a] + == ata, + a0+ ad)En) +

+ (240 +660. 0., +%ala3 +5a2)@r)’ +

+(3602a, + 1200, + 9’ + %)(ax)2 +

+(8a,0, + 60l + 0, )ak + 4o, +30] + . >

2.11. Normal Dagilim i¢in Simiilasyon Sonuglar

N ve Sy smur fonksiyonellerinin sayisal karakteristikleri i¢in yukarida iki tarafl: tistel

durumunda kesin formiiller elde edilmigti. Fakat bu tir agik ve kesin formiiller diger

dagihmlar icin (basit durumlar hari¢) elde edilememektedir. Ancak [’mnin biiyiik
degerlerinde N ve Sy nin momentleri igin' asimptotik agilimlar elde etmek miimkiindiir.

Ozellikle bilgisayar yardimiyla asimptotik agiliminin katsayilarim belirlemek miimkiindiir.
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Biz bu boliimde m; normal dagilima sahip oldugu durumda bu tiir asimptotik formiiller
elde etmeye calisacagiz. Zayif yakinsaklik teoreminden genel durumda N, Sy smir
fonksiyonellerinin sayisal karakteristikleri ve X(t) ile W(t) siireglerinin ergodik

dagilimlari i¢in asimptotik agilimlarimn birinci terimleri elde edilebilir. Fakat asimptotik
formiillerin yakinlik derecelerini artirmak i¢in yukaridaki karakteristiklerin asimptotik

agtlimlarinin ikinci terimlerini bulmak ¢ok Onemlidir. Bu anlamda, bu alt béliimde n,

rasgele degiskeni N(0,0%) parametreli normal dagilima sahip oldugu durumda N ve Sy
siir fonksiyonellerinin birinci ve ikinci momentleri igin asagidaki sekilde iki terimli
asimptotik a¢ilimlar elde edilmisgtir:

EN=3) +k @), B =2 413y,

ngI =a’+ca0.

Buradaki k;,1; ve c, sabitleri simiilasyon yontemleri uygulanarak yaklasik olarak
agagidaki gibi bulunmuslardir:

| =(—f%—l(a/0), i = (f/l\:)z —%(a/c)2 ve ¢, =%—%

burada a =pB/2, ¢* = Var(n,) dir. B ile B karakteristiginin ampirik degeri gosterilmistir.
1

Not edelim ki ampirik degerler 10 Milyar deneme sonucunda elde edilmislerdir. Kullanilan
bilgisayar programi Ek-3 de sunulmugtur. Burada ise elde edilen sonuglar tablo seklinde

verilmektedir.

Tablo 48. EN, nin simiilasyon degeri ile asimptotik degerinin karsilagtirilmasi

als | EN, k, EN, EN, - EN,|
——.100%
E 1
10 113,2526 1,3253 111 1,98900
12,5 172,4318 1,2945 170 1,41029
14,285 1222,344784 1,2784205 [219,7959 1,14637
16,666 {298,7378 1,2576 296,1111 0,87926
20 424,8738 1,2441 422 0,67639
25 655,9265 1,2369 652,5 ‘ 0,52239
33,333 |1152,20 1,2327 1147,7777 10,38381
50 2560,27056 1,2054114 |2555 0,20586
80 6498,120 1,2265 6488 0,15574
100 10109,99975 | 1,10 10110 0,00002
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Tablo 49. ENI2 nin simiilasyon degeri ile asimptotik degerinin karsilagtiriimasi
alc | EN? EN? I [EX? - ERZ|
———.100%
Nj

10 21188,5785 20519,2667 4,5219 3,16

12,5 49246,3541 48214,71 4,3808 2,09

14,285 |82041,628128 80647,5913 4,3297 1,69

16,666 | 148265,9833 146436,9341 4,2477 1,23

20 300108 297487,4667 4,1801 0,87

25 716341,1294 711238,5417 4,1682 0,71

33,333 [2212728 2200302,0575 4,1529 0,56

50 10913995,2695 10898241,666 3,9786 0,144

100 170348945,2274 [ 170519266 3,8526 0,099

Tablo 50. ESIZ\I nin simiilasyon degeri ile asimptotik degerinin kargilagtirilmasi

ESY ¢, BSY | |ES% - E8}|
——.100%
SN
a=100; o =10 | 11224,0929 12,24 10117 [9,86
a=100; o =8 10969,7749 9,697749 10117 |7,77
a=100; ¢ =7 10844,4012 8,444012 10117 16,71
a=100; o=6: |10720,4769 7,2 10117 {5,63
a=100; ¢ =5 10597,2945 5,97 10117 4,53
a=100; o =4 10475,2640 4,75264 10117 (3,42
a=100; ¢ =3 10354,8460 3,54846 10117 (2,29
a=100; o =1 10117,13145 1,1713145 10117 {0,001

a/c—>wo iken k;—k;; 1, >1; ve ¢, - ¢, olduklan igin k,,l;,c, bilinmeyen

sabitleri i¢in a/c nin en buyiik degeriné uygun gelen sayilari kabul edecegiz. Yani

k; =1.10; 1, =3.8526; ¢, =1.1713 kabul edilmistir. Dolayisiyla

EN =32 +k,(3) +¢,, k; =1.10;
o (o}

EN? = g(g)“ +1,()? +ey, 1, =3.8526;

ES} =a’ +cjac+¢,, ¢, =1.1713

dir. Buradaki €,€,,€; kalan terimleri tablolardan da goriildiigii gibi 2520 oldugunda
o

toplam bilginin %5 inden fazlasim igermemektedirler. Bu ise uygulamanin ihtiyacim

kargilayabilmektedir.
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Not: Benzer asimptotik agilimlar siirecin kendi karakteristikleri i¢inde elde etmek
miimkiindiir. Ayrica, 1, normal dagilimdan farkl bir dagilima sahip oldugunda da 6nerilen

yontemle benzer iki terimli asimptotik sonuglar elde edilebilir.



3. IRDELEME

Bu ¢alismada, iki bariyerli yari-Makov rasgele yliriiylis siiregleri ele alinmig ve
detaylariyla incelenmigtir. Ele alinan stiregte, [0,B], B > 0 araliginda hareket eden pargacik
bariyerlere ulagtiginda disaridan miidahele ile hareketine araliin rasgele bir noktasindan
devam etmektedir. Bu 6zelligi ile bu ¢aligma literatiirde bulunan bariyerleri yansitan, tutan,
yutan, elastik, v.b. gibi ¢ahsmalardan farkliik gostermektedir. Daha 6nce yapilan
¢alismalarin pek ¢ogu teorik sonuglar igermekte ve elde edilen bu teorik sonuglar
miihendisler, fizikgiler, kimyacilar gibi uygulamacilar tarafindan kullanilamamaktadir. Bu
boslugu doldurabilmek igin c¢alismada asimptotik agilimlar ve simiilasyon sonuglar
verilmistir.

Caligmada m, rasgele degiskeni A >0 parametreli iki tarafl iiste]l dagilima sahip
oldugu 6zel durumda siire¢ ayrintilariyla incelenmistir. Bilinen diger dagilimlar igin benzer
sonuglarin elde edilmesi olduk¢a zordur. Fakat simiilasyon ydntemlerini de kullanarak bir
¢ok dagilim i¢in asimptotik formiiller elde etmek miimkiindiir. Bu bakimdan, bu galigmada
normal dagilim durumunda siirecin ergodik karakteristikleri ve sinir fonksiyonellerinin
sayisal karakteristikleri igin iki terimli asimptotik agihmlar elde edilmistir. Diger
dagilimlar i¢in de benzer asimptotik sonugclar elde edilebilir (6rnegin, n, rasgele degiskeni
Gamma dagilimina sahip iki rasgele degiskeninin farki gseklinde oldugunda vs.). Baslangi¢
rasgele degiskenleri iizerine konulan bagimsizlik sart1 kaldirildiginda benzer problemlere
bakilabilir.



4. SONUCLAR

Stok kontrol, kuyruk ve giivenilirlik teorilerinin bazi 6nemli problemlerinin
¢oziilmesinde kullanilabilen stokastik modeller ve stokastik stiregler teorisi son yillarda
hizli bir gelisme kaydetmektedir. Ozellikle, reel hayatta karsilasilabilecek pek ¢ok ilging
problem Markov ve yari-Markov modellerin yardimiyla ifade edilmekte ve gerekli bir
bigimde ¢ozlimlenmektedir.

Bu calismada ele alinan iki bariyerli yari-Markov rasgele yliriiyiis siireci, bir {Tn}
yenileme siireci ve {Sn} rasgele yiiriiylis siireci yardimiyla matematiksel olarak inga
edilmis ve siireg ile ilgili agagidaki sonuglar elde edilmistir.

1. X(t) siirecinin bir boyutlu dagilim fonksiyonlari {Tn} yenileme siireci ve {Sn}
rasgele yiiriiylis siirecinin olasilik karakteristikleri ile ifade edilmisgtir.

2. X(t) siirecinin toplamsal fonksiyonelinin dagilimimin iki kat (Laplace-Fourier)
dontigtimii elde edilmistir.

3. Baz sartllar altinda X(t) siirecinin ergodik oldugu ispatlanmig ve aym sartlar
altinda siirecin ergodik dagilim {Tn} yenileme siireci ve {Sn} rasgele yiiriiyiis siirecinin
olasilik karakteristikleri ile ifade edilmistir.

4. X(t) stirecinin ergodik dagiliminin karakteristik fonksiyonu N, ve S, sinr
fonksiyonellerinin yardimiyla ifade edilmistir.

5. X(t) siirecinin ergodik dagiliminin birinci momenti (E(X)) ve ikinci momenti
(E(X?)) igin kesin formiiller elde edilmistir.

6. m, rasgele degiskeni A >0 parametreli iki tarafli tistel dagilima sahip oldugu
durumda X(t) siireci ayrintilartyla incelenmistir.

7. Genel durumda, X(t) siireci Wald yaklagimiyla incelenmigtir.

8. X(t) siireci igin zayif yakinsama teoremi ifade ve ispat edilmigtir.

9. X(t) siirecinin [0,B] da bulunan bariyerlere ilk kez ulagma ani1 olan 7, in sayisal
ve fonksiyonel karakteristikleri bulunmugtur.

10. m, rasgele degiskeni Normal dagilima sahip oldugunda asimptotik ve simiilasyon

yontemlerinin yardimiyla siirecin sir fonksiyonelleri ve ergodik karakteristikleri igin

asimptotik agilimlar elde edilmistir.



5. ONERILER

Yapilan bu ¢aligmanin agagidaki yonlerde geligtirilmesi ve benzer sonuglarin elde
edilmesi miimkiindiir.

1. {(éi,ni,gi), i=1,2,...} rasgele degisken iicliileri dizisinin bilesenlerinin bagiml
olmasi1 durumunda siirecin yeniden ele alinmasi ve benzer ¢aligmalarin yapilmasi.

2. Siirecin dagilim fonksiyonunun hesaplanmasinin gii¢ oldugu durumlarda dagilim
fonksiyonunun Laplace doniistimiiniin hesaplanmasi.

3. Siirecin bariyerlerine verilen 6zelliklerin degistirilmesi, 6rnegin siirecin baglangi¢
noktasmnin orta nokta yerine [0,f] da tanmimli diizgiin dagiluna sahip bir nokta olarak
degistirilmesi. \

4. Ele alinan stireg i¢in seri seklinde limit teoremlerinin ifade ve ispat edilmesi.

5. Yapilan galismada ortaya konulmus sonuglarin uygulanabilecegi alanlarin tesbiti
ve uygulanmasi.

6. Caligmada ele alinan 6zel dagilimlarin digindaki bazi dagilimlar iginde benzer
hesaplamalarin yapilmast.

7. Elde edilen kesin formiiller ve asimptotik formiiller arasindaki farklarin
degerlendirilmesi.

8. Siirecin ergodik dagiliminin momentleri i¢in iki terimli asimptotik agilimlarin elde
edilmesi.
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EKLER

EK-1. Iki tarafli {istel dagilim durumunda verilmis beta ve lamda degerleri igin
ergodik dagilimin beklenen deger ve varyansimn simiilasyon yontemleriyle ile test
edilmesine ait bilgisayar programi

unit form1pas;

interface

uses
Windows, Messages, SysUtils, Variants, Classes, Graphics, Controls, Forms,
Dialogs, StdCtrls, ExtCtrls, Gauges, Grids;

const
m=1000000;
Betalar:array [0..9] of integer=(1,2,3,4,5,60,70,80,90,100),
lamdalar:array [1..9] of single=(1,2,3,5,10,1/2,1/3,1/5,1/10);
type

TForml = class(TForm)
StringGrid1: TStringGrid;
Labell: TLabel,
Buttonl: TButton;
RadioGroupl: TRadioGroup;
RadioGroup2: TRadioGroup;
OpenDialogl: TOpenDialog;
Button2: TButton;
procedure Button1Click(Sender: TObject);
procedure AktiflikAyarla(Deger:Boolean),
procedure RastgeleSayi(var x1,x2:Extended);
procedure FormCreate(Sender: TObject);
procedure OrtalamaAl;
procedure DurumuKaydet;
procedure islemyap(basl:integer);
procedure GeriYukle;
procedure Button2Click(Sender: TObject);
private
lamda, beta:single;
etta:array of double;
n:integer;
public
¢ Public declarations
end;
var Forml: TForml;
implementation
uses Math;
§SR *.dfim}
procedure TForm1.AktiflikAyarla(Deger: Boolean);
begin
Button1.Enabled:=Deger;
end;
procedure TForm1.Button1Click(Sender: TObject);
begin
islemyap(1);
end;
procedure TForm1.RastgeleSayi(var x1,x2:Extended);
var x:extended;
begin
x:=random;
x1:=(-1)*(1/lamda)*In(1-x); x:=random; x2:=(-1)*(1/lamda)*In(1-x);



103

end;

procedure TForml.FormCreate(Sender: TObject);

begin
StringGrid1.Cells[0,1]:='1. Deneme";
StringGrid1.Cells[0,2]:="2. Deneme";
StringGrid1.Cells[0,3]:='3. Deneme";
StringGrid1 .Cel[s[0,4]:='4. Deneme';
StringGrid1.Cells[0,5]:='5. Deneme";
StringGrid1.Cells[0,6]:='6. Deneme";
StringGrid1.Cells[0,7]:='7. Deneme";
StringGrid1.Cells[0,8]:='8. Deneme";
StringGrid1.Cells[0,9]:='9. Deneme';
StringGrid1.Cells[0,10]:="10. Deneme’;
StringGrid1.Cells[0,11]:='Ortalamalar’;
StringGrid1.Cells[1,0]:="E(X)";
StringGrid1.Cells[2,0]:="E(X)’;
StringGrid1.Cells[3,0]:='Fark";
StringGrid1.Cells[4,0]:='Oran’;
StringGrid1.Cells[5,0]:="V(X)';
StringGrid1.Cells[6,0]:='VT(X)';
StringGrid1.Cells{7,0}:='Fark’;
StringGrid1.Cells{8,0]:='Oran’;

end;

procedure TForm1.OrtalamaAl;

var i,j:integer;

toplam1,toplam2,toplam3,toplam4,toplamS5,toplamé:double;
str:string;

begin
StringGrid1.Cells[1,11]:=Format("%.6f',[beta/2]);
StringGrid1.Cells[5,11]:=StringGrid1.Cells[5,10];
toplam1:=0;
toplam2:=0;
toplam3:=0;
toplam4:=0;
toplam5:=0;
toplam6:=0;

for i:=1 to 10 do

begin
toplaml:=toplam1+StrToFloat(StringGrid1.Cells{2,i});
toplam?2:=toplam2+StrToFloat(StringGrid1.Cells[3,i]);
str:=StringGrid1.Cells[4,i]; delete(str,1,1);
toplam3:=toplam3+StrToFloat(str);
toplam4:=toplam4+StrToFloat(StringGrid1.Cells[6,i]);
toplamS5:=toplam5-+StrToFloat(StringGrid1.Cells[7,i]);
str:=StringGrid 1.Cells[8,i]; delete(str,1,1);
toplamé6:=toplam6+StrToFloat(str);

end;
StringGrid1.Cells{2,1 1]:=Format('%.6f",[toplam1/10]);
StringGrid1.Cells[3,11]:=Format('%.6f,[toplam2/10]);
StringGrid1.Cells[4,1 1]:=Format('%% %.6f,[toplam3/10]);
StringGrid1.Cells[6,1 I ]:=Format('%.6f,[toplam4/10]);
StringGrid1.Cells[7,1 1]:=Format('%.6f,[toplam5/10]);
StringGrid1.Cells[8,11}:=Format('%% %.6f,[toplam6/107);

end;

procedure TForm!.DurumuKaydet;

var yol,str:string; i,j:integer; dosya:TextFile;

begin
yol:=ExtractFilePath(Application.ExeName);
yol:=yol+'Veri'tinttostr(RadioGroup1.Itemindex);
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if RadioGroup2.ItemIndex=9 then
yol:=yol+'Lamda'+FloatToStrF(lamda,ffGeneral,2,0)

else
yol:=yol+'Lamda"tinttostr(RadioGroup2.ItemIndex);
yol:=yol+'.csv';
AssignFile(dosya,yol);
try
str:="Beta;+floattostr(beta)+';Lamda;+floattostr(lamda);
Rewrite(dosya);
Writeln(dosya,str);
for i:=0 to StringGrid1.RowCount-1 do
begin
str:=";

for j:=0 to StringGrid1.ColCount-1 do
str:=str+StringGrid 1 .Cells[j,i]+;";
delete(str,length(str),1);
Writeln(dosya,str);
end;
finally
CloseFile(dosya);
end; end;
procedure TForml.islemyap(basl: integer);
var ort,gvary,vary,y:Extended; x1,x2,x:Extended;
i,j,k,Lb:integer;
t:int64;
yol,str:string;
counter:Cardinal,
ka]anzaman:inthll;

begin
AktiflikAyarla(false);
setlength(etta,m);
Randomize;
try
if RadioGroup2.ItemIndex<>9 then
lamda:=lamdalar[RadioGroup2.ItemIndex+1];
for I:=1 to 9 do
begin

beta:=betalar[RadioGroup1.ItemIndex];
if RadioGroup2.ItemIndex=9 then
lamda:=lamdalar{l];
if lamda<1 then

n:=40000
else

n:=10000;
for k:=basl to 10 do
begin

Labell.Caption:=format('%d. Deneme (Beta=%3.2f,Lamda=%3.3f)',[k,beta,lamda]);
Label1l.Refresh;
counter:=GetTickCount;
for j:=0 to m-1 do
begin
etta[j]:=beta / 2;
for i:=1 ton do
begin
RastgeleSayi(x1,x2);
etta[j]:=etta[j]+(x1-x2);
if (etta[j]>beta) or (etta[j]<0) then etta[j]:=beta/2;
end;
if ((j mod 50)=0) and (j>>0) then
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begin
b:=GetTickCount-counter;
kalanzaman:=(int64(m)*b) div j;
kalanzaman:=kalanzaman-b;
kalanzaman:=kalanzaman div 1000;
b:=kalanzaman div 60;
kalanzaman:=kalanzaman mod 60;
label1.Caption:=Format('Kalan Zaman=%02d:%02d:%02d sn, %d',[b div 60,b mod 60,kalanzaman,j]);
labell.Refresh;
end; end;
MeanAndStdDev(etta,ort,vary);
vary:;=sqr(vary);
gvary:=Power(beta/2,3)*((beta/2)+(4*(1/lamda)));
gvary:=gvary/(6*(sqr(beta/2)+(beta*(1/lamda))+(2*sqr(1/lamda))));
StringGrid1.Cells[ 1,k):=Format('%.6f,[beta/2]);
StringGrid1.Cells[2,k}:=format('%.6f",[ort]);
StringGrid1.Cells[3,k]:=Format('%.6f,[(beta/2)-ort]);
StringGrid1.Cells[4,k]:=Format('%% %.6f',[(abs((beta/2)-ort)/(beta/2))*100]);
StringGrid1.Cells[5,k]:=Format("%.6f,[gvary]);
StringGrid1.Cells[6,k]:=Format('%.6f,[ vary]);
StringGrid1.Cells[7,k]:=Format('%.6f,[gvary-vary]);
StringGrid1.Cells[8,k}:=Format('%% %.6f ,[(ABS(gvary-vary)*100)/gvary]);
StringGrid1.Refresh;
DurumuKaydet;
end;
OrtalamaAl;
DurumuKaydet;
StringGrid1.Refresh;
if RadioGroup2.itemIndex<>9 then break;
end;
finally
AktiflikAyarla(true);
end; end;
procedure TForm1.GeriYukle;
var dosya:TextFile;
str:string;
strlist: TStringList;
p:integer; sat:integer;

begin
if OpenDialog1.Execute then
begin
AssignFile(dosya,OpenDialogl.FileName);
strlist:=TStringList.Create;
try
reset(dosya);
ReadIn(dosya,str);
while str<<" do
begin
p:=pos(’;',str);
if p<0 then begin
strlist. Add(copy(str,1,p-1));
Delete(str, 1,p);
end
else
begin
strlist. Add(str);
str=";
end;

end;
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beta:=StrToFloat(strlist[1]);
for p:=0 to 9 do
if Betalar[p]=beta then
RadioGroupl.ItemIndex:=p;
lamda:=StrToFloat(striist[3]);
for p:=1to 9 do
if lamdalar[pJ=lamda then
RadioGroup2.ItemIndex:=p-1;

readIn(dosya,str);
sat:=1;
while not Eof(dosya) do
begin
readin(dosya,str);
strlist.Clear;
while str<" do
begin
p:=pos(;'str);
if p<>0 then begin
strlist. Add(copy(str,1,p-1));
Delete(str, 1,p);
end
else
begin
strlist. Add(str);
str:=";
end; end;

StringGrid 1.Cells[1,sat]:=strlist[1];
StringGrid1.Cells[2,sat]:=strlist[2];
StringGrid1.Cells[3,sat]:=strlist[3];
StringGrid1.Cells[4,sat]:=strlist[4];
StringGrid1.Cells[5,sat]:=strlist[5];
StringGrid1.Cells[6,sat]:=strlist[6];
StringGrid1.Cells[7,sat]:=strlist[7];
StringGrid1.Cells[8,sat]:=strlist[8];

inc(sat);
end;
finally
CloseFile(dosya);
strlist.Destroy;
end; end;
islemyap(sat);
end;
procedure TForm1.Button2Click(Sender; TObject);
begin
GeriYukle;

end; end.
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EK-2. iki tarafli istel dagilim durumunda elde edilen verilere gore
cizilmesine ait bilgisayar programi

<?
for($i=0;$i<=8;$i++)
{
for($b=0;$b<=9;8b-++)

{

$string="Veri".$b."Lamda".$i.".csv";
$fp=fopen("BETA=".(($b+1)*10)."/" $string,"r");

for($k=0;8k<=12;8k++){ $satir[$k]=fgets($fp); }
$ele=explode(";",$satir[$k-17);

SEX[$i][$b]=Sele[1];
$EX1[$i][$b]=%ele[2];
SEEX[$il[Sb]=$ele[3];
$oEX[$i][$b]=Sele[4];
$VX[$i][Sb]=str_replace(",","." Sele[5]);
$var[$b]=$VX][$il[$b];
$VTX][S$i][$b]=str_replace(",",".",$ele[6]);
Svart[$b]=$VTX[$i][$b];
$EVX[S$i][$b]=Sele[7];
$oVX[$i][$b]=Sele[8];

settype($V X[$i][$b],"double");settype($VTX[$i][$b],"double");
} |
fclose($1p);
$VMAX[$i]=max($var);
settype(SVMAX]$i],"double");

SVTMAX([$i]=str_replace(",",".", max($vart));
settype($VTMAX[$i],"double");

}

$i=8;
$genislik=465;
$yukseklik=240;

$simaj=imagecreate($genislik,$yukseklik);

$siyah=imagecolorallocate($simaj,0,0,0);
$beyaz=imagecolorallocate($simaj,255,255,255);
$mavi=imagecolorallocate($simaj,0,0,255);
$pembe=imagecolorallocate($simaj,250,0,200);

imagefill($simaj,0,0,$beyaz);

imageline($simaj,40,0,40,$yukseklik, $siyah);
imageline($simaj,40,0,37,5,8siyah);
imageline($simaj,40,0,43,5,8siyah);
imageline($simaj,30,$yukseklik-13,430,8yukseklik-13,$siyah);
imageline($simaj,430,8yukseklik-13,427, $yukseklik-16,8siyah);
imageline($simaj,430,8yukseklik-13,427,$yukseklik-10,$siyah);

for($j=1;$j<=10;8j++){
imagestring($simaj,2,40+(37*$j),$yukseklik-11,8j*10,$siyah);
}

grafiklerin
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imagestring($simaj,2,32,$yukseklik-11,"0",$siyah);
imagestring($simaj,1,1,1,"VAR(X)",$siyah);
imagestring($simaj,1,1,14,$VMAX[$i],8siyah);
imagestring($simaj,2,433,$yukseklik-11,"Beta” $siyah);

}

$xeski=40+37;
$yeski=($yukseklik-23)-(((Syukseklik-23)*$VX[Si][0])/SVMAX[$i])+10;

$yeskil=(Syukseklik-23)-(((Syukseklik-23)*$VTX[$i][0]/SVTMAX[$i])+10;

for($j=1;8j<=9;3j++){
$x=40+(37*($j+1));

$y=(Syukseklik-23)-(((Syukseklik-23)*$VX[$il[$i]/SVMAX[S$i])+10;
$y1=(Syukseklik-23)-(((Syukseklik-23)*$ VT X[$i][${])/SVTMAX[Si])+10;

if (abs($VX[$i1[$j1-SVTX[Si][$j1)>0.01) {
if SVX[SII[$>SVTX[SI[$iD{ Sy1=8y1-4; }
else {$y1=8yl+4;}

}
else if ((abs(SVX[S$il[$i]-SVTX[$i][$j])<=0.01)&&
(abs(SVXI[Sil[$j]-$VTX[$i][$j])>0.001)) -

if (SVX[$i][$j1>SVTXISi][$iD){ Sy1=8y1-3; }
else {$y=8y1+3;}

}

else if ((abs(SVX[Si][$j]-SVTX[$il[$i])<=0.001)&&
(abs(SVX[S$il[$j1-SVTX[$il[$j])>0.0001))

{

if SVX[Si[$j>SVTX[Sil[$i){ Sy1=8yi-2; }
else {Syl=8y1+2;}
}

else if (abs(SVX[Si}[$j]-SVTX[$i][$j])<=0.0001) {
if VXSS SVTX[SiI[SiD{ Syl=8y1-1;}
else {$y1=8y1+1;}

}

imageline($simaj,$xeski,Syeski,$x,8y,$pembe);
imageline($simaj,$xeski,$yeskil,$x,$y1,$mavi);

$xeski=$x;
$yeski=8y;$yeskil=$y1;

header("Content-type:image/jpeg™);
imagejpeg($simaj);
imagedestroy($simaj);

r
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EK-3. Normal dagilim durumunda sabitlerin elde edilmesine ait bilgisayar programi

unit form1pas;

interface

uses
Windows, Messages, SysUtils, Variants, Classes, Graphics, Controls, Forms,
Dialogs, StdCtrls, TeEngine, Series, ExtCtrls, TeeProcs, Chart, Grids, math;

const
BetaAlt=0;
wtAlt=-1;
n:cardinal=10000;
EtiketBasligi="%d:%d:%d siire kaldi';
type

TForm1 = class(TForm)

Panell: TPanel;

Panel2: TPanel,

StringGrid1: TStringGrid;

Panel4: TPanel,

Labell: TLabel;

Buttoni: TButton;

Button2: TButton,

Splitter3: TSplitter;

Label2: TLabel;

ComboBox1: TComboBox;

Label3: TLabel;

ComboBox2: TComboBox;

Splitter6: TSplitter;

StringGrid2: TStringGrid;

Label4: TLabel,;

Editl: TEdit;

Label5: TLabel,

Edit2: TEdit;

Label6: TLabel;

Edit3: TEdit;
procedure Button1Click(Sender: TObject);
procedure Button2Click(Sender: TObject);
private
procedure RastgeleSayi(var x1.x2:Extended);
procedure IslemYap;
procedure AddToArray(beta:extended);
procedure Sifirla;
procedure GridBasligi;
procedure GridGuncelle;
function F(x:extended):Extended;
function Fl(x:extended):Extended;
function F2(x:extended):Extended;
function F3(x:extended):Extended;
function q(x:extended):Extended;
function ql(x:extended):Extended;
function q2(x:extended):Extended;
function QW(x:Extended):Extended;
function G1(x:Extended):Extended;
function G2(x:Extended):Extended;
function G3(x:Extended):Extended;
function QWD(x:Extended):Extended;
function EFBul(index:integer):Extended;
function RunningwtBul(index:integer):Extended;
function RealVaryans(Beta,lamda:extended):Extended;
function RealOrtalama(Beta: Extended): Extended;
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Procedure Alfalar(var al,a2,a3:Extended);
procedure BetaLamda;
public
BetaAraliklar:array of double;
betadag:array of double;
wtdag:array of double;
wtAraliklar:array of double;
lamda:extended;
Beta:extended,;
a:Extended;
m:int64;
toplam,karetoplam:extended;
toplam1,karetoplam1:extended;
EX1,VX1,EX2,VX2:extended;
end;
var
Forml1: TForml;
implementation
{$R *.dfin}
{ TForm1 }
procedure TForm1.RastgeleSayi(var x1, x2: Extended);
var
x:extended;

begin
X:=random;
x1:=(-1)*(1/lamda)*In(1-x);
x:=random,;
x2:=(-1)*(1/lamda)*In(1-x);
end; ‘
procedure TForm!.Button [ Click(Sender: TObject);
begin

if (ComboBox1.ItemIndex<0) or (ComboBox2.Itemindex<0) then
raise Exception.Create('Gerekli Bilgileri Tam Olarak Girmelisiniz');
BetalLamda;
IslemYap;
end;
procedure TForm1.IslemYap;
var
startnokta:extended;
i,j:integer;
basl:int64;
gecen:int64;
kalan:cardinal;
x,y:extended;
s,d,sn:Cardinal;
begin
Sifirla;
SetLength(betadag,length(BetaAraliklar));
SetLength(wtdag, length(wtAraliklar));
Sifirla;
basl:=GetTickCount;
Randomize;
toplam:=0;toplam1:=0;
karetoplam:=0;karetoplam1:=0;
for i:=1 to m do
{0}begin
startnokia:=a;
for j:=1 to n do
{1}begin
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RastgeleSayi(x,y);
startnokta:=startnokta-+(x-y);
if (startnokta>Beta) or (startnokta<Q) then
startnokta:=a;
{1}end;
toplam:=toplam-startnokta;
karetoplam:=karetoplam-+(startnokta*startnokta);
AddToArray(startnokta);
gecen:=GetTickCount-basl;
kalan:=(m*gecen) div i;
kalan:=kalan-gecen;
kalan  :=kalan div 1000;
d:=kalan div 60;
si:=Kalan mod 60;
s:=d div 60;
d:=d mod 60;
Labell.Caption:=Format(EtiketBasligi,[s,d,sn]);
label1.Refresh;
{O}end;
EX1:=toplam/m;
VX1:=karetoplam/m-(EX1*EX1);
GridBasligi;
GridGuncellg;
Button2.Click;
end; 4
procedure TForm!.AddToArray(beta: extended);
label i
farkhes; !
var
izinteger;
fark:extended;
begin
if beta<BetaAlt then goto farkhes;
for i:=0 to Length(BetaAraliklar)-1 do
begin
if beta<betaAraliklar[i] then
begin
betadag{i]:=betadag[i]+1;
break;
end;
end;
farkhes:
fark:=beta-a;
fark:=fark/a;
if fark<wtAlt then exit;
for i:=0 to length(wtAraliklar)-1 do
begin
if fark<wtAraliklar[i] then
begin
wtdag{i]:=wtdag[i]+]1;
break;
end;
end;
end;
procedure TForm|.Sifirla;
var
i:integer;
asay:integer;
artim:Double;
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kusur:Double;
begin
for i:=0 to Length(wtdag)-1 do
wtdag[i]:=0;
for i:=0 to Length(betadag)-1 do
betadag][i}:=0;
asay:=StrTolntDef(Edit1.Text,10);
setlength(BetaAraliklar,asay);
artim:=Beta/asay;
for i:=1 to asay do
BetaAraliklar[i-1]:=artim*i;
asay:=StrTolntDef(Edit3.Text,20);
SetLength(wtAraliklar,asay);
wtAraliklar[0]:=wtAlt+2/asay;
for i:=1 to asay-1 do
begin
wtAraliklar[i]:=wtaraliklar[0]+i*(2/asay);
kusur:=frac(wtAraliklar[i]);
kusur:=kusur*asay;
kusur:=abs(kusur);
if (kusur>=0) and (kusur<=0.00000001) then
wtAraliklar[i]:=Round(wtaraliklar[i]*asay)/asay;

end;

m:=StrTolntDef(Edit2.Text, 10000000);
end;
procedure TForm1.Button2Click(Sender: TObject);
var

f:TextFile;

i,j:integer;
begin

AssignFile(f,ExtractFilePath(Application. ExeName)+'Betalar.csv');
try

rewrite(f);
for i:=0 to StringGrid1.RowCount-1 do
begin

for j:=0 to StringGrid1.ColCount-1 do
Write(f,stringgrid1.cells[},i],";");
Writeln(f,");

end;
finally
CloseFile(f);
end;
AssignFile(f,ExtractFilePath(Application. ExeName)+'wtler.csv');
try
rewrite(f);
for i:=0 to StringGrid2.RowCount-1 do
begin

for j:=0 to StringGrid2.ColCount-1 do
Write(f,stringgrid2.cells[j,il,;");
Writeln(f,");

end;

finally
CloseFile(f);

end,

end;

procedure TForm1.GridBasligi;

begin
StringGrid1.Cells[0,0]:="X(t) nin degeri’;
StringGrid1.Cells[1.0]:="Teorik";
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StringGrid1.Cells[2,0]:='Simiilasyon';
StringGrid1.Cells[3,0]:='F1(x)';
StringGrid1.Cells[4,0]:='Delta Sim-Teo (%)';
StringGrid1.Cells[5,0]:="Delta F1(x)-Teo (%)';
StringGrid1.Cells[6,0]:='Delta F1(x)-Simiilasyon (%)’;
StringGrid2.Cells{0,0]:='w(t) nin degeri';
StringGrid2.Cells{1,0]:='Teorik";
StringGrid2.Cells[2,0]:='Simillasyon';
StringGrid2.Cells[3,0]:="G1(x)";
StringGrid2.Cells[4,0]:='Delta Sim-Teo (%)';
StringGrid2.Cells[5,0):='Delta G1(x)-Teo (%)';
StringGrid2.Cells[6,0]:="Delta G 1-Simiilasyon (%)";

end;
procedure TForm1.GridGuncelie;
var
i:integer;
ep,d,x,fx,fx1:extended;
dl,d2,al,a2,a3:extended;
begin

StringGrid1.RowCount:=length(betadag)+3;
for i:=1 to StringGrid1.RowCount-3 do
begin
if i=1 then
begin
x:=(betaaraliklar[0]);
fx:=f(betaaraliklar[0]);
fx 1 :=(Betaaraliklar[0]);
end
else
begin
x:=betaaraliklar[i-17;
fx:=f(betaaraliklar[i-1]);
fx1:=q(betaaraliklar[i-1]);
end;
StringGrid1.Cells[0,i]:=FloatToStr(x);
StringGrid1.Cells[ 1,i}:=Format('%.6f,{fx]);
StringGrid1.Cells{2,i]:=Format('%.6f,[efbul(i-1)]);
StringGrid1.Cells[3,i]:=Format("%.6f,[F1(x)]);
d:=(fx-(efbul(i-1)))/fx;
d:=d*100;
d:=abs(d);
StringGrid1.Cells[4,i]:=Format('%.6f,[d]);
di=(&x-f1(x))/fx;
d:=d*100;
d:=abs(d);
StringGrid1.Cells[5,i]:=Format('%.6f',[d]);
d:=(efbul(i-1)-f1(x))/efbul(i-1);
d:=d*100;
d:=abs(d);
StringGrid1.Cells[6,i]:=Format('%.6f,[d]);
end;
StringGrid1.Cells[ 1,StringGrid 1.RowCount-2]:='E(X)';
StringGrid1.Cells[2,StringGrid1.RowCount-2]:="E(X)';
StringGrid1.Cells[3,StringGrid . RowCount-2]:='Fark’;
StringGrid1.Cells{4,StringGrid1.RowCount-2]:='Oran (%)";
StringGrid1.Cells[5,StringGrid | .RowCount-2]:='V(X)';
StringGrid1.Cells[6,StringGrid 1.RowCount-2]:="VT(X)"
StringGrid1.Cells[7,StringGrid 1. RowCount-2]:='Fark’;
StringGrid1.Cells[8,StringGrid1.RowCount-2]:='Oran (%)";
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StringGrid1.Cells[1,StringGrid 1. RowCount-1]:=Format('%.6f,[RealOrtalama(Beta)]);
StringGrid1.Cells[2,StringGrid1.RowCount-1]:=Format('%.6f,[EX1]);

StringGrid 1.Cells[3,StringGrid 1.RowCount-1]:=Format('%.6f,[abs(RealOrtalama(beta)-EX1)]);
StringGrid1.Cells[4,StringGrid1.RowCount-1]:=Format('%.6f,[ 100*ABS(RealOrtalama(Beta)-
EX1)/RealOrtalama(Beta)]);

StringGrid1.Cells[5,StringGrid1. RowCount-1]:=Format('%.6f,[RealVaryans(Beta,lamda)]);
StringGrid1.Cells[6,StringGrid 1.RowCount-1]:=Format('%.6f,[ VX1]);
StringGrid1.Cells[7,StringGrid1.RowCount-1]:=Format('%.6f,{abs(Real Varyans(beta,lamda)-
VXDHD;

StringGrid1.Cells[8,StringGrid 1.RowCount-

1]:=Format('%.6f,[ 100* ABS(Real Varyans(beta,lamda)-VX1)/Real Varyans(Beta,lamda)]);
StringGrid2.RowCount:=length(wtdag)+1;

for i:=1 to StringGrid2.RowCount-1 do

begin
if i=1 then
begin
x:=wtaraliklar[0];
fx:=QW(wtaraliklar[0]);
end
else
begin
x:=wtaraliklar[i-1];
fx:=QW (wtaraliklar[i-1]);
end;
StringGrid2.Cells[0,i]:=Format('%.6f,[x]);
StringGrid2.Cells[ 1,i]:=Format('%.6f,{fx]);
StringGrid2.Celis[2,i]:=Format('%.6f,[ RunningwtBul(i-1)]);
StringGrid2.Cells[3,i]:=Format('%.6f,[]QWD(wtaraliklar[i- 1])]);
d:=abs(fx-QWD(wtaraliklar[i-1]))/fx;
StringGrid2.Cells[5,i]:=Format('%.6f,[d* 100]);
d:=abs(RunningwtBul(i- 1)-fx)/fx;
StringGrid2.Cells[4,i]:=Format('%.6f',[d*100]);
d:=abs(QWD(wtaraliklar[i- 1 })-RunningwtBul(i-1))/RunningwtBul(i-1);
d1:=QWD(wtaraliklar[i-1]);
d2:=QW(wtaraliklar[i-1]);
StringGrid2.Cells[6,i}:=Format('%.6f,[d*100]);
end;
end;

procedure TForm1.Alfalar(var al, a2, a3: Extended);

var

begin

end;

payda:extended,;

al:=(a*lamda)*(a*lamda);
payda:=(al+(2*a*lamda)+2);
al:=al/payda;
a2:=(2*a*lamda)/payda;
a3:=2/payda;

function TForm1.F1(x: extended): Extended;

begin

if x<0 then Result:=0

else if x<a then

Result:=(x*x)/(2*a*a)

else if x<beta then

result:=1-(((2*a-x)*(2*a-x))/(2*a*a))

else Result:=1;

end;

function TForm1.F2(x: extended): Extended;

begin
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if x<0 then Result:=0
else if x<beta then result:=(x)/(2*a)
else result:=1;

end;
function TForm1.F3(x: extended): Extended;
begin
if x<=a then result:=0 else result:=1;
end;
function TForm1.F(x: extended): Extended;
var
al,a2,a3:extended;
begin
Alfalar(al,a2,a3);
result:=al *F1(x)+a2*F2(x}+a3*F3(x);
end;
function TForm1.EFBul(index: integer): Extended;
var
i:integer;
begin
result:=0;
if index=0 then result:=betadag[index)/m
else

for i:=0 to index do
result:=result-+betadag[i]/m;
end;
function TForm1.RunningwtBul(index: integer): Extended;
var

i:integer;
begin

result:=0;

if index=0 then result:=wtdag[index]/m
else

for i:=0 to index do
result:=result+wtdag[i]/m;

end;
procedure TForm1.BetaLamda;
var
atr:string;
Ist: TStringList;
begin
Beta:=StrToFloat(ComboBox1.Items{ComboBox .itemindex]);
a:=Beta/2;
atr:=ComboBox2.Items[ComboBox2.itemindex];
Ist:=TStringList.Create;
try

Ist.Delimiter:="/",
Ist.Delimited Text:=atr;

if Ist.Count=1 then
lamda:=StrToFloat(Ist[0])

else

lamda:=StrToFloat(Ist{0])/StrToFloat(lst[1]);
finally

Ist.Free;
end;
end;

function TForm1.G1(x: Extended): Extended;
begin

if x<-1 then Result:=0
else if x<0 then Result:=((x+1)*(x+1))/2
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else if x<1 then Result:=1-(((1-x)*(1-x))/2)

else Result:=1;

end;

function TForm1.G2(x: Extended): Extended;

begin

end;
begin
end;
var

begin

end;
begin
end;
var

begin

end;

begin

end;

begin

end;

begin

end;
begin

end,
end.

if x<-1 then Resuit:=0

else if x<1 then Result:=((x+1))/2

else Result:=1;

function TForm1.G3(x: Extended): Extended;
if x<=0 then Result:=0 else Result:=1;

function TForm1.QW(x: Extended): Extended;
al,a2,a3:Extended;

Alfalar(al,a2,a3);
Result:=al*G1(x)+a2*G2(x)+a3*G3(x);

function TForm1.QWD(x: Extended): Extended;
result:=g1(x);

function TForm1.q(x: extended): Extended;
al,a2,a3:extended,;

alfalar(al,a2,a3);
Result:=al*q1(x)+a2*q2(x);

function TForml.q1(x: extended): Extended;
if x<0 then Result:=0

else if x<a then Result:=x/(a*a)

else if x<Beta then Result:=(2*a-x)/(a*a)

else Resuit:=0;

function TForm1.q2(x: extended): Extended,;
if x<0 then Result:=0

else if x<beta then result:=1/(2*a)

else Result:=0;

function TForm1.RealVaryans(Beta, lamda: extended): Extended;

Result:=Power(beta/2,3)*((beta/2)+(4*(1/lamda)));
Result:=Result/(6*(sqr(beta/2)+(beta*(1/lamda))+(2*sqr(1/lamda))));

function TForm1.RealOrtalama(Beta: Extended): Extended;

result:=Beta/2;
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EK-4. 1, rasgele degiskeninin normal dagima sahip oldugu durumda smir
fonksiyonellerinin momentlerinin hesaplanmasi i¢in kullanilan bilgisayar program

unit form1pas;
interface
uses
Windows, Messages, SysUtils, Variants, Classes, Graphics, Controls, Forms,
Dialogs, StdCtrls, TeEngine, Series, ExtCtrls, TeeProcs, Chart, Grids, math;
const
n:cardinal=20000;
EtiketBasligi="%d:%d:%d siire kald1’;
type
TForm1 = class(TForm)
Panel4: TPanel;
Labell: TLabel;
Label2: TLabel;
Label3: TLabel;
Label5: TLabel;
Button1: TButton;
Button2: TButton;
ComboBox1: TComboBox;
ComboBox2: TComboBox;
Edit2: TEdit;
Label4: TLabel;
procedure Button1Click(Sender: TObject);
procedure Button2Click(Sender: TObject);
private
procedure RastgeleSayi(var x1,x2:Extended);
procedure IslemYap;
procedure Sifirla;
procedure Betasigma;
public
sigma:extended;
Beta:extended;
a:Extended;
m:int64;
toplam,karetoplam:int64;
t31,t4 1:extended,;
toplam|,karetoplam1,t32,t42:extended;
EN1,VNI1,EN2,VN2,en3,end:extended;
al,a2,a3,a4,b1,b2,b3,b4,z,v:extended;
end;
var
Forml: TForml;
implementation
{SR *.dfm}
{ TForm1 }
procedure TForm1.RastgeleSayi(var x1, x2: Extended);
var
x,x3:extended;
begin
x:=1-random;
x3:=1-random;
x1:=sqrt(-2*Ln(x))*cos(2*pi*x3);
xl:=sigma*x1;
end;
procedure TForm1.Button1Click(Sender: TObject);
begin
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if (ComboBox1.ItemIndex<0) or (ComboBox2.ItemIndex<0) then
raise Exception.Create('Gerekli Bilgileri Tam Olarak Girmelisiniz');
Betasigma;

IslemYap;

procedure TForm]1.IslemYap;

var

begin

startnokta:extended;

i,j:integer;

basl:int64;

gecen:int64;

kalan:cardinal;
x1,p,q,y.t:extended;
s,d,sn:Cardinal;
k1,l1:extended;
snl,sn2,sn3,sn4,k2,12:extended;

Sifirla;

basl:=GetTickCount;
Randomize;

t:=a/sigma;

p:=a/sigma;

P=p*p;

q:=a*a,
al:=0;a2:=0;a3:=0;a4:=0;
b1:=0;b2:=0;b3:=0;b4:=0;
toplam:=0;toplam1:=0;
karetoplam:=0;karetoplam1:=0;
t31:=0;t41:=0;t32:=0;142:=0;

for i:=1 to m do

{0} begin
startnokta:=a;
=1

while true do

{1}begin
RastgeleSayi(x1,y);
startnokta:=startnokta+x1;

if (startnokta>Beta) or (startnokta<0) then begin
break;
end;

inc(j);

{1}end;

inc(j);

Z:=i/p;
v:=(startnokta-a)/q;
al:==al+z/m;
a2;=a2+(z*z)/m;
a3:=a3+(z*z*z)/m;
ad:=ad+(z*z*z*z)/m;
bl:=bl+v/m;
b2:=b2+(v*v)/m;
b3:=b3+(v*v*v)y/m;
b4:=b4+(v*v*v¥v)/m;
gecen:=GetTickCount-basl;
kalan:=(m*gecen) div i;
kalan:=kalan-gecen;
kalan:=kalan div 1000;
d:=kalan div 60;
sn:=Kalan mod 60;
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s:=d div 60;

d:=d mod 60;
Labell.Caption;=Format(EtiketBasligi,[s,d,sn]);
labell . Refresh;

{O}end;

ENl1:=al*p;

EN2:=a2*p*p;

en3:=a3*p*p*p;

en4:=ad*p*p*p*p;

VN1:=EN2-(EN1*EN1);

k1:=EN1/;

kl:=k1-t;

k2:=enl-(t*t)-(k1*t);

H:=(EN2/(t*t*t))-(5/3)*t;

12:=(en2/(t*t))-(5/3)*(t*t)-(11 *t);

snl:=b1*q; sn2:=b2*q*q; sn3:=b3*q*q*q; snd:=bd*q*q*q*q;

Label4.Caption:=Format('EN 1=%.61#13#10'EN2=%.61#13#10'EN3=%.61#13#1 0'EN4=%.6{'#13#10'K1=%
6F#13#10'K2=%.67#13#10'L1=%.61#13#10'L2=%.61#13#10'SN1=%.61'#13#10'SN2=%.6f#13#10'SN3=%

61#13#10'SN4=%.6f,
[EN1,EN2,en3,en4, K1,K2,L.1,1.2,sn1,sn2,sn3,sn4]);
Button2.Click;
end;
procedure TForm1.Sifirla;
begin
m:=StrTolntDef(Edit2. Text,10000000);
end;
procedure TForm1.Button2Click(Sender: TObject);
var

f:TextFile;

begin
AssignFile(f,ExtractFilePath( Application. ExeName)+'Sonuc
S="+Floattostr(sigma)-+'.txt');

try
rewrite(f);
Write(f,label4.caption);

finally
CloseFile(f);

end;

end;

procedure TForm1.Betasigma;

var
atr:string;
Ist: TStringList;

begin
Beta:=StrToFloat(ComboBox 1.Items{ComboBox1.itemindex});
a:=Beta/2;
atr;:=ComboBox2.Items[ComboBox2.itemindex];
Ist:=TStringList.Create;

try
Ist.Delimiter:="/";
Ist.Delimited Text:=atr;
if Ist.Count=1 then
sigma:=StrToFloat(Ist[0])

else -
sigma:=StrToFloat(Ist[0])/StrToFloat(ist[ 1]);

finally

Ist.Free;
end; end; end.

="+inttostr(Trunc(beta))+'
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