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OZET

Bu tezde, pratikte bir ¢ok alanda sikg¢a rastlanan bazi nonlineer kismi tiirevli
diferansiyel denklem ve denklemler sistemi igin siireksiz fonksiyonlar sinifinda yeni bir
sayisal yontem Onerilmistir. Bu Onerilen yOntem 2.1. kisimda ana hatlartyla irdelenerek,
2.2. kisimda bir boyutlu birinci mertebeden periyodik smir kogsullu nonlineer probleme
uygulanmugtir.

2.3. kisimda yukarida soziinii ettiimiz yOntem, iki boyutlu birinci mertebeden
nonlineer kismi tiirevli denklem igin Cauchy ve smir deger probleminin stireksiz
fonksiyonlar smifinda sayisal ¢Ozlimtinlin bulunmasi igin gelistirilmistir. Bu amagla,
gergek ¢oziim ele almmus ve ¢6ziimiin baz1 6zellikleri de incelenmistir.

2.4. kisimda Onerilmis yOntem, gaz dinamiginde ve hidrodinamigin bir ¢ok
alanlarinda karsimza ¢ikan genel sekilde verilen bir boyutlu, nonlineer kismi tiirevli
diferansiyel denklem sistemi igin smr deger problemin siireksiz fonksiyonlar simifinda
sayisal ¢oziimiiniin bulunmasina uygulanmstir.

Tezin son kisminda, bu yontem bir boyutlu ikinci mertebeden nonlineer dalga
denkleminin siireksiz fonksiyonlar sinifinda ¢6ziimii i¢in irdelenmistir.

Tezdeki ¢ahigmalarin her birinde kullamlan diferansiyel operatdr faktorize edilmistir.
Faktorize edilmig operatorlerden birinin gekirdekleri smifinda 6zel bir yardimer problem
olusturulmugtur. Bu yardmci problem, bilgisayar hesaplamalar1 agisindan etkin ve
ekonomik algoritmalar gelistirmemizi saglayan, esas problemde bulunmayan avantajlara
sahiptir.

Ayrica, 6nerilmig yontem problemin fiziksel yapisinda ortaya ¢ikan darbe dalgasmmn
olugtugu yeri ve zamam net olarak bulmaya da imkan vermektedir.

Anahtar Kelimeler: Nonlineer Dalga Dagihmi, Darbe Dalgalari, Zayif C6ziim, Siireksiz
Fonksiyonlar Smufinda Sayisal Cozlimler, Subsonik ve Transonik
Akig, Hesaplama Hidrodinamigi, Stireksiz Fonksiyonlar Sinifinda
Sayisal Modelleme.



SUMMARY

Numerical Solutions for Nonlinear Wave Equations in a Class of Discontinuous
Functions

In this thesis, a numerical method for solving nonlinear partial differential equations
and system equations in a class of discontinuous functions which are often met in practice is
suggested. This suggested method is briefly investigated in section 2.1 and applied to an one-
dimensional problem of first ordered partial equation with a periodical boundary condition.

In section 2.3 the mentioned method has been developed to a two-dimensional initial
and boundary value problem which is of first ordered nonlinear partial differential equation in
a class of discontinuous functions. For this aim, the exact solution is structured and some
properties of it are studied.

In section 2.4, the suggested method is further developed to a system of nonlinear
partial differential equations in a class of discontinuous functions which arise in gas-dynamics
problem, and also in many field of hydrodynamics.

In the final section of thesis, the method is studied further for one dimensional, second
ordered nonlinear wave equation in a class of discontinuous functions.

Each differential operator used in each section of the thesis is factorized. A special
auxiliary problem in a class of kernel of one of the factorized operators is introduced. These
auxiliary problems have some advantages over the main problem that provide us to develop
efficient and economical algorithms from computational point of view.

And the suggested method makes it possible to find the position and time evaluation of

a shock wave which originates from the physical nature of the problem.

Key Words: Nonlinear Wave Distribution, Shock Wave, Weak Solution, Numerical Method
in a Class of Discontinuous Functions, Subsonic and Transonic Flow,
Computational Hydrodynamics, Numerical Modeling
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SEMBOLLER DiZINi

operatorler
A nm adjoint operat6rii
A nin ters operatorii

[a,b] de tamml ve siirekli fonksiyonlar uzay:

[a,b] de tamimh ve k. (k> 1) mertebeye kadar siirekli
tiirevlenebilen fonksiyonlar uzay:

Q da tammh, sirasiyla m. ve n. mertebeden siirekli,
diferansiyellenebilen fonksiyonlar uzay:

Q da tanimh, sirasiyla m. ve n. mertebeden siirekli,

diferansiyellenebilen ve O da kompakt tastyictya sahip fonksiyonlar
uzay

Bélgeler

adi fonksiyonlar kiimesi

test fonksiyonlart smifi

M operatériiniin ¢ekirdegi

Mach sayisi

{x,0|x e D,0<t < T} kiimesi

x = (X,,X,,...,x,) noktalarimn Euclid uzay1
R”x[0,T)

u(x) fonksiyonunun tasiyicisi, yani { x:u(x)=0 }

zaman degiskeni

yer degiskeni

u(x,r) fonksiyonunun ¢oziimiine karsilik gelen genisletilmis ¢oziim
u(x,r) fonksiyonunun (x;,,) diigiim noktasindaki yaklasim degeri
u(x,t) fonksiyonunun (x,,t,,,) diigiim noktasindaki yaklasim degeri
u(x,t) fonksiyonunun (x,,,,t,) diigiim noktasmmdaki yaklagim degeri
u(x,t) fonksiyonunun x; degiskenine gére ileri(sag) sonlu fark tiirevi

u(x,t) fonksiyonunun x, degiskenine gore geriye(sol) sonlu fark

tiirevi
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u(x,t) fonksiyonunun ¢ degiskenine gére sonlu fark tiirevi, yani
(U ket ~Uik )/ (2

Laplace operatéorti

(t,x) degiskenlerine gére D’ Alambert operatérii

Dirac fonksiyonu
skaler garpim
o test fonksiyonlar {izerinde olusmug genellestirilmis fonksiyon

Q bolgesini drten ag, burada 7, A sirasiyla zaman ve yer
degiskenlerine gore agin adum olmaktadir

U(X),X550005X; ..., X, ) fonksiyonunun x; degiskenine gdre kismi
tiirevi

u fonksiyonunun x, degiskenine gore ikinci mertebeden kismi tiirevi



1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Kuantum fizigindeki ¢aligmalarin sonucunda, kdkten yeni problemler ortaya ¢ikmaya
baglamasiyla bu problemlerin ¢6ziimii arastumacilari yeni matematiksel yontemler
gelistirmeye yoneltti. Giinlimiizde bu ybnde alman sonuglar, artik bir bilim dali olmak
tizere milkemmellesme donemindedir. Kuantum fiziginde ilkel sonuglar von Neumann’in
ismi ile amlmaktadr. Bu alanda fizik¢iler, matematik¢ilerle ¢alismakla birlikte, her biri
aym zamanda kendi yOntemlerini kullanmaktaydilar. Fizik¢iler, sezgi ve benzerlik (analoji)
prensiplerine, matematikgiler ise mantiga dayah olarak s6z konusu problemleri irdeliyor ve
bunlarmn her ikisi de tabii zorluklar kargisinda kaliyorlardi.

Fizikte Oyle problemler vardir ki, fizikciler onlar1 sadece matematiksel yontemler
yardimi ile ¢6zemezler, matematikgiler ise kendi soyut ¢dziim yontemleri ile reel ve giincel
fiziksel neticelere ulasamazlar. Ornedin, kuantum mekaniginde ¢alisma zorunlulugu,
genellestirilmis fonksiyonlar kavrammin tegkil edilmesi sonucunda yeni matematiksel
kavramlarin olusturulmasma neden olmugtur.

Boylelikle fizik¢ilerin ve matematikgilerin birlikte ¢alismalari hem fizikgiler hem de
matematikgiler i¢in ¢ok avantajli oldu ve sonunda yeni bir “cagdas matematiksel fizik” ana
bilim dah olugtu.

Cagdas matematiksel fizik problemlerinin ¢6ziimiinde Snemli olan konu, hangi
Ozelliklerin fiziksel problemden, hangi Ozelliklerin matematiksel modellerden ortaya
¢iktigim bilmektir. Ciinkii fiziksel problemler genelde nonlineer olmaktadir ve s6z konusu
nonlineerlik yeni fiziksel 6zellikler barmdirmaktadir. Ornegin, dalgalarm dagihm zamam
yeri 6nceden bilinmeyen darbe dalgalarmn olusmasi, kontakt siireksizlikleri, vs. Bu tiir
fiziksel 6zellikleri matematiksel olarak ifade etmek igin klasik matematigin yOntemleri
yetersiz kalmaktadir. Boylelikle, ¢agdas fiziksel problemlerin ¢dziimii yeni matematiksel
yontemler talep etmekle birlikte, modern bilgisayar tekniginin kullanilmasint zorunlu
kilmigtir. Bu nedenle herhangi bir ¢agdas fiziksel problemin ¢dziimiinii arastirmak igin
asagidaki adimlart gerceklestirmek gerekmektedir:



1. Fiziksel problemi yeterince diizgiin ifade edebilen matematiksel modellerin, yani
diferansiyel denklem veya denklemler sisteminin ve uygun baslangic ve(veya) smir
kosullarinin yazilmasi,

2. Matematiksel problemin etkili ¢6ziim algoritmalarinin yazilmas: ve bunlarm
bilgisayarda gerceklestirilmesi;

3. Alman sonuglarm fiziksel yorumlanmasi ve irdelenmesi.

Bu model ¢ercevesinde yapilan isler ¢cagdas matematiksel fizik bilim dalinin teorik
temellerini ¢ok genis sekilde gelistirdi ve §imdi bunlarin yardum ile kuantum fiziginin,
hidrodinamigin , acrodinamigin zor problemleri ¢6ziilmektedir. -

Nonlineer problemleri incelemek igin heniiz genel bir yontem bulunmamaktadir. Bir
nonlineer problem igin gegerli olan bir yontem aym smiftan ama farkh nonlineerlik hali
icin gegerli olmayabilir. Bu nedenle her bir nonlineer problem i¢in 6zel ySntemlerin
olusturulmasi zorunlulugu ortaya ¢gikmaktadir.

1.1.1. Genellestirilmis Fonksiyonlarin Temel Teorisi

Tanmm 1: — <x <o araliginda taniml, reel degerli ve herhangi a < x < b sonlu
araliginda Lebesque anlaminda integrallenebilen fonksiyonlara adi (ordinary) fonksiyon
denir [1].

Tanimdan goriildiigii gibi, her bir a < x<b sonlu araliginda siirekli (6liilebilir)
fonksiyonlar adi fonksiyonlar olmaktadir.

fi(x) ve f,(x) adi fonksiyonlar:1 hemen her yerde f (x)= f,(x) ise, bunlara esit
fonksiyonlardir denir. Adi fonksiyonlar kiimesi E ile gosterilecektir. Adi fonksiyonlarn
toplamn ve keyfi reel sabitle ¢arpmm da adi fonksiyon olur; yani, £ bir lineer uzay
olusturmaktadir. E lineer uzayinda limit kavram da verilebilir.

Eger f,(x), f,(x),..., f,(x),... adi fonksiyonlar dizisi hemen her yerde Ax)

fonksiyonuna yakmsak ve ayrica | f,(x)|< f,(x) ise (burada f,(x) - &nceden bilinen adi

fonksiyondur), bu taktirde Lebesque teoremine gére f{x) limit fonksiyonu da adi fonksiyon
olur.

Diger taraftan, bilinen ve ¢ok gerekli olan diferansiyelleme islemlerini £ de her
fonksiyon igin tammlamak miimkiin degildir. Ornegin, analizden bilinen Weierstrass
fonksiyonu her yerde siirekli ama higbir yerde diferansiyellenemeyen fonksiyondur. Aym



sekilde, bazi adi fonksiyonlar i¢in tiirev mevcut olsa bile (y = Ornegindeki gibi),

1
NE]

tiirevleri mevcut olsa bile f,(x) = f(x) den her zaman f,(x) - f'(x) olmas: da sz

konusu degildir. Bilindigi lizere analitik fonksiyonlar smifinda yukarida sdzii edilen
islemlerin her biri gergeklenir ama bu sumf uygulamalar igin ¢ok dardir. O halde uygulama
bakimmdan arzu edilen durum, tiim adi fonksiyonlan igeren en azindan diferansiyelleme
islemlerinin yiirliyecegi bir smif olusturmaktrr. Ik bakigta, tiirev alma islemleri
tammlanilacak smif dar olacak gibi géziikse de, ashinda bu smuf dar degil, tersine daha da
genisletilmis olacaktr.

Bu bolimde E uzaym, lizerinde tammlanan diferansiyel islemi limit iglemine gére
siirekli olacak sekilde yeni bir smifa genisletilmeden nce, ileriki islerimizde gereken bazi
tamm ve kavramlar verilecektir.

Tanim 2: Supp f(x) = { x| f(x)=0 } kiimesine f fonksiyonunun destegi denir ve
Supp f ile g6sterilir.

Tanmm 3: —o <x <o arahfinda tammh, reel degerli ve her mertebeden siirekli
diferansiyellenebilen ve kompakt destege sahip fonksiyonlar sinifina temel (test)
fonksiyonlar smifi ve bu smfin keyfi elemanina ise temel (test) fonksiyon denir.

Ornek 1: (Sobolev sapkasi)

02

o(x;a) =4¢€ a*-5? ,Ixlka
0, [x|2a

fonksiyonu bir temel (test) fonksiyondur [2].

Temel fonksiyonlarm toplamu ve keyfi reel sayryla ¢arpim yine temel fonksiyon
olur, yani temel fonksiyonlar siufi lineer uzay olusturmaktadir. S6z konusu uzay1 D ile
gosterelim (1) uzay literatiirde bazen K ile de gosterilir) [1].

D uzayinda keyfi ¢(x) temel fonksiyonu ile sonsuz diferansiyellenebilen ve |x| in
yeteri kadar biiylik degerlerinde keyfi artma hizina sahip olan g(x) fonksiyonu ile
(toplamaya gore distribiitiflik 6zelligine sahip olan) carpma iglemi de tanimlanmaktadir.

D uzaymda limit alma islemini tammlayahm. Eger {@,(x) }, (v=12,...,n,...) temel
fonksiyonlar dizisinin tiim elemanlarn ve onlarin keyfi mertebeden tiirevleri herhangi bir



[a,b] arabig: diginda sifira esitseler ve {¢)f,") (x) }, (n=0,1,2,...) dizileri sifira diizgiin
yakmsak olursa, bu taktirde, { @, (x) }, (v=1,2,...) dizisine sifira yakinsak dizi denir.

Simdi ¢, (x) = —l—qJ(x;a) , (v=12,...) dizisini géz 6niine alalim., {¢,(x)}, (v=12,.)
v

D de sifira yakinsaktrr. @, (x) =l¢(£;a) dizisi ise tiim tiirevleri ile birlikte sifira
v v

yakmsaktir; fakat I) de sifira yaknsak degildir. Clinkii, @, (x) lerin hepsinin aym anda
disinda sifira esit oldugu bir [a,b] aralig1 yoktur.

D de {¢V (x)} dizisinin ¢@(x) fonksiyonuna yakmsakligt {(av (x)—(a(x)} dizisinin
sifira yakinsaklig1 anlamina gelmektedir.

Toplama, keyfi reel sayiyla ¢arpma, sonsuz diferansiyellenebilen bir fonksiyonla
arpma islemleri yakinsaklik iglemine gdre siirekli iglemlerdir. Yani D de ¢, > ¢ ve
w, >y ise, herthangi @ ve [ saylan ig¢in D de ag, + Sy, > ap+ fy dr. Aym
zamanda herhangi bir sonsuz diferansiyellenebilen g(x) fonksiyonu icin B de
g(x)g,(x) > g(x)p(x) olmaktadir.

Uyan 1: D uzay1 metriklestirilemez. Diger bir ifade ile, bilinen standart 6zelliklere
sahip p(@,y) uzaklk fonksiyonu I de tammlanamaz. Cinkii, { .} dizisinin ¢ ye
yakmsakligr p(@,,) — 0 bagmtisinin saglanmasina denktir.

Eger D bir metrik uzay,

o 1 a
o080, @,... > o

o™, @™,... > @™
yakmsak dizilerin sistemi ve ayrica @™ — @ olsaydi, her satirdan bir eleman segmekle
elde edilen

1 (2) (m
MR N L

Omnegin, @(x;m) 6rnek 1 deki fonksiyon olmak tizere

v

(m) - l(o(x; m), (v=12,.;m=12,..)
v



olsun. Her bir me N igin (™ -0 dir. Ama {p{™} dizisi sifira yakimsak degildir.
Ciinkii, @™ lerin tiimiiniin diginda sifir oldugu ortak kapalt bir aralik yoktur.

Cesitli yollarla verilebilen genellestirilmis fonksiyon kavramu ilk kez 1936 yilinda
Sobolev, S. L. tarafindan verilmistir [2]. Daha sonralar1 1950-51 yillarinda Schwartz, L.
genellestirilmis  fonksiyon kavramum lineer topolojik wuzaylarm sistemlestirilmesi
problemine uygulamustir [3]. Bu ydntem giiniimiizde ¢ok ilerlemis ve bu konuda oldukga
Onemli bir ¢ok ¢alisma yapilmugtrr.

Genellestirilmis fonksiyonlar teorisinde ikinci yontem “dizisel yaklagim” ydntemidir
[4]. Bu yontemde herhangi bir genellestirilmis fonksiyon bir adi fonksiyonlar dizisinin
limiti olarak alinmaktadir. Bu yontem kolay olmanm yan: sira, fizik¢iler i¢in de bir o kadar
dogal olmaktadwr. Yukarida sé6zii edilen iki yontemin diginda da genellestirilmis fonksiyon
tanmm mevcuttur [5], [6].

1.1.2. Genellestirilmis Fonksiyonlar

D uzay: lizerinde herhangi bir f{x) adi fonksiyonuna karsilik gelen

(f:0)= [fDe(x)ds ., peD (1)

lineer fonksiyoneli gz Oniine alalim [1]. Burada dogal olarak, integralleme aralig1 supp @
lizerinde yogunlagmaktadir.

Bu kavram fonksiyon tanmmumn genigletilmesine olanak saglamaktadir. Onceleri, bir
fonksiyonun tanim aralimmn keyfi noktasinda (veya hemen her yerde) tamimh ve tek
degerli olmas: isteniliyordu, ama simdi goz Oniine alman adi fonksiyonun herhangi bir
temel fonksiyonla ¢arpimmmn integralinin sonucu bizi ilgilendirmektedir. Iste, biz bu
integrali genellestirilmis fonksiyon olarak isimlendirecegiz.

Bu arada, fonksiyonun ayr1 ayri noktalarda degeri belli olmayip, genel ve temel
fonksiyonlarm ¢arpimnin integralinin nasil tammlamlacag: sorusu akla gelebilir. Bu
sorunun cevabi ¢ok sadedir. Bu durumda biz integrali yapisal degil aksiyomatik olarak
tanimlayacagiz.

Diger yandan, V ¢, @, €D ve Va,,a, € R i¢in

(a0 +a,0,) = a](f’¢1)+az(f,¢z)



oldugundan (1) cinsinden tammlanan fonksiyonel lineerdir. Ayrica (1) fonksiyoneli
asafidaki anlamda siirekli olmaktadrr. Eger D de ¢,,¢,,...,9,,...—> 0 olan temel

fonksiyonlarm bir dizisi ise li_r’r}o( f>9,)=0 (integralin 6zelliginden) dir. Bdylece, (1)
fonksiyoneli I) de siirekli ve lineer bir fonksiyoneldir.
D de (1) cinsindén ifade edilemeyen diger fonksiyoneller de vardir. Her bir ¢(x)
temel fonksiyonuna ¢(0) sayisi kargihik getiren & fonksiyonelini goz Gniine alalim.
(0,9(x)) = p(0) fonksiyoneli lineer ve stireklidir [1]. Diger taraftan, her bir ¢(x)e
¢(0) sayisim kargilik getiren (1) cinsinden fonksiyonel yoktur. Gergekten de, varsayalim
ki D de keyfi @(x) ve belli bir f(x) adi fonksiyonu i¢in

[f@ex)d = p(0) o
olsun. Ozellikle p(x)=@(x;a) olarak 6rnek 1 deki fonksiyonu ele ahrsak
[f)e(x;a)dx = p(0;a) %

elde ederiz. Fakat a—0 oldugunda (2) nin sol tarafi sifira yaklasir; bu ise (2) gésterimi ile
celisir.

Tanmum 4: I) de tanimh lineer, siirekli fonksiyonele, yani

@ (fsa0 +,0,) = o (f,0) + o, (f,0,),

(ii) Dde ¢, >0 ise (f,p,) >0 dr
kosullarim saglayan f/ fonksiyoneline genellestirilmis fonksiyon denir [1].

(1) cinsinden ifade edilebilen fonksiyonele regiiler, edilemeyene de singiiler
fonksiyonel denir. Bu durumda, (J,@) = ¢(0) fonksiyoneli singiilerdir.

Keyfi adi fonksiyona (1) cinsinden genellestirilmis bir fonksiyon kargihk
gelmektedir.

Ornek 2: f(x) =c olsun. Tanim 2 ye gére

(f+0) = (c.p) = ¢ [p(x)dx
bigimindeki genellestirilmis fonksiyon sabit olarak isimlendirilecektir. Ozel olarak

genellestirilmig 1 fonksiyonu, (1,9) = _[qo(x)dx anlamindadir [1].



five f, genellestirilmis  fonksiyonlarmin aym temel fonksiyonlar {izerinde
olusturdugu fonksiyoneller esit, yani (f,,@)=(f,,9) ise bu taktirde f ve f, ye esittir
denir.

Eger en az bir ¢, temel fonksiyonu icin (f,9,) # (f,9,) oluyorsa f ve f,
fonksiyonlarina farkh genellestirilmis fonksiyonlar denir.

Ayrica farkh  f] (x) ve f,(x) adi fonksiyonlarma farkh genellestirilmis fonksiyonlar
kargilik gelir [1].

Toplama ve herhangi bir reel say: ile ¢arpma

@ fi +a.fo, )=, (S, ) +a,(fr, 9)
ile tammlanir. @, f, +a, f, in belirledigi fonksiyonel de lineer ve siireklidir. Ustelik f;(x)
ve f,(x) fonksiyonlarma karsihk gelen f, ve f, fonksiyonelleri regiiler ise,
a, f,(x)+a, f,(x) fonksiyonuna tekabiil eden ¢, f, +«, f, fonksiyoneli de regiilerdir.

Sonsuz diferansiyellenebilen herhangi bir «(x) fonksiyonu ile genellestirilmis
herhangi bir / fonksiyonun a(x) f ¢arpim

(@) f, 9)=(f,a(x)p)
ile tammlanir.

Eger f(x) mutlak siirekli bir fonksiyon ise, onun f'(x) adi tiirevi mevcuttur. Bu

taktirde f'(x) i¢in

(S0 = [f®e)dx, peD

ifadesini olugturabiliriz. Simdi varsayah ki, ¢@(x) de mutlak stirekli ve smirh @'(x)

tiirevine sahip fonksiyon olsun. Son integralden kismi integrasyon yardim ile
(f0) = F@e() [, - [fx)0 @ =~ [f(x)p'(x)dx

elde edilir, yani
(f”¢) = —(f:«(o') (3)

dir. Eger f fonksiyonu klasik anlamda mevcut olmazsa bile I f(x)@'(x)dx ifadesi keyfi

@(x) test fonksiyonlar1 i¢in mutlaka mevcut olmaktadwr. Boylelikle elimizde f'(x)
olmasa da ve kesinlikle bize f'(x) in smrh tiireve sahip, kompakt destegi olan smurh bir



fonksiyonla garpimmin integrali gerekmekte ise bu sonuca, f'(x) in mevcut oldugu var

sayilir gibi kabul ederek, (1) ifadesinin 6niine eksi isareti koyarak ulasabiliriz.

Bu kavram, temel fonksiyonlarm iyi secilmesi durumunda keyfi genellestirilmis
fonksiyonun tiirevi var ve bu tiirevinde bir genellestirilmis fonksiyon olacagim
gostermektedir. Diger bir deyisle, herhangi bir genellestirilmis fonksiyon her mertebeden
tiirevlere sahiptir. Bu baglamda,

o =(-9)=(f.¢")
ve benzer sekilde, herhangi bir ¢ igin

2, 0)=(f, D))= (-D)(f, )
dir. Kolayca goriiliir ki, tiirev lineerlik 6zelligine sahiptir. £, ve f, iki genellestirilmis
fonksiyon ve a,, a, sabitler ise (@, f, +a,f,) =a,f, +a,f, dr. Ayrica, a(x) sonsuz
diferansiyellenebilen herhangi bir fonksiyon ise (a /) =a f'+a'f dir.

Eger f(x)ve f'(x) fonksiyonlar1 siirekli ise, bu taktirde f’ fonksiyoneli f'(x)
tlirevini verir. Burada, tiirevin belirlenmesine dair birkag 6rnek ele alalm.

Ornek 3: (Heaviside fonksiyonu)

0, x<0
I, x>0

O(x) = {

adi fonksiyonunun tiirevini alahm. (3) formiiliine gére
(@'(x), p(x)) = (6(x),— 9'(x)) =~ I¢'(X)dx =p(0)=(3,9)
0

dir. Boylelikle, 5(x) fonksiyonunun tanimina gére &'(x) = &(x) oldugu elde edilir. Genel
olarak #'(x — x,) = §(x —x,) olur [1].

Ornek 4: f(x), X|» Xy yuesX,5... NOktalarmda Ay, h, ,...,h,,... sigrayiglarma sahip
pargal mutlak siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda f”(x) fonksiyonu sonlu x,...,x,

noktalar1 disinda her yerde tammh fonksiyon olmaktadir [1].
Asagidaki fonksiyonu géz 6niine alahm

L@ =fx)-Y hox-x).
k
Bu fonksiyonunun genellestirilmis fonksiyonlar siifinda tiirevi

f@=f)- ILLICEEN
olup



f'(x>=ﬂ<x)+;hk5<x—xk)

dir.

1.1.3. Genellestirilmis Fonksiyonlarm Tiirevleri

Simdi ¢ok degiskene bagh genellestirilmis fonksiyonun kismi tiirevi kavramina
gecelim. Varsayahm ki, f x=(x,,x,,....x,) degiskenlerine bagh fonksiyon oldugunda
f(x) fonksiyonunun x;, (i=12,...,n) degiskenine gére kismi tlirevleri agagidaki formiil
yardimu ile tanmmlanir [1],

o s %) -
(8x,’¢)—[ R ax,)’ (i=12,..,n).

Bilindigi gibi genellestirilmis fonksiyonun tiirevi de genellestirilmis fonksiyon

oldugundan f fonksiyonunun yiiksek mertebeden
o’ f o f

s 9 evsee

ox,0x, ~ ox,0x,0x,

tirevlerini de aym yolla tamimlayabiliriz. Boylelikle tiim genellestirilmis fonksiyonlar
sonsuz diferansiyellenebilirdirler.

Ikinci mertebeden genellestirilmis tiirevi olan, fakat birinci mertebeden
genellestirilmis tlirevi olmayan fonksiyon gosterilebilir. f(x) genellestirilmis tiirevi
olmayan fonksiyon olmak tizere agagidaki fonksiyonu géz 6niine alahm

Fx,y)=f(x+f»).

Bu taktirde F(x,y) fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevi yoktur [7]. Fakat F(x,y) nin
ikinci mertebeden genellestirilmis tiirevi vardir. Gergekten de, gereken kosullari saglayan
w(x,y) fonksiyonu i¢in

ﬁF(x ”'a"x?a; dy = j [ .

dir. Diger taraftan

aycbcdy+ﬂf(,v) dxdy

(%) 2

jjf(x)a"’dxdy jf()j -
(%)

vi(x,0,(x) =y (x, @,(x))=0

y/dxdy If(x) '//I'Pz(x)dx 0

@1 (x)
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burada ¢,(x) ve ¢,(x) Gnin y = ,(x), y =¢,(x) smurlarim gostermektedir. Aym yolla

[ If(y)g—;'ydxafy -0

elde ederiz. Buradan

oy
F(x,y)——dxdy = 0= ||0y(x, y)dxd
(f;j (5,3) 5o ey ij w(x, y)dxdy

2

yani mevcuttur ve 6zdes olarak sifira esittir.

Uyann 2: Hemen her yerde tiirevin olmasmdan genellestirilmis tiirevin olmasi
¢ikarilamaz.

1.1.3. Zayif Coziim

Dogadaki bir ¢cok pratik problemin matematiksel modeli, kismi tiirevli diferansiyel
denklem veya denklemler sistemi i¢in yazimig baslangic ve sir deger probleminin
¢Oziimiiniin bulunmasma indirgenebilir. Cogu zaman problemin s6z konusu verileri
siireksiz fonksiyonlar olabilir. Baz1 durumlarda ise matematiksel problemin ¢&ziimiinde,
diger deyisle fiziksel olaymn dinamiginde siireksizlik ortaya ¢ikmaktadir.

Genel olarak nonlineer problemin ¢dziimiinde bazi Gzellikler ortaya ¢ikmaktadir.
Nonlineer problemlerde ortaya ¢ikan yeni karakteristik ozellikler (6rnegin, heyecanlanmisg
cephenin sonlu hizla dagilimi, darbe dalgasi, kontakt sicrayislar: vs. gibi fiziksel 6zellikler)
zayif ¢6ziim kavrami yardimiyla ifade edilebilirler.

S6z konusu zayif ¢6ziimii tanimlamak i¢in gz Oniine alman diferansiyel denkleme
karsihk gelen integral g&sterimi yazmak gerekmektedir. Genelde, kismi tiirevli diferansiyel
denklem i¢in zayif ¢6ziim kavram farkh yollarla yazilabilir.

Kismi tiirevli diferansiyel denklemler igin zayif ¢6ziim kavramum 1930 yillarinda
Sobolev’ in verdigine Onceden deginilmisti. Sobolev anlamindaki zayif ¢6ziim, integral
esitlik yardmu ile tammlanmaktadwr. Bu tamm agiklamak igin, Q. c R™'  Euclid
uzaymnda konveks bir bolge, u =u(x,,x,,..x,,t) ve f(x,x,,.x,t) O de Oliilebilir
fonksiyonlar olmak {izere operatdr bigimde verilmis

Lu=f )
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lineer kismi tirevli diferansiyel denklemini g6z Oniine alalm. Burada L siirekli
diferansiyellenebilen katsayilara sahip self-adjoint (6z eslenik) diferansiyel ifadeyi
gostermektedir.

Tanim 5: Test fonksiyonlar siufindan keyfi ¢(x,,x,,..x,,t) fonksiyonlar i¢in

[{uMop- fp }dxdi =0, x=(x,..,x,) (5)

Or
integral esitligini saglayan u fonksiyonuna (4) denkleminin zayif (veya genellestirilmis)
¢6ziimii denir. Burada M = L' dir; yani M, L operatoriine karsihik gelen adjoint operatdr
olmaktadir [2].

Tamm 5 den goriildiigii gibi (4) denkleminin herhangi bir klasik ¢6ziimii (5) esitligini
korumak zorundadir. Ama (5) esitligini saglayan wu(x,,x,,..x,,t) fonksiyonlar1 daha genis
bir smif olugturur. Ciinkii (5) in icerdigi » fonksiyonlarmin klasik anlamda tiirevlenebilir
olmasi gerekmiyor.

Zayf ¢oziimler géz Online alindifinda, denklem igin baslangic ve smr deger
kosullarmin hangi anlamda verilecegini zel olarak belirtmek gerekmektedir.

1.1.5. Birinci Mertebeden Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler ve Genel
Coziimleri

Sonraki hesaplamalar ve teorinin gelistirilebilmesi i¢in diferansiyel denklemlerden
baz: temel kavramlan da hatirlatahm.

Her zaman oldugu gibi serbest degigkenleri (x,,x,,....x,) € R” ile, bilinmeyen
fonksiyonu u = u(x,,x,,...,x,) ile gdsterelim.

# = u(x,,%,,....x,) fonksiyonu igin birinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel
denklemin (KTDD) genel yazihm formu

F(x,,%5,....%, U U Uy Uy )=0 (6)
ile verilir. (6) tiiriinden denklemlere kuantum mekaniginde, varyasyonlar hesabinda,
geometrik optik vs. gibi alanlarda rastlayabiliriz.

Tanmm 6: Eger F fonksiyonundaki # ve onun tiim tlirevleri birinci dereceden,
katsayilari da sadece bagmmsiz degiskenlerin fonksiyonu ise, boyle denklemlere birinci

mertebeden lineer kismi tiirevli denklem denir [8].
Birinci mertebeden lineer, homojen olmayan KTDD ise



Ao (X seees X YU+ A (X X U, o+ @ (X X, )0, = 9(X5e05X,) )]
ile veya buna denk olarak
Za,.(x,,xz,...,x,,)ux,_ + (X, Xy 505 X, U = @(X), X500 X,) (8)

i=1
ile verilir. Burada a,,...,a, lere denklemin katsayilari, @ ye ise denklemin sag tarafi denir.

Eger ¢(x,,x,,...,x,) =0 olursa (8) denklemine birinci mertebeden lineer homojen
KTDD denir.

Adi diferansiyel denklemler teorisinden bilinen n. mertebeden bir diferansiyel
denklemin

$(x, 5,9 0, yP) =0 )
ile verilen genel yazihm formunu g6z Oniine alalm. Eger ¢ fonksiyonu y,y’,...,y"
degiskenlerine gore lineer bagimh ise (9) denklemine lineer diferansiyel denklem denir ve
genel yazilim formu

Y+ p )y + p(x)y " + A p,(x)y = f(x) (10)
dir. Burada f(x), p,(x),p,(x),...,p,(x) fonksiyonlar: bilinen ve gereken mertebeden
tiirevlenebilen stirekli fonksiyonlar olup, p,(x) ler denklemin katsayilari, f ise denklemin
sag tarafi olmaktadir.

Eger f(x)=0 olursa boyle denklemlere n. mertebeden lineer homojen diferansiyel
denklem denir. f(x)# 0 olursa (10) n. mertebeden lineer homojen olmayan diferansiyel
denklem olarak adlandirilir.

Bilindigi iizere, n. mertebeden adi diferansiyel denklemin genel ¢6zlimii bagimsiz
degisken, bilinmeyen fonksiyon ve n tane keyfi sabit icermektedir. Yani her bir ¢6ziim

w(x,¥,6;,Cy50..5€,) = 0 ay
cinsinden verilmektedir. Tersine, (11) cinsinden olan fonksiyonlar ailesi n. mertebeden bir
tane adi diferansiyel denklem olusturur.

(10) denkleminin genel ¢Oziimiinii s$6yle de tammlayabiliriz. Eger (11)
fonksiyonundan n defa tiirev aldiktan sonra elde ettigimiz ifadelerden c,,c,,...,c, leri yok
ettigimiz takdirde (10) denklemini bulursak, (11)’ e (10) un genel ¢6ziimii denir.

O, Y, Y, 3" sers V€t 1>ChrgrensCa) = 0 (12)



bigiminde verilen bir fonksiyonu géz Sniine alahm. Eger (12) denkleminden n-k defa tiirev
ahp elde ettigimiz ifadelerden c,,,,...,c, sabitleri yok edildikten sonra (10) denklemi

bulunursa, (12) fonksiyonuna (10) denkleminin ara integrali denir.

G6z oniine aldigimiz (12) ara integrali kendi bagina k& mertebeden bir diferansiyel
denklemdir. Dolayisiyla, eger (10) tiirlinden bir denklem igin herhangi bir ara integrali
bulabilirsek, bu (10) denkleminin mertebesinin diisiiriilmesi anlanumna gelir.

KTDD ler i¢in bu sdylediklerimiz s6z konusu degildir. Ama burada yine de genel
¢Ozlimleri bulmak miimkiindiir. KTDD de s6z konusu keyfi elemanlar artik sabitler degil,
keyfi fonksiyonlar olacaktir.

Tanmm 7: Eger F, bilinmeyen fonksiyonun birinci mertebeden olan tiirevlerini
birinci dereceden igerirse, boyle denklemlere kuazi lineer denklem denir ve bu
denklemlerin genel yazilim formu

ia,(xl,xz,...,x,,,u)ux’ +b(x, %5, %,,u) =0

P
bigiminde olur [8].

Tamm 8: Eger bilinen g,...,a, katsayilan bilinmeyen u fonksiyonunu igermezse,

boyle denklemlere yari lineer denklemler denir [8], ve
Za,.(xl,xz,...,x,,)ux‘_ +b(x,%,5...,%,,4) =0
i=1

genel yazihm formuna sahiptirler.

Simdi de ia,. (Xp5eees X, Ju, +@(x,5...,%,,u4) diferansiyel ifadesini X[u] ile gosterelim,
=1
yani
X[u]sia,. (Xyseees X,y + P(Xy5es X, 2) 13)
i=1
olsun. Bu boéliimde amacimz X[u]=0 denkleminin ¢6ziim yOntemlerini incelemektir. Cok
degiskenli fonksiyonun tam diferansiyel formlardan yararlanarak (13) denklemini adi

diferansiyel denklemler sistemine indirgeyerek ¢6zmeye calisalm. Bunun igin denklemin
a,(x;5e.5%,), (i =i,—r;5 katsayilar1 D bolgesinde tiim arglimanlarna gore birinci mertebeden

kismi tiirevlere sahip reel degerli fonksiyonlar olsunlar, ayrica da

2
Zai>0,

i=]
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oldugunu varsayalm; diger deyisle tiim katsayilarin aym anda sifir olmadigim varsayalm.
Kolaylik i¢in ¢ =0 olsun.
Simdi, agagidaki adi diferansiyel denklemler sistemi g6z Sniine alahm
_@L_ a,(x,,....x,)

ds [a 5 '
D al(x..nx,)

i=1

(14

(14) denklemler sisteminin sag taraflari tiim argiimanlara gore kismi tiirevlere sahiptir.
Yani ¢dziimiin varlik teoremine gére (14) sisteminin D bolgesinin her bir noktasmdan bir
integral e@risi ge¢mektedir, burada s egrinin parametresidir. (14) denklemleri ile
tammlanan egrilere (13) denkleminin karakteristikleri denir.

(14) denklemler sistemini asagidaki gibi de yazabiliriz

dx
—L =q,(x,%,,....%,) ,

ds
dx
= (s k)
................................. (15)
dx,
I =a,(X,,Xy,.005%,) .
(15) diferansiyel denklem sistemi simetrik sekilde yazilirsa
-y & & ¥ (16)
a(xy,...,x,)  ay(x,....X,) a,(x,,...,x,)

olur. (15) denklemler sistemi adi diferansiyel denklemler sistemi oldugundan, onun genel
¢oztimlerini

v, (x,..0x,)=¢c,

Yr(XeX,) =c

.......................... (17)

¥, (%, x,) =¢,,
seklinde gosterelim. Burada ¢,c,,....c,, ler keyfi sabitler ve y, (i= f,—;:—l)
fonksiyonlan x,,...,x, degiskenlerine bagh ve siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlardur.
Agiktir ki (17), (13) denklemini saglar, yani

Xy 1= Xly,1=...= Xy, ]=0 (18)
dir.



5

U= WV ooVt

fonksiyonunu g6z dniine alalm ve X[u] operatoriiniin 6zelliklerini inceleyelim.

Xpwo v, )]

ifadesini acik sekilde yazarsak

X[¢(w,,...,.,,,,_l)]=al[ op oy, 3 oy, , 04 .a‘”"-lJ+

a'/’l.axl Oy, x oy, Ox

'H‘z[ op oy, . 08 av/n-,}"_w"[ op oy, , o¢ awn-x]

ay’l . axZ N avln—l ' axn a‘//l . axn - a'//n—l . axn
_ ¢ [a, oy +a, oy, +...+an% ]+..+ of [al W +..+a, ———aw”“]
a Wl axl ax2 ax n a ‘//n—l axl v axn
o¢ o¢ o¢
=— +——X|p, |+...+ Xiy,|=0
51//1 [Wl] 31//2 ['/’z] 3l//,, [Wn]
olur. Simdi,
U= GWsesWnt) (19)

ifadesinin (13) lin genel ¢6ziimii oldugunu gosterelim. Burada ¢ fonksiyonu w,...,i,_,
argiimanlarma goére siirekli diferansiyellenebilir  fonksiyondur. Varsayahm ki,
u =¥(x,,...,x,) (13) tin herhangi bir ¢6ziimii olsun. Bu taktirde X[¥]=0 dir, yani

oy o¥
a—+a,—+..+a,

Yox, o,

=0 (20)

n

dir. y,,v,,..¥,, Ozel ¢dzimler oldugundan dolayr (18) denklemleri saglanir. (13)
denklemini agik olarak yazilirsa

. Oy, oy, . T
—+a,—+.+a,—+=0, (i=ln-1 21

n

olur. (20) ve (21) ifadeleri a,,...,a, fonksiyonlan i¢in homojen cebirsel denklemler sistemi

olmaktadr. Bu sistemin sifirdan farkli ¢Gziimlerinin varligi i¢in sistemin determinantiun
stfira esit olmasi yeter ve gerek kosul olmaktadir. Yani,
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o ow 0¥y

o

N oy W

ox, o, ox, =0
S % ...... 8(//,,_1

or, P ey

dir. Diger deyisle,
D(IIJ"//]""’WYI—I) = O (22)

D(x,,%,50.%,)
olur. Burada, Jakobiyenler hakkindaki teoreme gére ¥ ve y,,...,y, fonksiyonlar1 arasmda
keyfi x,,...,x, i¢in fonksiyonel bagmnt1 vardir. Yani,

FY,y .35 s¥,) =0 (23)
dr. Onemle belirtmek gerekir ki, (22) fonksiyonel determinantinin birinci satir
elemanlarmun bir minérii 6zdes olarak sifira esit olmaktadir. Gergekten (16) sistemi

a,(x),x’,...x)) # 0 sart1 igin, x, =x,..., x, = x, tekil olmayan baglangic noktasma sahip
ise x, degiskenini serbest degisken olarak ahirsak birinci integralleri

v,=x", (i=12,.,n-1)
olarak yazilabilir. Bu taktirde,

D) L

D(x,,..x,)
dir. Diger taraftan kapal fonksiyon teoremine gére (23) fonksiyonu W ye gore ¢oziilebilir
olup,

¥ = Gty 24
drr.

Sonug olarak (13) denkleminin keyfi ¢6ziimii (19) formiilii ile verilebilir. Yani (19)
genel ¢6ziim olmaktadir.
Elde ettigimiz bu sonuglar1 bir teorem seklinde ifade edelim.
Teorem 1: (15) denklem sisteminin ¢éztimleri v, ¥, ,....¥,.; olsun. Bu takdirde,
" (24) yardimu ile bulunan ¥ fonksiyonu (13) denkleminin genel ¢6ziimii olur [8].
Ornek 5:

oz 0z
(a,x;, —a,x,)—+(a,x, —a,x;)—+(a,x, ~a,x,)— =0
273 372 axl 31 13 axz 172 2 ax3



ile verilen birinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemi g6z 6niine alahm. Burada
a,, a,, a, sabitler, z=2z(x,x,,x,) de bilinmeyen fonksiyon olmaktadir. Karakteristik
denklem sistemini

ey, Ak A

A X, —A3X, ayX —aX; ax,—a,x; 0

olur. Elde ettigimiz adi diferansiyel denklemler sisteminin birinci aralik integralleri
ax, +a,x, +ax, =c,, Xl +x;+x, =¢,, z=0¢,

olarak bulunur. Ele aldigimiz denklemin genel ¢6ziimii teorem 1 den,

F(c,c,,64)=0
ve ya

z= f(ax, +a,x, +a,x;, x} +x2 +x})

dir. Burada f keyfi diferansiyellenebilir bir fonksiyondur.

1.1.6. Birinci Mertebeden Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklem I¢in Cauchy
Problemi ve Coziimii

Bu boliimde (13) denkleminin

U(X), Xy eres X5 X0 ) = [ (X)5 X 5e0es Xy (25)

kosulunu saglayan u = u(x,,x,,...,X,) ¢Oziimiiniin bulunmas1 problemini verilecektir.
Burada f bilinen fonksiyondur. Kolaylik i¢in (13) denkleminde @ =0 olsun. Buradan,

(13) denklemine karsihk gelen karakteristik denklem sistemi

dy _dy _dy &, (26)
q 4 & aq o

dir. Varsayalim ki,

vi(x,.0X,)=¢ ,
Wr(X,enX,) =€ (27)
Vo (XpseenX,) =C, 4

(26) sisteminin birinci ara integralleridir. (27) ara integrallerinde x, = x* yazalim ve

onlar1



oy _
WX, Xpseens Xy s Xy ) =Y

A CTE A L) P (28)

Vo5 XXy n XY =y,
seklinde ifade edelim. Eger (28) denklemler sisteminde bilinmeyenleri x,,x,,...,x,_; olarak

kabul edip, s6z konusu sistemi ¢dzersek

X =@ (‘/Ip‘//zr""/’n—l) ’

x2 = wl(WlaWzr--ﬂ/’;.q) s

.............................

xn—-l =0, (—y;l—’ -VZ;"" Wn-—] ) .

oldugunu buluruz. Elde ettigimiz bu ifadeleri u=f{ x,,x,,...,x,_, ) de yerine yazarsak
u= f(a)l (l/ll 2 WZ 9""‘/’”—] )3 a)Z ('//1 b4 W2 ""3'//n—l )""’a)n (l//l b WZ ""’V/n—l ))

olur. Bu ifade (13) ve (25) ile verilen Cauchy probleminin ¢6ziimii olmaktadir.
Ornek 6:
u, +uu, =0,
u(x,0) = x*

ile verilen problemi g6z 6niine alalim Denklemin karakteristik sistemi

olur. Karakteristik sistemin ara integralleri
C,=u, c,=x—ut

olmaktadwr. Ele aldigimiz problemin ¢6ziimii
u(x,t) = %(1 +2xt ++/1+4xt)

olur.



1.1.7. Birinci Mertebeden Homojen Olmayan Kuazi Lineer Diferansiyel
Denklemlerin Coziimii

u fonksiyonu x,x,,...,x, degiskenlerine bagh ve bilinmeyen bir fonksiyon olsun.
Asagidaki denklemi g6z Oniine alahm

ou Ou Ou
pl(xl,...,x,,,u)&l— + P, (Xp5ees X, 1) az— +.t D, (%50005X,, 1) F

n

= R(X,,..., X, ). 29)
Burada p,p,,....p, ve R x,,...,x, ,u degiskenlerine bagl, siirekli ve diferansiyellenebilir

fonksiyonlardir. (29) denklemi % =q, (i= 1,n) notasyonunda
P4+ Dopy +tpg, = R (30)
olarak da yazilabilir. (30) denklemini ¢6zmek igin onu homojen denkleme indirgeyebiliriz.

Bunun i¢in (29) denklemini saglayan u = u(x,,x,,...,x, ) fonksiyonunu kapal, yani,

V(u,x;,%,,..05%,) =0 (31
cinsinden arayalim. (31) ifadesinden yararlanarak

oV ou oV

22y 0,

Ou oOx; Ox

W ou O . (32)

Ou Ox, 0Ox,

oV ou oV _ 0

ou ox, Ox,

denklem sistemini elde ederiz. Buradan,

ov [oV —
==—[— , (i=Ln
g; o | u ( )

ifadelerini buluruz. Elde ettigimiz bu ifadeleri (29) da yerine yazarsak
ov [ov ov /ov ov oV
p—[—+p,—/—+.+p,— /—|=R
Ox,/ ou Ox,/ Ou -/ Ou

olur. Son ifadenin her iki tarafim (—- %V—) ile garparsak

(7]
ov oV ov oV
—+p, - ttp —+ R =0 33
p‘ax, p26x2 p"&x,, ou (33)
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elde ederiz. Gorildigii gibi (33) denklemi ¥V ye gore homojen denklemdir ve bu denklemin
genel ¢6ztimii (31) ifadesi (29) denkleminin ¢6ziimii oldugundan dolayi, (33) denklemi de
u nun yerine (31) den ele aldigimiz ifadenin yerine u yu yazdigimiz zaman x,,x,,...,x, ve
u degiskenlerine gore saglanmak zorundadir.

Diger yandan, (33) denklemi i¢in karakteristik denklem sistemi

d, dx, _dx, dV

n P R

dir. Bu denklemler sisteminin » tane bagimsiz ilkel integrallerini
Wo(Xp5eesX,) =€
Yi(XenX,) =€
Wy Grseenty) = €,
ile gosterelim. (33) denklemin genel ¢dzlimii
V=WV ¥,)
olur. Burada ¢ keyfi diferansiyellenebilir bir fonksiyondur.
Ornek 7:
u +uu, =x,
u(x,0)=1
ile verilen problemi g6z 6niine alahm. Denklemin karakteristik sistemi

olur. Karakteristik sistemin ara integralleri

c,=e’(u+x), c,=u’-x>

olmaktadir. Ele aldigmz problemin ¢éziimii

_x+2e” —xe™

u(x) = l+e™

olur.



21

1.1.8. Ikinci Mertebeden Adi Diferansiyel Denklem icin Periyodik Simr Kogsulu

Genelligi bozmadan, 6nce 0 < x <1 kapali aralifinda

u"—qu=-f(x), 0<x<l (34)
denkleminin
u(x+1) =u(x), Vx icin 35

periyodik kosullu ¢6zlimiinii inceleyelim [9]. Burada f(x) bilinen periyodik fonksiyondur.
(35) kosulu keyfi x € (0,1) i¢in x = 0 noktasinda asagidaki iki kosula denktir
u(0+0)=u(1-0), ¥’ 0+0)=u'1-0). (36)

Burada u(a+0) gosterimi ile # fonksiyonunun a noktasindaki sag ve sol limitleri ifade

edilmektedir. (34), (35) probleminin bir tek ¢6ziime sahip oldugunu gostermek kolaydir.

Bu ¢6ziim i¢in maksimum prensibine gére

I

9o

Jod. <

degerlendirmesi mevcut olmaktadwr. Kolaylik i¢in énce g, =0 olsun. Bu taktirde (34),

(36) problemi
u'=—f(x), u(0+0)=u(1-0), u'(0+0)=u'(1-0)

cinsinden olur ve
1
[feax=0
0

kosulu ¢ercevesinde ¢oziilebilir. Ayrica

[u(z)ax =0 (37)

0
kosulu gercevesinde bir tek ¢6zlime sahiptir. Gergekten de, (34) denkleminin g, =0

oldugu durumda genel ¢6ziimii
u(x) = ex+c, - [([fl@)da)dt = cx+c, - [(x-0f Wt
0 0 0

seklinde olmaktadir. Burada ¢, ve c, keyfi sabitlerdir. (36) kosulundan

l_ff ©dt=0, ¢, = 1j‘tf (t)dt



olur, yani (36) kosulu yardum ile u(x) fonksiyonu c, sabit farklihg: ile elde edilir. (37)
kosulunun varlig ¢6ztimiin tekligini garanti etmektedir.
Simdi (34), (36) probleminin sonlu fark karsihgmi g6z Oniine alalm. Bunun i¢in

0<x<1 arahglh=71,— adim ile

@, ={x, =ihi=0]1,.,N }
agi ile ortiilstin ve @, agmn keyfi diiglim noktasinda (34) denklemi ve (36) kosullar1 sonlu
farklara ayriklagtirisin. (35) kosulu
Yo =In
seklinde olur. x, =ih, i =1,2,...,N —1 diigiim noktalarinda (34) denklemi
Ve 4oy =—@(x;), x, =ih,i=12,..,.N-1
olarak ayriklagtinlsin. Burada y, ve ¢(x;) smasiyla u(x) ve f(x) fonksiyonlarimn x,
diigtim noktasindaki ag fonksiyonlaridir.
u, y =u'(1-0)—0,5mu"(1-0)+ O(h*),
u, o =u'(1+0)-0,5hu"(1+0) + O(h*)
tiirevleri g6z Oniine alinip, bu formiillerde »” = g,u — f ifadeleri yerine konursa (34) den
uy v +0,5h(qu() - F1-0)) =u'(1-0)+O(R*),
u, o — 0,5h(qu(0)— £(0+0)) =u'(0+0)+O(h*)
elde edilir. Agiktrr ki,
Veo —0,5hq,y, + 0,58 (0+0) = y. y +0,5hg,yy — 0,541 (1-0) 38)

denklemi
2(0+0) = u'(1-0)
kosulunu O(h*) netligi ile ayriklagtirmaktadir. Eger y,,, = , oldugu dikkate ahmrsa (38)
ifadesi
Yo —4oYn ==0x, @y =05(f1-0)+1(0+0))
seklinde yazilabilir. Béylece (34), (36) probleminin
Yee —qoy =—@(x), x, =ih,i=12,..,N-1

Yo =Vns N1 = Vyu
sonlu fark karsihig1 elde edilmis olur.
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1.1.9. Kararhlik ve Yakinsakhk

Zamana bagh problemleri ¢6zerken, agin zaman degiskenine gore adimlarinda bir
kattan diger kata gegerken bir takim hatalar ortaya ¢ikar. Bu sebeple, agmn bir katindan
diger katina gegerken hesaplama siirecini devamh olarak kontrol etmek gerekir. Eger bu
stirecteki zaman degiskenine gére olusacak hata (yuvarlatma, yaklasim hatasi, vs.)
artmiyorsa, sonlu fark yontemi kararli yontem olarak adlandirihr [9].

Lu=f (39

£ M=g; (40)
problemini vektérel olarak

Ju=¢ 41

~ Lu _ f
(i) ++(z)

bigiminde yazalim. (41) probleminin herhangi bir w,, agindaki sonlu fark karsihg:

Sicltn: = One (42)
dir. (42) esitligini koruyacak sekilde [u],, ag fonksiyonunu segmek miimkiin degildir. Bu
ag fonksiyonunu (42) denkleminde yerine yazdigimizda belli bir heyecanlanma ortaya
cikar.

3yeuhe = b1c + 8 3)
Eger her iki adim da sifira yaklagtiginda, yani 2,7 >0 iken J¢,, & 0 olursa J,, sonlu
fark operatdrii 3 operatérilyle uzlagir denir. 3, sonlu fark operatdriiniin J diferansiyel
operat6riilne yakmsamasi [u],,, ag fonksiyonunun sagladigi (43) denkleminin (42)
denkleminden 6¢,, kadar degigimini g&sterir. Boylece (42) probleminin u,, ¢6zimii ¢,,
fonksiyonunun herhangi bir kiicikk degisimine bagh kalirsa ve h,z —> 0 iken &¢,, — 0
olursa bu durumda u, — [u],, olacaktir. Diger bir deyisle, u,, yaklagm ¢6ziimii [u],vr
gercek ¢oziimiine yakmsar. Bu s6ylediklerimizi bir kez daha matematiksel olarak anlatmak
icin yakinsakhgm tammuni verelim. Bu nedenle, ®,, ag1 lizerinde tammlanms lineer

normlu ag fonksiyonlart uzaym goéz Oniine alalm. Bu uzay1 U,, ile gosterelim.

Vu,, €U, fonksiyonuna karsilik gelen |Ju,, |, sayisma ag fonksiyonunun normu denir.

Uhr
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u(x,r) siirekli fonksiyonunu ayriklagtrdigimizda  [ju,,

|, normunu sirasiyla
L

maksimum normu ve L, deki metrige gore iki sekilde tanimlayabiliriz:

|

”uhr Upe = S‘:pluhr (xi ?tk )l

”uhr

gt
Bu norma gore, a,,b, €U,  olmak iizere @, nn b, dan uzakhp: ||a, —b,| olarak
tarimlanir.

Tamm 9: Eger agm admlan k7 -0 iken [[u], —u,,,”U‘ir — 0 oluyorsa yaklagik
¢oziim gergek ¢oziime yakinsaktir denir [9].

Tanm 10: |ju, —[u],| <ch* esitsizligi gergeklenirse u, nm [4], ya yakmsama iz
h* mertebedendir denir [9]. Burada ¢ ve &, h ya bagh olmayan sabitlerdir.

Tamm 11: Eger h,z —0 iken |5¢,,

. 0 oluyorsa, 3,,u, =¢, sonlu fark
denklemine Ju = ¢ denkleminin yaklagimdir denir [9].

Tamm 12: 0@, |<ch® esitsizlifi gergeklenirse, 3, sonlu fark operatriinin J
operatoriine yakmsamas1 4* mertebedendir denir [9].

Tamm 13: Eger Vf, € F, i¢in 3, u,, = f,, denkleminin tek bir ¢6zlimii var ve bu
¢oziim ||u,,,||UM <l 5, (¢, h ya bagh olmayan bir sabittir) esitsizligini gergekliyorsa,
3,. lineer operatoriine kararhdir denir [9].

Sonlu fark denkleminin diferansiyel problemin yaklasimi oldugu ancak, yaklagik
¢6ziimiin gergek ¢oziime yaknsamadign gdsterilebilir. Ornegin,

flid(;—) + Au(t)=0
u(0)=>

probleminde tiirevi gesitli yollarla ayriklagtirmak milmkiindiir,

4 ""*‘Z’h""-‘ -3 "’“‘h‘ Yy du, =0, k=0,n-1

u, =b.

Denklemin sonlu fark karsihg: problemin yaklagimidir ancak yakmsak degildir.
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Teorem 2:(Lax Teoremi) Diizgiin ifade edilmis kismi tiirevli diferansiyel denklem
i¢in yazilan sonlu fark kargiifinin yakmnsak olmas: igin gerek ve yeter kosul ydntemin
uzlagan ve kararh olmasidir [9].

Ornek 8:

u' =-—cau,x>0

u(0)=uy, a>0
probleminin gergek (analitik) ¢6ziimiinii bulahm.

du _ du

- > —=-adx = u=ue ™
dx u

| = luoe“""l < |, ”e"”‘l , x>0 = |u(x)| <uy|.
w, = {x, =ihi=01,...,m h> 0}

M.{.Wi =0

h
Yo =Y

Bu denklemi su sekilde de yazabiliriz

<1

. 1y S =
yl S.yll 1+ah

Y, =s'y,

Vi =Yy =8(y;,) = 5(s(sy,.5))

Via =Vias Vg =5, s<1=s' <1

il <1l
oldugundan yontemin ¢6ziimii kararhdur.

Sonlu fark yontemlerinin kararhligm kontrol etmek igin gereken yontemlerden birisi
de Fourier analize dayanan kararlihgm spektral kriteri yontemidir. Bu yontemi detayh
sekilde ifade etmek i¢in, g6z Oniine alman I operatdriiniin ®,, agmm keyfi (x,.t,)
diigtim noktasinda sonlu fark karsihgmmn

Syt (Xpst,) =D Ay =0 44

tk

oldugunu varsayalim ve (1) denkleminin 6zel ¢6ziimiinii
Uy =(A(p))"e™ (45)
bigiminde arayalim. (45) ifadesi Fourier modlariin sonlu fark karsiig: olmaktadir.



Spektral Kararlilik Kriteri: Eger h,r — 0 iken keyfi ¢ ler igin

(@) < e
olacak bi¢cimde sonlu bir ¢ sayis1 varsa, (44) sonlu fark yaklasimi kararhdwr. Aksi durumda
(44) sonlu fark yaklagmu ¢6ziimiin elde edilmesine olanak vermez [9].

Ornek 9:

LI (46)
ot ox

u(x,0) = u, (x) “47)

¢ > 0 olmasi halinde (46), (47) problemini

k+ k k k
Y; l—yj +cyj+1"'yj'
T h
u;0 =Up(X,) 49)

seklinde ayriklastiralm. (48) denklem sistemini

=0 (48)

k+1 _

vt =i+ 7)) (50)
olarak yazabiliriz, burada y = %—IT— dir. (50) denklem sisteminin dzel ¢dziimiinii

Y=g, p=0,i=+-1 (51)
bi¢iminde arayalim. (51) ifadesi (50) de yerine yazilirsa

g=-1r" +1+y
elde edilir. €' = cosg +isin ¢ oldugu goz Sniine alnarak

la" = [+ (1 ~cos@)y F +y*sin p =1+4y(1+y)sin %
bulunur. Buradan |g| > I oldugu goriiliir. (51) ifadesinden

k k|l i k

i =la*le*"] <o

dir, yani k — oo iken [q[k — oo drr. Bu ise ¢6ziimiin kararsiz oldugunu gosterir.

Ornek 10: (46) denkleminin igerdigi —g—;‘— tirevi merkezi fark formiilii ile

ayriklagtirihrsa

Yikn Yk +e Yinge = Viak -0 (52)
T 2h

elde edilir. (52) sistemi i¢in yukaridakine benzer islemler yapilirsa
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g=-pr" +r"’ +1
bulunur. Buradan |g|* =1+ 4y sin2~2¢Z olur, |g|>1 oldugundan k — o iken [qfk - dir.

Boylece (46) denklemi igin yazilmug ileri ve merkezi fark karsibklarindan elde edilen
¢Oztimlerin kararsiz olduklar ortaya ¢ikar.
Ornek 11: Simdi asagidaki geriye sonlu fark karsihigini g6z Sniine alahm
k+ k k k
Y; : =Y, +cyj = Vija
T h

(53) sistemini

=0. (53)

k+1

it ==y +wi, (54)
biciminde yazabiliriz. Yukaridaki iglemler (54) denklem sistemi igin uygulanirsa
g=1-y+%"® elde edilir ve buradan

[q]z =(1 —7)2 +2y(1-y)cosp=1-4y(y +l)sin2 % <1

elde edilir. Buradan l pH

J

slyf l olur. Bu ise (53) sistemi ile bulunan ¢6ziimiin kararh

oldugunu gdstermektedir.

1.1.10. Sabitlenmis Katsayilar Kriteri

Bazi durumlarda diferansiyel denklem i¢in yazilmis sonlu fark karsihigmm yaklasim
¢oziimiiniin s6z konusu diferansiyel denklemin ¢6ziimiine yakmsak oldugunu teorik
sekilde ispatlamak miimkiin degildir. Omegin, bazi nonlineer kismi tiirevli diferansiyel
denklemler i¢in baglangic ve smir deger problemlerinde (tezde 2.3, 2.4, 2.5 boliimlerinde
g6z Oniine alnan 6rnekler gibi) kararlilik problemini incelemek igin sabitlenmis katsayilar
kriterine dayanan bir yontem kullanilir. Elde edilen yaklasim ¢6ziim deneysel veriler veya
bilinen bir dzel ¢6ziimle kargilastirilarak test edilir. Sabitlenmis katsayilar kriteri agagidaki
prensiplere dayanir [9]:

1. Sonlu fark denklemine karsiik gelen ve varyasyonda yazilmug denklem (yani
birbirine ¢ok yakin iki ¢6ziimiin farki i¢in olusturulan denklem) verilir. Ele alinan
varyasyon denklemi lineer denklemdir. Lineer denklemler i¢in varyasyonda yazilmig
denklemle incelenmekte olan denklem aym olmaktadir.

2. Coziimiin tamm bolgesinde herhangi bir P noktas1 gbz oniine alinr. Denklemin
katsayilar1 bu noktada sabitlestirilir. Eger denklem nonlineer ise s6z konusu denklemin
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katsays1 bilinmeyen fonksiyona bagh olur ve ele alinan denklemin yaklagim ¢6ziimii P ye
bagh olur. Bu durumda

35 (6uy) =0 (35)
denklemi incelenir. |

3. (55) denklemi lineer denklem oldugundan bilinen bir kararlilik kriteri uygulanarak
bu problemin kararhhig: incelenir. Sonlu fark denkleminin ¢dziimiiniin @(h, P)>0 olmasi
durumunda kararh oldugunu varsayahm. (Bu kosul P noktasina baghdir).

4. Eger @(h,P)>20 kosulunun ger¢eklenmesinden @(#)>0 kosulunun da
gerceklenmesini sagliyorsa, ¢@(#) 2 0 kosulu kararhilik kosulu olarak kabul edilir.

Bu soylediklerimizi nonlineer birinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklem
i¢in Cauchy problemi iizerinde géstermek i¢in agagidaki problemi goz oniine alalim,

u, +(p(x,t,u)), —w(x,t,u)y=0, ‘ (56)

u(x,0) = uy(x). ' (57)

u, ile u(x,t) fonksiyonunun (x,,7,) noktasindaki yaklasim ¢ozlimiinii gosterirsek

{56), (57) probleminin sonlu fark karsihg:

n+l

n t n o t n
um um + ¢(xm3 n)um) };p(xm—li n’um—l) - V/(xm ,tn,u’:) - 0 (58)
T

olarak bulunur. v, =u, +6, (58) denkleminin diger ag ¢6ziimii olsun, diger bir deyisle
6,, iki yaklagim ¢dziimiin farkidir. v, (58) de yerine konulursa

Uy +8,")—(up +5,)
T

_V/(xm’tmurnn +§r:) +

+ ¢(xm3tn9u:1 +5;)_¢(xm—1stnau;—1 +5;:—1) =0
h

elde edilir. Elde ettigimiz bu denklemden (58) denklemini ¢ikarirsak

5;;“1 _5; + ¢(xm:tn9ur’r'1 +5r:)_¢(xm’tn’u':)
r h

_ ¢(xm-1 oLy ’u;-l + é';—1) ~@(x,_,t, sur:-l)
h

(39)

- W(xm’tn’ul'r'l + 5;)— W(xm N ’ur’r:) =0
bulunur. Asagidaki ifadeler g6z 6niine alnirsa

¢(xm’tn’ur: +5I:)—¢(xm’tn7ur:) ~ ¢u(xm’tn’u:l)5l:’
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¢( —l’t um- + 5,‘—1) (o(xm -1 n’ m—[) ~ ¢u (xm—l’tn’u:g—l)gn_l ’
(xm’ n’u +5r:)— '//(xm’tnﬂu:l) ~ Wu(xm’tn’u:t)5; *
S, i¢in
6;“ - 6;: + P, (xm oLy ,u,',’, )6;: — @, (xm—] stns m—l )5'7-1
T h
sonlu fark denklemi elde edilir. (60)’a (59) denkleminin varyasyonda yazilms denklemi
denir. ¢, ve y, katsayilarmin herhangi bir noktadaki degerini yazarak bu fonksiyonlar:

=W (x,ot,,4,)0, =0 (60)

sabitlestirelim (60) denklemini sabitlenmis katsayilarda asagidaki sekilde

st -sn S, =06
+a
T h

L_ps" =0 (61)
veya

s =51 -f’hl +br)+50 0
olarak yazabiliriz. Buradan

st

(62) esitsizligi keyfi m ler i¢in korundugundan

(

= ”5”"c notasyonuyla (62) denklemi

(et

bi¢iminde yazilir. Eger 0 < a% <1lise

stk

olur. Boylece
5"

5 n+l
c

i +[brl+

5 n+l
" h

S,

7
< max a—
m h

5,

‘ +|p7]+

max|5, "
m h

< max
m

(4
a—
h

dir. max|o,,

6n+1 5n

+[p7|+|a

a—

) Ibz" 1+lb[r<e’b]'

+[pr|+

+lo|+

< el

(4

esitsizligi elde edilir. Asagidaki ifadeleri dikkate alarak
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5], < e e[,

57 < e |o] <l
!53 CSe;‘b’ 52 <5l
"5” < | <et|s°

ve nt <T oldugunda

o], .

elde ederiz. Bu ise (56), (57) probleminin baslangic verilerine gére kararhhik kosulu

<efr “5 0

olmaktadir. Béylece, (61) sonlu fark karsiigimn ¢oziimiiniin kararh olmas:t 0< a%sl

kosulu ¢ergevesinde ispatlanmis olur. Degismez katsayilar kriterine gore (58) sonlu fark

karsiligmin ¢6ziimiiniin kararhlig:
AT
0< a(xm,t",um)z <1

kosulu gergevesinde gerceklesir [9].

1.1.11. Kesme Hatasi
Lu=f , u=u(x,y)eD (63)
4, = 9%, ¥) (64)

iki boyuthu smir deger problemini g6z oniine alahm. Burada ¢(x, y) bilinen fonksiyondur.
u(x+ Ax, y) nin (x,y) civarindaki Taylor serisi

ou Ax)? 8* Ax)? &°
G+ 8,3 =uCx, )+ 85 2 1)+ - T ) +EL 2w ole] 63)
dir. Bu bagnt1 Ax ile béliiniirse
% = [u(x + Ax, ) = u(x, )|/ Ax + O(A%) (66)

elde edilir. (66) denkleminin ileri fark karsiigi (x,y) noktasinda %xu— tiirevine birinci

mertebeden
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2 = e+ &) -ue, )
yaklasmmm verir. (66) denklemi

28 =, ~u,, ]+ 000 67)

1
i h
biciminde de yazlabilir. Buradaki O(h) notasyonu yaklagimin kesme hatasmi
gostermektedir.

(67) ileri fark yaklasimina alternatif olarak geri fark yaklasim da benzer sekilde

verilebilir. Bu durumda u(x — Ax, y) nin (x, ) civarindaki Taylor serisi

162 1 8°u

e 5,) = U5, 3) o (80) 4 2 2 (A2 ~ 5 (&0’ + 0] 68)

dir. Bu bagnti Ax ile bdliiniirse
Ou 1 [
= —IU. .

= =3 |+ om

1—1 J

ij
elde edilir. (65) denkleminden (68) denklemi gikanlarak, (x,y) noktasmda % tlirevine

daha yiiksek mertebeden bir yaklasim gelistirilebilir

ou (Ax) o’u
+ Ax Ax, 20x— + O|(Ax
(e A%, ) —u(x = Ax, )= 20— 42502 Of v’
Bu ifade 2Ax ile béliinerek
Ou Uiy — Uiy, 2
— =——" + O|(Ax
), = o]
elde edilir.
(65) ve (68) denklemlerinden ikinci mertebeden kismi tiirevler igin yaklasim
=[x+ Ax, ) = 2u(x, y) + u(x - Ax, )= i— + O[(Ax)2 ]
(Ax) Ox?
azu! Ui "2uij +u,,, 2
= ’ =~+0(h
2| K ")

olarak bulunur [9].
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1.2, Literatiir Arastirmasi

Birinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemler tiirev kavramindan az bir
siire sonra ortaya ¢ikmustir. Fizigin, geometrinin vb. bilim dahnm bir ¢ok problemlerinin
¢oziimleri birinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklem igin konulmus baslangig
deger probiemine indirgenmektedir. Bu tiirden denklemlerin lokal teorisi XVIII. asirda
olusturulmustur. S6z konusu problemlerin ¢ogunda serbest degiskenlerin birini zaman
degiskeni olusturur ve s6z konusu denklem ile modellenen fiziksel olay uzun zaman
zarfinda devam eder. Zamanm biyilk degerlerinde problemin klasik ¢oziimiinde baz
Ozellikler ortaya ¢ikabilir. Bu o6zelliklerden en Onemlileri zayif siireksizlik (¢6ziimiin
kendisi stirekli, tlirevi ise siireksiz), “blow-up” yani gliclii singiilarite (¢6ziimiin kendisi
ikinci tiir siiresizlige sahip) ve darbe dalgalar (¢6zlimiin kendisi stireksiz) olmaktadir.

Aciktir ki, bahsi gecen slireksiz c¢Ozlimler ortaya c¢iktifi zaman siireksiz
fonksiyonlarin tiirevleri kavrammm da gelistirmek zorunlulugu ortaya ¢ikar. Ayrica,
bagimsiz olarak siireksiz baglangi¢ kosullar1 da bazi problemlerde karsmmza c¢ikabilir, Bu
tiir problemlerin realizasyonu ilk kez 1950 de Hopf un ¢alismasmda verilmigtir [10]. Bu

calismada

ou ofu’)_
denklemi
u(x,0) = u, (x) (70)

baslanglc; kosulu ¢ergevesinde incelenmistir. Burada u,(x) keyfi smrh 6lglilebilen

fonksiyondur.
(69) denkleminin dogal genislemesi
%‘L——_afaiu) =0 (71)

gibi olmaktadir. (71) denklemi i¢in konulan Cauchy probleminin lokal olmayan teorisinde
6nemli sonuglar Oleinik, O. A. [11], Tichonoff, A. N., Samarskii, A. A. [12], Lax, P. D.
[13], Gelfand, 1. [14], vs. tarafindan verilmigtir. S6z konusu teorinin ileri aragtimalar
Smoller, J. A. [15], Kruskov, S. [16] ve Goritski, A. A. [17], vs. tarafindan yapimugtir.

Bu caligmalarin esas amaci zayif ¢6ziim kavramum kullanarak bu problemlerin

¢oziimlerinin elde edilmesi ve ¢6ziimlerin 6zelliklerinin incelenmesidir. Burada esas olarak
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Riemann problemi goéz oniine ahmir. Oyle ki, bu problemin ¢6ziimii siireksiz fonksiyon
(darbe dalgasi) cinsinden ifade edilir.

Ayrica belirtelim ki, (71) cinsinden denklem ile suyun kumlu ortamda akis problemi
ve trafik problemleri de modellenebilmektedir [15], [17], [18], [19], [20].

[21] ve [22] de (71) denklemi i¢in konulmus baslangic-deger ve smr-deger
problemlerinin zayif ¢dziimiinii bulmak i¢in bir ydontem Onerilmigtir.

Yukanida soziinii ettigimiz yazarlarm calismalarinda karakteristikler yontemi ile elde
edilen ¢6ziimler genelde kapal fonksiyon cinsinden ifade edilir ve bir ¢ok durumlarda sz
konusu ¢oziimden pratik amaglar i¢in kullanim zorlugu ortaya g¢ikar. Bu nedenle (71)
denklemi igin yazilan Cauchy probleminin ¢6ziimii i¢in sayisal algoritmalar olusturma
zorunlulufu ortaya c¢ikar. Bu durum [13], [23], [24], [25], vs. gibi ¢aliymalarda
aragtirilmugtir. S6z konusu problemin sayisal ¢oziimlerinin detaylh analizi [26] cilt I de
verilmistir. |

(71) cinsinden denklemlerin sayisal ¢oziimii f" isaretini degistirmedigi durumda
[27], vb. ¢calismalarda incelenmisgtir.

Literatiirde bulunan sayisal ¢6ziimleri incelerken, onlar {i¢ gruba aywrmak olasidir.
Bunlardan birinci tiirti genelde karakteristikler yontemine dayanan metotlar, [25], [28],
[29], vs. olusturur. Ikinci tiir yontemler (bunlara homojen algoritmalar denir) problemin
¢oziimiiniin 6zelliklerini dikkate almayarak, goz Oniine alinan denklemi direk olarak sonlu
farklara ayriklagtirmakla bir cebirsel denklemler sistemine indirgeyerek, elde edilen
denklemler sistemini cebirsel yontemlerin birisi ile ¢6zen yontemlerdir [23], [27].

Uglincti tiir yontemler ise zayif ¢6ziim kavramma dayanarak goz oOnline alnan
denklemi integral sekline doniigtiirmek, sonra ise integral seklinde yaziimis denklemi sonlu
farklara ayriklastirmakla ele ahnmug yontemlerdir [13], [22], [23], [30], [31], [32], [33] vb.

Genelde biz (71) cinsinden denklemler i¢in agik Euler cinsi sonlu fark
yontemlerinden s6z ediyoruz. Bu yontemler bir kural olarak Courant — Friedrichs — Lewy

(CFL kosulu) Ar Slﬁxl— kosulu gergevesinde kararl olur, burada | v| hizin maksimum
v

degerini ifade etmektedir.

Literatiirde a¢ik olmayan sonlu fark yontemleri de vardir. Ancak bu yontemler igin
CFL kosulu gerekmez [34]. Bu da dalganin dagilma dinamigi yapisina aykir: olmaktadir.
Ciinkii, agin diigiim noktalarmda matematiksel dalgann dagihm hizi, fiziksel dagiim
hizindan fazla olmaktadir. Bu da sebebiyet prensibinin bozulmas: demektir.
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[21], [22] de hidrodinamikte, aerodinamikte ve miihendisligin diger alanlarindaki
problemlerde sik sik kargilagilan nonlineer kismi tiirevli diferansiyel denklemin fiziksel
ozelliklerini dogru ifade eden ¢oziimlerin bulunmasi igin siireksiz fonksiyonlar smifinda
bir yontem gelistirilmistir. Bu nedenle esas problemde bulunmayan avantajlara sahip 6zel
yardimc1r  problemler  igerilir.  S6yle ki, yardimcit problemin  ¢dziimiiniin
diferansiyellenebilme  ozelligi esas problemin ¢Oziimiiniin  diferansiyellenebilme
ozelliginden fazla olmaktadir. Bu &zellik yardimei problemi ¢6zmek i¢in ekonomik ve
pratik ¢oziim algoritmalarina imkan vermektedir. Yardimci problemin ¢6ziimiinden esas
problemin ¢6ziimiine doniis yapmak i¢in gereken teoremler ispatlanmistir. Ayrica yardimen
problem daha yiiksek mertebeden algoritmalar olusturmaya da olanak tammaktadir.
Gelistirilmis  yontemin diger avantaji ¢ok boyutlu problemlere de kolayca
uygulanabilmesidir.



2. YAPILAN CALISMALAR ve BULGULAR

2.1. Gelistirilen Yontemin Genel Yapisi ve Baza Lineer Denklemler i¢in
Uygulanmasi

Nonlineer denklemler i¢in (5) ifadesine benzer tamimlarm verilmesi her zaman
miimkiin olmamaktadwr. Ciinkii nonlineer denklem i¢in adjoint denklemi yazmak her
zaman olasi degildir.

Baz1 siif nonlineer denklemlerde zayif ¢6ziimiin bulunmasi igin [21], [22], [35] ve
[36] da bir yontem Snerilmistir. -

S6z konusu yOntemin temel yapisim agiklamak igin, asafidaki nonlineer kismi
tiirevli denklemi g6z 6niine alalm

du_

or?
Burada L diferansiyel operatdrii # ya uygulanan, asikar olarak x ve ¢ ye bagh olmayan bir
diferansiyel ifade olmaktadir.

L operatdriiniin

L=M3
olacak bi¢imde iki operatériin ¢arpimu olarak yazildigim varsayahm. Burada M ve I, L

Lu. (72)

operatériinii faktdrize eden operatorler olup, asagidaki 6zelliklere sahiptirler:

(i) M operatoriiniin tersi vardir, yani M~ mevecuttur,

(i) S(Mv) e CY(D) dir.

Asagidaki bigimde tanmmlanmus denkleme

ov

= = J(Mv)
yardimei denklem ismini verelim.

Yardime: denklemin ¢6ziimii ile esas denklemin ¢6ziimii arasindaki iligki

v=M"u (73)
esitligi ile ifade edilebilir. (73) denkleminden goriindiigli gibi icerdigimiz yardimc:
problem tek olarak tammlanmamaktadir. En 6nemlisi de, herhangi bir pratik problemi

incelerken yardimer problemin ¢oziimlerinden fiziksel yararh olan tek bir ¢éziimii 6zel
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olarak belirtmek sarttr. Ayrica da (73) formiiliiniin 6zel olarak ispatlanmasi
gerekmektedir.

2

Ornek 12: (72) denklemindeki L operatoriinii L-=aqa’ —;— olarak ele alahm. O

2
zaman (72) denklemi, telin kiigiik titresimlerini ifade eden ikinci mertebeden lineer dalga
denklemi olur, yani
o ,0%.
Tt al
dir. Dolayst ile agagidaki denklemi g6z Sniine alalm
Ou=0. (74)
(74) denkleminin genel ¢6ziimiindi yukarida Onerilen yardimci problem yardimu ile
aragtirahm. Bundan dolay: 0=4B cinsinden yazahm, burada

A=—-aq—, B=—+a— (75)
ot ox

olmaktadirlar. 47" in mevcut ve AB = BA oldugunu géstermek oldukga kolaydir; yani 4
ve B komiitatif operatorlerdir (genelde 4B # BA du).

Eger (75) dikkate almmakla beraber (74) denkleminin her iki tarafina A~
operatdriini uygularsak

Bu=A47(0)
elde ederiz.

Ker A={u=f(x+at): f eC(Q;)}
oldugu kolayca ispatlamlabilir. Burada Q, = (—0,0)x[0,7") du.

Gergekten de Af =0, buradan f € Ker A dur.

Simdi agagidaki denklemin genel ¢6ziimiinii bulalim

By= (% + a-éxa——)u = f(x+at) (76)

burada feC'(Q,) keyfibir fonksiyondur. (76) denkleminde
E=x+at, n=x-at
degisken d6niigiimii yapilirsa, (76) mn ¢oziimii olarak
uE,m =g+
ifadesi elde edilir. En son ifadeyi (x,f) degiskenlerine bagh olarak yazarsak, telin titresim

denklemini igin literatiirden bilinen



37

u(x,t)= f(x—at)+ g(x +at)
genel ¢oziimiinii elde etmis oluruz.
Ornek 13: Q c R? agik bir bolge olsun. Keyfi u(x,y) e C**(Q) fonksiyonlar: igin
Lusxa—zl;+(x+y) O'u +y_6_2_154_+§£+§14_ )
Ox xdy "oyt ox oy
diferansiyel ifadesi tammhdr ve Lue C(Q) dr. Simdi QO da asagidaki denklemi goz
Oniine alahm
Lu(x,y) = F(x,y). (78)
(77) denkleminin y#x oldugunda hiperbolik, y = x oldugunda ise parabolik

oldugu agiktir. Dolayisiyla (77) denklemi Q da degisken tiirlii denklemdir.

Asagidaki sekilde tamimlanan
0- 0

A=x—+y—, 79
x% (79)

B.=—a~'+—a—' (80)
ox oy

operatorlerini g6z Oniine alahm.

Bu e C'(Q) oldugundan, A(Bu) operatdrii C(Q) da taruml olup, AB(u) = A(Bu)
saglanir. Aym yolla B4 operatorii de tammlanabilir, fakat 4B # B4 dir. Yani (79) ve (80)
ifadeleri ile tanumlanan 4 ve B operatorleri komiitatif degillerdir. (79) ve (80) dikkate
almirsa (78) bagmntisim agagidaki gibi de yazabiliriz

Lu=BAu=F(x,y). (81)
Amacimz 4 ve B operatdrlerinin komiitatif olmadii durumda (78) denkleminin genel
¢Oziimlerini ele almaktir. Kolaylk igin 6ncelikle (81) ifadesine karsihk gelen homojen
denklemi g6z oniine alahm. B operatériiniin gekirdegini bulmak zor degildir. F(x,y)=0
oldugu durumda (81) ifadesine B™' operatériinii uygularsak

Au = B'(0) (82)
olur. Diger yandan,

Ker B={u=f(y-x)| f€C'(Q), x,y 0}
dir. Gergekten de Bf =0 dir. Birinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklem &yle
bir egri tammlar ki, bu egri tizerinde denklemin ¢6ziimii sabit kalmaktadir [15], [17], [18],
[37], [38], [39], [40], [41]. Boyle egrilere karakteristik denir.
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E=y-x 83)
B operatoriiniin karakteristik egrisi olmaktadir. Ker B dikkate almrsa (82) denklemini
sOyle yazabiliriz

Au = f(y-x) (84)

A operatérii de bir karakteristik egri belirlemektedir. Bu egrinin denkleminin

n=2, x20 (85)

X

oldugunu gérmek zor degildir. (83), (85) déniigiimiiniin Jakobiyeni
~1
D(,m) _ {D(x’y)J _y-x

D(x,y) | D(.m) x?
denklemin hiperbolik bolgesinde sifirdan farkh olmaktadir. (83) ve (85) den
x= =L ,
~1
n-1

elde ederiz. (£,7) koordinatlarinda (84) denkleminin ¢dziimii kolayca ele alnabilir.
Boylelikle (81) denkleminin genel ¢dziimii agsagidaki

u(x,y) = D(y—x) + ‘P({—)

gibi ele alinir. Burada @ ve W iki kez siirekli diferansiyellenebilen keyfi fonksiyonlardir.
Boylelikle L operatoriinti Oyle iki A4 ve B operatorlerine faktorize ettik ki, bu
operatdrlerin her birisi (81) denkleminin bir reel karakteristifini ortaya g¢ikarabilir. Bu
karakteristikler (81) denkleminin ¢6zlimiiniin tanim alamm belirlerler.
(83) ve (85) ifadeleri (81) e karsiik gelen karakteristik diferansiyel denklem

sisteminin

Il
="
.

RS B
I

¢oziimleridir.

Simdi farzedelim ki, F’ # 0 dir. Bu durumda

Bo(x,y) = F(x,y) (86)
denklemin genel ¢6ziimiinii bulalim.
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Teorem 1’ e gore, eger
24

Wo(x,¥,9)=¢, ve y (x,y,0) =¢ (87)
& _d&_dp
1 1 F
sisteminin birinci integralleri ise bu taktirde keyfi diferansiyellenebilen f fonksiyonu igin
S =Fwo¥) (88)

(86) denkleminin genel ¢oziimiidiir.
Gergekten de, dncelikle y, ve y, fonksiyonlarmmn (86) denklemini saglar:

V(p,x,y)=0 (39)
fonksiyonu (86) denkleminin kapali ¢dzlimii olsun.
ile gdsterelim. p ve g yu (89) dan bulahm
- O . _ Ol
&x/ op ° o/ op
o zaman V fonksiyonu
=2, r g
x o Op
denklemini korumaktadir.

Eger v, (p,x,y)=c, , (i=0,1) fonksiyonlarmda x, y ve @ nin yerine (86)

denklemini saglayan herhangi bir fonksiyonlar yazilirsa (87) fonksiyonlarinin sag taraflari
x e bagh fonksiyonlar olmaktadirlar. (87) ifadelerini diferansiyellersek

W L WL gWng . =0
ox oy op
elde ederiz.
Simdi (88) fonksiyonunun (86) denklemini sagladigm gosterelim. Eger

o &
oy, Wel* g, il

Lif]=

oldugunu dikkate alirsak f = f(y,,¥,) fonksiyonunun (86) y1 sagladig1 kolayca goriiliir.
F(x,y) fonksiyonunun 6zel durumlarinda ¢(x,y) igin agik ifadeler bulunabilir.
Ornegin F(x,y) = F,(x) olursa, keyfi diferansiyellenebilen @ fonksiyonlar igin
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o(x,y) = [F,(x)dx+D(y - x) (90)
bigimindeki ifadeler (86) denkleminin ¢6ziim kiimesini olusturmaktadirlar. Aymi yolla
gosterilebilir ki, F(x,y)= F,(y) olursa

o(x,y) = [F,(y)dy + D(y—x) 1)
bigimindeki fonksiyonlar da (86) denkleminin genel ¢6ziimii olmaktadwr. (86) denkleminin
genel ¢6ziimii bulunduktan sonra

Au Ex{;—’iw—zyﬂw(x,y) ©2)

denkleminin ¢dziimlerini elde etmek ¢ok daha kolaydir. Eger U(x,y,u)=0 fonksiyonu
(92) denkleminin kapah ¢6ziimii ise, U igin

xaU+y6U+(aaU=O (93)
ox oy ou

homojen denklemi saglanmaktadir.
Benzer sekilde Teorem 1 ile, eger

Py (X, y,u)=¢; ve @(x,y,u)=¢,
(93) e karsibk gelen Lagrange denklemler sisteminin ¢oziimii ise, bu taktirde keyfi
diferansiyellenebilen ¢ fonksiyonu icin

9 =9(9,9,) 94
ifadesinin (92) denkleminin genel ¢6ziimii oldugunu soyleyebiliriz.

Ozel durumlarda, eger ¢@(x,y) fonksiyonu olarak (90), (91) ifadelerini dikkate
alirsak (92) denkleminin ¢6ziimii olarak sirasiyla

) =009+ ¥+ [F Dy )
wx3) =0 -9+ ¥+ [BO e %6)

gibi fonksiyonlan ele almis oluruz, burada
E(®= [Fxda , F0)= [R()dy
drr.
Eger L operatérii olarak ikinci mertebeden dalga operat6riini, yani
ot L, 0%

ot St
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g6z 6niine alirsak, L operatoriinii kolayca

L=4-B, 4=24c2 -2 .0
ot 0Ox o ox

seklinde faktorize etmek miimkiindiir. O zaman 4 ve B operatérleri £ =x+ct , n=x—ct
gibi iki reel karakteristikleri belirlemektedirler.
Onerilmig yontem L operatdrii parabolik tiir oldugu durumda
EZ:?+2;:;+2;’: =0
cinsinden olan denklemlerin genel ¢dziimlerinin bulunmas: igin de kolayca uygulanabilir.

Lu

Budurumda A=8B= _6_ + -é— olmaktadirlar.
ox 0oy

Onerilmis yontem, g6z 6niine alman kismi tiirevli diferansiyel denklemi olusturan
operatdrii faktOrize etmekle denklemin mertebesini diislirmeye imkan saglamaktadir.
Yardimc1 problem, ele alinan esas problemi kolayca ¢6zmeye olanak tamr. S6z konusu
yontem kismi tiirevli nonlineer diferansiyel denklemlerin sayisal g¢6ziimlerinin
bulunmasinda da biiylik 6nem tagimaktadir. Operatoriin faktorize edilmesiyle problem,
analitik ¢6ziimii kolayca bulunabilen denklemlere indirgenmis olur.

[21] ve [35] de, Onerilmis yOntem sirasiyla bir boyutlu nonlineer dalga ve KdV
denklemlerine uygulanmagtir.

Bilindigi gibi, birinci mertebeden nonlineer dalga denkleminin ¢6ziimi, yeri 6nceden
bilinmeyen birinci tlir siireksizlik noktalarma sahiptir. S6z konusu siireksizlik noktalar:
fiziksel olarak darbe dalgalan gibi yorumlamr. [21], [22], [42] gibi ¢ahsmalarda birinci
mertebeden nonlineer kismi tiirevli diferansiyel denklem igin Cauchy ve smir deger
problemlerinin gergek ve sayisal ¢Ozlimleri incelenmistir. Ayrica ¢6ziimiin elde edilmesi
i¢in etkin (efektif) algoritmalar Snerilmistir.

Tezin 2.2. boliimiinde birinci mertebeden nonlineer dalga denkleminin periyodik
sinir kosullar: dahilinde ¢6ziimii i¢in sayisal algoritmalar irdelenmigtir.

Diger taraftan, bir boyutlu modeller fiziksel olaylar1 ideal olarak ifade eder. Fakat
fiziksel a¢idan iki ve ii¢ boyutlu problemlerin incelenmesi gerekmektedir. Bu amagla
bslim 2.3 de yukarda Onerilmis olan yontem, iki boyutlu birinci mertebeden nonlineer
dalga denklemi i¢in Cauchy probleminin ¢dziimiiniin bulunmasmna uygulanmigtir.



2.2, Bir Boyutlu Birinci Mertebeden Nonlineer Kismi Tiirevli Diferansiyel
Denklem I¢in Periyodik Sinir Kosullu Problemin Siireksiz
Fonksiyonlar Sinifinda Sayisal Coziimii

Simdi Q, de asagidaki problemi g6z dniine alalim

W g 0, de (97)
o ox

u(x,0)=p(x), 0<x</, (98)
u(0,0) =u(l,f), t >0 (99)

burada ¢(x) I-periyotlu bilinen fonksiyondur.
Boliim 2.1 de onerilen yontemi takip ederek, (97)-(99) a karsihk gelen yardimci

problemi verelim

%H«“(u) =0, Or de (100)
v(x,0) = v,(x), 0<x <] (101)
u(0,t) =u(l,1), t > 0. (102)

Burada v,(x) fonksiyonu

v, (x) _
~n -

denklemini koruyan keyfi stirekli ve diferansiyellenebilen bir fonksiyondur.

@(x) (103)

Teorem 3: Eger v(x,f) (100)-(102) yardimci probleminin ¢6ziimii ise

ov(x,t)

u(x,t) = -—é;-—'

esitligi ile bulunan u(x,r) fonksiyonu (97)-(99) probleminin ¢6ziimii olmaktadir.

Yardimc: problemin ¢6ziimii tek olarak tanmmlanamaz ve asafidaki avantajlara
sahiptir:

(D (100) denklemi u(x,t) fonksiyonunun hi¢bir degiskene gore tiirevlerini icermez;
zaten bu tlirevler genelde mevcut da degildir.

(i) v(x,t) fonksiyonu mutlak siirekli fonksiyondur.

(iii) (100)-(102) probleminin ¢dztimini bulmak i¢in klasik niimerik ySntemler
kolayca uygulanabilir.

Onerilmig (100)-(102) yardimci problemi iizerinde sayisal algoritma olusturalim.
Bundan dolayr O, bélgesini
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By, ={x, =ih t,=kr, i=0,.,N, k=0L..}
agi ile ortelim. Burada 7 ve h sirasiyla ¢ ve x degiskenlerine gére adimlardir. @,, agmn
keyfi (x,,t,) noktasinda (100) denklemini asagidaki gibi sonlu farklara ayrigtralim

Viea =Vig —FUy,). (104)
Baglangi¢ kosulu

Vio =vo(x,) (105)
olur. Yukarida gosterildigi gibi (102) kosulu

Une =Ups Ugp =Upy i (106)
kosullarina denktir. Burada U,, ve V,, swrasyla u(x,f) ve v(x,t) fonksiyonlarmm @&,,
agmm keyfi (x;,¢,) noktasindaki yaklagim degerlerini géstermektedir.

Teorem 4: Keyfi i, k i¢in

Ui = (Ve
olmaktadir.

Gortildtgii gibi (104)-(106) probleminin kesme hatas1 O(z + A) dir. Ayrica da (100)-
(102) yardimcr problemine karsilik gelen sonlu fark denklemini z ya gore daha yiksek
mertebeden (6rnegin, Runge-Kutte yontemi kullanilarak) yazabilmek miimkiindiir.

(104)~(106) algoritmasi igin / = 27, ¢(x) = sin x ve kolaylik i¢in ¢ =1 olmak iizere

l. Fw)=cu,

2

2. F(u)= -"2—
similasyonlar yapilmgtr.

Sekil 1 - 4 den goriildiigii gibi lineer dalga denklemi durumunda, baslangic profili
zamanin ilerleyen degerlerinde ¢ =1 hiz ile paralel olarak safa dogru kaymaktadir ve s6z
konusu profil sonsuza kadar degismez olarak dagilwr.

Onemle belirtelim ki, Sekil 1 - 4 grafikleri dr = dx/c kararhik kosulu gergevesinde
ele alinmugtir. Eger bu kogul bozulursa, yanlis grafikler ortaya ¢ikar.
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Sekil 1. Dalganin baslangig¢ profili (lineer durum)

u(x,t)
15

05} ‘ \ / \
| \

MYRYAY

15 : . L L » X

Sekil 2. Dalganin 7=1.5 degerindeki evrimi (lineer durum)
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u(x,t)
1.5,

/

|
\ |

Sekil 3. Dalganin 7=2.5 degerindeki evrimi (lineer durum)

—

/ \

15 . ! ! L X

Sekil 4. Dalganin 7=5.0 degerindeki evrimi (lineer durum)
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-25 L
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L 1 » x
15 20

Sekil 6. . Dalganin 7=7.0 degerindeki evrimi (nonlineer durum)
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uED 108
o | W
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T

Sekil 7. Dalganin 7=1.5 degerindeki evrimi (nonlineer durum)

u(x,t) 2
x10

15+¢

o
3
: .

Sekil 8. Dalganin T=1.6 degerindeki evrimi (nonlineer durum)
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Sekil 5 - 8 F(u)=u’/2 oldugu durumdaki dalga dagimlarm: gdstermektedir.
Sekillerden goriildiigii gibi (Sekil 5 - 8), baslangic profilde bulunan sin x fonksiyonunun
sahip oldugu biri maksimum 1, digeri ise minimum -1 ekstremum degerleri siras: ile saga
ve sola dogru kayar ve baslangi¢ profilde bir bozulma meydana gelir. Zaman arttik¢a
baslangigtaki enerji [k, (k+Dx], k=0,1,2,3 araliklarmdan birincisine odaklanir ve diger
araliklarda baslangig profili kaybolur. Bu ise denklemdeki nonlineerligin olusturdugu bir
Ozellik olmaktadir.

2.3. iki Boyutlu Birinci Mertebeden Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklem I¢in
Siireksiz Fonksiyonlar Smifinda Sayisal Coziim

D, asagidaki gibi tammlanmus R’ de bir bslge olsun
D, ={(x,,x,,) € R®: —oo<x, <0,i=12, 0<t<T}.

D, de iki boyutlu birinci mertebeden lineer olmayan kismi tlirevli denklem i¢in asagidaki

Cauchy problemini géz dniine alalim

Ou(x,, xy,1) | OF (u(xy,%,1))  OF (u(x,,%,,1))
Ot Ox, Ox,

u(x,,%,,0)=u,(x,,x,), (X,%,)€Q. ' (108)

=0, (x,,x,,t)e D; (107)

Burada u,, Qc R’ bolgesinde tamml, u,(x)e E‘ 11(Q) olmak iizere bilinen
fonksiyondur ve F'(u) agagidaki kogullar1 saglamaktadir:

(i) F(u) smirh u fonksiyonlar igin smirh olup, F(w) € C*(D;),

(i) =0 degerleriigin F' 20,

(i) F"(u) fonksiyonu isaretini degistirmektedir, yani F(u) konveks ve
konkav kisimlara sahip olan, bilinen fonksiyondur.

Literatlirden bilindigi gibi (107), (108) problemi gaz dinamiginin temel denklemi
olmakla birlikte bir ¢ok hidrodinamik akis problemlerini modellemekte kullamlmaktadir
([11], [13], [26], [28], [37], [43], [44], [45]). (107) denkleminde yer eksenlerinin sayist bir
oldugu durumda bile, eger baslangi¢ fonksiyonu hem pozitif, hem de negatif egime sahipse
(107), (108) probleminin ¢6ziimii, yeri dnceden bilinmeyen siireksizlik noktalarma sahip
oldugu bilinmektedir ([13], [15], [17], [18], [27], [44], [46]). S6z konusu 6zellik (107),

(108) probleminin ¢6ziimiiniin ¢ok degerli fonksiyon olmasmnm sonucudur. Bu ise g6z
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Oniine alnan denklemin lineer olmayigmdan ortaya g¢ikmaktadir. Cok degerli ¢6ziimiin
fiziksel agidan anlami olmadifmdan, klasik ¢6ziim kavramuini genisleterek stirekli gok
degerli ¢oziimden sonlu, ama siireksizliklere sahip olan tek degerli ¢6zlimiin bulunmasi
i¢in bir metot Snerilmistir ([13], [15], [19], [21], [27], [40], [44], [46]).

Bilindigi gibi, lineer olmayan (107), (108) probleminin karakteristikler yontemi ile
bulunan ¢6ziimii kapah bir ifadedir ve bu ifade ¢Oziimiin aiternatif formunu
olugturmaktadir. Fakat bu ifadeden ¢6ziim igin agik bir formiil ¢ikarmak genelde
olanaksizdir.

(107), (108) probleminin ¢éziimiindeki siireksizlik noktalarmm varhgi sz konusu
problemin sayisal ¢fziimiiniin de ele ahnmasinda zorluklar ¢ikarmaktadrrlar, ¢iinkii
stireksizlik noktalar1 (107) denkleminin igerdigi tiirevlerin sonlu fark formiilleri ile
ayriklagtirmaya imkan vermemektedir.

Literattirde (107), (108) probleminin sayisal ¢Gziimiiniin bulunmas: i¢in bir ¢ok sonlu
fark formilleri uygulanmustr ([13], [26], [28], [43], [47], [48], [49]). [26] da (107)
denklemine klasik sonlu fark ydntemleri uygulandifinda denkleme sayisal viskosite
eklendigi gOriilmiigtiir. S6z konusu sayisal viskosite ise ¢Ozlimde bulunmas: gereken
sicrayls noktalarindaki darbe dalgalarm bir ka¢ diigiim noktalarma yaymaktadir. Bundan
bagka, karakteristikler yontemine dayanan bazi saysal yontemler de vardir ([43], [50}]).

Fiziksel agidan, dalgamn bir noktadan diger noktaya dagilirken araligm tiim
noktalarindan gectigi bilinmektedir. Sebebiyet prensibi olarak bilinen bu &zellik (107)
denklemi i¢in sayisal ¢Oziim yoOntemlerinin secilmesinde Gnemli rol oynamaktadir.
Boylelikle (107) denklemini klasik olarak sonlu farklara ayriklagtrwken wu(x,,x,,?)
¢6zlimiinlin bir noktadaki degerini diger noktadaki degeri ile baglamug oluruz. Bu ise
genelde dalganmin matematiksel dagihm hizinin fiziksel dagdma hizindan bilyiik olmasma
yol agmaktadir.

Cok boyutlu problemlerde sigrayis noktalarinin ortaya ¢iktig1 yerlerin incelenmesi bir
boyutlu problemlere nispeten zor oldugundan, problemin fiziksel yapisindan dogan
stireksizlik noktalarimn yerini bulmak igin Snerilmis yontemlerden yilkksek hassaslik talep
edilmektedir. Gergekten de, ekonomik agidan ¢ok boyutlu problemlerde agmn admmum bir
boyutlu problemlere nazaran daha biiyiik almak zorunda kalmaktayiz, bu ise ¢ok boyutlu
problemlerde siireksizlik noktalarmin geometrik yerinin bulunmasim zorlagtirmaktadir.

Eger baglangig fonksiyonu pargah siirekli ise veya genelde u, € L_(R?) ve F"(1)>0
ise bu durumda [15], [17] de s6z konusu bir boyutlu Cauchy probleminin birden ¢ok
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¢oziime sahip oldugu gosterilmistir. Ama bu ¢dziimlerden fiziksel yararh ¢6ziimii, yani tek
bir ¢6ziimii ele almak i¢in entropi sart1 konulmustur. [11], [15] de entropi sartim koruyan,
genellestirilmis ¢6ziim kavramt kullamlarak, F"(4) fonksiyonunun isaret degistirmedigi
durumda ¢6ziimiin elde edilebilmesi igin genel bir yontem Onerilmigtir.

G6z oniline aldifimiz problemin fiziksel 6zelligini diizgiin ifade etmek amaciyla ve
siireksiz fonksiyonlarin kullamlmasi zorunlulugu karsismda (107), (108) probleminin
¢Oziimii igin slreksiz fonksiyonlar smfinda sayisal ¢oziim yoOntemlerini olusturmak
gerekmektedir. [22], [42] de bir boyutlu dalga denkleminin ¢dziimii igin bir yontem
Onerilmigtir.

Bu bdliimde birinci mertebeden nonlineer iki boyutlu dalga denklemi igin Cauchy ve
sinir-deger problemlerinin ¢dzlimleri siireksiz fonksiyonlar smifinda ele almacaktir [25].
Onerilen yontem, yer eksenlerinin sayisi ikiden fazla oldugu durumda bile gegerli
olmaktadir. [45] de ise (107), (108) probleminin global ger¢ek ¢6ziimii incelenmistir.

2.3.1. Baslangi¢c Fonksiyonu Siirekli Olan Cauchy Problemi

0 —_—
(107), (108) probleminin ¢dziimiiniin yapisiu incelemek igin u,(x,,x,) € C11(Q)
oldugunu varsayalim. Kolayhk icin u,(x,,x,) fonksiyonunu asagidaki gibi
,/l—xz—xz !x]<1
Uy (x,,x,) = P ’ (109)
o(:%2 {0, I >1.
g0z bniine alalm, burada | x |= /x} +x; dir.
(107), (108) probleminin karakteristikler yontemi ile bulunan ¢6ziimiiniin

1y ($1582) lfl <],

0, €| =1. (110)

u(xl,xz,t)z{

seklinde oldugu agiktir. Burada

& =x,—F'(wt, (i=1,2) ' (111)
dir ve bunlara (107) denkleminin karakteristikleri denir. (110) ve (111) ile tamimlanan
stirekli ¢oztimden ‘
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, o Ou
F (u)za—‘l
=1 Y6,

2. Ou
1+t F"(n)Y -2
,Zu:acf,.

u,(x,,x,,t) =

b

U (%, %,,8) = %, 5 » (FL2), (112)
1+1F"(u)2522

i

oldugu goriiliir. Goriildiigii gibi (112) ifadesi #(x;,X,,t) ¢bziiminin (x,,x,,!)
noktasindaki egiminin %,(£,,£,) fonksiyonunun e8imi ile tammlanmaktadir. Eger

—Z—u-‘-’-<0 ve F">0 (veya %>O ve F" <0) ise bu takdirde,

i 4

2
t=T, = (—F"(u)Z%)“' (113)

i 05

degerlerinde gxil-=oo, (i=1,2 ) ve %: o olmaktadir. Ozellikle baslangig profili

olarak (109) fonksiyonu g6z 6niine almrsa 7,= 0.5 olur.

Boylece yukarida agiklandig: gibi, eger baslangic fonksiyonu hem negatif hem de
pozitif egime sahipse, (107) denkleminin lineer olmayan yapis: nedeniyle ¢+ > 7, igin
u(x,,x,,t) ¢oziimii cok degerli fonksiyon olur. Cok degerli ¢oziim fiziksel agidan anlamh
olmadigindan, benzer problemlerde klasik ¢6ziim kavrammm genigletmekle siirekli fakat
cok degerli ¢ozlimden tek degerli ama birinci tiir siireksizlige sahip olan ve fiziksel yararh
¢oziim elde etmek gerekmektedir.

(107), (108) problemin zayif ¢oziimiinii agagidaki gibi tammlayahm

0——-

Tamm 14: Negatif olmayan ve (108) kosulunu saglayan ve her ¢ € C,,(Q) test

fonksiyonu igin
Op 3 Op
| u—~a—;—+ZF(u)g deydt+ [(x,,x, 00, (x,, %, Y, d, = 0 (114)

R J=1 J R?
integral esitligini gergekleyen u(x,,xz,t) fonksiyonuna (107), (108) probleminin
genellestirilmis (zayf) ¢oz{imii denir.
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Zayif ¢6ziimlerin bulunmasinda dnemli olan, bu ¢6ziimlerde ortaya ¢ikan siireksizlik
noktalarmin yerini bulmak ve s6z konusu noktalarin yerlerinin zamana gore degismelerini

~ incelemektir. (107), (108) probleminin zayrf ¢6ziimiinii bulmak i¢in asagidaki yardmmci

problemi 6nerelim
v, x.0) | of G0 | 6v(x1,x2,t)] -0, (15)
ot L ox ox, )
v(x,,x,,0) =v,(x,X,), (116)

burada v,(x,,x,) fonksiyonu

v, (x,,x,) N v, (x,,x,)

=u,(x,,% 117
o, o, 0 (%15%,) (117)
denklemini saglayan herhangi bir fonksiyondur. M operatdrii
M= 0 (118)
axl axZ

olarak tammlansm. Yardime: problem tek degildir. Gergekten de M ™' ile M operatdriiniin

tersini gosterirsek, (107) den

OM "'u(x,,%,,t)
ot

+F(u)=M"(0) (119)

elde ederiz.

Ker M ={ f(x, -x)| £ € C'(Q), (x,,x,) € R*}
oldugu kolayca gosterilebilir. Eger

v(x,,%,,0) = M 'u(x,, x,,t) = f(x, —x,) (120)
gibi gostersek (119) dan

u(x,,x,,t) = Mv(x,,x,,t) (121)
elde ederiz.

Yardimer (115), (116) problemini ¢6zmek igin v,(x;,x,) fonksiyonunu belirlemek

gerekiyor. Bunun i¢in (117) denkleminin genel ¢6ziimiinii ele alahm. (117) denklemine
karsiik gelen Kkarakteristiklerin denklemlerini s parametresine gore agagidaki gibi
yazabiliriz

ax, ) dv

—d;—=l, (j=12), —Js°—=u0(xl,x2). (122)
(122) den
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x,(5,0=x"W®) +s,  x,(50)=x"@E)+s,

vp(55%,) = fug(x@) +5,x0 (1) + s Yds + v (1)

D(x,,x,) £0

elde ederiz. Burada x©(t), xV(r), v{¥(¢) keyfi fonksiyonlardir. Eger DU.5)
,5

olursa v, fonksiyonu x, ve x,degiskenlerine bagh fonksiyon olarak ele almabilir. Eger
8zel olarak O =1, xXO®=2, vOW= juo(t, 20t =t =263 olursa

vy(x,,%,) fonksiyonu acik bir sekilde elde edilebilir. Ayrica da M ™' varhgm da

ispatlamis oluruz.

(115), (116) probleminin ¢6ziimil karakteristikler yontemi ile asagidaki gibi

v(x,,%,,t) =[-Fu) +uF'(W} +v,(&,,&,) (123)
alinir. Ayrica da

u(x,,x,,t) = Mv(x,,x,,t), (124)
Gergekten de
Mv(x,,x,,t) = [—aiF'(u) +u OF () _ aF(u)] t+ o, (l ol t] _ v OF'() +

0x, ox, ox, 0&, ox, o0&, ox,

(2 20O, B0, ) s, fore o),

v, | vy _ GF'(u)(avo L % )t_ GF'(u)(c’)vo % )t=u.
o0& 0&, ox, \0& 0O&, ox, \0& 0E,
Boylelikle agagidaki teoremi de ispatlams bulunmaktayiz.

Teorem 5: Eger v(x,,x,,t) fonksiyonu (115), (116) probleminin siirekli ¢dziimii
ise, bu taktirde (124) esitligi ile bulunan u(x,,x,,f)de (107), (108) probleminin zay:f
¢oziimidiir.

Yardime: problemin agagidaki avantajlars vardir:

(i) w(x,,x,,t) fonksiyonunun diferansiyellenme o&zelligi wu(x,,x,,t) nin
diferansiyellenme 6zelliginden yiiksektir;

(i) u(x,,x,,t) ¢oziimiini bulurken g)_cu_ (j =1,2) tiirevlerini kullanmak zorunda

s

degiliz, zaten sz konusu tiirevler sigrayis noktalarmnin etrafinda mevcut degildir.
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Incelemekte bulundugumuz (107) cinsinden denklemlerle fizikte kargilagiimakta
oldugundan, s6z konusu denklemin ¢ozlimii belli bir fiziksel kosul saglamak zorundadir.
Diger agidan da (123) den gﬁrﬁldﬁgﬁ gibi yardimc problemin ¢6ziimii x, —x, argiimanma
bagh keyfi bir fonksiyon igermektedir. Bu ¢6ziimler ailesinin igerisinden fiziksel yararh
olanini bulmak i¢in, entropi kogulunu belirleyelim. Bundan dolay: asagidaki integrali géz
Oniine alahm

E@f) = ju X, X, t)dbe,dx, (125)

R3
(125) integralinin degerinin hem stirekli ve hem de siireksiz fonksiyonlar i¢in aym
oldugu agiktir. Ayrica, E(t) fonksiyonunun degeri zamana bagh degildir. |
Tanmm 15: Asagidaki esitlik
E@0) = juo(xl,x2 Y, dx, (126)

o
yardimi ile bulunan E(0) sayisma v(x,,x,,?) fonksiyonunun kritik degeri diyelim.

Simdi  u(x,,x,,f) fonksiyonunun siireksizlik noktalarmmn bulunmasi problemini
inceleyelim. Bunun i¢in x, =&(f), x, =¢&,(¢) ie u(x,x,,t) fonksiyonunun sigrayis
egrisinin parametrik sekilde verilmis denklemlerini gosterelim.

Tamm 16: Her ¢ i¢in v(x,,x,,#) fonksiyonunun kritik deger aldig: noktalarin
geometrik yerine front egrisi deyelim.

Tamm 16 a gére v(&, (1), &,(¢), 1) = E(0). Eger son esitligi diferansiyellersek,

(%+%%+%%)x,=;a) =0, (i=12)
elde ederiz. (115) ve (124) g6z Oniine alinirsa

& __F@

- , (=12 (127)

xj=§j

elde ederiz.
Tanmm 17: Asagidaki egitlikle tanimlanan

v (xlaxzat)s v< E(0),

(128)
E(0), v 2 E(0)

vgen_(xl ’x2’t) = {

fonksiyonuna (115), (116) problemi i¢in genellestirilmis ¢6ziim diyelim.
Bu kosula entropi kogulu denir. Teorem 5 e gére

Ugen (X, %,,0) = MV, (X,,X,,1) (129)
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olur. Buradan gériildiigii gibi (x,,x,,f) fonksiyonu igin ( x, ve x, degiskenlerine gére )

sicrayly noktas: sagdan %zf— (j=12) turevlerinin sifira esit oldugu noktalara denir.

(127) den
0]
t= [ ——d, (i=12)
i F@
o
dur. I—F(——)—dx ;<®,  (j=12) kosulu  u(x,x,,t) fonksiyonunda sigrayig
u
0

noktalanmin varhg: igin yeter ve gerekli kosul olmaktadir.

2.3.2. Baslangic Fonksiyonun Siireksiz Oldugu Durum

Birinci boliimde baglangi¢ fonksiyonu siirekli oldugu durumda (107) denklemi i¢in
Cauchy problemini inceledik, ve gordiik ki, yeteri kadar piiriizsiiz baslangi¢ fonksiyonu
hem negatif, hem de pozitif egime sahip olursa , dyle bir 7, zamam var ki t>7,
oldugunda (107), (108) probleminin ¢6ziimii yeri nceden bilinmeyen sigrayis noktalarna
sahip olmaktadir.

Bu bolimde amacimiz baslangig fonksiyonu siireksiz oldugu durumda (107), (108)
probleminin global ¢6ziimiinti incelemektir. Bundan dolay: (107) denklemini agagidaki
kosul gercevesinde géz 6niine alalm

u, x<0

u(xl,xz,O)Euo(xl,xz)z{ 0<x,<1L, (130)

u,, x>0,

burada wu,, 4 ve L bilinen reel sabitlerdir. u,(x,,x,) baslangig fonksiyonunun grafikleri
sekil 10 (a) ve (b) de gsterilmistir. Literattirde (107), (130) problemine Riemann problemi
denir. u,(x,,x,) fonksiyonunun x, degiskenine gére sigrayist Ll uoj= [uz “”1[ olmaktadir.

2

Kolayhk saglamak icin (107), (130) probleminin ger¢ek ¢oziimiinii Fu) = —212— oldugu

durumda ele alalim.

Burada iki durum olabilir;

(1) 4, < w. Bu durumda, (107), (130) probleminin ¢6ziimii karakteristikler yontemi
ile
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X
U, —t-<u1
X *
u(x,,x,,t) =4—, ul<—t—<u2, 0<x,<L, (131)
t
u,, sy
20 2
t

olarak bulunur. (131) ifadesi ile bulunan ¢oziimiin grafigi sekil 10 (d) de gosterilmistir.
Sekilden gorildugu gibi ;< #% oldufu durumda baglangic profilde bulunan sigrayis
zaman arttik¢a kayip oluyor.

(i) u,> u . Bu durumda ise sekil 10 (c) den goriildiigi gibi probleminin ¢6ziimii ¢ok
degerli fonksiyon olur. Klasik ¢6ziim s6z konusu olmadi: i¢in g6z Oniine aldigmmz

probleminin zayif ¢6ziimiinti tanim 14 e gore asagidaki gibi tanimlayalim

2
.“ 202 . Y F(u)é’ﬂ dx,dt + j P(x,,%,,0)u dx, dx, +
B ot Jj=1 axj

[ o, %,,00m,dxdx, =0. (132)
x>0
0<x,<L
(132) integral esitligini koruyan zayif ¢oziimii elde etmek igin yine de (115), (116)
yardimci problemine bagvuralim. Burada v,(x,,x,) fonksiyonu yukarida oldugu gibi (117)
denkleminin herhangi bir ¢6ziimii olmaktadir ve

ux, x <0

v(xl,xz,O)Evo(xl,xz)z{ , 0<x, <L, (133)

ux,, x>0
olarak yazilabilir. (123) formiilii g6z 6niine alimirsa (115), (133) probleminin ¢5ziimi
-1—qu +u, (x, —ut), g u,
v(x,,%,,t) = ! s (134)
-z-uft +u, (x, —u,b),

seklinde olmaktadw. Sekil 10 (a) da = u(x,x,,t) = Mv(x,,x,,t) fonksiyonunun #>0
oldugu durumdaki grafigi gdsterilmistir.

(131) formili ile bulunan u(x,,x,,t) fonksiyonunun birinci tlir sfireksizlik
noktasiin oldugunu varsayarak ¢ok degerli siirekli fonksiyondan fiziksel agidan yararh
bir degerli ¢6ziim olusturmak olabilir. Bu durumda sigrayis noktalarmin yerini belirlemek
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6nem tasmmaktadir. S6z konusu sigrayis noktalarimin yerini bulmak igin asagidaki ifadeyi
g0z Oniine alabm

V()= %E(r) ,

E il
E@)=" [(u, +u,)dx, . (135)

()
Burada x{™(t) ve x™*(t) swasiyla ¢dziimiin toparlanma (overlap) ve kirlma (breaking)
yaptiklar1 noktalarin apsislerini gostermektedir. Kolayca gésterilebilir ki,

2 .2
Uy —Uy

E@®) = 1L

dir. Sekil 9 dan goriildiigii gibi tabam ABC olan prizmanin hacmi V(t)=S,,.L olur.

P
e
"

.3<+

u,t u,t

Sekil 9. Baglangi¢ profilin zamana gore evrimi

Burada

2 2
SABC - ACZAB - (u1 : uz)t. Diger taraftan SABC = —;"SABCD olmaktadir. sln'ldl

ABC iiggeninin alanm integral yardim ile hesaplayahm
(LR x
Sasc = Idxdu = I (, "‘;l“)dxl =

ABC 0

2 2
W=t
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Tamm 16 ya gore gz Oniine aldigimz problemin sigrayis noktalarmin koordinatlan

(front noktalar)
v(xlf (t).x,,t) = E(t)

(136)

denklemini saglamaktadir. Agiktir ki, (132) integral esitligini koruyan u(x,,x,,?)

fonksiyonlan siireksiz de olabilir. Siirekli gok degerli ¢oziimden, (136) esitligini koruyan

siireksiz, ama bir degerli ¢6ziimii bulmak icin S, = g esitligini kullanarak x'(t)
ABEF 2 ABCD

yi kolayca elde etmek miimkiin olur, yani

ul—u?
ﬁ——‘—i—"—)t = (u, —u,)x{ (t)
olur. Buradan
0 Stw)

Diger taraftan, (108) ifadesi v, = v_ esitliginden de elde edilebilir. Burada

v, =-;-uft+u] (x, —u,0), v =%u§t+u2(xl ~u,t)
dir. (138) den
U= ax/ (t) _ttu,
dr 2y .
bulunur, yani Rankine-Hugoniot kosulu kolayca elde edilir.
Tanim 17 de oldugu gibi
v_, Yy
Vo (%, %5, 1) = M
v, —tl- >U

esitligi ile tammmlanmus genigletilmis ¢&zlimi g6z Oniine alahm.

(137)

(138)

(139)

(140)

Uyan 3: Eger (138) ifadesinde (x, = x/ (), x,)) sigrayis eprisi {izerinde u, >u

limitini hesaplarsak

al) _ . U
— o =Fw, Fw=>),

oldugunu elde ederiz; yani zayif sigrayislar karakteristikler iizerinde dagilmaktadirlar.

Rankine-Hugoniot kosulunu S, = S,5 kosulundan, yani
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(0

E@)= [(u, +u,)dx,

over
X

ifadesinden elde edebiliriz.
Teorem 5° e gore (107), (140) probleminin bir degerli, sigrayis noktalari (138)
denklemi ile hareket eden s6z konusu problemin fiziksel Gzelliklerini diizglin ifade eden

¢Oziimii
u, Ay

U,y (X,,%,,0) = x’ (141)
u,, —=+>U

olur. Boyle fonksiyonlarla ifade edilen ¢6ziimlere darbe dalgalar1 denir. (141) ile
tammlanan u,,, (x,,x,,t) fonksiyonunun grafigi sekil 10(a) da g&sterilmistir.

2.3.3. Sayisal Céziim I¢in Algoritma

Bu bolimde amacimiz  (107), (108) probleminin sayisal ¢oziimiinili ele almak i¢in
bir algoritma Onermektir. Bu amagla , yukaridaki nedenlerden dolay1 g6z 6niine aldigmmz
esas problemi degil; 2. bolimde 6nerilmis yardimc: problemi kullanacagiz.

Once (x,,x,,t) argiimanlarinm stirekli degistigi D, bolgesini ayriklagtiralm:

Q5 ={x{”,x§”, Nl xP =ik, x{° = jhy, t, =kt; i=..—n,—n+1,...,~1,0,1,...,n;

j=emm=m+1,..0,L.m..; k=012,.54 >0, b, >0, >0 }.
Burada A, h, ve 7 bilinen sabitler olup, srrasiyla (x,,x,,#) ye gore sebekenin adimlan
olmaktadirlar. (124) formiiliinii dikkate alirsak (115) denklemini asagidaki gibi yazabiliriz
ov(x,,x,,t)
ot
Hamilton-Jacobi denklemi olarak adlandirilan (142) denklemi igin [51] de stireksiz bir
Galerkin sonlu eleman metodu uygulanmistir. (142) den de goriildiigii gibi bu denklem

u(x,,x,,t) fonksiyonunun hicbir tiirevini icermez ve bu da denklemi Q, ), . agmm keyfi

+ F(u(x,,x,,t))=0. (142)

(x",x{,t,)  diigiim noktasinda sonlu fark formiilleri ile ayriklagtirmaya imkan saglar.

U« ve V,,;, ilesrasyla u(x,x,,f) ve v(x,x,,t) ¢oziimlerinin €, , = afmin

keyfi (x",x$,2,) diiglim noktasindaki yaklasim degerlerini gésterelim. Ayrica
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A

U U U iJ, k+1 =U veE (Ui,j,k —Ui—l,j,k )/}ll = U; Olsun. th,hz,f aglnm ke}’ﬁ dﬁgﬁm

ijk
noktasinda (142), (116) problemini agagidaki gibi sonlu farklar ile ayriklagtirahm

Vi,j,k+1 ljk TF( Jk) (143)

V.,o=VO. (144)

X

Burada V), v,(x,,x,) fonksiyonunun (x{”, x{) noktasmdaki degerini gostermektedir.

Kolayca ispatlanabilir ki,

U=V_+V-, (145)

ag fonksiyonu
U= U———F (U)——-Fx ) (146)
h* h, ‘
formal yazilmig lineer olmayan cebirsel denklem sistemini saglamaktadir.Burada

v v F@ - OFw

_——, kismi tiirevlerinin
axl ax2 axl axZ

V_,V—, F-(U) ve F-(U)srasyla

geriye sonlu fark karsihgi olmaktadirlar.
Teorem 6: (115), (116) probleminin ¢6ziimii i¢in keyfi 1i,j,k i¢in asagidaki

E (tk) ZZ ijk
toplam zamana bagmmh degildir.
. 0
Ispat: Qi s, kiimesi ile Q, , .nn smn y, , . Uzerinde sifir olan Q, , . daki a3
fonksiyonlarinin kitmesini gosterelim. Ik olarak U .; —U, , ifadesini ele alahm. (146) dan
A T T
U—U:—[~F;‘(U)+-—F}, (U)] (147)
h h,
elde ederiz. Simdi agagidaki ifadeyi gbz 6niine alalim

E(t,n)~- E@)=~Mh, ZZ [ F; (U)+—F (U)}

= —r{h2 ;[Z F, (U)} +h Z{}J: F, (U)} . (148)

Basit bir hesaplama ile E(t,,,) — E(t,) =0 almir. Bu ise E(¢,) nm k dan bagimsiz oldugu
anlamina gelir.
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Tamm 18: V., ag fonksiyonunun E(0) kritik degerini aldi1 noktalarm geometrik

1

yerine kritik degerler denilir.
Tamm 19: Asagidaki egitlikle tanimlanan

Py =4 > Y <EO) (149)
EQ), V,;>E©)

Vm ag fonksiyonuna (142), (117) probleminin genellestirilmis sayisal ¢oziimii denir.
(145) ifadesine goére

Use =Vesg + Ve, ' (150)
formiilti ile bulunmaktadir,

2.3.4. Baslangic-Simir Deger Problemi

Yukaridaki bolimlerde birinci mertebeden nonlineer kismi tiirevli denklem igin
baslangi¢ deger problemini inceledik. Bu boliimde ise amacimiz (107) denklemi i¢in smur
deger problemini incelemek olacaktir.

'™ =xM,x"), (v=1..,N) ile O bolgesinde bilinen noktalar olsun. Asagidaki
problemi g6z Oniine alalm

Ou(x,,x,,0) . OF (u(x,,x,,1)) p OF (u(x;,%,,1)) _

0, 151
ot &, ox, (15D
u(x;,%,,0) = 4y (%, %,), (152)
(X, %5, | =1 (6,257, 0), (153)

burada v, (x”,x,r) bilinen fonksiyonlardir. Yukarida 8nerilmis yontemi takip ederek
(151)~(153) e kargilik gelen asagidaki
6v(xl 2 Xy s t )

o + F(u(x,,x,,t)) =0, (154)
V(X,,X,,0) =V, (x;,x,) (155)
a'V(xlaxz ’t) + 6v(x,,x2,t) Ell(x X ,t - = v (x(v), x(v), t) (156)
1 2 I 1 1 2
axl ax2 ™

yardimc1 problemini géz dniine alahm. Kolayca ispatlanir ki, (154)-(156) problemi i¢in de
(121) formiili gegerli olmaktadir.
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(154)-(156) problemi igin €, , . afmn keyfi digim noktasinda asagidaki sonlu

fark karsiigim yazalm
Vi =V, -tFU,,), (157)
Vi o=V (x”,x), (158)
Upje = (07,57,1,), (159)
U=V+7,. (160)

Goruldagit gibi (157)-(160) algoritmas: ¢ok sadedir ve klasik ¢dziim yontemlerine
gore de ¢ok da ekonomiktir. Ayrica (157) algoritmas: daha yliksek mertebeden sonlu fark
yontemleri yazmaya imkan saglamaktadir (Runge-Kutta yontemleri gibi). (151)-(160)
algoritmasmin bagka bir avantaj sudur ki, tanim bolgesinin geometrisinin algoritmaya
hicbir etkisi yoktur.

2.3.5. Sayisal Deneyler

Bu kisimda sayisal deneylerin sonuglarm sunacagz. ilk olarak,
x; <0

u,,
u(xl,x2,0)={u‘ &% 0<x,<L (161)
22 1=

baslangi¢ kosuluna sahip (107) denkleminin gergek ¢oziimiine bakacagiz.

Sekil 10 (a) da (u, =1, u, =0.5) ve sekil 10 (b) de (#, =0.5, u, =1) baslangic
fonksiyonlar1 verilmistir. Sekil 10 (c), (d) srasiyla uygun baglangic kosullara karsihk gelen
dalganin 7" =10 degerindeki evrimleri g6sterilmistir.

u, <u, oldugunda ¢ nin artan degerleri igin baglangigtaki siireksizligin yok olmaya
meylettigi gozlemlenir (sekil 10 (d)). Diger taraftan wu, >u, oldugunda ¢ nin artan
degerlerinde ¢oziimde ¢ok degerlilik ortaya ¢ikar. (141) formiilii ile hesaplanan gergek
- ¢O6zlimiin grafigi sekil 11 (a) da verilmistir. (157)-(160) algoritmas: kullamlarak elde edilen
sayisal ¢6ztim (7=1, T=4, 7=8) zaman degerlerinde sirasiyla 10 (b), 10 (c) ve 10 (d)
grafiklerle gosterilmistir. Bu ¢6ziim baglangigtaki siireksizligin ger¢ek ¢oziimdeki gibi
zamanin tiim degerlerinde devam ettiini gosterir. Sayisal ve gergek ¢dziimlerin biri birine

¢ok yakm olmast 6nerilmis algoritmanin yeteri kadar efektif oldugunu géstermektedir.
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Sekil 12 (a) da gosterildigi gibi baslangig profili

u, x <[,
u(x,x,,0)=3u,, L <x,<l, , 0<x,<L (162)
us, x, >1,

sonlu arahkta iki sigrayisa sahip olarak g6z Gniine alahm.

Sekil 12 (b) ~ (d) de (162) baslangig kogullu dalganin zamanmn artan degerlerindeki
evrimleri gosterilmistir.

Simdi baglangi¢ profil olarak

u(x,0) = 12sec #* (x +10) + 2sec h* (x)
fonksiyonunu géz Oniine alahm. Sekil 13 (a) da gosterildigi gibi baslangic profilde biri
birini takip eden iki dalga mevcut olmaktadir. Bu dalgalardan kii¢iigii 5nde, bilylig ise
kiiciik dalganmn pesinde gbsterilmigtir. Zamann artan degerlerinde biiyitk dalga daha hizhi
dagilarak kiictik dalga ile sanki lineer dalgalarda oldugu gibi toplanmakta ve bunun
sonucunda tek bir dalgaya doniigerek hareket etmektedir. Yani (107) denkleminin
¢6ziimiinde soliton tiirlii dalgalar olusmamaktadur.
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Sekil 10. a) Baslangig profil, u, > u, durumu
b) Baslangi¢ profil, ¥, < u, durumu
¢) (131) Formiiliine gore dalganin evrimi, %, > u, durumu
d) (131) Formiiliine gore dalgamn evrimi, #, <, durumu
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(c)

(d

Sekil 11. a) (141) Formiiliine gdre dalganin fiziksel gergek dagilimi
b), ¢), d) Zamanin farkli degerlerindeki dalganin evrimi (143)-(145)
algoritmasina gore sayisal ¢oziim
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(c) (d)

Sekil 12. (162) Baslangig profilli dalganin zamanin farkl: degerlerindeki evrimi
(sayisal ¢oziim)
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Sekil 13. Ikili dalganin zamanin farkh degerlerindeki dagilim evrimi
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Sekilden goriildiigii gibi, (151) denklemi nonlineer olmasma ragmen, (lineer
denklemlerde oldugu gibi) iki ¢6ziim toplanarak, enerjisi baglangigta verilen iki dalganin
enerjileri toplamina esit olan tek bir dalgaya doniistr.

ju(x, HdQ

Q
nicelii tim ¢>0 i¢cin zamandan bagmsizdr. Bununla birlikte, baslangic profilleri
dalganin Dbiiytikligii gittikge kiigiiliirken ve dalgalar alana gittikge biiyiikk miktarda
yayilirken degisir. S6z konusu dalganin evrimi Sekil 13 de gosterilmistir.

Simdi (151) — (153) problemi ile ifade edilen problem igin sayisal deneyleri
inceleyelim. Fiziksel agidan anlamh olmasi amaciyla, eni ve uzunlugu /=b6=600m ve
efektif kalmhigi 20 m olan petrol tabakasinda petroliin su ile sikigtirilmast problemini géz
Oniine alalm, Varsayalim ki, g6z oniine aldigimiz bolgede biri petrol kuyusu ve diger ikisi
su basma kuyular1 olmak {izere ii¢ kuyu bulunmaktadir. Literatiirden bilindigi gibi Bﬂinen
fiziksel yaklasimlar c¢ercevesinde s6z konusu problem su ile doyma fonksiyonuna gore
(151) — (153) gibi yazilan matematiksel model yardim: ile ifade edilebilir [45], [52].
Amacimiz (151) — (153) probleminin ¢6zlimiiniin matematiksel yapism incelemek ve s6z
konusu problemin ¢6ziimii igin efektif algoritma kurmak oldugundan, olaym fiziksel
yapisim detaylh bir bigimde yorumlayacagiz.

Bilgisayar deneyleri yapmak amaci ile (151) — (153) probleminin verileri olarak
asagidakiler goz 6niine alnrmugtir.

(151) denklemindeki F(u) fonksiyonu olarak

KW (u) + /'IOKO (u)
ele almmugtir. Burada
[ (u-01Y
(u— - ), Uy Susuy
u
K, (u) =

Ko(u)=(u"u] , Uy <u<u,

u, —u,
olarak ahnmugtir. », = 0.1, u, =0.8 dir. u, degeri ise K, (4) = K,(u) kosulundan u, =0.7
olarak ele alinmistir.
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Sekil 14 - 16 da zamamn artan degerlerinde (151) — (153) probleminin ¢6ziimiiniin
(yvani, su ile doyma fonksiyonunun) dagthm dinamigi gosterilmigtir. Kolaylik icin N =2
alinmustir.  Sekil 16 dan gorilldiigin gibi 7=2200 giin oldugunda tabakali ortama
pompalanan su, petrol kuyusuna ulagmis bulunur. Alman sonuglar fiziksel problemin
dinamigini efektif sekilde ifade etmektedir. |

Sekil 14. Su ile doyma fonksiyonunun 7= 600 giin zaman degerindeki dagihm
o
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Sekil 15. Su ile doyma fonksiyonunun 7= 1800 giin zaman degerindeki dagilhm
dinamigi

Sekil 16. Su ile doyma fonksiyonunun 7= 2200 giin zaman degerindeki dagilim
dinamigi
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2.4. Bir Boyutlu Nonlineer Diferansiyel Denklemler Sisteminin Siireksiz
Fonksiyonlar Sinifinda Sayisal Coziimii
Bu bolimde R? de lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler sistemini

inceleyecegiz. R’ de asagidaki denklemler sistemini goz niine alalim

oG (u. vy OF (u.v)
P\*s /+ J -

OF@y) _o 163
ot Ox (e

0G, (u,v) N OF, (u,v) _ 0 (164)
ot o '

Burada, G,(u,v) ve F,(u,v), (i=12) fonksiyonlan kendi argiimanlarma gore siirekli ve
siirekli diferansiyellenebilen fonksiyonlar olmaktadirlar. (163), (164) denklemler sistemi
ile hidrodinamigin ve fizigin bir ¢ok fiziksel 6nem tastyan problemleri modellenmektedir.
Soz konusu denklem sistemi igin Cauchy probleminin siireksiz fonksiyonlar smifinda
¢oziimii [30] ve [31] de incelenmigtir.

Bu boliimde hidrodinamikte meydana gelen iki 6zel durumu inceleyecegiz:

1.Durum: F,(u,p)=0.5u>, F,(u,p)=up, G (u,p)=u, G,(u,p)=p. Bu durumda

(163), (164) denklemleri
u +uu, =0, (165)
P +(pu), =0 (166)

bi¢imine doniigiir. (165), (166) diferansiyel denklemler sistemi bir boyutlu, zamana bagl,
sikigtirilabilir akigkanlarin sabit basing altinda izentropik akigim temsil etmektedir. Burada
u ve p, keyfi x noktasmda ve ¢ zamaninda sirasiyla akigkanin hizim ve yogunlugunu
gostermektedir [18], [29], [37], [41].

K, (u,v)
K, (u,v)+ uK,(u,v)

2.Durum: F(u,v) = s Fy(u,v) = Fi(u,v)v +[1 - F(u, vy (v)],

G (u,v) =u, Gz(u,v)=uv+(l—u)ly(v)+g@, y=_'uL(v_)
m Ho(v)

olsun. Burada F|(u,v), F,(u,v) akiskan karnsmmmn toplam hacmindeki su ve petrol
kisimlarimi belirleyen Buckley-Leverett fonksiyonlar1 olarak isimlendirilen fonksiyonlart;
K,w,v), K,(u,v) swasiyla F,(u,v), F,(u,v) su ve petrol fazlarmm kismi gegirgenligini
gosterir. a(v) gegirgen (gozenekli) ortamm birim hacmindeki ¢okiintiintin kiitlesi; w(v) su
ve petrol fazlarindaki aktif ¢6zeltinin kiitle konsantrasyonunu; g, (v), 4, (v) swrasiyla su ve
petroliin dinamik viskozitesini; m gézenekliligi (porosity) temsil eder.
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2.4.1. Bir Boyutlu Gaz Dinamigi i¢in Baslangi¢-Simir Deger Probleminin
Siireksiz Fonksiyonlar Simifinda Sayisal Coziimii

Genel olarak, R? de asagidaki gibi hiperbolik tipten kuazi lineer kismi tiirevh

diferansiyel denklem sistemi igin

o OhWP) g, (167)
o o

%, 2w (168)
ot ox

u(x,0) = uy (%), (169)
p(x,0) = po(x), (170)
u(0,0) = u, 1), (171)
(0,0 = p,(®) (172)

baslangi¢-sinir deger problemini g6z Oniine alalm. Burada, u,(x), p,(x), u,(¥) ve p,(?)

fonksiyonlar1 bilinen fonksiyonlardir ve F= (F,(u,p), F,(u,p)) asagidaki kosullart
saglayan u ve p degiskenlerine bagh olarak verilmis fonksiyonlardir:

(i F,(u,p), F,(u,p) fonksiyonlarn u =(u,p) smrh vektdr fonksiyonlar1 igin

sinirhdir ve F(u) e C*(Q), Q < R? dir;

(ii) dF(u) Jakobiyen matrisi O, de reel ve ayrik 6zdegerlere sahiptir;

(iii) d’F(u) # 0 dur.

(167), (168) tipindeki denklemler sisteminin bir ¢ok fiziksel problemi temsil ettigi iyi
bilinmektedir. Ornegin, bu denklemler yer alt1 hidrodinamiginde mevcut olan gegirgen
ortamda gaz ve petroliin filtrasyon teorisinde, gaz dinamigi ve akigkanlar hidrodinamiginde
bulunan kiitlenin, enerjinin, momentumun vs. korunum kanunlarmi ifade eder [15], [40],
[41], [44], [50], [53].

(167), (168) denklem sisteminin ¢6ziimleri i¢in karakteristik ozellik wu(x,f) ve
p(x,t) fonksiyonlarmin x ve ¢ degiskenlerine gore tiirevlerinin olmamasidir. [52], [53] de
gosterilmistir ki, iyi baslangic kosullar1 cercevesinde bile (167), (168) denklemlerinin
siireksizlik noktalarma sahip, yeri 6nceden bilinmeyen siireksiz ¢6ziimleri vardir. Ayrica,
bu ¢6ziim iki parcadan; (167), (168) diferansiyel denklemlerini saglayan siirekli kisim ve
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Rankine-Hugoniot kosulunu saglayan darbeden olusan kisimdan ibarettir. Literatiirden
bilindigi gibi, bu tiir fonksiyonlar zayif ya da genellestirilmis ¢6ziim olarak adlandirilr.

Tamm 20: ¢(x,7)=0 olmak izere ¢(x,t)eC;(R?) keyfi bir test fonksiyonu
olsun. (169)-(172) baslangi¢-smir kogullarim saglayan ve
[, fo. w0 + 0, DR @ 0), px, 0

+f%uwuma+fﬂ%mmﬁmmﬁw=m (173)
[l 40,0000 + 0, (e O F, (u(x, 1), plx, 1) e

+ [ o0+ [ Fy 0, 0,(0)p(0,0)dt = 0 (174)

integral esitliklerini koruyan u(x,f) ve p(x,f) fonksiyonlarma (167)-(172) probleminin
zayif ¢6zlimii denir.

Tanim 20 den goriildtgi gibi, bu durumda u(x,r) ve p(x,f) fonksiyonlar: siireksiz
de olabilir. Zayif ¢6ziimlerin bulunmasmda asil zorluk, siireksizlik noktalarmm bulunmas:
ve ¢6ziimiin ileri zaman evrelerinin bilinmemesidir.

Yerleri 6nceden bilinmeyen siireksizlik noktalarmm varhgi (167)-(172) probleminin
sayisal ¢dziimiindi bulmak i¢in literatiirden iyi bilinen herhangi bir klasik ¢6ziim yOntemi
uygulandiginda sorunlar ¢ikarir. Ciinkii stireksizlik noktalar1 (167), (168) deki tiireviere
sonlu fark formiilleriyle yaklagima izin vermez.

1. Tur Yardimci Problem: (167)-(172) esas probleminin sayisal bir ¢Oziimiinii
bulmak i¢in asagidaki yardime: problemi g6z 6niine alahm

ow(x,t) o F (aw(x,t) 67r(x,t)) _o 175
o &’ & ’

or(x,t) L F (6w(x,t) 67z(x,t)) ~0 (176)
ot o T e ’

w(x,0) = w,(x), 177

z(x,0) = 7, (x), (178)

w(0,

2D o), - an

ZZOD 0. (180)

Burada W, (x) vez,(x) fonksiyonlar sirastyla
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dw;f") = uy(%), (181)
dz,
B = gy ) (182)

denklemlerinin keyfi siirekli diferansiyellenebilen ¢oziimleri olmaktadirlar.

Teorem 7: Eger w(x,t) ve m(x,1) fonksivonlar1 (175)-(180) yardimc: problemir in

¢6ziimleri ise, bu taktirde
u(x,f) = 5’”;;‘ 1) (183)
v(x,1) = aag 1) (184)

ile tammlanan u(x,#) ve p(x,f) fonksiyonlan (167)-(172) esas probleminin ¢6ziimleridir.

(175)~(180) yardime1 problemi agagidaki avantajlara sahiptir:

(i) w(x,t) ve z(x,t)fonksiyonlary, u(x,t) ve p(x,t) fonksiyonlarmdan daha
piriizsiizdiir. Ustelik, u(x,t) ve p(x,t) mutlak siirekli fonksiyonlardir,

(i) u(x,t) ve p(x,t), siireksizlik noktalar civarmnda tamimh olmayan % ve —Z—f—
tiirevleri kullamimadan hesaplamlabilir.

(i) Onerilen (175)-(180) yardimci problemi wu(x,t) ve p(x,t) nin tlirevlerini
icermediginden (167)-(172) probleminin sayisal ¢6ziimii herhangi bir zorluk olmaksizin
(175)-(180) denklemleri ve (183), (184) bagmtilariyla elde edilebilir.

2. Tiir Yardimc: Problem: (175)-(180) yardimc: problemini asagidaki gibi alternatif
formda da

2 [0+ o). o) = F 0o, (). (185)
2 [pnd + Fux, px,) = 4 0.,0) (186)

yazmak miimkiindiir. (185), (186) denklem sistemine 2. tiir yardime: problem diyecegiz.
Bu integro-diferansiyel denklemlerinden gériildiigii gibi u(x,) ve p(x,t) fonksiyonlari
stireksiz de olabilirler. Bu 6zellik (175)-(180) yardimc: probleminin dnemli avantajlarindan
biridir. Bu avantajlar sayesinde, (167)-(172) esas probleminin sayisal ¢dziimlerini bulmak
igin yardimci problemin (185), (186) alternatif formundan yararlaniacaktir. (167)-(172)
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sistemni i¢in baglangig-smir deger probleminin ¢6ziimiiniin yapism incelemek amaciyla, ilk

olarak gaz dinamiginde ortaya ¢ikan denklemler sistemi g6z 6niine alnacaktir.

2.4.2. Sikigabilir Sivilann Sabit Basinch Izentropik Akis Problemi

Bu kisimda,
u, +uu, =0, (187)
P+ (pu), =0, (188)

denklemleri (169)-(172) baslangi¢c ve sinir kosullari ile ele ahnacaktir.
(187) denkleminin p(x,#) den bagmmsiz oldugu agiktir. Bu nedenle ¢6ztimii kolayca

elde edilebilir. (187), (169) ve (171) probleminin ¢6ziimii iki Cauchy probleminin ¢dziimii
ile iliskilendirilebilir. (187), (169) ve (171) probleminin yerine

u, +uu, =0, (189)

u(x,0) = u, (x) (190)
ve

u, +uu, =0, (191)

u(0,6) = u, (t) (192)

Cauchy problemleri ele alinacaktir.
(189), (190) probleminin ¢6ziimti karakteristikler metodu ile

u(x,t) =uy (&) (193)
olarak bulunur. Burada
E=x-ut (194)

(189) denkleminin u(x,f) egimli karakteristiklerinin denklemidir. (189) denkleminin
karakteristikleri x ve ¢ koordinatlarinin pozitif oldugu eksenlerinden geger. (194) formiilii x
ekseninden gegen karakteristikleri gosterir. Eger u # 0 ise,

u(x9t) = u] (T) > (195)
r=t-% veya x=u(t—1) (196)
u

ifadeleri (191), (192) probleminin ¢6ziimiinii verir.
(196) denklemi, egimi 1/u ya esit olan ve x, ¢ diizleminin birinci bolgesinde yer alan
dogrunun denklemidir. Bu dogru iizerinde u(x,t)=u,(&) dir. Simdi, ¢ ekseninden gegen
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karakteristiklerden herhangi birinin ¢ =7 noktasindan gegtigini varsayam. Bu dogrunun
denklemi x =u(t—1) olacaktir. (196) denklemi kullanilarak & = —ur elde edilir. Ayrica,

x=0 noktasinda u,(¢)=u,(r) olur. Bu ise, =7, x=0 noktalanndan gegen

karakteristiklerin devamma ve kesigim noktasim x = £ ile gdstermeye tekabiil eder.

Bu durumda, (189), (190), (191) ve (192) probleminin ¢dziimleri birlestirilerek
(187), (169) ve (171) probleminin ¢dziimii

u,(£), £>0
u(x,t) = ;, %@D<§<udﬂ (197)
u,(7), >0

olarak elde edilir. Hesaplamalarla, (197) bagmtisimn (187) denklemini gergekledigi

gosterilebilir. Eger x ve ¢ ye gére u, ve u, tiirevleri hesaplanirsa

__%@ @)

U lug@r T 1O
bulunur. Eger ¢= ——l,- olursa u, ve u, tlirevleri sonsuz olur. Benzer sekilde, eger
Uy

xX=- olursa, yine u, ve u, tlirevleri sonsuza esit olur. u,(&) =u,(7) dir. Eger £>0

u;(7)
ise uy(&) nin negatif oldugu ilk noktada u, ve u, tiirevleri sonsuza esittir. (197) ifadesi
(187), (169), (171) probleminin alternatif bir formudur ve genel olarak pratikteki
uygulamalar i¢in faydah degildir. (197) den (187), (169) ve (173) probleminin ¢6ziimiiniin
herhangi bir x>0 noktas: i¢in ¢ok degerli bir fonksiyon oldugu goriiliir. Yani, eger

u, > u, ise (197) ¢dziimii hemen ¢ok degerli olur. Simdi,

o, +(o), =0, (198)
p(x0) = py(x), (199)
p0.0) = p, (1) (200)

problemini géz dniine alalim. Bu problemin ger¢ek ¢6ziimiinii olugturmak i¢in
w,+tuw, =0, (201)
w(x,0) = wy(x), (202)

w(0,6) = w, (¢) (203)
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yardimci problemini Onerelim. Burada w,(x), d;x" = p,(x) denkleminin herhangi bir

sirekli  diferansiyellenebilen ¢6ziimiidiir. (201) denkleminin x=0 noktasinda
gerceklendigi varsayilsm. (201) den

W(x,f) = — 1: u(x,7) p(x,7)dr (204)
veya

w(0,£) = — f) u, (£)p,(2)dz = w,(t) (205)
elde edilir.

Teorem 8: Eger w(x,t), (201) — (203) yardinci probleminin bir ¢dziimii ise, bu
taktirde

pl ) = 2220 (206)
ile tammlanan p(x,f) fonksiyonu (198) — (200) esas probleminin ¢dziimiidiir.

Simdi,

W, +uw, =0, (207)

w(x,0) = w,y (x) (208)
ve

w,+uw, =0, (209)

w(0,8) = w, (t) (210)

Cauchy problemlerini goz Sniine alalm. Karakteristikler metodu kullamlarak (207), (208)

denkleminin

w(x, 1) = wo(x —ut) = wy(£) (211)
¢oziimil elde edilir. (209), (210) denkleminin ¢ziimi ise |
w(x,t) =w,(7) (212)

olmaktadir. Burada

r=t-% (213)
u

dir. (211) ve (212) ¢oziimleri birlestirilerek (201) — (203) probleminin ¢6ziimii icin

w(x,t) = {wo (5)9 g > 0 (214)

wi(r), >0
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ifadesi elde edilir. £> 0 oldugu durumda w, tiirevi asagidaki gibi hesaplamlir

p(x,1) = ﬁ% . (215)
[28], [37] de p(x,t) fonksiyonunun (198) denklemini sagladig: ispatlanmugtir. (213) ve
(206) dikkate alnarak teorem 8 ispatlanilir. Elde edilen sonuglar (187), (188) ve (169)-
(172) probleminin ¢odziimlerinin her ikisinde de ¢ok degerlilik ortaya ¢iktigim gosterir.
Bundan dolay, bu problemin klasik ¢6ziimii yoktur ve zayif ¢6ziimii ise agagidaki bigimde
tanmmlambr.

Tamm 21: Eger (169) — (172) baslangic ve smur kosullarimi saglayan u(x,f) ve
p(x,t) fonksiyonlar, R? de tammh, x ve ¢ ye gore diferansiyellenebilen her ¢ test
fonksiyonu igin

u (x 1)

_U;z {¢t(x t)u(x t)+¢x(x t) dt

+ [u,@e0d+ [ 10p0.0d =0, 216)
I, 0. x0p(.0 + 0, (e Cx,0) pl 1) el

+ [ 200 + [ p,(00(0,0)dr = 0 @17)

integral bagmtilarim gergeklerse, bu taktirde wu(x,f) ve p(x,f) fonksiyonlarina (187),
(188) ve (169) — (172) probleminin zayif ¢6ziimii denir

Artik u(x,t) ve p(x,t) fonksiyonlar: siireksiz de olabilirler. Yukarida bahsi gegen

(187), (188) ve (169) — (172) probleminin zayif ¢dziimiinii hesaplamak i¢in asagidaki

yardimei problem onerilecektir

ov(x, 0, (av(x,t)) _o, 218)
ot 2 ox

aw(x D s ey &0 aw(x, N _o. 219)

v(x,0) =v,(x), (220)

u(0,0) =u, (1), (221)

w(0,8) = p, (1), (222)

p(x,0) =u, (1) . (223)
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Burada v,(x) ve w,(x) fonksiyonlan
dv,(x) _

i =u,(x), (224)
2o — gy ) 225)

bagmtilarini saglayan keyfi stirekli diferansiyellenebilen fonksiyonlardir.

Teorem 9: Eger v(x,7) ve w(x,t) (218) — (223) yardimci probleminin ¢éziimleri ise,
bu taktirde (197) ve (206) ile tanimlanan u(x,t) ve p(x,t) fonksiyonlar1 esas problemin
zayif ¢oziimleridir.

Yardime1 ¢6ziim asagidaki avantajlara sahiptir:

(i) v(x,t) ve w(x,t) fonksiyonlan u(x,t) ve p(x,t) fonksiyonlarindan daha
pliriizsiizdiir, yani v(x,?) ve w(x,t) fonksiyonlarmm diferansiyellenebilme 6zellikleri u
ve p nun diferansiyellenebilme §zelliginden bir basamak yiiksektir.

(i) u(x,t) ve p(x,t), siireksizlik noktalar1 civarinda tammh olmayan gxg ve %

ox
tiirevleri kullanilmaksizin belirlenebilir.

Zayif ¢6ziim kavramu hidrodinamigin denklemlerine farkli yaklagim elde etmek igin
kullandir. P. Lax, [13] de sayisal hesaplamanin ne sekilde faydah olabilecegini
gostermigtir. Lax ve Wendroff ise [23] de diferansiyel denklemlerin zayif ¢Sziimlerine
yakmsak ¢Oziimlere goétiiren farkh metotlar smifimn tam oldugunu gosterdiler. Bununla
birlikte, hidrodinamik denklemlerinin zayif ¢Ozlimlerine yakmsayan sonlu fark
¢ozlimlerinin elde edilmesine ragmen sonlu fark ydntemleri hidrodinamik denklemlerine
direkt uygulanamaz. Gergekten de, (187) denklemine sonlu fark metodu ile yaklagm
yapildig1 zaman, ashnda (187) denkleminin ¢6ziimii degil; # a adim olmak iizere

u, +uu, = hu, (226)
uyarlanmug denklemi ¢6ziilmektedir [26]. (187), (188), (169) ve (170) probleminin
 ¢Ozlimiiniin bilinmeyen siireksizlik noktalarina sahip oldugunu ve (187) denklemine sonlu
fark metodu ile yaklagilamayacagim vurgulamak gerekir. Ayrica, sebebiyet ilkesi bozulur;
yani, denkleme sonlu fark metodu ile direkt olarak yaklasim kuruldugunda, dalga fiziksel
olarak erigmedigi bir noktaya suni olarak tagnmus olur. Dolayisiyla, bu yaklagim yanhs

¢6ziimlere neden olur.
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Siireksizliklerin Ingasi: Bu kisimda, siireksizlik noktalarm bulma ve zamanla
degisimlerini belirleme problemi ele ahnacaktir. Bunun igin, ileride gerekecek baz
ifadelere yer verilecektir. wu(x,r) ve p(x,t) ¢oziimleri ¢ok degerli fonksiyonlar
oldugundan fiziksel olarak anlamli bir ¢6ziimii elde etmek i¢in

E®= [Lu 02 xolr, @27)

E,(0) = [[1,()p, () - u(x,) p(x, )}t (228)

enerji integralleri g6z Oniine alahm. (227) ve (228) ile verilen integraller hem siirekli hem

de siireksiz fonksiyonlar i¢in mevcuttur. Yukarida 6nerilen yardimei problemi

g W(E,H)dE + —%—uz(x, - —;-uf ) =0, (229)
2 [P(&.0d8 +u(0p(x,0 =14 0, () =0 230)
olarak tekrar yazalim.

Tamm 22: (227), (228) ile tammlanan ve ¢ nin herhangi bir degeri i¢in E,(f) ve
E,(r) sayilarma v(x,f) ve w(x,t) fonksiyonlarmn kritik degerleri denir.
Tanimm 23: Her ¢ icin v(x,f) veya o(x,t) nin kritik deger aldig1 noktalarin yerine 6n

noktast (front noktasi) denir.

Tanim 24:
(=), v<E(t)

Ve (X,1) = { E@®), v2E@ (231)
B w(x,t), w<E, ()

w”’(x")‘{Ez(r), w2 E,(0) @32

ile tammlanan fonksiyonlar (218)-(222) probleminin genisletilmis ¢6ziimii olarak
adlandirlr.

Teorem 7 den, zayif ¢6ziim igin

_ avaxt (x >! )

Upy (x3 t) - 3 ’ (233)
0w, (x,0)

Py (X, 1) = 2220 (234)

elde edilir.
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Siireksiz Fonksiyonlar Simifinda Sonlu Fark Yontemi: Onceki kisimda gosterildigi
lizere, eger baslangic profili hem pozitif hem de negatif egime sahipse, bu taktirde sonlu
bir 7, zamam vardir 6yle ki ¢ > 7, i¢in (167)-(172) probleminin ¢éziimleri siireksiz olur ve
stireksizlik noktalarmin yeri dnceden bilinemez. Ustelik, (167)-(172) probleminin gergek
¢Oziimiinii olusturmak kolay degildir. Bu baglamda, (167)-(172) probleminin ¢dziimii i¢in
sayisal bir yontem kullanmak kagilmazdir. Ik kisimda gésterildigi gibi, bu problemin
¢6ziimii yeri onceden bilinmeyen siireksizlik noktalarma sahiptir. Gergek ¢dziimiin igerdigi
bu ozellikler s6zii edilen probleme klasik sayisal metotlarn dogrudan uygulanmasina izin
vermez. Onerilen yardimc: problemin avantajlarnm kullanarak, yeni bir sayisal algoritma
Onerilecektir. [22], [35], [42] de Onerilen sayisal yontem sadece nonlineer skaler bir
denklem i¢in galismaktadir.

Sayisal yontemi kurmak i¢in problemin tanim bdlgesi

Q,, ={(x.,t)|x, =iht, =kr,i=012,..k=012,.;h>0,7>0}
agi ile ortiilir. Burada A ve 7 sirastyla x ve ¢ degiskenlerine gére agm adimlaridir.

Boylece (167)-(172) esas problemi yerine (175)-(180) yardimci problemine Q,
aginin herhangi bir (i,k) noktasinda sonlu fark y6ntemi ile yaklagim kurulur. (175)-(180)
denklemlerine yaklagim kurmak i¢in oncelikle, keyfi (x;,t,) € Q,, noktalarinda (175)-

(180) denklemindeki integrale karsilik gelen
[u.nac=nyu, (235)
J=1
yaklagik ifadesini kullanalim. (235) ve ileri Euler zaman fark yaklasimi, (185), (186)
denklemleri igin

T T <
Ui,k+1 = Ui,k + ;"F; (u1 (tk ),Vl (tk )) - ;;F; (Ui,k’ V:k) - Z (Uj,k+1 - Uj,k ) > (236)
J=t
T T <
Vi,k+l = Vi,k + "; Fz (u1 (tk )’vl (tk )) - ;;Fz (Ui,k ’ V;,k ) - Z (Vj,k+1 - ij) (237)
j=1

sonlu fark denklemlerini verir. Burada U,, ve V,, (x,,f,)€Q,, noktasmda sirasiyla

u(x,1) ve v(x,t) fonksiyonlarinin degerlerini gésterir. (236), (237) i¢in baslangi¢ kogullar
Uiy =ug(x,), Vi =vo(x;)

dir. (229) ve (230) i¢in benzer sonlu fark denklemleri
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Ux‘,k+\ = U 2h ux (tk ) TN Z(UJ kel T j,k s (238)

i~1

T T
Pijn =i t Z"x AR ;Ui,ksoi,k - Z(Soj,kﬂ —9,4) (239)
=1

dir.
Diferansiyeilenebilir u(x,t) ve p(x,t) fonksiyonlar1 i¢in (236), (237) sonlu fark
denklemleri
U iwn —Uix + FWU,,, Vie)—=F (Ui, Vi-—l,k)

=0, 240
- - (240)
Vi ~Vie |, U V)= BV _, @41)
r h
denklemlerine denktir.

2.4.3. Onerilmis Yontemin Petroliin Kimyasal Aktif Sivi ile Sikistirilmasi
Problemine Uygulanmas:

Petrol dinamiginde bazit durumlarda filtrasyon prosesini aktiflestirmek amaci ile suya
bazi kimyasal aktif maddeler eklenir (6rnegin polimerler, mineral tuzlar, CO,, vs...). S6z

konusu kimyasal sivilar petroliin fiziksel &zelliklerini degistirmeyle filtrasyon siirecine
yardm eder. Burada tezde Onerilen yontem petrolin su ile sikigtiilmasi problemine
uygulanmugtir. Kapilyar basing dikkate almmamugtir.

So6z konusu problem [55], [56] asagidaki gibi nonlineer kismi tiirevli denklemler
sistemi igin yazilmis baslangig-smir deger probleminin ¢dziimiine indirgenmektedir

6s OF, (s c)

+w({t)———==0, . (242)

OF, (s <)

=0. (243)

2 200:€) aGg:, c) win 2259

Burada, w(f) suyun filtrasyon hizi ve Fi(s,c), F,(s,c), G(s,c) swrasityla kisim 2. 4 de
verilen fonksiyonlardir. (242), (243) sistemi i¢in yardimci problem (185), (186)
seklindedir. Asagidaki sonlu fark denklemleri ile (242) — (243) denklemleri ayriklagtirihr
w(t)r <

———(F(5,(t)> c{t,))— F(S, ) ,k))"Z(Sj,kn"Sj,k)’ (244)

J=t

S, k1 = Si,k

’?
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w(t)r

= (B0, €)= Fy(Syi0 o ))}[GC S, GOl

Can = Cix +{

i i~1
- {Z Gs (Si,k s Ci,k )(S jk1 T S j,k) - ZGC (Si,k ’ Ci,k )(C k1 T Cj,k )} x [Gc‘ (Si,k’ Ci,k )}I (245)
J=l J=1

(244) — (245) i¢in baslangi¢ kosullar: agagidaki ifadelerle verilsin
Si,k =5,(x,), Ci,k =cy(x;) .

T, , g6zenekli ortamdaki karbonlagtrilmig suyun pompalanma zamanm g6stermek {izere

5,(x)=0.2, c,(x)=0, (246)
1, 0<t<T,

H=1, =4 0 247

5,0) &) {O, T (247)

verileri ve (242) — (243) algoritmasi géz Oniine alinarak, bazi sayisal deneylere ulagilir. Su
ve petroliin viskozitesi agsagidaki ifadelerle verilir [36]

1,(0)=1+0555-03(%)2, ¢ =0.086,
C C

1, (c)=145-14.75 + 555y,
C C

Buckley-Leverett fonksiyonlar1 asagidaki bicimde ifade edilir

J 0, §<0.2
r 3
K,(s,c)= (s-0.2) 5202,
0.8
[0, 5>0.83
K, (s0)={ KIC,, 0.74 < 5 < 0.83

| (K} -K2)C, +KZ, s<0.74,

K’
3 3
x _[083-s K= 0.74—s
? 0.834 ) 0.715 ) °

m=0.2, w(t) =3.016.107°.

c, =29 se)=ke, a@)=0,

Sekil 17 - 20 K), K} ve K,, K, fonksiyonlarmm su ile doyma fonksiyonlarma
gore degisimini gdstermektedir. Son olarak, §,, su ile doyma fonksiyonunun ve C,,

konsantrasyon fonksiyonunun zamanin farkh degerlerindeki dagihm dinamigi gekil 21 ve
22 de verilmektedir.
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2
K2 , K2
0.6 e - .
0.5+ 1
0411 1
03- \\ :
N
0.2+ S ]
0.1+ J
0+ ~ “:)~:ﬁ’
0.1 I L L . S
0.04 0.08 0.12 0.16 0.2

Sekil 17. K}, K? fonksiyonlarinin doyma fonksiyonlarina gore

degisimi
K., K

w o]

08 — Y— —
K 1
0.7 AR A
K|
06+ / ]
a

0.5¢ ]

iy "
04h" i/ ]
03} - ]

: p
02} ) ]
0.1} o ]
. e
e
0- " A_.AL// L e g 23 S SE——: (S Y
0 0.04 0.08 0.12 0.1 02

Sekil 18. Suyun (K, ) ve petroliin (K,) nisbi gegirgenliginin doyma
fonksiyonuna gére dagilimi
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08:- ‘ i
0.7
06 /
05} /

0.4; |
03} /

0.2 /

0.1} /

L
0 I L . L L L L > S
0 005 01 0.15 0.2 025 0.3 035 04

Sekil 19. Toplam sividaki su oranini gésteren Buckley — Leverett
fonksiyonu

0.04 " SIS : : ‘
0.038 ]
0.036" ]
0.034| ]
0.032} \\\ :

0.03! ]
0.028| | ]
0.026 w
0.024| ]
0.022] S \ ]

0.02.- ' ' : e

. g
0 005 0.1 015 0.2 025 03 035 04

Sekil 20. Toplam sividaki petrol oranimi gosteren Buckley — Leverett
fonksiyonu
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—+ T=100000

+- T=1000000

e T=10000000
Lo ETRRORRRY

HEBERE TSR ERRBE R DR OB RREs ; AP L{
01— . . . . X
0 0.2 0.4 06 0.8 1

Sekil 21. Su ile doyma fonksiyonunun zamamn farkli degerlerindeki
dagilim dinamigi

Sekil 22. Konsantrasyon fonksiyonunun zamanin farkl: degerlerindeki
dagilim dinamigi
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2.5. Bir Boyutlu Ikinci Mertebeden Nonlineer Dalga Denklemi I¢in Cauchy
Probleminin Siireksiz Fonksiyonlar Sinifinda Sayisal Céziimii

Yukaridaki béliimlerde biz birinci mertebeden nonlineer kismi tiirevli denklem ve
denklemler sistemi i¢cin yazdmig baslangi¢ ve baglangig-sinir deger problemlerinin siireksiz
fonksiyonlar smifinda (ger¢ek ve saywsal) ¢oziimiinlin bulunmas: igin bir yontem
gelistirmistik.

Bu boltimde ise yukarida gelistirdigimiz yntemi ikinci mertebeden nonlineer dalga
denklemi i¢in yazilmig Cauchy probleminin ¢dziimiine uygulayacagiz. Bu nedenle &nce
s6z konusu ySntemi telin kiigiik titregimlerini modelleyen lineer dalga denkleminin gergek
¢6ziimiiniin bulunmas: igin uygulayacagiz ve gelistirilmis yOntemin avantajlarin:
irdeleyecegiz. Daha sonra aym problemin sayisal ¢oziimiinii elde etmek icin etkin
algoritmalar olusturacagiz.

2.5.1. Bir Boyutlu ikinci Mertebeden Lineer Dalga Denklemi i¢cin Cauchy
Probleminin Siireksiz Fonksiyonlar Smifinda Gergek Coziimii

Literatiirden bilindigi gibi [18], [37], [38], [57], [58], [59], telin titresim (veya dalga)
denklemi olarak bilinen kismi tiirevli lineer

%;22 =c?Au(x, ) + f(x,) (248)
diferansiyel denklemi akustikte, elastiklik teorisinde, elektromagnetizmde, optikte ve bir
gok fiziksel olaylarn modellestiriimesinde ortaya g¢ikmaktadir, Burada c’-sabit, A,-

d?
Laplace operat6rii (n=1 oldugu durum da A, =F)’ u =u(x,t) bilinmeyen fonksiyon,
f(x,t) ise bilinen kaynak fonksiyonudur. Kolaylik icin f(x,f)=0 oldugu durumu g6z
Oniine alacagiz.

Literattirden bilindigi gibi (248) denkleminin uygun baslangic ve smr kogullan
altnda ¢bziimli, g6z Oniine aldigmz fiziksel problemlerin gergek ozelliklerini ifade
etmemektedir. Ciinkii, 6rnek olarak akustikte bu denklem 1s1 iletimi ve akiskanhk dikkate
alindid: taktirde nonlineer denklem olmaktadir. S6z konusu denklem u, p— p,, p— p,,
bilyiiklilklerine gore lineerlestirerek ele ahnmaktadir. Genelde lincer denklemlerin
¢Ozlimleri géz Oniine alman fiziksel olayin dinamidini diizgiin ifade etmemektedir. Eger
fiziksel heyecanlanma yeteri kadar kiigtik degilse (6rmegin, darbe dalgalarinda, siipersonik
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akiglarda sesten hizhi ucaklarin hareketinde vs. gibi olaylarda) lineer denklemler bu tiir
olaylart modellemeye imkan vermemektedirler. Ayrica lineer teori ile 1s1 ve akigkanhigm
etkisini incelemek miimkiin olmamaktadir.

Bu sorulara cevap vermek i¢in nonlineer dalga denklemlerinin ¢6ziimiiniin
bulunmasi zorunlu olmaktadir. Ayrica literatiirde,

o*u *p(u)

a’l
seklindeki denklemler ¢@(u) ve F(u) fonksiyonlar1 6zel ve basit oldugu durumda
incelenmektedirler. Ornegin @(u) =u , F(u)=sin u oldugu durumda Sin-Gordon denklemi

+Fu)=0 (249)

olarak bilinen nonlineer denklem optigin bir ¢ok problemini modellerken ortaya
¢ikmaktadir [46], [57], [60], [61] ve bu denklemin analitik ¢6ziimiiniin bulunmas: [57] de
incelenmektedir. Fakat, keyfi ¢ (1) ve F(u) fonksiyonlar1 i¢in (249) denkleminin belli
sartlar altinda gergek ¢6ziimiiniin bulunmas: imkansizdir. Bu sebepten (249) denkleminin
sayisal ¢6ziimiiniin bulunmasi kaginilmazdir. Bu denklemin sayisal ¢dziimiiniin bulunmast
icin uygulanan klasik yOntemler u(x,f) fonksiyonunun yiiksek mertebeden siireksiz
diferansiyellenmesini talep etmektedir. Ama, nonlineer diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii
diferansiyellenmeyen fonksiyon da olabilir.

Bu boliimde (249) (F(u) = 0)denkleminin uygun baslangi¢ sartlar: altinda siireksiz
fonksiyonlar smifinda sayisal ¢6ziimiiniin bulunmasi i¢in bir yOntem Onerilmistir. Bu
yontem Once linecer dalga denklemine uygulanmug, ele alinan analitik ve sayisal ¢6zim
karsilagtridmugtir. (249) denklemi i¢in Cauchy ve smir deger probleminin incelenmesi
bagka bir ¢calisma konusu olacaktir.

#o(x) ve u,(x) bilinen fonksiyonlar olmak iizere (248) denkleminin

u(x,0) = u,(x), (250)
ou(x,0) _
D w0 @51)

sartlarim saglayan tek ¢oziimilniin mevcut oldugu ve bu ¢éziimiin

u(x,t) = %Z-[u0 (x+ct)+uy(x— ct)]+ —;—% u,(2,t)dz (252)
c

x~ct

D’ Alambert formiilii ile verildigi ispatlanmugstir ([2], [40], [41], [S7], [62], [63], [64] vs.).
Eger u,(x) e C*(Q;) ve u,(x) e C'(Q;) olursa (248), (250), (251) baslangi¢ deger

probleminin klasik ¢6ziimii vardir ve u(x,f) e C*(Q,)NC(Q, v{t=0} dir. Bu ¢dziim
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D’Alambet formiilii olarak ifade edilir [2], [18], [20], [41], [63], [64]. Ama , pratik fiziksel
olaylar1 modellerken #,(x) ve u,(x) bu &zellife sahip olmayan fonksiyonlar olurlar.

Diger bir deyisle supp u,(x) ve supp u,(x) kompakt kiime olustururlar. Dolayisiyla, (252)

formiilii ile bulunan u(x,f) ¢dziimii (248) denklemini saglamamaktadir.

Fonksiyonel analizden bilindigi ilizere, iki kez siirekli diferensiyellenebilen ¢@(x)
fonksiyonlarinm uzayl, ® tam degildir. Yani || ¢ ||, anlammnda olan yaklagimdan ¢"(x)
fonksiyonlarinin bu norma gére yaklagim ¢ikmamaktadir. @ uzayma, yiiksek dereceden
slirekli elemanlarn tiim temel! dizilerini eklemekle bu yetersizligi ortadan kaldirmak
miimkiin olur. Metrik uzaylarm bu tiir ideal elemanlar ile tamlanmasi uzaylarin tamlanmasi
olarak bilinmektedir.

Farz edelim ki, u,(x) ve wu,(x) fonksiyonlarn herhangi (-L, L) arah@inda
tammlanmig siirekli fonksiyonlardir. Boyle fonksiyonlari (-L, L) de diizgiin yakinsak
uo(x)=rl'i_r’13° ul® (x), u,(x) = lim u(x) dizilerin limiti gibi ifade etmek miimkiin

olmaktadir. Burada u{”(x) ve u{”(x) siirekli diferansiyellenebilen fonksiyonlardir. Bu
durumda (252) formiilii ile bulunan u, (x,¢) dizisi tanmm bolgesinde u(x,f) fonksiyonuna
diizgiin yakmsaktir ve limit fonksiyonu da (248), (250), (251) probleminin zayif ¢6ziimii
olarak tammlanacaktir. Bo6yle tammmlanan zayif ¢Oziimler siireksiz fonksiyonlar da
olabilirler.

Diger taraftan (248) denklemini sonlu farklarla ayriklagtrmak ic¢in u(x,7) daha
yiiksek mertebeden diferansiyellenebilir olmak zorundadir. (248), (250), (251) problemi
i¢in zayif ¢oziim varhg: asagidaki teorem ile ispatlanmus olur [2].

Teorem 10: (Sobolev, S. L. [2]) wu,(x) ve wu,(x) sirasiyla tiglincli ve ikinci
mertebeden genellesmis tiirevlere sahip, sonlu bolgede kareleri integrallenebilen
fonksiyonlar olsun. Bu taktirde (248), (250), (251) probleminin iki kez tiirevlenebilen
¢0ziimii vardir.

Herhangi bir problemi ger¢ekleyen ¢oziimler smifim genellestirirken, ¢oziimiin
tekligi probleminin korunmas: gerekmektedir. Onerilen genellestirme yontemi yeteri kadar
stirekli diferensiyellenebilen katsayilara sahip eliptik ve parabolik tiir denklemler i¢in
klasik ¢oziimler sinifii tamlagtirmaya imkan vermemektedir. Hiperbolik tiir denklemler
icin ise bu yéntem genis uygulanmaktadir. -

(248), (250), (251) probleminin zayif ¢6ziimiinii soyle tanimlayalim.
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Tanmm 25: (250), (251) baslangi¢ kosullarim ve Cg’z (R}) uzayindan, f(x,T7)=0

sartini saglayan keyfi f(x,t) test fonksiyonlan i¢in

O

R;[u(x, t)( aai{ +c? %}dxdt + luo (x)%dx — |u,(x) f(x,0)dx =0 (253)

-0

¢Oziimii denir.

Simdi (248), (250), (251) probleminin u,(x) ve u,(x) fonksiyonlarmm siirekli ve
pargal tiirevlenebilir olmasi kogulu altinda zayif ¢6zlimiinii bulalim.

Yardimct problem ve ¢oziimi. Onceki boliimlerde oldugu gibi (248), (250), (251)
problemine kargilik gelen

o’ v(x,1) . 0%v(x,1)

or o (254)
¥(x,0) = v, (x), (255)
ov(x,0) _
== (). (256)

yardimci problemini verelim Burada v,(x) ve v,(x) fonksiyonlar sirastyla

d’v,(x) d*v(x)
—L

= =u,(x) ve

denklemlerini saglayan keyfi fonksiyonlar olmaktadirlar. (257) denkleminden goriildiigi
gibi v,(x) ve v,(x) ikinci mertebeden siirekli diferensiyellere sahip fonksiyonlardir ve

u; (x) (257)

dolayisiyla (254) — (256) probleminin klasik ¢dziimii vardir ve bu ¢Ozliim (252)
D’Alambert formiilii ile ifade edilebilir.
Teorem 11: Eger v(x,f) fonksiyonu (254) - (256) probleminin ¢5ziimil ise,
2*v(x,1)
axl
ifadesi ile bulunan wu(x,?) fonksiyonu (248), (250), (251) probleminin (253) anlaminda
zayif ¢6zlimii olmaktadir.

u(x,f) = (258)

2
Teoremi ispatlamak i¢in (254) denkleminin gx—f- fonksiyonuyla carpmunin R2

2

bolgesi lizerinden integraline iki kez kismi integrasyon formiliinli uygulayarak belli
islemler yapmak yeterlidir.



Similasyonlar. Similasyonlarda telin baslangi¢ profili ve baslangi¢ hiz1 igin agagidaki

fonksiyonlar1 kullanalim
[0,
ul
X, ~X
Uy (x) = 3u !
l_ _(x—x) x
X3 =X
\ 0’
ve
0, X <X,
u(x) =4a, x <x<x,,
0, xX>x,

(259)

(260)

Burada x; €(x,x,) ve u,x,x,, x;,a belli sabitlerdir. (254) — (256) probleminin

¢0ziimiinti elde etmek igin 6nce v,(x) ve v,(x) fonksiyonlarm: bulalim. Bu amagla, 6nce

(257) denklemlerini saglayan ve iki kez siirekli diferansiyellenebilen ¢oziimleri asagidaki

sekilde buluruz

Vo (x) =

u
E=—z"—[xl2 +x,(x, —x,)—x2] ;

[

v, (x)=1

.

[0,

U,
6(x; —x,)
r_C A
6(x; —x,)

0,
a(x-x,)*
2 2

a
a(x, —xl)x+§—(x,2 -x;), x>x,

(x_xl)s’

Ezl(x2 ~x)x+E,

X SxX5X,,

x <X,

X Sx<Xx,

u
(x—x,) +—2‘—(Jc2 ~x)x+E, x,<x<x,,

X>x,,

261)

(262)

Sekil 23 ve 24 de telin baslangig profili ve baglangic hizs gosterilmigtir. v,(x) ve v,(x)
fonksiyonlarmm grafikleri sirasiyla sekil 25 ve 26 da gOsterilmistir. (248), (250), (251)
probieminin D’Alembert formiilii yardim ile elde edilen ¢oziimlerinin grafikleri sirasiyla
sekil 27 — 29 da sunulmugtur.
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G6z Oniine aldigimiz problemin ¢6ziimiinii, énerilmis yardunci problemin ¢dziimii
aracihiyla buldugumuz grafiklerle inceleyelim. Sekil 30 da (254) — (257) yardmci
problemin D’Alambert formiili ile bulunan ¢oziimii gosterilmistir. Sekil 31 de

2
u(x,t) = 9 gf’t) esitligi ile bulunan ¢6ziimiintin grafigi gosterilmigtir.

Sekil 32 ve 33 de (254) — (257) probleminin farkh durumlardaki dinamigi

sunulmustur.
Grafiklerden g6riildiigli gibi yardimci problem aracihigiyla elde ettifimiz ¢oziimlerle

esas problemin ¢dziimleri aym olmaktadir.

1L
08+ /
!
06 {
|
04} !
| \ W
t
|
02 ! ]
|
I
ol I
P L L - » X
-30 20 -10 0 10 20 30

Sekil 23. Telin baslangig profili
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1.8+
16}
14}
121

08}
06}
04/}
0.2}

-30 -20 -10 0 10

Sekil 24. Telin baglangi¢ iz

50

45+
40 -

25+
20%
151

10# //

35+
30+

-30 -20 -10 0 10

Sekil 25. Baslangi¢ profilin ikinci integrali

20

30
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200 : . : . . —
180} /
160} /

/ 1
140 /

120} / 1
100} 1
a0 /
60}
20}

Sekil 26. Baglangi¢ hizin ikinci integrali

i

u(x,t)
0.55 — . — — T —

0.45| !r% ‘%

025} ]

0.15;
\l /

) / \ j \

-0.05 ' 1 1 IS L » X
-30 -20 -10 o} 10 20 30

Sekil 27. Gergek ¢6ziimiin u,(x) #0, u,(x)=0 ve T =40
durumundaki grafigi



95

ulx.t)

t

16} r——————“ 1
\

14}

|

10

f
8+
6
or . . ‘ L
0 -20 -10 0 10 20

-3

E-

N

—

Sekil 28. Gergek ¢oziimiin u,(x) =0, u,(x)#0 ve T =40
durumundaki grafigi

u(x,t)

16} ‘ ' ' ‘
\
14 |
12+ 4

10+

Sekil 29. Gergek ¢oziimiin #,(x) 20, u,(x)#0 ve T =50
durumundaki grafigi
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vix,t)

10 20 30

&
o
R
o

1

iy
o
o

Sekil 30. Yardime: problemin gergek ¢6ztimiiniin #,(x) =0,
u,(x) =0 ve T = 40 durumundaki grafigi

u(x,t)
'y T T

05}
0.4}
03} \
02t a ]
01} J

ol J

-30 20 10 0 10 20 %

) d*v(x,t) )

Sekil 31. Yardimei problemde olusan u(x,?) = ——3;5—— fonksiyonun

uy(x)#0, u(x)=0 ve T =40 durumundaki grafigi
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8000

7000 -

6000 |

8000 |

4000+

3000+

2000 -

1000+

Sekil 32. Yardimci problemin ¢dziimiiniin #,(x) #0, % (x)#0 ve

u(x,t)
18

T = 40 durumundaki grafigi

16 -

14

124

10+

-30

Sekil 33. u(x,0) =

-20

-10

2
é—;gﬁ fonksiyonunun u,(x) = 0, u,(x) # 0 ve

2

T =40 durumundaki grafii
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2.5.2. Bir Boyutlu Ikinci Mertebeden Lineer Kismi Tiirevli Denklem l¢in
Cauchy Probleminin Siireksiz Fonksiyonlar Sinifinda Sayisal Coziimii

Stirekli Fonksiyonlar Siifinda Klasik Sayisal (oziim. Bu boliimde lineer dalga
denklemi i¢in Cauchy probleminin siirekli fonksiyonlar smifinda sayisal ¢Oziimiinii
inceleyelim. Asagidaki problemi goz Oniine alalm

1 8*u B%u

prapvoliew A CUE (263)
u(x,0) = uy(x), (264)
@%Q =u,(x). (265)

Once u(x,r) fonksiyonunun tamm bolgesini @, agile Srtelim
CDhJ,' = {xi =ihx, t =kh,, ieN, k =O,1,2’___} .

(263) — (265) problemini sablonunda asagidaki sekilde sonlu farklarla

ayriklagtiralm
Ui =20, +U,yy Uy =2U,, +U,
_!_2_ i+l ,’: k-1 _ MLk 1,1; i~1,k + E,k , (266)
c (h) (7))
Ui,O = uo (xi ) ] (267)
U,,-U, U, -U,
il i1 =c il i~1 - ul (xi) . (268)

2h, 2h

X

Burada U,, ve F,, swasyla u(x,t) ve f(x,f) fonksiyonlanmn @,, agmm (x,.f,)

1

noktasindaki yaklagim degerlerini ifade etmektedir. Eger, —chﬁ =1, (¢ =1) sart1 korunursa

(266) — (268) problemi asagidaki gibi yazilabilir
U',lm =Vink +U, -1k -U ig-1 +E,ks (269)

?

U, =u?, (270)

U,-U 20 | Q71)
c

i~1
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(271) ifadesinin mertebesini yiikseltelim. (271) baglangic sartndan ve (269) cebirsel
sisteminde k =1 yazarak ele aldigmiz denklemden U, _, ifadesini bulup (271) de yerine

yazarsak

(0) ®
Uy U

U, = + Eiuf” (272)

2 c
alnz. Boylelikle (263) — (265) probleminin ¢oziimiiniin bulunmas: igin agagidaki
algoritmay ele alinz

Uik =Uip +Uip —Ujpy + (h) E,, (273)
Uygy=u, (274)
0) 0)
U, =t B i, @75)
C

(275) sartmdan gorildigt gibi U,, mmn degerleri sifirnc1 ve birinci katlarda yani, agn

t=0 ve h = b katlan: tizerinde yerlesen noktalarda verilmektedir.
c

Onemle belirtelim ki, keyfi (ik) noktasmda U,, yt bulurken (273) — (275)

algoritmasinda U,, nn yalmz ox-ekseni ve x, =ihx, t, =kh, = kh—" noktalarindan ¢ikan
c

x-at=const, x+at=const karekteristiklerinin meydana getirdigi iiggenin tepe noktalarindaki
degerleri istirak eder.
Simdi sOyle bir sonlu fark karsihigm g6z 6niine alahm

1|U ik+1 —2Ui,k + Ui k-1 Ui+1}c "'2Ui et Ui—l,k
— . = - . 276
c? I: h} h? (276)
c’h?
-— =y olsun. Bu durumda (276) dan
U Pkl = 1Y gt 21~y )Ui,k +7U, -1k U ik-1 (277)

Uinp Uy

elde ederiz. Eger, U, , = kabul ederek (277) sistemini

+U, i

Ui+
Ui,k+1 = 7Ui+1,k + 2(1 - 7)“‘"}’—'{—2_“—" + 7Ui—1,k - Ui,k—l

seklinde yazabiliriz ve yahut
Ui,l:ﬂ = 7Ui+x,k + (1 - 7)U.'+1,k + (1 - }’)Ui—l,k + 7Ui—1,k - Ui,lc—[ s
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Uik =Uqp +U L =Uj g (278)
yazilabilir. (278) denklemler sistemi igin baglangic kosullan (274) — (275) olmaktadur.
Sekil 34 ve 35 de (273) — (275) algoritmasi yardim ile bulunan sayisal ¢6zlimiin grafikleri

gosterilmistir. (Kolayhk i¢in bilgisayar hesaplamalarinda f(x,#) = 0 almmustir).

u(x,t)
06 r . . —

05}
0.4} 1
03}
02}t
0.1} ]

0 §

01 L : L ) L » X
-30 -20 -10 0 10 20 30

Sekil 34. (273) — (275) algoritmasmna gore elde edilen sayisal ¢6ziimiin
grafigi, u,(x) #0, u,(x)=0, T =40

ux,t)

Sekil 35. (273) — (275) algoritmasina gore elde edilen sayisal ¢6ziimiin
grafigi, u,(x) 20, u,(x)#0, T =40
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Siireksiz Fonksiyonlar Simifinda Sayisal Coziim. (254) — (256) problemini @,, aginin
keyfi (i,k) diigiim noktalarinda ayriklagtrahm

Vien =V ¥Vig Vi (279)
Vie= V(%) » (280)
Viy =ve(x) + (). (281)

Burada 7, aB fonksiyonu v(x,f) fonksiyonunun @,, agmmn keyfi (i,k) noktasindaki

yaklagik degerlerini gsterir.
v,(x,;) ve v,(x;) fonksiyonlar1 (227) den

W) = o= 22Nz + B, (82)
n(x)= [ )z + By (3) (283)

olarak bulunur. Burada v,(x),v,(x) € C*(Q;) bilinen fonksiyonlardir ve P,(x), P,(x)1.
dereceden polinomlardir. Bu durumda da teorem 10 saglanir. (282) ve (283) den

o)) = B3 (5, =%,y (5) + BiGx) (284)
) = By (5, =,y (5, + By () (285)
elde edilir.

Teorem 12: Keyfi i, k igin agagidaki bagnt: gecerlidir
U, = Vit "22,2&1 +Vikn .

(279) — (281) den goriildiigii gibi Snerilen algoritmalar hesaplama agismdan ¢ok
efektif ve ekonomiktir. (279) — (281) algoritmas: ile bulunan ¢8ziimlerin grafikleri sekil 36
ve 37 de gosterilmistir. Grafiklerden goriildiigii gibi yardime: problem aracihigiyla bulunan
sayisal ¢oziimler de gergek ¢oziimlere yeteri kadar yakin olmaktadr.

Simdi nonlineer dalga denkleminin ¢6ziimiiniin ele alinmas: ile ugrasahm. Agiktir ki,
(219) denklemi i¢in yazlmig Cauchy ve smur deger probleminin gergek ¢Oziimiini ele
almak imkansizdir. Bu nedenle (219) igin yazilmig Cauchy probleminin sayisal ¢6ziimiinii

inceleyelim.
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80

70+ /

60 / 1

50+ /

40 /

30+ .

20+ 1

10} / ]
/

of ——— ; s . J X

-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

Sekil 36. Yardimcei problemin sayisal ¢6ziimiiniin grafigi,
u,(x)#0, u(x)=0

0.45; ' o

0.4

IR

|
| f
03} f
025

0.2+

0.1}
005+ / L
0t ~——————~—’j I‘/«Ax !‘,{\/‘LWM/\/‘,M\/\/\» JV\«\}

0.05 . ' L L L L - » )(i
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

Sekil 37. U,, =V, fonksiyonunun grafigi



103

Sekil 36 ve 37 de sirasiyla (279) — (281) algoritmasmna gore elde edilen V,, ve
yardimer problem araciigiyla hesaplanms U,, fonksiyonlarmm 7 =10 degerindeki

grafikleri gosterilmigtir.

2.5.3. Bir Boyutlu ikinci Mertebeden Nonlineer Dalga Denklemi Igin Cauchy
Probleminin Siireksiz Fonksiyonlar Sinifinda Sayisal Coziimleri ve
Incelenmesi

Temeli Stokes G.G ve Riemann tarafindan koyulmus nonlineer dalgalarin dagihm
problemlerinin incelenmesi ¢agdas diinyamizin bugiiniinde bile kendi aktielligini
kaybetmemis olmaktadir. Ciinkii ¢agdas problemlerden olan subsonik ve siipersonik hiza
sahip olan cisimlerin hareketi, elektromagnetik dalgalarda nonlineer tiirbin motorlarindaki
faz degisimleri proseslerinin hesaplanmasi ve bu gibi fiziksel olaylarm hepsi genelde
Navier-Stokes denklem sistemi ile ifade edilmektedir. S6z konusu denklemler sistemi
nonlineer kismi tiirevli diferansiyel denklemlerden olustugundan dolayi, sistemi sayisal
yontemlerin yardmu ile bile ¢6zmek imkansiz olmaktadir. Bu nedenle, pratik Snem tasiyan
bazi problemler gereken fiziksel yaklasimlar gercevesinde sadelestirilip sonra ¢dziilebilir
duruma indirgenir. Ornegin L.Prandtl goéstermigtir ki, Reynolds sayismn biiylik
degerlerinde viskositenin etkisi sert ylizeylerin ¢ok yakimnda olmaktadir {26]. Eger s6ziinii
ettigimiz yaklagim Navier-Stokes sisteminde dikkate almirsa, bu sistemde viskositenin ve
sicakhigin etkisi g6z Oniine alinmayabilir ve bu durumda ele aldigimz sistem Euler sistemi
olugturur. Euler denklemler sistemi ile sivi dinamiginin bir ¢ok 6nemli pratik problemleri
¢oziilebilir.

Swvilarin akiginda i¢ sigrayislar, 6rnegin darbe dalgalann veya kontakt sigrayiglan
ortaya cikabilir ve s6z konusu sigrayislarin yeri onceden belli degildir. Rankine-Hugoniot
kosullar1 sigrayis noktalarmm arka ve On taraflarinda sivi parametrelerini birbiri ile
baglamaktadir.

Eger, Euler denklemler sistemine zamana bagh bir parametre konursa; s6z konusu
denklem sistemi Mach sayismin bazi degerlerinde hiperbolik veya parabolik tiir
denklemlere indirgenebilir. Stasioner akisimlarda tam farkh olay ortaya ¢ikar. Bu durumda
Euler denklem sistemi subsonik akiglar1 ifade eder ve eliptik tiir denkleme d6niisiir.

Bir akis alamnda, akis her yerde subsonik oldugunda, sikigabilir miikemmel bir
akigkamn iki boyutlu izentropik akisimun yapist sikisamayan milkemmel bir akigkana
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karsihk gelen iki boyutlu izentropik akistan biraz farkhlik gosterir. Boyle durumda iyi
bilinen matematiksel y6ntemlerin birisi ile akis alanini hesaplayabiliriz. Eger akis alanmin
her yerinde akis siipersonikse o zaman karakteristikler y6ntemi ile akis modelini
belirleyebiliriz [65].
Bununla beraber subsonik ve supersonik bdlgelerin her ikisini igeren transonik akislari
hesaplarken zorluklar ortaya ¢ikmaktadir. Bu zorluk, akist modelleyen temel diferansiyel
denklemin subsonik bolgede eliptik, supersonik bélgede ise hiperbolik tiire doniismesinden
ortaya ¢ikmaktadir. Yani transonik akist ifade eden diferansiyel denklem tanim bélgesinde
tirlinii  degistirir. Genelde transonik akisi modelleyen denklemi R? uzaymnda (x,y)
degiskenlerinde asagidaki gibi yazabiliriz [26], [65]

62;?},) _ a2pgfc,y)) - (286)

Burada F(u) asagidaki 6zelliklere sahip fonksiyondur:

(i) F siirekli olup, smirh » fonksiyonlar i¢in smirhdir,

(i) F'(u) fonksiyonu mevcuttur ve isaret degistirmektedir, yani F(u) pozitif ve
negatif egimlere sahiptir.

Eger F(u)=c’u olursa (286) denklemi lineer denkleme doniisiir ve kiigiik
dalgalarm akustik dagidmum ifade eder (Bu problemin ¢6ziimiinii yukarida inceledik).
Lineer durumda (286) denklemiyle bir ¢ok pratik problemlerde karsilasilir ve bu lineer
diferansiyel denklemlerin teorisinde ¢ok genis incelenmistir ([2], [12], [38], [39], [40],
[41], [63], [64]). Literatiirden bellidir ki, lineer dalga denkleminin ¢6ziimii iki farkh
karakteristik lizerinde aym ¢ hiz1 ile dagian dalgalarn toplammin sonucu gibi ifade
edilmektedir, yani lineer dalga denkleminin ¢6ziimii

ux,y)=f(y+cx)+g(y—cx) (287)
cinsinden ifade edilmektedir. Burada f,geC?*(R) den keyfi fonksiyonlardir. Eger
genelde u(x,y) fonksiyonu klasik anlamda tiirevlere sahip olmasa bile (287) ifadesi ile
gosterilebilen u(x, y) fonksiyonu (286) denkleminin zayif ¢6ziimii gibi ele alinabilir. (287)
ile ifade edilen u(x, y) fonksiyonu asagidaki fonksiyonel denklemi

uxy) -u@y+cc&+d-uly—cpmp+n)+uly+cé—cnp x+&+n)=0 (288)
saglar [40]. (288) denklemine (286) nn F(u) = c’u oldugu durumda fonksiyonel sekli

denir.
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Ayrica da literatiirden iyi bilinir ki, lineer dalga denkleminin ¢6ziimiiniin tlirevleri
karakteristikler {izerinde sigrayislara sahiptirler ([12], [39], [63]).

Eger,
u(x,y)
Fu)=—"=
@) 1-M:
olursa (286) Prandtl-Goertler denklemi olarak adlandirilan
(I-Mj’,)uxx+uyy =0 (289)

sekline indirgenebilir ve bu denklem 1s1 yalitimh viskositesiz mitkkemmel gazin transonik
akigini ifade eder [26]. Burada M? Mach saysidir ve eger M2 >1 olursa (289) denklemi
hiperbolik, M2 <1 olursa eliptik tiire doniigir. M2 =1 oldufu durumda ise (289)
denklemi dejenere olur.

[65] de (286) denklemi igin F(u)=u’ oldugu ve F' niin u ya bagh bazi nonlineer
oldugu durumlarda ger¢ek ¢oziimler bulunmus ve transonik akigin dinamigi incelenmistir.
[12], [15], [57] ve de (286) denklemi yardmu ile gaz dinamiginin, elektromagnetizmamn
baz1 fiziksel problemleri ifade edilmigtir. Genelde nonlineer ikinci  mertebeden
diferansiyel denklemlerin ger¢ek ¢6ziimii bulunamaz. Bu ylizden bu tiir denklemleri
saysal yontemler yardim ile ¢ozmek gerekmektedir.

Agiktir ki, keyfi bir diferansiyel denkleme sayisal ¢6ziim yontemlerini uygularken
denklemin ¢6ziimiinden yiiksek mertebeden diferansiyellenebilme 6zelligi talep
edilmektedir. Ama bilindigi gibi nonlineer denklemlerin ¢oziimleri talep edilen
diferansiyellenebilme &zellijine sahip olmayabilir. Bu nedenle iyi bilinen klasik yontemler
direkt nonlineer denkleme uygulanamazlar. Literatirde iyi bilinen sayisal yOntemlerin
hepsi lineer denklem iizerinde kurulmustur.

Lineer dalga denklemi i¢in yazilmis olan sonlu fark yOntemlerinin temelini agagidaki
lemma olugturmaktadir.

Lemma 1: Ug defa diferansiyellenebilen (287) cinsinden ifade edilebilen u(x, y)
fonksiyonu

u(y-kx-h+u(y+kx+h)=u(y+hx+k)+u(y—-hx-k) (290)
sonlu fark denklemini saglamaktadir [15].

Ikinci mertebeden lineer dalga denklemi igin sayisal yontemlerden biri olan sonlu
fark yoOntemleri genelde karakteristikler ydntemine dayanmaktadir. Hiperbolik tiir
denklemler Syle bir yon belirler ki, bu yonler genelde ¢6ziimiin tanim bolgesini tammlar.
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Bu dalgalar tamm bélgesinin kapsadig: dier noktalardaki ¢6ziimleri etkilemeyerek s6z
konusu yonler istikametinde dagimaktadir. Zaten karakteristikler bu fiziksel ozelligi
yansitir. Karakteristikler yontemine dayamilarak yapilmis olan sonlu fark ydntemleri
literattirde detayh olarak incelenmistir [26], [29], [47].

Diferansiyel problemin ¢6ziimiiniin diferansiyellenebilme &zelligini aragtrmadan
formal olarak denklemleri sonlu farklara ayriklastiran yontemlere [9], [15], [16], [26], [47],
[57], [66], [67], [68], [69] ve sair gibi kaynaklarda rastlamlir.

Bilindigi gibi ikinci mertebeden nonlineer diferansiyel denklemleri kuazi lineer
birinci mertebeden diferansiyel denklemler sistemine donstiirebiliriz. Ornegin (286)
denklemi

%——a—(F'.w) =0,
P ayav (291)
> )

birinci mertebeden sisteme indirgenebilir. Ama keyfi nonlineer F'(u) fonksiyonu igin
(291) sisteminin yararh ger¢ek entropiye sahip olan zayif ¢6ziimii hakkinda bilinen hi¢ bir
sonu¢ yoktur. Ciinkii, lineer sistemde bile kiigiik nonlineer heyecanlanma, problemin
¢Ozlilmesini ¢ok zor bir probleme doniistiirebilir [17].

Fiziksel problemleri ¢ozerken siireksiz fonksiyonlarla karsilasmak zorunda
oldugumuzdan dolayr ve problemin ¢6ziimiiniin fiziksel Ozelliklerini gergek sekilde
aksettirmek amaci ile bu calismada (286) cinsinden olan denklemler igin siireksiz
fonksiyonlar sinifinda yeni efektif sonlu fark yontemi 6nerilmisgtir.

Yardimci Problem. Kolaylik i¢in (286) denklemini (x,f#) koordinatlarinda yazacagiz.

O, ile agagidaki sonsuz bélgeyi gbsterelim

0, ={(,NeR?|~0<x<m, 0<t<T }. O, ile Qpnin bir agk alt kimesini
gosterelim. O, de asagidaki Cauchy problemini géz oniine alaim

u _9°F(u)

ot &’ (292)
u(x,0) =u,(x) , xe I =(—0,0), (293)
Ou(x,t) _

= u(x), xel. (294)

Burada u,(x) ve u,(x) kompakt tastyiciya sahip, bilinen fonksiyonlardir.
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Tamm 26: (293), (294) kosullarm saglayan ve o(x,7)=0 olan her

0
@(x,) e W, (Q;,) test fonksiyonu igin asagidaki

L, {u(x,t)a—zggﬁ — F(u(x,1)) Qf%x(’z‘-ﬁ}dxdr

[ u(x,0)6—¢’g’92cbc+ [ o(x.00u,(x)dx =0 (295)

integral esitligini koruyan u(x,f) fonksiyonuna (292) — (294) probleminin zay'f ¢Gziimii
denir.
(292) - (294) probleminin zayif ¢6ziimiinii belirlemek icin asagidaki yardimei

problemi g6z dniine alalim
O*v(x,t) O*v(x,t)
) F AN 296
o ( pw ) (296)
v(x,0) =v,(x), 297
ov(x,0
——(at—l =v,(x). (298)
Burada v,(x) ve v(x) swrasiyla agagidaki diferansiyel denklemleri koruyan keyfi
fonksiyonlardir
d*v
—Ex—zi =uy(x), ‘ (299)
d*v,(x
D (@), (300)

(296) — (298) yardimc1 problemi agagidaki avantajlara sahiptir:
(1) v(x,r) fonksiyonunun diferansiyellenebilme 6zelligi u(x,f) fonksiyonunun
v(x,r) diferansiyellenebilme 6zelliginden iki mertebe daha yiiksektir;

2 2
(i) u(x,f)c6zliminii de elde etmek icin %{? ve %x; tlirevlerinin  olmas:

gerekmemektedir;

(iif) Yardimer problem wu(x,f) nin tiirevierini icermediginden onun ¢Oziimiinii elde
etmek i¢in uygulanan klasik yontemler esas problemde bulunan engellerle
kargilagiimamaktadir ve kolayca ¢8ziilebilir.
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Teorem 13: Eger v(x,f) (292) — (294) yardimci probleminin siirekli ¢6z{imil ise

oy

u(x,t)=b;2- (301)
esitligi ile bulunan u(x,#) (292) ~ (294) probleminin (295) anlaminda zayif ¢6ziimiidiir.

(301) den

v(x,t) = _E(x — 2)u(z,0)dz + P (%), (302)

dir. Burada P,(x) birinci dereceden bir polinomdur. Buradan

o%vix,t) 1
ox” I'l-a)

dir. Burada I'(a) ahsilmis Euler fonksiyonu ve P_,(x) (1-«). dereceden polinomdur

L(x—z)"“ u(z,t)dz + P_ (x) (303)

(Py(x)=const , her a igin P, (x)=0 dir).

Stireksiz Fonksiyonlar Sinifinda Sayisal Coziim. (292) — (294) problemini sayisal
yontemle hesaplamak i¢in ilk olarak @, bolgesini '

Q,, ={(x.1):x, =~ +iht, =kr,i=0£1%2, ;k=0,,.;h>0,7>0}
agi ile ortelim. Burada hve 7 Q,, agmm sirastyla x ve ¢ ye gore adim araliklaridir. (-7,7)
supp u,(x) ve supp wu;(x) i iceren herhangi bir araliktir. (296) — (298) yardimci

problemine €, agmmn keyfi (x,.#,) noktasinda sonlu fark yOntemini agagidaki gibi

uygulayabiliriz
Vien =2Vip =V +7°F(U,) 5 (304)
Vio =v(x), (305)
V.o =wy(x,). (306)

Burada V,, ve U,, ag fonksiyonlart swasiyla v(x,f) ve u(x,f) fonksiyonlarmm (i,k)

noktasindaki yaklagik degerlerini gésterir. v,(x,) ve v,(x;) fonksiyonlar

Fo)E) = B (5 =%, g (x)+ B (%), (307)
j=1

F)x) = BY (5~ ) () + Py (%) (308)

drr.
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Teorem 14: Keyfi /, k i¢in agagidaki bagmt1 gegerlidir

U _ Vi+l,k+1 "'2Vi,k+1 + Vi—l,k+l
ikl h2 .

Boylece, (309) bagmtisiyla tanimlanan U, ,,, ag fonksiyonu (292) — (294) esas

(309)

probleminin sayisal ¢6ziimiinii vermektedir. (304) — (306) dan goriildiigii gibi Onerilen
algoritmalar hesaplama agisindan ¢ok efektif ve ekonomiktir.

(304) sonlu fark denkleminin mertebesi O(z? +h?)olmaktadir. Séz konusu
denklemler sisteminin 7 ya gbre mertebesini yitkseltmek miimkiindiir. Ornegin, yukarida
verilen denklemlere Runge-Kutta metodu uygulanarak esas problem icin 7z ya gore yiksek
mertebeden bir sonlu fark ySntemi elde edilebilir.

Onerilmis algoritmalara dayanarak bilgisayar deneyleri yapilmuistir. Deneyde
kullandigimiz veriler yukaridaki verilerin aymsi olmaktadir. Agin zaman degigkenine gore
adimi olarak dt = dx/5 almmugtir.

80,
70+ J
60+ /

50| S/ 1

/

/

20+

10+

Sekil 38. V, , ¢ozlimiiniin T =35 degerindeki grafigi (nonlineer durum)y
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06}
05+
04} |
03

02}

01t

Sekil 39. U, , =V, fonksiyonunun T =2 degerindeki grafigi
(nonlineer durum)

0.8, ; — . ——

0.7+
06}
05t

04}

03} s
!
|

0.2+

0.1+

Sekil 40. U,, nin T =5 degerindeki grafigi
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Lt

08l
06l
0.4} \

|
# J

0.2}
04+
0.6}

0.8t

08}
06} R
04} W |

| |

0.2}
04}
06}
08|

-1k

-40 -30 -20 -10 0 10 20

Sekil 42. U,, nn T =9 degerindeki grafigi
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Sekil43. U,, nin T =10 degerindeki grafigi

Uyan 4: Onerilmis sayisal algoritmalarm gercek ¢oziime yaklagmm problemi
fonksiyonel sekilde degil; bilgisayar yaklasim anlaminda g6z Oniine almmmstir. Yani her
bir problemin ¢dziimiiniin zamamn k ve k+1 katlarmdaki degerlerinin fark: ”U ks —Uix ”
nin yeteri kadar kiigiik olmas: saglanmstir.

Sayisal ¢6ziimiin yaklagim ¢6ziime yakmsakhfinin matematiksel ispati yeni bir
aragtirma konusu olabilir.



3. IRDELEME

Tezin ikinci bolimiiniin birinci kisminda tezde kullamilan ve gelistirilen ySntemin
matematiksel yapist aragtirilmugtir. Literatiirde ahgilan yontem, g6z Oniine almnan
problemin ¢oziimiinde bulunan &zelliklerini; drnegin darbe dalgalan, i¢ kontaktlar, “blow-
up” (yani ¢dziimde bulunan siireksizlik noktalarint) vs. dikkate almaksizin, ¢6ziim igin
homojen algoritmalar {iretme bigimindedir. Ama bilindigi gibi, baz1 nonlineer problemlerin
¢bziimiinde yeri 8nceden bilinmeyen sigrayis noktalar1 mevcuttur. Bu tiir problemlerden
biri de Hopf denklemi i¢in Cauchy problemi olmaktadir. Hopf denklemi igin [13], [15],
[23], [26], [281, [43], [44], [47], [57], [66], [68], [69], [70] vs. gibi kaynaklarda ¢6ziim i¢cin
homojen algoritmalar Snerilmis ve baz1 smif fiziksel problemlere uygulanmstir. Tezin 2.2.
béliimiinde Hopf denklemi i¢in periyodik smr kosullu problemin siireksiz fonksiyonlar
sintfinda sayisal bir ¢oziimii gelistirilmistir. S6z konusu yontem ik kez [21], [22], [42],
[45] de Hopf denklemi igin baglangic deger ve baglangic-siur deger problemlerinin
problemin fiziksel Ozelliklerini gergek gosterebilen ¢oziimlerinin bulunmasi igin
Onerilmigtir.

2.3. Boliimde ise gelistirilen y6ntem iki boyutlu nonlineer dalga denkleminin Cauchy
ve smir deger problemlerinin ¢dziimlerinin bulunmas: i¢in uygulanmustir. Cok boyutlu
problemlerde bulunan siireksizlik noktalarmin yerini bulmanin bir boyutlu problemlere
nispeten zor oldugu agiktir. Ciinkii, fiziksel sigrayis noktalarmin yerinin bulunmas: i¢in
agdaki noktalarin sayisinm fazla ahnmasi zorunludur. Bu ise bilgisayar agismdan zorluk
meydana getirir. Ama tezin bu boliimiinde igerilmis yardimc: problem yer degiskenlerine
gore hi¢ bir tiirev icermediginden bahsedilen zorluklar burada ortaya ¢ikmaz ve problemin
stireksiz fonksiyonlar smifinda ¢6ziimii gok kolay ve efektif olarak elde edilir.

2.4. Boliimde bir boyutlu genel sekilde yazilmis nonlineer kismi tiirevli diferansiyel
denklemler sistemi incelenmistir. S8z konusu denklemler sistemi 6zel durumda, zamana
bagh sikigabilir akigkanlarin sabit basmg altinda izentropik akisimm temsil eder. Bu tiir
denklemler igin yazilmug Cauchy problemlerinin ¢6ziimlerinde yeri dnceden bilinmeyen
siireksizlik noktalarmnin oldugu bilinmektedir. Buna ragmen yine de [13], [19], [28], [43],
[44], [48] de gaz dinamigi denklemler sistemi i¢in homojen algoritmalar verilmigtir.
Burada, siireksiz fonksiyonlar smifinda ¢aliyma zorunda oldugumuz igin, ¢$ziimiiniin
diferansiyellenebilme  &zelligi, esas problemin ¢6ziimiinin  diferansiyellenebilme
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ozelliginden bir mertebe daha yiiksek olan yardimci problem Onerilmistir. S6z konusu
yardimcr problem lizerinde problemin fiziginde ortaya ¢ikan darbe dalgalarmm ger¢ek
gosterebilen algoritmalar gelistirilmistir. Onerilen algoritmalar efektif ve sade olmaktadir.

Ayrica tezde gaz dinamigi denklemler sistemi igin baglangig-smir deger problemi de
incelenmigtir. Gelistirilmis yonteme dayanarak kisum 2.4.3. de petroliin karbonlagtirilmig
su ile sikigtrilip ¢ikarilmasi problemi incelenmistir. [55], [56], [70] de s6z konusu
problemin ¢6ziimiiniin bulunmast i¢in uygulanan ydntemlerde, ¢oziimde fiziksel bir
gergeklik olan sigrayrs noktalarmin varlig: dikkate alinmamustr. Bu bakimdan da tezde
Onerilen yontem ¢ok efektif sonuglar vermektedir.

Son olarak, tezin 2.5. boliimiinde gazlarm transonik akigm ifade edebilen ikinci
mertebeden nonlineer kismi tlirevli denklem igin Cauchy probleminin siireksiz
fonksiyonlar smifinda sayisal ¢6ziimii incelenmistir.

[15], [17], [18], [37] vs. gibi kaynaklarda s6z konusu denklem bir mertebeli
denklemler sistemine indirgenir ve ¢oziiliir. Ama [17] de gﬁsterﬂdigi gibi keyfi nonlineer
F'(u) fonksiyonu igin ele almmug sistemin yararh gergek entropiye sahip olan zayif
¢0zlimii hakkinda bilinen hi¢ bir sonung yoktur. Kisim 2.5.3. de ¢6ziimiin difreransiyellene
bilme 6zelligi, esas problemin difreransiyellenebilme 6zelliginden iki mertebe yiiksek olan
yardime1 problem 6nerilmis ve sdz konusu yardimci problem aracilig: ile esas problemin
stireksiz fonksiyonlar siifinda sayisal ¢dziimiiniin bulunmas: i¢in algoritmalar verilmistir.

Onerilen algoritmanm efektifligini gostermek amact ile kisim 2.5.1 de telin kiigik
tiitresimlerini ifade eden dalga denklemi igin Cauchy problemi incelenmis ve ahnan
sonuglar literatiirde bulunan klasik ¢6ziimlerle karsilagtmilmugtr. Ulagilan sonuglar,
gelistirilmis yontemin avantajh oldugunu gostermektedir.



4. SONUCLAR

Bu tezde elde edilen en 6nemli sonuglar sunlardir:

1. Bir boyuthu birinci mertebeden nonlineer dalga denkleminin periyodik smir
kosullar1 gergevesinde siireksiz fonksiyonlar smifinda sayisal ¢6ziimil igin ekonomik
algoritma sunulmugtur.

2. 1ki boyutlu birinci mertebeden nonlineer dalga depklemi igin Cauchy ve smir
deger probleminin siireksiz fonksiyonlar smufinda gergek ¢6ziimii elde edilmis, ve ayrica
da siireksiz fonksiyonlar smnifinda bilgisayar agisindan ekonomik olan efektif sayisal
algoritmalar Gnerilmistir.

3. Sikigabilir gazlarm sabit basm¢h izentropik akisim ifade eden bir boyutlu
nonlineer diferansiyel denklemler sisteminin siireksiz fonksiyonlar smufinda gergek
¢6ziimii bulunmus ve ayrica da fiziksel problemin gergcek o6zelliklerini ifade edebilen
sayisal ¢6ziimiin bulunmast i¢in algoritma sunulmugtur.

4. Tabakal ortamlarda petroliin karbonlagtirilmus su ile sikigtirilmasmi modelleyen
bir boyutlu diferansiyel denklemler sisteminin sayisal ¢dziimii i¢in ekonomik algoritma
incelenmistir.

5. Transonik akislan ifade eden ve dejenere olan ikinci mertebeden nonlineer dalga
denkleminin siircksiz fonksiyonlar smifinda sayisal ¢6ziimii incelenmis ve ekonomik
algoritmalar Gnerilmigtir.



5. ONERILER

1. Tezde 6nerilen yontem ve elde edilen sonuglar, baz1 sinif lineer ve nonlineer kismi
tiirevli denklemlerin gergek ¢dziimlerinin bulunmasinda dnemli olabilir,

2. Onerilen yontem, hidrodinamigin ve aerodinamigin bir ¢ok pratik Snem tasiyan
problemlerin fiziksel 6zelliklerini gergek ifade edebilen ¢6ziimlerinin elde edilmesinde gok
Onemli olabilir.

3. Bazs smif nonlineer kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in Cauchy ve smur
deger problemlerinin silireksiz fonksiyonlar smfinda zaman degiskenine gore yiiksek
mertebeden sonlu fark kargihd1 yazilirken 6nemli olabilir. ‘

4. Onerilen yontem, kismi tiirevli diferansiyel denklemler igin yer degiskenine gore
¢ok boyutlu problemlerin sayisal ¢Oziimlerinin elde edilmesinde Gnemli ara¢ olarak
kullanilabilir.

5. Onerilen yontem, tabakah ortamlarda petroliin sikistiriimas: olaymda gereken bir
dizi teknolojik parametrelerin bulunmasinda (petroliin debisi, su petrol smirlarimn
bulunmasi vs. gibi) 6nemli olabilir.
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