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OZET
Bu tezin orijinal kismi dért béliimden olugmaktadir.

Birinci bolimde bir /,-grupoidde herhangi bir elemanin asal radikali ve bir
1, -grupoidin asal spektrumu tamimlanip, 6zellikleri incelenmistir.

ikinci boliimde, bir cebirsel /-grupoidde herhangi bir eleman i¢in asal radikal hakkinda
bir genel teorem elde edildi ve bu teoremin dogru oldugu tniversal cebirlerin bir sinifi
tammlandi.

Ugtincii boliimde, cebirsel ve modiiler kafeslerde tim koatomlarin arakesiti ve tiim
atomlarin toplarmi kavramlart tanimlanip, bu kavramlar arasindaki iligkiler incelenmistir.

Son boliimde, 2 ve 3 boyutlu integral J-grupoidler tam olarak belirlenmistir. Bu boliimde
bir integral /-grupoidde birimin direkt pargalanmalarinin 6zellikleri, komaksimal elemanlar
ve direkt parcalanmalar arasindaki iliskiler ve Krull-Schmidt teoreminin bir benzeri

verilmigtir.

Anahtar Kelimeler:
I-grupoid, I-monoid, yar-integral /-grupoid, integral /-grupoid, asal radikal, asal
spektrum, atom, koatom, direkt pargalanma, komaksimal eleman



SUMMARY

The Theory of Lattice-Ordered Groupoids
The original part of this thesis consists of four chapters.

In the first chapter, the prime radical of an element in a /,-groupoid and a prime
spectrum of an /, -groupoid are defined and properties of theirs are examined.

In the second chapter, the theorem on prime radical of an element of an algebraic
I-groupoid and its applications are given. The applications of this theorem and its
corollaries are done on distributive universal algebras.

In the third chapter, the intersection of the all coatoms and the sum of all atoms are
defined and the relations among them are studied.

In the last chapter, the integral J-groupoids of lengths 2 and 3 are described completely.
In addition, in this chapter, the properties of the direct decompositions of the unit,
connections between comaximal elements and direct decompositions of the unit are

examined and an analog of Krull-Schmidt theorem is given in an integral I-groupoid.

Key Words:
l-groupoid, /-monoid, semi integral /-groupoid, integral /-groupoid, prime radical, prime

spectrurhs, atom, coatom, direct decomposition, comaximal element
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SEMBOLLER DIiZiNi

={.-3-2-10,123,}
kismen siral1 grupoid
tam kafes olan po-grupoid

tiggensel norm
a ve b elemanlarinin infumumu

a ve b elemanlarinin supremumu

{btl'c € T} ailesinin infumumu
{btl" & T} ailesinin supremumu

S nin gii¢ kiimesi
R halkasinin tiim toplaml altgruplarinin kafesi

X kiimesinin infumumu

X kiimesinin supremumu
X topolojik uzayinda A kiimesinin kapanigt

R halkasinin tiim ideallerinin kafesi

B, ideallerinin (veya altgruplarinin) toplami

G nin tiim normal altgruplarinin kafesi

X ile uiretilen altgrup (veya normal altgrup)
=a"'b"ab

=({[a,b]|ac A, beB})

= {x“lx € X},(X c G, G grup)
=x"[a,bkk

K nin tiim ideal elemanlannin kafesi

a elemaninin asal radikali



L, L nin tiim radikal elemanlarinin kafesi

l(X) X topolojik uzaymnin tiim kapali alt kiimelerinin kafesi
o(Xx) X topolojik uzayinin tiim agik alt kiimelerinin kafesi
F(a) a y1 igeren tiim maksimal elemanlarin arakesiti

L; a = F(a) olacak sekilde a elemanlarinin kafesi

L, (K) L(K) nin tiim radikal elemanlarinin kafesi

R, (a) a y1 iceren tiim A -asal elemanlarin arakesiti

Ly, L nin a =R, (2) sarti1 saglayan tiim elemanlarimin kafesi
P(L) L nin 1 den farkh asal elemanlarimn kiimesi

V(a) P(L) nin a y1 igeren tiim elemanlarinin kiimesi
Spec(L) P(L) iizerindeki Zariski uzay1

L L kafesinin duali

a*b ab yi igeren tiim ¢ € K, elemanlarinin arakesiti

a2l =a

at=) = (a(“))z ,nelN

all =a

al*l =aal neIN,n>1

r(a) a min yari asal radikali

s(h) K nin tiim kuvvetli h-¢ozilebilir elemanlarimin supremumu
Sub(G, w) (G,w) grupoidinin tim altgrupoidlerinin kafesi
w(P,Q) = e G|x = w(a,b)acP,be Q}(P,Qc G)

{H} H ile iiretilen altgrupoid

1d(G) (G, w) grupoidinin tiim ideallerinin kafesi

w(A,B) w(A,B) yi igeren tiim ideallerin arakesiti

[x] x 1 igeren en kiiglik ideal

X.eA (e T),w,,w,} Bir tniversal cebir, burada & X iizerinde bir 0-l islem , her
1eT igin A_, X iizerinde 1-li iglem, w, ve w, X iizerinde

ikili iglemler



Sub(X, Q)
1d(X,Q,w,)
w,(A,B)

(X,©,w,) nin tiim Q -altcebirlerinin kafesi
(X,Q, w,) nin tiim (Q, w, )-ideallerinin kafesi

(X,9,w,) nin w, (A, B) yi igeren tiim (Qw,)-

F(L)
Sub U
F@L)
s)
s*(L)
ConU

L(C,.)),L(C,.,2)
Al)i=17)
L(A,i)i=17)
C,
C,()a=111)

L(C,,i)(i=111)

D,

D,(i)(i=13)

ideallerinin arakesiti

L nin tiim koatomlarinin arakesiti

U iiniversal cebrinin tiim altcebirlerinin kafesi

L nin tiim atomlarimn toplami
L nin tiim kiigiik elemanlarimin toplamt

L nin tiim biiyiik elemanlarinin arakesiti

U iiniversal cebrinin tiim kongriianslarinin kafesi

K halkasinin tiim sag ideallerinin kafesi
=T\{o}

wT(e)

=fke Ljx< a,} esas ideali

= {0,1} l-grupoidi

L integral /-grupoidinin uzunlugu

= {O, p,1},0<p<1

T kiimesinin kardinal sayisi

C, izerinde integral /-grupoidler

A iizerinde tammlanan ¢arpim iglemleri
A(i) carpim islemli A integral /-grupoidi
= {0, B,0,1},0<p <a <1

C, iizerindeki garpim iglemleri

C, (1) islemli integral /-grupoidler

= {O,pl,pz,b,l},0< p, <b<l, O<p,<b,
Py AP, =0,p, VP, =b

D, iizerinde tamimlanan garpim iglemleri



L(D,,i)(i=13) D, (i) islemli integral /-grupoidler

D, = {O,pt(t € T),b,l}, her teT igin O<p, <b<l ve her
a#p igin p, Aps =0vep, vp;=b

L(D;) D, uzerinde integral /-grupoid

A'()( =19) a? =0 durumunda, lemma 6 nin sartim saglayan

L={0,a,b,,b,,1} tizerindeki miimkiin olan carpim islemleri



1.GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Kafes-sirali monoid (veya /-monoid ) kavrami ideal teorisinden ¢ikar ve Dedekind’in[l]
caligmasina dayanir. Bu kavram 1924 yilinda Krull’un [2] caligmasinda dikkatli bir sekilde
incelenmig ve ilk defa bu calismada kafes-teorik yontemlerle ideal-teorik problemler
tartigiimstir.

1920-1930 vyillarma kadar birimli, birlesmeli, degismeli halkalar teorisinde iyl
gelismeler kaydedilmistir. Halka yapisiun aragtinlmasinda ideallerin ¢ok 6nemli oldugu
anlagilmigtir. Ideallerle ilgili gok sayida onemli sonuglar elde edilmistir. Ozel olarak,
idealler teorisinin temel teoremlerinden biri olan agagidaki teorem elde edilmistir.

Teorem( Lascer- Nother pargalanma teoremi ): Bir Nother halkasmm keyfi bir ideali
sonlu tane primer ideallerin arakesitidir.

Bu teoremi meshur satrancct Emanuil Lascer polinom halkalan i¢in ispatlamigtir. Daha
sonra Emmy Noether bu teoremi kendisinin artan zincir sartim kullanarak daha genis
halkalar siifina- Néther halkalarma genigletmistir.

Ikinci elde edilen temel teorem sudur:

Teorem( Dedekind ). Bir Dedekind bolgesinde sifirdan farkh her ideal asal ideallerin
garpimi gekiinde tek tiirlis yazilabilir.

Krull’un[z] caligmasinda zincir sart1 zayiflatiloug, indirgenemez ve primer elemanlar
arasinda highir baglanti varsayilmanus bir rezidual kafeste Lascer-Nother pargalanma
teoreminin ne sekilde bulunabilecegi problemi ile ilgilenilmistir.

Kafes-sirali monoidler teorisinin geligimi kafesler teorisinin gelisimine bagh bir sekilde
ilerlemistir. Kafesler teorisindeki 6nemli geligmeler 1930-1940 yillannda baglamugtir:
M. H. Stone 1936-1937 yillarinda Bool halkalarina ait meshur galigmalarim yapmugtir.
G. Birkhoff'un “ Lattice Theory ” adl: kitabinmn birinci baskis1 1940 yilinda yapilmugtir.

Kafes-sirali monoidléerin modern teorisi 1939 yilinda M. Ward, R.P. Dilworth [3] ve
RP. Diworth[4] temel makaleleri ile baglamigtir. M. Ward, RP. Dilworth 3]
makalesinde arpmm islemine bir yardimei islem ( rezidasyon adh iglemle ) tamml
kafeslerin bir sistematik teorisi gelistirilmek istenmistir. Carpim ve rezidasyon isleminin
oldukga genel sartlar altinda birbiri ile ilgili oldugu gosterilmigtir. Bu sartlar altinda bir
garpm iglemi yardim ile rezidasyon tammlanabilecegi ve tersinin gergeklenebilecegi
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gosterilmigtir. Lascer- Nother parcalanma teoremi Nother ( yani kafes olarak artan zincir
kosulunu saglayan ) integral degismeli /~-monoidlerin bir sinifina genisletilmistir. Asagidaki
sonuglar elde edilmistir:

L bir Néther integral degismeli /-monoid olsun. qeL keyfi alalim. Eger ab<q olan
keyfi a,b e Ligin a < q veyabir ne IN" igin b" <q ise, q elemamna ( sag ) primer denir.
Nother kafesinin keyfi elemam sonlu tane A-pargalanamaz elemanlann arakesiti
seklindedir. Halkalar teorisinde keyfi ~A-parcalanamaz idealin primer oldugu

gosterilmigtir. Fakat primer olmayan A-pargalanamaz elemana sahip olan defismeli

Néother integral /-monoidler mevcuttur.

M. Ward, R.P. Dilworth [3] calismasinda keyfi A-pargalanamaz eleman: primer olan
degismeli Nother integral /-monoidlerin bir simfi belirlenmistir. Halkalar teorisindeki
primer ideallerin temel ozelliklerinin benzerleri, degismeli Nother integral -monoidlerin
primer elemanlar igin ispatlanmigtir.

R.P. Dilworth’iin [4] makalesinde degismeli olmayan rezidual kafesler incelenmistir.
Bir kafes iizerinde degismeli olmayan garpim ve rezidasyon kavramu gelistirilmistir. Ozel
olarak, her bir islemin digerine dayanarak tammlanabilecegi gosterilmiy ve primer

elemanlara pargalams tartigilmistir.

1943 yilinda J. Certaine’in [5] caligmas: ile kafes-sirali monoidler genellestirilerek
daha kapsamli bir sekilde incelenmisgtir.

M. L. Dubreil- Jacotin [6], L. Fuchs[7] ,[8], J. Kerstan [9] , V. S. Krishnan[10],
L. Lesieur[11], K. Murata[12], [13],N. K. Thakare ve C. S. Manjarekar [14] caligmalarinda
I-monoidlerde Lascer-Nother pargalams teoremi ve elemanlarin asal elemanlarn
arakesitine pargalamg problemleri incelenmistir.

E. G. Shulgeyfer [15], L. Fuchs ve O. Steinfeld [16] caligmalarinda /-monoidlerde
Dedekind’in pargalanig teoremi tartigilmgtar.

E. G. Shulgeyfer’in [1 5] calismasinda agaZidaki sonuglar elde edilmistir.

S bir kismen sirali yari grup olsun. Asagidaki sartlarin saglanmas: durumunda S de asal

elemanlara parcalang tek turlidir denir: -
1) Keyfi e#aeS( e S’nin en biyiikk elemam ) i¢in a=p,p,---p, seklinde p; asal
elemanlart mevcut ve keyfi i, j € {],2,~--,n} i¢in p;p; =p;p; d;



2) a=p,p, P, = 9,4, "*qm» & clemammn iki asal carpanlara pargalam§i ise, n=m ve

q; = Py, seklinde 1,2,---,n sayilarimn bir (k,.k,,--,k,) permiitasyonu mevcuttur;

3) Her a< b i¢in a=bc olacak sekilde bir ¢ € S mevcuttur.

Teorem: S bir kismen sirali yan grup, O sifir eleman ve e en biiyilk eleman ( keyfi
ac$ igin 0<a<e) olsun. S de asal ¢arpanlara pargalanisin tek tirlii olmas: igin gerek ve
yeter sart asagadaki dort sartin saglanmasidur:

1) S bir kafes siral yarigruptur,

2) S Nother kafesidir;

3) S nin maksimal elemanlari degismelidir;

4) S nin keyfi p asal elemam igin 1 >p > P> > > >0 zinciri maksimaldir.

L. Fuchs ve O. Steinfeld’in [1 6] gahiymasmnda bir kismen sirali S yar grubunda tek tiirlii
asal carpanlara pargalamgin mevcutlugu hakkindaki teorem, S nin kafes-sirali yanigrup
olma sart1 yerine S nin sag béliinmeli yan grup olma sart: koyularak ispatlanmgtir.

1971 de V.A. Andrunakievi¢ ve JuM. Rjabuhin [17] galismasinda kismen sirali cebirsel
sistemlerin elemanlarimn asal elemanlarin arakesitine pargalamsg problemi tartigmistir.

Birlesmeli halkalar teorisinde 1940-1960 yillannda &nemli gelismeler oldu. Bu
halkalarin yapisi iizerinde problemler ortaya ¢ikti. Halka yapisim incelemek igin ¢ok
onemli olan halka radikalleri [1 8] ( Weddenburn- Artin ( klasik veya nilpotent ) radikalleri ,
Jacobson radikali, Levizky radikali, Baer radikali, Brown- Mc Coy radikali (asal radikal) )
tammlanp, incelenmigtir. Bu radikallerin en Onemlileri Jacobson radikali ve asal
radikaldir.

Bir K birimli, birlesmeli halkasimn tiim sol maksimal ideallerinin arakesitine Jacobson
radikali denir. K nin tiim asal ideallerinin arakesitine K nin asal radikali denir.

Halkalardaki radikallerin benzerleri modiiller igin ( Lambek [1 9]) , gruplar igin

(K. K. Shukin [20], Dj. Khadjiev ve AR. Gulamov [21]) yangruplar igin (L. Marki[22] ),
diferansiyel halkalar i¢in ( V.D. Burkov [23],[24], Dj. Khadjiev ve F. Calhalp [25],[26]),
» -halkalar i¢in ( Dj. Khadjiev, F. Callialp ve V. N. Khudayberdiev [27] ) incelendi.

H bir K-modiil olsun. H modiiliiniin tim maksimal K-altmodiillerinin arakesitine H nin
radikali denir. H min tim indirgenemez (atomik) K-altmodiillerinin toplamma H nin
sokol’ii denir. Sokol radikalin dualidir.



Bu ahgmalar /-monoidler teorisine de yansidi. Bo. Stenstrom [28], O. Steinfeld [29] ,
K. Keimel [30], P. D. Smith [31], M. Stern[32], V.A. Andrunakievi¢ [33], N. K. Thakare
ve C.S. Manjarekar [14], S. A Amitsur [34], E. A Bahrens [35], L. Lesieur,
R. Croisot[36], J. Pla ve R. Carles[37], Dj. Khadjiev ve T. M. Shamilev[38], Dj. Khadjiev
ve F. Karagal [39], F. Karagal [40], Dj. Khadjiev, F. Calhalp ve F. Karacal [41], D;.
Khadjiev ve F. Karagal [42] ¢aligmalarinda /-monoid elemanlaninin gesitli radikalleri
tamimlanip, incelendi.

L bir tam kafes olsun. L nin tiim koatomlarimin arakesitini F(L), tim atomlarinm
toplarmum F*(L), tiim kiigiik elemanlaninin toplamim S(L) ve tiim biiyiik elemanlarinin
arakesitini S"(L) ile gosterelim. Birimli, birlesmeli bir K halkasin tiim sol ideallerinin
kafesini L_(K) ile gosterelim. Bu takdirde F(L_(K)) K halkasinin Jakobson radikalidir.
Bir G grubunun tiim altgruplarimin kafesini L(G) ile gosterelim. Bu durumda F(L(G)) , G
grubunun Frattini altgrubudur. Buradan anlagiliyor ki F(L) ve F*(L) elemanlar: cebir icin
¢ok 6nemlidir.

Bo. Stenstrom’iin [28] galigmasinda keyfi L cebirsel modiiler kafesi igin F(L)=S(L)
ve F(L)=S"(L) esitlikleri gosterilmigti. M. Sternin [32] calismasinda,
Bo.Stenstrom’iin[28]  sonuglan modiiler olmayan kafeslerin belli bir sinifina
genellegtirilmigtir.

Dj. Khadjiev ve F. Karagal [39], Dj. Khadjiev , F. Calhalp ve F. Karagal [41]
caligmalarinin sonuglar tezde tam olarak verilmigtir.

L bir /,- grupoid olsun. a € L elemamm kapsayan tiim asal elemanlarin arakesitini
R(a) ile gosterelim. Eger a = R(a), yani a eleman: asal elemanlarin arakesiti seklinde ise,
a ya radikal eleman denir. L nin tiim radikal elemanlarinin kafesini L ile gosterelim. L,
bir tam kafestir.

Halkalardaki asal radikal hakkindaki teoremin sonuglarindan biri de sudur ( T. Y.
Lam [43] ): Keyfi yan asal ideal asal ideallerin arakesitidir. Bu sonug O. Steinfeld’in [29]
caligmasinda /-grupoidlere genellestirilmigtir. Keyfi yari-integral -grupoidin keyfi yan asal

elemam asal elemanlarin arakesitidir.



K. Keimel [30] cahgmasinda O. Steinfeld’in [29] calismasindaki sonucun dogru
olmadigimt bir ornekle gostermis ve O. Steinfeld’in sonucunun keyfi cebirsel yan-integral
I-grupoidler i¢in dogru oldugunu ispatlamustir.

Bu iki ¢alismada incelenen probleme bir kafeste keyfi bir elemanin A-pargalanamaz
elemanlann arakesiti seklinde oldugu problemi gok yakindur.

P. D. Smith’in [3 1] caligmasi son problem ile ilgilidir. Caligmanin sonucu su sekilde
ozetlenebilir. Bir L dagilmah kafesinde herhangi bir eleman A-parcalanamaz elemanlann
arakesiti ise, L bir Brouwerian kafesidir.

Bir dagimah L kafesinde ab=aAb alnirsa, (L,/\) bir /-monoid olur. Aslinda
Smith’in »»{3 1] caligmasinda L =L, olmasi durumunda L nin bir Brouwerian kafesi oldugu
gosterilmigtir. V. A. Andrunakievi€’in [33] calismast bu konuya ¢ok yakindir ve bu
calismada agagidaki sonuglar elde edilmistir:

1) Bir modiiler cebirsel sag ideal garpimh L kafesinin idempotent olmas: i¢in gerek ve
yeter sart her elemanin asal elemanlarin bir arakesiti seklinde olmasidir;

2) L bir kafes ve L nin her bir elemam A-pargalanamaz elemanlarin (sonlu veya
sonsuz) bir arakesiti olsun. L nin dagiimali olmas: icin gerek ve yeter gart her A-
indirgenemez elemanin A-asal olmasidir.

3) Bir cebirsel L kafesinin dafilmah olmas: igin gerek ve yeter sart her
A-indirgenemez elemanin A-asal olmasidir.

4) Bir modiiler cebirsel sag ideal garpmmli L kafesinin her asal elemam A-asal eleman
ise, L dagilmahdir.

Dj. Khadjiev ve T. M. Shamilev’in [38] calismasinda keyfi bir L /- grupoid igin Ly
kafesinin Brouwerian oldugu gosterilmistir.

K birimli, birlesmeli, degismeli bir halka ve P(K), K nm K dan farkh tim asal
ideallerinin kiimesi olsun. P(K) da K nin tiim radikal ideallerin kafesi Ly (K) yardimiyla
spektral topoloji ( veya Zariski topolojisi ) tanimlanmigtir. P(K) 1 bu topolojiyle Spec(K)
veya Spec(L(K)) seklinde gosterelim. Spec(L(K)) topolojik uzaylan cebirsel geometri igin
¢ok onemlidir. Spec(L(K)) topolojik uzaylari schemeler teorisinin temelini olugturur [44]
Benzer sekilde Spec, (L(K)) topolojik uzaylan diferansiyel halkalar igin de tammlanms

ve bu topolojik uzaylar diferansiyel-cebirsel geometride gok onemlidir [45]. Bir K



halkasmn  tim  maksimal ideallerinin  kiimesini Max(K) ile gosterelim.
Max(K)c Spec(K)  oldugundan Max(K) Spec(K) topolojik uzaymin  bir
altuzayidir [44]

Max(K) ve Spec(K) topolojik uzaylar énemli oldugundan dolay: keyfi bir l,- grupoid
icin bunlarin benzerleri (Spec(L) ve Max(L) ) /,-grupoidler teorisinde de (J. R. Isbell ve
J. T. Morse [46], G. Georgescu ve L. Vosculescu [47], Dj. Khadjiev ve T. M. Shamilev
[38]) tamimlamp, incelenmistir.

1970 yiinda J. R. Isbell ve J. T. Morse’un [46] « Kafeslerin yapt uzaylan ” adlt
cahgmasinda A bir birimli f-halka[48] ve M(A) sifir-gekirdek topolojili A mn tim
maksimal Iideallerinin uzay1 olmak iizere, A ve A’ f-halkalan kafes izomorf ise onlarn
M(A) ve M(A") uzaylarinin da homeomorf oldugunu gostermislerdir.

1989 yilinda G. Georgescu ve 1. Voiculescu [47] calismasinda, deBismeli halkalar ve

dagilmali kafeslerin her ikisinde de gok benzer bir sekilde ortaya gikacak bazi sonuglar igin
ortak bir formiil bulmay: amaglamuslardir.
1997 yiinda Dj. Khadjiev ve T. M. Shamilev’in [38] cahsmasinda herhangi yan-

integral /,- grupoid igin Spec(L) topolojik uzay- L nin asal spektrumu (veya yapi-uzay )
tammlanmig ve incelenmigtir. Ozel olarak, Spec(L) topolojik uzayr herhangi bir halka
( birlesmeli veya birlesmeli degil ) ve 7, -kafesler i¢in tammlanmgtir. Spec(L) nin tim
T, -topolojik uzaylar igerisindeki yeri belirlenmistir.

Frattini elemanna, ozellikle Frattini altcebiri ve altkafesine ait bir gok galigmalar
(A.G. Kurosh[49], E. . Marshall [50], L. M. Vrancken[51], P. M.Cohn [52],Bo. Stenstrom
[28], M. Stem [32], K. M. Koh [53],[54].C. C.Chen, K. M. Koh ve 8. K. Tan [55]. M. E.
Adams[56], M. Abad ve M. E. Adams[57], F. Karagal [40] ) yapild:.

Lascer- Nother ve Dedekind pargalanma teoremlerini /~monoidlere genellestirme
calismalan devam etmektedir( D. D. Anderson [58].59] ).

1976 yihinda D.D. Anderson [58] cahigmasinda RP. Dilworth’in Nother kafes

kavrammm tamstrug ve gesitli klasik sonuglan Nother halkalarn teorisinden Nother
kafeslere genellestirmigti. D.D. Anderson’in bu makalesinde ideal teorisinin bir soyut

incelemesi igin artan zincir kosulunu saglamasi zorunlu olmayan genelligin tam



seviyesinde olan r-kafes kavrami tamtilmistir. Makalenin ilk bolimiinde esas iiretecli
elemanlar detay: ile incelenmistir. Ikinci bolimiinde bir lokalizasyon teorisi gelistirilmistir.
Ugiincii bolimde dagiimah r-kafesler incelenmigtir. Son béliimde her esas eleman: asal
elemanlarin carpimu seklinde olan r-kafesler incelenmistir. Bu yondeki arastirma D.D.
Anderson [59] ile devam etmistir.

1978 de D.D. Anderson[59] ¢alismasinda da her esas elemam asal elemanlarin bir
carpimu geklinde olan ¢arpimli kafeslerin incelenmesine devam edilmistir. 7-kafes tanimu
yapilmig ve bir m-kafeste her esas elemanin ranki 1 den kiigiik veya esit esas asal
elemanlarin bir ¢arpimu geklide oldugu gosterilmistir.

I-grupoidlerin yapis1 ve genellestirilmeleri iizerine bir ¢ok ¢aliyma ( R. G. Burton [60],
B. Bosbach [61], [62], L. Libkin [63], A. Walendziak [64], D. D. Anderson, E. W.
Johnson ve I. A. Johnson[65], D. D. Anderson ve E. W. Johnson [66], H. M. Nakkar[67],
R. H. Lee [68], D. D. Anderson, A. J. Boals ve E. W. Johnson [69] ) yapilmugtir.

Tezin amaci- aragtirilan problemler:

Tezde asagidaki problemler aragtirildi.

1) Keyfi bir L /,- grupoid elemanimn asal radikalinin 6zellikleri. Radikal elemanlarin
L, kafesinin dzellikleri. Keyfi bir L /; - grupoid igin Spec(L) topolojik uzayinin tanimi ve
ozellikleri.

2) Cebirsel I-grupoid elemaninin asal radikalinin o6zellikleri ve dagilmali iniversal
cebirlere uygulamalari.

3) Cebirsel modiiler kafeslerde F(L), S(L), F*(L), S"(L) elemanlani arasindaki
iligkiler.

4) integral I-grupoidlerin direkt pargalanmalari ve birimin direkt parcalanmalan
arasindaki iligkiler. Birimin direkt pargalanmalar1 ve komaksimal elemanlarin ailesinin
ozellikleri arasindaki iliskiler. Bir integral Artin J-grupoidde birimin idempotentlere
pargalanabilmesi. Tiim 2 ve 3 uzunluklu integral /-grupoidlerin belirlenmesi.

Bu problemlerin giincelligi.

1) Yukanda bahsedilen ¢aligmalardan L, kafesinin ve Spec(L) topolojik uzaylarinin

cebir i¢in 6nemli oldugu ve bunlar iizerindeki ¢aligmalarin devam ettifi anlagihir.



2) Universal cebirlerin farkli simuflan igin asal radikal kavrami iizerinde ¢ok sayida
caligmalar vardir. Bundan dolay: /-grupoid elemamnin asal radikali iizerine bir sistematik
teoriye ihtiyag¢ vardir.

3) Yukanda bahsedilen [28] alismasinda F(L)= S(L) ve F*(L)=S"(L) esitlikleri elde
edilmigtir.

F(L), s(L), F (L), S*(L) elemanlan arasinda daha bagka baglantilarin olup olmadig:
problemi ilging bir problemdir.

4. Integral /-grupoidlerin parcalanmalan {iniversal cebirlerin yapisinin arastinlmasinda
¢ok oOnemlidir. Birimin direkt pargalanmalari ve komaksimal elemanlarin ailesinin
ozellikleri arasindaki baBlantilar yardimiyla universal cebirlerin farkhi siiflan icin Cin
kalan teoreminin bir benzeri elde edilir. 2 ve 3 uzunluklu integral J-grupoidlerin
belirlenmesi aslinda yapisi en basit integral /-grupoidlerin tam olarak belirlenmesidir.

Elde edilen sonuglar [41],[42] makalelerinde ve [39],[40] bildirilerinde yaymlanmgtrr.
Bu sonuglar 1998-2001 yillann arasinda Karadeniz Teknik Universitesi Matematik
boliimiinde seminer derslerinde anlatilip, tartigtlmigtir. Dj. Khadjiev ve F. Karagal’in « The
description of all v -distributive triangular norms of lengths 2 and 3” adli ¢aligmas:
Dortmund Universitesinde diizenlenen “7® Fuzzy Days in Dortmund —October 01-03,

2001” konferansinda sunulmaya kabul edilmistir.
1.2. /, -grupoidler, ii¢gensel normlar ve /-grupoidler

Tamm 1: (L,<) bir kismen sirali kiime ve . , L tizerinde bir ikili garpim olsun. Eger
her a,b,xeL ve a<b igin x-a<x-b, a-x<b-x ise, L ye birpo-grupoiddenir[48].

Bundan sonra a-b yi ab ile gosterecegiz.

Carpim degismeli ise, L ye degismeli po-grupoid denir. Carpim birlesmeli ise, L ye
po- yarigrup denir.

L bir po-yanigrup olsun. Her xeL igin x1=1x =x olacak sekilde 1€L birim eleman
(veya etkisiz eleman) mevcut ise , L ye po- monoid denir.

Her xeL igin x>0 ve x0=0x =0 ozelliklerini saglayan OcL elemanina L nin bir
sifirt denir. Bir po-grupoidin en fazla bir tane sifin olacag: agiktir [48].

L bir po-grupoid olsun. L tam kafes ise, L ye kisalik olmasi a.gnsmdan 1, -grupoid ad1

verilir.



Tanmm 2: Bir idcgensel norm (t-norm) asagidaki dort Ozelligi saglayan bir
T:[0.1] — [0,1] fonksiyonudur[70]:

i) T(x, y) = T(y,x) ( degisme ozelligi )

ii) T(T(x,y),z) = T(x,T(y,z)) (birlesme 6zelligi )

iii) x <y ise T(x,z)< T(y,z) (monotonluk 6zellii )

iv) T(x, l) =X (sinar Ozelligi ).

Tanim 2 nin bir genellegtirilmesi olarak agagidaki tanimi verebiliriz.

Tamm 3: L bir tam kafes olsun. 1 ile L nin en biiyiikk elemanim1 gésterelim. Bir
genellestirilmis iiggensel norm (genellestirilmis t-norm) asagidaki Ozellikleri saglayan bir
T’: L xL — L fonksiyonudur [71]:

i) T'(x,y) = T'(y,%)

i) T(T'(x, y).2) = T'(x,T'(y,2))

iii) x <y ise T'(x,z) < T'(y,2)

iv) T'(x,1) = x.

Uyar:

i) Tamm 2 ve tamm 3 de verilen iv) Ozelligine fuzzy cebirinde smmr o6zelligi

denilmektedir [70]. Aslinda bu 6zellik birim eleman 6zelligidir.

ii) Tanim 2 ile bir tiggensel normun, tamum 3 ile bir genellestirilmis Gggensel normun
birer degismeli /;-monoid islemleri olduklari goriliir. Bunun terside dogrudur: Eger
(0.1],)) ve (L,*) birer degismeli Z,- monoidler ve bu /,- monoidlerde birim eleman ile en
biiyiik eleman aym ise, bu takdirde . iglemi bir #~norm ve * iglemi bir genellegtirilmig

f-normdur.

Uggensel normlarin ve genellestirilmis ti¢gensel normlarin fuzzy cebrinde iyi
uygulamalari  vardir( [70],[71),]72], [73],[74], [75]). Bu nedenle /;-monoidler teorisi
fuzzy cebirinde de oldukga énemlidir.

Simdi po-grupoidlere ve /; -grupoidiere 6rnekler verelim.

Ornek 1: L bir kafes olsun. L de ¢arpim olarak A islemi alinacak olursa, L bir
po-yangruptur. L tam kafes olsun. 0 ile (1 ile) L nin en kiigiik ( en biiyik ) elemam
gosterilsin. Bu takdirde (L,A) po-yangrubu, O sifirl: ve 1 birimli bir J-monoiddir. A iglemi

aym zamanda degismeli oldugundan A iglemi bir genellestirilmis #~norm olur.
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Ornek 2: S bir yangrup ve 2°, S nin tim altkiimelerinin kimesi olsun. 2° nin
elemanlan X, Y, Z, ... ile gosterilsin. 2° de sira olarak kapsama, ikili ¢arpim olarak da
XY = {xy] xeX,er}
garpmu ahnsin. Bu takdirde 2° bir po-yangruptur. @, bu po-yangrubun sifir elemamdir.
S nin 1 birim elemanh monoid olmast durumunda ; {i}e2® elemam 2° po-yangrubunun
birim elemanidir. Dolayistyla 2° po-monoid olur.
Ornek 3: R bir halka ve A(R) R nin tiim toplamh X, Y, Z, ... altgruplannin kimesi
olsun. A(R) de sira olarak kapsama, ikili garpim olarak da
XY= {f‘_‘xiyilxi eX,yieY,ie{l,Z,...,n},neIN'}
=1
carpimi alinacak olursa, A(R) bir po-grupoiddir. {0}, bu po-grupoidin sifir elemamdir.
R nin 1 birim elemanh birlemeli bir halka olmasi durumunda; (1)=fallneZ}eAR)
elemam, A(R) po-grupoidinin birim elemamdir. Dolayisiyla A(R) bir po-monoiddir.
Ornek 4: S bir kismen sirah kiime ve
P(S)={f: S—>S|x,yeS,x<y = f(x) < f(y)}

olsun. P(S) de sira

f < g < Her xeS igin f(x)< g(x)
ile verilsin. Ikili carpim da

(Ee)x) = e(x)
ile verilecek olursa, P(S) bir po-monoiddir.

Ornek 5: TM(x,y)=min(x,y), T,(x,y)=xy ve T, (x,y)= max(0,x +y—1) ile
tammlanan T, T,,T, :[0,1] — [0,1] birer -normdurlar. Fuzzy cebirinde T, minumum
t-norm, T, garpim t-norm ve T, Lukasievwicz t-norm olarak adlandirihr [70].

Tamm 4: L bir kafes ve . L tizerinde bir ikili ¢arpim olsun. Eger her a,b,ceL
igin a(bvc)=abvac ve (avb)e =acvbe esitlikleri gergeklenirse, L ye /-grupoid
( kafes-swrali grupoid ) denir.

Carpim iglemine gore bir yangrup (monoid) olan bir J/-grupoide bir [yarigrup
(l-monoid ) denir [48].
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Tamm 5: L bir tam kafes ve . , L izerinde bir ikili ¢arpim olsun. Eger keyfi
{b,[teT}cL ve aeL igin
alyb. )= v(ab.)ve lyb o = v(b.2)
ozellikleri saglanirsa, L ye tam I-grupoid veya cl-grupoid denir [48].
Teorem 1: S bir sirali kiime ve S nin en bityilkk elemam mevcut olsun. Eger S nin

bostan farkli her altkiimesinin infumumu mevcut ise, S nin bostan farkli her altkiimesinin
supremumu vardir. Yani S bir tam kafestir [48].

Uyan:

i) Herhangi bir /,-grupoid, /-grupoid olmayabilir. Ornek 1 de L bir tam kafes ise, @©.A)
bir /,-grupoiddir. L nin /-grupoid olmas: igin gerek ve yeter sart L nin dagimali kafes
olmasidir. Eger L dagilmali degilse, L bir J-grupoid degildir.

if) Herhangi bir /-grupoid, c/-grupoid olmayabilir. Omek olarak, S Oklid topolojisine
gore [0,1] araligindaki tiim kapal kiimelerin ailesi olsun. S, 211 in bir alt kiimesidir. Eger
{AJteT}gS ise {r\AT=rT\AteS ve [0,1]eS oldupundan teorem 1 e gore S bir tam

kafestir. S de

VA, =UA,
T T
oldugu kolayca gosterilebilir. Eger {Atl'ceT}c_:S ailesi sonlu ise, bu durumda
\{AT = kTJA1 = ngA,c olur. Diger taraftan S dagilmal: kafestir, yani her A,B,CeS i¢in
AA(BVC)= Am(BuC) = (AmB) u(ANnC)= (AAB)V(AAC)
saglamr Fakat S tam da@ilmali kafes degildir. Gergekten A = {0}, neIN", B, =[i/n, 1]es
alalim.
VB, =G =[01.An( 1B, |=0)nlo.]- £}
ve
Y(anB,)= LB /n)-2
oldugundan A/\(ZBn) # ;/l(A/\Bn) dir. Bu omekte A garpim olarak alimrsa, S bir

I-grupoiddir, fakat cl-grupoid degildir.
Simdi /-grupoid ve cl-grupoid 6rekleri verelim.
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Ornek 6: Bir R halkasimin tiim toplamli altgruplarinin A(R) kiimesinin 6rnek 3 de bir
po-grupoid oldugu gosterildi. A(R)nin bir cl-grupoid oldugunu gosterelim. Bunun igin ilk
once A(R) nin tam kafes oldugunu gosterelim. {At|reT}g A(R) igin

A =nA e AR)
dir. Aynca ReA(R) oldugundan teorem 1 e gore A(R) tam kafestir. Ozellikle,
VA, = ;AT dir, burada

YA = {aeR:a=atl +eeta, .8, eATi,{‘c,,---,'cn}Tnin keyfi sonlu altkﬁmesi}
T

dir. A(R) bir po-grupoid oldugundan Ce A(R) ve {AJ‘:GT}Q A(R) igin
CA. <ClvA,)

bulunur. Dolayisiyla
v(CA)<clyA,)

saglamr. Ters yonde kapsamay: gostermek igin xe C(\T/ At) keyfi alinsin. Bu takdirde

X = ch i» ¢;€C, a; e\T/AT seklindedir. aie\lgAt oldugundan bir sonlu {i,,i,,....i, }<T

i=1

igin a; = a; +...+a, dir. Boylece

x= iciai = iiciaﬁ € \T’(CAT)

i=1 i=1 =1

elde edilir. Bundan dolay \T/(CAI) = C(\T/ AT) bulunur. Benzer sekilde \T/(ATC) = (¥AT)C

oldugu gosterilebilir. Ornek 3 de de belirtildigi gibi, eger R 1 birimli, birlesmeli bir halka
ise, bu cl-grupoid bir c/-monoid olur.

Ornek 7: R birlegmeli bir halka ve L(R) R nin tiim ideallerinin kiimesi olsun. L(R)
kapsama sirasina gore bir tam kafestir ve A(R)Q L(R) dir. L(R) deki infumum (supremum)
A(R) deki infumum ile ( supremum ile ) akisir. Gergekten {Bt| teT}g L(R) igin

AB. =0B, eLR)
ve

vB, :;Bt eLR)

dir. A,BeL(R) igin

ch Yﬁxsm(ﬁc‘;u1m mww
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AB= {zn:aibil a,cAb, eB,ie{1,2,...,n},neIN'}

o

olsun. Bu takdirde L(R) bir cl-grupoiddir: {B.|teT}c L(R) ve CeL(R) keyfi almsin.
LR)c A(R) ve omek 6 ya gore A(R) bir cl-grupoid oldugundan v(CB,)= C\\T/Br)
ve ‘T/(B:C)= k\T/Bt)C esitlikleri elde edilir. Boylece L(R) bir cl-grupoiddir. Buradan
elde edilen bir bagka sonu¢ L(R) A(R) nin bir alt cl-grupoididir (bir alt tam kafes ve
altgrupoid ).

Ornek 8: A#@ bir kime olsun. 2** nin herhangi bir elemam A uzerinde bir

ikili bagntidir. {\yi|i € I}c; (ZA*A,Q) keyfi alinsm. Ay, =0 Ve VY =0V, dir.
Bundan dolay1 (ZA‘A,Q) bir tam kafestir. @,y €2** igin
oy =opoy = {x,2)cAxAyeA . (x,y)c0 ve(y,z)ev}
olsun. Bu kiime @ ise, oy = @ alnsm. ¢e2** ve {\yiliel}c_: 244 keyfi abnsm. 244
nin bir cl-grupoid oldugunu gostermek igin
olyw, )= vlow) ve lywi o =v(vi0)
esitliklerini gostermek gerekir. 2*** nin po-grupoid oldugu kolayca gosterilir. Bu sebeple
viow,) <olyvi)
dir. Ters yonde kapsamayr gostermek igin, (a, b)e (pl\l/ wi) almsin. (a,z)e(p ve
(z,b)evy; olacak sekilde bir zeA meveuttur. (z.b)evy; oldugundan bir il i¢in
(z,b)e y;, olur. Boylece (a,z)eo ve (z,b)e v;, dir. Bunun sonucu olarak, (a,b) eQy; ve
(a,b)E\I/((pq;i ) dir. Béylece
oy v )= viow:)
dir. Benzer sekilde {\I/ \yi)(p = \I/(\yi(p) elde edilir.

Ornek 9: G bir grup, N(G) G nin tiim normal altgruplarinin kiimesi olsun. Xc G igin
X' = {x" |x e X} alalim. X in iirettii normal altgrubu
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(X):= O, H= <{lﬂ-‘[xi|xi eXxuX'ief2,,nlne IN'}> e N(G)
HeN(G) =

ile gosterelim. {A‘I‘teT}g N(G) keyfi alalim.
AA =0A, eN(G)

ve GeN(G) oldugundan teorem 1 e gore N(G) kapsamaya gore bir tam kafestir. N(G) de
VA, = <uAt>
T T

oldugu kolaylikla gosterilebilir. a,beG igin a”'b™'ab yi [a,b] ile gosterelim. A,B eN(G)
igin AB=[A,B]=({[a,b]| acA,beB}) ile tanmlayalim. Bu takdirde N(G) nin bir
cl-grupoid oldugunu gosterelim. {AtlteT}g N(G) ve BeN(G) keyfi alalim. N(G) nin
po-grupoid oldugu kolaylikla gosterilebilir. Bu sebeple her t€T igin BA < \T/(BA:)
oldugundan

v(BA.)< Bl A,

dir. Ters yonde kapsamay1 gostermek igin [b,x]e B(\T/ AT) keyfi alalim.

\T/AT = <kTJA.E> = ({ailai2 ---ainlaj €A, uAJT‘,j € {il,iz,---,in}c_: T,ne IN*}>
oldufundan x=a;a,; ..a;,a;€A; VAT ,je{i,,iz,...,in},nem' seklinde alabiliriz.

x'a'b~'abx elemanini [a,b] ile gosterelim.

[b,x] = lb,ailaiz - ]=

a;

= [b, a; ] [b, a; | ]a‘n [b, a; . ]ainai""l [b, a, ]%. LI

dir. Yani \T/(BAt)QB(\T/AT) dir. Boylece ¥(BAT)= B(\]{ At) elde edilir. Benzer sekilde

‘e v(BA, o v(BA)

\T/(ArB) = br/ A,)B oldugu gosterilir.

Not: [48] de; N(G) nin sadece /-grupoid oldugu gosterilmigtir. Ormek 9 da, N(G) nin
cl-grupoid oldugu gosterildi.

Ornek 10: G bir kiime, w G iizerinde bir ti¢lii baginti olsun. a,beG i¢in
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ab = fx G| (a,b,x)ew}e2°
olsun. Eger bu kiime @ ise, ab =0 alahm. A,Be2%olsun. 2%de
AB = U (ab)e2°

acA
beB

ile bir ¢arpim islemi tammlayalim. 2° nin bir cl-grupoid oldugunu gosterelim. 2°
kapsama sirasina gore bir tam kafestir. {Arl‘teT}g.’ZG ve Be2® keyfi alalim. 2° nin
po-grupoid oldugu agiktir. Bu sebeple kTJ(BAT)_<_ B(kTJ A, ) dir. Ters yonde kapsamay: elde
etmek igin x eB(kT)A,) keyfi alalim. Carpim igleminin tammindan, xebc olacak sekilde
beB ve cekTJAt elemanlari mevcutturlar. Béylece (b,c,x)ew dir. Diger tarafian
ceLT)At oldugundan bir 7, €T i¢in ceA_ dir. Bundan dolay1 xeBA, ¢ %)(BAt)dlr.
Sonug olarak LTJ(BAr)zB(kTJAt) elde edilir. Benzer sekilde kTJ(AtB) = (LT)AT)B elde
edilir.

K bir /, - grupoid olsun. K nin en biiyiik (en kiigiik) elemanini 1 ile (0 ile) gosterelim.

Tanum 6: K bir /,-grupoid ve acK olsun. Her xeK i¢in xa <a ise, a ya sol ideal
eleman denir. Her xe€K i¢in ax<a ise, a ya sag ideal eleman denir. Hem sag ideal,
hem de sol ideal olan elemana ideal eleman denir [48].

K min tiim ideal elemanlarimin kiimesini K, ile gosterelim.

Tamm 7: K bir /;-grupoid olsun. Eger K mn her eleman: ideal ise, K ya yari-integral
1, -grupoid denir [38].

Tamm 8:K bir / -grupoid olsun. Eger her aeKi¢in al=1a=a ise, K ya integral
1, -grupoid denir [48].

Uyar: i) Herhangi bir integral /, -grupoid yan-integraldir.

i1) Yar integral olan fakat integral olmayan /,-grupoidler de mevcuttur. Omek olarak
agagidaki 6rek verilebilir.

K bir tam kafes olsun. K da herhangi iki elemanin ¢arpimi 0 olarak tanimlanacak
olursa, K bir po-grupoiddir. Béylece K bir /, -grupoiddir. K yar integraldir, fakat integral
degildir.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1, /,-grupoidlerin asal spektrumlan

2.1.1. Bir /,-grupoidde herhangi bir elemanin asal radikali

Onerme 1: K bir yan-integral /,-grupoid olsun. Bu takdirde her a,beK igin
abvba <anb dir.

Ispat: K bir yar-integral /, -grupoid oldugundan keyfi a,b €K elemanlan i¢gin ab<a
ve ab<b dir. Bundan dolay1 ab<anbdir. Benzer sekilde ba<anb elde edilir.
Dolayisiyla abvba < anb dir.

K bir /,-grupoid olsun.

Tamm 9: peK olsun. Eger ab<p olan keyfi a,beK igin a<p veya b<p elde
ediliyorsa, peK elemanina asal denir [48].

Omek olarak, 1 elemani asaldir.

Uyar: [48] de asal eleman tamimu yapilirken p#1 kosulu konulmaktadir. Kolaylik
olmasi agisindan burada p #1 kosulu kaldirilmugtir.

Tamm 10: K bir kafes ve peK olsun. Eger aAb<p olan keyfi a,beK igin a<p
veya b<p elde ediliyorsa, peK elemanina A -asal denir [38].

Tamm 11: peK olsun. Eger anb=p olankeyfi a,beK igin a=p veya b=p elde
ediliyorsa, peK elemanina A-par¢alanamaz denir [48].

v -asal eleman tammi (v -pargalanamaz eleman tanimi ) tamm 10 a (tanim 11 e) dual

olarak verilir.

L bir tam kafes olsun. L iizerinde bir ¢arpim islemi ab=aAb ile verilsin. Bu takdirde
ornek 1 de de belirtildigi gibi (L,A) bir /, -grupoiddir.

Onerme 2: L bir dagilmal: kafes olsun. Bir peL nin A- asal olmasi igin gerek ve yeter
sart p nin A - par¢alanamaz olmasidir.

Ispat [48] de verilmistir.

Onerme 3: K bir yan-integral /,-grupoid olsun. Bu takdirde K nin her asal elemam

A~ asaldir.
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ispat: p bir asal eleman ve aAb <p olsun. Onerme 1 e gore ab <anb <pdir. Boylece
a<p veya b<p elde edilir.

L bir /,-grupoid olsun. a€L igin L nin a y1 igeren tim asal elemanlarimin arakesiti
R(a) ile gosterilsin. R(a) elemanina a nmn asal radikali denir.

Uyan: Bir degismeli Nother /-grupoidde herhangi bir eleman igin diger bir asal radikal
tantm [48] de verilmigtir. Burada verilen herhangi bir elemamn asal radikal tanimi ile
[48] de verilen tamm gakasir.

Onerme 4: L bir /, -grupoid olsun. Bu takdirde:

i)a <R(a);

ii) RR@)=R();

iii) a<b ise R(a)<R(b) dir.

Ispat agiktir.

Onerme 4 ile L de R-radikal alma isleminin aslinda L de bir kapani§ operatorii oldugu
gorulir.

acL olsun. Eger a =R(a) ise a elemamna R-radikal eleman denir. L nin tiim radikal
elemanlarinin kiimesini L, ile gosterelim. L, de kismen siralama olarak L deki kismen
siralama alinsin.

Onerme 5: L, kiimesi bir tam kafestir.
Ispat: 1e L, oldugu agiktir. {ar ‘1€ T}g L, keyfi alinsin. a:= na, € L; oldugunu
gostermek gerekir. a, € Ly oldugundan a, =R(a,) dir. Bundan dolay1 p,, elemanlan

asal olmak lizere a, = A Py seklinde yazilabilir. Dolayisiyla

8z Spyr

ve a<a, <p, dir. Boylece her veQ,,teT igin a<p, dir. Bunlarnn sonucu olarak
a=na € L, dir. Teorem 1 e gore L kiimesi bir tam kafestir.
L deki kafes iglemlerini n ve + ile, L deki kafes iglemlerini A ve v ile gosterelim.
Onerme 6: L bir /, -grupoid olsun. Bu takdirde;
i) Her a,beL igin R(anb)<R(a)A R(b) < R(ab) dir;



18

ii) Her a,beL igin R(a +b)=R(R(a)+ R(b)) dir.

ispat: i) anb<a ve anb <boldugundan dnerme 4, iii) ye gore R(anb)< R(a) ve
Ranb)< R(b) dir. Dolayistyla R(a~b)<R(a)A R(b) dir. Diger taraftan p, elemanlarn
asal olmak iizere R(ab)= AP: seklinde yazilabilir. Boylece keyfi fakat sabit bir

teT igin ab<p, dr. p, asal oldufundan a<p, veya b<p.  bulunur. Buradan
R(2)<p, veya R(b)<p, elde edilir Boylece R(a)AR(b)<p, dir. 1T keyfi
oldugundan R(a)AR(b) < Ap. = R(ab) elde edilir.

ii): a<R(a) ve b< R(b) oldugundan a+b< R(a)+R(b) ve Onerme 4,iii) ye gore
R(a+b)< R(R(a)+ R(b)) elde edili. a<a+b,b<a+b oldufundan R(a)<R(a+b),
R(b) < R(a +b) yazilabilir. Bunun sonucu olarak R(a)+R(b)<R(a +b) dir. Radikal alma
ozelliklerinden R(R(a)+ R(b)) < R(R (2 + b)=R(a+ b) bulunur. Boylece istenen elde
edilir.

Onerme 7: L bir yani-integral /, -grupoid olsun. Bu takdirde;

i) Her a,beL igin R(ab)= R(anb)=R()A R(b) dir;

ii) a, €Ly, T€eT ise, na, =N, dir.

Ispat: i): Onerme 6, i) ye gore R(anb)<R(@)AR()< R(ab) oldugu biliniyor. Ispat:
tamamlamak igin R(ab) < R(a N b) oldugunu gostermek gerekir. L yan integral
oldugundan ab<aveab<b, dolayisiyla ab<anb elde edilir. Bunun sonucu olarak
R(ab)<R(a nb) bulunur.

ii): Onerme 5 in ispatindan elde edilir.

Uyar:: L /,-grupoidinin yari-integral olma 6zelligi sadece Snerme 7 de kullamldi. L
yart-integral degilse, R(ab) =R(anb)=R(2)AR(b) esitligi dogru olmayabilir. Omek
olarak, L= {0, a,b,l}, O<a<l, O<b<l ve burada herhangi iki elemamn g¢arpimi
supremumlart olarak tammlansin. Bu takdirde L bir I, -grupoiddir. Fakat yan
integral degildir. R(ab)=R()=1 dir. R(2)=a, R(b)=boldugundan R(a)AR(b)=0 dur.
Dolayisiyla R(ab)= R(anb)= R(a)AR(Db) esitligi gergeklenmez.

Teorem 2: L bir yari-integral /,-grupoid olsun. Bu takdirde keyfi a,b, € Ly (te T)

elemanlan igin



19

aA(\{bt): \T/(a Ab.)
dir. Yani L, bir tam Brouwerian kafesidir. Ozel olarak L, dagilmahdir.

Ispat: a,b_ e L {teT) olsun. aAb <a A(\{bt) ile \T/(a Ab )< aA(\T/br) elde edilir.
Geriye ters yondeki esitsizligi gostermek kabr. \T/(a/\bt)= APy olacak sekilde p, asal
elemanlanimin bir S= {pvlveQ} ailesi mevcuttur. Herhangi p, €S igin \T/(a Ab )< p,
dir. Bu takdirde herhangi p, €S ve her te T igin anb, <p, dir. Onerme 3 e gore

anb <p, den a<p, veya b <p, bulumur. a<p, oldugu kabul edilirse,
an th)SaS' p, dir. Eger afp, ise, her teT igin b, <p,dir. Bundan dolayi
\%/bt <p, ve a/\l\lgbtjﬁ \le‘ <p, elde edilir. Boylece her ve Q igin az\t\rxbt)s p, dir.
Sonug olarak a /\(\let)_{ APy = ¥(a Ab,) ve a A(\{bt): \T/(a/\bt) elde edilir.

Uyare: Teorem 2 ilk defa bir defigmeli halkanmn R-radikal ideallerinin kafesi icin
[76] da ispatsiz olarak verilmigtir.

Sonu¢ 1: L bir yan=integral /,-grupoid olsun. L nin her elemam radikal ise L bir tam
Brouwerian kafesidir ve hera,beL igin ab=aAb dir.

Ispat: L nin tam Brouwerian kafesi oldugu teorem 2 nin bir sonucudur. Onerme 7, i) ye
gore R(ab)= R(a)AR(b) dir. Fakat L nin her elemam radikal oldugundan ab=a b elde

L =L, olacak sekilde bir L yarrintegral /, -grupoide 6mek olarak asafidaki ornek
verilebilir.

Ornek 11: X bir topolojik uzay ve (0(X),c) X in tim agik altkiimelerinin kafesi olsun.
Once (O(X),c) kafesinin bir tam kafes oldugunu gosterelim. Qe (0(X),c)dur.
{AII Te T}g O(X) keyfi almsin. Herhangi sayida agik kimenin birlesimi de agik
oldugundan LA, € O(X) dir. Teorem 1 in dualine gére (0(X),c) bir tam kafestir. Bu

kafesteki infumum islemini A ile gosterelim. Sonlu tane ALA,, A, agk altkiimeleri

icin AA,=(A, dir. Fakat keyfi {A |teT}cO(X) igin AA, =nA esitligi dogru

i=1 i=1

olmayabilit. (O(X),c) kafesinde ¢arpun olarak A ahndifinda O(X) in bir integral
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l,-grupoid oldugu kolayca goriliir. Simdi O(X) in her elemarmmn radikal oldugunu
gosterelim.

A keyfi bir agik kiime olsun. Bu takdirde B=X\A kapali ve A=X\B dir. A= bQBX/{E}

oldugunu gosterecegiz, burada ft;} kiimesi {b} kiimesinin kapamgidir. Keyfi bir be B i¢in

@g B dir. Boylece keyfi bir be B i¢in A=X\Bc X/ {5}, dolayisiyla A C b/\BX/ 5} dir.

Diger tarafian keyfi bir b, €A igin b, €B ve {b,Jc B dir. Boylece b, ¢ X/{b,} ve
b, ¢ b/\BX/{E} dir. Dolayistyla A = b/G\BX/E} elde edilir.

Simdi keyfi bir beX igin X/ {l;} actk kiimesinin A-asal oldugunu gosterelim.
C,De0(X) ve CAD=CND¢c X/$b} olsun. Bu takdirde b ¢ C ~D dir. Bundan dolayr
beC veya beD dir. C ve D agk kiimeler oldugundan {5}; X/C veya {5}«; X/D dir.
Boylece CcX/P} veya DcX/{} dir. Yani X/{b} agik kimesi A-asaldu. Diger
taraftan A = b/E\BX/ ﬁ)_} oldugundan keyfi A agik kiimesi A-asal kiimelerin infumumu
seklindedir. Boylece keyfi agik kiime radikaldir.

Uyari: Bu sonucun tersi de dogrudur: L bir yan-integral /, -grupoid ve L=L; ise, L
I,-grupoidinin bir X T,-topolojik uzaymin agik kiimelerinin (O(X),c) grupoidine
izomorf oldugunu béliim 2.1.2 de gosterecegiz.

Onerme 8: Herhangi bir integral /-grupoidde, her maksimal eleman asaldur.

Ispat: L bir integral /-grupoid ve m € L maksimal olsun. ab<m ve a£m olsun. Bu
takdirde av m =1 dir. Bu esitligi kullanarak

b=lb=(avmlb=abvmb<mvm=m
elde edilir.
Uyar: [48] de Gnerme 8 in herhangi bir integral po-grupoid icin dogru oldugu iddia
edilir, bu ise dogru degildir. Asagidaki 6rnegi inceleyelim.
Ornek 12: Bilinen 5 elemanh modiler, fakat dagilmah olmayan M, = {0, X,Y,2,1 }
kafesini goz oniine alahm, burada O<x<1, O<y<l, O<z<1, x Ay =0, xAzZ= 0, ynz=0,

xvy=1, xvz=1, yvz=1 dir. M; A islemine gore bir integral /,-grupoid olarak
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digiinebilir. Dagilma ozelligi saglanmadifindan bu integral /, -grupoid bir /-grupoid
degildir. M, iin X, y, z elemanlan maksimaldirler, fakat A -asal degildirler.

L bir integral /-grupoid olsun. acL,a#1 keyfi alam. a y1 igeren tim maksimal
elemanlarin arakesitini F(a) ile gosterelim. Eger a y1 iceren maksimal eleman mevcut
degilse, F(a)=1 alahm.

a=F(a) olacak gekilde tim a €L elemanlarinin kiimesini L, ile gosterelim. L; de
L deki kismen siralama alinsin.

Teorem 3: L bir tam kafestir.

Ispat: Onerme 5 in ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 4: L bir integral l-grupoid olsun. Bu takdirde keyfi a,b.eLg (reT)

elemanlan i¢in

an vbr)z \T/(a Ab.)

dir. Yani L bir tam Brouwerian kafesidir. Ozel olarak L dagimalidir.
ispat: Onerme 8 kullanilarak teorem 2 nin ispatima benzer gekilde yapilir.

Teorem 2 ve teorem 4 iin dnemli 6zel durumlan asagida sonug 2 ve sonug 3 olarak
verildi.

K (degismeli veya birlesmeli olmayabilir) keyfi bir halka olsun. K daki tiim ideallerin
kiimesi L(K)olsun. L(K) da sira olarak kapsama sirasi alinsm. B ve C, K min iki ideali ve
tiim bc (beB,ceC) elemanlanm igeren tim ideallerin arakesiti BC olsun. Ornek 6 ya
gore K mn tiim toplamh altgruplarmin J;-grupoidi A(K) bir cl-grupoiddir. Onerme 16 da
K yerine A(K), K, yerine L(K) almirsa, L(K) mn A(K) nmn bir tam altkafesi ve onerme
17 ye gore L(K) bir yar-integral c/-grupoid olur. K nin birlesmeli bir halka olmasi
durumunda yukanda verilen herhangi iki idealin garpim 6rnek 7 deki garpim ile cakagir.
Eger K mn bir A ideali L(K) mn bir asal elemam ise, 4 ya K da asal denir. L(K) 1,-
grupoidi igin L, (K) kafesini inceleyelim. Kapsama bafintisma gore Ly (K) bir tam
kafestir.

Sonu¢ 2: Her K halkas: igin Ly (K) bir tam Brouwerian kafesidir ve ozel olarak

dagilmalidir.

Simdi teorem 2 nin kafeslere nasil uygulanacagim gosterelim.
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L bir tam kafes olsun. a € L igin a y1 igeren tim A -asal elemanlann arakesitini R, (a)
ile gosterelim. a = R, (a) sartim saglayan tim elemanlarin kiimesini L, ile gosterelim.
Ly bir tam kafestir. Ly kafesi de dual yol ile (benzer gekilde) tanimlamr.

Sonug 3: Ly kafesi bir tam Brouwerian kafesidir.

Lp  iginsonug3e dual bir iddia gergeklenir.

L bir tam dagilmali kafes ve her acL, a y1 igeren tiim A-pargalanamaz elemanlarin
arakesiti olsun. Bu takdirde L bir tam Brouwerian kafesidir.

Bu iddiamin duali de dogrudur.

Uyan: Kavram olarak benzer, fakat farkh bir iddiay: [77] de Gorbunov elde eti.

2.1.2. I,-grupoidlerin asal spektrumu ve T, -kafesler

L bir yan-integral J,-grupoid olsun. R-radikal elemanlarn Ly kafesi g6z oniine ahnsin.
L ,-grupoidinin 1 den farkh olan tim asal elemanlarnm kiimesini P(L) ile gosterelim.
aeL; olsun. P(L) nin a y1 igeren tiim elemanlarimin kiimesini V(a) ile gosterelim.

Onerme 9: P(L) de {V (a] ace LR} kiimeler sistemi agagidaki ozelliklere sahiptir:

) V(0)=P(L), burada 0 L; nin en kiigik elemamdir;

iy v(1)=;

iii) a<b < V(@) V(b);

iv) Herhangi a,b € L i¢in V(an b)= V(a)u Vv(b);

v) Herhangi a.(t e T) elemanlar sistemi igin V( v a,)z 0 V(aT);

vi) a = b < V(a)# V(b) dir.

ispat: i): P(L) nin tiim elemanlan 0 1 igerdigi igin v(0)=P(L) dir.

ii) Agik.

iii): a<b olsun. b yi igeren tiim asal elmanlar a y1 da igereceginden V(a) 2 V(b) dir.
Tersine olarak V(a)2 V(b) olsun. a,b € L, oldugundan a V(a) daki asal elemanlarn, b
de V(b) deki asal elemanlann arakesiti seklindedir. V(z)2 V(b) oldugundan a<b elde
edilir.

iv): anb<a,anb<b oldugundan iii) ye gore V(aAb)o V(a), V(aab)2 v(b) dir.
Dolayisiyla  V(aAb)2 V(a)u V(b) yazlabilir. Ters yonde kapsamay: gostermek igin
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peV(an b) keyfi alalim. Bu takdirde aAb<p dir. p asal oldugundan 6nerme 3 e goére p
A -asaldir. Dolayisiyla a < p veya b < p dir. Bunun sonucu olarak pe V(a) veya p€ V(b)
dir. Boylece V(a Ab)=V(a)u V(b) bulunur.

v): a <va_ oldugundan ii)) ye gore V\vT at)g V(a,) ve dolaysiyla

T

V( va, )g o V(a,) yazlabilir. Ters yonde kapsamay: gostermek i¢gin pe 0 V(a,) keyfi
alahm. Bu takdirde her t1eT igin a, <p dir. Dolayisiyla va, <p oldugundan
pe Vl‘;/T at) bulunur. Boylece istenen elde edilir.

vi): a,beL,,a#b olsun V(a)= V(b) olmasi durumunda iii) ye gére a=b geligkisi
bulunur. Tersine olarak V(a)#=V(b) ve a=b olduunu kabul edelim. Bu takdirde
V(a) = V(b) geliskisi elde edilir.

Onerme 9 a gore {V(a)ae L.} sistemi, P(L) tizerinde kapali kiimeleri V(a)(aeLy)
olan bir topoloji belirler. P(L) tizerindeki bu topolojiye Spectral veya Zariski topolojisi
denir. Bu topoloji ile bir P(L) topolojik uzay1 L /,-grupoidinin bir asal spektrumu olarak
tanitilabilir ve Spec(L) ile gosterilir.

Uyar: A birlesmeli ve degismeli bir halka olmak tizere, L A mn tiim ideallerinin
l-yanigrubu ise, Spec(L) topolojik uzay: A nin bir asal spektrumu ([44]) ile gakigir. Eger A
degismeli degilse, Spec(L) genel olarak [78] de bahsedilen spektral topolojili primitif
ideallerin kiimesinden farklidur.

Onerme 10: Spec(L) de asapidaki 6zellikler gergeklenir:

i)x e P(L) ise, Spec(L) de bir x noktasinin {)3 kapamgt V(x) dir;

i) x,y eP(L) ise, bu takdirde y e{;} olmas: igin gerek ve yeter sart V(y)c___—_ V(x)
olmasidir.

Ispat: i): V(x) bir kapali kiime ve x e V(x) oldugundan QgV(x) dir. qeV(x)
olsun, yani x <q olsun. x i igeren bir keyfi V(a) w1 alalm. x e V(a) ise, a<xdir.
Boylece a<x <q dur. Sonug olarak g€ V(a)dir, yani q elemam x i igeren keyfi bir
kapali kiimeye aittir. Bu takdirde q € {;} dir. Bundan dolay1 {)_c}= V(x) dir.

i)y € fx} olsun. Bu takdirde Ty} &} dir. Bu ve yukarda ispatlanan i) ozelliginden
V(y) < V(x) oldugu elde edilir. §imdi V(y)c V(x) olsun. Bu takdirde y € V(x) =} dir.
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Spec(L) topolojik uzaymn kapah kiimelerinin kafesini L ile gosterelim.
L= {V (a)| ael, } L de bir kismen siralama olarak kapsama bagintisim alalim.

Onerme 11: i) L kafesi tamdir.

ii) a—>V(a) ile tammlanan 8 : L, —>L doniigiimi bir kafes anti-izomorfisidir;

iii) Herhangi a, € Ly (t€ T) elemanlar sistemi igin V{n ar)= UT_V(a_) dir, burada sag
taraf Y V(a,) nin kapamigidur.

ispat: i) Onerme 9 a gore L, P(L) ve V(a) kiimelerinin keyfi ailesinin arakesitini
icerir. Boylece teorem 1 e gore L bir tam kafestir.

i) acL, olmak iizere a—>V(a) donisiimi, dnerme 9 a gore bir kafes anti-
izomorfisidir.

iii) Onerme 9, iii) e gore V(‘/\T at); V(a,)dir ve bu ifadeden

V((/E\Tat)g Y V(a,) )

oldugu goriilir. %Viaj kapah kime oldugundan bir beL, i¢in V(b)=y V(a,) dur.
Buradan keyfi teT igin V(b)2 V(a,) elde edilir. Onerme 9 a gore keyfi teT igin
b<a_ dir. Bu takdirde b< N, dir. Boylece

v6)=gVe)avlge) ®

bulunur. Boylece istenen egitlik (1) ve (2) den bulunur.

Onerme 12: Spec(L) topolojik uzay: bir 7, -uzayidir.

ispat: {x}={y} olacak sekilde x,y € P(L) elemanlanim alalim. Onerme 10, i) ye gore
V(x)= V(y) dir. Onerme 9, iii) ye gore x =y elde edilir.

Tanm 12: L bir tam dagilmali kafes olsun. Eger L nin her a elemam a da igerilen tim
v -pargalanamaz elemanlann bir birlegimi geklindeyse, L ye bir T -kafesi denir.

L bir T, - kafesi olsun. Bu takdirde L nin duali olan L tam dagilmali kafesi agagidaki
Ozellige sahiptir:

Her bir 4 € L elemam & yi igeren tiim A -parcalanamaz elemanlann bir arakesitidir.
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L kafesi A” a gore bir yan-integral /,-grupoid olarak gz oniine alinirsa dnerme 9 a
gore L igin Spec(ﬂ) topolojik uzay: elde edilir.

X bir topolojik uzay olsun. X in kapali kiimelerinin kafesini l(X) ile gosterelim.

Teorem 5: Bir L kafesinin 7 -kafesi olmas: iin gerek ve yeter sart L nin uygun bir X
T, -uzaymnn kapah kiimelerinin bir 1(X) kafesine izomorf olmasidir [79].

ispat: L bir T,-kafesi ve L, L nin duali olsun. L bir 7,-kafesi ve L, L ye dual
oldugundan her bir ae I elemam 4 y1 igeren tim A-pargalanamaz elemanlarn bir
arakesitidir. Onerme 2 ye gore keyfi A-pargalanamaz eleman A -asaldir. Dolayisiyla
L=1_ dr. X= Spec(l:) olsun. Onerme 12 ye gore X bir 7, -uzayidir. 1(X) X in kapah
kiimelerinin kafesi oldugundan 6nerme 11, ii) ye gore L ile l(X) anti-izomorfdur. Diger
taraftan Lile L anti-izomorf oldugundan L ile 1(X) izomorfdur.

Ters yonde iddia edilen ifadenin dogrulufunu gosterelim. L uygun bir X T, -uzaymin
kapali kimelerinin bir 1(X) kafesine izomorf olsun. Omek 11 e gore X in tim agik
kiimelerinin yari-integral /,-grupoidinin  her elemammin radikal eleman oldugunu ve
teorem 2 ye gore dagilmali kafes oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla onun duali olan I(X) de
dagilmalidir. Dolayisiyla 6nerme 2 ye gore l(X) de v-asal tammt ile v -pargalanamaz
tammu gakigir. Yine 6mek 11 e gore l(X) de her A elemam A mn igerdigi v -parg¢alanamaz
ele supremumu geklindedir. Dolayistyla 1(X) bir T, -kafesidir.

Sonug 4: L bir yan-integral /,-grupoid ve L =Ly olsun. Bu takdirde L bir T, -kafese
izomorfdur.

Onerme 13: X bir T, -topolojik uzay ve A bir v -pargalanamaz kapali altkiime olsun.
Bu takdirde 7} -uzaylarnm homeomorfisi altinda A nmn resmi bir v -pargalanamaz kapali
kiimedir.

Ispat agiktir.

Asagidaki dnermenin dogrulugunu gérmek kolaydir.

Onerme 14: Eger X ve Y homeomorf T;-uzaylar ise, onlarn l(X) ve 1(Y) kafesleri

izomorfdur.
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Uyar: Onerme 14 in tersi 7)-uzaylan igin gerceklenir, fakat 7, -uzaylar igin
gergeklenmez. Gergekten X ve Y homeomorf degil, fakat onlarin l(X) ve l(Y) kafesleri
izomorf olacak sekilde X ve Y 7 -uzaylanm insa etmek zor degildir.

Tamm 13: X bir 7, -uzay olsun. X deki her A v -parcalanamaz kapah kiime igin,

{x}= A olacak sekilde bir x € X noktast mevcutsa, X T, - uzaymna dengeli denir [80].

Bu nokta bir v-parcalanamaz kapah kiimenin bir fiiretici elemam olarak
degerlendirilebilir. X in en fazla bir tane iretici eleman igerdigi agiktir.

Uyar: Eger ®: X > Y, X ve Y T, -uzaylarmn bir homeomorfisi ve Y dengeli ise, X
de dengelidir. Gergekten A, X in keyfi bir v- pargalanamaz kapal altkiimesi olsun. Bu
takdirde ®(A) kiimesi Y nin bir v- pargalanamaz altkimesidir.Y dengeli oldugundan
§}= ®(A) olacak sekilde yeY elemam mevcuttur. Bu takdirde m= A dir.
Dolayistyla X dengelidir.

Teorem 6: Her L yan-integral /,-grupoidi igin, Spec(L) topolojik uzay: dengelidir.

ispat: Onerme 9 ve onerme 11 e gore, a €L, elemammn A -pargalanamaz olmas igin
gerek ve yeter sart V(a) mn v-pargalanamaz olmasidir. Bundan dolay1 V(a)
v -parcalanamaz ise a €L, A -pargalanamazdir. Onerme 2 ve teorem 1 e gore ael;
A-asaldir (yani a eP(L)). Onerme 10, i) ye gore bir a e P(L) noktasmnin kapams V(a)
dir. Bu ise Spec(L) uzaymm dengeli oldugunu gosterir.

Agik olarak her T,-uzay: dengelidir. Dengeli olmayan 7} -uzaylan da mevcuttur.

Onerme 15: L, ve L,, T,-kafesleri olsunlar. L, ve L, nin izomorf olmalart i¢in gerek
ve yeter sart Spec(f,l) ve Spec(iz) topolojik uzaylarinin homeomorf olmasidir.
Ispat: Spec(f,l) ve Spec(f,z) topolojik uzaylann homeomorf olsunlar. Onerme 9 ve

énerme 11, ii) ye gore, Spec(f,) nin kapalh kiimelerinin kafesi L ye izomorfdur. Bundan

dolay1 énerme 14 e gore, L, ve L, kafesleri izomorfdur. Tersine olarak L, ve L, izomorf
olsunlar: F:L, —L,. Bu takdirde onlarn dualleri de izomorfdur: F:L, ——)I:2 , burada F
f., deki A -pargalanamaz elemanlan I:z deki A-pargalanamaz elemanlara gotiirir. Bu bir
f?P :P(f,l)—> P(I:z) bire-bir ve orten doniigiimiinii verir. L,ve L, izomorf olduklanindan

aeL, icin 131, (V@)= V(f:(a)) esitligi gerceklenir, yani 131, bir homeomorfidir.
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X bir T,-uzay1, 1(X) X in kapali kiimelerinin kafesi ve f(X), 1(X)in duali olsun.

Spec(i(X)) T, -uzaymna, X T,-uzaymn bir dengeli kabugu denir ve asagidaki sekilde
karakterize edilebilir:

Bir X T,-uzayindan bir Y dengeli T,-uzayma her homeomorfizma, Spec(i(X)) den

Y ye tamml bir homeomorfiye tek tiirlii olarak genisletilebilir.
Teorem 7: X T, -uzay: olsun. Bu takdirde:

i) F(x)= {;}dénﬁsﬁmﬁ, X den Spec(i(X)) nin her yerde yogun bir altuzayma tammh
homeomorfizmdir;
il) X in tiim Spec(i(X)) uzayina homeomorf olmas: igin gerek ve yeter kosul X in

dengeli olmasidir.
Ispat: 1(X) kafesinin duali X deki tiim agik kiimelerin kafesi ile belirlenebilir. Bundan

dolay1r her bir ael(X) icin, X de a ile gosterilen bir komplement bulunabilir.

F:X— Spec(i(X)) dontigiimii, her bir x € X i¢in x noktasinin kapamsinin duali ahnarak,
yani F(x)= {f} olarak tamimlansm. {x} v -parcalanamaz oldugundan, F(x)e Pﬁ(X)) dir.

Eger X de E}= {y} ise, x =y dir. BuF in bire-bir oldugunu gésterir.

a €1(X) bir kapali kiime olsun. F doniisiimii a kiimesini

v

F(a):{{;‘ﬂ xea}=<{;}; Klcaxex

( ]
=< {;}l ac {;},X e X :V(ﬁ)mF(X)

/

e donistiirir . Bununla birlikte V(2) "F(X) kimeleri F(X) uzaymn kapali kiimelerinin
bir kafesi seklindedir, burada V(3) Spec(i(X)) deki kapali kiimelerden biridir. Sonug

olarak F kapalidir. F bire-bir oldugundan F :F(X) > X donigimii meveuttur. Bu
takdirde F(X) deki keyfi bir kapal kiime V(&) nF(X) seklindedir. Bundan dolay:
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F“(V(é,)mF(X))={xeX| ég{;}}= xeX| f}cap=a

dir. Dolayisiyla F' kapali bir donigimdir. Sonug olarak F:X —F(X) bir

homeomorfidir. F(X) in Spec(i(X)) de her yerde yogun oldugunu gosterelim. y € P(i(X))

bir keyfi nokta olsun. Bu takdirde y = v {x} oldugundan y= A {i} elde edilir. Buradan
XEy xey

onerme 11, iii) ve 6nerme 10 a gére

H=v0)=y V[K}] ={{§}I xe 9} ©)

dir. ye V(y) oldugundan, (3) i kullanarak y nin {x] X € 9}c X in resminin kapamginda
oldugu elde edilir. Boylece F(X) Spec(i(X)) de her yerde yogundur.

® doniigiimi X den Sp&G(X)) e drten homeomorfi olsun. Teorem 6 ve tamm 13 den

sonra verilen uyariya gére X dengelidir.

X dengeli olsun. Bu takdirde x — {)_:} donisimi X den PG(X)) e bir orten
dontigiimdiir. Gergekten y e PG(X)) bir keyfi nokta olsun. Bu takdirde §¥ X de bir kapali

ve V -par¢alanamaz kiimedir. X dengeli olduundan, {;}= § olacak sekilde bir x e X

noktas: mevcuttur. Sonug olarak F(x)= {)_(} déniigimii altinda x elemam y elemanina
gider. Buise F: X — Spec(i(X)) in bir 6rten homeomorfi oldugunu gosterir.

Uyarr: Biz tiim 7;-uzaylann simfinda, Spec(i) tipindeki topolojik uzaylarin bir
karakterizasyonunu elde ettik. Yani Spec(f,) tipindeki her topolojik uzay dengelidir ve
diger taraftan her X dengeli 7, -uzayi Spec(i(X)) ye homeomorfdur.

Sonug 5: X ve Y dengeli 7, -uzaylarinin homeomorf olmas: i¢in gerek ve yeter kosul

onlarin kapali kiimelerinin kafeslerinin (1(X) ve 1(Y)) izomorf olmasidir.

L deki tiim asal elemanlarin kismen sirali kiimesinin iki 6zelligini verelim.
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L bir keyfi /,-grupoid, P(L) L nin asal elemanlanmin kiimesi ve I P(L) de bir zincir
olsun. Bu takdirde: (i) /\IaeP(L) dir. (i) Her acP(L) igin b<aolacak sekilde bir

minimal b € P(L) mevcuttur.

2.2.Bir cebirsel /-grupoidde bir elemamn asal radikali hakkindaki teorem ve onun
uygulamalan

2.2.1. Bir I-grupoidde ¢oziilebilir ve nilpotent elemanlar
K bir /,-grupoid ve K nmn tiim ideal elemanlarinin kiimesi K, olsun.

Onerme 16: K bir cl-grupoid ise K, K nin bir tam altkafesidir.

Ispat agiktir.

Uyar: x,yeK, ve xygK, olacak sekilde bir K ( birlesmeli olmayan ) /-grupoidi
mevcuttur.

Ornek 13: O<a<b<l olmak iizereK = {0,a,b,1} kafesi goz oniine almsin. K daki garpim
iglemi agagidaki tablo ile verilsin:

Tablo 1

0
0
a |0 (a |a |a
0
0

K nm bir J-grupoid oldugu yukandaki tablodan kolaylikla kontrol edilebilir.

I(ba)=1a=b ve (IbJa=ba =a oldugundan 1(ba)= (Ib)a dir. Dolayistyla K birlesmeli
degildir. be K mnin ideal eleman oldugunu gosterelim. 0b=b0=0<b, Ib=bl=b<b,
ab=ba=a<b, bb=a<b oldugundan b K nin bir ideal elemamdir. Fakat bb= a elemam
K min bir ideal elemam degildir. Ciinkii 1a =b £ a dur.

K, uzerinde agagidaki sekilde bir carpim islemi tammlayalim. a,beK, ig¢in ab yi

igeren tiim ceK, elemanlanmn arakesitini a*b ile gosterelim.

OGRETIM KURULD
T.C. YOKSEK |

ON
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Onerme 17: K bir /-grupoid( cl-grupoid ) ise (Ko,*) bir yan-integral /-grupoiddir
(cl-grupoiddir).

[spat: b, <b, ise, * igleminin tammndan, a*b,<a*b, ve b*a<b,*a elde
edilir. Bundan dolayr (a*b)v(a*c)<a*(bvc) dur. a(bvc)=abvacs(a*b)v(a*c)
oldugundan a*(bvc)<(a*b)v(a*c) bulunur. Boylece a*x(bvc)=(axb)v(a*c) dir.
Benzer sekilde (bvc)*a=(b*a)v(c*a) oldugu gosterilir. K nin bir c/-grupoid olmast
durumunda a*l\T/bt)= \T/(a*b,) ve (\T/ bt)*a = \T/(bT *a) esitlikleri benzer gekilde elde
edilir.

K bir /,-grupoid, acK ve a® =a,a®" = (a(“‘))z olsun.

Tanm 14: h,acK olsun. Eger a® <h olacak sekilde bir n sayisi meveut ise, acK
elemanina h-¢oziilebilir denir.

Onerme 18: K bir yan-integral /-grupoid ise sonlu sayida h-¢oziilebilir elemaniarin
toplamu da h-¢oziilebilirdir.

Ispat: Ilkonce iki h-goziilebilir elemanin toplamumn h-¢ozilebilir oldugunu gosterelim
(genel halde, tiimevarim uygulanabilir).

Oncelikle herhangi a,beK ve n>0 igin, (avb)(") <avb® esitsizliginin dogru
oldugunu gosterelim.

n=0 olsun. Bu takdirde (avb)(o) =avb=avb® dir. n-1 igin (avb)("'l)Savb(“'l)
esitsizliginin dogru oldugunu kabul edelim. Bu esitsizligi kullanarak,

v b)(“) =(av b)(“—l) (av b)("'l) < (a vbed Xa vb (“"))
<a?vab® D vbEVavb® <avpl)

elde edilir. a ve b h-¢oziilebilir elemanlar olsunlar. Bu takdirde a® <h, b™ <h olacak
sekilde k,m sayilant mevcutturlar. (avb)(“) <avb® egitsizligini kullanarak

(avb)=r< ((a vb)(m))(k)s (a vb® )(")s (avh)®<hva® <h
bulunur.
aeK icin, al:=a, al*l:=aal* olsun.
Tamm 15: h,acK olsun. Eger a® <h olacak sekilde bir m sayist mevcutsa, acK

elemanna h-nilpotent denir.
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Onerme 19: K bir yan-integral /-grupoid ise sonlu sayida h-nilpotent elemaniarin
toplamu da h-nilpotenttir.

Ispat:

Lemma 1:2,,a,,--,a, €Kolsun. a, =a,,a  *a  *---*a, =a * (a,, *-* a,) alalm.

a,,8,,"+,8, €K ve 1<i,<i,<..<i; <n olsun. Bu takdirde

a, ¥, *eee¥a, < a; *a,  keeeXa

dir.
Lemma 1 in ispatit n=1 durumunda lemma agktir. n-1 durumu ve herhangi
1<i<i,<.<i,<n-1 sistemi igin iddiamn dofru oldufunu kabul edelim.

1<j,<j,<..<j, <n olsun. j,<n oldugunu kabul edelim. Timevanm ile

a, *---%a, <a; *---xa,

-1 &

bulunur. Bundan dolay:

a, *a, *---*a, <a,  ke--ka, <a; kg

dir. j, =n olsun. Timevanm ile

a, ,*---%a, <a;, *e--%a.

-1 Jr-1 4

elde edilir. Bundan dolay1

Kaun Lkg. Maesed gy,
a'n*an—l *alsa,}, a_l,-_l a.h

dir. Boylece lemma 1 ispatland:.

Onerme 19 u ilk once iki eleman igin ispat edelim. a, b h-nilpotent elemanlar ise
all <h ve bl <h olacak gekilde p ve q meveuttur. (av b)[”“‘] elemant a_ *a_ %---*a,
formundaki elemanlarm bir supremumudur, burada n=p+q ve a; elemam a veya b ye
esittir. n=p+q oldugundan a_ *-.-*a, formunda verilen elemanlar igin asagidaki iki durum
miimkiin olabilir:

1)a, *.--*a, formunda bulunan a,,a,,-+,a, elemanlarin arasindan a elemam m defa
bulunabilir, burada m > p dir.

2) a_ *---*a, formunda bulunan a,a,,--,a, elemanlannmn arasindan b elemam m

defa bulunabilir, burada m > q dir.



32

Ik durumda lemma 1 kullanilarak
a, *:--*a, ga[l’] <h

yazilabilir. Ikinci durumda lemma 1 kullamilarak

a_*---%a <bW<h

elde edilr. Bundan dolayt (avb)™ elemanmin her a, *---*a, formu igin
a, *---*a, <h elde edilir. Bundan dolay: (avb)["“‘] <h dir.

Onerme 20: K bir yari-integral /-grupoid ise, her acK ve n>1 igin 2™l >a® dir.

ispat: n=1 olsun. Bu durumda a®l=a>a?=a® dr. Iddiamn n-1 igin dogru
oldufunu kabul edelim. Bu takdirde aP">a®" dir. Bu ifadeden yararlanarak
al") = 2l > 221 > a8V = ) elde edilir.

Onerme 21: K bir yan-integral /-grupoid ise K mn herhangi bir h-nilpotent elemam
h-goziilebilirdir.

Ispat: a bir h-nilpotent eleman ise al"l <h olacak sekilde bir n sayist mevcuttur.
Onerme 20 kullamilarak a®™ < al* <h elde edilir.

Onerme 22: K bir yan-integral /-grupoid ve a,b,heK olsun. Eger a elemam
b-goziilebilir ve b elemam h-goziilebilir ise, a elemam h-¢oziilebilirdir.

Ispat: a®<b ve b™ <h olacak gekilde n, m saylan mevcut oldugundan
@) = (@)™ <b®™ <h elde edilir.

Uyan: Yukandaki 6nermenin bir benzeri h-nilpotent elemanlar igin dogru degildir.

Ornek 14: K= {O, a,b,l} integral /-grupoidini g6z 6niine alalm, burada O<a<b<l,
10=01=a0=0a=b0=0b=00=0, 11=1, 1b=bl=b, la=al=a, bb=a, ab=ba=a, aa=0 dir. b

elemant a-nilpotent ve a eleman O-nilpotent fakat b O-nilpotent degildir: Her n >1 igin

bl =b? =a, bl =pbltl =4
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2.2.2. Bir cebirsel I-grupoidde bir elemanin asal radikali hakkinda teorem
K bir /,-grupoid olsun.

Tamim 16: h eK olsun. Eger b> <h olan keyfi beK i¢in b<h elde ediliyorsa, h €K
elemanina yari asal denir.

Onerme 23: K bir yani-integral /-grupoid olsun. Asagidaki sartlar denktir:

i) h €K yan asaldir;

ii) Bir n € IN" igin, b® <h olankeyfi beK i¢in b<h dir;

iii) Bir n € IN* igin, b <h olankeyfi beK i¢in b<h dir.

Ispat: i) = ii) gerektirmesi tiimevarim ile elde edilir.

i)=>iii) : Bir n igin bEl <h olsun. Onerme 20 ye gore b™ < bl <h dir. i) y1
kullanarak b<h dir.

iii)=>1) gerektirmesi agiktir.

Yan asal elemanlarin herhangi bir ailesinin arakesiti yar1 asaldir.

aeK icin, a y1 igeren tiim yan asal elemanlarin arakesitini r(a) ile gosterelim. r(a) ya
a nin yar: asal radikali denir.

Herhangi a€K igin r(a)<R(a) dir.

Uyar: K bir degigmeli halka ve L(K) K min tiim ideallerinin /-yanigrubu ise, 1€ L(K)
olmak tizere r{I) I idealinin en kiigiik radikalidir[18].

Onerme 24: K bir /, -grupoid olsun. Bu takdirde:

i) a<b ise r(a)<r(b) dir;

i) r(r(a)) = r(a) ;

iii) r(a) <rfa?).

Ispat: i) ve ii) ifadeleri agiktir. b a’yi igeren keyfi bir yar1 asal eleman olsun: a? <b.
Bu takdirde a < b ve r(z) < b dir. Bundan dolay1 r(a) < r(a’) elde edilir.

Onerme 25: K bir yari-integral /, -grupoid olsun. Asagidaki sartlar denktir:

i) Her a,beK i¢in ab=aAb dir;

ii) Her acK igin a’ =a dir;

iif) K nin her eleman: yan asaldir, yani her a elemani igin a = r(a) dir.

Ispat: i) = ii) ve ii) = iii) agiktir.
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iii)=>1): Onerme 24 ve dnerme 1 den
anb=r(anb)<r{@anb)anb))=(arbfarb)<ab<anb

dir. Bundan dolay1 ab =a b elde edilir.
Tamm 17: L bir tam kafes ve c €L olsun.

c<va,
teT

olan her {atl te T} L ailesi igin,

n

c<va,

i=1

olacak gekilde {a 9 }c {atl T€ T} alt ailesi bulunabilir ise, ¢ elemamna kompakt

.
denir [48].

Tanim 17 ye dual olarak kokompakt eleman tanim verilir.

Tamm 18: L bir tam kafes olsun. Eger her a € L kompakt elemanlarin bir supremumu
seklinde ise, L ye cebirsel kafes denir[48].

Kokompakt eleman tammu kullamlarak, tamm 18 e dual olarak kocebirsel kafes
tammlanir.

K bir cebirsel /, -grupoid olsun.

Tamm 19: ¢ eleman K nin bir kompakt elemani olsun. K nin x, =¢,x,,, <x2 olacak

a =
sekilde x_, kompakt elemanlarmin her {X,,X,, ++,X,,-+} dizisine ¢ elemammmn s-dizisi
denir.

Tamm 20: h,ceK ve ¢ kompakt olsun. Eger ¢ elemammin her fx,,x,,--,%,, -}
s-dizisi igin , bir n, sayis1 mevcut 6yle ki her n>n, igin x_ <h ise, ¢ elemamna kuvvetli
h -¢oziilebilir denir.

heK olmak iizere, K mn tim kuvvetli h-¢oziilebilir elemanlarimn supremumunu s(h)
ile gosterelim.

Teorem 8: K bir cebirsel yari-integral /-grupoid ise, her heK i¢in s(h)= r(h)= R(h)
dur.

ispat: Her heK igin s(h)< r(h) oldugunu ispatlayalim.

b elemam K nin h 1 igeren bir yan asal elemam ve ¢ elemamt K mn bir kuvvetli

h-¢oziilebilir elemam olsun. ¢ <b oldugunu gosterelim. ¢ £ b oldugunu varsayahm. x, =c¢



35

olsun. Bu takdirde x; =c*£b dir. x, £b ve x, <x; olacak sekilde bir x, kompakt
eleman1 mevcuttur. Bundan dolayt x? £b bulunur. Bu gekilde devam ederek, x, = c, her
nigin x_, <x2,x, £b olacak gekilde bir {xo,xl,-n,xn,m} dizisi elde edilebilir. Bu dizi
¢ elemanimn bir s-dizisidir. ¢ kuvvetli h-¢ozilebilir eleman oldugundan, bir n, sayisi her
n>n, i¢in x, <h olacak yekilde mevcuttur. Bu takdirde her n>n, i¢in x, <h<b dir.
Fakat bu bir celigkidir. Boylece ¢ <b dir. b elemani h elemanini igeren keyfi bir yar asal
eleman oldugundan ¢ < r(h) yazlabilir. ¢ keyfi kuvvetli h-¢bziilebilir eleman oldugundan
s(h)< r(h) dir. r{n)<R(h) ile, her heK igin s(h)< r(h)< R(h) bulunur.

Her heK igin R(h)<s(h) oldugunu ispatlayalim. Eger s(h)=1 ise, bu takdirde
1=s(h)=r(h) =R (h) dur.

s(h)#1 olsun. Bu takdirde x % s(h) olacak sekilde bir xeK kompakt eleman
meveuttur. y K nmn y £s(h) olan bir keyfi kompakt elemani olsun. y £ p olacak sekilde
h1igeren bir peK asal elemaninin mevcut oldugunu ispatlayalim.

y £s(h) ile, kompakt y elemam kuvvetli h-gozilebilir degildir. Bundan dolay1 y
elemaninin bir X = {xo,xl,---,xn,---} s-dizisi her n igin, x, £ h olacak gekilde mevcuttur.
Her n i¢in x_ £m ve m>h olan tim meK elemanlaninin kiimesini Z ile gosterelim.
heX oldugundan ¥ bostan farklidir. £ da K daki kismen siralamay1 goz oniine alalim.

Zom lemmasinin ¥ ya uygunabilecegini gosterelim.

{m_,7eT},Z da bir zincir olsun. m=ym, olsun. Bu takdirde m>h dir. meX

oldugunu ispatlayalim. Bir n igin x, <m oldugunu kabul edelim. K bir cebirsel kafes
oldugundan

. =X, AM=X, A(\T/mt)= \T/(xn Am,)

dir. x_ bir kompakt eleman oldugundan bir 7 igin x, =x, Am_ dir. Boylece aym 1 igin
x, <m, dur. Fakat bu bir geligkidir. Bundan dolay: her n igin x, £m dir. Béylece Zorn

lemmasi X ya uygulanabilir. Zorn lemmasina gére X nin bir maksimal elemam

mevcuttur. p £ nin bir maksimal elemani olsun. peX oldugundan p>h dir. p nin asal
oldugunu gosterelim. a £ p ve b £ p ozelliklerini saglayan a,beK elemanlarim alalim. Bu

takdirde pva #p ve pvb#p dir. £ da p nin maksimalligi ile pvag Z ve pvbg X elde

T, VOKSEKOGRETIV KURULU
DOKIRAANTASYON MERKEZE
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edilir. x, <pva ve x, <pvb olacak gekilde x, €X ve x, €X elemanlan mevcuttur.

Bundan dolay
X, <x2<x,<pva

o+l —

2
Xgq SX, <X, <pVh

q+1
Bu sekilde devam ederek her t igin

X, <pva, x_,, <pvb

n+t q+t

elde edilir. k=max(n, q) olsun. Bu takdirde x, <pva, x, <pvb dr. Bundan dolayi
x,,, <x2 <(pva)(pvb)<pvab elde edilir. Fakat x,,, £p dir. Béylece ab<p bulunur.
Bu p nin asal oldugunu gosterir. Boylece y £ s(h) olan herhangi kompakt eleman igin
y £ p olacak sekilde bir p>h asal elemam mevcuttur. Eger y K nin bir kompakt elemam
ve y< R(h) ise, y< s(h) dir. y£ s(h) oldugunu kabul edelim. Bu takdirde p>h ve y£4p
olacak sekilde bir p asal elemam mevcuttur. Bu durumy _<_R(h)s p olmasi ile gelisir.
Bundan dolay1 R(h) < s(h) dir. Boylece her heX igin s(h) = r(h) =R(h) elde edilir.

Sonug 6: K bir cebirsel yan-integral -grupoid olsun. Asagidaki sartlar denktir:

i) Herhangi acKigin a = R(a) dir;

ii) Herhangi aeKigin a = r(a) dir;

iii) Her a,b €Kigin ab=aAb dir;

iv) Herhangi acKigin a=a’ dir.

ispat: Teorem 8 kullanilarak i)<>ii), onerme 25 kullanilarak ii) <>iii) <>iv) elde
edilir.

Sonug 7: K bir cebirsel yar-integral /-grupoid ve herhangi aeK i¢in a = R(a) olsun.
Bu takdirde K bir dagilmal kafestir ve ab =aAb dir.

Tersine olarak, K bir cebirsel dagilmah kafes ve ab=aAb olsun. Bu takdirde K bir
cebirsel yan-integral -grupoiddir ve her acK igin a = R(a)dur.

ispat. Sonug 6 ile her a,beK igin ab=aAb dir. K bir /-grupoid oldugundan K bir
dagilmali kafestir. Ters yondeki iddiayr ispatlayahm. K bir cebirsel dagimali kafes

olsun. Bu takdirde K, ab=aAab islemi ile sirasi belirli olan bir cebirsel yar-integral

l-grupoiddir. Sonug 6 ile her aeK i¢in a = R(a) dur.
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Sonug¢ 8: K bir cebirsel dagilmali kafes ise, K nin her a elemam K nin  a y1 igeren tim
n-asal elemanlarimin arakesitidir.

Ispat: Sonug 7 ile her a elemam K nin a y1 igeren tiim A-asal elemanlarinin arakesitidir.

Uyan: Eger K bir Nother kafes ise, bu sonug bilinmektedir [48].

Tamm 21: K bir /,-grupoid olsun. Eger K bir kafes olarak artan (azalan) zincir
kosulunu saglhyorsa, K ya Nother (Artin) 1, -grupoidi denir.

Teorem 9: K bir Nother yan-integral /-grupoidi olsun. Bu takdirde her heK igin R(h)
h-¢ozilebilirdir.

ispat: b bir h-goziilebilir eleman olsun. Bu takdirde bir n igin b® <h <R(h) saglanr.
Bundan dolay1 b<R(h) dir. Tiim h-gozilebilir elemanlariin kiimesini M ile gosterelim.
M de sira olarak K daki siralamay: alalim. heM oldugundan M bostan farkhdir. K Néther
oldugundan M Notherdir. Bu sebeple M nin bir maksimal eleman mevcuttur. Onerme 18

e gore M nin herhangi bir maksimal elemam M nin en biyiik elemamdir. Bu elemant m ile
gosterelim. Bu takdirde h<m <R(h) dir. m nin yan-asal oldugunu gosterelim. ¢’ <m
olsun. ¢ m-gozilebilirdir. Onerme 22 ye gore c elemam h-gozilebilirdir. Boylece
c<mdr. Bu m in vyan-asal oldugunu gosterir. Teorem 8 e gore r(h)= R(h)Sm
bulunur. Buise m = R(h) oldugunu gosterir.

Uyan: Eger K bir Nother birlesmeli halkamn ideallerinin /-yangrubu ise, bu teorem
bilinmektedir[81].

Teorem 10: K bir cebirsel Artin yari-integral c/-yangrup olsun. Bu takdirde her heK
igin R(h) h-nilpotenttir.

fspat: Kisalk olmasi agisindan I:=R(h) alam. K yan-integral oldugundan
I>12>...>1¥ >-.- dir. K Artin oldugundan I™ =I1™" olacak sekilde bir m mevcuttur.
I £ h oldugunu kabul edelim. I, =I™ olsun. Bu takdirde I, £h ve I} =1, dir.

I[J=J, J<I,, J£h olacak sekildeki tim JeK elemanlannn kimesini X ile
gosterelim. I,€Z oldugundan ¥ bostan farkhidir. K Artin olduundan X nin bir minimal
elemam mevcuttur. J, £ nin bir minimal eleman: olsun.

x<J, ve Ix£h olacak sekilde K mn bir x kompakt elemam mevcuttur. Gergekten,

eger p,<J, olantim p, kompakt elemanlan i¢in Lp, <h ise,
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Ji=LJ = Ilbr/ pr)= \T/(Ilpr)S h
dir. Bu bir geligkidir.
x <J, ve I,x £h olacak sekilde bir x kompakt elemantni alalim. Bu takdirde

L(x)=Ux=Ix,Ix¢h ve [x<I,

olur. Bundan dolay1 I,xeX ve Ix<x<J, dir. J, in minimallifinden Ix=x=]J, elde
edilir. Béylece x £ h dur.

K min tiim kuvvetli h-¢ozilebilir elemanlarimn kiimesini {le veQ } ile gosterelim. Bu

takdirde her y, elemam kompakttir ve s(h)= Yy dir. L, <R(h)=s(h) ifadesinden
x = Ix = ’x = L, (I,x) < I, (s(h)x)

= Il((\({ yv)x) = \Q/(Il(yvx)) <Iix=x£h

elde edilir. Bundan dolay1 L,(y,x)£ h olacak sekilde y, mevcuttur. L (y,x) eleman igin

Il(Il(YVX)) = Il(va), Il(va) <I, Il(va)5<— h, Il(yvx)S 2t
dir. Boylece I,(y,x)eZ dir. x in minimalliginden I,(y,x)=x bulunur.

L{y,x)<yx<x

ile yx=x dir.y, =a, koyahm. a,;x =x ile a2x =x elde edilir. Bundan dolayt a]£h
dir. z, elemanlan kompakt elemanlar olmak iizere, a’ =VzZ, seklinde yazabiliriz. Bu

takdirde {yz, Jx =x dir. x in kompaktligindan
X<Z XVZ XV--VZ XX

olacak gekilde z,z, ,---,z, elemanlart mevcutturlar. a, =z vz ---vz,_ olsun. Bu

K
takdirde ax=x, a,£h, a,<a} dir ve a, kompakttrr. Timevarim ile, a,=y,

elemaninin a_£h olacak gekilde bir {ao,a,,---,a } s-dizisi mevcuttur. Fakat y, bir

.
'n?

kuvvetli h-goziilebilir elemandir. Bu bir geligskidir. Boylece I, <h ve R(h) elemant

h-nilpotenttir.
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2.2.3. Dagilmah iiniversal cebirlere uygulamalan

[lkonce grupoidlere uygulamalan inceleyecegiz.

(G,w) bir grupoid olsun, burada w G iizerinde bir ikili iglemdir.

Tamm 22: Ac G olsun. Eger her a,beA igin w(a,b)eA ise, A ya G nin bir
altgrupoidi denir.

(G,w) nin tim altgrupoidlerinin kiimesini Sub(G,w) ile gosterelim. e Sub G,w)
kabul edelim. (Sub(G, w),c) bir tam kafestir.

G nin P ve Q altkiimeleri i¢in

w(P,Q)=fxeG| x = w(a,b)acP,beQ}

ile tanimlayahm. Eger P=( veya Q=(J ise, w(P, Q):=® alalim.

G nin bir H altkimesi igin, G nin H ile uretilen altgrupoidini {H} ile
gosterelim. Hy :=H ve her n>0 i¢in H ,, :=H, uw(H,,H,) alalim. Bu takdirde G nin
herhangi H altkimesi igin {H}= k} H, oldugunu tiimevanm kullanarak gosterelim.

H,=Hc {H} dir. n igin dogru oldugunu, yani H, ¢ {H} oldugunu kabul edelim. {H}
altgrupoid oldugundan w(H,,H,)c {H} dir. Boylece H,, {1} dr. Bundan dolay:

;o H,c{H} ve Hc QHi c {H}dir. Simdi ters yonde kapsamayi gosterelim. Bunun

i¢in y_{)Hi nin  altgrupoid olduunu gostermek gerekir. abe ;) H, olsun. Bu

takdirde aeH;,beH; olacak sekilde i ve j mevecuttur. {[—Il| ie{O,l,---,n,---}}

ailesi bir zincir oldugundan H; cH; veya H; cH;dir. H;cH, oldugunu kabul
edersek a,b e H; elde edilir. Boylece wi(a,b)e H;, ve dolaysiyla w(a,b)e ;) H;

ve UH, bir altgrupoiddir. Bundan dolay {H}= G H, bulunur. Sub(G,w) de kafes

islemlerini A ve v ile gosterelim. Bu takdirde herhangi A, BeSub (G,w) i¢in

AvB={H}= _\})Hi oldugunu  gosterelim, burada H=AUB dur. {H}= _;,Hi 2A,

{H}= %Hi 5B oldugu agiktr. {H}= ,;, H, altgrupoid oldugundan {H}= §0Hi DAVB
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dir. Ters yondeki kapsamay: tiimevarimla gosterelim. Hy = H=A UBc AvB dir. nigin

H, cAvBolsun H,,, =H, uw(H,,H,)c AvB dir. Dolayistyla AvB= {H}: a;Hi
elde edilir.

Tamm 23: A c G olsun. Eger her acA, xeG icin w(a,x)e A, w(x,a)cA ise, A ya
(G,w) nin bir ideali denir.

(G,w) nin tiim ideallerinin kiimesini 1d(G) ile gosterelim. @e 1d(G) kabul edelim. Bu
takdirde (Id(G),c) bir tam kafestir. Eger teT,B,<cld(G) ise, k_i_JBtE 1d(G) oldugunu
gosterelim. ae LTJBr , x€G keyfi alaim. Bir 1, i¢in aeB, dir. B, ideal oldugundan
w(a,x)eBto cUB, ve w(x,a)eB,o cUB, elde edilir. Boylece VB € 1d(G) dir. A,
Beld(G) i¢in, w(A,B) yi igeren tiim ideallerinin arakesitini w(A,B) ile gosterelim.

Onerme 26: (Id(G), ;) bir cl-grupoiddir.

ispat. A, B, € Id(G), €T alalm.

kTJQ(A,Bt) c W(A,ngBT)
esitsizligi agiktir. Ters yondeki esitsizlifi gésterelim. ye W(A, LTJBT) olsun. Bu takdirde
y = w(a,b) olacak sekilde acA ve bEKTJBT elemanlan mevcutturlar. Bu takdirde bir 1T
igin beB, ve y = w(a,b)ew(A,B,)c w(A,B.) dur. Bundan dolay1 ye ki_J;V-(A,BT) dur.
Boylece

W(A,\TJBT)C kTJQ(A,BT)

elde edilir. w isleminin tammiyla
W(A,\TJBT)C kTJW(A,BT)

bulunur. Boylece Q(A, LTJBT)=LTJ\;(A,B1) dir. Benzer sekilde ;(kTJBt,A):LTJ;(BT,A)
oldugu gosterilir.

Onerme 26 ya gore (Id(G), nv;) igin teorem 8, teorem 9 ve teorem 10 dogrudur. Ozel
olarak, (G,w) nin herhangi A ideali igin s(A)=r(A)=R(A) drr.

Uyarz: r(A) = R(A) esitligi yarigruplar i¢in bilinmektedir [22].
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[x] ile xeG vyi igeren G nin en kiigiik ideali gosterilsin.

Sonu¢ 9: (G, w) bir grupoid olsun. Asagidaki sartlar denktir:

i) Her Ac Id(G) igin A = R(A) dir;

ii) Her A€ 1d(G) i¢in A =r(A) dir;

iii) Her A, Be Id(G) igin w(A,B)=A AB dir;

iv) Herhangi x€G i¢in xe w(fx], [x]) dir.

Ispat: i) < ii) < iii) gerektirmeleri sonug 6 dan elde edilir.

iii)=>iv): Herhangi bir Ae Id(G) i¢in A=w(A,A) dir. A =[x] olsun. Bu takdirde
[x]= ;v-([x], [x] dir. Bundan dolay1 xe w(lx], [x]) elde edilir.

iv)=>1): Herhangi bir xe 1d(G) i¢in [x]=w([x],[x]) dir. Ac 1d(G) olsun.
w([x] [yD<clx]= w(fx}[x]) oldugundan 6nerme 26 ya gore,

)= 5{ )| D) (W)

yeA

AT 310 RIS

elde edilir. Sonug 6 dan i) elde edilir.

Sonu¢ 9 a goére bir G regiler yarigrubun her ideali G nin asal ideallerinin bir
arakesitidir.

(G,w) bir grupoid ve her xeG igin x = w(x,x) olsun. Sonug 9 a gore (G,w) nin her
ideali G nin asal ideallerinin arakesitidir. Ozel olarak, bir her eleman1 idempotent olan bir
yarigrubun her ideali ve bir yarikafesin her ideali, asal ideallerin bir arakesitidir.

Yaptigimiz ¢aligmalar1 halkalan igeren iiniversal cebirlerin sinifina, diferansiyel
halkalara, involiisyonlu halkalara, halkalar iizerinde yanigruplarin hareketlerine ve garpimlt
yarikafeslere uygulayalim.

{X.e,A, (reT),w,,w,} bir tniversal cebir olsun, burada X bir kiimedir, ¢ X tizerinde
bir 0-li islemdir , her T€T i¢in A, X izerinde 1-li iglemdir, w, ve w, X lzerinde ikili
islemlerdir. Q={e,A_(teT),w,} olsun ve kisalik olmast agisindan {X,g,A_(1€T) W, W, }
nin yerine (X,€, w,) yazalim. (X, Qw,) ye (@ w, )-cebri diyecegiz.
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Tanmm 24: (X,Qw,) bir (Qw,)-cebri ve Ac X olsun. Eger s(X" )eA, her
1eT,a,be A i¢in A (a)eA ve w,(a,b)eA ise, A ya (X, w,) nin bir Q-altcebri
denir.

(X, w,)nin tim Q-altcebirlerinin  kiimesini Sub(X,Q) ile gosterelim.
Ge Sub(X,Q) kabul edelim. Bu takdirde Sub(X,Q), “c” bagintisina gore bir tam
kafestir.

Tamm 25. Eger agafidaki iki sart saglanirsa, X in A altkiimesine X in (Q,w,)-ideali
denir:

i) A e Sub(X,Q);

ii) A, (X,w,) grupoidinin bir idealidir.

(X,Qw,) nin tim (Qw,)-ideallerinin kimesini Id(X,Qw,) ile gosterelim.
De IiX,Q,w,) kabul edelim. 1d(X,Q,w,) “c “bagmtisina gore bir tam kafestir.

A,BeldX,Qw,) igin (X,Qw,) nin w,(A,B)yi igeren tiim (Q,w,)-ideallerinin
arakesitini w,(A,B) ile gosterelim. {1d(X,Q,w,),W, ) bir I,-grupoiddir.

Tamm26: A, X iizerinde bir 1-li iglem olsun. Eger her abeX igin
AMw, (a,b)) = w, (M(a), AMb)) (sirasiyla A(w, (a,b)) = w,(A(b), Ma))) saglamirsa, A ya bir
w, ~endomorfizm (srastyla w,~ antiendomorfizm ) denir.

‘Tamm 27: Eger asagidaki iki sart saglamirsa, (X,Q,w,) cebrine bir daguimalz (Q,w,)-
cebir denir:

i) Her A, (teT) bir w,-endomorfizm veya w, - antiendomorfizmdir;

ii) Her a,b,ce X i¢in

w,(a, W, (b,c)) = w, (W, (a,b), w,(a,c))
ve
w,(w,(b,c)a)=w, (w,(b,2), w,(c, a))
saglanir.

Sub(X,Q) ve 1d(X;, Q,w,) deki supremum iglemlerini sirasiyla v ve @ ile gosterelim.

Onerme 27: (X,Q,w,) b1r dagilmalt (€, w,)-cebir olsun. Bu takdirde her
A, € 1d(X,Q,w,),(ve Q) igin o
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H.

1

5C s

DA, =VA, =
Q Q i

saglamir, burada H, = B}AV ,hernigin H,, =H, uw,(H,,H,) dir.

ispat. Ik once Sub(X,Q) de \{AT = QHi oldugunu gosterelim. .E{)Hi c \Q/A,,
oldugunu gostermek igin tiimevarim uygulayalim. k=0 i¢in H, = %AV c \Q/AV dir. Bir n

i¢in H, < \Q/A,, olsun. XA" e Sub(X, Q) oldugunu kullanarak

Hn+l = Hn UWI(Hn>Hn); \Q/Av

elde edilir. Dolayistyla %Hi c XAV dir. Diger taraftan \é)A" cu H, c Y A, dir. Boylece

ispatin ilk kismini tamamlamak igin ;%Hi € Sub(X, Q) oldugunu gdstermek gerekir.
8( °)eAV CUA, C ;Hi
Q i=0

dir. S(XO)EQ H; dir. 1T ve ae .\:{Ha keyfi alalm. A_(a)e ;:))Hi oldugunu tiimevarim
kullanarak gosterelim. acH, ise, ac A, olacak sekilde bir v, e€Q bulunur.
A, € Sub(X,Q) oldugundan A_(a)e A, c deAv c éHi dir. Bir n igin aeH_ ise,
A.(a)e .;,Hi oldugunu kabul edelim. a € H_,; olsun. H_,, =H, Uw,(H,,H,) oldugundan
acH, veya aew,(H,,H,) dr. n igin kabulimiizden dolay: a H, olmas: durumunda
A.(a)e ;’ H; oldugunu biliyoruz. a e w,(H,,H,) olsun. Bu takdirde a = w,(c,d) olacak
sekilde c¢,d e H, mevcuttur.c,d e H, oldugundan A (c),A, (d)e QHi dir. A (c)e ;) H,

oldugundan A_(c)eH_ olacak sekilde bir m mevcuttur. A.(d)e QHi oldugundan

A.(c)eH, olacak sekilde bir k mevcuttur. {Hll ie {0,1,---,n,---}} bir zincir oldugundan
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H_cH, veya H, c H_ bulunur. H, c H, oldugunu kabul edelim. A_(c), r.(d)eH,
dir. (X,Q,w,) nin bir dagilmali (Q, w,)-cebir oldugunu kullanarak

A (@)= Ao (w, (e d)=w, (. (DA (@) e w, (i Hy)
ve H,, =H, uw,(H,H,) oldugundan A (a)eH,, elde edilir Dolayisiyla

A (a)e ; H, dir. a,be ;H . olsun. a,b e H_ olacak sekilde bir m bulunur.
wl (a"b) € wl (HnnHm) < Hm e wl(Hm’Hm) = Hm+l

Dolayisiyla  w,(a,b)e ;) H, yazilabilir. Boylece ; H, e Sub(X,Q) oldugu gosterildi.

\T/At = k}) H, dir. Ispatt tamamlamak igin GQ}A,, =\5Av oldugunu gostermeliyiz.
A, @A, ve ®A, bir altcebir olduundan yA, c @A, dr. VA, eldX,Q w,)
oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun igin ise, \Q/Av e Sub(X,Q) oldugundan \({Av nin

(X, w,) nin bir ideali oldugunu gostermek yeterlidir. Tamevarim kullanalim. a e Y A, ve

x € X olsun. a€H, olsun. Bu durumda ac A, olacak sekilde bir v, €Q mevcuttur.

A, € 1d(X,Q,w,) oldugundan w,(a,x)e A, c;\éAv dir. Bir n i¢in aeH_ ise,

w,(a,x)e \T/At = Q)Hi oldugunu kabul edelim. acH_,, olsun. H ,,=H, v w,(H,,H,)
oldugundan acH, veya ae wl(Hn,Hn) dir. acH_ ise, istenen kabulden elde edilir.
acw,(H, H,)isea= w, (c,d) olacak sekilde c,d € H, mevcuttur.c,d e H, oldugundan
w, (6} w,(d, x) € OH, dir. w,(c,x),w,(d, x) € H, olacak sekilde bir k bulunur.

w, (2, %)= w, (w,(c,d), x) = w, (w, (¢, x). w, (&, x)) € w, (B, H, )

ve H,,=H, uwl(Hk,Hk) oldugundan w,(a,x)e \T/A’ = GHi elde edilir. Benzer

i=0
sekilde w,(x,a) e v A = ;% H, oldugu gosterilir. Boylece éqBAv = \Q/Av dir.

Onerme 28: (X,Q w,) bir dagilmah (@ w,)-cebir olsun. Bu takdirde
(1d(X,Q,w,),w,) bir cl-grupoiddir.
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Ispat: GTB;;(A,Bt) c —V;;(l\,?BT) esitsizligi agiktir. Ters yondeki esitsizligi gosterelim.

Onerme 27 ye gére

dir, burada H, :LT)BT, her n igin H_, =H, uw,(H,,H ) dir. acA,beH, olsun. Bu
takdirde bir 1 i¢in be B, dur.
Bundan dolay:
w,(e,b)e w,(A,B)c ®w,(A,B))
ve
w,(AH,)c®w,(A,B,)
drr.
w,(AH,)c®w,(A,B,)
oldugunu kabul edelim. acA, beH_,=H, uw,(H, H )olsun. EgerbeH, ise,
yukandaki varsayim ile
w,(6,0)e @, (4.8.)

elde edilir. bew,(H,,H,) olsun. Bu takdirde b=w,(c,d) olacak sekilde c,deH,

elemanlan vardir. Bundan dolay1
W, (a>b) =W, (a, W, (c: d))
=W (Wz(a= c)’Wz(a:d))e W (Wz(AaHn )’Wz(A:Hn )) c ?W_z(A:Bt)

bulunur. Boylece

wa(AH,.)c @w, (A.B,)
ve

w,(4.@B,)cow, (4,B,)
dir. Bu takdirde

w,A.0B, Jcow,(4,B,)



dir. Bundan dolay:
w,(a,0B 0w, (A,B,)

bulunur. Benzer sekilde

w, (@B, AW, (B,.A)

T

elde edilir.

Onerme 28 e gore, herhangi dagilmali (Q,wz)-cebirlere teorem 8, teorem 9 ve
teorem 10 uygulanabilir.

(X,Q,w,) nin xeX i igeren en kiigiik (Q, w, )-idealini [x] ile gosterelim.

Sonug 10: (X,Q,w,) bir dagilmah (Q,w, )-cebir olsun. Asagidaki sartlar denktir:

i) Herhangi Aeld(X,Q,w,) igin A=R(A)dir;

ii) Herhangi Acld(X,Q w,) igin A =r(A)dr;

iii) Her A,Beld(X,Q,w,) i¢in w,(A,B)= A Bdir

iv) Herhangi xeX igin xe w, ([x][x]) dir.

Ispat sonug 9 un ispatina benzer gekilde yapilir.

Universal cebirlerin asagidaki simflari dagilmali (Q,w, )-cebirlerdir: halkalar,
diferansiyel halkalar, involiisyonlu halkalar, halkalar tizerinde yangruplarin hareketleri,
carpimli yarikafesler.

1.Halkalar (birlegmeli veya birlesmeli degil). Bir X halkas: bir (X,®,u,+,") sistemi
olarak incelenebilir, burada @ bir 0-h iglemdir, p bir 1-1i iglemdir, X (®,u,+) ya gore
bir degismeli grup ve (X,.)bir grupoid ve her a,b,ceXigin a(b+c)=ab+ac ,
(b+c)a=ba+ca olmak iizere, + ve . X iizerinde ikili iglemlerdir.

Bundan dolay1 teorem 8, teorem 9, teorem 10 bir halkaya uygulanabilir. Teorem 8,

teorem 9, teorem 10 birlesmeli halkalar igin bilinmektedir [18],[81], [82].

2. Diferansiyel halkalar. Bir X diferansiyel halkas1 bir {X,0,u,+,.d.(teT)} sistemi
olarak incelenebilir, burada her teT igin d, (X, O,u,+, ) halkasmnin bir diferansiyelidir.
Teorem 8, 9 ve 10 [23],[24],25],]26] da diferansiyel halkalar igin elde edilmistir.

3. involisyonlu halkalar. involisyonlu bir halka bir(X,®,u,+,*) sistemi olarak
dusiiniilebilir, burada * bir (X, O,u,+, ) halkasinin bir involiisyonudur. Teorem 8, 9 ve 10

[27] de involiisyonlu bir halka i¢in verilmigtir.
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4. Halkalar izerinde yanigruplanin hareketleri. Bir halka izerinde bir yarigubun bir
hareketi bir {X, oO,u,+,., gr(te T)} sistemi olarak disiniilebilir, burada g, (1: € T)
(X, O,u,+, ) halkasinin bir endomorfisidir.

5.Carpimlt yarikafesler [48]. Bir carpimh yarikafesi (X,v,) sistemi olarak
inceleyebiriz, burada (X,v) her a,b,ce X igin abvc)=abvac ve (bvcla=baveca
esitliklerini saglayan bir yarikafestir. Bundan dolay1 teorem 8, teorem 9, teorem 10 bir
carpiml1 yarikafese uygulanabilir.

Ozel olarak her x € X i¢in x = x? ise, sonug 6 ya gore (X,v,.) nin herhangi bir ideali
asal ideallerin bir arakesitidir. - = A olmas: durumunda Stone teoremi elde edilir [83]. Asal

radikal iizerinde Stone teoreminin dogru olmasi igin gerek ve yeter kosul L nin bir
dagilmali kafes olmasidir.

6. Bir grubun RI"- radikali. G bir grup olsun. G nin tiim normal altgruplanmn kafesini
N(G) ile gosterelim. A,B e N(G) igin a™'b™'ab (ae A,beB) elemanlan ile iretilen G
nin normal altgrubunu [A, B] ile gosterecek olursak (N(G), [1) nin bir J-grupoid oldugu
omek 9 da gosterildi. Bundan dolay1 teorem 8, teorem 9 bir gruba uygulanabilir.
A eN(G) igin R(A) radikaline bir A grubunun RI" -radikali denir [20]. Teorem 8 ve

teorem 9 gruplar i¢in verilmigtir [2 1] .

2.3. Cebirsel ve modiiler kafeslerde tiim koatomlarin arakesiti ve tiim atomlarn
toplam

L bir tam kafes olsun. 1 ile (0 ile ) L nin en biyik elemanim ( en kﬁgﬁk elemanint )
gosterelim.

Tamm 28: x €L ve x#1 olsun. Eger x <y <1 olan keyfi yeL i¢in y=x veya
y =1 elde ediliyorsa, x elemanina koatom(veya maksimal eleman) denir.

L deki tiim koatomlarin arakesitini F(L) ile gosterelim. L de koatom yoksa F(L)=1
alalim

U bir iiniversal cebir olsun. U nun tiim altcebirlerinin kafesi SubU ile gosterilsin. Bu
durumda F(SubU) altcebirine Frattini altcebri denir [52].

Universal cebirlerin farkli stmiflan igin Frattini altcebrinin 6zelliklerini inceleyen birgok

calisma yapilmistir( Omek olarak [49],[50], [51], [52].[53]. [54], [55.[56}, [57))
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K bir birimli birlesmeli halka olsun. I, K mn tiim sag ideallerinin kafesini g6stersin.
Bu durumda F(I,) K nm Jakobson radikalidir. M bir K-modil olsun. L, M nin tim
altmodiillerinin kafesini gostersin. Bu durumda F(L,,) M nin radikalidir i 9]
Tammm 29: xcL ve x 20 olsun. Eger 0<y<x olan keyfi yeL igin y=0 veya
y = x elde ediliyor ise, x elemamna atom denir.
L deki tiim atomlarinin toplammi F*(L) ile gosterelim. L de atom yoksa F *L)=0

alalim.

Tamm 30: x L olsun. Eger xvy=1 olan keyfi yeL igin y=1 elde ediliyor ise,
x’ e kiiciik denir.

L nin tiim kiigiik elemanlarmin toplam1 S(L) ile gosterilsin.

Tamm 31: x €L olsun. Eger x Ay =0 olan keyfi yeL igin y=0 elde ediliyor ise,
x’ e biiyiik (veya temel) denir.

L nin tiim biiytik elemanlarimn arakesiti S” (L) ile gosterilsin.

Uyar: Kafeslerdeki kiigiik ve biyik elemanlaﬁn tamimlan bir modilin kiigik ve
biiyiik altmodiillerinin genellestirilmeleridir [19].

Bizim bu bolimdeki amacimiz cebirsel ve modiler kafeslerde F(L) ve F° L)

elemanlannin 6zelliklerinin incelenmesidir. Biz F(L) ve F*(L) elemanlarin bir kafesin

biiyiik ve kiigiik elemanlan tirinden tanimladik. F(L)=0 ve F*(L)=1 oldugu zaman
sartlan inceledik.

Onerme 29: L bir tam kafes olsun. Bu takdirde:

i) L nin tiim kiigiik elemanlarinin kiimesi L nin bir idealidir;

ii) L nin tam bityiik elemanlarimin kiimesi L nin bir koidealidir;

i) S(L)<F(L) ve $*(L)=F*(L)dur.

Ispat: i): T= {x € L| x,L nin kiigik elemam} ve x,yeT olsun. xvyeT oldugunu
ve aeT,m<a ise meT oldugunu gostermek gerekir. (x % y)v z=1, zeL olsun. z=1
oldugunu gostermek gerekir. x v (y v z) =(xv y)vz=1 ve x kiigiik eleman oldugundan
yv z=1 dir. y kiigiik eleman oldugundan z=1 dir. a€ T, m<a olsun. mvy =Ly eL
olsun. Boylece 1=mvy <avy' oldugundan avy’'=1 elde edilir. a kigik eleman
oldugundan y' =1 dir ve istenen elde edilir.

ii): 1) ye dual olarak benzer sekilde elde edilir.
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iii): S(L)< F(L) oldugunu ispat edelim. x elemam L nin bir kigiik elemam olsun.
x < F(L) oldugunu gosterelim.
Eger L de koatom yok ise, F(L)=1 dir. Bundan dolay1 bu durumda x < F(L) saglanir.

L de bir koatom mevcut olsun. m elemam L de bir koatom olsun. Eger x £m ise,
x v m = 1 dir. Fakat bu x in kiigiik eleman olmasi ile geligir. Bundan dolay1 L nin herhangi
bir m koatomu igin x < m dir. Boylece x < F(L) dir. x keyfi bir kiigitk eleman oldugundan

S(L)< F(L) dir.

$*(L) = F* (L) ifadesinin ispat1 da (dual olarak) benzer sekilde yapilir.

Uyar:: S(L) # F(L) olacak sekilde bir L kafesi mevcuttur.

Ornek 15: L=[01]ufo},ae [01] olsun, burada [0.1]] de dogal siray1 ve a igin
0<o <1 sirasim alalim. Bu takdirde L bir kafestir. L nin 0 dan bagka kiigiik elemam yoktur.
Eger x € [0,1], x > 0 bir kiigiik eleman olsayds, xv o =1 esitliinden a =1 geligkisi elde
edilirdi. Keyfi bir x € [0,1], x> 0igin xva =1 oldugundan a elemam da kiigiik eleman
olamaz. Dolayisiyla S(L)=0 dir. Keyfi x [0,1], x #1 elemam i¢in x den daha biiyiik bir
eleman bulunabileceginden x koatom olamaz. Dolayistyla tek koatom o dir. Bu kafesde
S(L) = F(L) dir.

Onerme 30: L bir tam kafes olsun. Herhangi bir x e L, x #1 igin x <m olacak sekilde
L de bir m koatom mevcut olsun. Bu takdirde F(L) bir kiigiik elemandir ve S(L)=F(L)
dir.

ispat: Eger L de 0=1 ise, bu takdirde F(L) bir kiigik elemandir ve S(L)=F(L) dir.

01 oldugunu kabul edelim. Bu takdirde L de bir koatom mevcuttur. Bundan dolay:
F(L)#1 bulunur.

F(L) nin bir kiigiik eleman oldugunu ispat edelim. Bir yeL icin F(L)vy=1
oldugunu kabul edelim. Eger y #1 ise, bu takdirde y <m olacak gekilde L de bir m
koatomu mevcuttur. Bu durumda 1=F(L)vy<F(L)vm<mdir. Bu bir geliskidir.
Bundan dolay1 y =1 dir. Bu F(L) nin kiigiik eleman olmas: anlamina gelir. Onerme 29 a
gore S(L)=F(L) elde edilir.

Sonug 11: L artan zincir kogulunu saglayan bir tam kafes olsun. Bu takdirde F(L) bir
kiigiik elemandir ve S(L)=F(L) dir.
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ispat: L artan zincir kosulunu saglasin. Onerme 30 un hipotezinin saglandigin
gostermek gerekir. Bir 1#aeL igin a<m olacak sekilde bir m koatomu mevcut
olmasin. Bu takdirde a nin kendisi bir koatom degildir. Bu takdirde a, #1, a < a, olacak
sekilde bir a, € L elemant mevcutdur. Bu a, elemam koatom olamaz. . Bundan dolay:
a,#1, a < a, olacak sekilde bir a, €L elemam mevcutdur. Bu a, eleman: koatom
olamaz. Bu sekilde devam edilerek

a< 2,< 8,<..< 3,< 8, <...
olacak gekilde bir artan zincir bulunmus olur ki bu bir celiskidir. Boylece 6nerme 30 un
hipotezi saglanir. F(L) bir kiigiik elemandir ve S(L)=F (L) dir.

Onerme 31: L bir komplementli tam kafes olsun. Bu takdirde S(L)=0 ve S L)=1
dir.

Ispat: Eger x # 0 ise, x in bir kiigiik eleman olamayacagun gosterelim.

x #0 igin, x Ay=0,x vy =1 olacak gekilde y € L mevcuttur. x #0 ve x Ay =0 ile,
y#1 elde edilir. Bu x in L nin bir kiigik elemam olamayacagini gosterir. Boylece
S(L)=0 dir.

S*(L)=1 esitlizi (dual olarak) benzer sekilde gosterilir.

Teorem 11( Kkafesler icin Nakayama lemmasi): L bir cebirsel kafes olsun. Bu
takdirde:

i) peL, p kompakt ve p< F(L) ise, p kiigiik elemandr;

i) 1 kompakt ve p < F(L) ise, p kiigiik elemandr.

i) S(L) = F(L) dir.

Ispat: i) p< F(L) olacak gekilde L nin bir p kompakt elemamm alalim. p nin L de bir
kiigiik eleman oldugunu gosterelim.

p bir kiigik eleman olmasin. Bu takdirde y#1 ve pvy=1 olacak sekilde yelL

eleman: meveuttur. b>y ve p£b olacak sekildeki tim b € L elemanlarinin kumesini B
ile gosterelim. y € B oldugundan B bostan farklidir. B tizerindeki kismen siralama olarak
L deki siray1 alahm. B ye Zorn Lemmasinin uygulanabilecegini gosterelim.

{d.| teT} B de bir zincir ve d = v d, olsun. Bu takdirde d2y dir. p£d oldufunu

ispatlayalim.
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p<d oldugunu kabul edelim. Bu takdirde p=p~ad dir. L bir cebirsel kafes
oldugundan
p=prd=palvd.)=v(pnrd)
yazilabilir. p L nin bir kompakt elemam ve {p nd| te T} bir zincir oldugundan bir
veT igin p=pAd, elde edilir [48]. Bundan dolay1 p<d, diir. Buher teT igin p£d,
olmas ile geligir.
Boylece d € B dir. Bundan dolay1 B ye Zorn lemmasin1 uygulayabiliriz. m B nin bir
maksimal elemam olsun. m nin L de bir koatom oldugu gosterilmelidir.
l=pvy<pvm
dir. Béylece pvm =1 dir. m #1 oldugunu ispat edelim. Eger m =1 ise, p<m dir. Bu
ise her beB igin p£ b oldugundan m € B olmast ile gelisir. Boylece m # 1 dir.
Bir k €L igin m <k <1 oldugunu kabul edelim. Eger p <k ise,
l1=pvm<kvk=k
dir. Boylece k =1 dir. p £ k olmasi durumunda y <m <k dir. Bundan dolayr keB dir.

m B nin maksimal elemam oldugundan m=k dir. Boylece m L de bir koatomdur.

p< F(L) <m oldugundan p<m elde edilir. Bu m € B olmas1 ile gelisir. Bundan dolay1 p

L nin bir kii¢iik eleman:idir.

Boylece eger p elemam p< F(L) olacak sekilde bir kompakt eleman ise, p L de bir

kiigiik elemandir.
i) peLve p SF(L) olsun. L cebirsel oldugundan dolay1 kompakt elemanlarin bir

{pt| TE T} ailesi igin p= VP. dir. Bir neL igin pvn=1 olsun. Bu takdirde
l\T/ pr)v n =1 dir. 1 kompakt oldugundan dolay:
Py, V:rvp, vn=1

olacak sekilde t,,---,7, € T elemanlan1 meveuttur. p’=p, v---vp. elemam kompakitir.
p'<p<F(L) esitsizliginden ve i) nin ispatmna gore p’ bir kiigiik elemandir. Buna gore
p’vn =1 esitliginden n=1 elde edilir. Dolayisiyla p elemam kiigiiktiir.

iii) Teoremin yukarida ispatlanan i) ve ii) kistmlarindan ve F(L), p< F(L) olacak
sekildeki p kompakt elemanlannin toplami oldugundan F(L)< S(L) esitsizligi elde edilir.
Onerme 29 a gore S(L) < F(L) dir. Dolayistyla F(L)=S(L) dur.
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Uyanr: i) Teorem 11 in 1) ve iii) kisimlan [84] de ispatsiz olarak verilmistir. Teorem 11
modiiller igin Nakayama lemmasimn [85] bir genellesmesidir.

U bir iiniversal cebir olsun. SubU bir cebirsel kafestir [52]. F(SubU) U nun tiim treteg
olmayan elemanlarindan olusur [52].

U nun tiim kongritanslarinin kafesi ConU ile gosterilsin. ConU bir cebirsel kafestir[52].
F(ConU) teorem 11 de tanimland.

K birimli bir halka olsun. I, K nin tiim sag ideallerinin kafesi olsun. Teorem 11 ile
verilen F(I, ) mn tanim halka teorisinde verilen tanimindan farklidir.

Sonuc 12: L bir cebirsel kafes ve L nin her kompakt elemammn L de sifirdan farkh bir
komplementi mevcut olsun. Bu takdirde F(L)=0 dir.

Ispat: Herhangi kompakt elemanin kiigiik eleman olmadiginmi gosterelim.
x bir kompakt eleman ve x # 0 olsun.
xAX'=0,xvx'=1
olacak sekilde x’eL mevcuttur. x # 0 oldugundan x'#1 dir. Bu x in bir kiigiikk eleman
olmadiim gosterir. Dolayisiyla her aeL (a #0) elemam bir kiigik eleman degildir.
Cinki x #0 ve x<a olacak gekilde bir x kompakt elemam mevcuttur. Bundan dolay:
0=S(L)=F(L) dir.
Uyar:: Sonug 12, [86] da verilmigtir.
D bir kismen stral1 kiime olsun.
Tamm 32: Eger her o,peD igin y=a ve y=PB olacak sekilde yeD elemam
mevcutsa, D kismen sirali kiimesine yonlii kiime denir [48].
Tamm 33: L bir tam kafes olsun. Eger her a € L ve L nin her yonli D = {x5| de T}
altkiimesi igin
a/\(\T/xs) = \T/(a AXg)
saglanirsa, L ye A-siirekli kafes denir [48].
Onerme 32: L bir A-siirekli kafes ise, L nin herhangi bir atomu bir kompakt elemandur.
Ispat: L bir A -siirekli kafes ve p L de bir atom olsun. L de bir {at[ = T} ailesi igin

p<va

T T
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oldugunu kabul edelim. {at| TE T} nun tim sonlu altailelerinin kiimesini D ile
gosterelim. 8 = {atl - }e D igin

Xg =2, VeV
olsun. {x, : & € D} L de bir yonlii kiimedir.

psvya,
ve

p:p/\&xs)= \];(p/\xs)
elde edilir. Eger her § e Digin pAx,; =0 ise, p=0 dir. Fakat bu bir geliskidir. Bundan
dolay1 bir §€D igin pAx; #0 ve p=pAX; <x, dir. Boylece p L de bir kompakt
elemandir.

Tamm 34: L bir tam kafes olsun. Eger herhangi bir 0 # a € L elemamn igin a da igerilen
bir atom meveut ise, L ye atomik kafes denir [48].

a,beLve a<b igin [a,b]= {x el]as<x< b} olsun.
Sonug¢ 13: L bir A-siirekli atomik kafes ve herhangi x €L i¢in [O,X] arahif1 bir

komplementli kafes olsun. Bu takdirde L bir cebirsel kafestir.

ispat: a=0 ise, O kompakt oldufundan istenen elde edilir. O#aeL alalim

T:= {pl p<a,p atom}, X:=Vp ile tammlayalim. x=a oldugunu gostermek gerekir. x<a
oldugunu kabul edelim. Bu takdirde x e [O,a] dir. L yerel komplementli oldugundan
xAx*=0,xvx*=a olacak sekilde x" €[0,a] elemam mevcuttur. x #a oldugundan
x*#0 dir. L atomik kafes oldugundan q<x" olacak sekilde bir q atomu mevcuttur.

q<x" <a oldugundan q<a dir. x in tammindan q<x dir. Dolayisiyla q<xAx" =0
celiskisi elde edilir. Celigki x<a kabul etmekten geldi. Boylece x=a dir.
Teorem 12: L bir A -siirekli modiiler kafes olsun. Agagidaki sartlar denktir:
)S*(L)=1;
ii) L bir komplementli kafestir.
Ispat: Onerme 31 i kullanarak ii) = i) elde edilir.
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i)=ii): $"(L)=1 ve x e L olsun. y Ax =0 olacak sekildeki tim y e L
elemanlannin kiimesi A ile gosterilsin. 0 € A oldugundan A bostan farklidir. {cv| ve T}
A da bir zincir olsun. Bu takdirde her ve T igin x Ac, =0 ve L A-siirekli oldugundan
XA (\T/ c, )= 0
dir. Bundan dolay1 ¢ = ve, € A dir. A ya Zorn lemmasini uygulanabilir. Boylece A nin bir
maksimal elemam mevcuttur. m A mn bir maksimal eleman: olsun. x v m nin bir biiyiik

eleman oldugunu g6stermek gerekir.

Bir deL igin (xvm)Ad =0 oldugunu kabul edelim. x Am =0, (xvm)Aad=0 veL
bir modiiler kafes oldugundan [87] ye gore

xA(mvd)=xAm=0

elde edilir. Boylece mvde A dir.

m A da maksimal oldugundan mv d = m elde edilir. Béylece d <m dir. Bu takdirde
d= (x \% m)/\ d=0 dir. Bu xvm nin L de bir bilyilk eleman olmas: anlamimna gelir.
S*(L)=1ile xvm=1dir. Bundan dolay: m L de x in bir komplementidir. Sonug olarak L

bir komplementli kafestir.
Teorem 13: L bir modiiler cebirsel kafes olsun. Asagidaki sartlar denktir:

DF(L)=1;

i) $*(L)=1;

iii) L bir komplementli kafestir.

ispat: i)=>ii): Onerme 29, iii) ye gore S*(L)>F*(L) ve F'(L)=1 oldugundan
S*(L)=1 elde edilir.

L bir cebirsel kafes oldugundan L A -siireklidir. L modiiler oldugundan teorem 12 ye
gore i) < iii) elde edilir.

iii) = 1) :Onerme31 e gore S(L)=0dur. Teorem 11, iii) yi kullanarak F(L)=S(L)=0
dir. F*(L) elemaninin L de bir ¢ komplementini goz oniine alahim:

F'({L)Ac=0,F"(L)ve=1.
c¢=0 oldugunu gosterelim.c#0 olsun. [0, c] altkafesi bir komplementli modiiler

cebirsel kafestir. Bundan dolay1 F([0, c)=0 dur.
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F(0,c) =0 oldugundan [0,c] de bir y koatomu mevcuttur. y nin [0, c] de bir x
komplementini g6z oniine alalim:

yAx=0,yvx=c.

x in L de bir atom oldugunu gosterelim. x’ #0 ve x >x’ >0 olacak sekilde bir x'eL
meveut olsun. Bu takdirde x’ Ay =0 dir. y [0,c] de bir koatom, x’Ay =0 ve x'€ [o,c]
oldugundan x’v y = c elde edilir. Bundan dolay1

XAYy=x'Ay=0

xvy=x'vy=c
dir. x'<x ve L modiiler oldugundan x'=x bulunur. Bundan dolay1 x elemam: L de bir
atomdur. Dolayisiyla x <c ve x<F’ (L) bulunur. Boylece 0<x<cA F'(L)=0 dir. Bu bir
geliskidir. Boylece ¢ =0 dir. Bu F* (L) =1 olmasi anlamina gelir.

Sonug 14: L bir modiiler cebirsel kafes ve F* (L) =1 olsun. Bu takdirde:

) Herhangi a,b e L igin F*(f2,b)) = S"(fa,b) =1 dir;

ii) Herhangi a,b e L icin F((a,b])=S(a,b) =2 dir. Ozel olarak F(L)=0 dir.

ispat: Teorem 13 e gore L bir komplementli kafestir. Bundan dolay1 keyfi a,b e L igin

[a,b] komplementli kafestir. Teorem 13 e gore F* (a.b)=5" (a,b) =1 elde edilir. [a,b]
komplementli oldugundan onerme 31 e gore S([a,b]) =a dir. Teorem 11 e gore
F(fa,b) = S(a,b)=a dir. Teorem 13, 6nerme 31 ve teorem 11 i kullanarak F (L)=0
elde edilir.

Uyar:: i) F(L)=0 ve F° (L)#1 olacak sekilde bir L modiiler cebirsel kafesi
meveuttur. Omek olarak Z tamsayilar halkasini Z -modiil olarak goz oniine alalim. L(2)

de koatomlar (maksimal) elemanlar pe Z asal olmak iizere pZ seklindedir. a pZ=0
P
oldugundan F(L(Z))=0 dir. Diger taraftan L(Z) de {0} dan farkl her eleman bir buyik
elemandir. {0}#nZe L(Z) keyfi alaim. nZ~mZ = {0} ise, nmenZ~mZ= {0}, nm=0
ve n#0 oldugundan m=0 elde edilir. Dolayisiyla mZ = {O} ve nZe L(Z) buyuk
elemandir. $°(L(Z))= AnZ=0 dir. Diger taraftan F(L(Z))< S"(L(Z)) esitsizligini

kullanarak F*(L(Z))=0 bulunur.
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ii) Teorem 13 de i) < iii ) denkligi bilinmektedir[88],[89]. Teorem 13 moduller igin
bilinmektedir[19].

iii) S*(L)=1, yerel komplementli fakat F*(L)=0 olacak sekilde bir L A-siirekli
modiiler kafesi mevcuttur. Bir L atomsuz tam Bool cebiri 6rnek olarak verilebilir.

Sonug 15: L bir cebirsel ve kocebirsel modiiler kafes olsun. Asagidaki gartlar denktir:

i) F'(L)=1;

i) F(L)=0.

Ispat: i)=>ii): F'(L)=1 olsun. Teorem 13,i) = iii)ye gore L bir komplementli
kafestir. L nin duali L ile gosterilecek olursa L de komplementlidir. L modiiler
oldugundan L de modiiler, L kocebirsel oldugundan L cebirseldir. Tekrar teorem 13,
iii) =) yi kullanarak F*(L)=0=1, elde edilir. Eger x L eleman: L de bir atom ise,

xeL elemant L de bir koatomdur. Bu sebeple asagidaki esitlik elde edilir:
F*(f)=F(L)=0.
i) =1): F(L) =0 olsun. L cebirsel kafes oldugundan F(L) = S(L) =0dir. Eger xeL

elemam L nin bir kigiik eleman: ise, x € L elemam L nin bir biyiik elemamdir. Béylece

agagidaki esitlik bulunur:
s@L)=s"(C)=0=1,
Teorem 13,i) =>iii) ye gore L bir komplementli kafestir. Dolayisiyla L komplementli
kafestir. Tekrar teorem 13, iii = i) yi kullanarak F'(L) =1 elde edilir.
Tanmm 35:B = {atl Te T} L de bir aile ve her 1T igin a, # 0 olsun. Eger herhangi
1e T ve B\{a_} nun herhangi bir {aTl >t 8y } sonlu altktimesi igin
a, /\(a.rl v---varn)= 0

saglanirsa, B ye w-bagimsiz denir.

L bir tam kafes olsun.
Tamm 36: B = {ar| TE T} L de bir aile olsun. Eger herhangi te T igin a, 20 ve

an v a =0
T ovenMt} ¥

saglamirsa, B ye bagmmsiz denir. Bu durumda a= va, toplam1 a = éTBat ile gosterilir ve

aya {atl 1€ T} ailesinin bir direkt foplam: denir.
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Onerme 33: L bir A-siirekli kafes ise, L de herhangi bir w-bagimsiz aile bagimsizdur.
Ispat: B = {at| Te T} L de bir w-bagimsiz aile olsun. a, € B igin, B\{ar} nun tim
sonlu altkiimelerinin kiimesi H ile gosterilsin. p € H i¢in

c, =Vp

olsun. {c .| pe H} L nin bir yonlii altkiimesidir.
an (m\/\{t}av) =a A vcp)= \]é(aT A cp)z 0
elde edilir.

Bir kafes igin asagidaki sart1 goz oniine alalim:
Bir L kafesinin herhangi bir p atomu ve her y € L igin asagidaki gerektirme saglanr:

(z<y)=>zvlpay)=(zvp)ry (4)
Uyar: L bir modiiler kafes ise, (4) sart1 saglanur. (4) sartim1 saglayan modiiler olmayan
bir kafes meveuttur. (4) sarti [48] de verilmistir ve bu sart AC-kafeslerinin tamm igin
kullamlir.
Teorem 14: L (4) sartim saglayan A -siirekli bir kafes ve F (L)=1 olsun. Bu takdirde:
i) L bir komplementli kafestir.
ii)1= @p; olacak sekilde L de atomlarin bir {,| j e} ailesi meveuttur.

Ispat: x e L x #1 olsun. L de tiim atomlarin kiimesini I= {p1| ie T} ile gosterelim.

F*(L)=1 oldugundan I+ dur.

I 7 olsun. Eger
xlel/pj)=x®@pj)

saglanirsa, J ye bir direkt kiime denir.

Bir direkt kiime mevcuttur. Gergekten x #1 ve F*(L)=1 dir. Bu takdirde p £ x olacak
sekilde bir p atomu mevcuttur. p£x den, pAx=0(efer pAx#0 ise, p=pAX Ve
boylece p<x elde edilir, bu ise bir geliskidir) elde edilir. J= {p} olsun. Bu takdirde J bir
direkt kiimedir. I mn tiim direkt kiimelerinin ailesini M ile gosterelim.

{1.| k €K} M de bir zincir olsun.

I=ul,

K



olsun. Je M oldugunu ispatlayalm. Her k €K igin

o (yp)-xe(on)

elde edilir. Buradan

XA(XpJ=O

ve herhangi T J, i¢in

P, /\[x v(j;;k ij =0 (5)
0= k\G/K(x A(}:pj)) =X A(R\G/K(ij)) =X /\(\I/pj)

elde edilir.
p. €] olsun. Bu takdirde bir veK igin p, €J, dir.

dir.

Yo =j€\§kpjaY'c =j\e/1pj

jer et

olsun. {y,k| ke K} L de bir zincirdir ve
Vo= k\e/K[je\gk ij = g T
dur. (5) 6zelligini ve fx v y.,| k € K} mn bir zincir oldugunu kullanarak
p': /\(XVYT)Z p‘t Alk\e/K(x v y-rk)): k\e/K(pt /\(XV Yo »= 0
elde edilir.
Boylece J I nin bir direkt altkiimesidirM ye Zorn lemmasmni uygulayabiliriz.
Dolayisiyla M nin bir H maksimal elemani mevcuttur.
colop)-1
oldugunu gosterelim.
x®(®p, )21
oldugunu kabul edelim. Bu durumda
p. £x®(® p,)
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olacak sekilde bir p, € L atomu mevcuttur. Eger tim p € L atomlar1 i¢in
p<x®(®p,)
ozelligi saglanirsa,
1=FGJSx@Q3pJ¢1
celigkisi elde edilir.
p;£x® ijH Py )
den
piA[x®(h§_Iph»=o (6)
bulunur. Hu §i} kiimesinin I nin bir direkt altkiimesi oldugunu gosterelim. te Hu {i}
olsun, Eger t=i ise, (6) ile

P~ (x v k\G/H Pu »: 0 (7)

p‘c Aixv(h‘é{ph]vpij =0

oldugunu gostermek gerekir.

dir. T#1 olsun.

H I nn bir direkt altkiimesi oldugundan

pw(xv(héph]}o )
o) el

b=t

Z=XV| V
(herhJ
het

olsun. z<y olduguna dikkat edelim. (7),(8) ve (4) sart ile

NN
=P A [Pr v [x v [“h\e:?ph]D A [x v (hg?phjv Pi)

=p. Alyrlzvp)=p. Alzv(yAp))

dir.
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p[ (gm) j xvvphAp))}
-pon([xv{gn )]
o)

A ““\G/H Pu )v Pa)= 0 oldugunu gosterelim. H I nin bir direkt altkiimesi oldugu igin

k\/ Py (9)

oldugunu biliyoruz.
y =xvlvp,)
z'= v Py

alalim. z' <y’ olduguna dikkat edelim. (7),(9) ve (4) sart1ile
xalyp v
=xabevlyp)aly,pvel)
=x A A@Vvp)=xrl v Ap))
=xalypvievigeJrn)
=xnllv p,Jv0)
=xnlgm)=0

elde edilir. Bu Hu {i} nin I nin bir direkt altkiimesi oldugunu gosterir. H M nin maksimal

elemani oldugundan bu bir geligkidir.
Bundan dolay:

olgp)-

dir. Boylece her x eleman: L de bir komplemente sahiptir. Ozel olarak x =0 igin I nin bir J
direkt altkiimesi

op, 1

olacak sekilde mevcuttur.
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Uyar: L modiiler A -siirekli kafes ise teoremin i) kismi bilinmektedir. ii) kismu ise, L

kompozisyon serili bir modiiler kafes oldugu zaman bilinmektedir [87].

2.4. Bir integral cl-grupoidde birimin direkt pargalanmalan. 2 ve 3 boyutlu
integral /-grupoidlerin bulunmasi.

2.4.1. Bir integral c/-grupoidde birimin direkt parcalanmalarinin ozellikleri.

L bir integral cl-grupoid olsun. {at| ‘ceT} L nin bir altkiimesi ve aeT olsun.

T(@)=T \{a} , 2c = Yy alalim.

Onerme 34: L bir integral c/-grupoid, {bt| ‘CET} L nin bir bafimsiz ailesi ve her
teT igin a, #0 ve a_ <b_ olsun. Bu takdirde {atl TE T} altkiimesi de bagimsizdir.

Ispat agiktir.

Tanm 37: Bir {atl Te T} altkiimesi verilsin. Eger

1=va

T T

ise, {atl Te T} kiimesine L nin I birim elemanmnin bir parcalanmas: denir.

Teorem 15: L bir integral c/-grupoid, {atl TE T} kiimesi L nin 1 birim elemaninun bir
pargalanmasi ve her T T igin a, # 0 olsun. Asagidaki sartlar denktir:

i) {atl 1€ T} bagimsizdir;

ii) Her o # B igin a, Aa, =0 du;

iif) Her o # P igin a,a, =0 dir.

Ispat: i) =ii): a =B iin a, Nag < Ep nag veher BeT igin 53 Aag =0 oldugundan
her a # P igin a, Anap =0 elde edilir.

ii) = iii) : Onerme 1 e gore her o # B igin 0<a,a, <a, Aay =0 dir. Bundan dolay:
her o # P igin a,a, =0 elde edilir.

iii) =1i): Her a# B igin a,a, =0 oldufunu kullanarak, her a. €T igin

a,80 = au(pe}/(a)aﬁ) = Be}/(a)(a“ B)= Y

bulunur. Benzer sekilde her o € T igin Eaaa =0 elde edilir. a, viae =1 esitligini ve

6nerme 1 i kullanarak
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a0 Aa, = Ga Aaa)l = Ga /\aaXaa Vga)
- (6o nac)a v nadJal)

< Gaaa)v (aaaa)s aa NA,

ve dolayisiyla

2o na, = (o2 )v (ea,)
bulunur. Her aeT igin aaga =2 a, =0 esitliklerini kullanarak her aeT igin
as A a, =0 elde edilir.

Uyare: iii) = i) gerektirmesi L integral c/-grupoid degilse dogru degildir.

Tamm 38: Bir {at| t e T} kiimesi verilsin. Eger

1= va,
ve {atl T€ T} bagimsiz ise, {at| 1€ T} kiimesine L nin I birim elemanimn bir direkt
parcalanmast denir.

Onerme 35: L bir integral cl-grupoid ve {a1| teT}, {b,| 1€ T} L nin birimin
parcalanmalar1 olsunlar. {bTI 'reT} her teT igin a_<b,_ olacak gekilde birimin bir
direkt pargalanmasi olsun. Bu takdirde her 1€ T i¢in a, =b, dir.

Ispat: {btl 13 T} L nin birimin bir direkt pargalanmasi oldufundan teorem 15 e gore
tim o = larigin b,b, =0 elde edilir. b,b; =0 (o =) ifadesini kullanarak her a =8

icin

elde edilir. Bundan dolay: her o #B igin a,b, =0 dir. Benzer sekilde her a#p igin
b,a, =0 dir. Bu esitlikleri kullanarak, 1= v a, ifadesinden

b, =bgl= bﬁ(a\e/ra“)=a\e/r(b5a“)= bga,
bulunur. Benzer sekilde, 1= vaa ifadesinden

ag =lag = L\E/Tba)ap=u\e/'l'(baaﬁ): bsa,

elde edilir. Bundan dolay: her B € T igin a; =b, dir.
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Onerme 36: L bir integral c/-grupoid ve {at| S T} L nin 1 birim elemaninin bir

direkt pargalanmasi olsun. Bu takdirde her te T igin a’ =a_ dir.
Ispat:
1= 2y = v (la;)= v (2. bs)

ifadesinden a,a, = 0(a # f3) esitliklerini kullanarak

elde edilir. {af| 1€ T} L nin 1 birim elemaninin bir paralanmasidir. a <a_, (a.eT)
oldugundan, 6nerme 35 i kullanarak her a €T i¢in a2 =a_ bulunur.
Tanmm 39: a e L olsun. {x € L| x< a} altkiimesine L nin bir esas ideali denir.
{L. :a e T} L nin esas ideallerinin bir ailesi olsun.
Tanum 40: L integral cl-grupoidi ve L nin esas ideallerinden olusan {Lal ae T} ailesi
i¢in agagidaki sartlar saglansin:
i) Herhangi bir xeL igin, x, €L, (a € T) ve X= VX, olacak gekilde bir tek
{qu ae T} ailesi mevcuttur. Bu durum x = {xa| oe T} ile gosterilir.
ii) Eger x,yeL, x ~ {xal aeT)y~ {ya| oeT}ise,
xvyz{xavyal aeT}
xy ~ {,y,| a e T}
xny =, AY,| aeT}.

Bu durumda L = l_[L‘,l yazilir ve L ye L _ esas ideallerinin bir direkt ¢arpmm denir.
T

Teorem 16: {Lal ac T} L nin esas ideallerinin bir ailesi olsun, burada o€ T igin
L, =fe L x<a, }dir. Asagidaki sartlar denktir:
i) Her aeT i¢in L, integral c/-grupoid ve L {La| oe T} ailesinin bir direkt

carpimdir;

ii) {a, : a € T} L nin biriminin bir direkt pargalanmasidur.

T.C. YOKSEXKOCRETIM KURULU
DOKUMANTASYON MERKRZE
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ispat: i)=ii): L nin bir {La[ o eT} ailesinin bir direkt ¢arpim: oldugunu kabul
edelim. Bu takdirde L nin birim elemamn igin bir tek {xal aE T} ailesi mevcuttur, burada

x,eLl, (@eT)ve lza\e/rx“ dir.
I=vx,Sva
oeT * aeT

ve {xa| ae T} ailesinin tekliginden her a € T igin x, = a elde edilir.
a#B igin a,nazel, ve a,Ana;el, ifadelerinden a, na; =0 elde edilir.
Teorem 15 e gore {at| T€e T} L nin biriminin bir direkt par¢alanmasidir.
i1)=>i): {at| TE T} L nin biriminin bir direkt parcalanmas: olsun. Teorem 15 e gore
o %P igin a, Aag =0 elde edilir. Ozel olarak, her o # B igin L, nL, = {0} dur.
L, nin L grupoidinin bir altgrupoidi oldugunu gosterelim. x e L, olsun. Bu takdirde
Xy < x <a, ve bundan dolay1 xy e L, dir. Bundan dolay: L, bir grupoiddir. L, mn L
nin bir alt tamkafesi oldugu kolaylikla gosterilebilir. L bir c/-grupoid oldugundan L, bir
cl-grupoiddir.
L, mn bir integral c/-grupoid oldugunu gosterelim. x e L, alalim. Bu takdirde
x=Ix= (t;/Tat)x = \T/(a,x)z a,x
dir. Benzer sekilde x = xa, esitligi gosterilir. Bundan dolay1 a, L, min birimidir ve L,
bir integral cl-grupoiddir. L nin {Lal ae T} ailesinin bir direkt ¢arpimi oldugunu ispat
edelim. x eL olsun. x, =a_x alalim. Bu takdirde x, €L ve
VX, = \T/(aax)= (\T/aa)x =lx=x
dir. Bir {x;| ace T} ailesi i¢in x = a\e/Tx; oldugunu kabul edelim, burada her a € T igin
x, €L, drr.
=ax=a,lvxl )= vaxi)=a.x; =X
elde edilir. Bundan dolay: herhangi bir x €L i¢in x, €L ve x= VX, olacak gekilde bir

tek {xu| e T} ailesi mevcuttur. X = {x,,! ae T} yazilir.

x,y € Lve xz{xal aeT},yz{yal e T} olsun.



xvy:(\T/xa)v(\T/yt)z\T/(xavya)_
Her aeT i¢in x, vy, eL_  oldugundan xvyz{xavya| aeT} bulunur. Her

o =B igin

=ty )= )=y

€T BeT
dir.x,y, €L ifadesini kullanarak xy ~ {xayal o €T} bulunur. x Ay =~ &, A Vo @€ T}
oldugunu gésterelim. x = VX Y=V Y, esitliklerinden x, <x,y, <y yazlabilir.
Bundan dolay1 x, Ay, <xAy ve dolayistylax Ay > \T/(xa A ya) dir.

XAy igin bir tek {tal a eT} ailesi mevcuttur, burada t, eL_, x Ay ~ {ta| ae T} ,
ty=a,(xAy) dr. x>xAy den X, =a,x>a_(xAy)=t, elde edilir. Bundan dolay1
her €T i¢in x, >t, dir. Benzer sekilde her o e T i¢gin y, >t, dir. Boylece her
aeT igin x, Ay, >t, esitsizliklerinden

Yo )2yt = XAy
elde edilir. Bundan dolay1 x Ay = \T’(Xa AY,) Ve XAy~ {xa AYo| @ e T} dir. Teorem
ispat edildi.

2.4.2. Komaksimal elemanlar ve birimin direkt par¢alanmalar:.

L bir integral cl-grupoid olsun.

Tamm 41: é)al ae T} L de bir aile olsun. Eger her a. € T igin b_ #1 ve her o # B
igin b, vb, =1 ise, {bal ae T} ailesine aralarinda komaksimal denir.
Teorem 17: L bir cl-grupoid ve {aa] ae T} L nin biriminin bir direkt par¢alanmas:

olsun.
ba = peT(a) P

alalim. Bu takdirde ﬁ)al oe T} L de aralannda komaksimal bir ailedir ve

dir.
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Ispat: Her o # B igin a, < b, dir. Bu esitsizligi kullanarak

I=va. =| v a,|va,=b,va, <b_vb,<l
3 BeT(u.}ﬂ [+3 a a a B

elde edilir. Bundan dolayr a#p i¢in b, vb, =1 dir. {aa| ae T}, L nin biriminin bir

direkt pargalanmasi oldugundan

b, na, =( v ap)/\aa =0
peT(o)

dir.Bundan dolay: her a.e T igin b, =1 dir (eger b, =1 ise, b, na, =1ra, =a, #0
olur. Bu ise bir geligkidir.)
Boylece {bal ae T} L de bir aralarinda komaksimal ailedir. x = a/e\rb“ olsun.
Teorem 15 i kullanarak, herhangi bir B € T i¢in
O<xa, = Li\rb“)af’ <bsa,

TERNRE
elde edilir. Bu esitligi kullanarak

x=xl= x(u\G/Tau)z m\G/T(xam)= 0

bulunur. Bundan dolayt x= A b, =0 dir. y= A b, olsun. Herhangi a # 1 igin
acT BeT(e)

O<ya = (pé\(a)bﬁ)at <b,a, =0

dir. Her o # B igin a, <b, esitsizligini kullanarak

a < A b
* 7 ger() P

bulunur. Bundan dolay1 a, <y dir. Boylece
a, <y=yl= y(ﬂ\eqaa) =
= B\G/T(yaf,)= ya, <a,

ve y= BE4\(0‘)bﬁ =a, elde edilir.
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Teorem 18: L bir kafes olarak v -siirekli olan bir integral c/-grupoid olsun.

{bal ae T} L de aralarinda komaksimal bir aile, A'rb“ =0 ve a, = A )ba olsun. Bu

takdirde {aal e T} L nin biriminin bir direkt par¢alanmasidir ve her a € T i¢in b, = aa

dir (burada ac = Y2t dir).

Ispat: 0<a_Ab, = (Bé\( )b‘,) Ab, =0 esitsizligini kullanarak her aeT igin

a, Ab, =0 bulunur. Her a =8 i¢in a, < b, eitsizligini kullanarak
0<a, nay<bsnrag=0
elde edilir. Bundan dolay1 o # B igin a, Anag =0 dir.
Simdi her o €T igin a, vb, =1 oldugunu gosterelim.
Lemma 2: Herhangi c,c,,--,c, €L elemanlan i¢in
(cve, Nev cz)---(cvcn)s cv(c, AcAC,)
esitsizligi dogrudur.
Lemma 2 nin ispati: Lemmay ilk énce n = 2 igin ispatlayalim.
(eve Xeve, )=c? vee, ve,ev e, esitligini ve daha sonra dnerme 1 i kullanarak
(cveXeve,)<evee, <cv (c, ~c,)
bulunur. Lemmanin n -1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim:
(cvc,)(cvcz)---(cv cn_l)s cv(cl /\---Acn_,)
dir. Bu esitsizligi kullanarak

(cvcl)(cvcz)n-(cvcn_l)(cvcu)s(cv(c1 Ac, Neve,)

elde edilir.
(evic, Aco Neve,)
=2 v(c, A-c,, Jevee, vie A, ),
<cv(c, Arac, AC,)

yazilabilir. Béylece lemma 2 ispat edildi.

aeT ve {t,,--7, } T(ct) mn bir sonlu altkiimesi olsun. b, vb, =1,---,b, vb, =1

den,

1= (b, vb, }(b. V), )
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elde edilir. Lemma 2 ye gore
1<b, Vv (btl A--Ab )S 1
dir. Bundan dolay:

b, v(b,’ /\---/\btn)=1

yazilabilir. Tim b_ A---Ab, elemanlanmn kimesini D(a) ile gosterelim, burada

{t,,--,7,} T(c) mn herhangi bir sonlu altkiimesidir. D(c) L de bir yonlii kiimedir.
b, v (bt‘ IV )=1

esitliginden, L nin v -siirekli olmasin: kullanarak

I:D/(:‘)(bcL v(b'l /\"'/\bt,,»

=bav( A bJ:bavaa

1eT(a)
bulunur. Bundan dolay: herhangi bir a € T i¢in a, vb, =1 elde edilir.

Lemma 3: Keyfi c,,:-,c,,d,,--d, €L elemanlan i¢in

(c, vd,Xc, vd,)-(c, vd,)<(c, v---v ¢, )v(d, A---nd,)
esitsizligi dogrudur.
Lemma 3 iin ispati: Lemmay1 n =2 igin ispat edelim. Boylece
(¢, vd e, vd,)=¢ce, ved, vde, vdd,
<(c,ve,)vdd, <(c, ve,)v(d, Ad,)
dir. Lemmanin n -1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim:
(c, v d, Xc, v dz)---(cn_l vd,_, )< (c1 VeV cn_l)v (d, Aeeen d,_,).
Bu egitsizlikten
(c, vdXc, v d2)---(cn_, \% dﬂ_l)(cIl vd,)
<((c, vV e, )v(d A Ad, e, vd,)
<((c, v---v cn_,)v cn)v((dl Ao A dn_,)/\dn)
elde edilir. Boylece lemma 3 ispatlandi.

{o,,-++,, } T nin bir sonlu altkiimesi olsun. a, vb, =L---,a, vb, =1 den,
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1=(aml vb, )~--(amn vban)
yazilabilir. Lemma 3 G kullanarak

ls(a V"'Vau,,)V(ba,/\"'/\ba,)

<(u\5/ a, b A ADb, )

bulunur. Bundan dolay: T nin herhangi bir sonlu {ot,,---,c, } altkiimesi iin

Lva b/\/\b)

dir. T nin tim sonlu altkiimelerinin ailesini D ile goésterelim. L nin v -stirekliligini
kullanarak

bulunur.

Tb =0 dan Va, =1 elde edilir. Bu esitlikten ve her o # B igin a, na; =0

esitliklerinden fa,| o € T}nin L nin biriminin bir direkt pargalanmas: oldugu elde edilir.

Her B#a igin a; <b, esitsizliini kullanarak ﬂe}/( )aB <b, esitsizligi verilebilir.
o

a, v( ) 1 den
(a)

elde edilir. Bundan dolay1 Y2 =b, dir.

L = {0,1} I-grupoidini B, ile gosterelim, burada 0<1, 0.0=0,0.1=1.0=0,1.1=1 dir.

Teorem 19: L bir c/-grupoid ve L nin tiim atomlannin supremumu 1 olsun. Bu takdirde
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L L,,aeT cl-grupoidlerinin bir direkt ¢arpimuidir, burada her a €T igin L, B, ye
izomorfdur.

Ispat: 1= vV P, olsun, burada her a €T i¢in p, L de bir atomdur. Bu takdirde her
o # B igin p, Ap, =0 dir. Teorem 15 e gore {pal ae T} ailesi L nin biriminin bir direkt
pargalanmasidir. Teorem 16 ya gore L {Lml ae T} nun bir direkt ¢arpimudir, burada p,

bir atom oldugundan her a €T igin L, = {x € L| x < pa}z B, dir.

Teorem 20: L bir c/-grupoid ve _I_l/\lbi =0 olacak sekilde b, maksimal elemanlarinin bir

{b,,--,b,} L ailesi mevcut olsun. Bu takdirde c/-grupoidlerin bir {L,| ie {1,2,---,n}}

ailesi L,cL ve L L,,--,L  cl-grupoidlerinin bir direkt carpimi olacak sekilde

mevcuttur, burada i = 1,2,---,n igin L, ler B, ye izomorfdur.

Ispat: a; = Ab, olsun. b,,---,b, lerin maksimallii ile her i # j igin b; vb; =1 elde

i=j
edilir. Bu takdirde teorem 18 e gore {a,,---,a,} ailesi L nin biriminin bir direkt
pargalanmasidir.
a; elemanlarinin L de birer atom oldugunu gosterelim.

Teorem 17 ye gore her i =1,2,--+,n igin
a, nb;=0,a,vb, =1

dir. Onerme 1 e gore a,b, = 0 dr.

O<a<a,; oldugunu kabul edelim. Bu takdirde 0<aAb,<a,Ab,=0 dir. Bundan
dolay: a Ab; =0 yazlabilir. Onerme 1 e gore ab, =b,a =0 dir. b, nin maksimalliginden
avb, =1 elde edilir. av b, =1 egitliinden

a, =a,1=a,(avb,)=(a;a)v(a,b;)=2,a
ve

a=la=(a,vb,Ja=(aa)v(ba)=2a,

dir. Bundan dolay1 a =a; dir. Béylece a; bir atomdur. Bu takdirde 1 elemam a,,--:,a

atomlarinin bir toplamidir. Teorem 19 a gére L nin L,,---,L_ lerin bir direkt ¢arpim

oldugu elde edilir, burada L, = {x e L| x<a; }= B, dir.
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2.4.3. Krull-Schmidt teoreminin bir benzeri
Tanim 42: {aa| ae T} L nin biriminin bir direkt pargalanmasi olsun. Eger T sonlu ise,
{aa] ae T} ye L nin biriminin bir sonlu direkt parcalanmasi denir.

Onerme 37: L artan zincir sartim1 saglayan bir cl-grupoid olsun. Bu takdirde L nin

biriminin herhangi bir direkt pargalanmas: sonludur.

Ispat: {aa| o € T} L nin biriminin bir direkt parcalanmast olsun.

T nin sonsuz oldufunu kabul edelim. Her i#j i¢in a; Aa; =0 olacak sekilde bir
{a, :i € IN} sayilabilir ailesi mevcuttur. neIN i¢in b, =a, v---va, alahim Her neIN
igin b_ <b_,, olduunu biliyoruz. Her n€IN i¢in b, #b,,, oldufunu ispat edelim. Bir
nelIN igin b, =b,,, oldugunu kabul edelim. Bu takdirde b, =b, va,,, dir. Bundan

dolay1 a_,, <b, dir. Teorem 15 e gbre

Osan-f-l Abn :a'n+l A(a'l v“'va‘n)sa‘nﬂ Aa’n+1 =0

elde edilir. Bundan dolay1
an+l A bn = 0

dir. Bu egitlikten ve a_, <b, den a,,, =a,, Ab, =0 yazlabilir. Bu her n€IN igin
a_ # 0 olmas: ile geligir.

Boylece her neIN igin b, #b_,, dir. Bu takdirde her n€IN i¢in b, <b,,, ve
b, #b,,, dir. L artan zincir kogulunu sagladigindan bu bir ¢eligkidir.

Tamm 43: e <L olsun. Eger e* = ¢ ise, ec L elemamna idempotent denir.

Tamm 44: e ¢ L bir idempotent eleman olsun. €} =¢, ,e; =e, ve e, Ae, =0 olmak
lizere e=¢, ve, den e=e¢, veya e =e, elde ediliyorsa, e € L ye primitif denir.

Teorem 21: L azalan zincir kosulunu saglayan bir cl-grupoid olsun. Bu takdirde L nin
biriminin bir tek {e,,...,e,} sonlu direkt pargalanmasi mevcuttur, burada her i=12,---,n

igin e, bir primitif idempotent elemandir.
L2 ¥ n . - 3 . . . . - - -
Ispat: Ik 6nce l=i€=Blei ,her i=12,---,n icin € =e,, e, primitif ve her i#j igin

e; Ae; =0 olacak sekilde L nin bir {el,...,en} sonlu altkiimesinin mevcut oldugunu ispat

edelim.
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Béyle bir sonlu altkiimenin mevcut olmadigm kabul edelim. Bu takdirde 1 primitif
idempotent degildir. Bundan dolay1 1=a;, va,,a, #0, a,, #0,3,, A2, = 0, a], =a,,
al, =a,, olacak sekilde a,;,a,, € L elemanlan mevcuttur.

Kabulden dolayi, a,, veya a,sonlu sayida primitif elemanlarm toplami seklinde
yazilamaz. Tiimevarim ile asagidaki sartlari saglayan bir {an,au;an,an;---;am,amz;---}
sonsuz dizisi mevcuttur:

1) Her meIN* ve i=12 i¢in a; #0 ve a,; bir idempotent elemandir;

2) a_, sonlu sayida primitif elemanlarin toplami degildir;

3) Her m>1igin ay =2,,1;Vani2:8ma1 Apuz =0 dir;

=a

ml = “m+11

4) Her m=>1 igin a dir.

Her m >1 igin a, #a,,,, oldufunu gosterelim. Bir nigin a,, =a,,,, oldufunu kabul
edelim. Bu takdirde a_, =a,,;, V., =&, dir. Buesitlikten a,,,, <a,, elde edilir.
Bu takdirde a,,;, =8,,; A8g, =0 dir. a_,;, # 0 oldugundan bu bir celigkidir.

Bundan dolay1 {a,,,a,,, 8-} L de bir azalan zincirdir. Bu bir geliskidir. Boylece
1 her i#]j igin e; Ae; =0 olacak sekilde e; (= 1,2--,n) primitif idempotentlerin bir
sonlu ailesinin bir supremumudur.

Birimin bu sekildeki bir pargalanmasinin tek oldugunu ispat edelim. {al,---,an},
{bl,-n,bm} boyle iki aile olsun:1=a, v-:-va,,1=b,v---vb,, burada a;b, primitif
idempotentler, her i # j i¢in a; Aa; =0 ve her k#1 i¢in b, Ab, =0 dir.

n=m ve a; =b, (= 1,2,-++,n) oldugunu ispat edelim.

Bir a;b;:i=12---,n,j= 1,2,---,m} ailesini g6z oniine alalim.

0<(a;b;)Ala;b,)<b; Ab, =0 (j£Kk)

esitsizliginden (aib ; )/\ (a;b, ) =0 elde edilir.

a, =a;l= ai(cb.) = g(aibj)

SR

dir. a2 =a, ve (a;b;)A(a;b,)=0 (= k) esitliklerini kullanarak
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ab; <a, nb;<a;

esitsizliginden a; Ab; = a,; elde edilir. Bundan dolay: a; <b; yazlabilir.
Benzer gekilde bir k igin b; < a, elde edilir. 1 #s icin a_ Aa, =0 oldugundan a, =a;

ve a; =b; dir. Boylece n=m ve 2, =b, :--,a, =b; dir.

3.4.4. 2 ve 3 uzunluklu integral -grupoidierin bulunmas:

L bir kafes olarak sonlu uzunluklu bir integral L-grupoid olsun[48]. d(L) ile L nin
uzunlugunu gosterelim.

d(L)=1 olsun. Bu takdirde L =B, oldugu agiktrr.

d(L)= 2 olacak sekilde integral I-grupoidlerin asagidaki 6rneklerini inceleyelim:

HC,= {0, p,l} bir zincir olsun, burada O<p<1 dir. Asafidaki carpima gore integral
l-grupoidi L(Cz,l) ile gosterelim:

00=0p=p0=01=10=p”=0,pl=1p=p,11=1.

2) Asagida tammlanan garpima gore integral l-grupoidi L(C2,2) ile gosterelim:

00=0p=p0=01=10=0,p’ =p,p.1=1p=p,1.1=1

3) B, ve B, integral /-grupoidlerinin direkt garpimi B, x B, olsun. Bu takdirde
d(B, xB,)=2 du.

Tamm 45: L, ve L, iki integral /-grupoid ve f:L, — L, bir bire-bir, orten doniigiim
olsun. Agagidaki sartlanin saflanmasi halinde f ’ ye integral Il-grupoidlerin bir
izomorfizmas: denir:

i) Her a,b L, igin f(avb)=f(a)v f(b) dir;

ii) Her a,b €L, i¢in f(a/\b)=f(a)/\ £(b) dir;
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iii) Her a, b e L, igin f(ab)=f(a)f(b) dir;

iv) £, )=1,, dir.

Bu durumda L, =L, yazilir.

Yukanda verilen L(C,.1), L(C,,2) ve B,xB, integral I-grupoidleri igin
L(C,,])L(C,, 2), L(C,,)) 2B, xB, ve L(C,,2)#B, xB, oldugu agiktir.

Onerme 38: L bir integral /-grupoid olsun. Bu takdirde herhangi acL icin
0a=a0=0 ve la=al=a dir.

Ispat: L bir integral /-grupoid oldugundan herhangi a €L igin la=al=a dur.

Onerme 1 e gore her a,b € Ligin ab<aAb dir. Ozel olarak,
0a<0Ana=0,a0<an0=0

dir. Bundan dolay1 0a =a0 =0 dir.
Teorem 22: 2 uzunluklu tiim integral /-grupoidler agagida verilmistir:

L(C,,1), L(C,,2), B, xB, .

Ispat: L 2 uzunluklu bir integral /-grupoid olsun. L nin tim atomlanmn kiimesini
{P:I te T}ile gosterelim. [T| T kiimesinin kardinal sayisi olsun.

IT|=1 ve T = {p} olsun. d(L)=2 oldugundan L = {0,p,1},0<p<1 dir. Onerme 38 ¢ gore
00=0p=p0=01=1.0=0,1.1=1 elde edilir. Onerme 1 e gére p> <p dir. Bu takdirde
p?=0 veya p>=p dir. Eer p> =0 ise, bu takdirde L=L(C,,]) dir ve p>=p ise,
L=L(C,,2)dr.

[T|>1 durumunu goéz oniine alalim. Bu takdirde p, #p, olacak gekilde p,,p, €L
atomlart mevcuttur. p, Ap, =0 dir. d(L)=2 oldugundan p, vp, =1 elde edilir. Teorem
19 a gore L =B, xB, dir.

Onerme 39: B,,L(C,.1), L(C,,2),B, xB, l-grupoidleri birlesmeli ve degismelidir.

Ispati agiktir.

Simdi 3 uzunluklu tiim integral /-grupoidleri bulalim.

A= {O,a,bl,bz,l} olsun, burada O<a<b, <1, a<b,<1, a=b, Ab,,b, vb, =1dir A

tizerinde agagidaki carpim iglemlerini goz oniine alalim:



Tablo 6 A(5) Tablo 7 A(6) Tablo 8 A(7)

by b2 |a by |b: |a by {b: |a
by |b; |a |a by jb: |a |a by Jb; ja |a
b2 fa b2 |O by Ja |b2 |2 b fa |b: |a
a Ja |a |0 a Ja (0 |0 a fa |a |0

A(i) carpim islemli A integral l-grupoidini L(A,i),i=1,7 ile gosterelim, burada
00=0a=2.0=0b,=b,0=0b,=b,0=01=1.0=0
1.l1=1la=al=a,b,.1=1b,=b, b, 1=1b, =b,

dir.
C, = {0, B, a,l}olsun, burada 0<B <a<1 dir. C, iizerinde asagidaki ¢arpim iglemleri

g0z Oniine alalim:

Tablo 9C, (1) Tablo 10 C,(2) Tablo 11C,(3) Tablo 12 C,(4)
a B a B a B a B
ala oala |B ala [B al|a |0




Tablo 13 C,(5)

Tablo 17 C,(9)

a |B

o l|p |0

0

Tablo 14 C,(6)

Tablo 18 C,(10)

a

B

B

0

0

0

Tablo 15 C,(7)

Tablo 19 C,(11)

a

B

0

0

0

0

Tablo 16 C,(8)

C, (1) ¢arpim iglemli integral /-grupoidini L(C3,i),i =1,11 ile gosterelim, burada

00=0B=B0=00=00=0.1=1.0=0

ll1=Lla=oal=alB=B1=P

dir.

D, ile {O,p,,pz,b,l} seklindeki kafesi gosterelim, burada 0<p, <b<1, O<p,<b,

P, AP, =0,p,vp,=b drr

D, tizerinde agagidaki ¢arpim iglemlerini goz 6niine alalim.

Tablo 20 D, (1)

Tablo 21 D,(2)

Tablo 22 D, (3)

16 |p P, | b p |, b Ip |p,
b fO 0 0 b | ) 0 b b P, { P,
p, |0 (0 |0 PP | |© p,lp P |0
p, |0 |0 |[O p, {0 (0 |0 P.|p, |0 |p,

D, (i) carpim iglemli ve asagidaki ozellikleri gergekleyen integral J-grupoidi L(D,,i)

ile gosterelim:



gosterelim:

Her o #p igin p,p; =0,her aeT igin
b*=0.0=0p, =p,0=0b=b0=0, p,b=bp, =0
1.1=L1b=b1l=b,lp, =p,.1=p,

dir.

Onerme 40: 3 uzunluklu asagidaki integral /-grupoidler izomorf degildir:

1) B,xB, xB,;

2) B, xL(C,,i),i=1,2;

3) L(A,i),i=17;

4) L(C,,i), i =1,11;

5) L(D,,i), i=13.

Ispat aciktir.

Onerme 41: 1) |T|>2 olmak iizere L(D;) integral -grupoidi énerme 40 da verilen
integral /-grupoidlere izomorf degildir.

2) L(DTl ) ve L(D I, ) integral J-grupoidlerinin izomorf olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
IT,| = |T,| olmasidur.

Ispat aciktir.

Teorem 23: L 3 uzunluklu bir integral /-grupoid olsun. Bu takdirde L. o6nerme 40 ve

onerme 41 de verilen integral J-grupoidlerin birine izomorftur.

Ispat: L nin tiim maksimal elemanlarinin kiimesini {bt| Te T} ile gosterelim.

A)|T|>1 olsun. a:= Ab, alalim. b, nun maksimalliginden ve [T|>1 oldugundan her

teT igin a<b_ elde edilir.
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Asagidaki durumlar gergeklesebilir:
1) a=0 veya 2) a bir atomdur.

a =0 olsun. Bu takdirde agagidakiler elde edilir:
Her a#B ig¢in b, vb, =1 ve Q\bf =0 dir. L azalan zincir kogulunu sagladigindan
{b,l te Tinun b, A-Ab, =0 olacak sekilde bir sonlu {btl,---btu} altkiimesi

mevcuttur.

Bu takdirde her i # j igin b, vb, =1ve
b, A--Ab, =0

dir. Teorem 20 ye gore L = Bj dir. L nin uzunlugu 3 oldugundan dolay1 L =B, x B, xB,

elde edilir.

B) a bir atom olsun. ]T|>l oldugundan dolay1 b, #b, olacak sekilde b, veb,
maksimal elemanlari mevcuttur. 0<a = /T\bT <b, Ab, esitsizlifi bulunur. d(L)=3 ve
b, Ab, #b,, b, Ab, #b, oldugundan a=b, Ab, elde edilir.b, #b,, b, #b, olacak
sekilde b, maksimal elemamm alalm. Bu takdirde b, Ab, =a,b, Ab, =a elde edilir.
Bundan dolayi b,b,<a ve byb,<a dir. b,=b,1=b,(b, vb,)=b,b, vb,b, <a
yazilabilir. Bu ise bir geliskidir. Bundan dolay1 [T|=2 dir.

b,,b, L nin maksimal elemanlan olsunlar. Iki durum gergeklesebilir: 1) a bir tek

atomdur; 2) p # a olacak sekilde bir p atomu mevcuttur.

C) Asagidaki durumu goz oniine alalim: a L de tek atomdur. Bu takdirde L agagidaki
sekildedir: L = {0,a,b,,b,,1}, burada O<a<b, <1, a<b,<l, a=b, Ab,, b, vb, =1 dir.

Bu durumda L iizerindeki tiim g¢arpim iglemlerinin sadece A(i),i =17 islemleri
oldugunu ispatlayalim.

Lemma 4: b} =b, ve b2 =b, dr.

Lemma 4 iin ispati: a=b, Ab,,bb, <b, Ab,, b,b, <b, Ab, den

bb, <a,b,b, <a (10)

elde edilir. Bu takdirde b} <b,, b2 <b, dir. b, vb, =1 den

1=(b, vb,)’ =b2vb,b, vb,b, vb? (11)



79

elde edilir. bZ<b, oldugunu kabul edelim. Boylece b><a dir. Bu takdirde (10)
esitsizliklerini kullanarak
b?vbb,vb,b, vbi<avavavbl<b,<l
elde edilir. Fakat bu (11) esitligi ile gelisir. Bundan dolay1 b? = b, bulunur. Benzer
sekilde b2 =b, dir. Boylece lemmanin ispat1 verildi.
Boylece agagidaki bagintilan verebiliriz:
b>=b,,bl =b,,a’ <b,b, <a,
a’<b,b, <a,a’<ab, <a,
a’<ab,<a, a’<bac<a,
a’<b,a<a,a’<a.
Su iki durum s6z konusudur: 1) a> =a veya 2) a®> =0.
1) durumunda yukanida verilen bagintilar kullanarak asagidaki bagintilar elde edilir:
b,b, =b,b, =ab, =bja=ab, =b,a=a.
Bundan dolay: her x,y €L igin xy =x Ay dir. L, L(A,1) dagilmali kafesi ile gakigtr.

a’ = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda asagidaki durumlar gergeklenir:

b} =b,,bl=b,, 0<b,b, <a,
0<b,b,<a,0<ab, <a,
0<b,a<a,0<ab,<a,
0<b,a<a.
Lemma 5: 1) ab, =a veya ab, =adir.
2) ba=a veya b,a=a dir.
3)b,b, =a veya b,b, =a dir.
Lemma 5 in ispati: ab, <a,ab, <a egsitsizliklerini kullanarak
a=al=a(b, vb,)=ab, vab,
esitliginden ab, =a veya ab, =a durumlarindan en az bir tanesi gergeklenir. Benzer
sekilde b,a =a veya b,a =a den an az birinin gergeklenecegi gosterilir.

3) b,vb, =1 ve [48] i kullanarak

b, Ab, =bb, vb,b,
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elde edilir. a=b, Ab, oldugundan bb, =a veya b,b, =a durumlarindan en az biri
gerceklenir.

Lemma 6: L = {O,a,b,,bz,l} uzerinde asagidaki 6zellikleri saglayacak sekilde . ¢arpim
islemini alalim , burada O<a<b, <1, a<b,<1, a=b, Ab,, b, vb, =1 dir.

1) x<y ise, xz<yz ve zx < zy dir;

2) Her xeL igin 0x =x0=0,Ix = x1 =x dir;

3) b} =b, ve b} =b, dir,

4) ab, =a veya ab, =adr;

5) ba=a veya b,a=a dir.

Bu takdirde (L,.) bir integral /-grupoiddir.

Lemma 6 nin ispati: 2) dzelligine gore 0 1n L nin en kiigiik elemant ve garpim iglemi

igin sifir eleman oldugu elde edilir. 2) 6zelligine gore 1 in L nin en biiyiik elemam oldugu

ve carpim iglemi i¢in birim eleman oldugu elde edilir. Her x,y,z € L igin

x(yvz)=xyvxz
ve (12)
(yvzx=yxvz
oldugunu ispat edelim.
Eger x,y,z elemanlarindan en az biri 0 veya 1 e egitse, bu takdirde (12) dogrudur.
Eger x =0 ise, bu takdirde
O(y \Y z) =0y v 0z
(yv z)0=y0v z0
dir. Eger y =0 ise, bu takdirde
x(0vz)=x0v xz,
(Ovz)x =0xvzx
bulunur. Eger z =0 ise, bu takdirde
x(y v 0)=xy v x0,
(y \V4 0)x = yx v 0x
bulunur. Eger x =1 ise, bu takdirde
l(yvz)=1yvlz,
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(yvzll=ylvzl
dir. Eger y =1 ise, bu takdirde

x(1vz)=xl=x,

xlvxz=xvxz

yazilabilir. z <1 oldugundan xz < x1=x dir.
xlvxz=x
elde edilir. Bundan dolay:
X :x(lvz)=x1vxz =X
dir. Benzer sekilde
(Ivz}x =1x vz
dir. Simdi su durumu goz 6niine alalim:
as<x<l,a<gy<l, a<z<l.

y=a olsun. Bu takdirde y=a<zyvz=2z ve x(yv z)=xz dir. xy < xz, dolayisiyla
Xy v xz = xz oldugundan x(y v z) =xy vxz dir. Benzer sekilde (y \% z)x =yxvzx elde
edilir.

z=a durumu y =a durumuna benzerdir.

y =zolsun. Bu takdirde x(y v z) =xZ,Xyvxz=xz bulunur. Bundan dolay:
x(yvz)=xyvxz dir. Benzer sekilde (yv z)x =yxvzx dir. Geriye asafidaki durumu
incelemek kaliyor: a < x <1, a<y<l ,a<z<1, y# z.

y=b,,z=b,,x =b, olsun. Bu takdirde b? =b, esitligini kullanarak

b,(b, vb,)=b,1=b,
ve b,b, <b, oldugundan
bvbb, =b,
elde edilir. Bundan dolay:
b,(b, vb,)=b2Vvbb,
dir. (b,vb,)b, =b?vb,b, ifadesinin ispat1 da benzerdir. Benzer sekilde asagidaki

durumlar g6z 6niine alinir:

y=b,,z=b,,x=b,
y=b,,z=b,,x=b,
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y=b,,z=b,,x=b,.

y=b,,z=b,,x =a olsun. Bu takdirde
a(b, vb,)=al=a

elde edilir.ab, <a,ab, <a ve ab,=a veya ab,=a ifadelerinden en az bir

gergeklendiginden
ab, vab, =a
dir. Bundan dolayi
a(b, vb,)=ab, vab,
dir. Benzer sekilde
(b, vb,)a=bavb,a
bulunur. Asagidaki durum da benzer gekilde incelenir:
y=b,,z=b,,x=a.

Boylece lemmanin ispat1 verildi. Béylece a*> =0 durumunda, lemma 6 min sartin1 saglayan

L= {O, a,bl,bz,l} tizerinde garpim iglemleri tanimlanmalidir.

Miimkiin olan tiim durumlan inceleyelim:

Tablo 23
1 2 3 4 5 6 7 8 9
ab;= a a 0 0 a a a 0 a
ab,= 0 0 a a a a 0 a a
bja= a 0 0 0 a a a
ba= 0 a 0 a 0 a a a a

Yukaridaki durumlarin her birini tek tek inceleyelim.
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1) ab, =a, ab, =0,b,a =a,b,a =0 olsun. Bu takdirde lemma 6, 1) 6zelligini
kullanarak b,b, >b,a =a,b,b, > ab, =a elde edilir.

b,b, <b, Ab, =a,b,b, <b, Ab, =a esitsizliklerini kullanarak
b,b, =a,b,b, =a

yazilabilir. Boylece agagidaki ¢carpim islemi elde edilir:

Tablo 24 A'(1)

by |b2 |a
b; {b; |a |a
bz Ja |bz2 |O
a Ja |0 |0

2)ab, =a, ab, =0,b,a=0,b,a =a olsun. Bu takdirde b,b, ve b,b, icin agagidaki
esitsizlikler elde edilir:
O0=ab, <bb, <a,a=ab, <b,b, <a.
Bu takdirde asagida verilen iki durum s6z konusudur:
2.1) bb, =0,b,b, =a;
22)bb, =a,b,b, =a.
Boylece asagidaki ¢arpim islemleri elde edilir:

Tablo 25 A’(2,1) Tablo 26 A'(2,2).

b |bz |a by |b; |a
b; |b: {0 (O by |by |2 |O
b2 Ja b2 |a b2 Ja |b; |2
a Ja |0 |0 a ja [0 |0

3)ab, =0, ab, =a ,b,a =a,b,a =0 olsun. Bu takdirde b,b, ve b,b, i¢in
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a=ba<bb,<a 0=ab, <b,b <a
dir.
b,b, ve b,b, i¢in asagida verilen iki durum s6z konusudur:
3.1) bb, =a,b,b, =0;
3.2) bb, =a,b,b, =a.
Boylece agagidaki ¢arpim iglemleri elde edilir:

Tablo 27 A'(3,1) Tablo 28 A'(3,2)

b |by |a b: [b2 |a
b; Ib; |a |a b; |by |a |a
by |O (b2 |O bz Ja [bz (O
a j0 |a |0 a JO |a |0

4) ab, =0, ab, =a ,b,a =0,b,a =a olsun. Bu takdirde b,b, ve b,b, i¢in
a=ab,<bb,<a,a=b,a<b,b,<a

dir. Bundan dolay: b,b, =a, b,b, =a dir. Boylece agagidaki ¢arpim islemi elde edilir:

Tablo 29 A’(4).

b; |bs |a
by |bi |a |O
bz Ja |b: |a
a j0 |a |O

5) ab, =a, ab, =a,b,a=a, b,a=0 olsun. Bu takdirde b,b, ve b,b, i¢in

a=ab, <bb,<a,a=ab, <b,b, <a

dir. Bundan dolay1 b,b, =a, b,b, =a dir. Béylece agagidaki ¢arpim iglemi elde edilir:
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Tablo 30 A’(5).
Abl bz a
b1 b1 a a
bz a b2 0
a Ja |a |0

6) ab, =a, ab, =a,b,a =0,b,a = a olsun. Bu takdirde b,b, ve b,b, igin
a=ab,<bb,<a,a=ab,<b,b,<a
dir. Bundan dolay: b,b, =a, b,b, =a bulunur. Béylece agagidaki ¢arpim islemi elde
edilir:

Tablo 31 A’(6)

blbza
b; {b; |a |0

bz a bza

a fa la |O

7) ab, =a, ab, =0,b,a=a,b,a =a olsun. Bu takdirde b,b, ve b,b, igin

a=ba<bb,<a,a=ab <b,b, <a

dir. Bundan dolay: b,b, = a, b,b, =a dir. Boylece asagidaki carpim islemi elde edilir:

Tablo 32 A'(7).

blbza
blblaa
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8) ab, =0, ab, =a, b,a=a,b,a=a olsun. Bu takdirde b,b, ve b,b, igin
a=ab,<bb,<a,a=b,a<b,b, <a

dir. Bundan dolay1 b,b, =a, b,b, =a dir. Boylece asagidaki ¢arpim iglemi elde edilir:

Tablo 33 A'(8).

by |bz |a
b; b1 |a |a
bz Ja |b:2 |a
a f0 ja |0

9) ab, =a, ab, =a,b,a=a,b,a =a olsun. Bu takdirde
a=ab,<bb,<a,a=ab,<b,b, <a

dir. Bundan dolay1 b,b, =a, b,b, =a dir. Boylece agagidaki ¢arpim iglemi elde edilir:

Tablo 34 A'(<9).

b1 bz a
b; [b1 [a |a
bz la (b |(a

a Ja |a |0

L={0,a,b,,b,,1} olmak uzere f(0)=0,f(a)=a,f(b,)=b,,f(b,)=b,f()=1 ile
tammlanan f : L — L donistimi agagidaki izomorfileri verir:

A'()=A"(4),A'21)=A(31),A(2,2)=A'(3,2), A'(5)= A'(6), A'(7) = A'(B).

simdi (L,A'(), L.A'(2)), (L,A'(22), L,A'(5), (L.A'(7), (L,A’(9)) integral
l-grupoidlerinin izomorf olmadigim ispat edelim.

Yukandaki /-grupoidler arasindaki her izomorfizm bir kafes izomorfisidir. Bundan
dolay1 bu izomorfilerin her biri agagidaki sekildedir:

1) f,:L > L, burada her x e L igin f(x)= x dir;

2) f,:L—L,burada £(0)=0,f(a)=2,f(b,)=b,,f(b,)=b,,£(1)=1dir.



D) L b, Ab, =a olacak sekilde (a bir atomdur)b,,b, gibi iki maksimal eleman ve
p # a olacak sekilde en az bir p atomu igersin. Bu takdirde p=b, ve p#b, dir (Aksi
halde a<p dir. Bu ise p nin atom olmasi ile gelisir). L nin p<b, olacak sekilde b, (i=1,2)
maksimal elemanlan mevcuttur. p<b, oldugunu varsayalim. Bu takdirde
pAb,<b,Ab,=a dir. pAb, <aAnp=0 elde edilir.

Bundan dolay1 pAb, =0 dir. b, nin maksimalligi ile pvb, =1 elde edilir. Teorem 16
ya goreL = [0,p]x[0,b, ],buradap Ab, =0 E fxeL:x<p}Jo,b,]=fxeL:x<b,}

dir.
p bir atom oldugundan [0, p] =B, dir. [O,bz] 2 uzunluklu oldugundan teorem 22 ye

gore [O,bz] asagidaki integral /-grupoidlerden birine izomorfdur:
B, xB,, L(C,.1), L(C,,2).
Boylece bu durumda agagidaki integral I-grupoidler elde edilir:
L=B,xB, xB,
L=B, xL(C,,1)
L =B, xL(C,,2).
E) Geriye |T|=1, yani L nin bir tek maksimal eleman igermesi durumunu incelemek

kalir.
L nin tim atomlarinin kiimesini {p,:veQ} ile gosterelim. Asagidaki iki durum

miimkiindiir: 1) |Q=1;2) |Q|= 2.
[Q[ =1 olsun. Bu takdirde L bir zincirdir. O<p<b<1 olmak iizere L=C, = {O, p,b,l} dir.

C,..) bir integral I-grupoid olacak sekilde C, iizerinde bir xy ¢arpim isleminin verildigini
3 3
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kabul edelim. Bu takdirde her x € C, igin Ox=x0=0, Ix=xl=x ve b’<b, bp<p,
pb<p, p’<pdr.

Lemma 7: C,iizerinde her x€C, i¢in Ox=x0=0,1x=xl=x ve b><b, bp<p,
pb<p, pb<polacak sekilde bir xy ¢arpim isleminin verildigini kabul edelim. Bu
takdirde (C,,.) bir integral /-grupoiddir.

Lemma 7 nin ispati: Her x,y,ze C, i¢in (12) de verilen esitliklerin gergeklendigini
gostermeliyiz.

X,y,Z lerin en az biri 0 veya 1 olsun. Bu takdirde (12) esitlikleri agiktir.

p<x<b,p<y<b,p<z<besitsizliklerinin saglanmasi durumunda (1 2) esitliginin
dogru oldugunu gostermeliyiz.

y=z olsun. Bu takdirde (12) esitlikleri agiktur.

y # z ve y<z olsun. Bu takdirde

x(yvz)=xz
dir. xy < xz oldugundan

x(yvz)=xz
elde edilir. Bundan dolay1 x(y v z)=xy v xz dir. Benzer sekilde (yvz)x=yxvz dr.
Boylece lemmanin ispati verildi.

Simdi lemma 7 nin sartlarim1 saglayan C,iizerinde tiim ¢arpim iglemlerini bulalim.
Bunlar L(C,,i),i =1,11 integral l-grupoidleridir.

F) |T|=1 ve |Q|=2 olsun. Bu durumda her p,,p, (o #B) atomlar i¢in p, Ap, =0
elde edilir. Bundan dolay: her a =B i¢in p,ps =0 (p,Ps <P, APy oldugundan) dir. p,
igin p} <p, oldugundan su durumlar mimkiindir: 1) p2 =0;2) p2 =p, .

Her a€Q igin p) =0 olsun. |Q|>2 den p, ve p, ( p, #p, ) atomlarinin mevcut
oldugu elde edilir. Bu takdirde p,vp,=b, burada b L nin maksimal elemamdur.
p,vp,=b den b*=(p,vp,Xp,vP,)=p>Vpp,Vvp,p,vP:=0 elde edilir Bu
takdirde p,b<b>=0,bp, <b>=0 dir. Bundan dolayr her a.€Q igin p,b=bp, =0
dir. Boylece L L(DQ) ya izomorfdur.

G [1}=1,

Q| >2 ve p; = p, olacak gekilde bir p, € L atomu mevcut olsun.
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|Q|=2 ile p, # p, olacak gekilde p, € L atomu mevcuttur.

Bu durumda |Q| = 2 oldugunu gosterelim.

Ps #P;» P, #Pp,olacak sekilde bir p, €L atomunun mevcut oldugunu kabul
edelim.p, vp, =b,p,vp; =b, p, Ap, =0 ,p, Ap; =0 elde edilir. p,p, <p, Ap, =0
ve p,p; <p, Ap; =0 egitsizliklerinden p,p, =p,p, =0 elde edilir. p, =p> <p,b ve
p.b=p,(p, VP;)=p,p, VPP, =0 dir. Bu bir geliskidir. Boylece |Q]=2 dir. Asagidaki
iki durum mimkiindiir: 1) p2 =0;2) p2 =p,.

p2 =p,, p> =0 olmas1 durumunda L L(D,,2) integral /-grupoidine izomorfdur.

p? =p,, p2 = p, olmasi durumunda L L(D,,3) integral /-grupoidine izomorfdur.

Béylece miimkiin olan tiim durumlar incelendi. Teorem 23 ispat edildi.
Teorem 24: Asagidaki integral /-grupoidler degismelidir:

1) B,;

2) B, xB,;

3) L(C,.i)i=12

4) B,xB, xB,

5) B,xL(C,,i)i=12;

6) L(A,i)i=12,7;

7) L(C,,i).i=1.2,56,71011;

8) L(D,.i),i=12,3;

9) L(D,), T keyfi,

(B) Asagidaki integral /-grupoidler degismeli degildir:

T|>2.

1) L(A,i)i=34,56;
2) L(C,,i)i=3,489.
Ispat agiktir.
Teorem 25: A) Asagidaki integral -grupoidler birlesmelidir:
1) B,;
2) B, xB,;
3) L(C,,i)i=12
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4) B, xB, xB,
5) B, xL(C,,i),i =12

6) L(A,i)i=13;

7) L(C,,i),i=1.2,3,4,5,6,10,11;
8) L(D,,i)i=12,3;

9) L(D;), T keyfi,
B) Asagidaki integral /-grupoidler birlegmeli degildir:
DL(A,i)i=24567 ;

T|>2.

2)L(C,,i),i=7389.

Ispat: 1), 2) ve 3) agiktir. Bundan dolay1 4), 5) dogrudur. 8), 9) ozelliklerinin
gerceklendigi de agiktir. _

L(A,1) = (A,A) integral I-grupoidi bir dagilmali kafestir. Bundan dolay1 birlesmelidir.

L(A,i),1<i<7 y1 goz 6niine alalm.

(xy)z=x(yz) esitliginin x=a, y=b,, z=b, elemanlari igin inceleyelim. Yani
(ab,)b,, a(b;b,) elemanlarmi inceleyelim. b,b, <a oldugundan a(b,b,)<a’>=0 dir.
Boylece (ab, )b, =a(b,b,) olmasi igin ab, =a ve ab, =0 olmalidir. Fakat ab, =a ve
ab, =0 esitlikleri sadece L(A,2), L(A,3), L(A,4) ve L(A,6) igin dogrudur. Bundan
dolay1 L(A,5) ve L(A,7) birlesmeli degildir.

x=b,,y=b,, z=b, olsun. (b,b,)b, ve b,(b,b,) elemanlarini inceleyelim. a = b,b,
alam. L(A,2), L(A,4), L(A,6) igin de bu durum gegerlidir. Bu takdirde (b,b,)b, =ab,
ve b,(b,b,)=bb, =a olduundan dolay1 {b,b,)b, =b,(b,b,) olmas: igin ab,=a
esitliginin saglanmasi gerekir. Fakat bu esitlik L(A,Z), L(A,4), L(A,6) icin dogru
degildir. Boylece L(A,2), L(A,4), L(A, 6) birlesmeli degildir.

L(A,3) iin birlesmeliligi elemanter olarak ispat edilir.

Sadece i=1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 11 igin L(Cs,i) nin birlesmeli ve L(C3,7), L(C3,8) ve
L(C3,9) integral /-grupoidlerinin birlesmeli olmadiklan elemanter gekilde gosterilir.

Boylece teorem 25 in ispat1 verildi.



3. BULGULAR
Bu tezde elde edilen bulgular agagidaki sekilde 6zetlenebilir:
1. Bir L /,-grupoidin elemanlan igin R-radikal eleman tammu verildi. L nin tiim

R-radikal elemanlarimin L, kiimesi L deki siraya gore bir tam kafestir. L bir yari-integral
1, -grupoid ise, teorem 2 de keyfi a,b. e Ly (t e T) elemanlan igin

an (\_l{b.‘,_.)z \T/(a/\bt)
esitliginin saglandifi, yani L, nin bir tam Brouwerian kafesi oldugu gésterildi. Bunun
sonucu olan sonug 1 de L yari-integral /,-grupoid ve L nin her elemam radikal ise, L nin
bir tam Brouwerian kafesi oldugu ve herhangi a,beL igin ab=aAb esitliginin

gergeklendigi ispatlanmigtir. Sonu¢ 2 de her K halkasi igin K halkasinin tim radikal

ideallerinin kafesi olan L (K) min tam Brouwerian kafesi oldugu gosterilmistir.

2. Herhangi L yar-integral /,-grupoid igin Spec(L) topolojik uzayi- L nin asal
spektrumu ( veya yapi-uzay1 ) tammlandi. Ozel olarak, Spec(L) topolojik uzay: herhangi
bir halka ( birlesmeli veya birlesmeli degil), grup ve T,- kafes i¢in tammlanmigtir. Keyfi
bir X T,-topolojik uzaym tim agik kiimelerinin (L,(X), A) l-grupoidi yardimiyla X in
dengeli kabugu adi verilen Spec(L, (X)) topolojik uzay: tanimlanmustir.

3. Onerme 12 ve teorem 6 da keyfi L /,-grupoid i¢in Spec(L) topolojik uzayinin bir
dengeli T,-topolojik uzay1 oldugu gosterilmistir.

4. X T,-uzay, 1(X) X’in kapal kiimelerinin kafesi ve f(X) 1(X)” in duali olmak iizere,

teorem 7 de su ifadeler ispatlanmgtir: F(x) = {;} dénistimi, X den Spec(i(X)) nin bir her
yerde yogun altuzaymma tanimli homeomorfizmdir; X in tim Spec(i(X)) uzayina
homeomorf olmas igin gerek ve yeter kosul X in dengeli olmasidir.

Bunun bir sonucu olan sonug 5 de X ve Y dengeli T, -uzaylarimin homeomorf olmasi
icin gerek ve yeter sartin onlarin kapali kiimelerinin kafeslerinin (1(X) ve l(Y)) izomorf
olmas1 gerekliligi gosterilmigtir.

5. Keyfi K cl-grupodi i¢in K nin tiim ideal elemanlarinin kiimesi K’ in K daki siraya
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gore bir tam alt kafes oldugu ispatlanmigtir. x,y €K, ve xy ¢ K, olacak sekilde bir K
( birlesmeli olmayan ) cl-grupoid émek 13 de verilmistir. Bundan dolay1 K, lizerinde
asagidaki sekilde bir garpim iglemi tammlanmistir: a, b € K, igin ab yi iceren tim ce K,
elemanlarinin arakesiti a *b ile gosterilmistir. Onerme 17 de K bir /-grupoid ( c/-grupoid )
ise, bu takdirde (K,, *) n bir yan-integral /~grupoid ( cl-grupoid ) oldugu gosterilmigtir.

6. Bir K yari-integral /,-grupoidin herhangi bir heK elemam igin h-¢dzilebilir ve
h-nilpotent eleman tamimlan verilmistir. Onerme 18 ve 6nerme 19 da bir K yan-integral
I-grupoidde sonlu sayida h-¢ozilebilir ( h- nilpotent ) elemanin toplamininda h- ¢oziilebilir
( h-nilpotent ) oldugu ispatlanmigtir.

7. Onerme 25 de K bir yan-integral /,-grupoid ise asagidaki sartlarm egdeger oldugu
gosterilmigtir:

i) Her a,beK igin ab=aAb dir;

ii) Her acK icin a> =a dr,

iii) K nin her eleman: yan asaldir, yani her a elemani igin a = r(a) dir.

8. Teorem 8 de K bir cebirsel yan-integral J-grupoid ise, her heK igin
s(h) = r(h) = R(h) esitliginin saglandif ispatlanmigtir.

Teorem 8 in bir sonucu olan sonug¢ 7 de K bir cebirsel yar-integral /-grupoid ve
herhangi aeKigin a=R(a) ise, bu takdirde K min bir dagilmali kafes ve ab=anb
oldugu gosterilmigtir.

Tersine olarak, K bir cebirsel dagilmali kafes ve ab=aAb ise, bu takdirde K nin bir
cebirsel yari-integral -grupoid ve her acKigin a = R(a)oldugu gosterilmistir.

Teorem 8 in bir sonucu olan sonug 8 de K bir cebirsel dagilmali kafes ise, K nin her a
elemanmin K mn a y1 igeren tiim A-asal elemanlarimin arakesiti geklinde oldugu
gosterilmigtir.

9. Teorem 9 da K bir Nother yan-integral I-grupoid ise, her heK igin R(h)’n
h-¢éziilebilir oldugu ispatlanmugtir.

10. Teorem 10 da K bir cebirsel Artin yan-integral cl-yangrup ise, her heK i¢in
R(h)’ in h-nilpotent oldugu gosterilmistir.

11. Bolim 2.2.3 de bir keyfi dagilmah bir (X, Q w,) (Q, w,)-cebirinin tim (Q, w,)-

ideallerinin (Id(X, Q. w,), —V_Vz) 1, -grupoidinin cl-grupoid oldugu gosterilmistir.
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12. Bolim 2.2.2 de elde edilen asal radikal hakkindaki teorem ( teorem 8) , teorem 8 in
sonuglar, teorem 9 ve teorem 10 bsliim 2.2.3 de dagiimali universal cebirlere, 6zel olarak
halkalara, diferansiyel halkalara, * -halkalara, gruplara ve yan gruplara uygulanmustir.

13. Cebirler ve modiiller teorisinde Nakayama lemmasi ¢ok onemlidir. Teorem 11 de
Nakayama lemmasinin cebirsel kafeslere bir genellestirilmesi ispatlanmigtir.

14. Teorem 12 de L bir A -siirekli modiiler kafes ise, agagidaki iki sartin denk oldugu
gosterilmistir: i) $*(L) =1 ; ii) L bir komplementli kafestir.

15. Teorem 13 de L bir cebirsel modiiler kafes ise agagida verilen ti¢ sartin denk oldugu
ispatlanmugtir: i) F*(L)=1; ii) $*(L)=1; iii) L bir komplementli kafestir.

16. Bir halkanin direkt pargalanmasi ve komaksimal idealleri arasindaki baginti
hakkindaki teorem degigmeli birlesmeli halkalar teorisinde onemlidir. Bolim 2.4 de
bu teoremin integral cl-grupoidler i¢in genellegsmeleri ( birimin direkt pargalanmalar
hakkinda teorem 15 ve teorem 16, komaksimal elemanlar hakkinda teorem 17 ve teorem
18) verilmigtir. Ozel olarak, halkanin direkt parcalanmasi ve komaksimal idealleri
arasindaki baginti hakkindaki teoremler degismeli ve birlesmeli olmayan halkalar ve
diferansiyel halkalar i¢in de dogrudur.

17. Birlesmeli halkalar teorisindeki Krull-Schmidt teoreminin bir benzeri integral
cl-grupoidler igin genellestirilmigtir.

18. 2 ve 3 uzunluklu tiim integral /-grupoidler belirlenmistir.



4. IRDELEME

1. Brouwerian kafesler, A-indirgenemez elemanlar, A-asal elemanlar ve idempotent
elemanlar arasindaki iligkiler.

1972 de P. D. Smith [31] bir Brouwerian kafesinin A-indirgenemez elemanlarim
karakterize etmistir. Elde ettigi sonuglardan bir tanesi de sudur: Eger bir L tam dagilmah
kafesin her elemamni bir A -indigenemez pargalamsa sahip ise, bu kafes brouweriandr.

Bu sonug tezin 2.1.1. bélimiinde teorem 2 nin bir sonucu olan sonug 1 den su sekilde
elde edilebilir: L dagilmali oldugundan dolay1 bolim 2.1.1 deki 6nerme 2 ye gore L nin
keyfi A-indirgenemez elemam A-asaldir. Bundan dolay1 L nin keyfi elemani A -asal
elemanlarin arakesitidir, yani radikaldir. Bolim 2.1.1 deki sonug 1° i kullanarak L nin bir
Brouwerian kafes oldugu elde edilir.

1978 de V. A. Andrunakievi¢ [33] su sonuglan elde etmistir:

i) L bir modiiler cebirsel sag ideal cl-grupoid olsun. L de her elemanin idempotent
olmasi i¢in gerek ve yeter sart her aeL igin a = R(a) dur.

ii) Eger bir kafesin her bir elemam A -indirgenemez elemanlarin (sonlu veya sonsuz) bir
infumumu seklinde ise, kafesin dagilmali olmasi igin gerek ve yeter sart her
A- indirgenemez elemanin A -asal olmasidir.

iii) Kompakt iiretenli( yani cebirsel ) kafesin dagilmali olmast igin gerek ve yeter sart
her A-indirgenemez elemanin A -asal olmasidir.

V. A. Andrunakievi®’in inceledigi problemler tezde sadece yari-integral [, -grupoidler
i¢in incelenmistir. Bundan dolayr Andrunakievi€’in sonuglarim ve tezin buna kargilik gelen
sonuglarini yari- integral J-grupoidler igin kiyaslayacagz.

i) sonucu ile ilgili su kargilagtirmalan yapabiliriz. L bir yari-integral cebirsel /-grupoid
olsun. Bu takdirde boliim 2.2.2 de sonug 6 ya gore asagidaki sartlar denktir:

1) Herhangi acKigin a=a’ dir;

2) Herhangi aeKigin a = R(a) dir.

Bu sonug gosteriyor ki, L nin yar integral olmasi durumunda, Andrunakievi¢’in 1)

sonucundaki modiilerlik sart: fazladr.
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ii) sonucu ile ilgili su karsilagtirmalari yapabiliriz. Boliim 2.1.1 deki 6nerme 2 ye gére L
bir dagimali kafes ise, keyfi A-indirgenemez eleman A-asaldir. Boylece
Andrunakievi¢’in ii) sonucunda “ L dagilmali kafes ise keyfi A -indirgenemez eleman A -
asaldir” gerektirmesinde her bir elemanin A -indirgenemez elemanlarin bir arakesiti olmasi
sartina gerek yoktur.

Simdi ters yondeki gerektirmeyi inceleyelim: “L nin her bir elemam A -indirgenemez
elemanlarin arakesiti geklinde ve keyfi A -indirgenemez eleman A -asal olsun. Bu takdirde

L dagilmali kafestir.” L kafesine (L, A) /,-grupoid olarak bakacagiz. L nin keyfi elemam

A-indirgenemez elemanlarin arakesiti ve keyfi A-indirgenemez eleman A-asal

oldugundan dolay1 L nin keyfi elemam A -asal elemanlarin arakesitidir. Bu takdirde (L, A)
l,-grupoidi boliim 2.1.1 deki sonug¢ 2 ye gore L Brouwerian kafesidir, 6zel olarak L

dagilmalidir.

Bu sonug gosteriyor ki, tezde verilen sonu¢ 1’ i kullanarak, Andrunakievi€’in ii)
sonucuna goére daha iyi ( yani L nin Brouwerian oldugu ) sonug alintyor. ii) sonucundaki
gibi iii) sonucunun “ L dagilmali kafes ise, keyfi A-indirgenemez eleman A -asaldir”
gerektirmesinde cebirsellik sartina gerek yoktur. iii) sonucunun ikinci kism ii) sonucunun
ikinci kismu yardimiyla ispat edilir. Bundan dolay1 bu durumda da L nin Brouwerian
oldugu elde edilir.

2. Asal radikal hakkindaki teorem. 1968 de O. Steinfeld [29] ¢aligsmasinda K yari-

integral J-grupoid ise, K mn yar asal her elemaninin a elemamm kapsayan asal elemanlarin
arakesiti geklinde oldugunu, yani a = R(a) oldugunu ispatlamgtir.

1972 de K Keimel [30] caligmasinda K cebirsel degilse, Steinfeld’in bu sonucunun
dogru olmadigim 6rnek vererek gostermistir ve Steinfeld’in teoreminin cebirsel yari-
integral cl-grupoidler igin dogru oldugunu ispatlamigtir. Keimel’in bu teoremi tezin 2.2.2
boliimiinde verilen teorem 8 ile ilgilidir. Teorem 8 de K bir cebirsel yan-integral /-grupoid
olmak iizere herhangi heK igin s(h)=r(h)=R(h) oldugu gosterilmistir. Aslinda
K Keimel’in verdigi sonug teorem 8 deki herhangi heK icin r(h)=R(h) ifadesi ile
denktir. Yani K bir cebirsel yari-integral /-grupoid olmak iizere K nin herhangi a yan asal
elemamnin a y1 kapsayan asal elemanlarin arakesiti seklinde olmasi i¢in gerek ve yeter sart
her heK i¢in r(h)=R(h) olmasidir. Keyfi bir acK yan asal eleman igin a= R(a)
olsun. heK keyfi alalm. r(h) yan asal oldugundan r(h)=R(r(h))dr. R(h)=~p; ,
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h<p,, p, asal (iel) ve R(r(h))=/]\qj, r(h)Sqj , q; asal (jeJ) olsun. q; ler asal,
r(h)<q ; ve h< r(h) oldugundan her jelJ i¢in h<q; dir. Bundan dolayt
R(h)< NG5 = R(r(h))=r(h) dir. Diger taraftan r(h)<R(h) oldugunu biliniyor. Boylece

r(h)=R(h) elde edilir. Tersine olarak her heK igin r(h)=R(h) olsun. aeK keyfi bir
yar1 asal eleman alaim. Bu takdirde r(a)=R(a) dir. a yan asal oldugundan a = r(a) ve
boylece a = R(a) dir.

3. Cebirsel modiler kafeslerde F(L), F"(L), S(L) ve §” (L) elemanlan arasindaki
baglantilar.

1969 da Bo. Stenstrom[28] calismasinda bir L kompakt tiretenli kafeste F(L)=S(L) ve
F*(L)=5"(L) esitliklerinin saglandifim gostermigtir. M. Stern[32], Bo. Stenstrom [28] n
sonuglarim modiiler olmayan kafeslerin belli bir simfina genigletmigtir.

Bo. Stenstrém[28] in sonuglanm inceleyelim. L bir cebirsel modiler kafes olsun.
Bolim 2.3 deki teorem 11%in iii) kismina gore F(L)= S(L) dir. Boylece F(L)= S(L)
sonucu ilk olarak Bo. Stenstrém[ZS]’i‘m calismasinda verilmigtir. Bo. Stenstrt‘)m[ZS]’ﬁn
elde ettigi F*(L)=S"(L) sonucundan boliim 2.3 deki teorem 13 iin “F*(L)=1 olmas i¢in
gerek ve yeter sart S"(L)=1" sonucu almr. Aslinda Bo. Stenstrom’iin “F*(L)=1 olmast
icin gerek ve yeter sart S*(L)=1” sonucundan Bo. Stenstrom[28] F*(L)=S"(L) sonucu
da teorem 13’e benzer sekilde elde edilebilir.

4. Spec(L) topolojik uzay1.

K bir halka ve L(K), K nin tiim ideallerinin c/-grupoidi olsun.

Birimli, degismeli, birlesmeli K halkalan igin Spec(L(K)) topolojik uzay degismeli
cebirde [44] ve cebirsel geometride [90] gok onemlidir. K mn birimli birlegmeli oldugu
durumda N. Jakobson [78]’un ¢ahsmasinda Spec(L(K))’ mn bir benzeri tanimlanip,
incelenmigtir. Ama Jakobson’un tammladif: topolojik uzay tezdeki Spec(L(K)) topolojik
uzayindan genel halde farkidir. Dj. Khadjiev ve T.M. Shamilev [38] caligmasinda keyfi L
l,-grupoid igin Spec(L) tammlamp, incelenmistir. Tezde verilen Spec(L) topolojik
uzayina ait temel sonuglar [3 8] caligmasinda elde edilmigtir.

5. Max(L(K)) topolojik uzaylar1.
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Bir K birimli halkasinin tiim maksimal ideallerinin kimesini M(K) ile gésterelim. K
birimli oldugundan L(K) bir integral c/-grupoiddir. Bolim 2.1.1 de verilen 6nerme 8’ €
gore K min keyfi maksimal ideali asaldir. Buna gore M(K)c P(K)= Spec(L(K)) dir (
P(K), K mn K dan farkh tiim asal ideallerinin kiimesi).

M(K) kiimesi Spec(L(K)) topolojik uzaymndaki topolojiye gore Spec(L(K))’ mn bir
topolojik altuzayidir. Bu topolojik altuzay M(K) veya Max(L(K)) ile gosteriliyor [44]
Bélim 2.1.1 deki 6nerme 8 e gore Max(L)g Spec(L) topolojik altuzay: keyfi integral /-
grupoid i¢in tammlayabiliriz. Spec(L) topolojik uzaylar i¢in bolim 2.1.2 de alman
sonuglar Max(L) topolojik altuzaylar i¢in de elde edilebilir.

Max(L) topolojik altuzaylan Spec(L) topolojik uzaylar: kadar 6nemli degildir. Buna
ragmen Max(L) topolojik uzaylarna ait bir ¢ok ¢ahiyma vardir. Birimli birlegmeli
degismeli olan K halkalant igin Max(L(K)) topolojik uzaylari degismeli cebirde [44] ve
Banach cebirleri teorisinde tamimlantyor ve inceleniyor.

Birimli f-halkalar igin 1970 yilinda J.R. Isbell ve J.T. Morse’un [46] ¢aliymasinda A
nin tiim maksimal l-ideallerinin kiimesi M(A) sifir-gekirdek topolojiye gore incelenmistir.
A nin tiim J-ideallerinin kimesini L_(A) ile gosterelim. L.(A) kapsama sirasina gore bir
tam kafestir. Bolim 2.2.1 deki énerme 17 kullamlarak L,(A) nim bir integral c/-grupoid
oldugu gosterilir. Bu takdirde 6nerme 8 e gore A nin keyfi maksimal /-ideali LQ(A) nin
asal elemamdir. Bundan dolay1 M(A) ya Spec(L,(A)) topolojik uzaymmn bir altuzay:
olarak bakilabilir. Bu durumda bu altuzayin topolojisi sifir gekirdek topoloji ile gakugir.

R. Isbell ve J.T. Morse’un [46] galismasinda A ve A’ birimli f-halkalari izomorf ise, bu
takdirde onlarin M(A) ve M(A’) uzaylarinin da homeomorf oldugunu gostermiglerdir. Bu
sonug tezdeki 6nerme 15 in bir benzeridir. Onerme 15 in benzeri genel halde L nin keyfi
bir integral /-grupoid olmas: durumunda Max(L) topolojik uzaylan i¢in de dogrudur.

1989 yilinda G. Georgescu ve 1. Voiculescu [47} fg:dilsmasmda, degisméﬁ halkalar ve
daglmali kafesletih Her ikisinde de ok benzer bir sekilde ortaya ¢ikacak bazi sonuglar igin
ortak bir formiil bufrﬂayl amagclamgtir. Bir cebirsel integral c/-grupoidde herhangi bir a
eleman igin (bir halkanin radikal ideallerinin genellestirilmesi olan) a mn radikali olarak a

y1 kapsayan tim maksimal elemanlarin arakesiti ahnmugtir. Bir cebirsel integral cl-
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grupoidde tim radikal elemanlar yardimi ile radikal elemanlarin bir ¢atisimn tammi
verilmis, ve maksimal ideal uzay: ( L nin maksimal spektrumu da denilebilir )

tammlanmustir.

Bolim 2.1.1 de herhengi bir L integral /-grupoidde keyfi acL elemam igin a y1
kapsayan tim maksimal elemanlarin arakesiti F (a) ile gosterildi. L, = facL:a= F(a) }
kafesi de tam Brouwerian kafesidir.

6. Diferansiyel halkalar ve diferansiyel modiiller i¢in Nakayama lemmas.

A. Nowicki [9 1] caligmasinda Nakayama lemmasinin bir diferansiyel benzerinin dogru
olmadigim1 bir diferansiyel halka 6rnegi ile gostermistir. Bu konu hakkinda A. V. Mihalev
ve E. V. Pankratev [45] caligmasinda bilgi vermistir. Ama A. Nowicki’nin [91] makalesine

ulagamadik. Bundan dolay1 A. Nowicki’nin [01] Nakayama lemmasin diferansiyel

benzeri olarak neyi diisindiigiinii bilemiyoruz. Tezdeki teorem 11 e gore Nakayama
lemmas: keyfi cebirsel kafes igin dogrudur. Ozel olarak, Nakayama lemmas: keyfi bir K
diferansiyel halkamn keyfi bir H diferansiyel modiiliiniin tiim diferansiyel altmodiillerinin
L, (H) kafesi iginde dogrudur. Giinkii L, (H) bir cebirsel kafestir.

Bundan dolay: bu durumda ortaya gikan bu geliskinin nedeni heniiz belli degildir.



5. SONUCLAR
Bu tezde elde edilen en 6nemli sonuglar asagidakilerdir.
Bolim 2.1.1 de:

1. Bir L /, -grupoidin keyfi elemam radikal ise, L nin bir tam Brouwerian kafesi ve
keyfi a,beLigin ab =a Ab oldugu gosterildi.

2. Keyfi bir L [, -grupoid igin Spec(L) asal spektrum topolojik uzay1 tanimland: ve
Spec(L) topolojik uzaylarinin tim 7 -topolojik uzaylann igerisinde yeri belirlenmigtir.
Ozellikle, keyfi bir X T, -topolojik uzayin tiim agik kiimelerinin (L,(X), A) l-grupoidi
yardimiyla Spec(L,(X)) topolojik uzay1 ve X in dengeli kabugu tanimlanip, X in dengeli
kabugu ile X arasindaki iligkiler incelendi.

Boliim 2.1.2 de:

3. Keyfi bir L cebirsel /- grupoid i¢in asal radikal hakkinda bir genel teorem elde edildi.
Bu teoremin dogru oldugu iiniversal cebirlerin bir dogal sinifi belirlendi. Ozel olarak,
bu genel teorem simdiye kadar yapilan (niversal cebirlerin farkli simflan
( halkalar [18], [81],[82],[92], yangruplar [22], [92], gruplar [20], [21] diferansiyel halkalar
[23],[24],[25], [26] ve *-halkalar [27] ) icin asal radikal ile ilgili bir gok caligmanin
sonuglarin kapsar.

Boéliim 2.3 de:

4. Modiiller i¢in verilen Nakayama lemmasinin cebirsel kafeslere bir genellegsmesi

teorem 11 de verildi.

5. Bir cebirsel modiiler kafeste tiim koatomlarm arakesiti F(L), tiim atomlarin toplami
F*(L), tum kigik elemanlarin toplam: S(L) ve tim biyiikk elemanlarin arakesiti
S*(L) elemanlan igin 1) F(L)=0; 2) F'(L)=1; 3) S(@L)=0; 4) $*(L)=1 sartlan
arasindaki iligkiler belirlendi.

Bolum 2.4.1 de:

6. Herhangi bir integral c/-grupoidde birimin direkt pargalanmalan ve komaksimal

elemanlar hakkindaki teoremler elde edildi.
7. 2 ve 3 uzunluklu integral /-grupoidler tam olarak belirlendi.



6. ONERILER

1. K bir halka ve L(K), K halkasinin ideallerinin c/-grupoidi olsun. Birimli, birlesmeli
ve degismeli olan K halkasi igin Spec(L(K)) topolojik uzayr cebirsel geometride,
schemeler teorisinde ¢ok Onemlidir. Birimli birlesmeli fakat degigmeli olmayan bir K
halkas1 igin Spec(L(K)) topolojik uzayr degismeli olmayan cebirsel geometride 6nemli
olabilir.

Bir X T;-topolojik uzaymin Spec(i(X)) dengeli kabugu, genel topolojide Gnemli
olabilir.

2. Omek 9 da bir G grubunun tim normal altgruplannm N(G) /,-grupoidinin

cl-grupoid oldugu elde edildi. G. Birkhoff'un [48] kitabinda N(G) nin sadece /-grupoid
oldugu gosterilmigtir. Onerme 17 nin farkh iiniversal cebirlere benzer sekilde uygulamgi
6nemli olabilir.

3. [lhalkalar, grup ve yangruplann halkalar iizerindeki hareketleri i¢in asal radikal
hakkindaki teoremin bir benzerinin yapilmasinda asal radikal hakkinda verilen teorem 8,
teorem 8 in sonuglan, teorem 9 ve teorem 10 6nemli olabilir.

4. Teorem 11 6zel olarak diferansiyel modiiller igin Nakayama lemmasmnin diferansiyel
varyantim yapmakta Onemlidir. Gruplar, diferansiyel cebirler, *-halkalar ve farkh
iiniversal cebirler igin Nakayama lemmasinin benzerlerini yapmakta Teorem 11
kullamilabilir.

5. Diferansiyel halkalar, * -halkalar, /-halkalar ve gruplarnn halkalar tzerindeki
hareketleri igin Weddenburn- Artin teoreminin benzerlerini yapma ¢aligmalaninda, béliim
2.3 de verilen F(L), (L), S(L) ve S*(L) elemanlanmin aralarnda bulunan baglantilar
onemli olabilir.

6. Tezin genel bilgiler bolumiinde bahsedildigi gibi /-monoidler ile Fuzzy cebirinde
tammlanan f-normlar ve genellestirilmis 7normlar arasinda yakin iligkiler vardir. Bu
sebeple burada elde edilen teorem ve sonuglar Fuzzy cebirinde de 6nemli olabilir. Ozel
olarak, genellestirilmis t-normlanin  direkt pargalanmalarim bulma  yoniindeki
aragtirmalarda bolim 2.4.1 de elde edilen birimin direkt pargalanmalan hakkindaki
teoremler 6nemli olabilir.
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7. Degismeli ve birlesmeli olmayan halkalar, diferansiyel halkalar, gruplar ve
grupoidler igin Cin kalan teoreminin benzerlerinin yapiminda, bolim 2.4.1 de elde edilen
komaksimal elemanlar hakkindaki teoremler 6nemli olabilir.

8. Birimli basit halkalar aslinda ideallerinin c/-grupoidi B, ye esit olan halkalar olarak
tammlanabilirler. B, uzunlugu 1 olan tek cl-grupoiddir. Birimli halkalarin sinifinda basit
halkalardan sonra birinci sirada ideallerinin c/-grupoidinin uzunlugu 2 veya 3 olan halkalar
gelir. Bundan dolay1 2 ve 3 uzunluklu integral /-grupoidlerin tam olarak belirlenmesi
halkalarin siniflandiniima problemlerinde 6nemli olabilir. Bu sonuglar diferansiyel
halkalar, gruplar ve farkli iiniversal cebirlerin siniflandirilma problemlerinde onemli
olabilir.

9. Tez ¢aligmalan stirecinde ¢éziimi yapiimayan agagidaki problemler ortaya ¢ikmustir:

Problem 1. Teorem 10’ un birleymeli olmayan artin J-grupoidlere genellegsmesi.

Problem 2. ideallerinin cl-grupoidi L(Cz, 1) olan birimli, birlegmeli ve degismeli
halkalarin belirlenmesi.

Problem 3. Belirlenen 2 ve 3 uzunluklu tiim /-grupoidlerden hangilerinin birimli
halkalarin ideallerinin /-grupoidi seklinde oldugunun incelenmesi.

Problem 4. Grupoidler i¢in Problem 3’iin benzeri.

Problem 5. Gruplar i¢in problem 3’iin benzeri.

Problem 6. Ornek 9 da bir G grubunun tiim normal altgruplanmin N(G) kiimesinin
cl-grupoid oldugunu gésterdik. N(G) cl-grupoidi integral olacak gekilde tiim G gruplarinin

bulunmas: ilgingtir.
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