KARADENIZ TEKNIK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

IKI YANSITAN BARIYERLI YARI-MARKOV
RASTGELE YURUYUS SURECH

Sema DIKMENOGLU

Karadeniz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiistince
“Doktor”

Unvani Verilmesi i¢in Kabul Edilen Tezdir

Tezin Enstitliye Verildigi Tarih : 13. 06. 1997
Tezin S6zIi Savunma Tarihi  : 26. 09. 1997

N
so \ﬁ
Tez Damigmani : Dog. Dr. thsan UNVER

Jiri Uyesi : Dog. Dr. Tahir A. KHANIEV ﬂ?@ﬁ

Jiiri Uyesi : Dog. Dr. Fikri OZTURK

Enstitii Mildiirdl : Prof. Dr. Fazli ARSLAN

Haziran 1997

TRABZON

o R BERETIM KURULD



ONSOZ

Bu caligmada “Iki Yansitan Bariyerli Yari-Markov Rastgele Yiiriiyiis Stireci” olarak
adlandirilan bir stokastik siireg ele alinmig ve detayl bir bigimde incelenmistir. Tezin konusu
Azerbaycan Cumhuriyeti Bakii Devlet Universitesi 6gretim tiyesi Sayin Dog. Dr. Tahir A.
KHANIEYV tarafindan koyulmustur.

Doktora tezi damigmanligimi islenerek caligma sliresince yardimlarini esirgemeyen
Sayin Dog. Dr. Thsan UNVER’e, konunun hazirlanisinda her tiirlii yardimda bulunan Azer-
baycan Cumhuriyeti Bakii Devlet Universitesi &gretim tiyeleri Saym Prof. Dr. Tamilla H.
NASIROVA’ya ve Sayin Dog. Dr. Tahir A. KHANIEV e en icten duygularimla tesekkiir eder,
saygilar sunarim.

Ayrica degerli Oneri ve yardimlarindan dolay1 Sayin Ars. Gor. Dr. Selahattin MA-
DEN’e ve Saymn Ars. Goér. Dr. Halim OZDEMIR’e, tezi bilgisayarda yazarken bilgisinden
yararlandifim Sayin Ars. Gér. Zafer KUCUK’e ve doktora stiresince gosterdigi sabir ve deste-
ginden dolay1 esim Ogr. Gor. Taylan DIKMENOGLU’na da tesekkiir ederim.

Trabzon, Haziran 1997 Sema DIKMENOGLU

I



ICINDEKILER

Sayfa Numaras

ONSOZ .ottt sae s sne I
ICINDEKILER  ...oootiiiiniiiniieiiciisississsssssss st sss s I
OZET  oteeeeeeeeeie ettt e sttt st b st v
SUMMARY oottt siesesssessee et essessaseebe s s asessesaesansessensas \%
SEKIL LISTESI oottt iesve ettt sbe s VI
SEMBOL LISTESI oottt et asb e VIII
1. GENEL BILGILER  .....ooviiiceteeeeeeeveseete et sesssesesssse s sessenensens 1
1.1. Giris ve On Bil@iler ....cocooveiiveveeecieecreeeeeiesnte e seesss e seesessseseseesens 1
1.2. Literatlir ATaStIMASL ..cccceeevureerrerriirrentenireseenenraretesrenssesessessessessesnees 5
2. YAPILAN CALISMALAR.....ccccorvtirtrnteretrntesenenieeeeeetessestesessssnssessanne 26
2.1, Fiziksel MOdEl ...cociiiiiiiiiiiienietertecteseet ettt e asete st sae e 26
2.2. Siirecin Matematiksel Kurtlugu ..c..cccccevevnencenineninercnneeeeeeeneas 27
2.3. Stirecin Agafi Yansitan Bariyerden Ardigik Yansima Anlarinin

Kurulmas: ve INCEIENMEST .....ov.vvvveerveeireeerereieceseiesesseseeee s 30
2.4. Sirecin Bir Boyutlu Dagilim Fonksiyonlarinin Belirlenmesi ............ 45
2.5. Stirecin ErgodikIifi.......ccceverireeerinerentrernnienirnsiens s eseeseeenssesessenns 51
2.6. Stireg Igin Limit TEOTEM .voveveviveeeveieeeereieeieeseeseee e eeeeseesesanes 64
2.6.1. Stirecin ve Siire¢ Dizisinin Kurulugu .....cccceeceevvirennienreeceeeiereeenns 64
2.6.2. Limit TEOTCIMI ..ueevveriecerririirerinieietrtenteeeeeresaeeeseeaeesesessssersseesees 75
3. SONUCLAR VE BULGULAR ..cooirieririereieeetee e 81
4, IRDELEME ..ottt 83
5. ONERILER oottt ettt enes s 85
6. KAYNAKLAR ottt ettt 86
7. OZGECMIS ettt eea e 92

I



OZET

Ozellikle stok kontrol, kuyruk ve giivenilirlik teorilerinin pek ¢ok 6nemli problemi, iki
bariyerli rastgele yiiriiyiis siirecleri yardimiyla ifade edilir. Hem teorik hem de pratik yonden
dnemli olmasindan dolayi, bu siiregler hakkinda pek ¢ok ilging caligma yapilmigtir. Fakat bu
calismalarin ¢ogu, sonlu durum uzayina sahip rastgele yliriiylis stiregleri i¢in sinir-deger prob-
lemlerine aittir. Sinir-deger problemleri 6nemli olmasina ragrﬁen, ele alinan siireclerin kendi
karakteristiklerinin incelenmesi de 6nemlidir. Bu konuda da baz ¢aligmalar mevcuttur. Ancak
bu caligmalar1 daha da ilerletmek gerekliligi vardir. Ozellikle bariyerlerin her ikisinin de yan-
sitan olmasi durumunda, rastgele ylirliylis siiregleri daha az incelendiginden, bu siireglerin
kurulmasi ve incelenmesi hem teorik hem de pratik yonden 6nemlidir. Bundan bagka, rastgele
yiirltyli siireclerinin yerine, bunlardan daha genel bir sinif olan yari-Markov rastgele ytiriiylis
stireglerine bakmak daha ilgingtir.

Hazirlanan bu caligmada, 0 (sifir) ve B (B > 0)-seviyelerinde iki yansitan bariyere sahip
yari-Markov rastgele ylirliyiis siireci X(t) ve bu siirecin 6énemli bir sinir fonksiyonali olan,
stirecin ilk kez asag1 yansitan bariyerden yansima ami T, matematiksel olarak kurulmusg, T,
rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu ve momentleri i¢in agik formiiller verilmigtir. X(t)

slirecinin bir boyutlu stasyoner olmayan dagilim fonksiyonlar: bir {Tn}m yenileme stireci ve

bir {Yn }m rastgele ylirliylis stirecinin belli olasilik karakteristikleri yardimiyla ifade edilmistir.

Stirecin iki sigrama ami arasindaki siirenin iistel ve Erlang dagilimina sahip olmasi durumla-
rinda, X(t) siirecinin bir boyutlu dagilim fonksiyonu i¢in agikar bir formiil verilmigtir. Ayrica,
en genel sartlar altinda, X(t) siireci igin ergodik teorem ispatlanmis ve silirecin en genel ergodik

dagilim fonksiyonu, {T }m ve {Yn}m stireclerinin olasilik karakteristikleri yardimiyla ifade

n

edilmistir. Son olarak, ele alinan stiirecin dizisi i¢in limit teoremi ispatlanmigtir.
Anahtar Kelimeler : Stokastik Siireg, Rastgele Yiirllylis Siireci, Yenileme Siireci, Yar-

Markov Rastgele Yiiriiyiis Siireci, Yansitan Bariyer, Tutan Bariyer, Laplace Doniistimii, Ustel

Dagilim, Erlang Dagilimi, Ergodik, Limit Stireci.
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SUMMARY

The Semi-Markov Random Walk Process With Two Reflecting Barriers

In particular, a number of very interesting problems of stock control, queuing and relia-
bility theories can be expressed by means of random walk processes with two barriers. Nume-
rous studies have been done about these processes because of their theoretical and practical
importance. But most of these studies belong to the boundary-value problems for the random
walk processes which has a finite state space. The boundary-value problems are important, so
are the investigation of proper characteristics of processes at hand. For this reason although
there are some studies on proper characteristics of random walk processes with two barriers,
more detailed studies in this field have to carried out. In particular, random walk processes
with two reflecting barriers are not studied well. Therefore, it is necessary to construct and
investigate this process since it has theoretical and practical importance. Moreover, it is more
interesting to look at semi-Markov random walk processes that is a general class instead of
random walk processes.

In this study, the semi-Markov random walk process X(t) that has a denumerable space

with two reflecting barriers on the 0(zero)-level and on the B (B > 0)-level and the important

boundary functional of it, T, -the first reflection moment of the process from the lower reflec-

ting barrier are constructed mathematically, explicit formulae are given for the moment gene-
rating functions of t,. One dimensional non-stationary distribution functions of X(t) are exp-

ressed by means of the probability characteristics of a renewal process {T }m and a random

n

walk process { Y, }n20 . In the special cases in which the duration between two jump instants has

exponential or Erlang distributions explicit foﬁnulae are obtained for one dimensional distri-
bution functions of X(t). Furthermore, under the most general conditions, the ergodic theorem
for the process X(t) is proved and the most general ergodic distribution function of the process
X(t) is given by means of the probability characteristics of the processes {Tn} , and {Yn}

n n2o "

Finally, the limit theorem is proved for the sequence of the process mentioned earlier.

Key words : Stochastic Process, Random Walk Process, Renewal Process, Semi-Markov
Random Walk Process, Reflecting Barrier, Delaying Barrier, Laplace Transform, Exponential

Distribution, Erlang Distribution, Ergodic, Limit Process.
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1. GENEL BILGILER
1.1. Giris ve On Bilgiler

Olasilik teorisinde stokastik kavrami ilk kez bu teorinin kurucularindan olan J.
Bernovilli (1654-1705) tarafindan kullamlmaya baglanmistir. Sonra bu kavram bir siire
unutulmus olmasina ragmen iinlii olasilik¢1 V. Bortkiyevig’in (1868-1913) biiyiik katkisiyla
yirminci asrin baglarinda yeniden kullaniimaya baglanmustir.

Stokastik siire¢ kavramu ise sistematik olarak A. N. Kolmogorov ve A.Y. Hingin
gibi linlli olasilikgilar tarafindan ortaya konulmus ve bu alanda ilk-esasli sonuglar elde
edilmeye baglanmistir. A. N. Kolmogorov giintimiizde “Markov tipli siire¢” olarak adlandi-
rilan stokastik stireclerin esaslarini ortaya koyarken A.Y. Hingin caligmalarinda “stasyoner
siiregler” olarak adlandirdig: stokastik siiregler lizerinde galigmalar yapmistir. Cagimizda
stokastik stireglere iliskin problemlere biiyiik ilgi gosterilmektedir. Bu alanda emegi gecen
bilim adamlar1 arasinda N. Wiener, W. Feller, J. Dobb, R. Fisher, J. Newmann ve H.
Cramer gibi olasilik¢ilarin isimlerini anabiliriz.

Simdi, ¢alismada ge¢en bazi tanim ve kavramlari verelim.

Bir (QQ,F,P) olasilik uzay verilsin. X:Q — IR &lglilebilen bir fonksiyon yani, her
x €IR igin {0 : X(0) £ x} €F ise X e bir boyutlu rastgele degisken ve

F(x):=P{o : X(0) <x} =P{X <x}
olasilik fonksiyonuna X rastgele degiskeninin daguim fonksiyonu denir.

teTcIR” igin X, ler aym bir olasilik uzay: tizerinde tanimh rastgele degiskenler
olmak lizere, {X, : t €T} ailesine bir stokastik siire¢ (kisaca siireg) denir ve X(t) ile de
gosterilir. Buradaki t parametresi zaman olarak diisiiniilebilir. T kiiniesi sonlu veya say1-

labilir ise stirece diskret zamanl stokastik siire¢, T kiimesi bir aralik (sonlu veya sonsuz)

ise stirece siirekli zamanl stokastik siire¢ ad1 verilir.
n=2,3,... olmak lizere, t, <t, <...<t, Ozelliini saglayan t,, t,, ... ,t, €T leri¢in
X, ~ X, Xy, = Xy5 - X, — X, rastgele defiskenleri bagimsiz ise X(t) siirecine ba-

Simsiz artimli siire¢ denir.



X,y €IR olmak iizere, yinet, < t; <...<t, Ozelligini saglayan t,, t, ... ,t, €T ler

icin
PX, <¥IX,, =% X, =X, s X, =X, X, =X} = P{X, <y | X, =]

esitligi her x,_,, ... , X, €IR igin saglamyorsa X(t) stirecine bir Markov siireci denir. Bu
durumda, t,, t, €T ve t, < t, olmak lizere,

F(t,,%,t,,y):= P{X‘Z <ylX, = x}
dagilim fonksiyonu t <t, olan t €T ler igin X, degerlerinden bagimsizdir. Eger bu fonk-
siyon sadece t =t, —t, farkina bagli ise X(t) Markov siirecine homojendir denir.

X, (i €IN) rastgele degiskenleri bagimsiz ve aym dagilima sahip olmak iizere,

Y, = ZXi ile tamiml {Y, : n € IN} ={Y, } . stirecine

i=1
a) X, ler pozitif degerli ise, bir yenileme siireci,

b) X, ler hem pozitif hem de negatif degerli ise, bir rastgele yiiriiyiis siireci denir.

t eIR olmak ilizere, asagidaki kosullar: saglayan W(t) stirecine bir Wiener siireci
denir:

1) W(0)=0,

2) s<t igin W(t)~W(s) ~ N(0,6°(t—5)) (o’ bir sabit),

3) W(t) stireci bagimsiz artimlidir.

Diskret zamanl bir Markov siirecine, Markov zinciri denir. Yani,
PIX, = 51 Xy =iy Xy = Xpuzs s Xy =% Xy =%} = P{X, =] X,y =} =B
esitligi her x,_,, ..., X, €IR igin saglaniyorsa {X, : n eIN} = {X } .\ siirecine (dizisi-
ne) bir Markov zinciri ve P; ye de i durumundan j durumuna bir adimda gegis olasihig

denir.

Simdi bir {X, }, Markov zinciri verilsin.

= P{X, = X # e, X ] X =i



Py(n):= P{X,, = 1 X, =i

olmak iizere

= ifﬁ (), Ry:= zw:nfii (n)= ipﬁ (n)
n=| n=l

’ n=1

tammlansin. F,, baslangigta i durumunda olan zincirin eninde sonunda i durumuna gelme
olasithigidir. R;; ye i durumunun ortalama tekrarlama zaman denir. Eger

1) F; =1 ise i ye tekrarlanan durum denir.

2) i tekrarlanan durum ve R, = +oo ise i ye sufir (null) durum, R, < ise i ye
stfir olmayan ( non-null) durum denir.

3) Pi(n)>0, P;(n,)>0,... v¢e n,>n,>. olan nj,n,,.. saylan igin
d, =(n,,n,, ...)>1 ise i ye d, periyodlu periyodik durum, d. =1 ise i ye periyodik ol-

mayan durum denir. (Buradaki parantez, i¢indeki sayilarin en biiylik ortak bélenidir).

Bu tanimlardan s;)nra, simdi ergodik durumu tanimlayabiliriz.

Tekrarlanan, sifir olmayan ve periyodik olmayan bir duruma ergodik durum denir.

Bir Markov zincirinin ergodikligi, biitiin durumlarinin ergodik olmas: ile tanim-
lanir. Bir Markov stirecinin ergodikligi ise asagidaki gibi verilir:

X(t) bir Markov stireci olsun. f(x) sinirli, 6l¢tilebilir bir fonksiyon olmak iizere,
T

lim | fX(H)dt

Tow 0

limiti mevcut, sonlu ve rastgele degisken degil (yani X(0)=z ve t degerlerinden bagimsiz)
ise bu X(t) Markov slirecine ergodiktir denir ve bu limit degerine de siirecin en genel
ergodik dagilim fonksiyonu adi verilir.

Bir Markov siirecinin ergodik olmasi i¢in, bu siiregten ergodik bir Markov zinciri-

nin inga edilebilmesi gerekir. Ancak bu yeterli degildir (bkz. [5], sh. 243).

{X, }.an Tastgele degisken dizisi ve X rastgele degigkeni ayni bir (Q,F,P) olasilik

uzay1 lizerinde tamimli olsun. Bunlarin dagilim fonksiyonlarini sirasiyla F, (x) ve F(x) ile

gosterelim ve asagidaki kavramlar: verelim:



Dagilima gore yakinsaklik:

Eger F,(x)——z>F(x) ise {X,},,n rastgele degisken dizisi X rastgele degiske-
d
nine daguluma gore yakinsaktir denir ve X, (0) ————> X(o) seklinde yazilir. Bylece,

¢
X (@) —— X(0) & FE)——FX)

‘o P{Xn(co) < x}——n_)T—)P{X(co) < x} .
Bir {X, (1)} ,qy slire¢ dizisinin bir X(t) siirecine dagilima gore yakinsamasi da ben-

zer sekilde tanimlanir. Bu durumda X(t) ye, {X, (t)},ay stire¢ dizisinin dagilima g&re limit

siireci denir.

Olasiliga gore yakinsaklik:

Eger her €>0 igin P{Xn(m) > s}—m—ﬂ((m) ise {X,},qn rastgele degisken
P
dizisi X rastgele degiskenine olasiiga giére yakinsaktir denir ve X (©)——> X(®)

seklinde yazilir. Boylece,

P
X, (@) ———>X(@) : V& >0 igin P{Xn(co)>8}—n:w—>X(m).

1 olasilig1 ile yakinsaklik:

p
Eger dlgiisii sifir olan bir kiimenin disinda X, (0)——=>> X(0) ise {X,},ax

rastgele defisken dizisi X rastgele degiskenine I olasuigr ile yakinsaktir denir ve
1

X (@) ——>X(©) seklinde yazilir. Boylece,
1

X (@)—>X(0) 1< P(N) =0 olan IN c Q 8k. Voo e Q/N igin

Xn(o‘))__,::,o—) X(w).

Ortalama karesel yakinsaklik:

E[ | X, (o) - X(w)P }—63«?—) 0 ise {X,},qn rastgele degisken dizisi X rastgele
degiskenine ortalama karesel yakinsaktir denir.

Olasiliga gore sinirhilik:

Ve >0 veVn1 igind M > 0 6k. P{|X,,(m)| < M} >1-¢

ise {X,},an rastgele degisken dizisi olasuiga gore sinirlidir denir.

Bir {X,(t)},y stre¢ dizisinin olasiliga gore sinirli olmasi da benzer sekilde tanim-

lanir.”



1.2. Literatiir Aragtirmasi

Bu calismada, stokastik stireglerin dnemli bir kismini olusturan “Iki Bariyerli
Rastgele Yiiriiyiils Siiregleri”nin 6zel bir durumu olan “Iki Yansitan Bariyerli Yari-Markov
Rastgele Yiiriiylis Stireci” ele alinmistir. Bu nedenle 6nce, yari-Markov siireglerinin ve
yari-Markov rastgele yiiriiyiis siireclerinin son yillardaki gelisimini kisaca verelim.

Yari-Markov rastgele yiirityiis stiregleri, yari-Markov siireclerinin 6zel bir durumu-
dur. “Yan-Markov Siireci” kavrami ilk kez, birbirinden bagimsiz olarak ve hemen hemen
ayni zamanlarda, {inlii olasilikgilar Levy [1], Smith [2] ve Takacs [3] tarafindan verilmistir.

Bu tanimlardan Levy’nin 1954 yilinda vermis oldugu tanimi kisaca verelim:
X, (w)stirecinin durumlar uzay: {0,1,2,...} olsun. Eger X (w) stirecinin gegis olasi-
liklar1 agagidaki fonksiyonlar ailesi ile belirlenirse, bu siirece bir “pari-Markov siireci”

denir:
£ (i, j,u) = P{sk_,(co) L1 (e, (@) < u; £, (@) = i} = 0,12,.,8 ,
burada €, (0), k.sigramada sistemin durumu ve %, (k), k.sigrama an1 olmak tizere

T (8 (@) = X, (kK + 1) -7, (k)

dir. Bu siirecin goriiniiglerinden bir tanesi Sekil 1 de goriilmektedir.

X, (0),
i (@)F : :
e (@)t ; e
% (K) 2+ Tt

Sekil 1.Yari-Markov siirecinin bir goriiniisii

Fakat bu tamimda, durum uzay1 sonlu elemanli oldugundan ve sigrama anlar fizik-
sel olarak belirlenebildiginden, bu tanimin genellestirilmesi ve matematiksellestirilmesi
geregi vardi. Bu nedenle Cinlar [4], Gihman ve Skorohod [5], Serfoza [6], Ezhov ve Ko-

roljuk [7], caligmalarinda “genel durum uzayina sahip yari-Markov siireci” tanimlarim



vermigler ve bylece yukaridaki tamimi genellestirmislerdir. Bu tammlardan Gihman ve

Skorohod’un vermis oldugu tanimi 6zetleyelim:

(Q,F,P,), xeX, olasilik uzaylan ailesi ve bir (,0,P,) olasilik uzayinda bir
{xn (@);n= 0,1,2,...} Markov zinciri verilsin. Bu zincirin, P, {Xo (@) = x} =1 olmak fize-

re, durum uzayr (X,B) ve gegis olasilign n(x,B) dir. Kabul edelimki n,(®),n,(®),...
bagimsiz, aym tiir dagilima sahip ve .{Xn (w); n= 0,1,2,...} ailesinden [0,1] de diizglin da-
g1lima sahip rastgele degiskenler dizisi olsun. Her x,y € X igin F, (1), herhangi bir ne-
gatif olmayan rastgele degiskenin dagilim fonksiyonu olmak tizere, [0,1] de 6yle bir negatif
olmayan ¢, (t) fonksiyonu belirleyelimki, ¢, (§) nin [0,1] de dagilm fonksiyonu
F,,(t) olsun (burada &, [0,1] de diizglin dagilima sahip bir rastgele degiskendir). Bu tak-
dirde
T = P, x, (M)

olmak tlizere
k-1 k 0
X(t) =X, (), eger Z’Ci S‘£<Z'ci ise Z:=0
i=1 i=1 I

ile tammlanan X(t) siirecine bir “yari-Markov siireci” denir. Bu siirecin goriiniislerinden

bir tanesi Sekil 2 de gériilmektedir.

X(t) A
Xk“l(m)- : :
MNk-1 M,
—>
h: UPY —
o T, T, T, PoT AT TRLAT, Tt
N N

Sekil 2. Yari-markov siirecinin bir gériiniigii

Yari-Markov stirecinin diger bir tanimini da Shurenkov [8] 1987 yilinda vermis ve

bu tamimin, Gihman ve Skorohod’un vermis oldugu tamima denk oldugu g6sterilmistir.



Nasirova [9] ise 1970 yilinda, Skorohod’un vermis oldugu “yari-Markov slireci”
kavramimn 6zel bir durumu olan “yar1-Markov rastgele yiirtiyiis stireci” kavramin su sekil-

de vermigtir:

{(&i,ni) ;1= 1,2,...} bir (,F,P) olasilik uzay {izerinde tanimli, bagimsiz, ayn tiir

dagilima sahip bir rastgele degiskenler ¢ifti dizisi ve &, ler pozitif degerli olsun. Bu takdir-
de

X(t)=>n;,eger T, <t<T,, ise ; T,:=>&,n21; T;:=0
i=1 i=l

ile tanimlanan X(t) siirecine bir “pari-Markov rastgele yiiriiyiis siireci” denir. Bu siirecin

goriiniislerinden bir tanesi Sekil 3 de goriilmektedir.

A

X(t)
m+ le( L{ PP M
T]erl BRI ___d A R
0 T T, T, T, T,: g t
' iTla §ﬂ5
2 5

Sekil 3. Yari-Markov rastgele yiiriiyiis siirecinin bir gériiniisii

Nasirova, bu sekilde insa ettigi stirecin dagiliminy, siirecin supremumunun dagilimi-
n, stirecin verilen bir seviyeye ilk defa ulasma ani ile sigrama anlarinin birlesik dagilimin,
stirecin supremumu ile infimumunun birlesik dagilimini ve siireg igin limit teoremlerini
calismugtir.

Yan-Markov stiregleri ile ilgili pek ¢ok 6nemli problem, Borovkov [10,11,12],
Koroljuk ve Turbin [13], Cinlar [4,14,15], Takacs [3,16], Koroljuk ve Pirliev [17], Tomko
[18], Smith [2,19,20], Spitzer [21,22], Feller [23,24], Anisimov [25,26], Gnedenko ve
Kovalenko [27], Shurenkov [28,29,30], Koroljuk, Brodi ve Turbin [31], Harlamov [32,33],

v.s. ¢alismalarinda detayli olarak incelenmistir.



Stokastik stireglerin esas sinir fonksiyonallerinin incelenmesi de énemli problem-
lemlerden biridir. Bu konuda ilk c¢alismay1 Spitzer [22] );apm1§t1r. Onun caligmalarini
Rogozin [36] aymi ¢aligmalari, artimlar1 bagimsiz olan siiregler i¢in de genellestirmistir.
Gusak [37] sigrama ant ve degerinin birlesik dagilimi i¢in genel sonuglar elde ederken
Gusak ve Koroljuk [38] stirecin degerinin ve supremumunun birlesik dagilimim vermigtir.
Baxter ve Donsker [39] ise simetrik siire¢lerin modiiliiniin maksimumunun dagilimim elde
etmigtir. Sigramalarinin igareti aym olan siirecler ile, Skorohod [40] ¢alismaya baglamig ve
bu stireglerin karakteristikleri ile, verilen bir seviyeye ilk kez ulagma aru arasindaki iligkile-
1i ortaya koymustur. Borovkov [12] ve Zolotorev [41] sigramalarinin isareti aym, artimlari
bagimsiz olan siireglerin, verilen bir seviyeye ilk kez ulasma aninin dagilimi ile, siirecin
degerinin dagilimi arasindaki iligkileri vermislerdir. Levy [1] ise aymi siirecin deZerinin
infimumu ve supremumunun birlesik dagilimini elde etmistir.

Incelenen bu tip siiregler, stokastik stireclerin yeni tiplerinin ortaya ¢ikmasina neden
olmustur. Ornegin Ezhov [42] “yari-Markov karisimli Markov siiregleri” olarak adlandiri-
lan stokastik stiregler sinifini ortaya koyarken Pyke ve Schaufele [43] “Markov yenileme
stirecleri” kavramini ortaya koydular ve incelediler.

Ayni yillarda, yari-Markov rastgele yliriiylis stireglerinin ¢aligilmasiyla paralel ola-
rak, bu stireglerle ilgisi olan ve “yari-siirekli (yani pozitif ya da negatif akimli (meyilli))
yari-Markov siireci” olarak adlandirilan 6zel bir stokastik siiregler simfi ¢alisiimaya baglan-
di. Simdi bunlardan bir kag tanesini §zetleyelim.

Dzhafarov ve Skorohod [44] asagidaki siireci ele almislardir:

{(éi,ni) ;1= 1,2,...} bir (Q,F,P) olasilik uzay: lizerinde tamumli, bagimsiz, ayni tlir
dagilima sahip bir rastgele degiskenler ¢ifti dizisi ve &,, n; ler pozitif degerli olsun. Bu
takdirde, g(t) yari-Markov rastgele yiiriyiis slireci, yani

g(t)=2n,~ seger T <t<T,, ise; T = Z&i, nx1; T;:=0

i=1 i=]
olmak iizere
XMt)y=z+g(t)—-t,egerT, <t<T,, ise,
ile tamimlanan X(t) stirecine “negatif akimli (meyilli), pozitif sicramalr bir yari-Markoy

siireci” denir. Burada z2>0, siirecin baglangigtaki durumudur. Bu tip siireglerin esas



olasilik 6zellikleri incelenmistir. Bu siirecin goriintislerinden bir tanesi Sekil 4 de goriil-

mektedir.

Sekil 4. Negatif akimli, pozitif sigramali yari-Markov

;L stirecinin bir gériintisii

s

Ahmedova [45] ise asagidaki slireci ele almigtir:

{(&i,ni) ;1= 1,2,...} bir (4, F,P) olasilik uzay: tizerinde tanimli, bagimsiz, aym tiir

dagilima sahip bir rastgele degiskenler ¢ifti dizisi ve &; ler pozitif, n; ler negatif degerli

olsun. Bu takdirde, yine ¢(t) yari-Markov rastgele yiiriiyiis siireci olmak iizere
X)=z+t-c(t)=z—(c(t)~t), eger T, <t < T, ise,

ile tanimlanan X(t) slirecine “pozitif akimli (meyilli), negatif sicramalr bir yari-Markov

sireci” denir. Burada daz 2 0, siirecin baglangictaki durumudur. Bu tip siireglerin de esas

olasilik 6zellikleri incelenmigtir. Bu siirecin goriiniislerinden bir tanesi Sekil 5 de goriil-

mektedir.

X(t)4

N
=

v

o
!

Tz/ T3/ T, t

Sekil 5. Pozitif akimh, negatif sigramali yari-Markov siirecinin bir gériiniisii
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Yari-Markov rastgele ylirliyli siiregleri ile ilgili fakat daha karmagik olan siireg-
lerden biri de “yar1-Markov toplam rastgele yiiriiyiis siireci” olarak adlandirilan bir siiregtir.
Bu stire¢lere drnek olarak, Nasirova [9] nin ele aldig: bir siire¢ gosterilebilir. Simdi bu

siireci dzetleyelim:

{(é‘,;‘,n;‘,éi’,n{ );i= 1,2,...} bir (€, F,P) olasilik uzay: tizerinde tamimli, bagimsiz,

aym tiir dafilima sahip bir rastgele degiskenler dortliileri dizisi ve &} ,Ni L& ler pozitif,

n; ler negatif degerli olsun. Bu takdirde

X"M)=).nf, eger T, <t<T}, ise; T,:=> & ,n21; T;:=0,
' i=1

i=1
X"(t)=Zn{ ,eger T, <t < T, ise; T,;:=Z§i‘ ,n=1; T;:=0
i=1 i=1
olmak tizere
XM =X"-X"(1)
ile tanimlanan X(t) stirecine bir “pari-Markov toplam rastgele yiiriiyiis siireci” denir. Bu
siireg i¢in 6nemli olan biitlin olasilik karakteristikleri incelenmistir. Bu siirecin goriinig-

lerinden bir tanesi Sekil 6 da goriilmektedir.

X 1 : > X*(t)
n;
M —_—
— : :
. : — :
Mmoo " X®
ol T T, T T T T; ot
S S
m —
ury
T13
T X7(1)

Sekil 6. Yari-Markov toplam rastgele yiiriiylis siirecinin bir gorlinisi
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Yar1-Markov siiregleri igin ergodik teoremler ve siireglerin ergodik dagilimlan da
hem teorik hem de pratik bakimdan oldukg¢a 6nemlidir. Yari-Markov sinifina ait olan yeni-
leme siirecleri i¢in esas ergodik teorem, 1975 yilinda Smith tarafindan ispatlanmistir. Yari-
Markov siiregleri i¢in ergodik teorem ise Ezhov ve Shurenkov [46] tarafindan verilmistir.
Shurenkov [28] yari-Markov stireglerinin ergodik dagilimmnin varlif1 i¢in gerek ve yeter
sart elde etmistir.

Yari-Markov siiregleri igin en genel durumda limit teoremlerini Anisimov [25,26],
Sil’vestrov {47,48], Dzhafarov, Nasirova ve Skorohod [44], Koroljuk ve Svishchuk [49]
vermislerdir. Yari-Markov rastgele yiiriiyiis siiregleri i¢in limit teoremleri ise Skorohod ve
Slobodenyuk [50], Nasirova [9] ve Harlamov [33] ¢aligmalarinda incelenmistir.

Yari-Markov rastgele yliriiylis slireglerinin incelenmesinden sonra, uygulamada or-
taya ¢ikan bazi problemlerin incelenmesi ve ¢oziimlenmesi igin bu stireglerin bariyerli
tipleri incelenmeye baslandi. Bu tip sﬁrggler bir bariyerli ve iki bariyerli olarak siruflan-
dirilabilir. Bariyerler ise ortaya ¢ikan somut problemlere bagh olarak yansitan, tutan, yutan,
elastik, v.s. olabilir.

Nasirova [9] “0 (sifir)-seviyesinde tutan bariyere sahip olan bir yari-Markov rastge-

le yiiriiylis siireci” ni su sekilde kurmugstur:

{(@i,ni) ;1= 1,2,...} bir (Q,F,P)olasilik uzay: tizerinde tanimli, bagimsiz, ayni tiir

dagilima sahip bir rastgele degiskenler ¢ifti dizisi ve &; ler pozitif degerli olsun. Bu
takdirde '

X, =maks {0,X ,+n,},n21;X,=220
olmak iizere

X()=X,,eger T, st<T,, ise; T,i=» & ,n21; T:=0

i=1

ile tamimlanan X(t) stirecine “0 (sifir)-seviyesinde tutan bariyere sahip bir yarz—Mérkov
rastgele yiiriiyiis siireci” denir. Burada z >0, siirecin baglangigtaki durumudur. Aym
varsayumlar altinda, sifirda tutan bariyer yoksa, siirec,

X, =X, +Mm,,n21; X, =220

olmak iizere,

X()=X,,eger T, St<T,, ise; T,;=> & ,n21; T:=0
i=1
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seklinde olur. Bu siireglerin (bariyerli ve bariyersiz) kargilastirmali gortiniislerinden bir
tanesi Sekil 7 de goriilmektedir.

X®
S
——— '
Z — N Mg =Ms rom--=- -+
n— N nJ )
of T T, T T, 1 ot
: , T nd
oo May

Sekil 7. 0 (sifir)-seviyesinde tutan bariyere sahip yari-Markov

rastgele yiirtiylis siirecinin bir goriinlisti

Bu siire¢ i¢in Nasirova [9,51] dagilimi ve esas sinir fonksiyonallerinin dagilimini,
Nasirova ve Skorohod [52,53] ergodik teoremi, ergodik dagilim fonksiyonunu, Nasirova
[9] ve Borovkov [11] ise seriler geklinde limit teoremlerini vermiglerdir.

Benzer sekilde “f (B > 0) -seviyesinde tutan bariyere sahip bir yari-Markov rastgele
yliriiylis siireci” de kurulmus ve incelenmistir. Simdi bu siirecin tanimin verelim:

Ayn1 varsayimlar altinda,
X, =min {B,X,,+1n,},n21; X, =z€[0,p]

olmak tizere
X()=X,,eperT, <t<T, ise; T:=> & ,n21; Tp:=0
i=l

ile tanimlanan X(t) siirecine “P (B > 0)-seviyesinde tutan bariyere sahip bir yari-Markov

rastgele yiiriyiis siireci” denir. Burada da z>0, slirecin baslangigtaki durumudur. Bu
stireglerin (bariyerli ve bariyersiz) karsilastirmali goriintislerinden bir tanesi Sekil 8 de
gortilmektedir.

Nasirova ve Skorohod [52] bu siire¢ i¢in ergodik teoremi ispatlamislar ve siirecin
ergodik dagilimimi vermislerdir. Ayrica bu tipten stokastik siiregler Feller [23], Spitzer
[21], Smith [19] gibi matematikgiler tarafindan da ¢aligilmugtir.
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Sekil 8. B (B > 0)-seviyesinde tutan bariyere sahip yari-Markov

rastgele ylirliylis siirecinin bir goriiniisii

Benzer sekilde “-P (B> 0)-seviyesinde tutan bariyere sahip bir yari-Markov
rastgele ylirliyiis stireci” de tanimlanabilir:
Ayni1 varsayumlar altinda,
X, =maks {-3,X,,+n,},n2=1;X,=220
olmak tizere
n
Xt)=X,,egerT <t<T, ise; T:= Zéi ,nx1; T;:=0
i=l]
ile tanimlanan X(t) stirecine ““p (B > 0)-seviyesinde tutan bariyere sahip bir yari-Markov
rastgele yiiriyiis siireci” denir. Burada da z >0, siirecin baglangigtaki durumudur. Bu
stireglerin (bariyerli ve bariyersiz) karsilagtirmali goriiniiglerinden bir tanesi Sekil 9 da

goriilmektedir.



14

X(®) 4
A H >
zZ—— M,
B R S g
R P} L MsFMe ,
of T, T, T, T, T, t
M| o
. 4 L
-B l § g
N
MNs :
e > v

Sekil 9. -B (B > 0)-seviyesinde tutan bariyere sahip yari-Markov

rastgele yliriiyiis siirecinin bir gorliniisii

Nasirova daha sonra, 0 (sifir)-seviyesinde tutan bariyerli daha karmasik stiregleri de
ele almugtir ([9]).
Dzhafarov [54] asagidaki siireci tamimlamus ve siirecin esas olasilik karakteristikle-

ri incelemisgtir:

{(&’;i M) i= 1,2,...} bir (Q,F,P) olasilik uzay: lizerinde tanimli, bagimsiz, aym tiir

dagilima sahip ‘bir rastgele degiskenler ¢ifti dizisi ve &, 1, ler pozitif degerli olsun. Bu
takdirde
X, =maks {0,X ,+n; —t},n>1; X, = maks {0,z-t}

olmak tizere
X(t)=X,,egerT, <t<T, ise; Tu:=2§i ,n21; Tpi=0
i=1

ile tammlanan X(t) siirecine “0 (sifir)- seviyesinde tutan bariyere sahip negatif akiml
(meyilli), pozitif sicramalt bir yari-Markov siireci” denir. Burada z >0, siirecin baslan-
gictaki durumudur. Bu siireglerin (bariyerli ve bariyersiz) kargilagtirmali goriiniiglerinden

bir tanesi Sekil 10 da gériilmektedir.
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v

Sekil 10. 0 (sifir)- seviyesinde tutan bariyere sahip negatif akimli (meyilli),

pozitif sigramal1 yari-Markov siirecinin bir goriiniisii

Ahmedova [55] ise “0 (sifir)-seviyesinde tutan bariyere sahip pozitif akiml (me-
yilli) yari-Markov stireci”ni ele almugtir. Bu siire¢ igin de ilging olan olasilik karakteristik-

leri detaylari ile incelenmigtir. Simdi bu siirecin tanimuni verelim:

{(ii,n;) ;1= 1,2,...} bir (Q,F,P)olasilik uzay1 tizerinde tanimli, bagimsiz, ayni tiir

dagilima sahip bir rastgele degiskenler ¢ifti dizisi ve &; ler pozitif, n; ler negatif degerli
olsun. Bu takdirde
X, =maks {0,X , -1, +t},n>1; X, = maks {0,t -z}

olmak tizere
X()=X,,eger T, <t<T, ise; T,:=>& ,n21; Ti:=0
i=]

ile tanimlanan X(t) siirecine “Q (sifir)- seviyesinde tutan bariyere sahip pozitif akimli
(meyilli), negatif sicramali bir yari-Markov siireci” denir. Burada z > 0, siirecin baglan-
gigtaki durumudur. Bu stireglerin (bariyerli ve bariyersiz) karsilastirmali goriiniislerinden

bir tanesi Sekil 11 de goriilmektedir.
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X1t

Sekil 11. O (sifir)- seviyesinde tutan bariyere sahip pozitif akimli (meyilli),

negatif sigramali yari-Markov siirecinin bir goriintisii

Bir tane tutan bariyerli yari-Markov rastgele yliriiyiis siire¢lerinin en genel seklini
Borovkov [10] su sekilde vermistir:
X(t) bir yari-Markov rastgele yliriiyiis siireci olmak iizere

X;(® = X() - inf {o, X(s)}

ile tamimli X (t) siirecine “O-seviyesinde tutan bariyere sahip bir yari-Markov rastgele
yiiriyiis stireci”,

X3 () = B+ X(0) - sup {B,X(9)}

O<s<t
ile tammli X3 (t) stirecine “B-seviyesinde tutan bariyere sahip bir yari-Markov rastgele
yiiriiyiis siireci”,

Xp()=-B+XO-inf {-B,X)

ile tamml1 X7 (t) siirecine “-P -seviyesinde tutan bariyere sahip bir yari-Markov rastgele

yiiriiyiis siireci” denir.

Bu tanimlarin, diger tanimlara denk oldugu gosterilmistir.

Skorohod ve Nasirova [56,57] ¢aligmalarinda benzer stiregleri ele alip detaylar ile
incelemiglerdir.

Ayrica Nasirova [9] agagidaki sekilde tanimlanan “0 (sifir)-seviyesinde yansitan
bariyere sahip yari-Markov toplam rastgele yliriiyiis stireci”ni kurmus ve ¢aligmugtir:
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{(g;,n;,gg,n;) ;i= 1,2,...} bir (,F,P) olasilik uzay: tizerinde tammli, bagimsiz,

ayn tiir dagilima sahip bir rastgele degiskenler dortliileri dizisi ve &,n/,&; ler pozitif,
n; ler negatif degerli olsun.
T;:=ZE_‘;“ , T,;:=Z§; ,n21 ;T :=T;:=0
i=1 i=1
olmak tizere, T,, T, rastgele degiskenlerini artan sirada yeniden diizenleyelim. Bu diizen-
lemeyi T, ile gbsterelim ve
T]:- ’ Tn = Ti+
Np+= _ -
{"”1 » L=T,
rastgele degiskenini tanimlayalim. Bu takdirde
X, =X, ,+n,],021;X,=2>0
olmak iizere
X(t)=X,,egerT, <t<T, ise,
ile tammlanan X(t) stirecine “0 (sifir)-seviyesinde yansitan bariyere sahip bir yari-

Markov toplam rastgele yiiriiyiis siireci” denir. Burada z > 0, siirecin baglangigtaki duru-

mudur. Bu stirecin goriiniislerinden bir tanesi Sekil 12 de gériilmektedir.

X(t) 4
=N, M : —Ms : —
= | MNy|
: —F :
z[ Ny 18 TR
i) ,

of T T TS ngT T, t

T T, T, |Tis VT
v il

Sekil 12. 0 (sifir)-seviyesinde yansitan bariyere sahip yari-Markov

toplam rastgele yiiriiyiis siirecinin bir g6riiniisii
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Nasirova [9] bu siirecin yansitan bariyere ilk kez diisme aninin dagilimini, siirecin
verilen bir seviyeye ilk kez diisme anmin dagilimuni, stirecin dagiliminin Laplace doniisii-
miinii ¢alismus, stire¢ i¢in limit teoremini ifade ve ispat etmis, siirecin ergodikligini incele-
mistir.

Bundan bagka, “0 (sifir)-seviyesinde yansitan bariyere sahip yari-Markov rastgele
yiirtiylis stireci” ve “B (B > 0) -seviyesinde yansitan bariyere sahip yari-Markov rastgele y-
riiylis siireci” de kurulmug ve bu siiregler igin limit teoremi ispatlanmistir. Simdi bu stireg-

lerin tanimini verelim:
{(§i M) i= 1,2,...} bir (3, F,P) olasilik uzay: lizerinde tamimli, bagimsiz, aym tiir

dagilima sahip bir rastgele degiskenler cifti dizisi ve &; ler pozitif degerli olsun. Bu tak-
dirde

X, =Xy +n, ., n21;X;=220
olmak tizere

Xt)y=X,,eger T, <t<T ise; T&"Z";i ,n21; T;:=0

i=1

ile tanimlanan X(t) stirecine “0 (sifir)-seviyesinde yansitan bariyere sahip bir yari-Mar-
kov rastgele yiiriiyiis siireci” denir. Burada da z > 0, siirecin baglangictaki durumudur.

Ayni varsayimlar altinda,

<
anﬁhxn—l"-nﬂ—ﬁl:{xn“l*—nn ’Xn_1+nn_ﬁ )nZl
2B_(D(n—l +T]n) ’ Xn-—l +nn >B
XO '—:ZE[O,B]
olmak iizere

Xt)y=X,,egerT, <t<T, ise,
ile tanimlanan X(t) slirecine “B (B > 0) -seviyesinde yansitan bariyere sahip bir yari-
Markov rastgele yiiriiyiis siireci” denir. Burada da z > 0, siirecin baglangigtaki durumu-
dur.

Benzer sekilde, “-B (B > 0) -seviyesinde yansitan bariyere sahip bir yari-Markov
rastgele yliriiylis stireci” de tanimlanabilir:

Ayni varsayumlar altinda,

X, =[X,. +n, +B|-B ={ ot 1, Kotz

“2B-X+M,) L X+, <P

X, =z €[0,B]
olmak tizere
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Xt)=X,,egerT, <t<T,, ise,
ile tamimlanan X(t) siirecine “[ (p > 0) -seviyesinde yansitan bariyere sahip bir yari-

Markov rastgele yiiriiyiis siireci” denir.Burada da z > 0, siirecin baslangigtaki durumudur.
Bu siireclerin karsilagtirmali gériiniislerinden birer tanesi sirasiyla Sekil 13, Sekil 14

ve Sekil 15 de goriilmektedir.

X®1
>,
T : Ny :
R E Y :
z M,! i) ns| '
—p :
0 T, T, M| : |0 T, e t
: v %
224
T3

Sekil 13. 0 (sifir)-seviyesinde yansitan bariyere sahip yari-Markov

rastgele yiirtiyiis siirecinin bir gériiniisii

X(t)‘} AdA

N, 3, Ne x4 9,

p : : =
M 3, —
z| | M ns
o T T T T T T t
: R
T4

Sekil 14. B (B > 0) -seviyesinde yansitan bariyere sahip yari-Markov

rastgele ylirllyiis slirecinin bir gériiniisii
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X(t)u
M
z m —
of T T, T, T, T, T, T, t
— M,

n3;'75
-B 18

VvV

Sekil 15. -B (B > 0) -seviyesinde yansitan bariyere sahip yari-Markov

rastgele yiiriiylis stirecinin bir goriintisii

Bariyerli veya bariyersiz yari-Markov rastgele yiirtiylis stiregleri, detayli olarak ele
alinmig olmalarina ragmen, hayatta karsilasilan problemlerin bir gogunu bu tip siireglerin
yardimu ile ¢6zmek miimkiin degildir. Ozellikle stok kontrol, kuyruk ve giivenilirik teorile-
rinin pek ¢ok dnemli problemi, iki bariyerli rastgele yiiriiylis stirecleri yardimiyla ifade edi-
lir. Ornegin bekleme zamam sonlu olan kuyruk sistemlerini veya sonlu hacimli depolardaki
stoklarin rastgele seviyelerini, iki tutan bariyerli rastgele yiirtiyiis siiregleri yardimiyla ver-
mek miimkiindiir. Ayrica yedek alete sahip stokastik sistemlerin ¢aligmasi da biri tutan,
digeri ise herhangi bir 6zellige sahip iki bariyerli rastgele yiirtiylis siire¢leri yardimiyla
verilebilir.

Iki bariyerli rastgele yiirityiis siirecleri Feller [23], Spitzer [21], Borovkov [11],
Lotov [58], Afanas’eva ve Bulinskaya [59,60,61], Khaniev [62,63,64,65], Zhang [66], v.s.
¢alismalarinda ele almigtir. Ornegin Feller [23] bariyerlerinin her ikisi de yansitan veya her
ikisi de yutan olan bir boyutlu rastgele yiiriiyiis stireglerini kurmus ve bunlarin baz: olasilik
karakteristiklerini hesaplamigtir. Fakat bu sonuglar genel karakterleri tasimadiklarindan ve
ayrica yapilan bu ¢alismalarin ¢ogu sonlu durum uzayina sahip rastgele yiiriiyiis siireleri
i¢in siir-deger problemlerine ait oldugundan (Koroljuk ve Borovskikh [67], Lotov [68,
69], Prabhu [70], Zhang [66], El-Shehawey [71], Weesakul [72], Kastenbaum [73], v.s.),
ortaya ¢ikan baz1 fiziksel problemlerin ¢oziilmesi i¢in iki bariyerli yari-Markov rastgele

ylirliylis stireclerini genisge inceleme zorunlulugu dogmustur.
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Simdi, iki bariyerli yari-Markov rastgele yiirtiyiis stiregleri ile ilgili yapilan ¢alis-
malarin bazilarindan sézedelim.

Khaniev [64,65] “iki tutan bariyere sahip yari-Markov rastgele yiiriiyiis siire¢leri”ni
incelemis, siirecin dagilimuny, stirecin verilen bir seviyeye ilk kez ulagma aninin dagilimini,
stirecin beklenen deger ve varyans gibi bazi olasilik karakteristiklerini hesaplamis, siireg
i¢in ergodik teoremi ifade ve ispat etmigtir. Ayrica bu siireg igin limit teoremlerini ve siire-

cin asimtotik durumunu incelemistir. Simdi bu siirecin tanimini verelim:

{ Ei,m);i= 1,2,...} bir (Q,F, P) olasilik uzay tizerinde tanumli, bagimsiz, ayni tiir

dagilima sahip bir rastgele degiskenler ¢ifti dizisi ve &, ler pozitif degerli olsun. Bu
takdirde
X, = min {B,maks {0,X,., +nn}} ,n21; X, =z €[0,p]

olmak iizere
X(t)=X, ,egerT, St<T,, ise; T;:=> & ,nx1;T,;:=0,
i=1

ile tanimlanan X(t) stirecine “0 (sifir)- ve B (B > 0) -seviyelerinde tutan bariyerlere sahip
bir yari-Markov rastgele yiiriiyiis siireci” denir. Burada z €[0,B], siirecin baslangigtaki

durumudur. Bu siireglerin (bariyerli ve bariyersiz) kargilagtirmal goriintiglerinden bir tanesi

Sekil 16 da goériilmektedir.

X(t) 4
R
B ui .
|§n2 Mg
m P : g
z e S
| Maj M4 Ns
o] T, T, T, |T, T, T, t
L 2 -

Sekil 16. 0 (sifir)- ve B (B > 0) -seviyelerinde tutan bariyerlere sahip

yar-Markov rastgele yiiriiyiis siirecinin bir gériintisti
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Nasirova, Yapar ve Khaniev [74] “0 (sifir)-seviyesinde yansitan ve B (B > 0) -sevi-
yesinde tutan bariyere sahip yari-Markov toplam rastgele yiirtiytis siireci”ni kurmus ve in-
celemigler, bu siirecin dagilimimnin Laplace doniistimii ile, ilk kez yansima ve tutulma anla-

rimin dagiimlari vermiglerdir. Simdi bu stireci tanimlayalim:
(&8s i= 1,2,..} bir (@,F,P) olasilik uzay: tizerinde taniml, bagimsiz,

ayni tiir dagilima sahip bir rastgele degiskenler dortliileri dizisi ve &;,n;,&; ler pozitif,

n; ler negatif degerli olsun.
Ti=> &, Ti=Y & ,n21; T,:=T;:=0
i=1 i=1

olmak tizere, T, T, rastgele degiskenlerini artan sirada yeniden diizenleyelim. Bu diizen-
" lemeyi T, ile gosterelim ve

nn=={ n L =T

—Nj » T, = TJ‘

rastgele degiskenini tanimlayalim. Bu takdirde

X, = min {[3,])(,,_I +n,,|} ,n>1; X, =ze[0,]
olmak iizere

X=X, ,egerT, <t<T,, ise,
ile tammmlanan X(t) siirecine “0 (sifir)-seviyesinde yansitan ve B (p > 0) -seviyesinde tutan

bariyere sahip bir yari-Markov toplam rastgele yiiriyiis siireci” denir. Burada z €[0,0],

stirecin baslangigtaki durumudur. Bu siirecin goériiniiglerinden bir tanesi Sekil 17 de goriil-

mektedir.
X(t) o
-
B b
K “
i
z
—
0 T T, t
T, T,

Sekil 17. 0 (stfir)-seviyesinde yansitan ve  (§ > 0) -seviyesinde tutan bariyere
sahip yari-Markov toplam rastgele yiiriiyiis siirecinin bir goriiniigii
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Ozdemir [76] “yansitan ve tutan bariyerlere sahip pozitif akimli (meyilli), negatif

sigramali yari-Markov stiireci’ni asagidaki sekilde kurmusgtur:
{(éi M )si= 1,2,...} bir (2, F,P) olasilik uzayi tizerinde tamimli, bagimsiz, ayni tiir

dagilima éahip bir rastgele degiskenler ¢ifti dizisi ve &; ,n; ler pozitif degerli olsun. Bu
takdirde -

X, = min {Bmin ,X,., +n,} -,

},nZl;X():ZG[O,B.]

olmak tizere
X(t) = min {B,t+X,, - T,,} , eger T, St<T, ise ; Ti= ) &, n21; T,i=0
i=1

ile tanimlanan X(t) stirecine “0 (sifir)-seviyesinde yansitan ve [ (B > 0) -seviyesinde tutan

bariyerlere sahip pozitif akimli (meyilli), negatif sicramalt bir yari-Markov siireci” de-

nir. Burada z €[0,B], slirecin baglangigtaki durumudur. Bu siirecin goriiniislerinden bir

tanesi Sekil 18 de goriilmektedir.

X(t)1

Sekil 18. 0 (sifir)-seviyesinde yansitan ve 3 (f > 0)-seviyesinde tutan

bariyerlere sahip pozitif akimli (meyilli), negatif sigramali

yari-Markov siirecinin bir goriiniisii

Ozdemir [76] bu siireg igin,
1) Bir boyutlu dagilim fonksiyonunun Laplace doniistimiinii belirlemis,
2) Bazi siur fonksiyonallerinin esas olasilik karakteristiklerini hesaplamis,

3) Ergodik teoremi ispat etmis ve siirecin ergodik dagilimin elde etmistir.



24

Maden [77] “yansitan ve tutan bariyerlere sahip yari-Markov rastgele yliriiytis stire-
ci”’ni agagidaki sekilde kurmustur:
{(‘cf,i M) i= 1,2,...} bir (O, F,P) olasilik uzayi iizerinde tanimli, bagimsiz, ayni tiir

dagilima sahip bir rastgele degiskenler ¢ifti dizisi ve &, ler pozitif degerli olsun. Bu
takdirde
X, = min {B, X, +ml} ,n21; X, =ze[0,p]

olmak tizere

X(W)=X,,eferT, <t<T, ise; T,:=> & ,n21; T;:=0
i=1

ile tamimlanan X(t) stirecine “0 (sifir)-seviyesinde yansitan ve B (3 > 0) -seviyesinde tutan
bariyerlere sahip bir yari-Markov rastgele yiiriiyiis siireci” denir. Burada z €[0,3], siire-

cin baglangictaki durumudur. Bu stirecin goriiniiglerinden bir tanesi Sekil 19 da goriilmek-

tedir.
> (ON
i
e
B s
.__J_é’fh
4\
of T T, T, t

Sekil 19. 0 (sifir)-seviyesinde yansitan ve 3 (B > 0) -seviyesinde tutan

bariyerlere sahip yari-Markov rastgele yiiriiylis

stirecinin bir goriiniisti

Maden [77] bu siireg i¢in,

1) Ik kez yansima ve ilk kez tutulma anlarmin dagilimlarini, moment ¢ikaran fonk-
siyonlarini ve bazi olasilik karakteristiklerini hesaplamuis,

2) Sonlu boyutlu dagilim fonksiyonunu belirlemis,

3) Ergodik teoremi ispat etmis ve siirecin ergodik dagilimini elde etmistir.
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Goriildiigii gibi, iki bariyerli yari-Markov rastgele yliriiyils stiregleri ile ilgili baz1
aligmalar mevcuttur. Ancak bu galigmalari daha da ilerletmek geregi vardir. Ozellikle
bariyerlerden her ikisinin de yansitan olmasi durumunda, rastgele yiiriiyiis stiregleri daha az
incelenmis olup literatiirdeki ¢aligma sayis1 gok azdir. Bunlarin 6nemli olanlarindan biri de
W. Feller’e aittir ve bu da ¢ok 6zel bir hale kisitlanmig olup, siirecin yanhz dagilim fonksi-
yonunun bulunmas ile ilgilidir. Bu nedenle, iki yansitan bariyerli yari-Markov rastgele
yliriiyiis stirecinin kurulmas: ve incelenmesi, hem teorik hem de pratik yonden gereklidir.

Yapilan bu ¢alismada, sayillamaz durum uzayimna sahip “iki yansitan bariyerli yari-
Markov rastgele yiiriiyiis siireci” adin1 verdigimiz X(t) stireci kurulmus ve bu stire¢ detayli

bir sekilde incelenmistir.



2. YAPILAN CALISMALAR
2.1. Fiziksel Model

Calismada ele alinacak olan “0 (sifir) ve B (B > 0)-seviyelerinde iki yansitan bariye-
re sahip yari-Markov rastgele yiirilyiis slireci” agagidaki fiziksel modeli ifade etmektedir:

B > 0 olmak tizere, baslangic aninda X, €[0,] durumunda olan bir pargacigin, iki
yansitan bariyerle sinirlanan bir seritteki rastgele hareketini izledigimizi varsayalim. Bu ba-
riyerlerden birinin 0 (sifir)-seviyesinde, digerinin ise B (B > 0) -seviyesinde oldugunu kabul
edelim. Bu hareket asagidaki kurallara uygun olarak gergeklessin:

Pargcacik X, baslangic durumunda rastgele bir &, siiresi kaldiktan sonra, bir sigra-
yisla X, + n, durumuna ulasmaya ¢alistyor. Eger,

1) X, +n, €[0,B] ise, par¢acigin pozisyonu X, = X, + 7, ile belirlenecektir.

2) X, +m, <0ise, 0 (sifir)-seviyesinde yansitan bariyer oldugundan, parcacik bu
bariyerden &, =[X, + 7, | kadar yukariya dogru yansiyacaktir. Bu durumda eger,

a) 8, <P ise, parcactk X, =8, pozisyonunda bulunacaktir.

b) 8, > B ise, B-seviyesinde yansitan bariyer oldugundan, pargacik simdi bu bari-
yerden 8] =&, —Bkadar asafiya dogru yansiyacaktir. 8; <P ise, parcacitk X, =f-38]
pozisyonunda kalacak, 8] > B ise, pargacik yeniden asagidaki yansitan bariyere ulagtigin-
dan, 8;'=|B — &} | kadar yukariya dogru yansiyacaktir.

Pargacik bu sekilde o kadar yansiyacakki, nihayette sonuncu bariyerden yansima
uzunlugu B y1 gecmeyecektir. Bu takdirde pargacik belirli bir X, €[0,8] pozisyonuna
ulagmus olacaktir.

3) X, +m, > B ise, pargacik {3 -yansitan bariyerinden 8, = X, + 1, — B kadar agag1-

ya dogru yansiyacaktir ve yukarida belirtilen kurallara uygun olarak, bu iki bariyer arasinda

hareketine devam edecek, nihayette sonuncu bariyerden yansima uzunlufu B y1 gegmeye-

cektir. Bu takdirde pargacik belirli bir X, €[0,8] pozisyonunda kalacaktir.
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Pargacik X, pozisyonunda rastgele bir &, siiresi kadar bekledikten sonra yeniden
yukaridaki kurallarlaX, pozisyonuna gegecektir ve hareketini bu kurallara uygun olarak

slirdiirecektir.
Bu tiirlii bir fiziksel modeli, “Iki Yansitan Bariyerli Yari-Markov Rastgele Yiiriiyiis
Stireci” olarak adlandirilan bir stokastik siire¢ yardimuyla ifade etmek miimkiindiir. Simdiki

amacimiz bu stokastik siireci matematiksel olarak kurmaktir.

2.2. Siirecin Matematiksel Kurulusu

{(g LMy si= 1,2,...} herhangi bir (Q,F,P) olasilik uzay: izerinde tamimli, bagim-

s1z, ayn: tiir dagilima sahip rastgele degiskenler ¢ifti dizisi olmak iizere, &, ler yanliz pozitif
degerler ve m; ler ise hem pozitif hem de negatif degerler alsin. Yani,
P{€; >0} =1, P{n; >0}>0, P{n, <0}>0;i=12,...
olsun. §; ve 7, in dagilim fonksiyonlarim sirasiyla®(t) ve F(x) ile gosterelim;
O(t):=P{E, <t}, F(x):=P{n, <x};telR", xelR,
ve bu dagilim fonksiyonlar: biliniyor olsun. Once, bu rastgele degiskenler yardimiyla

{T }nzo yenileme siirecini ve {Yn }nzo rastgele ytiriiyls siirecini asagidaki sekilde kuralim:

n

T,,:=i§i , Ynzzzn:ni ,n=12,...; T,:=Y,:=0.
i=1 i=l1

Bu {T,},,, ve {Y,},,, siireglerinin esas olasiltk karakteristikleri iyi bilinmektedir [23,24].
$imdi amacimiz, baslangigta verilen rastgele degisken ¢iftlerinin yardimiyla, ele
alacafimz X(t) siirecini matematiksel olarak kurmaktir. Bunun i¢in 8nce {Xn }nzo iki yan-

sitan bariyerli rastgele yliriiylis stirecini, tamimlayacagimiz y(v) dzel fonksiyonunu kulla-

narak kuralim.

v e IR" keyfi sayis1 igin [|v[], v sayisin tam kismin gostermek tizere,
v(mod 2B) := v —~2B.[|v/2B|]

idi. Bu notasyonlar altinda y(v) fonksiyonunu

y(v) :=B—B—-|v|(mod2p), v elR



28

seklinde tanimlayalim. Bu fonksiyon simrly, siirekli ve 28 periyotlu periyodik bir fonksi-
yon olup, IR den [0,B] arahgmna tanimlanmistir. Bu fonksiyonun grafigi Sekil 20 de goriil-

mektedir.

p b 3 2 p 0 P 26 3B 4 5 :

Sekil 20. y(v) fonksiyonunun grafigi

Kisalik amaciyla, w(v) fonksiyonunu bazen V sembolii ile gosterecegiz. Yani her-

hangi bir v IR sayisi i¢in
¥i= y(v) =B~ [B~|v|(mod2B)

yazacagiz.

Simdi bu y(v) fonsiyonu yardimiyla asagidaki Markov zincirini kuralim:
X,i= WXy, #1,) = B=[B= X, +7, [(mod 28),n>1,

Xo:=2z €[0,8]
burada z, siirecin baslangigtaki durumunu géstermektedir. Bu sekilde kurulan {Xn}

n20
Markov zinciri, “0 (sifir)- ve B (B > 0) -seviyelerinde iki yansitan bariyere sahip bir rastge-
le yiiriiyiis siireci” olusturur. Bu rastgele yiiriiyiis siirecini kullanarak da ele alacagimiz X(t)
stirecini su sekilde tanimlayabiliriz:

X=X, ,eger T, <t<T  ise ; n=01.2,....
Bu sekilde tanimlanan X(t) rastgele yiirtiyiis stirecine “0 (sifir)- ve p (B > 0) -seviyelerinde
iki yansitan bariyere sahip yari-Markov rastgele yiiriiyiis siireci” denir.

Bundan sonra aksi belirtilmedikge kastedilen siireg, bu siireg olacaktir. Bu slirecin

goriintiglerinden bir tanesi Sekil 21 de gériilmektedir.



29

X6 +n7.1 ........................................................................... ;.86 ............ &

X A Mg oo *V

Sekil 21. Iki yansitan bariyerli yari-Markov rastgele
yliriiyiis stirecinin bir goriiniisii

(bariyerler 0- ve J - seviyesindedir)
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2.3. Siirecin Asag Yansitan Bariyerden Ardisik Yansima Anlarinin

Kurulmasi ve Incelenmesi

X(t) stirecinin esas olasilik karakteristikleri olan sonlu boyutlu dagilim fonksiyon-
larin1 incelemek igin, bu stirecin 6nemli bir siir fonksiyonali sayilan ve “agagi yansitan
bariyerden ardisik yansima anlan” olarak adlandirilan {t,},,, 6zel rastgele degiskenler
dizisinden yararlanacagiz. Bu nedenle, 6nce bu {1, },,, dizisini matematiksel olarak kura-
Iim. Bu amagla, k >0 i¢in v, dogalsay1 degerli rastgele degiskenlerini asagidaki tekrarli
iliskiler yardimi ile tanimlayalim:

\D :=inf{n>vk_] X, 1, <0} k21, vy :=0.

Simdi v, rastgele degiskenlerini kullanarak t, rastgele degiskenlerini asagidaki sekilde

verebiliriz:

=8 =T, ,k>1;1,:=0.
i=1

Boylece X(t) siirecinin asag1 yansitan bariyerden ardigik yansima anlan olan {t,},.,
dizisini matematiksel olarak kurmus olduk. Bu sinir fonksiyonallerinden 6zellikle, siirecin
asag1 yansitan bariyerden ilk kez yansima ani olan t,, siirecin hem sonlu boyutlu dagilim
fonksiyonlarinin hesaplanmasinda, hem de ergodik dagilim fonksiyonunun elde edilme-

sinde nemli bir rol oynamaktadir. Bu nedenle, bu kisimda 1, in bazi olasilik karakteristik-

lerini inceleyecegiz ve bunlar {Tn }m yenileme siireci ve {Y }nzo rastgele yliriiyiis siireci-

nin belirli olasithik karakteristikleri yardimiyla ifade edecegiz. Bununla ilgili olarak nce
asagidaki notasyonlar verelim:
{Tn }m yenileme siirecinin dagilim fonksiyonunu @ _(t) ile gdsterelim:

1, uz0

®, (1) :=P{T, <t} , n>1; Oy(t) :=¢(t) , burada (u) :={ .
0, u<0

{Yn}nzo rastgele yliriiylis siirecinin bazi olasilik karakteristikleri: n > 1 igin
a,(zX) = P{z+ Y, €[0,B]; 1<i<n; z+Y, e[o,x]} , x €[0,B]

b,(zdv) := P{z-l—Yi €[0,B]; 1<i<n-1;z+Y, edv} , v>P

c,(zdv) := P{Z+Yi €[0,]; 1<is<n-1;z+Y, edv} , v<0
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n=0 i¢in
a,(zXx) :=e(x—2) , by(zdv) :=cy(zdv) :=0 .
Burada
by(zdv) =d,b,(zV) . c,(zdv) =d,c,(zV)
oldugunu belirtelim.
Ayrica o, ()*B,(.) ile, {a,}.0 Ve {B,}ao dizilerinin asagidaki sekilde tanimla-

nan konvoliisyon ¢arpimini gosterelim:

0 ()*Ba() 1= Doty (%P, 4 (), 2 0.
k=0

n

Benzer sekilde, {oc“‘)} ,k=12,..,m, m=>2, dizilerinin m-katli konvoliisyon ¢arpimi

asagidaki formiil ile verilir:

m~1
&Y ._ (k) (m) _ M 4@ (m)
H*(an ).—{H*(an )}*an = Z N N mz22

k=1 k=1 ij+iy+. 4y =n
P,(A) ile de, A olaymnin asagidaki kosullu olasilifin1 g6sterelim:

P,(A) := P{A[X(O)z z} ,ze[0,B], A F.

Simdi X(t) siirecinin agag1 yansitan bariyerden ilk kez yansima anindaki adim (sig-
rama) sayisi olan v, ile, siireci olusturan {X:}nzo Markov zinciri arasimdaki birlesik da-
gilim fonksiyonunu g(n,z,x) ile gosterelim. Yani, her z,x €[0,B] i¢in

g(n;z;x):=Pz{v1>n;Xn$x},n20 (1)

olsun. Bu g(n,z,x) fonksiyonu i¢in asagidaki yardimci teoremi verebiliriz:

Yardimct Teorem 1. Her n>0 igin g(n;zx) birlesik dagilim fonksiyonunu
{Y,n}llzo baglangi¢ rastgele ylirllyiiy siirecinin yukarida verilen olasilik karakteristikleri
yardimiyla agagidaki gibi ifade etmek miimkiindiir:

gz =2,z + Y| -..(m)...jlﬂ[*(bn(vi-l;dvi))*an(vm;x) ,n21, @

m=lg p i=1

g0;zx)=a,(zx) =¢e(x-2),

burada Vv, =z ve k21 igin V, = y(v, ) dir.
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Ispat. Once vp(n) ile, {Xn}m Markov zincirinin ilk n adim siiresinde (n. adim
dahil) ilk kez yukar1 yansitan bariyerden yansimalarimn sayisim gdsterelim. vg(n) nin

tamimuini ve toplam olasilik formiiliinii kullanarak, n>1 oldugunda g(n;z;x)i

g(n; z; x) :=Pz{vI >n; X, Sx}

=Zn:Pz{vB(n)=m;vl>n;XnSx} 3)

m=0
seklinde yazabiliriz. $imdi (3) formiiliindeki terimleri ayrt ayr1 hesaplayalim.

m =0 6zel durumunda,

Pz{vﬂ(n)zo; 2 >n; XnSX}

=P{Z+YI €[0,8], z+Y, €[0,B] ..., z+Y, [0,B], z+ Y, e[o,x]}
=P{z+Yi e[0,]; 1<i<n; z+Y, e[o,x]}

=a,(zx) )
elde edilir. Béylece (3) formiiliindeki birinci terimi hesaplamis olduk. Simdi ikinci terimi

hesaplayalim. Bunun i¢in, m = 1 durumunu géz 6niine alalim.

{v (n)=1; vy >1n; X, <x}

n o

=Y [P{z+Y, €[0]; 1si<k-1;z+Y, edv}

k=1 B

.P{V+Yi e[0,B]; 1<i<n-k;v+Y, ke[0x]}
[b(zdv).a,_, (@x)
B

b (zdv).a, (V%)

b, (z;dv)*a_(¥;x)

elde edilir(burada b,(zdv) = 0 esitligi kullamlmustir).

Simdi de (3) formiiliindeki igiinci terimi hesaplamak icin m=2 durumunu

diistinelim.
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Pz{vﬁ(n)=2 ;v >n; X, Sx}

1

Y [fe Pz+Y, c[0.B]; 1Sisk, ~1; z+Y, edv,}
ngp

2 sk,+kzs

.P{V, +Y, €[0B]; 1Si<k, =13 9, +Y,, edv,|

1

1

.P{V2+Y. e[0,8]; 1si<n-k, —k,; 7, + Y, €l0, x]}

Z ‘[J.bkl (ZQdVl)~bk2 (715‘1"2)'anq<1—k2 (V2:%)

2 gkj+k,<n g B

0 <k;+k,<n

- .” Z by, (zdv,).by, (Vi;dv,)-2, 4 4, (V23 %)
8B

T]ob (z;dv,)*b, (V,;dv,)*a_ (V,;X)
BB

(burada b,(zdv,)=b,(zdv,)=0 oldugu kullanilmistir) ve sonug¢ olarak, matematiksel

indiiksiyon metodunu kullanarak, m > 2 i¢in

Pz{vﬂ(n)=m; vy >n; XnSx}

I
D Ly 8
LR

m)...[ b, (z:dv,)*b, (V,3dv, )*...4b, (V,_;3dv,,)*a, (7, %)
B

ﬁ (bn (Vi3 v, ))* a,(Vy3X) &)

k=1

o(m)...

il
V"——»S
‘W'——-oS

elde edilir. Burada v, =z ve k>1 igin v_=y(v,) dur.

(3) formiiliindeki terimler i¢in elde edilen (4) ve (5) ifadeleri, (3) de yerine yazilirsa,

her z,x €[0,B] i¢in

ﬁ‘(bn(vi—l;dvi)) *a (V,;x),n21

i=1

g5 =2,(50+ 3. [...m)...

m=1 B

"55'-——o8

elde edilir. n=0 iken
2(0;zx) =P, {vl >0;X, < x} =P{z<x}= ao(i;x) =g(X—2z)

oldugu kolayca goriilebilir. Boylece Yardime1 Teorem 1 ispatlanmus olur.//
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Sonug 1. v, rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonunu asagidaki sekilde vermek

1
miimkiindiir:
P{vl < n} =1-g(n;zPB)

—1-a,@B)- 3 [-(m)...

m=1 B

&

(bn(vi—l;d"i)) *a,(Vy3B), n20

™ C——y 8

m
i=1

fspat: g(n;z;x) i¢in verilen (2) formiiliinde x = 3 koyulursa
g zp) = Pz{vl >n; X, SB} =P,{v,>n}

elde edilir. Béylece
P{\ﬁ < n} =1-g(nzB)

dir. //

Simdi v, rastgele degiskeninin olasilik karakteristiklerini hesaplamak i¢in asagida-

ki d6niislimii tanimlayalim:
Bs5%) =) s gz = " P{v, >n; X, <x}, ls)< 1. ©)
n=0 n=0

Yakin amacimiz g(s;z;x) fonksiyonunu, {Yn }m baslangic rastgele yiiriiylis stire-

cinin olasilik karakteristikleri yardimiyla ifade etmektir. Bununla ilgili olarak asagidaki
notasyonlar ilave edelim: z,x €[0,8], v> B ves €lR, |s|< 1 olmak iizere

Bs70) =3 5" a,(5%) | ™
5(5;2;dv)::is“.bn(z;dv)=is“.bn(Z;dv) (8)
n=0 n=1

(by(zdv) = 0 oldugundan)

i(Lzx) :=lim &(s5x)=) a,(5%) ©9)
n=0
b(L;zdv) := lim bszdv)=Y b, (zdv) (10)

n=1

ve agagidaki yardimci teoremi verelim:
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Yardimcy Teorem 2. [ <1 olan hers €IR i¢in E(s2x) fonksiyonunu, {Y,}

n20
rastgele yiirilyiis stirecinin olasilik karakteristikleri yardimiyla asagidaki gibi ifade etmek
miimkiindiir:

E650 =850+ [w@..] [ [BET0dv,) 457,50, an

m=1 B B i=1
burada V,=z ve k21 igin v _=y(v,)dr.

Ispat. Once ispatta kullanacagimiz bir esitligin dogru oldugunu gosterelim.

35" b, (B dv)*a, ()] = is"[ibk<z;dv).a,._k(v;x)J

n=0 k=0

=i i ".b(zdv).a,  (V;x)

& (i s.b,(z dv)).(i s™.a_(V; x)J (m=n-k)

~

= b(s;z,dv).2(s;V; )
yani
2.5"[b, (Bdv)*a, (V)] = bls 5.dv). 5(57;%)
n=0
ve benzer gekilde

D s"[b,(zdv,)*b, (¥,;dv, Yeoxb (V,5dv, *a, (V. ;X)]

n=0

=b(szdv,).b(s7,;dv,). ... (s, ;dv,).3(5V, ;%)) (12)
ifadesinin de dogru oldugu goriiliir. Simdi,

Eszx) =) 5" g(m;zx), [s<1

n=0

oldugundan, g(n;z;x) i¢in Yardime: Teorem 1 de verilen (2) formiiliiniin her iki tarafin1 s"
ile ¢arpip, n tizerinden toplam alarak ve (12) ifadesini kullanarak istenen sonug asagidaki
sekilde elde edilir:
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Eszx) = Zs a,(5X)+ Zs [ ().

n=0 n=0 m=1

'@'—;8

I1. (bn(vi-,;dvi))*an(vm;x)]

i=1

w‘——.s

= '5(s;z;x)+zn: I...(m)...

m=l g

s“[ (buFrsdv))ea (vm,x)]

i
(=]

n

P ey 8
M

m

H (8V,_;dv). (s V ;%)

i=1

=3A(s;zx) + Zn: I...(m)

m=1 B

v*——.s

Boylece Yardimer Teorem 2 ispatlanmis olur. //

Yardumcr Teorem 2 de g(s;z;x) icin verilen (11) formiilti 6zel bir 6nem tasir. Ciin-
kii v, rastgele degiskeninin mevcut olan tiim momentleri igin uygun formiiller, bu formiil-
den verilebilir. v, in 6zellikle beklenen degeri ve varyansi igin bir ifade elde etmek miim-

kiindiir. Bu sonucu kapali formda ifade etmeden &nce asagidaki notasyonlan verelim:

z €[0,B] ve v > Bolmak lizere

A(zB) :=iP{z+Yi ez €[0,]: osiSn}=ian(z;ﬁ) (13)
B(zdv) :=§:P{z+Yi e[0,B]; 1<i<n—1;z+Y, edv}zibn(z;dv) (14)
A, (zB) :=in.P{z+Yi e[0,8]; OsiSn} =inan(z;ﬁ) (15)

B,(zdv) :=Z:n.P{z+Yi €[0,B]; 1<i<n-1; z+Y, edv}=2nbn(z;dv).(l6)

n=1 n=1
Buradaki A(z), stirecin [0,B] araligindan hi¢ ¢ikmama olasiliklari toplami, B(z dv) de
stirecin [0,B] aralifindan ilk kez ¢ikma olasiliklar toplami olarak yorumlanabilir. Simdi

asafidaki sonucu verebiliriz:

Sonug 2. v, in beklenen degeri ve varyansim (mevcut ise) asagidaki gibi ifade
etmek miimkiindiir:

E.IviI=8(1zB) an
V.[vi1=28.(;zB) - g(lz,B)[g(l zB) - l] (18)
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burada
~ o ~ . 0.
g(LzPB) ==£1§} g(szP) . 8/ (LzB) :=11311 ng(s;z;ﬁ)
olup E(;zB) ve §/(1;zP) asagidaki sekildedir:

B0zB) = AGR+ Y, [ (m)...[ [[BE.L3dv,) AF:B)

m=l g pi=l

EEGZD =A@+ [...(m)... j{ BV, 34v,). A, (V,.:P)

m=1 B

m
i=1

1

+> | Bi(v;;3dv,). [ [BE..;;dv,). AF,.;B)
j=I i=l

isj

Ispat. E(s;z;x)in (6) ile verilen taniminda, yani

8(s;z;x) :=is".g(n;z;x)=is".Pz{vl >n; X, Sx} , [s|€1

n=0 n=0

ifadesinde x = koyups— 1 i¢in limit alarak

B(33B) := lim (s23) = lim Zs“.Pz{vl >n; X, SB}

n=0

=lim Y s".P,{v, >n}
=0

s—»1

= i P,{v, >n}
n=0

= Ez[vl]

elde edilir.

(19)

(20)

Diger yandan §(1;zB)in degeri g(s;zx)icin Yardimct Teorem 2 de verilen (11)

formiiliinde x =B koyup s— 1 i¢in limit alarak asagidaki gibi elde edilir:

£1,zP) = hgll g(s;zB)

=lim &s;z8)+ Y, [...(m)...] [ [limbsv, ;dv,). 5(s¥,;B)

m=1 g p =l

(9),(10),(13) ve (14) ile elde edilen
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lin#(s2p) = ¥;zB) = > a, (5B = A(P)

=0

linlig(SVi_ﬁdVi) = E(l;vi-l ;dv;) = an(vi—l;dvi) = B(V;_;;dv;) (21)

n=]

lima(s7,5B) = ALV, B) = D2, (V3 B) = A(V,3B) —

= n=0
ifadeleri yukarida yerine yazilirsa

ELzP) =AGR)+ Y. [..(m)...] [[BE.;dv).A@,;B)

m=] g p =l

elde edilir. Béylece (17) ve (19) un ispat1 yapilmus olur.

g, zP) in degeri ise, aym §(s;z;x) formiiliinde x = B koyup, s ye gore kismi tii-
rev alip s — 1 igin limite gecerek asagidaki gibi elde edilir:

(sz,B)—a(s,z,B)+Zj (m)

mlB

H (5V;3dv;).q(sV,,;B)
i=1

U‘—.S

ifadesinden

aﬁs’g’(s;Z;B) —a(s,z,B)+Zf A(m).. f (ImI S,Vi_l;dvi)-ﬁ(S;Vm;B)J

m=1 g

dir. 3(s;zx) in (7) deki tamimui geregince

—a(s,z,m-—zs .a,(zp) = Zns .a,(zB) (22)

n_o

ve bir ¢arpimin kismi tiirevi tanimu ile,

i(ﬁﬂ(s;vi-,;dvi).a(s;vm;s))

=T T8, 5v) 2 a(s7,59)

i=1

iwj

Z[ b(S; VJ_I,dV )H b(S, Vl..ladv ) a(s, Vm’B)

olup bu son esitlikteki kismi tiirevler ise (8) ve (7) geregince
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0 a7, =23 5", (7,38) =5 "2, (Va3 B) 23)

aS as n=0 n=1

0%, 0 < n — - n-1 =

—a—b(s;vj_l;dvj)=a—Zs bn(vj_l;dvj)=zns b, (V;;dv;) (24)
S S n=] n=1

seklinde hesaplanabilir. (22), (23), (24) ifadelerinde s — 1ig¢in limit alarak elde edilen

lm —(sp) = 3. na, (5) =4, (5)

. 0. _ = _ _
lim —a—a(s; Vo3B) = na, (V,;B) =A, (V,,;B)
S n=1

s—>1

. O~ _ © 3 B
hnll —6—b(S; Vj_l;dvj) = ann("j-1§de) =B1(Vj—];dvj)
= S n=]

ifadeleri ve (21) deki ifadeler ilgili yerlére yazilirsa
~ .0
g:(Lzp) :=lim —g(s,2)
Cad

—AED+ Y[ ... j{f[B(vi-,;dvi).A,(vm;B)

m=1 g B

+2 | Bi(¥;430v)). | [B,130v,). A(V,.;B)
j=1

i=1
i#j

elde edilir ve boylece (20) ispatlanmig olur. V,[v,] ise, uygun hesaplamalar1 yaparak elde
edilir. ‘
Burada E,[v,] in sonlu olmasi i¢in 0 < F(0) <1 kosulunun yeterli oldugunu belir-

telim (F(0):= P{n, <0} idi ) ( bkz. Feller [24] ). //

Simdi de X(t) siirecinin agag1 yansitan bariyerden ilk kez yansima am olan 1, ile,
X(t) stirecinin t anindaki degeri arasindaki birlesik dagilim fonksiyonunu hesaplayalim. Bu
olasihif1 G(t;z;x) ile gosterelim. Yani her z,x €[0,B] icin

G(t;zx) :=P, {'c, > t3X(1) < x} 25)

olsun.
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Yardimci Teorem 3. G(t;z;x) birlesik dagilim fonksiyonunu {Yn }m rastgele yiirii-

yiis siireci ve {T, }m yenileme siirecinin olasilik karakteristikleri yardimiyla, agagidaki gibi

ifade etmek miimkiindiir:
G(t;zx) = Z g(n;z;x).AD (1) (26)
n=0
burada

AD, (1) := D, () - D, (1)
olup g(n;z;x), Yardime1 Teorem 1 de verilen (2) deki gibidir.
Ispat. Once dikkat edelimki,
AD ()=, (1)-D,,,()=P{T, <t} -P{T,,, <t} =P{T, <t<T,,,}
dir. Simdi toplam olasilik formiiltinii, yukaridaki esitligi ve g(n;z;x) in (1) ile verilen tani-

munt kullanarak

G(t;zx) :=P, {t,

v

£ X(t)Sx}

P

z

—_——t—

T,<t<T, ;1 =28 >t; X(t)Sx}
i=]

1l

PZ{TnSt<T 'v,=k;Tk>t;XnSx}

n+l °
1

P {v,=k; X, <x}.P{T, <t<T,,; T, >t}

n
1

: [

=

s

1l

DMs 2D 1DMs 1DMs IMs 1M
M.

P{vi=k; X, <x}.P{T, <t<T,,}

k

P,{v,>n; X, <x}AD, (1)

n+i

g(n; z;x).AD (1)

]
(=}

n

elde edilir. Béylece Yardimer Teorem 3 ispatlanmus olur. //

Sonug 3. t, rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonunu asagidaki sekilde vermek
miimkiindiir:

P,{t, <t} =1-G(55B) =1- > gmzp)AD, (1).

n=0

Ispat: G(t;zx) igin verilen (25) formiiliinde x = B koyarak,
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G(5B) =P, {7, > t; XO < B} = P,{xI > t}
elde edilir. Boylece
P, {1, <t} = 1- G(5%P)

dir. //

1, in olasilik karakteristiklerini hesaplamak i¢in, G(t;z;x) in t ye gore Laplace
d6niigiimiinden yararlanmak miimkiindiir. Bu nedenle bir M(t; z;x) fonksiyonunun t ye go-

re Laplace doniigtimiinii M(A;z;x) ile gosterelim. Yani,

M;zx) := .[ e M M(t; z;x)dt
0
olsun. Ayrica
M(0;z %) := ilng M(%; z;x)

notasyonunu tanimlayalim. Boylece asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 1. G(t;z;x) fonksiyonunun t ye gére Laplace doniigiimiini {Yn}m ve

{T } ,, Stireglerinin olasilik karakteristikleri yardimiyla asagidaki gibi ifade etmek miim-

kiindiir:

80570 = 22500 )iz%) @n
burada

(L) := E[e ™™ ]= Te““d(b(t) ,A>0
ve |s|£1 olan herhangi biros elR i¢in g(s;z;x), Yardimci Teorem 2 de verilen (11) deki
gibidir.

Ispat. G(t;z;x) igin Yardimci Teorem 3 de verilen (26) formiiliiniin her iki tarafina t

ye gore Laplace doniigtimii uygulanirsa

G(s;zx) = [e Gt z0)dt = [e™ g zx). A0, (1) dt
0 [1]

n=0

=3 ez 0™ A0, (0 dt 28)

n=0 0

elde edilir. Diger yandann > 0 i¢gin
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Te’”Ach(t)dt = Te'” [@,(t)-D,,, ()] dt

0
= [e™@, (1) dt-[e ™, (1) dt
0 0

olur. Buradaki integrallerin her birine kismi integrasyon metodu uygulayip

o]

[e™d®, () = E[e™])" =[eM)]"

0

esitligi ve @, (0) = P{T, <0} =0 oldugu kullanilirsa

Ie"’*‘mn(t)dt - 31:[@0»)]" —%[W»)]““ - 1—";:@[@0»)]"

elde edilir. Bu ifade (28) de yerine koyulursa

S0szx) = 3 gz %) 11%@[%)]“

n=0

_1-(V)

: S ez x) [p)I"

bulunur. Herhangi bir A > 0 igin I(p(k)l <1 oldﬁgu dikkate alinirsa, (6) geregince
~ 1-o(A) o
B0z =R gonz9

yazilabilir. Béylece Teorem 1 ispatlanmus olur. //

T, in momentlerini hesaplamak icin bu G(A;zx) fonksiyonundan yararlanilabilir.

Ciinkii (25) ile,

o0

G0s%B) =[Gz Pyt

1]

= [e™P, {1, >t; X(t) < B}dt
]

= Te'”Pz fr,>t}dt (29)

dir. 7, in 6zellikle beklenen deger ve varyansim hesaplamak miimkiindiir. Bunu agagidaki

sonug ile verelim:
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Sonug 4. &, ve n, rastgele degiskenlerinin ilk iki momentleri mevcut ve sonlu ise

7, in beklenen deger ve varyans: agagidaki sekildedir:
E [t,]=E,[v,].E[,] (30)

V.= B, lv, VI ]+ V,Iv, 1 e, 1 G1)

burada E,[v,] ve V,[v,] Sonug 2 de verilen ( 17) ve (18) deki gibidir.
Ispat. (29) daki esitlige gére

G(0;zB) = limG(A; B) = lim j e™P, {1, > t}dt
10 A0 o
=[P, {r, > t}dt
0
=E,[7] (32)

dir. Diger yandan, Teorem 1 de G(2; z;x) igin verilen (27) ifadesinde x = koyup A — 0

i¢in limit alarak

G0 = im0 5) = lim 2B o0
olur. Simdi

. 1-¢() B (LY o

lim " . im E(o(2); )
degerlerini hesaplayalim.

2 3 n
e-l{l = 1_(}\@1)_‘_ (A'E.;l) _ (}"él) +.”+(__1)n ("‘gl) +
2! 3! n!

oldugundan

®(A) = E[e ™ ]=1-AE[¢, ]+ E[él ]——E[él H. 4D —E[il I+...
olur ve buradan

1-9(&)
A

elde edilir. Béylece
lim 1=9A4)

A0 )\‘

n-1

120 _ e 1—~E[<2.°1+—E[§1 et 2

E[§1 M.

—E[gl]

oldugu gériiliir. Bu limit, ¢(0) = E[e’]= E[1] =1 oldugundan, L’Hospital kurali ile
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A0 A A0 1

seklinde de hesaplanabilir. Ayrica, Sonug 2 deki (17) ifadesi ile
lim g(o(A);zB) = 8(9(0); 5B) = E(1,B) = E,[v,]

dir. Bu degerler yukarida yerine yazilirsa
~ .o l-oA) ..
G:8) =lim =2 Lim(o () 5B) ~ B LE.[v,] (33)

olur. Sonug olarak (32) ve (33) ile

E.[t]=E,[v]EE,]
elde edilir.

V,[t,] ise, (29) daki G(A;zB) formiilinde A ya gore tirev alip A — 0 i¢in limite
gegerek ve uygun hesaplamalari yaparak elde edilir. //

Not 1. =, in beklenen deger ve varyansini “Wald 6zdesligi”ni kullanarak da hesap-

lamak miimkiindiir: 1, = z&i ve v, rastgele degiskeni &; lerden bagimsiz oldugundan,
i=1

Wald 6zdesligi’ne gore
E,[t,]=E,[v,].E[§,]

V,[r]= B ] VI, 1+ V,[v, ) [EEE, 1|

elde edilir ( bkz. Feller [24] ). //

Sonug 5. (29) formiiliinde her iki tarafin A ya gére tiirevini alarak ve daha sonra da
A — 0 icin limite gegerek t, in daha yiiksek mertebeden momentleri icin bir formiil elde
etmek miimkiindiir. Ozellikle n > 2 igin, 1, in beklenen degerinin mevcut ve sonlu olmasi

sartiyla

n-1

E,[t}1=(-D)""n.lim

e G(A;zB)

yazilabilir, //
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2.4. Siirecin Bir Boyutlu Dagilim Fonksiyonlarinin Belirlenmesi

Rastgele stireglerin sonlu boyutlu dagilim fonksiyonlarimn, bu siireglerle ilgili esas
olasilik problemlerinin ¢éziimlenmesinde 6nemli bir rol oynadiklar: bilinmektedir. Bunun-
la ilgili olarak bu paragrafta, ele alinan X(t) siirecinin bir boyutlu dagilim fonksiyonlar:

belirlenmistir. X(t) siirecinin sonlu boyutlu dagilim fonksiyonlarinin belirlenmesindeki

zorluk ve karmagiklik, ele alinan modelde iki yansitan bariyer bulunmasindan kaynaklan-
maktadir. Kaynaklanan bu zorluklara bakmayarak, burada X(t) siirecinin, bir gok hallerde

oldugu gibi Laplace doniistimii degil, bir boyutlu dagilim fonksiyonunun kendisi belirlen-
migtir. Elde edilen bu sonucu vermek i¢in, Q(t;z;x) ve h(n;z;dv) ile
Qt;zx) := P{X(1) < x} = P{X() < x| X(0) =z} (34)
h(n;z;dv):=P,{v, =n; X, ,+n, €dv},n>1; h(0;zdv):=0, v<0
kosullu olasiliklarini gésterelim. Boylece asagidaki yardimei teoremi ve bu paragrafin asil

amaci olan teoremi verebiliriz:

Yardimct Teorem 4. Her n 21 i¢in h(n;z;dv) fonksiyonunu {Yn }nzo stirecinin ola-

silik karakteristikleri yardimiyla agagidaki gibi ifade etmek miimkiindiir:

n-1 «© ® k-1
h(n;%dv) = ¢, (zdV) + Y. [ ...(K)... | H*(bn(v,._,;dvi))*cn.(Vk;dv) , 022

k=1p B i=1
h(l;zdv) = c,(z dv)
" burada V) =z vei21 igin Vv, = y(v,)dir.
Ispat. v,(n) nin tammim goz Sniine alarak, toplam olasilik formiilii ile h(n;z;dv)
fonksiyonu

h(n; z dv) = EPZ{VB(n) =k;v,=n; X, +1n, edv} , v<0
seklinde yazilabilir. gi(r)ndi bu toplamdaki terimleri ayr1 ayr1 hesaplayalim.

k = 0 oldugunda

Pz{v,,(n) =0;v,=n;X_,+n, edv}

=P{Z+Yi €[0,8]; 1<i<n-1;z+Y, edv}

= ¢, (5dV) (35)
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elde edilir. k =1 oldugunda ise
Pz{vs(n) =1;v,=n;X,_,+n, edv}

n-1

1

- TP{z+Y. e[0,B]; 1<i<k-1;z+Y, edv‘}
k=1 B

PV, +Y, [0B]; 15isn-k-1; 7, +Y,, e dv}

1

!

I
™ =y 8

n—1

by (zdv,).c, (V;;dv)

=
Il

1

n—

b, (zdv,).c,_(V;;dv)

=1

N

"l g T te=n g
bl

b, (Z AV, e, (7,34V)

elde edilir (burada b,(zdv,) = c,(¥,;dv) =0 oldugu kullamlmustir). k =2 oldugunda da

benzer yontemle
Pz{vg(n) =2;v,=n; X _, +1, edv} = _”bn(z;dvl)*bn(Vl;dvz)*c“(Vz;dv)
BB

oldugu gosterilebilir, burada

RO NG LINOEID I N O)- O AN 6
0 <k,+k;<n
Ky, ky 20
dir. Nihayet matematiksel indiiksiyon metodu ile, 1<k <n-1 ve n>2 igin

Pz{vﬁ(n) =k;v,=n; X,_,+n, edv}

= I...(k)...jbn(z;dv,)*bn(VI;dvz)*...*bn(Vk_,;dvk)*cn(Vk;dv) (36)
i 8

genel formiilii elde edilir. (35) ve (36) formiillerini k = 1,2,...,n—1 {izerinden toplayarak
n2>2 igin

1

=

h(m;zdv) = c,(zdV)+ Y, [...(K)...[ b, (zdv,)*b, (¥;3dv,)*...
B

k=1 B

b (Ve _sdv )*e (Vy;dv)
elde edilir. n=1 i¢in

h(1;zdv) = P{z+nI edv} =c¢,(zdv)

oldugu kolayca goriiliir. Béylece Yardimc: Teorem 4 iin ispat: tamamlanmis olur. //
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Teorem 2. &, ve m; rastgele degiskenleri kendi aralarinda bagimsiz olsun. Bu tak-
dirde X(t) siirecinin bir boyutlu dagilim fonksiyonlarm {Y,} = ve {T,}  siireclerinin

olasilik karakteristikleri yardimiyla asagidaki gibi ifade etmek miimkiindiir:

Qtzx) =3 gz AP, (1)

© @© P 0 0 x
+§ Z ; Z;O _L...(k)...J;I;[h(ni;vi_l;dvi)g(nk+,;Vk;x)A®Nk(t), (37)

burada

N, =n, +n,+...+n,,,
ve h(n;z;dv) Yardimci Teorem 4 de, g(n;zx) ise Yardimci Teorem 1 de verildigi gibi
olup Vv, =z vei=1 i¢in V;, = y(v;)dir.

Ispat. <, ile, X(t) stirecinin, asag1 yansitan bariyerden k. kez yansima amm

gosterdigimizi hatirlayarak ve toplam olasilik formiiliinii kullanarak Q(t;z;x) fonksiyonu

Q7% =P (XM <x| =Y P{r, St<1, ;3 X®< x}
k=0
seklinde yazilabilir. q, (t;z;x) ile,

q, (t; % X) :=Pz{-ck <t<T,,; X(t)Sx}

olasilifini gosterelim. Boylece,

Q50 = 20,659 = 4,550+ 24,55 (38)
olur. Amacimiz (38) serisinin terimlerini {Yn }nzo ve {Tn}nzo slireglerinin olasilik karakte-
ristikleri yardimiyla ifade etmektir. Bununla ilgili olarak, serinin ilk birka¢ terimini hesap-
layalim. q,(t; z; X) igin, T, = 0 oldugu hatirlanir ve (25) ile (26) ifadeleri kullanilirsa

qo(t;z;x) = Pz{'ro <t<t; X)L x} = Pz{'tl >t; X(t) < x}

= G(t;zx)

=3 ez 040, (39)

n=0

k
elde edilir. Simdi de q,(t;z;x)i hesaplayalim. Toplam olasilik formiilii ve T, = Z&i
i=l

oldugu kullanlirsa
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1
g

Q(tzx) =P, <t<t,; X(t) <X}

=iP{T t<T, ;T St<t,; X(t)<x}

n=t
© n Vi
=z Pz{v,=k;'rl Z§ <t<ty; T, <t<T,,; X, SX}
n=1 k=I i=1
o« n
=Z Pz{v,=k;TkSt<'cz;T t<T,,,; X, Sx}
n=] k=l

Pz{v1 =k; X, +1m €dv; T, edu}
Pty >t-u; T, St-u<T, ., ; X, <x}
Pz{v1 =k; X, ., +1, edv}.P{Tk e du}

Pn{v]>n k; X, £x }P{TnkSt u<Tnk+1}

yazilabilir. Burada h(k;z;dv), @, (t), g(n;z;x) ve AD, (t)nin tanimlar1 géz 6niine almirsa
yukaridaki ifade

=

q,(65%) = h(k; z,dv) @, (du) g(n - k;%;x) AD, , (1 - u)

ey
T
DM

<

i

=4
=
l
'
'IL

h(k; %dv) @, (du) 3 gn - k;¥:x) AD, , (t — u)

n=k

!
<
Cmmy © in—...,o

— ‘.i'—,...
Ms IMs

h(k z:dv) @, (du) " g(n;7%) A, (t—u)

n=0

—

<
]
8
e
i}
©

I

[Ms
M
o T

h(k; z dv) g(n; V; x) j O, (du) AD, (t—u)

u=0

-~
n
=
[l
o
<
:

t
sekline gelir. Burada, _[ @, (du) D, (t—u) =D, (t) esitligi kullanilarak
0

[ @y (dw) AD, (t-v) = AD,, (1)

oldugu kolayca gosterilebilir. Boylece,

o« o« 0

0G5)=), Y. [hkszdv) gn;7;x) AD,,, (1)

k=1 n=0 _go

elde edilir. Benzer bir irdeleme ile
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o 0

© 0
q2 (t;z;x) = Z Z J‘ Ih(nl;z;dvl) h(nz;vl;dVZ) g(n3;vz;x) A(D111-|-nz.|.|13 (t)

np,np=1 0370 _ —oo

oldugu gosterilebilir ve matematiksel indiiksiyon metodu ile, her k 21 igin

w @ 0 0
q,(tz;x) = Z Z j...(k)...jh(nl;z;dvl) h(n,;v,;dv,)...

n 0y ,ean =l ng =0 _»

b Vesdvy) g0y, 595 X) ADy (1) (40)
genel formiilii elde edilir, burada N, =n, +n,+...+n,,, dir. (38) formiiliindeki terimler

icin elde edilen (39) ve (40) ifadeleri (38) da yerine yazilirsa

QLX) = (55X + . q, (£ZX)

k=1
il © © © 0 4]
=2 ez A0, M+, D > [ [h@;zdv,).
n=0 k=1 nyn,,.n=1 n =0 _ —0

-h(n,;¥,;dv,)...h(n, sV, 5dv, ) g(n,,59,;5%) ADy (1)

elde edilir. Boylece Teorem 2 ispatlanmus olur. //

Pek ¢ok pratik problemin ¢oziimlenmesinde, 6zel olarak &, rastgele degiskeninin
tistel dagilima veya m-mertebeli Erlang dagilimina sahip olmas: halinde, X(t) siirecinin bir

boyutlu dagilim fonksiyonunun belirlenmesi istenebilir. Bu nedenle, bu iki 6zel durum igin

Q(t;z;x) kapal1 formda verilebilir. Bu gergekleri agagidaki sonuglarla ifade edelim:

Sonug 6. §; ve n; rastgele degiskenleri kendi aralarinda bagimsiz ve &, u >0 pa-
rametreli {iste] dailima sahip olsun. Bu takdirde X(t) siirecinin bir boyutlu dagilim fonk-
siyonu Q(t;zx) asagidaki sekilde verilebilir:

Qt;zx) = e*"‘ig(n;z;x)“%n

n=0

a0 o« © 0 0 k N

- - < Loy H™
Y > X [ TThms5dv) g, 9,:%) R

k=1 npny,.m=1 n,,=0 _, —w i=1 k*

burada ¥V =z, k21 i¢in ¥V, = y(v,) ve N, =n, +n,+.4n,,, dir.
Ispat. £, rastgele degiskeni, 1 >0 parametreli iistel dagilima sahip oldugundan,

T = Z &; » i > 0 parametreli, n-mertebeli Erlang dagilimina sahiptir. Dolayistyla

i=1
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@y, (ut)"“']

P{T <t}=1-e™|1+ut+
L=t ( " 2! (n—1)!

ve benzer gekilde

@, k" ]

P{T,, <t} =1- e"“‘(l+p.t+
2! n!

yazilabilir. Boylece

AD (=0, (1)-D,,(1)=P{T, <t} -P{T,,, <t} =(—”t‘)—ne‘"t , 020
oldugundan bunu, Teorem 1 de Q(t;z;x) i¢in verilen (37) fom?iiliinde yerine yazarak iste-
nen sonug elde edilir. //

Sonug 7. &, ve v, rastgele degiskenleri kendi aralarinda bagimsiz ve &,, u >0 pa-

rametreli m (m = 1) -mertebeli Erlang dagilimina sahip olsun. Bu takdirde X(t) siirecinin

bir boyutlu dagilim fonksiyonu Q(t;z; x) asagidaki sekilde verilebilir:

Atz =™ el z,x)mf_ )

+e‘”‘z Z Z I(k) J- h(n;;v,,;dv;) g(n,; V%) kz ~ —(Et_)l-

k=1 ny,ny,..0=1 =0 _ ~ 1=l i=m.Ny il
burada v, =z, k21 igin v, = y(v,) ve N, =n, +n,+..+n,,, dir.
Ispat. £, rastgele degiskeni, p >0 parametreli ve m-mertebeli Erlang dagilimina

sahip oldugundan, p > 0 parametreli {istel dagilima sahip m tane rastgele degiskenin topla-

mi olarak distiniilebilir. Dolayisiyla T, =&, +...+§,, u>0 parametreli iistel dagilima

sahip n.m tane rastgele degiskenin toplami olacagindan, n.m tertipli Erlang dagilimina
sahiptir. O halde

2 nm-1
P{T, <t} = l—e"“‘(1+ut+ M ) J
2! (nm -~ 1)!

ve benzer sekilde

P{T,, <t}=1-¢" (l+p.t+ ot

@ e J
21 [(n+Dm—1]!

yazilabilir. Béylece

AD () = D, (1) - @,, (t) = P{T, <t} - P{T,,, St}_mfl @e*th n>0
l.

i=nm

oldugundan bunu, Teorem 1 de Q(t;z;x) igin verilen (37) formiiliinde yerine yazarak iste-

nen sonug elde edilir. /
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2.5. Siirecin Ergodikligi

Bu kisimda amacimiz X(t) siireci igin en genel sartlar altinda ergodik teoremini ifa-
de edip ispatlamak ve siirecin ergodik olmasi durumunda en genel ergodik dagilim fonksi-
yonu i¢in agikar bir formiil vermektir.

Simdi bu kismin esas sonuglarindan birincisini yani X(t) siirecinin ergodik oldugu-
nu ifade eden teoremi verelim. Bu teoremin ispatin1 yaparken iki tane yardimci teorem
ispatlayacagiz.

Teorem 3. {(E,i,nl.) ;1= 1,2,...} daha once tanimladigimiz rastgele degiskenler ¢ifti

dizisi olsun. Bu dizi ayrica agagidaki kosullari sagliyorsa X(t) siireci ergodiktir:
1) m, rastgele degiskeni aritmeﬁk olmayan bir dagilima sahiptir,
2) P{n, >0} >0 ve P{n, <0} >0,
3) E[,] <.

Ispat. X(t) siirecinin ergodik oldugunu ispatlamak icin “kesikli sans karigimli siireg-
ler igin ergodik teoremi”nin ( bkz. [5], s.243 ) kosullarinin saglandigini ispatlamak yeterli
olacaktir. Bu teoreme gére,

1) Belli bir {H,} _ igerilen Markov zinciri kurmak, bu zincirin ergodik oldugunu

gostermek ve zincirin invaryant dagilim fonksiyonunu, bilinen olasilik karakteristikleri yar-
dimz ile ifade edebilmek,

2) Bu igerilen Markov zincirinin herhangi ardisik iki sigrama an1 arasindaki siirenin
beklenen degerinin sonlu oldugunu géstermek gerekir.

Buna gére,

1) {X,}.-0 Markov zincirinde istenilen “igerilen Markov zinciri” olarak, {Hn},, v

rastgele degiskenler dizisini
H;:=X(,+0),n21;H:=X,=2

seklinde tamimlayalim. Burada -
Vg = inf{n>vk_l X M, <0} sy k215 vy :=0

(vy, X(t) slirecinin asag1 yansitan bariyerden k. kez diisme amndaki adim sayis1 ) olmak
iizere

T,:=T, = D.& ,k=21;1,:=0

i=1
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(Tx» X(t) stirecinin agad1 yansitan bariyerden k. kez diisme an1 ) idi.

Bu sekilde tammlanan {H,}  bir igerilen Markov zinciri olusturur. Bu Markov
zincirinin goriiniislerinden bir tanesi Sekil 22 de goriilmektedir. Ayrica 0- ve [ -seviyele-
rinde yansitan bariyer bulunmasindan ve hem pozitif hem de negatif degerler alan 7,

rastgele degiskeninin aritmetik olmayan bir dagilima sahip olmasmndan dolay1, bu zincir

ergodiktir (bkz. [8] ve [10]) .

X()
1 * :
*
p
X, § : P OH =X(1,+0)
: L Hi=X(t, +0)
H, =3— X‘z . H,
o T T T T, T, T, T, Tt
T Ty T3
*
*

Sekil 22. {H} ., icerilen Markov zincirinin bir goriiniisi
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Bu {Hn}n ., igerilen Markov zincirinin invaryant dagilim fonksiyonunu 7n(x) ile

gosterelim. Bun(x) dagihim fonksiyonu

B
n(x) = [ P(z ) dn(2)

integral denklemi ile elde edilir (bkz. Kolmogorov-Chapman Teoremi). Burada integral
denkleminin gekirdegi olan P(zx), {H, }  Markov zincirinin bir adiml gegis olasilikla-
rint belirleyen fonksiyon olup

P(zx):= P{H, e(0,x) |H, = z} = PZ{H1 e(O,x)} ; Z, x €[0,B]

n

ile tanimlanir. $imdi P(z;x) fonksiyonunu, {Y }nzo rastgele yiiriiylis siirecinin olasilik ka-
rakteristikleri yardimiyla ifade edelim.’

Ty»> 1 ile vg(n) nin tanimlarim ve toplam olasilik formiiliinii kullanarak P(z;x),

P(zx) = PZ{H, e(o,x)}
= PZ{X(T] +0) e(o,x)}

Il
—— 8

Pz{'c1 edt; X(t) e(O,x)}

0

oS
1

Il
ey 8

P, i&i edt; X(t) e(O,x)}

i}
Ms <
O t——8 Ot 8 ——_—A

Pz{vl =n; T, edt; X, e(O,x)}

=
1
—_

1l
M

P {v, =n; X, e(o,x)} . P{Tu edt}

z

=
[0
—

I
M

Pz{v, =n; X, e(o,x)} . TP{T,, edt}
0

=3
y

i
Ms

P{v,=n; X, e(o,x)}

1

=
[

~1

=

I
M

Pz{vp(n)= m;v,=n; X, e(O,x)} (41)

0

=
n
8
1l

seklinde yazilabilir. Bu (41) serisindeki terimleri ayr1 ayr1 hesaplayalim.

z,x €[0,B] olmak iizere, r,(z;x) ile asagidaki olasilig1 gdsterelim:
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r,(zx):= PZ{VB(n)=O; vi=n; X, e(O,x)} ,n21 42)

ve 1,(zx):= 0 kabul edelim.

1. Terim:

r (zX) = P{z+ Y, e[0,8], 1<i<n-1;z+Y, e(—x,O)} +

iP{z+ Y; €[0,B],1<i<n-1;z+Y, e(—26k—x,—2Bk+x)}
=, (50 =e, (5 + 3 [e, (2P 4 %) ¢, (5-2Bk - )] )

2. Terim:

Pz{vﬁ(n)=1; v,=n; X, e(O,x)}

n-

P{z+Yi €[0B]; 1Si<k-1;z+Y, >B;z+Y, edv}

I
T e—s

™
L

]
—

.Pv{vﬁ(n—k)=0; vi=n-k; X, , e(O,x)}

=

b (zdv).r,_ (¥;x)

Il
=~
T

B

b (zdv).r_, (V;x)

El
[}
o

I

Il
W= w8

b, (zdv)*r, (V;x).
Burada ¥V = y(v), v>B dir veb,(zdv) = r,(zx) =0 oldugu kullanilmigtir. Benzer diisiin-
ce ile 3. terimin
PAM@ =23 v, =03 X, €} = [ [b,@dv,)*b, (7,:dv, 5, (7,5
BB
oldugu gosterilebilir, burada V, =z ve k >1 igin V, = y(v,) dir. Nihayet matematiksel
inditksiyon metodu ile, keyfi 1< m<n-1 i¢in

Pz{ Ve(m)=m; v, =n; X, e(O,x)}

oo(m)... b,(5dv,)*b,(¥,;dv,)*...b, (V,,_;;dv, )*1, (V.;%)
B

W Ly § D e 8

(Ba i3 av)) *1, (T ) (44)

1

...(m)...f
B

m
=1
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elde edilir. (42) ve (44) ifadeleri, (41) de yerine yazilir, b,(zv)=r1,(z%x)=0 oldugu ve

dizilerin konvoliisyon ¢arpimi tanimi kullamlirsa

—_—

n—

PO =3 L@+ Y,

n=1 n=2

T...(m)...
B

™ —3

) *(bn (Vi3 dv; ))* L,(Va;X)
=1

1

=]
[

ifadesi elde edilir. Burada r, (zx), (43) de verildigi gibidir. Yani

(53 = 0y (20~ ey (5-X)+ 3. [, (5-2Bk + )~ ¢, (52K~ ¥)

k=1
seklindedir.

Boylece {Hn} icerilen Markov zincirinin bir adimhi gegis olasiliklarim belir-

n20

leyven P(zx) fonksiyonlarim, dolayisiyla bu zincirin invaryant dagilun fonksiyonunu,

{Y,} , rastgele yiiriiyii§ siirecinin olasilik karakteristikleri yardimiyla ifade etmis olduk.

Sonug olarak, bizim teoremin hipotezleri altinda “kesikli sans karigimli siiregler igin ergo-

dik teoremi” (bkz. [S] ) nin 1. kosulu saglanmuis olur.
2) Simdi 2. kosulun saglandigini, yani bizim notasyonlar altinda E[7,] < oldu-

gunu gosterelim. Bu amagla agagidaki iki yardimci teoremi verelim:

Yardimci Teorem 5. Teoremin kosullar saglansin. Bu takdirde
Sup Pz{‘l:1 ZTa} <ax<l
0<z<p
olacak sekilde o €[0,1) ve T, <o sabitleri vardr.
Ispat. E[€,]< ® oldugundan
OM)=P{E, <M} >0 (45)

olacak sekilde bir 0 <M < oo sabiti vardir. Ayrica P{n, <0} >0 oldugundan

F(-h) =P{n, <-h}>0 (46)
olacak sekilde bir 0 <h < o sabiti vardir. Simdi
3 := O(M).F(-h) (47)

tanimlayalim. (45), (46) ve (47) den & > 0 oldugu agiktir.
{(éi,ni) ;1= 1,2,...} rastgele degisken ¢ifti dizisi bagimsiz ve aym dagilima sahip
oldugundan
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P{T, <M; Y, <-h} =P{§, <M; n, <-h} = P{§, <M}.P{n, < -hj

= ®(M).F(-h)

=35 (48)
P{T, <2M; Y, <-2h}

=P{§1 +&, S2M;n, + 1, S_Zh}

Ple, edts m, eav}.Ple, <2M-t5m, < 20—}

I
[ty 8

~
(=3
<

Y

{gz edt}.P{nz edv}.P{gl <2M - t}.P{n, < -2h- v}

—z g-.__.z
<
'—tir i'—.': i-——.s

O2M - t) .F(-2h - v) dd(t) dF(v)

~
&
<
1]
8

&

[ @) . F(-h) dd(t) dF(v)

\%
[—x

<
1l

= O(M).F(-h)[ dcp(t)] dF(v)

-

=82 (49)
elde edilir. Simdi matematiksel indiiksiyon metodu ile, keyfi n>1 igin
P{T, <nM; Y, < -nh} > 8" (50)

oldugunu gosterelim.

Bu esitsizligin n=1 ve n=2 i¢in dogru oldugu (48) ve (49) ifadelerinden goriil-
mektedir. (50) esitsizligi n =k > 2 igin dogru, yani

P{T, <kM; Y, <-kh} 28", k>2 (51)
olsun. (50) esitsizliginin n =k +1 i¢in de dogru oldugunu géstermeliyiz. (51) esitsizligini
kullanarak

P{TM <k+DM; Y, <—(k+ l)h}

Il
ey 8
| ey 8

P{Tk <(k+DM—t; Y, < ~(k+Dh—- v} da(t) dF(v)

zf I:P{ KM+(M—1); Y, <-kh+(-h- v)} da(t) dF(v)
zI jh P{ Y, < -kh} do(t) dF(v)

“Il "
8*.[ [dat) dF(v) =5**
0 -
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elde edilir. Yani (50) ifadesi, n=k +1 i¢in de dogrudur. Sonug olarak (50) esitsizligi her
n2>1 i¢in dogrudur.

Simdi N = [IB / h|] +1olsun. Agik olarak N > B/h ve N <o dir. Buradan,

P{Yy <-B} > P{Yy <-Nh} (52)
ve sonug olarak (50) ve (52) ifadelerinden,

P{Ty <NM; Yy <—B} >P{Ty <NM; Y, <-Nh} 28" >0 (53)

elde edilir.

Diger yandan

=0
wp=wo=P =0 e nso
B+Y,, nx1

tamimlayalim. Tanimdan goriilecegi gibi, W(t)
W) =W, =W,_,+n, ; T, <t<T,, ,n20
seklinde de yazilabilir. W(t) baslangic durumu W(0) =W, = olan bariyersiz bir yar-

Markov rastgele yiiriiylis siireci olusturur. X(t) ve W(t) siireglerinin kargilastirmali bir gérii-
niisii Sekil 23 de goriilmektedir.

W) |
A —
o 7
LIPE M - M Ns ———
ﬁ‘_;.n5 R RRRtE s ISR
N3 Ny MNs M
M Na: Ne| T 77 X(®)
e . R L W
——’: é
of T, T, T, T, ‘T, ot
T*
v ok

Sekil 23. X(t) ve W(t) stireclerinin bir karsilastirmali gériiniisii



58

Y, ile, W(t) siirecinin 0 (sifir)-seviyesinden ilk kez diigmesi anmni gosterelim. Yani,

Y :=inf {t>0; W(t) <0}
tanimlayalim. Keyfi ve sabit n > 1 igin

P{ymst}ZP{THSt; B+Y, <o} (54)
oldugunu gosterelim. Bunun igin

moe{w|Tn3t;B+Yn<o} (55)
olsun. W(T,) = +Y, oldugundan

o, e{co| T, <t; W(Tn)<o}
ve v, rastgele degiskeninin tanimindan

moe{mlTnSt;ymsTn} (56)

elde edilir. {03 [T, <t; 7, < T,,} c {(o [y < t} oldugundan (56) geregince

o {01y <Y} 57)
olur. Béylece (55) ve (57) ifadelerinden
{ml T <t; B+Y, <0}g{m| Yip St}
oldugu gortiliir. Bunun sonucu olarak, keyfi ve sabitn > 1 i¢in (54) ifadesi saglanms olur.
Simdi (54) esitsizliginde n=N and t = NM alimirsa ve (53) esitsizligi kullanilirsa
P{y,, <NM} > P{T, <NM; B+Y, <0} 25" >0

yani
P{y 5 < NM} >N >0 (58)
ifadesi elde edilir.

Diger yandan, [ -seviyesinde yansitan bariyer olmas1 ve X(t) ile W(t) siire¢lerinin
tammlarindan dolays, keyfi z €[0,B] baslangi¢ durumu i¢in 1 olasihgi ile =, <7, oldugu
kolayca goriiliir. Bu nedenle keyfi t e IR* ve z €[0,B] i¢in

P {t, St} 2P{y, <t}
dir. Burada da 6zel olarak n=N ve t = NM aliur ve (58) esitsizligi kullanilirsa

P,{r, < NM} > P{y,, <NM} 28" >0
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ifadesi elde edilir. Boylece keyfi z €[0,B] i¢in

P,{t,2NM} <1-8" (59)
olur. Simdi o :=1-8" ve T, :=NM tammlayalim. >0, N <oove 0 <M <o oldu-
gundan

a<l, T, <o (60)

elde edilir. Boylece, (59) ve (60) gdz oniine aliursa, keyfi z €[0,B] i¢in P, {‘c1 > Ta} <a
olacak sekilde o €[0,]) ve T, <o sabitlerinin mevcut oldugu goriiliir. a ve T, sabitleri

z parametresinden bagimsiz olduklarindan

Sup PZ{'C1 ZTQ}S(X<1

0sz<p

yazilabilir. Béylece Yardimci Teorem 5 ispatlanmis olur. //
Simdi E[t,] < oldugunu ispatlayabiliriz.

Yardimct Teorem 6. Teoremin kosullar saglansin. Bu takdirde E[t,] <o dir.

Ispat. Yardime1 Teorem 5 de
Ja e[0)), T, <w; Vz e[0,B] igin Pz{r, > Tu} <a<l (61)

oldugunu ispatladik. Bu ifade kullanilirsa

z

P,{r, 2 2Ta} = TP {1:, >2T, 5 X(T,) edv}
0

= f P, {‘tl 2T, ;X(T,) € dv}. P, {'c1 > Ta} (Kolmogorov-Chapman 6z.)
0

yani
P{t, 22T,} <o’ (62)

elde edilir. Simdi matematiksel indiiksiyon metodu ile, keyfi n>1 ve z €[0,8] i¢in
Pz{tl ZnTa} <a” (63)

oldugunu gosterelim.
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(63) esitsizliginin n=1 ve n=2 i¢in saglandi (61) ve (62) ifadelerinden goriil-
mektedir. Bu esitsizlik n =k > 2 i¢in dogru, yani
P,{t, 2kT,}<a*,k>2 (64)

olsun. (63) esitsizliginin n = k +1 i¢in de dogru oldugunu goéstermeliyiz. (64) ifadesi ile

B
P, {7, > (k+DT,} = J‘Pz{r1 > KT, +T, ; X(KT,) edv}
0

a

=TPZ{11 > kT, ; X(kT,) edv} . Pv{tl >T }
0

B
<a. [P,{r, 2KT, ; X(T,) edv}

0

24

=(X..Pz{’t] > kT, }

< Q.k+1

elde edilir. Yani (63) ifadesi, n=k +1 i¢in de dogrudur. Sonug olarak (63) esitsizligi her
n 21 icin dogrudur.

Simdi (63) esitsizligini ve |a| < 1 oldugunu kullanarak E,[t,] i asagidaki gibi ifade
edebiliriz:

© © nT,
Ez[tl]=£Pz{'tl >t} dt=§ ( J)T P {r, >t} dt
© nT,
<> IPz{tlz(n—l)Ta}dt
1

n=0
- n T(l
<T,. zoa 1o

a <1lveT, <o oldugundan, keyfi z €[0,f] i¢in

T
E,[t,]€——<»
-

yazilabilir. &, {dz} » X(0) rastgele degiskeninin [0,B] aralifinda konsantre olunmus dagili-
mi1, yani
P{X(0) edz}, z [0,
rfir) | PEO <t zel0p)
0 , zeIR\[0,B]
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olsun. Béylece

B B T
Elt,]= [ E,[r,].m,{dz} < | = n,{dz}

yazilabilir. o ve T, sabitleri z den bagumsiz oldugundan

< 0

E[t,] < 1———jn {dz} = Tq

elde edilir. Boylece Yardimci Teorem 6 ispatlanmis olur. //

Sonug olarak, ergodiklik teoreminin 2. kosulunun da saglandigiu yani E[t,] <o

oldugunu ispatlamis olduk. Boylece ergodiklik teoremi geregince, X(t) stireci ergodiktir.

Bu da Teorem 3 iin ispatint tamamlar. //

Simdi de X(t) siirecinin en genel ergodik dagilimini, {T,},,, yenileme siireci ve

{Y,}..0 rastgele yliriiyiis siirecinin belirli olasihik karakteristikleri yardimiyla ifade eden
teoremi verelim.

Teorem 4. Teorem 3 tin hipotezleri saglansin. Bu takdirde, f(x) sinirli ve lgiilebilir
bir fonksiyon olmak iizere, X(t) siireci igin en genel ergodik dagilim fonksiyonunu
agsagidaki sekilde ifade etmek miimkiindiir:

©

R (4393, [ [ B idv) T BOL13dv) A, Taiv)

8

lim & j fX(t)dt = m P B (65)
T>o T o — © ® © mo _
Ay () + Y [o@). [ B (*dv,). ] [ BT 5dv,). A (Voi*)
m=1 B B i=2
burada
B
A(z*) = [fx). Az d0)
B
B, (*;dv) := J.B(z;dv) dn(z)
A (%) = j‘ j f(x).A(z; dx) dn(z) = j A, (%) dn(2)

A(z*) = Kf(z’*)lké = A(zp) == Zan(Z;B)

n=0

— — B
K,,l(*;*):=A,rf(*;*)|§f [ Azp) dn(2) = I S a,(5B) dn(@) = Za (*:B)

n=0
seklinde tammlanmuglardir.
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Ispat. Teoremin hipotezleri altinda, X(t) stirecinin ergodik oldugunu Teorem 3 de
gOstermigtik. Bu durumda, f(x) sinirh ve 6lgiilebilir bir fonksiyon olmak tizere, X(t) siireci-
nin en genel ergodik dagilim fonksiyonu i¢in, agagidaki ifade dogrudur (bkz. Gihman ve
Skorohod [5], sh.243) :

I I If(x)P{r >t; X(t)edx}dtdn(z)

lim 1 j fX(D)dt = 2020 =0 . (66)
j [ P.{x, >t} dtanca)

Amacimiz (66) formiiliindeki kesrin pay ve paydasini, {T,},., ve {Y,},, siireglerinin
belirli olasilik karakteristikleri yardimiyla ifade etmektir. Kesrin payin I,, paydasiu I, ile

gosterelim ve 6nce I, i hesaplayalim.

T f(x).P, {t, >t; X(t) edx }dt dn(z)

||
II s 2]
| e

f(x) dx( ]o P, {rl >t; X(t) <x }dt) dn(z)
t=0

Il
l Sy T3

z=0 x=0
dir. Parantez igindeki integral igin,

Gz x) = lim G(hzx) = lim [e* G(t;zx) dt
- A
t=0
=lim |e™P {‘r‘ >t X(t)<x} t

A0
t=0

oy 8

P{r >t X(t)<x}

esitligi kullanilirsa I,

B B
= J' J' f(x) d,G(0;z;x) dn(z)
z=0 x=0

seklinde yazilabilir. G(0;2x) icin bu kez Teorem 1 de G(A;zx) icin verilen (27) ifadesi
kullanilir ve @(A) := E[e™'] olmak iizere lxuré 1-(;—(” = E[&,], ¢(0) =1 oldugu gozonii-
ne alinirsa

(5% = lim G 7,x) = lim—> ‘p( ) 5(0(A);zx)

= E[§; 1. g(l; ZX)
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elde edilir. Bu ifade 1, de yerine yazilirsa

B
L= | jB x) d,EIE, 1.80;%)| dn(z)

z=0 x=0

B B
=El&] [ [0 d,805%) dn(2)
z=0 x=0
sekline gelir. $imdi de Sonug 2 de g(1;2,B) igin verilen (19) ifadesinde B = x yazarak elde
edilen
B(V,_1;dv;).A(V,,;%)
=]

1

g(2x) =A(z,x)+i T...(m)...]o
B

m=1 B
ifadesi I, de yerine yazilirsa

BB © ® m i
L=egl [ | f(x)dx[A(z,x)+Z [-@...[ HB(Vi_l;dvi).A(Vm;x)Jdn(z)

z=0 x=0 m=] p p =t

B B w ®© «© m ]
=BE,] [ [ fx) [A(z,dx)+z [.(m)... | HB(Vi_l;dvi).A(Vm;dx)J an(2)

2=0 x=0 m=1 g g i=l

elde edilir. Buradan

B B
L =E[a,]{ | { | f(x)A(z,dx)J dn(2) +

z=0 x=0

z=0| m=Ip ) x=0

Bl w o © ]
{ {Z [ (... [B(zdv,).BEF;;dv,). ... .BE,_;dv,) | f(x).A(Vm;dx)Jdn(z)}

ve A.(z*), A,(V,;*) notasyonlan kullanilirsa

z=0

B
I, = E[£,] {j}if(z;*) dn(z) +

o0

B © ©
| { > [ (... [Bzdv,).BF;dv,). ... .B(Vm_,;dvm).Kf(Vm;*)} dn(z)},

m=1 g B

z=0

ve A (%;%), B, (*;dv,) notasyonlan kullanilirsa
m=l g i=2

I, = E[E,] {K&(*;*)a&i j...(m)...jﬁz(*;dv,).ﬁ B(Vi_l;dvi).Kf(Vm;*)} (67)
B

ifadesi elde edilir. $imdi I, yi hesaplayalim. (66) ifadesine dikkat edilirse, (67) deki I, de

f(x)=1 ve x =P alinirsa I, ifadesi elde edilir. Baylece
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B
L, :=I

z=0

P, {1:1 > t} dt dn(z)

0

-
)]

I, = Bl,] {X,ﬂ(*;*)ﬂt > o). [ B (xsdv)). [ [ B, 5dv,). A, (vm;*)} (68)
m=1 g B i=2
bulunur. Burada A, (z*), A,(z*) ifadesinde ve A, (*;%) de A (*;*) ifadesinde f(x)=1,

x = B alinmasiyla elde edilmistir. Yani teoremin ifadesinde verildigi gibidir.

Sonug olarak, 0<E[§,]<o oldugu dikkate alinarak, (67) ve (68) yardimiyla

T
lim —1— J. f(X(t))dt =i—‘— den istenilen (65) ifadesi elde edilir. Boylece Teorem 4 ispatlanmis
Too® T 0 .

2

olur. //

Not 2. 0 <t <f olmak tizere Teorem 4 de

1 , x€[0,]

£(x) =14 4(x) = {0 x eIR\[0,1]

alinmirsa X(t) siirecinin ergodik dagilimi elde edilir. //
2.6. Siireg Igin Limit Teoremi

Bu kistmda amacimiz, X(t) stireci i¢in limit teoremini ifade etmek ve ispatlamaktr.
Bu nedenle 6nce, Kisim 2.2 de kurdugumuz X(t) siirecini bu kez farkh: bir sekilde (Borov-
kov manada) kurarak sz konusu olan siirecin dizini olusturacagiz. Sonra da bu siire¢ dizi-
sinin yakinsaklif1 hakkindaki teoremi ifade ve ispat edecegiz.

-2.6.1. Stirecin ve Siire¢ Dizisinin Kurulugu

{(&,-,ni) ;1= 1,2,...} daha once verildigi gibi, yani herhangi bir (Q,F,P) olasilik
uzay1 {izerinde tamimli, bagimsiz, ayni tiir dagilima sahip rastgele degiskenler ¢ifti dizisi

oyleki &; ler pozitif degerli, ayrica &; ve n, ler de kendi aralarinda bagimsiz olsun.

k
To:=.&,k21;T,:=0

i=l
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olmak lizere
v(t) :=inf{kzo T >t} ,t>0; v(0):=0

rastgele degiskenini tanimlayalim.

v(t)
2D =, t>0; %(0):=0 (69)

i=1
ile tamml1 ¥(t), bir yari-Markov rastgele yiiriiytis stireci olugturur. Buradaki v(t), y(t)
slirecinin t zaman esnasindaki sigrama sayisi olarak yorumlanabilir.
Bu x(t) stirecine dnce B (B > 0) -seviyesinde bir yansitan bariyer koyup ¥,(t) ile
gosterecegimiz siireci, daha sonra da bu yeni siirece O (sifir)-seviyesinde bir yansitan ba-
riyer koyup io,ﬂ (t) ile gosterecegimiz iki yansitan bariyere sahip siireci olusturacagiz.

Once bariyersiz y(t) stirecine B -seviyesinde yansttan bariyer koyalim. Bunun i¢in

u, ve U, rastgele degiskenlerini
u=inf {m>0: y(T,) = n, +1,+...41, > B} (70)
Up=T, (71)
seklinde tammlayalim. Buna gore U,, x(t) siirecinin P -bariyerinden ilk kez yansima ani-
dir. V¥, rastgele degigkenini
Fi=B-[x(U,) - B]1= 2 —x(U)) =P~ TMyy, (72)
=2 =, + M+ M,y ]

ile tanimlayalim. Burada
Ny, = XU -8B,
Mwu,) 0 P -seviyesini agma miktar1 (yani B -bariyerinden yansima miktar) dir.
Simdi u, ve U, rastgele degiskenlerini
u,:= inf{m> u s W Nyt 2 B} (73)
U,=T, (74)
seklinde tammlayalim. Buna gore U,, y(t) siirecininf -bariyerinden ikinci kez yansima ani-

dir. P, rastgele degigkenini
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¥, =p- [LIJl + Ny - F My, — B] (75)
olarak insa edelim. ¥, yi, x(t) nin tanimum kullanarak
¥, =B- [, +1(U) - x(U)-B| = BT,

=28 [, +%(U;) - 2(U))]
seklinde yazabiliriz. Burada
Ny, = ¥ +xUy)—x(U)-B,
Ty,, 0in P -bariyerinden yansima miktaridur.
Benzer sekilde k > 1 igin
wr=inf {m > w0 Wy N gty 2B} (1= 0) (76)
U:=T, (Uy:=0) 77
rastgele degiskenlerini tammlayalim. Burada U, , y(t) slirecinin { -bariyerinden k. kez yan-
sima anidir. W, rastgele degiskenini de k > 1 igin
W=p- [‘"PM + Ny, ettty — B] =B - Ny,
=28-[ %, +1(U)~1(U,.)] (78)
olarak insa edelim (¥,:=0). Burada
Nyw,y= Pea + 21U - xU,)-B,
Ny nin B -bariyerinden yansima miktaridir. $imdi asagidaki rastgele degiskeni tamimla-

yalim:

p.,(t):=inf{k20:Uk+l>t},t>0 ; 1,(0):=0 . (79)

Tanimdan goruldiigi gibi p,(t), x(t) siirecinin t zamani esnasinda § -bariyerinden yansi-
malarinin sayisidir. Kisalik amaciyla

U@®):=U, » YO =¥, (80)
notasyonlarini tammmlayalim. Dikkat edilirse U(t),

U(t)= Zﬁl ; Ui:=[Ji-4-l—Uvi,i20

i:Uj<t
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seklinde ifade edilebilir. Burada U, ler bagimsiz, aym tiir dagiluma sahip, pozitif degerli
rastgele degiskenlerdir. Ayrica (80) ve (78) ifadeleri geregince

()= 2B- [Lij,l(t)—] + X(Uul(:)) - X(Uul(t)-l )] = B - ﬁv(UH(t))

=B- ﬁv(U(t»

olup M, 0 Mww, ) 0 B -bariyerinden yansima miktaridir.

Simdi %4 (t) siirecini agagidaki sekilde kurabiliriz:
L =F My, gt Fe My = o+ 2(0) - 2U0)
=P[O+ x(t) - x(U®)

=B- ﬁv(U(t)) + (1) —x(U@)).

Bu sekilde kurulan %4 (t) siireci, “B (B > 0) -seviyesinde yansitan bariyere sahip bir yari-
Markov rastgele yiirtiyii siireci” olusturur. Bu siireci kisaca A(t)ile gosterecegiz. Bu
siirecin gdriiniislerinden bir tanesi Sekil 24 de goriilmektedir.

Ts(® = %(0)] x(U,)
* A
;fﬁv(ul) T *
: P *
NMvwy Nvuy My :
ﬁ { . A 4 : ¢
?ﬁv(Uz) LP3‘—> """"
"_’ ﬁv(Ul) v le : ﬂv(u;m
e S A =
n : Y Nvty+ :
4 N : ’
T =0 T 'I.‘z :1‘3 T4§E ng T's T; T Vt
U, U, N i U,
. |:

Sekil 24. B (B > 0) -seviyesinde yansitan bariyere sahip yari-Markov
rastgele yiiritylis siirecinin bir goriintigii
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Simdi bu %(t) stirecine 0 (sifir)-seviyesinde yansitan bariyer koyalim. Bunun igin
once 1, ,L, rastgele degiskenlerini
11:=inf{m>0:i(Tm)so} (81)

L;:=T, (82)
seklinde tamimlayalim. Buna gére L,, %(t) siirecinin ilk kez O-bariyerinden, ilk kez yansi-

ma anidir. @, rastgele degiskenini

M (modB), -@r+DB<y;<-2rf 5 r=0,12,... (83)
Y laoy, , -c2aB<yl<—@r—1B ; r=123,...

olarak insa edelim. Burada,

yii= L) = | W)+ (L) = XU, | =y |
dir (W(L,) =B~ My, 191) - Ny, s Ny Bin 1B (.=0,1,2,...) bariyerinden yansima mik-
tar1 olmak iizere, her iki durumda da ¢, =1, dir.

Simdil, ,L, rastgele degiskenlerini

l,:= inf {m > @)+ Myt My S o} (84)
L,:=T, (85)
seklinde tanimlayalim. Buna gére L, , %(t) siirecinin ilk kez 0-bariyerinden, ikinci kez yan-

sima amdir. ¢, rastgele degiskenini

0= Y, (modB), -Q@r+1)B<y,<-2rf ; r=0,1,2,... (86)
¥ laB-y, , -2B<y,<-Qr-DB; r=123,...

olarak inga edelim. Burada,

Y5i= | @1 F Ny T H Moy |= l @+ A@y) = @) =15 |
dir. Mye,)s My, Din 1B (r=0,1,2,...) bariyerinden yansima miktar1 olmak iizere, her iki
durumda da ¢, =7, , dir.

Benzer sekilde k > 1 igin

I,:= inf {m > Lyt @ + N,y A,y o} 1,:=0) 87)
Li=T, (Ly:=0) (88)
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rastgele degiskenlerini tammlayalim. Burada L, , %(t) siirecinin ilk kez 0-bariyerinden, k.

kez yansima amdir. @, rastgele degiskenini de

9, := Y, (modB), -Q@r+1P <y <-2rB ; r=0,1,2,... (©,:=0) (89)
2B~y , -2p <y <-@r-DB; r=123,..

olarak insa edelim. Burada ise
Yk:=| QO Ny, par t- ey I :, Qp + XL @) =y (90)
dir. My Ny, mn 1 (=0,1,2,...) bariyerinden yansima miktar: olmak iizere, her iki

durumdada ¢, =7, , di.
Simdi agagidaki rastgele degiskeni tanimlayalim:
pz(t):=inf{k20:Lk+, >t},t>o : 1, (0):=0 | 1)

Tanimdan goriildiigii gibi p,(t), %(t) siirecinin t zamani esnasinda ilk kez 0-bariyerinden
yansimalarinin sayisidir. Kisalik amaciyla

L) := Luz(t) » o) = P, 92)
notasyonlarini tamumlayalim. Dikkat edilirse L(t),

Liy= > L, ; Ly=L,,-L;,i=0 (93)

i:Lj<t
seklinde ifade edilebilir. Burada L, ler bagimsiz, aym tiir dagilima sahip, pozitif degerli
rastgele degigkenlerdir. Ayrica (89) ve (90) den kolayca gériilecegi gibi

o) = Yo @0dB), -2r+DP <y <28 5 r=0,1,2,...
2B Yy > 2B <YL <$-Qr-DB; r=123,..

olup burada

— — _ o ay !
Y us0) “l Py F Moy, ot Tt o, ) l “’ ¢+ ALy, =~ ALy, 00-1) | = Y a0 |

dir ve

Yp,(t)(mOd B)< Nwr,, o)

2B - Y = B-Iy O Cr-DBI<B- Nt o) :l %94)
oldugu agiktir.

Simdi ¥,,(t) stirecini asagidaki sekilde kurabiliriz:

%0,5 (t) = (Pl»lz(‘) + nV(Luz(t))"'l +°"+n\'(t) = (pllz(‘) + X(t) - X(Lpz(‘))

= @(t) + x(t) — 2(L(V) 95
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Bu sekilde kurulan ";ZO_B (t) siireci, “0 (sifir) ve B (B > 0) -seviyelerinde yansitan bariyerlere

sahip bir yari-Markov rastgele yiiriiyiis siireci” olusturur. Bu siireci kisaca X(t) ile gdstere-
cegiz. Bu siirecin (bu kisimdaki notasyonlar ile) goriiniiglerinden bir tanesi $ekil 25 de go-

riilmektedir.

[ Rop (9= X(®)

N N —_—

M3 =My(uy)

i)

¢4, ' ¢, ’—_' """"
v 5 5 :
e : g :
M Ns=o(L) 'g

Sekil 25. 0 (sifir) ve B (B > 0) -seviyelerinde yansitan bariyerlere sahip
yari-Markov rastgele yliriiylis siirecinin bir goriiniisii
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Bu kisimda amacimiz, ele aldifimiz siire¢ i¢in limit teoremini ifade etmek ve ispat-

lamak oldugundan, simdi s6z konusu olan siirecin dizisini olusturalim.

{( W n®™y;i= 1,2,.,.}“) aym (Q,F,P) olasilik uzayi iizerinde tanumli, bagimsiz,

ayn1 tiir dagilima sahip rastgele degiskenler ¢ifti dizisi yleki tim £™ ler pozitif degerli,
ayricat™ ve (™ ler de kendi aralarinda bagimsiz ve here > 0 igin

lim P{gg") >g } =0 , lim P{yn§“>1> £ } =0 (=12,.) (96)

n—>cc
saglansin.
k
TV =>EM  k21; TP =0
i1

v, (1) :=inf{k20 LT >t} ,t>0: v (0):=0

olmak lizere y,(t) yari-Markov rastgele yiiriiyiis stiregleri dizisini agagidaki sekilde kura-
biliriz:
Lo (1) = van‘“) t>0;%,(0):=0. 7
i=1
Simdi %,(t) B (B> 0)-seviyesinde yansitan bariyere sahip yari-Markov rastgele
ylirtiyiis stireglerinin ~ dizisini kuralim. (70), (71) ve (72) ifadelerinden yararlanarak

u®:= inf{m_>_1 : X (T®) > B}

U(ﬂ) =T®

(n)

= §(0)+ _,_&(

(n)
olmak iizere

W= 2B -, (U) = -1

va (U{™)

olur. (73), (74) ve (75) ifadelerinden yararlanarak

(n)._: > @ . i) (n) (n)
u,”:=inf {m u” o N ey 1) _B}
™. T®
Uy:=T e
olmak tlizere
(n) = (n) (n) (n)
¥, 2B - [‘P +1 N "'+nv,,(ugn>)]

olur.
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Benzer gekilde (76), (77) ve (78) ifadelerinden yaralanarak, k >1 igin

.o > @ .o L @ ( ._ )
u:=inf {m 1 B A N, gy TN e =B (ug’:=0
m.= 7® (n),
UM:=T o (UO = 0)
olmak tlizere

g =28 - [‘Pﬂ{ +n™ +o.4n™ ]

V(UL )1 va(UL)
=2 ¥+, (UP) - 1, (UE)] (98)
(P":=0) elde edilir. Simdi (79) ve (80) ifadelerinden yararlanarak
n(t) 1= inf{k> 0:U®, >t} >0 ; p®(0):=

U,(0):=U0% , ¥, ():=9®

nP(t) “"(t)

tanimlayalim. (98) ifadesinden kolayca gériilecegi gibi
= (n) U™ u®
H0=28-[FD 41U, )y, o) (99)
dir. Burada belirtelimki
U= > T ; UP:=U00-U™,i20 U =0)

it UMeN, t 4
ve U ler bagimsiz, aym tiir dagilima sahip, pozitif degerli rastgele degiskenler olup
n— o iken N, — oo dir.
Simdi ¥, (t) stireg dizisini asagidaki sekilde kurabiliriz:
)

U e 1) # ()

Ta@®=%0  +n® AN =D+ L)1, (U
Y [ WP
= \Pn (t) + Xn (t) ~%n (Un (t))
nin
_B nv 2 (Un(t) + Xn(t)_Xn(Un(t))'
Burada ‘¥, (t) ve x,(t), sirasiyla (99) ve (97) de verildigi gibidir.
Simdi bu )z(n (t) siire¢ dizisini kuralim. (81), (82) ve (83) ifadelerinden yararlanarak, .
1= inf{m >0: %, (TM) < 0}

LP=TO =g+ 10

olmak tizere
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o™= 7 (mod B), -r+1)B<y;™ <21 5 r=0,12,...
! 2B —y®™  , -2B<y @ <-Q2r-1B ; r=1,23,...

olur. Burada
Y= L L) =1y @ |

dir. Yine her iki durumda da ¢ n‘“) oldugu agiktir. Burada 7

L)

() (n)

amyr Ny qemy 1D B

(r=0,1,2,...) bariyerinden yansima miktaridir.
(84), (85) ve (86) ifadelerinden yaralanarak

™. S 1@ . ) () m <
1I37:=inf {m IV ¥ +1 vy Tt gy S 0}
.= T
L Tl(n)
olmak {izere

. {‘"’ (mod B), -(@r+DB<y;® <2B ; r=0,12,...

@,
2B -y, -2B<y ¥ <-@r-1p ; r=123,..
olur. Burada
(ﬂ) (n) (n) (n) . -
YZ . I(P +T]V;1(L(1n))+l +”.+nvl:(L(2n)) '—"I'Y; n I
==(n)

oldugu aciktir. Burada n(“) , n™ _ nin B

W57 v ()

olup her iki durumda da ¢ =7

va(LY)
(r=0,1,2,...) bariyerinden yansima miktaridir.
Benzer sekilde (87), (88), (89) ve (90) ifadelerinden yaralanarak, k > 1 i¢in

lf(“’:=inf{m>1‘“’ o +n®™ 4. 4n® SO} (15,“’::0)

va(LP et nvn(T,(““’)

L= T® (L((;":= 0)

1(")

olmak iizere
o®:= Y™ (mod B), -Qr+1)B<yl™ <28 ; r=0,1,2,... (100)
T 2By, c2B<yi®<-@r-1B ; r=1,23,...
elde edilir, burada
@._| (n) (n) r(n)
L R N LY =i
(®) _ =(n) ( .
dir. Her iki durumda da o =7" ", Oldugu agiktir. Burada n(“’Lm), nv“’(L(n,) nin 1

(r=0,1,2,...) bariyerinden yansima miktaridir.
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Simdi (91) ve (92) ifadelerinden yararlanarak
u® () := {k >0:10, > t} t>0 ; p(0):=0

Ln (t) = L(n) * (pn(t) = (p(IIZ)(t)

(n)(l)

tanimlayalim. (100) ifadesinden kolayca goriilecegi gibi

Y -@r+ ™ <28 ; r=0,1,2,...
(p () ”(t)( Od B) (2r 1)B<Y ()() ZrB k3 r 0913 2 (101)
2B - y“:’,() , -2rﬁ<'y"‘fgfj’(t) <-Q@r-DB ; r=1.23,...
dir, burada
m . (n) () () ey’ ® 102
T ™™ | Pup 71 L 1+~--+TI ) Iyu‘z“’(o ! (102)
Y -1 * s WM

olup
2815, =B Ta[L%,,., ) -r-19]

n(‘:f‘,(t) uzunlugunun bir parcasidir. Ayrica (92) deki diigiince ile L_(t)

L= > ILP; I"=LY-L",i20 LY =0)

i:L{M<N,t
seklinde ifade edilebilir. Burada LI ler bagimsiz, aym tiir dagilima sahip, pozitif degerli
rastgele degiskenler olupn — o iken N, —» oo dir.

Bunlardan sonra (95) ifadesinin yardimiyla %n(t) stire¢ dizisini agagidaki sekilde

verebiliriz:

. 1w
uf® e

(n) (“) ~aq (1)
Xn( ) ¢ (n)(t) . ( )+1 +'°'+nvn(t)

=Pl * L= 2 (LY, )

()

=0,(O+ x, (1) —x,L,1). (103)

Bu sekilde tanimh %n (t), B - ve O-seviyelerinde yansitan bariyerlere sahip bir yari-Markov

rastgele yiiriiylis siireci dizisi olur. Bu siire¢ dizisini kisaca X_(t) ile gdsterecegiz.
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2.6.2. Limirt Teoremi

.....

altinda bir Y(t) stirecine yakinsadigi ispatlanmugtir ([9]). Biz iki yansitan bariyerli
';Zn (1) =X, (t) slireg dizisinin yakinsakligi hakkindaki teoremi ifade edecegiz ve ispatlaya-
cagiz. Bundan 6nce, gerekli bazi kavramlar: ekleyelim.

Once asagidaki £(t) yenileme siirecini ve n(t) rastgele yiirityiis siirecini

E):= D&, n) = D (104)

iri<t iri<t
seklinde tanimlayalim. Ayrica
E7N(t):=s, eger E(s-0) <t < &(s) ise,
olsun. Boylece (69) ve (104) ifadeleri dikkate alinirsa x(t) bariyersiz siireci
v(t) .
x(®) = Zm ~ Z n; = Zm =n€" (1)
i=1

isv(t) izi<E(n)

seklinde yazilabilir. Sonug olarak y(t) siireci,

1) =nE"®) ; &7 (M) =s, efer &(s-0) St <&(s) ise,

seklinde ifade edilebilir. Benzer diigiince ile, y,(t) siireg dizisi de

-1 -1 ‘ .
Xa®=1,Ex ) ; & ()=s, efer £,(s-0) <t <&, (s) ise,
seklinde yazilabilir.
Bunlardan sonra asagidaki teorem ispatlanabilir:

Teorem 5. 7y, (t) stire¢ dizisinin sonlu boyutlu dagilimlart bir Y(t) siirecinin sonlu
d
boyutlu dagilimlarma yakinsasin. Yani y, (t) ——— Y(t) olsun.

Bu takdirde bagimsiz artimli, homojen bir n(t) siireci ve bagimsiz artimli, pozitif,
kirilan bir E(t) stireci vardir ve bu siireler birbirinden bagimsizdir dyleki, Y(t) limit siireci
asagidaki gibidir:

Y(t) = HE (1), burada £ (t)=s, eger £(s-0) <t < &(s) ise,
dir ([9]).
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Bu teoremin ispat: incelenirse agagidakiler goriiliir:

H(t), n, ()= > ™ siireg dizisinin dagilima gore limit stirecidir.

Pri<Ngt

Et), £ (1) = D&M siireg dizisinin dagilima gore limit stirecidir.

i1i<Ng.t

- -1

—1 s s s e e - e L o s 1.
ET(), &, (t) stireg dizisinin dagilima gére limit stirecidir.
Simdi bu kismin esas teoremini verelim.

Teorem 6. 7y, (1) stireg dizisi olasiliga gére sinrl ve

d d
(D —=2> YO , X, ()—=—>X(t) olsun.

Bu takdirde bagimsiz artimli, homojen bir n(t) siireci ve bagimsiz artimli, pozitif,
kirilan E(t), L(t) siiregleri vardir ve bunlar birbirinden bagimsizdir 6yleki, )zgn ) =X,
siireg dizisinin limit sireci ¥(t) = X(t) asagidaki gibidir:

YO-YIE®) , p

5 (105)
B+YM-YIL®) ,q

X(t) = {

burada

Y =RE(®) ; £ (W) =5, eger E(s~0)<t <E(3) ise,
veE

p=>P{-Cr+ DB <XTL)<-2B) . a= 3 P{-2eB <F(L) <-r- g}

r=0 r=0

seklindedir.
Ispat. X_(t) siireg dizisinin, (103) geregince
Xn (t) =@, (t) + p (t) - Xn(Ln (t))

seklinde yazildigim biliyoruz.
1) (101) ve (96) ifadeleri geregince

¢, ()— S (106)

d 0, -@r+1)B<y'™® <218 ; r=0,1,2,...
B, -2r5<y;§;’ms—(2r—1)ﬁ ; T=1,2,3,...

oldugu goriilir.
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d
ii) x,(t)——=— Y(t) oldugundan Teorem 5 geregince, bagimsiz artimli, homojen

bir R(t) siireci ve bagimsiz artimli, pozitif, kirilan bir E(t) stireci vardir ve bunlar birbi-
rinden bagimsizdir 6yleki, Y(t) limit siireci

Y() = AE (1) , burada E7'(t) =, efer E(s-0) St < E(s) ise, (107)
seklindedir.

iif) Simdi L (t) siireg dizisinin limit stirecini belirlemeliyiz. Daha 6nceden,

L= X IP; IP=LY-LP,i20 @ =0

i:L{<N,.t
oldugunu biliyoruz. Simdi
- Zf}iﬂ)

Z () =e® =g MMt >

siire¢ dizisini diistinelim.,
Iddial. n € IN keyfi ve sabit olmak tizere, Z_(t) bir multiplikatif sfirectir.
Bunun i¢in agagidaki iki 6zelligin saglandifim géstermeliyiz:

Z,(0,b)) _Z,(b)
Z,(0,a)) Z,(a)

ve a,b,c €IR", a # b #c olmak iizere keyfi A, =[a,b), A, =[b,c), A, =[a,c) ayrik ara-

Z,(t):=Z,([0,t)) ve Z, ([a,b)):=

liklar i¢in
1) Z.(A), Z,(A,), Z,(A,) rastgele degiskenleri bagimsizdir.

2) 2,(A3) =Z,(A).Z,(4,) dir.
- Zf(i")
Burada, A c (0,+) olmak iizere, Z (A) = e ®* =¢ "< seklinde yazilabilir.

.
1) P{Zn(A1)<X§ Zn(Az)<Y} = P{e BiNash < x ;e Neem <y}

-y - o
=Ple iitacti oyl Pla izi/Nyea <y

P{ZR(A,) < x}. P{Z,,(Az) < y}
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oldugundan Z (A)), Z,(A,) rastgele degiskenleri bagimsizdir. Benzer sekilde Z (A)),
Z.(Ay) ve Z,(A,), Z,(A,) rastgele degiskenlerinin de bagimsizlig goriiliir.
2) Ustel fonksiyonun e*.e¥ = e**¥ dzelliginden kolayca elde edilir.

Boylece, keyfi ve sabit bir n e INigin Z_(t) = e nin bir multiplikatif stire¢ ol-

dugunu gostermis olduk.

Iddia Il. n €IN keyfi ve sabit olmak iizere, —log Z_(t) = L, (t) bir kirilan siirectir.
Bunun i¢in asagidaki dort 6zelligin saglandigini géstermeliyiz:
1) L (t), IR:=IR U {0} de artimlar1 bagimsiz olan homojen bir Markov siirecidir.
2) oo, L, (t) siirecinin bir yutan durumudur.
3) Her A c IR Borel kiimesi i¢in P{t,x,A} = P{t,0,A_ } dir.
4) P{t,x,{o0}} olasilig1 x den bagimsizdir.
(Burada P(t,x,A):=P{L (t) eA|L,(0)=x} ve A_ :={y|[x+y €A} ile tammlidir).
1) L,(t) stirecinin kurulusundan dolay: asikardir.

2) t, L, (t) =-log Z (1) siire¢ dizisinin bir yutan durumu olsun. O halde

L,(t)y=~logZ,(t) = log =00
Z,()
yazilabilir. Buradan
P
1 n
Z () =eO = —=0 o e i = oo DIY 5 40 t=+0
i_I_(,,,Z ' i MeN t
e” i <Nnp.t

elde edilirki bu da istenilendir.
3) Pt,0,A ):=P{L (t)eA_, | L,(0)=0}, (A < R keyfi bir Borel kiimesi)

=P{x+L,(t)eA | L, (0)=0}
=P{L,(t) €A | L,(0) =x} =P{t,x,A} .
4) P{t,x, {0} }:= P{L, (1) € {0} [ L,(0) = x}
= P{x+L,(t) e {0} | L, (0) = 0}
=P{L,()=0—-x|L,(0)=0}

=P{L,()=»|L,(0)=0}
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olup P{L,(t)=c0]| L, (0)=0} olasilif1 x den bagimsiz oldugundan P{t,x,{o}} olasilig
da x den bagimsizdur.

Boylece, keyfi ve sabit bir n €INigin, L (t) nin bir kirilan siire¢ oldugunu
gostermis olduk.

Iddia I ve Iddia II nin sonucu olarak, bir {n,} < IN alt dizisi vardir 6yleki L, (1),

bagimsiz artimli, pozitif ve kirtlan bir L(t) siirecine, dagilima gére yakinsayacaktir ( [9] ).

Bu ve (106), (107) ile istenilen (105) sonucu elde edilir. Béylece Teorem 6 mn

ispat1 tamamlanmuisg olur. //

Ornek.b €IR ve ¢,d,8 eIR* olmak iizere
m]_d )] (1)
E[gk ]"'n ) E[:(ék ) ]’—O r )
2+8
)
n

E[ni“’]=—g ,V[ni“’]=§ : E[ Ing”

oldugunu varsayalim. Bu takdirde

p

DED > Ew=dt

ks<n.t

ve W(t) bir Wiener siireci olmak tizere

d
P = )= b.t+\/;W(t)'

k<n.t
oldugu bilinmektedir. Ayrica £7'(t) = é oldugu agiktir. Béylece Y(t) limit siireci asagidaki

sekilde olacaktir:
. t t t] b /c
Yt =nE'(t)=n —|=b—+Vc W —|== - W(t).
®O=nE" ) n( d] d+ c ( d] dt+ P ® (108)

Simdi L(t) siirecini belirlemeliyiz. Bu stireg &(t) formundadir. Biz

E[f(:)]=g; a>d

n
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ifadesindeki o y1 bilmeliyiz. E[ L(‘")] yi hesaplamak stokastik stiregler teorisinde zor prob-

lemlerden bir tanesidir. Ancak oo min, n—> oo igin d den ¢ok az bir farki oldugu bilinmek-

tedir ([5] ). Boylece L(t) = at alnabilir. Bu deger (108) ifadesinde yerine yazilirsa

YD) = Y(at) = 1{E " () = 9—‘3]
(@) = Y(ot) =z @) n[ ;

=bﬂ+«ﬁw(ﬂj

d d

d d Yo

= gat+\/;—%W(t) (109)

olur. Sonug olarak (108) ve (109) ifadeleri ile

Y(t) - Y(L(t)) = [gt + \Ewa) = E’- at + \L—iwa) J

b c( 1
=—(1—a)t+\/: 1-———JW(t)
d d\ Vo

olacagindan, bu ifade (105) ile verilen

%(® ={ YO-YE®) . p
B+Y()- YT , q

ifadesinde yerine yazilirsa

F R(l—oc)t+‘/E(l-—l—)vv(t)
d d ‘\/?; b p
b c 1
=(1- 1o —
LB-!-d( a)t+\/;[1 ‘/.(;}W(t) , q

X(t) =4

elde edilir. //



3. SONUCLAR VE BULGULAR

Bu ¢alismada stok kontrol, kuyruk ve giivenilirlik teorilerindeki 6nemli bazi prob-
lemlerin ¢éziimlenmesinde kullamlabilecek olan 6zel bir stokastik siireg ele almmugtir.
Sayilamaz durum uzayina sahip “iki yansitan bariyerli yari-Markov rastgele ylriiyis siire-

ci” adini verdigimiz ve X(t) ile gosterdigimiz bu siireg, olasilik karakteristikleri iyi bilinen

bir {T }m yenileme siireci ve bir {Yn}nZo rastgele ylirilyiis siireci yardimiyla matematik-

n

sel olarak kurulmus ve bu siireg ile ilgili agagidaki teorik sonuglar elde edilmisgtir:

1. Siirecin 6nemli bir sinur fonksiyonali olan asaf: yansitan bariyerden ilk kez yan-
sima anina kadarki sigrama sayisi v, ile, X(t) stirecini olusturan {X_ },,, yar--Markov zin-

ciri arasindaki birlesik dagilim fonksiyonu, {Tn }m yenileme siireci ve {Yn} , rastgele yii-

n2

riiyiis stirecinin belirli olasilik karakteristikleri yardimiyla ifade edilmistir.

2.v, rastgele degiskeninin bir boyutlu dagilim fonksiyonu belirlenmis, beklenen

degeri ve varyans: hesaplanmigtir,

3. Stirecin 6nemli bir sinir fonksiyonali olan asagi yansitan bariyerden ilk kez yan-
sima ani, diger bir deyisle ilk kez 0 (s1f1r)-seviyesine diisme am t, ile, X(t) stirecinin t ’
anindaki degeri arasindaki birlesik dagilim fonksiyonu belirlenmis ve bu fonksiyonun Lap-

lace doniisiimii, {Tn }nZo ve {Yn }m stireclerinin belirli olasilik karakteristikleri yardimiyla

ifade edilmistir.

4. 1, rastgele degiskeninin bir boyutlu dagilim fonksiyonu belirlenmis, beklenen

degeri ve varyans:t hesaplanmus, yiiksek mertebeden momentleri igin bir formiil elde edil-

mistir.
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5. Siirecin bir boyutlu dagilim fonksiyonu yine {Tﬂ}nzo ve {Yn}m stireglerinin

belirli olasilik karakteristikleri yardimiyla ifade edilmigtir. Ayrica iki sigrama ani arasin-
daki siirenin iistel ve Erlang dagilimlarina sahip olmasi 6zel durumlarinda, bu dagilim

fonksiyonu i¢in agikar formiiller verilmistir.

6. En genel sartlar altinda, siirecin ergodik oldugu ispatlanmis ve stirecin ergodik

olmas1 durumunda, en genel ergodik dagilim fonksiyonu da yine {T,} ve {Y,} s

reclerinin belirli olasilik karakteristikleri yardimiyla ifade edilmistir.

- 7. Siireg igin limit teoremi ifade ve ispat edilmistir.



4. IRDELEME

Calismada ele alinan stokastik stire¢ sayilamaz durum uzayna sahip 6zel bir rast-
gele yiirllyiis siireci olup siireg en genel sekilde ele alinmustir. Stireg, iki bariyerli ve bari-
yerlerin ikisi de yansitan oldugundan, ilging ve bazen de karmagiktir. Ornegin siirecin sonlu
boyutlu dagilun fonksiyonlarinin hesaplanmasindaki zorluk ve karmasiklik, ele alinan mo-

delde iki yansitan bariyer bulunmasindan kaynaklanmaktadir. (B ( > 0) -seviyesindeki ba-

riyerin tutan olmasi durumunda bu hesaplamalar, buradakine gére daha kolaydir (bkz.
[77]). Kaynaklanan bu zorluklara bakmayarak, burada X(t) siirecinin, bir ¢ok durumlarda
oldugu gibi Laplace doniisiimii degil, bir boyutlu dagilim fonksiyonunun kendisi hesap-

lanmistir.

Ele alinan stiirecin bir bagka 6zelligi ise siirecin yari-Markovluk 6zelligine sahip ol-
masidir. Bir bagka deyisle, sadece sigrama anlar1 dikkate alindifinda, siirecin Markov 6zel-
ligine sahip olmasidir. Caligma bu 6zellikleri ile literatiirde yapilmig olanlardan farklidir ve
bu nedenle de olduk¢a 6nemlidir.

Calismada stirecin sonlu boyutlu dagilim fonksiyonlari ve en genel ergodik dagilim
fonksiyonu bir {Tn }m yenileme stireci ve bir {Yn }m rastgele yiiriiyiis stirecinin belli ola-

sulik karakteristikleri yardimiyla ifade edllInl$tll‘ Ancak bunlar teorik ve kullamlmasi ol-
dukea gli¢ ifadelerdir. Bu nedenle bazi hesaplamalar1 daha kolay yapabilmek icin dagilim
fonksiyonunu hesaplamaksizin onun Laplace déniigtimiinii hesaplamak ve onunla ¢alismak
da miimkiindiir. Hatta ¢alismada verilen simr fonksiyonallerinin de Laplace déniistimlerini
hesaplamak ve bu dontistimleri kullanarak bu fonksiyonallerin yiiksek mertebeden mo-
mentlerini hesaplamak, bu sinir fonksiyonallerinin dagilimlarini kullanmaktan daha kolay

olabilir.

Yeni bir ¢alisma olmasina ragmen, ¢alismada bazi degisiklikler yapmak ve varsa-
yimnlarla oynamak miimkiindiir. Ornegin bariyerlerin yerleri ve tipleri su sekilde degistiri-
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lebilir: Yansitan bariyerler 0 (sifir) ve -B (B> 0) seviyelerinde olabilir (ki bu bizim siire-
cimizin eksi isaretlisi olacaktir) veya O (sifir)-seviyesinde tutan, P (B> 0) -seviyesinde
yansitan bariyer olabilir. Ayrica {(§i ;) i= 1,2,...} rastgele degiskenler ¢ifti dizisi tize-

rindeki varsayimlari da degistirmek miimkiindiir: Aym sistemin, ayn1 dagilima uygun ola-
rak calismasi, beklenen bir durum olmasina ragmen dizinin ayni dagilima sahip olmasi
varsayimi degistirilebilir veya bagumsizlik varsayimi kaldirilabilir (ki bu durumlarda ¢alig-
ma daha da giiclesecektir). Yani ele alinacak probleme uygun olarak bariyerleri degistirmek
veya varsayumlar lizerinde degisiklikler yapmak suretiyle yeni problemler ortaya g¢ikari-

labilir.



5. ONERILER

Bu ¢aligmada ele alinan konunun agagidaki sekilde gelistirilmesi miimkiindiir:

1. {(2;1. ;) i= 1,2,...} rastgele degiskenler cifti dizisinin bilegenlerinin bagimlx

olmasi durumunda stirecin yeniden ele alinmasi ve benzer ¢aligmalarin yapilmasi.

2. Siirecin bariyerlerinin degistirilmesi. Ornegin, 0 (sifir)-seviyesinde tutan, B
(B > 0)-seviyesinde yansitan bariyer olmasi veya yansitan bariyerlerin -f3 ve B seviyelerin-

‘de olmas1 durumunda benzer incelemelerin yapilmasi.

3. Siiregle ilgili baz1 sayisal karakteristiklerin hesaplanmas: icin gerekli olan bilgisa-

yar programlarinin gelistirilmesi.

4. Calismada ele alinan 6zel dagilimlarin (iistel, Erlang) disindaki bazi dagilimlar

i¢in de benzer hesaplamalarin yapilmas.

5. Calismada teorik olarak elde edilen sonuglarin baz: yaklagik degerlerinin, simii-
lasyon metodlarim1 da kullanarak, hesaplanmasi. Ayrica bu sonuglarin uygulanabilecegi

alanlarin tespit edilmesi ve uygulanmasi.

6. Ele almacak olan stirecin dagilim fonksiyonunun hesaplanmasimin gii¢ oldugu

durumlarda, dagihm fonksiyonunun Laplace déniigiimiiniin hesaplanmas:.

7. En genel sekilde ele alan bu galigmanin, 6zel durumlara indirgenmesi. Ornegin,
{(2;i ,ni) ji= 1,2,...} rastgele degiskenler ¢ifti' dizisinin dagiim tipini iistel, poisson,

normal, v.s. olarak alip ¢alismadaki sonuglarin 6zel durumlarinin elde edilmesi.

8. Siirecin asimtotik davraniginin incelenmesi.
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