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OZET

Stok kontrol, kuyruk ve giivenilirlik teorileri, matematiksel biyoloji v.s. nin birgok -
onemli probleminin ¢6ziimlenmesinde bariyerli veya bariyersiz rastgele yiiriyiis
stireglerinin  olasihk karekteristiklerinden yararlanilmaktadir. Ortaya ¢ikan somut
problemlere bagli olarak bu bariyerler yansitan, tutan veya yutan olabilir.

Bununla ilgili olarak hazirlanan bu g¢aligmada, sifir seviyesinde yansitan ve
B(B>0) seviyesinde tutan bariyerli yar-Markov rastgele yiiriiyiig siireci X(t) ve bu
stirecin 6nemli smxf fonksiyonallar: sayilan, Y- stirecin ilk kez tutan bariyere diismesi ani
ve v, - slirecin ilk kez yansitan bariyerden yansimasi an1 matematiksel olarak kurulmus, y,
ve y, nin dagilim fonksiyonlari, moment ¢ikaran fonksiyonlar, beklenen deger ve

varyanslar1 i¢in agik formiiller verilmistir. X(t) siirecinin bir boyutlu stasyoner olmayan

dagilim fonksiyonlar1 bir {T } yenileme siireci ve bir {Yn} rastgele ylirliyiis siirecinin

n
olasilik karckteristikleri yardimiyla ifade edilmistir. Siirecin iki sigrama ani arasindaki

siirenin {istel, Erlang veya Ki-kare dagilimina sahip olmasi 6zel durumlarinda y, ve v,

rastgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonlar1 ve X(t) stirecinin bir boyutlu dagilim
fonksiyonlar: igin formiiller elde edilmistir. Ayrica, bazi1 varsayimlar altinda X(t) stireci
i¢in ergodik teorem ispatlanmig ve siirecin ergodik dagilim fonksiyonu bir {Tn} yenileme

slireci ve bir {Yn}rastgele ylirliylls stirecinin olasihik karekteristikleri yardimiyla ifade

edilmi§tir.

Anahtar Kelimeler : Stokastik stireg, rastgele yiirliylis, yenileme siireci, yansitan bariyer,
tutan bariyer, Laplace doniistimii, yar1i-Markov rastgele yiiriiyilg, Ki-kare dagilimi, Erlang

dagilimu, tistel dagilim, ergodik.



SUMMARY
On The Semi-Markovian Random Walk Process with Reflecting and Delaying Barriers

Probability characteristics of random walks with or without barriers are being used
to solve a number of very interesting problems in the fields of inventory, queues and
reliability theories, mathematical biology etc,. These barrier can be reflecting, delaying or

absorbing depending on concrete problems at hand.
In this study, the semi-Markovian random walk process X(t) with reflecting barrier
on the zero-level and delaying barrier on the 3 ([5 > O) -level and the important boundary

functionals of it, y,- the first falling moment of the process into the delaying barrier and
¥, - the first reflection moment of the process from the reflecting barrier are constructed

mathematically, explicit formulac are given for the distribution functions, moment

generating functions, expected value and variances of y, and y,. One dimensional
distribution functions of X(t) are expressed by means of the probability characteristics of a
renewal process {T,:n>0}and a random walk {Y,:n20}. In special cases in which the

duration between two jump instants has exponential, Erlang or Chi-square distributions

explicit formulae are obtained for distribution functions of y, and y, and one dimensional

distribution functions of X(t). Furthermore, under some assumptions, the ergodic theorem

for the process X(t)is proved and the ergodic distribution function of the process X(t) is

’

given by means of the probability characteristics of a renewal process {T,,:n > O} and a

random walk {Y,,:n 2 0} .

Key words : Stochastic process, random walk, renewal process, reflecting barrier, delaying
barrier, Laplace transform, semi-Markovian random walk, Chi-square distribution, Erlang

distribution, exponential distribution, ergodic.
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1.GENEL BILGILER

L.1. Girig

Bilim diinyasinda teoriler, bu diinyaya 6zgili aksiyomlar iizerine inga olunurlar.
Teorik sonuglar, bu aksiyomlardan didaktif mantik yoluyla stiziiliip ¢ikartihirlar. Bilim
diinyasinin teorileri ve diriinleri, gergek diinyanin gergekleri ile uyum igerisinde olmalarini
saglayacak sckilde bigimlendirilmis olmalarina ragmen gergegin kendisi degildirler; nice
varsayimin iklimlendirdigi bir ortamda boy atmus varliklardir. Omegin, yerden d kadar

yiiksekte bulunan bir cismin t=./2d / g saniye igerisinde yere diisecegini ifade eden yasa,

ancak ve ancak stz konusu cismin, havasi bosaltiimis bir tiip icerisinde diigme hareketini
gergeklestirmesi durumunda gegerlidir. Bu tip olaylara ve yasalara deterministik olaylar ve
yasalar diyoruz. Aym kosullar altinda tekrarlandiklarinda ayni sonuglari verdiklerini,
vereceklerini biliyoruz.

Oysa bazi olaylar igin bu tiir bir determinizm s6z konusu olmayabilir. Diizgiin bir
zari aym kosullar altinda atmamuiz halinde, gelen yiizlerin hep ayni olmadigim gériiriiz.
Ayni durum, iyi kanstinlmus bir deste kart igerisinden rastgele gekilen bir kart igin de
gegerlidir. Karar vermekte acele etmek, bu tiir olaylarin matematiksel modellerini
kurmanin miimkiin olamayacagi sanisina kapiimak dogru olmaz. Diizgiin bir zan bir kez
degilde s6z gelimi 600 kez atarsak hemen her yiiziin esit sayilabilecek sayida geldigini.
goriiriiz. Bu atiglarin sayisim daha da yiikseltirsek savimizin yasa mertebesine yiikseldigine
sahit oluruz ve bu tiir rastgele olaylarin da gerisinde yatan istatistiki bir diizenliligin mevcut
bulundugunu kabule mecbur kaliriz. Bir deney aymi sartlar altinda bir ¢ok kez -tekrar
edildiginde sonuglar belli bir kurala bagli olmaksizin her kez degisebiliyorsa, bu deneyin
belirli bir sonucuna bagimli olarak gergeklesen (ya da gergeklesmeyen) bir olaya rastgele
olay denmektedir. Rastgele olaylara etki eden nedenlerin éoklugu ve karmagikligi bunlarin
incelenmesi igin 6zel metodlart gerekli kilmugtir. Pratikte deneyler gstermistir ki. bir

rastgele olayin gergeklesmesi ya da gergeklesmemesi pek gok sayida gozlemlendiginde, az



cok bir kararlilik gostermektedir. Yani tek bagina bir rastgele olaymn karmagikligina
kargilik, bunlarin ctimlesi i¢in gegerli basit bir kanun elde edilebilmektedir.

Onyedinci ylizyilda dogan olasilik teorisi, rastgele olaylanin ve rastlanti
degiskenlerinin ¢izdigi gerceveyi kendisine konu edinmistir. Bu. nedenle olasilik teorisi,
rastgele olaylara egemen olan kanunlari matematiksel metodlarla inceleyen bir bilimdir.
Talih degismelerine baglt hemen hemen biitiin gozlemleri, bu talih degismelerinin dogal
Ozelligini incelemek olasilik kuramidir. Talih kavramlart ve onunla birlikte “Talih” tarih
oncesine kadar gider, ancak bunlarin matematiksel incelenmesi 300 yil eskiye dayanir.
Olasilik hesabi baslangigta talih oyunlar: ya da kumar oyunlariyla canlandirildi. Bir ¢ift zan
24 kez atip en az bir kez diises getirme olasiligimin, 4 zar1 bir kez atip en az bir ses
getirmenin olasihigina esit olacagini diisiinen Chevalier de Mere adli kumarbaz, kumar
masalarinda harcadigi dmriinden edindigi deneyiminin bu diiglincesini dogrulamadigini
gorir ve derdine deva olur umuduyla dénemin tinlii matematikgilerinden Blaise Pascal’a
bagvurur. Pascal (1623-1662) ve Pierre Fermat’in (1601-1665) ortak galismalarr, bir
yandan de Mere’nin derdine deva olurken 6te yandan da olasilik teorisinin dogmasina
neden olmustur,

Onyedinci asrin geri kalan kisminda, de Mere tarafindan giindeme getirilen benzer
nitelikteki problemler ve benzerleri tartigilmis ancak ne genel bir gerceve ne de teorik bir
taban olusturulamamustir.

Onsekizinci asrin hemen baglarinda Jacob Bernovilli (1654-1705) ve Abraham de
Moivre’in (1667-1754) galismalart olasilik hesabt teorisinin baglamasim saglamistir.
Bernovilli, 6liimiinden sonra 1713 de yayinlanan Ars Conectandi (The Art of Conjecture)
adli kitabinda, énemli diger ¢alismalarimin yam sira, adiyla anilan ve olasilif, belirli bazi
elemanter problemlerin ¢oziimiinde kullanilan bir ara¢ olma seviyesinden bilimsel bir
disiplin olma seviyesine yiikselten teoremi, bilim diinyasinin hizmetine sunmugtur. Olasilik
teorisinin temel kanunlarindan biri olan “Biiyiik Sayilar kanunu” nu ilk defa J.Berovilli
ispat etmistir ve ilk kez bir olaym olasiigmni, bu olayin frekansmin limiti olarak
tammlamigtir. De Moivre (1667-1754), 1718 yilinda The Doctrine of Chances adli kitabini’
yaymlayarak olasilik teorisine ¢arpim kuralini hediye etmis ve normal olasilik yogunluk
fonksiyonunun olusumuma ilk katkiy1 yapmustir.

Laplace (1749-1827), Gauss (1777-1855), Markov ( 1856-1922), Tchebychev

(1821-1891) olasilik teorisinin gelisimine hiz kazandirmislardir. Olasilik teorisinin temel



taglarindan biri olan “Merkezi limit teoremi” (Moivre-Laplace teoremi) ilk kez Laplace
tarafindan ispat edilmis ve bir ¢ok dikkate deger uygulamalar1 yapilmistir. Quetelet ve
arkadaglari, Maxwell, Boltzman ve Gibbs g¢aligmalarinda olasilik teorisinden gans
oyunlarinda, fizik ve astronomi sahalarinda, sigortacilikta, &zellikle de 6liim
istatistiklerinin olusturulmasinda, istatistiksel mekanikte bol miktarda yararlanmiglardir.

'Olasﬂlk teorisinde stokastik kavrami ilk kez bu teorinin kurucularindan olan J.
Bernovilli (1654-1705) tarafindan kullanilmaya baslanmistir. Sonra bu kavram bir siire
unutulmus olmasina ragmen {nlii olasilikgt V. Bortkiyevig (1868-1913) in biiyiik katkisiyla
yirminci asrin baglarinda yeniden kullanilmaya baslanmistir.

Stokastik stire¢ kavrami ise sistematik olarak A. N. Kolmogorov ve A. Y. Hingin
gibi iinlii olasilikgtlar tarafindan ortaya konulmus ve bu alanda ilk esash sonuglar elde
edilmeye baslanmistir. A. N. Kolmogorov giiniimiizde Markov tipli siireg olarak
adlandirilan stokastik siireglerin esaslarini ortaya koyarken A. Y. Hingin ¢alismalarinda
stasyoner sliregler olarak adlandirdifs stokastik siiregler {izerinde ¢aligmalar yapmustir.
Cagimizda stokastik stireglere iligkin problemlere biiyiik ilgi gosterilmektedir. Bu alanda
emegi gecen baglica bilim adamlart arasinda N. Wiener, W. Feller, J. Dobb, R. Fisher, J.
Neumann ve H. Cramer gibi olasilikgtlarin isimlerini anabiliriz.

Ozellikle hizla gelismekte olan teknoloji ve ekonomiye parale1 olarak stoklarmn
kontrol edilmesi ile ilgili birgok 6nemli problemler ortaya ¢ikmaktadir. Bunun igin ise ele
alinan problemi tam olarak ihtiva eden stokastik siireglerin matematiksel kuruluslarinin
verilmesi olduk¢a onemlidir. Ornegin bir isletmeci, isletmesinden maksimum miktarda
yararlanabilmek igin bazi 6nlemler almalidir. Clinkd, Grettigi mahin maliyeti, korunmast,
pazarlanmasi, dayaniklihgi, stoklanmasi vs., isletmenin hayatim etkileyecektir. Biitiin
bunlarin belirlenmesinde olasilik teorisinden ve 6zellikle de stokastik siiregler teorisinden
faydalanilmaktadir.

Stok kontrol teorisi, kuyruk teorisi ve giivenilirlik teorisindeki problemlerin cogu,
bariyerli veya bariyersiz rastgele yiirilyiis siiregleri yardimyla ifade edilebilir Oyle ki bu
bariyerler ele alinan probleme bagli olarak degisik tiplerden olabilir (yansitan, tutan, yutan
v.s.,). Ozellikle kuyruk teorisi ve talih oyunlarinda yutan bariyerli rastgele yiiriiyiis siiregleri
kullamlir. Ornegin, baslangic sermayesi a, a>0, birim olan bir kumarbazin baglangi¢
sermayesi b, b>0, birim olan bir kumarbaza kars1 oyun oyhadlglnl varsayalim ve kumarbaz

her bir oyunun sonunda bir birim kazansin veya kaybetsin. Ayrica kumarbazin sermayesi



‘0’ a diislinceye kadar veya ‘a+b’ ye ulagincaya kadar oyuna devam ettigini varsayalim. Bu
durumda kumarbazin sermayesini ‘0’ ve ‘a+b’ de yutan bariyerlere sahip basit rastgele
yiriyils sﬁreci olarak adlandirilan bir stokastik siiregle karekterize etmek miimkiindiir.
Eger kumarbazin sermayesi belirli bir adim sonunda sifir oluyorsa bu durumda kumarbaz
iflas etmis ve karst kumarbaz onun biitlin sermayesini kazanmig olacaktir,

Stok kontrol teorisindeki birgok problemin ¢éziimlenmesinde basit rastgele yiiriiyiis
siirecleri yetersiz kalmaktadir. Bu nedenle bilim adamlari galigmalarimi basit rastgele
ylriiylis siirecleri yerine genel durum uzaylarina sahip rastgele yiiriiyiig siiregleri veya
bariyerli rastgele ylirityils siiregleri {izerinde yogunlasgtirmuslardir. Basit rastgele yiiriiyiis
stirecleri genel rastgele yiiriiytis stireglerinin degisik 6zel durumlandir.

Bu nedenledir ki stok kontrol, kuyruk ve giivenilirlik konularinda ortaya ¢ikan genel
durum uzayina sahip 6zel bir stokastik siirecin ele alinmasi ve bu siirecin detaylanyla
incelenmesi olduk¢a 6nemli olacaktir. Bununla ilgili olarak, rastgele yiiriyiis siirecleri ve

yari-Markov rastgele yiiriiyiis stiregleri tizerine bir literatiir aragtirmas: verelim.
L1.2. Literatiir Aragtirmasi

Bu ¢aligmada, stokastik siireglerin 6nemli bir kismimi olugturan iki bariyerli rastgele
yiirityiis stireglerinin 6zel bir durumu ele alinmgtir. Bu nedenle énce yari-Markov rastgele
yiirityils siireglerinin son yillardaki gelisimini kisaca verelim. Yari-Markov rastgele yiiriiyiis
siiregleri yari-Markov stireglerinin 6zel bir halidir. Yari-Markov siireg kavramu ise ilk kez,
birbirinden bagimsiz olarak ve hemen hemen aymi zamanlarda, Levy [1], Smith [2] ve
Takacs [3] gibi olasilikgilar tarafindan ortaya atilmigtir. Fakat bunlarin hepsinde durum
uzay: sonlu oldugundan ve sigrama anlari fiziksel olarak belirlendiginden bu kavramin
genellestirilmesi gerekli idi. Bu nedenle Cinlar [4], Gihman ve Skorohod [5], Serfoza [6]
ve Ezhov ve Korolyuk [7] calismalarinda genel durum uzayina sahip yari-Markov stireci

tammlarint vermiglerdir. Gihman ve Skorohod’un vermis oldugu tanmimi kisaca verelim:

(Q,S, Px),x € X, olasilik uzaylar ailesi verilmis olsun ve bir (Q,o, Px) olasilik
uzayinda tammlanmig bir {Xn:n > 0} Markov zincirinin verilmis oldugunu kabul edelim.
Bu zincirin

P, {Xo(w) = x} =1



olmak iizere durum uzayl (X,B) ve gecis olasithft ise H(X,B) olsun. n‘(W), ﬂz(w),
n3(w)z ... bagimsiz ve ayni tiir dagilima sahip ve {Xn:n 2 0} ailesinden [O,I] aralifinda

diizgiin dagihma sahip rastgele degiskenler dizisi olsun. Her x,y €X i¢in F,, (t) nin
negatif olmayan herhangi bir rastgele degiskenin dagilim fonksiyonu oldugunu varsayalim.
(px’y(t) ise F, (t) fonksiyonu (px,y(ﬁ) nin [O,l] de dagilim fonksiyonu olacak sekilde
negatif olmayan bir fonksiyon olsun, burada & rastgele degisken: [O.l] araliginda diizgiin
dagihima sahip bir rastgele degiskendir. Bu takdirde

T TPy ixy (nk)
olmak tizere
k-1 k 0
X(t) =X, (W), eger D1, st <D 7, ise, | =0
i=1 i=1 i=1
ifadesiyle tanimlanan siirece bir yari-Markov siire¢ adi verilir. Bu siirecin bir goriiniisi

Sekil 1 de goriildiigii gibidir.

4

X(t)
: : : __;’.. ......
: N

Ny N : >
Xo M Nk —
0 T, 1, +7, bt T T t
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Sekil 1. Yart-Markov stirecinin bir gériiniisi



Nasirova [8] ise 1970 yilinda Gihman ve Skorohod’un vermis oldugu yari-Markov
stire¢ tanimimin 6zel bir durumu olan yari-Markov rastgele ylirliylly stireci tamimim

vermistir. Simdi bu tanimi verelim:

{(&i,ni): i=1,2,...} aymt olasilik uzayi tizerinde tamimli bagimsiz ve aymt tiir

dagihma sahip rastgele degiskenler ¢iftleri dizisi olup &; ler pozitif degerli, yani
P{&; >0} =1, i=12,... olsun. Bu takdirde

n+ |

X(t) = Zn:ni ,eger T, = anéi <t <}:§i =T,,, ise,
i=1 il -

ile tanimlanan X(t) stokastik stirecine bir yari-Markov rastgele yiiriiyiis siireci ad1 verilir.

Bu siirecin goriiniislerinden birisi Sekil 2 de verildigi gibidir.

X(t)

m —
= o
M, :
S e
ol T T, T T, t
: ; —
—* : 5

Sekil 2. Yari-Markov rastgele yiriiyiis siirecinin bir goriiniisti

Nasirova bu sekilde inga ettigi yari-Markov rastgele yiirilyiig siirecinin dagilimim,
slirecin supremumunun dagilimin, sitirecin verilen bir seviyeye ilk defa ulasma am ile
sigramasinin birlesik dagilimin, siirecin supremumu ile infimumun birlesik dagilimini ve

stire¢ igin limit teoremlerini ¢aligmgtir.

Yari-Markov siiregleri ile ilgili birgok onemli problemi Borovkov [9-11], Korolyuk

ve Turbin [12], Cinlar [4,13,14], Takacs [3,15], Korolyuk ve Pirliev [16], Tomko [17],



Smith [2,18, 9], Spitzer [20,21], Feller [22,23], Anisimov [24,25], Gnedenko ve
Kovalenko [26], Shurenkov [27-29] v.s., ¢aligmalarinda detaylariyla incelemislerdir.

Stokastik stireglerin esas sinir fonksiyonallarinin incelenmesi de oldukga dnemlidir.
Bu konuda ilk ¢calismay1 Spitzer [21] yapmistir. Onun ¢aligmalarim Rogozin [30] ve Gusak
calismalar1 artimlar1 bagimsiz olan siiregler igin de genellestirmistir. Gusak [33] sigrama
ani ve degerinin birlesik dagihmi igin genel sonuglar elde etmistir. Ayrica Gusak ve
Korolyuk [34] siirecin degerinin ve supremumunun ortak dagilimimt vermistir. Skorohod
[35] sigramalarinin igarcti ayni olan siireglerin karckteristikleri ile, verilen bir seviyeye ilk
kez ulagmasi ami arasindaki iliskileri ortaya koymustur. Borovkov [11] sigramalarinin
isareti ayn1 ve artimlar bagimsiz olan siireglerin belirli bir seviyeye ilk kez ulagma aninin
dagihmu ile, siirecin degerinin dagihimu arasindaki iligkileri vermistir. Levy [1] ise boyle bir
stirecin degerinin infimumu ile supremumunun ortak dagiliminr vermistir.

Hem pratik hem de teorik bakimdan yari-Markov stiregleri igin ergodik teoremler
ve siireglerin ergodik dagilimlart da oldukga 6nemlidir. Yari-Markov simifina ait olan
yenileme siiregleri igin esas ergodik teorem 1975 yilinda Smith tarafindan ispaﬂanmlsur!
Ayrica Ezhov ve Shurenkov [36] tarafindan da yari-Markov siiregler igin ergodik tcoremlcr'
ispatlanmugtir. Shurenkov [27] yari-Markov siireglerin ergodik dagthimimin varhigs igin
gerek ve yeter sart elde etmistir.

Yari-Markov siiregler igin en genel durumda limit teoremleri Anisimov [24,25],
Sil’vestrov [37,38],»Dzhafarov, Nasirova ve Skorohod [39], Korolyuk ve Svishchuk [40]
tarafindan verilmistir. Rastgele yiiriiyiis slirecleri i¢in limit teoremleri ise Skorohod ve
Slobodenyuk [41], Nasirova [8] ve Harlamov [42] tarafindan verilmistir.

Yari-Markov rastgele yiirliylis siiregleriyle ilgili, fakat daha karmagik olan
stireglerden biri de yan-Markov toplam rastgele yiiriiyiis siireci olarak adlandirilan ‘bir
stokastik stiregtir. Bu siireglere 6rnek olarak Nasirova’nin ele aldig siire¢ gdsterilebilir [8].

Bu stireci kisaca agagidaki sekilde 6zetleyebiliriz:

(Q,S,P) bir olasiik uzay1 olmak tzere {(&,i*,n{,ﬁ;,ni‘): i=1,2,...} bu uzay
tizerinde tammli bagimsiz ve aym tiir dagilmig rastgele degiskenler dértlilleri dizisi
verilmis olsun. &[,n; ve&; rastgele depiskenlerinin pozitif degerli ve m; rastgele

degiskeninin ise negatif degerli oldugunu varsayalim. Bu takdirde



n n n+l
X"(t)=2ni", eger T, =Z‘c’_,i’ St<2§;’ =T/,,n21 ise
i=1 i=] i=1

ve

n n n+l
X'(t)=2n{, eger T, =Z§{ St<Z§i’ =T, ,n21 ise
i=1 i=] i=1
olmak tizere (burada T, = T, =0 dir)
X(t)=X*(t)+ X" (t)
ile tammlanan X(t) stokastik stireci yari-Markov toplam rastgele yiiriiyiis siireci olarak
adlandirilir. Bu siire¢ ig¢in 6nemli olan biitlin olasilik karekteristikleri incelenmistir. Bu

siirecin goriiniiglerinden birisi Sekil 3 de verildigi gibidir.

X(t) 1
8 o
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Sekil 3. Yari-Markov toplam rastgele yiiriiyiis siirecinin bir goriintisii

‘ Yari-Markov siireglerinin incelenmesinden sonra, uygulamada ortaya ¢ikan bazi
problemlerin incelenmesi ve ¢oztimlenmesi igin yari-Markov siirecinin kendisi degil onun
.degisik tipleri, yani bariyerli tipleri incelenmeye baslandi. Bunlar ise bir bariyerli veya iki
bariyerli olarak siniflandirtlabilir. Bu bariyerler ise ortaya g¢ikan somut problemlere bagh

olarak yansitan, tutan, yutan, v.s., olabilir.



Nasirova [8] sifir seviyesinde tutan bariyere sahip olan bir bariyerli yari-Markov
rastgele ylirilyiig siirecini su sekilde kurmusgtur: {(Fﬂ,ni): i= 1,2,...} ayni olasilik uzayi
{izerinde tamiml1 bagimsiz ve aym tiir dagilima sahip rastgele degiskenler ¢iftleri dizisi olup
£, ler pozitif degerli, yani P{€; >0} =1, i =1.2,... olsun. Bu takdirde

X, =max{0,X, (+mn,}, n21;X,=2>0

olmak iizere

n nt+l
X(t):X,1 eger T, = Zéi St<ZE,i =T,,, ise,
i=1 i=1
ile tanmimlanan X(t) stokastik siireci sifir seviyesinde tutan bariyerli bir yari-Markov

rastgele yiriiyily stireg olusturacaktir. Bu siirecin goriintislerinden biri Sekil 4 de

verilmistir.

( w |
TI? —_ P SRR
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Sekil 4. Sifir seviyesinde tutan bariyerli yari-Markov rastgele yiiriiyiis
slirecinin bir gériintisii

Nasirova [8,43] bu siirecin dagilimini, siirecin esas simir fonksiyonallarinmn
dagilimimi incelemistir. Nasirova ve Skorohod [43,44] bu siireg igin ergodik teoremi
ispatlamiglar ve stirecin ergodik dafilim fonksiyonunu elde etmiglerdir. Nasirova [8] ve

Borovkov [10] bu siireg igin seriler geklinde limit teoremlerini ifade ve ispat etmislerdir.



10

Benzer gekilde >0 seviyesinde tutan bariyerli yari-Markov rastgele yiiriiyiis
stireci de kurulmus ve incelenmistir: {(E_,,.,ni): i=1,2,...} ayni olasthik uzayi tizerinde
tanimh bagimsiz ve aym tiir dagilima sahip rastgele degiskenler ¢iftleri dizisi olup &, ler

pozitif degerli, yani P{‘c’” > 0} =1, 1=12,..., olsun. Bu takdirde
X, =min{[3,X"_l +nn} , n21; X, =z<P

olmak iizere

n+l

X(t):Xn . eger T, =i<§i St<Z:<§,i =T,,, ise,
i=1 i=1

ile tanimlanan X(t) stokastik siireci >0 seviyesinde tutan bariyerli bir yari-Markov

rastgele yiriiyiis stireg olusturacaktir. Bu siirecin bir goriiniigii Sekil 5 de verilmistir.
Nasirova ve Skorohod [43] bu siireg igin ergodik teoremini ispatlamislar ve siirecin
ergodik dagilim fonksiyenunu vermiglerdir. Ayrica bu tipten stokastik siiregler Feller [22],

Spitzer [20], Smith [18] gibi olasilik¢ilar tarafindan da ¢ahisiimistir.

X(t)1 N
..................................................................... :r______’:;.”.......,.‘.”..................‘..
: ' nﬂ. ...... -
My} My | — i,
— -
X, M, ‘M ;
— > : : z :
0 T, T, T, T, | 't
s : _
My P
— P
R

Sekil 5. B> 0 seviyesinde tutan bariyerli yari-Markov
rastgele yiirliylis stirecinin bir gériiniisii



10

Benzer sekilde B >0 seviyesinde tutan bariyerli yari-Markov rastgele yiiriiyts
siireci de kurulmus ve incelenmigtir: {(‘c’_,,.,ni): i= 1,2,...} ayni olasilik uzay1 {izerinde
taniml1 bagimsiz ve ayni tiir dagilima sahip rastgele degiskenler ciftleri dizisi olup &, ler

pozitif degerli, yani P{éf;i > O} =1, i=12,..., olsun. Bu takdirde
X, = min{B,Xn_, +n,,} , n>1; X, =z<p

olmak iizere

n+l

X(t)=X, , eger T, =3E <t<Y g =T, ise,
i=1 i=1

ile tamimlanan X(t) stokastik stireci P >0 seviyesinde tutan bariyerli bir yari-Markov

rastgele yiiriiyily stire¢ olusturacaktir. Bu siirecin bir goriinlisti Sekil 5 de verilmistir.
Nasirova ve Skorohod [43] bu siireg i¢in ergodik teoremini ispatlamislar ve siirecin
ergodik dagilim fonksiyonunu vermiglerdir. Ayrica bu tipten stokastik siiregler Feller [22],

Spitzer [20], Smith [18] gibi olasilikgilar tarafindan da ¢ahigiimustir.

X(t)1 -
B n,
..................................................................... ;..-.—-.}..
: ' nB, ...... -
Xy i, M
—> z : : E
0 T, T, T, T, t
s : _
Ma P
— P
N .

Sekil 5. $ > 0 seviyesinde tutan bariyerli yari-Markov
rastgele yliriiylis siirecinin bir goriintisii
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Ayrica Nasirova [8] sifir seviyesinde yansitan bariyerli bir yari-Markov toplam

rastgele yiirilyiiy stirecini agagidaki gekilde kurmus ve caligmugtir: (Q, 3, P) bir olasilik
uzay1 olmak iizere {(«:,* i LE; ,n,.”) ti= 1,2,...} bu uzay iizerinde tamml1 bagimsiz ve ayni

tiir dagilmig rastgele degiskenler dortliileri dizisi verilmis olsun. &f,n/ ve & rastgele
degiskenlerinin pozitif degerli ve n; rastgele degiskeninin ise negatif degerli oldugunu
varsayalim.
k k
Ty =28 ve T, =) &
i=1 i=1
olmak tizere T, ve T, rastgele degiskenlerini artan sirada yeniden diizenleyelim ve bu
diizenlemeyi T, ile gosterelim.
n o, T=T
My =3..- R
nj s Le=T,
olarak tanimlayalim. Bu takdirde
Xe =X +m] k21, X,=2>0
olmak {izere
X(t)= X, eger T, St<T,, ise
ile tanimlanan stokastik siireg sifir seviyesinde yansitan bariyerli bir yari-markov toplam

rastgele yilriiyily siireci olugturur. Bu siirecin goriiniiglerinden biri Sekil 6 daki gibidir.

X(1 —
— 2
N, My :
n“g ; > :
X, » T —
of T T T T T t
;| *
.

£
Sekil 6. Stfir seviyesinde yansitan bariyerli yari-Markov toplam
rastgele yliriiyiis siirecinin bir gériiniisti



Nasirova [8] bu siire¢ igin, siirecin yansitan bariyere ilk kez diisme antn
dagihmny, stirecin verilen bir seviyeye ilk kez ulagma aninin dagihmini, siirecin sonlu
boyutlu dagiliminin Laplace déniisiimiinii ¢alismis ve siirecin ergodikligini incelemistir.
Ayrica siireg i¢in limit teoremini ifade ve ispat etmistir.

Stok kontrol, kuyruk ve giivenilirlik teorilerinin bir ¢ok 6nemli problemi iki
bariyerli rastgele yiiriytis siiregleri yardimiyla verilir dyle ki bu bariyerler mubhtelif
tiirlerden olabilirler. Hem pratik hem de teorik bakimdan énemli olmasindan dolay1 iki
bariyerli rastgele yiiriiylis siiregleri hakkinda bir ¢ok ilging ilmi calismalar yapilmistir.
Ancak yapilan bu ¢alismalarin ¢ogu sonlu durum uzaymna sahip rastgele yiiriiyiis stirecleri
i¢in sinir-deger problemlerine hasredilmistir ( Korolyuk ve Borovskikh [46], Lotov [47.48],
Prabhu [49], Zhang [50], EI-Shehawey [51], Weesakul [52], Kastenbaum [53], v.s.).

Sinir-deger  problemlerinin  incelenmesi dnemli  olmasina ragmen cle alinan
stireglerin kendi karckteristiklerinin incelenmesi de olduk¢a onemlidir. Bu nedenle iki
bariyerli rastgele yiiriiyiiy siircglerinin kendi karekteristiklerine ait bazi ilmi calismalar da
meveuttur ( Feller [22], Spitzer [20], Borovkov [10], Lotov [54], Afanas’eva ve Bulinskaya
[55,56,57], Khaniev [58.59.60,61], Zhang [50], v.s.). Bunlardan Borovkoy [10] iki
bariyerli bir boyutlu rastgele yiirityiis siiregleri i icin er g,odlk teoremini ispatlamis ve ergodlk
dagilim fonksiyonu i¢in bir formiil ortaya koymustur. Fc ler [22] bdrlycr]umm her ikisi de
yansitan olan veya her ikisi de yutan olan bir boyutlu rastgele ylirliyiis siireglerini kurmug
ve bu siireglerin bazi olasilik karekteristiklerini hesaplamigtir. ’

. Literatiirde iki bariyerli yari-Markov rastgele yiirliyiis siiregleri hakkinda da bazn‘
ilmi ¢alismalar mevcuttur. Ancak bu ¢alismalarda bariyerlerin her ikisinin de tutan veya |
yutan oldugu durumlar ele alinmisur. Khaniev [60.61] iki tutan bariyerli yari-Markov
rastgele yiiriiylis siirecini asagidaki gibi kurmus ve incelemistir.

{(éi,ni): i= 1,2,...} ayni olastlik uzay1 fizerinde tammli bagimsiz ve aym tiir

dagilima sahip rastgele degiskenler ¢iftleri dizisi olup &, ler pozitif degerli, yani,

P{g; >0} =1, i=12,... olsun. Bu takdirde

X, = min{B,max{O,X"_l +nn}} ,n2l; X, =1z é[O,B]

olmak iizere

ntl

X('[)=Xn ,efer T, = Zc“, St<Z§ =T,,, ise,



ile tanimlanan X(t) stokastik siireci sifir ve B> 0 seviyelerinde tutan bariyerli bir yari-

Markov rastgele yiiriiyiis siireg olugturacaktir. Bu stirecin goriintislerinden biri $ekil 7 deki

gibidir.
X0t .
B [ . EIEET
I
P z —,
n Ms —
Xy p—s iy M5 Y i
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Sekil 7. Stfir ve > 0 seviyelerinde tutan bariyerli yari-Markov
rastgele yliriiylis stirecinin bir gériiniigii

Khaniev [60,61] bu siireg igin, siirecin dagilimini, verilen bir seviyeye ilk kez
ulagma aninin dagihmini ve siirecin beklenen degfer ve varyans gibi bazt olasilik
karekteristiklerini hesaplamis ve siireg i¢in ergodik teoremini ifade ve ispat etmigtir. Ayrica
bu stireg igin limit teoremlerini vermis ve siirecin asimptotik durumunu incelemistir.

Ayrica Nasirova, Yapar ve Khaniev [62] sifir seviyesinde yansitan ve B, B >0, |
seviyesinde tutan bariyerli yari-Markov toplam rastgele yiirilyiis siirecini su sekilde kurmusg
ve ¢calismislardir: (Q, 3, P) bir olasilik uzay: olmak tizere {(&I .1, ,éf,n() ci= 1.2,...} bu
uzay lizerinde tanimli bagimsiz ve aym tiir dagilmis rastgele degiskenler dortliileri dizisi
verilmis olsun. &7, m{ ve&; rastgele degiskenlerinin pozitif degerli ve 1, rastgele

degiskeninin ise negatif degerli oldugunu varsayalim.



. ok k
T =28 ve T, =3¢ . k21, T, =T, =0
i=1 i=|

olmak iizere T, ve T, rastgele degiskenlerini artan sirada yeniden diizenleyelim ve bu
diizenlemeyi T, ile gosterelim.
e oyt
o, =T
Nk = : .
n, . 1 =T

olarak tanimlayalim. Bu takdirde

X, = min{B, X, + m]} k>1,X,=2>0
olmak lizere
X(t)=X, . eger T, <1<T,,, isc,
ile tanimlanan stokastik siire¢ sifir seviye&inde yansitan ve [} >0 sevivesine tutan bariyerli
bir yari-markov toplam rastgele yiriiviig siireci olusturur. Bu siirecin goriintislerinden bir

Sekil 8 de goriildiigi gibidir.
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Sekil 8. Sifir seviyesinde yansitan ve f3>0 seviyesine tutan bariyerli
yari-markov toplam rastgele yiirliyiis stirecinin bir goriiniisii



Nasirova, Yapar ve Khaniev [62], bu siirecin dagihm fonksiyonunun Laplace donii-
simii ile siirecin ilk kez yansima anmmn ve ilk kez tutulma amnmn dagilimlarm
vermislerdir. Ayrica siireg igin seriler seklinde limit teoremlerinin ispatlamiglardir.

Bu c¢alismada ise, yansitan ve tutan bariyerli yari-Markov rastgele yiiriiyiis siireci
olarak adlandirilan bir stokastik siireg incelenmigtir. Bununla ilgili olarak sifir seviyesinde
yansitan ve 3 (B > 0) seviyesinde tutan bariyerli yari-Markov rastgele yiiriiyiis siireci X(t)
ve bu siirecin 6nemli siir fonksiyonallars sayilan, y,- stirecin ilk kez tutan bariyere
diismesi an1 ve y, - siirecin ilk kez yansitan bariyerden yansimasi ant matematiksel olarak
kurulmusg, vy, ve y, nin dagilim fonksiyonlart, moment ¢ikaran fonksiyonlart, beklenen

deger ve varyanslar igin agik formiiller verilmistir. X(t) stirecinin bir boyutlu stasyoner

olmayan dagilim fonksiyonlar: bir {T,} yenileme siireci ve bir {Y,}rastgele yiirityiis
stirecinin olasilik karekteristikleri yardiniyla ifade edilmistir. Siirecin iki sigrama ani
arasindaki siirenin tstel, Erlang veya Ki-kare dagilimina sahip olmasi 6zel durumlarinda

Y, ve y, rastgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonlari ve X(t) stirecinin bir boyutlu

dagilim fonksiyonlari igin formiiller elde edilmistir. Ayrica, bazi varsayimlar altinda X(t)

siireci i¢in ergodik teorem ispatlanmis ve siirecin ergodik dagihm ifade edilmistir.



2.YAPILAN CALISMALAR .~ ¢

2.1. Fiziksel Model

Bariyerli ve bariyersiz rastgele yiriiyils siiregleri stokastik siireg teorisinin nemli
bir kismini olusturur. Ozellikle stok kontrol, kuyruk ve giivenilirlik teorilerinin birgcok
onemli problemi iki bariyerli rastgele yiiriiyiis siiregleri yardimiyla ifade edilir 8yle ki bu
bariyerler muhtelif tiirden olabilir. Ornegin, bekleme zamani ya da bulunma zamant sonlu
olan kuyruk sistemlerini veya sonlu hacimli depolardaki stoklarin rastgele seviyelerini, iki
tutan bariyerli rastgele yiiriiylis siiregleri yardumiyla vermek miimkiindiir. Ayrica yedek
alete sahip stokastik sistemlerin ¢aligmasi da biri tutan digeri ise herhangi bir 6zellige sahip
iki bariyerli rastgele yiiriiyiis stircgleri yardimuyla verilebilir. Ancak bu tezde stok kontrol
ve giivenilirlik teorilerinde ortaya ¢tkan 6zel bir problem ele alinacak ve en genel sartlarda
incelenecektir. Sozii edilen problemi kisaca agagidaki gibi izah edebiliriz.

Belirli bir depodaki stogun. miktarimn rastgele zamanlarda rastgele kesikli
miktarlarda arttijim veya azaldigmu varsayalim. Bu durumda depodaki stogun seviyesini
yari-Markov rastgele yiiriiylis siireci veya tutan bariycrli yari-Markov rastgele yliriiylis
siireci olarak adlandirilan bir stokastik stircgle karekterize etmek miimkiindiir. Bu tipten
siiregler literatiirde oldukga genis bir sckilde calisilmigtir. Fakat stok kontrol teorisinde
bazen Oyle problemlef ortaya ¢ikar ki bu tipten problemlere bif ¢oziim elde etmek igin tutan
bariyerli rastgele yiirliyils siireglerinden daha karmagsik stiregleri gézoniine almak
gerekebilir. Ornegin, bazen talep edilen miktar, o anda depoda bulunan stogun toplam
miktarindan daha fazla olabilir. Bu durumda depodaki stogun tamami bu talebi karsilamak
tizere verilir ve bu talep kapanmis olur. Ancak talepten borglu kalinan kismin derhal temin,
edilip stoga eklenmesi gerekmektedir. Bu durumda depodaki stogun seviyesini yansitan
bariyerli yari-Markov rastgele yiiriiyiis siireci olarak adlandirilan bir stokastik siiregle
karekterize etmek miimkiindiir. Ancak reel durumlarda deponun hacmi sonlu oldugundan
depo dolu oldugunda bir sonraki talep gergcklesinceye kadar depoya yapilan girdi

durdurulmalidir. Bu iki sarta bagh olarak depodaki stogun seviyesini karekterize etmek i¢in



bariyerlerinden biri yansitan digeri ise tutan bariyer olmak tizere iki bariyerli yari-Markov
rastgele yiirityiis siireci olarak adlandirilan bir stokastik stireci kullanmak gerekmektedir.
Bu tipten problemler, drnegin askeri stoklarin kontroliinda ortaya ¢ikabilir. Boyle bir siireg

asagidaki fiziksel modeli ifade etmektedir.

Model. Farzedelim ki baglangi¢ aninda X e[O, B],B > 0, durumunda bulunan bir

pargacigin sifir seviyesinde yansitan bariyer ve B (B >0) seviyesinde ise tutan bariyerle

sinirlanan bir araliktaki harcketini izlemeliyiz. Bu hareket agagidaki kurallara uygun olarak

gergeklessin: Parcacik X, baslangi¢ durumunda rastgele bir &, siiresince kaldiktan sonra
n, kadarlik bir sigrayisla X, + 1, durumuna ulagmaya galigacaktir. Fakat B seviyesinde
tutan bariyer bulundugundan eger X, +n,>p ise bu takdirde pargactk X, =3 durumunda
kalacaktir. Benzer sekilde sifir seviyesinde yansitan bariyer bulundugundan eger

X, + 1M, <0 ise bu takdirde pargacik |X0 + n,‘ durumuna geri donecektir. Bu durumda
eger IX0 + n,|>[3 ise B seviyesinde tutan bariyer bulundugundan pargacik yine X, =f
pozisyonunda bulunacaktir ve eger |X0 + Thl <f ise pargactk X, =|X0 + n,]
pozisyonunda olacaktir. Eger X, +n, e[O,B] isc bu durumda pargacigin pozisyonu

X, = X, + 1, ile belirlenecektir. Bu durumlari birlikte gdzoniine alirsak pargacigin birinci

sigrayis sonundaki pozisyonu X, = min{B 1% + n,l} ile belirlenecektir.

X, pozisyonunda rastgele bir &, siiresince kaldiktan sonra par¢acik n, kadarlik
bir sigrayigla X, -+ 1, pozisyonuna ulagmaya calisacaktir. Bu durumda da yukandakine
benzer diisiinceyle eger X, +n, > ise pargacik X, =f pozisyonunda bulunacak, eger

X +mn, e[O,B] ise pargacik X, = X, +m, pozisyonunda kalacak ve eger X, + 1, <0ise
sifir seviyesinde yansitan bariyer bulundugundan pargacik bu bariyerden ’X, + nzl kadar
yanstyacaktir. Bu durumda eer |X1 + nl[ >fB ise P  seviyesinde tutan bariyer

bulundugundan pargacik X, =P pozisyonunda bulunacak, eger ’Xl + 112| <P ise pargacik

X2=|X‘ +1,| durumunda olacaktir. Boylece ikinci sigrayis sonunda pargacigin

pozisyonu X, = min{B;lX, + 1,

} ile belirlenecektir.



Bu kurallara uygun olarak harcket eden pargacigin n-yinci sigrayis sonundaki
pozisyonu ise X, =min{B;|Xn,, +n"‘}, n>1, formulityle belirlenecektir. Bu tiirlii bir
fiziksel modeli 0 (sifir)- seviyesinde yansitan ve {3 (> 0)- seviyesinde ise tutan bariyerli

bir rastgele yiiriiyiis siireci ile ifade etmek miimkiindiir.
2.2. Siirecin Matematiksel Kurulusu

Bu kisimda sifir seviyesinde yansttan ve [} (P> 0) seviyesinde ise tutan bariyerli

yari-Markov rastgele yiiriiylis siireci matematiksel olarak kurulacak ve bu siirecin bazi

onemli sinir fonksiyonalleri verilecektir.
(2, 3,P) bir olasilik uzayr olmak tizere {(g,.,n,.):i=1,2,...} bu uzay tzerinde

tamml1 bagimsiz ve ayni tiir dagthima sahip rastgele degisken ikilileri dizisi olsun. Ayrica

&, ler pozitif degerli, yani, P{&; >0} =lolsun ve &, ve n, in dagihm fonksiyonlarnin da
bilindigini varsayalim, yani,
cb(t)=P{é;,gt},p(x)=P{n,SX}, te R*, xeR (1

olsun. Bu rastgele degiskenler ikilileri yardumiyla asagidaki stokastik siiregleri inga edelim:
Tn:Z‘giv Yn=ZTh,n21;Yo=To=0- (2)
i=1 i=1

Belirtelim ki bu sekilde insa edilen {Tn:nz()} ailesi bir yenileme siireci ve
{Yn n2 0} ailesi ise bir rastgele yiiriiyiis stireci olusturur. Yenileme siireci ve rastgele
yiiriiyiis siirecinin esas olasilik karekteristiklerinin yeteri kadar iyi bilindigini varsayalim
(bkz. Feller [22], Smith [18], Spitzer [20]. v.s.). Simdi de asagidaki Markov zincirini inga
edelim:

X, =min{B;X, , +n,[},n=1;X, €[0,8],p>0. “(3)
Bu sekilde insa edilen {Xn : nZO} Markov zinciri sifir seviyesinde yansitan ve >0
seviyesinde tutan bariyerli bir rastgele yiirliylis siireci olusturur. Burada X, e[O,B] siirecin

baslangi¢ seviyesini gostermektedir. Artik amacimz olan X(t) stirecini matematiksel

olarak kurabiliriz:
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X(t)=X, seger t€[T,,T,, ). n20 ise. : - 4)
Bu sekilde inga edilen X(t) slireci sifir seviyesinde yansitan ve B> 0seviyesinde
tutan bariyerli bir yari-Markov rastgele yiirityils siire¢ olusturur. X(t) slireci, stogun t

animdaki seviyesini gostermektedir. Bu stirecin gériiniislerinden biri Sekil 9 daki gibidir.

4 g "
X() 1
o -+
Bl T S D
-
: — : :
e —
X, ut y 2 §
- g : .
: R
n, A
o T T, T, T, ¢
4
*

Sekil 9. Sifir seviyesinde yansttan ve B > 0seviyesinde tutan bariyerli
yari-Markov rastgele ytirilyiis siirecinin bir gériiniisii
X(t) stirecinin énemli ihtimal karekteristiklerinden olan sonlu boyutlu dagilim
fonksiyonlarini incelemek igin bu siirecin onemli sinir fonksiyonalleri sayilan bazi 6zel
rastgele degiskenlerden yaralanacagiz. y, ve y, ile sirasiyla X(t) siirecinin ilk kez

yukaridaki bariyere diismesi ve ilk kez asagidaki bariyerden yansimasi anlarin gosterelim

ve bu rastgele degiskenleri matematiksel olarak insa edelim. Bununla ilgili olarak 6nce v,

ve v, tam degerli rastgele degiskenlerini agagidaki gibi tanimlayalim:

v, = min{nz X, + n"l>[5}
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ve
v, =min{n_>_1 : X, +n, <0}, (5)
olsun, burada X, e[O, B] dir. Simdi de v, ve v, rastgele degigskenlerini kullanarak vy, ve

v, rastgele degiskenlerini agagidaki gibi insa edelim:

7, =&, (©6)
i=i
ve

Y, =28, (7)

dir. Boylece X(t) slirecinin yansitan bariyerden ilk kez yansima amint ve tutan bariyere ilk
kez diisme anini matematiksel olarak kurmug olduk. Belirtelim ki y, ve y, rastgele
degiskenleri, X(t) siirecinin énemli sinir fonksiyonalleri olup hem teorik hem de pratik
bakimdan oldukga dnemlidirler. Oregin, stok kontrol teorisinde y, rastgele degiskeni,
sonlu hacime sahip bir deponun ilk kez tamamen dolmast ant ve vy, rastgele degiskeni ise
boéyle bir depoya ilk kez ani olarak stok cklenmesi anr olarak yorumlanabilir. Bu rastgele
degiskenler X(t) stokastik siirecine uygun olarak faaliyet gosteren depodaki stoklarin

rastgele seviyelerinin idare olunmasinda ortaya ¢ikan birgok olasihik  probleminin

¢oztimlenmesinde onemli rol oynamaktadirlar. Bu nedenle y, ve vy, rastgele

degiskenlerinin her yontiyle ele alinip incelenmesi hem ilmi hem de pratik bakimdan ilging

goriilmektedir.
2.3. y, ve vy, Suur Fouksiyonallarimin Dagilimlart

Dagilim  fonksiyonlari, rastgele degiskenlerin en Onemli  olasilhik

karekteristiklerinden oldugundan her seyden once y, ve y, rastgele degiskenlerinin
dagihm fonksiyonlarinin hesaplanmasi olduk¢a dnemlidir. Bu kisimda amacimiz y, ve v,
rastgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonlarimi {T, } yenileme siireci ve {Y,} rastgele

ylirliyiis stirecinin belirli olasilik karekteristikleri yardimiyla ifade etmektir. Bununla ilgili
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-olarak 6nce {T,}yenileme siireci ve {Y,} rastgele yiirtiyiis siirecinin  asagidaki olastlik
karekteristiklerinin bilindigini varsayacagz.
an(z)z P{z+ Y, e[O.B] ;lSiSn},

t

ba(2)= P{z+Y, €[0.p] s15i<n-1:2+7Y, > B},
¢,(z;v)=P{z+Y, e[o,B] H<i<n-liz4Y, <v),
c,(z:dv)=d,(c, (%)),
o, (1) =P{T, < i,
AD, (t) =D, (t)- D, (1),

olsun, burada z €[0,B].v<0,n>1 dir ve

ao(z)zl; bﬂ(z)z c,)(z;v)z 0,

1, t>0
(D"(t):{o t<0

oldugunu belirtelim. Ayrica (a“) ve (Bn)s n >0, gibi herhangi iki dizinin konvoliisyon
carpimini asagidaki gibi'vcrclim:

n
a’n*Bn :Zakﬁn—k ,HZO.
k=0

Benzer gekilde {af,k)} k=12,...,m, m=>2, dizilerinin m-katl; konvoliisyon garpimini

da agagidaki tekrarlama bagintist ile verelim:

m ~ m-1| (k) (m)
g*(ocg‘))-—[n'(ocnk )J*OLE‘ , m22.

1 k=1

Ayrica P, (A) , ile A olayinin agagidaki sartl olasthigini gésterelim:
P,(A) =P{A’X(O) . z}, ze[08], A €.

Simdi agagidaki teoremi ifade ve ispat edebiliriz:

Teorem |. {(éi,ni):i: 1,2,...} baslangi¢ rastgele degiskenler ikilileri dizisinde

eger &, ve m, bagimsiz rastgele degiskenler ise bu takdirde X(t) slirecinin tutan bariyere



22

ilk kez diigmesi am v, in dagihm fonksiyonunu {Tn} yenileme siireci ve {Y"} rastgele

yuritylis siirecinin belirli olasilik karekteristikleri yardimiyla asagidaki gibi ifade etmek
milmkiindiir:

o0

Pz{y, St}=<b(t)~2g,(n;z) A(Dn(t), (8)

n=|

dir, burada

n 0

gl( + J

m=I -B

m

,(cn(|vk_,];dvk))*an(vm,),n?_l, (9

k=1

Lo

olup lvol =z dir.
Ispat: G,(t; z) ile agagidaki sartli olasilig1 gosterelim:
G,(t;z)z Pz{y, >t} = P{y] > tJX(O)-—- z} ,Z e[O,B] , teR".

olsun. Bu takdirde toplam olasilik formuliine gore Gl(t; z) yi asagidaki formda yazabiliriz,

G (t;2)= {y,>t}:z AT St<T,, 1y, >

=0

:iPz{Tnst<TM,;iE_,i>t}. (10)
i=]

n=0

v, rastgele degiskeninin tanimi gdzoniine alinirsa (10) bagintisi

G,(t;z)=f: ipz{v,_k T, <t<Tn+,,ZE_,,.>t}

=2, 2 P{v,=k;T, <t<T,;T, >t} an

n=0 k=n+l
formunu alir. T, , k21, rastgele degiskenleri 1 olasihikla monoton artan bir dizi
olusturdugundan, {w:T,,, > t} olayt {w:T, >t},k>n+ 1,‘ olaylarmi saglar, yani her
k2n+1 ve n>0 igin
(W:T,., >t} {(W:T, >t}
dir. Dolayisiyla (11) bagntisini

N

G,(t;z):i ZPZ{V,=k;'l‘"5t<'[‘",‘l} (12)

n=0 ken+l
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olarak yazmak ~miimkiindiir. {&;}ve -{n;},i=12,..., dizilerinin bagimsiz oldugu

g6zdniine alinirsa (12) ifadesinden

G,(t;z):-i ipz{v, =k:T, St<'l‘n+,}

- i P {v, > n} [(D,,(i) ~D,, (t)]
. Z P, {v, >n} [a0, (1)]

elde edilir. g,(n;z) ile Pz{vl > n} ,n >0, olasthgini gosterelim, yani,

g,(n;z)=Pz{v,>n},n20 (13)

olsun. Bu takdirde

o

G ! (t; Z) = Z & (n; 7‘) [A(Dn (t)]

n=0
oldugu goriiliir. Simdi g,(n; z) yi {Yn:nZO} rastgele yliriiylis stirecinin belirli olasilik
karekteristikleri yardimiyla ifade edelim. Bunun igin yeni bir vo(n) tam degerli rastgele
degiskeni tanimlayalim. v, (n) rastgele degiskeni {Xn:n > 1} Markov zincirinin ilk n adim

boyunca yansitan bariyerden yansimalariin sayisim  gostersin. Bu takdirde vo(n) yi

asagidaki gibi kurabiliriz: k > 1 olmak tizere

I . X +1n, <0
Xk =
0, X, +n,20

oldugunu varsayalim. Bu durumda Vo(ll) yi
Vo(n) =2 xer n 21 (14)
k=]

olarak yazabiliriz. Eger vo(n) rastgele degiskeninin tanimini g6zdniine alirsak bu takdirde

toplam olasilik formuliine gore g, (n;z) yi asagidaki gibi yazabiliriz:
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n

gi(n:z)=P,{v, >n}= P{ o(n)=miv, >n} a1s)

m=0

O halde (15) toplamindaki herbir terimi ayri ayrt hesaplayalim. m =0 6zel durumunda

P{vy(n)=0;v, > n}=P{z+Y, €[0,p],....z+Y, e[0.p]}

=P{z+Y, e[0.p]:1<i<n}
=a,(z) (16)
elde edilir. Simdi de m = 1 olmasi durumunu g6z0niine alz{llxn. Bu durumda

P{vo(n):l;v, >n}:} iP{Z-FYi e[O,B] ;lsisk—l;z+Yk edv}

-p k=t
P{]v,+ Y; E[O,B] ;1<i<n-— k}

0

g PXACTE (Y
cs(mav) . o]

icin co(z; v)= 0 dir. Iki dizinin konvoliisyon ¢arpimi

@

n

0
P2
dir, ¢linkii her v<0 ve z e[O B]

s

gozoniine alinirsa son esitlikten

P{vo(n)=];v[ >n}=}cn(z;dv)*an(lvl) (17)

-p
oldugu goriiliir. P{vo(n)z mv, > n} olasithig1 icin genel bir formiil elde etmek amaciyla

P{v0 (n)=2v, > n} olasiligini da hesaplayalim. Bu durumda

0 0

P{vo(n)=2;v,>n}=fj Z P{2+Y,. E[O,B];lsisk,—l;z+YkI edvl}

-B -p 25k +k,sn

v+, e[0.Bltsisk, —tfv|+Y,, edv, }

P{va[+ Y, e[0.BJi<i<n-k, -k, }

=j2 Jq Cy, (z;dv,)ckz (’v,,;dvz)an_kl_k2 (’VZ’) (18)4 |
- -B

oldugu goriiliir. Eger her v<0 ve z e[O,[}] igin co(z; v)-——O oldugu gézéniine alinirsa

2 ,+k <n

(18) bagintisindan



2)*"%('"2,) 77 (19)

0 0
P{vo(n)=2;v,>n}=f I 2(z:dv)) (v
-B B
elde edilir. Benzer muhakemeyle, matematiksel tiimevarim metodunu kullanarak her

m=12,...,n igin, ,vol =7 E[O,B] olmak iizere,

P{vo(n)zm;v >n}
-f ( ) J. 7dv Jrc (]v,ldv) .*cn(

n

j (m) J‘ n ( . ]vk ,l dv )) a“(‘lvml) (20)

oldugu kolayca gosterlleblhr ( 16) (17), (19) ve (20) de elde edilen ifadeleri (I 5) baginti-

Vo [ dv,, )*an(lv2 [)

sinda yerine yazarak, her n>1 i¢in

1

g(m7)=a,(2)+ 3" j( o TT(enllvasbiavy o, foa) on

m=t kel

elde edilir. Ote yandan }
g2,(0;2)=P,{v, >0} =1=a,(z) (22)
oldugu agikardir. (21) ve (22) ifadelerini birlik;c g6zéniine alarak G,(t:?.) icin asagidaki

formiil elde edilir:

G, (t; z) = gg, (n; z)A(Dn (t)
g, (O; z)A(DO (t) + gg, (n; Z)A(Dn (t)
=1-0(t)+ gg,(n; 2)AD, (t). (23)

Dolayisiyla v, rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonunun
Pz{y, sr} =1 —G,(t;z)

=0(0)~ 3g,(n:2)a, ()

oldugu elde edilir. Bsylece Teorem 1 in ispat1 tamamlanmis olur.

Il

Simdi de v, rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonunu hesaplayalim. Bununla

ilgili olarak asagidaki teoremi verebiliriz:
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Teorem 2. {(c‘;'i M )= 1,2,...} baslangigta verilen rastgele degiskenler dizisinde
eger €, ve m, rastgele degiskenleri bagimstz ise bu takdirde X(t) slirecinin yansitan
bariyerden ilk kez yansima am y, nin dagihm fonksiyonunu {Tn}yenileme siirect ve

{Y"} rasgele ylirliylis siirecinin belirli olasilik karekteristikleri yardimiyla agagidaki gibi

vermek miimkiindiir;

st =0f) - S oo )

n=1

dir, burada
gz(n; Z) =a, (z) +b, (z)* a, (B) +b, (Z)* U, ([3)* a, (B) ,n22, (25)

ve

g,(z)=a,(z)+b, (z)*a,(B)=1- F(-z)

olup burada

dir.

Ispat: G, (t;z) ile asagidaki sarth olasilig; gsterelim:

G,(t;z)= Pz{y2 > t} = P{y2 >t] X(O)zz} ,teR* .z e[O.B].
Bu takdirde y, nin tanimint ve toplam olasilik formuliinii kullanarak Gz(t; z) y1 asagidaki
gibi yazabiliriz:

G,(t;2) =iPZ{T,, St<T,,;v, >t}

n=0
=ipz{ t<Tn+I’Z§ >t}
n=0
.-:i i PZ{ =kT, <t<'In+,,Z§i >t}
n=0 k=n+} i=l
.—_i ip{ =k T, St<T,;T, >t}. (26)
n=0 k=n+l

Her k2n+1 ve n20 igin {w:T,,, > tyc{w:T, > t} oldugundan (26) bagintisim;



“Gi(t7) =Y P {v, =kiT, <t<T,,) 27)

n=0 k=n+{

olarak yeniden yazabiliriz. Otc taraftan {@i} ve {ni} ,i=12...., dizilerinin bagimsiz

oldugu gozoniine alinirsa (27) ifadesinden

Gz(t;z) =‘i ;‘jpz{v2 =k} P{T, <t<T,,}

n=0 k=n+l

i P,{v,>n}P{T, <t<T, }
n=0

M

I."z{v2 > n} AD (t) (28)

n=0
elde edilir. Bu toplamdaki P, {v2 > n} olasiligim gz(n;z) ile gosterelim, yani,
gz(n;z) = Pz{v2 > n},n 20

olsun. Bu takdirde G, (t; z) i¢in

o0

Gz(l;z) =Zg2(n; 1) AD (t) (29)

n=0

yazilabilir. v, rastgele degiskeninin tammi gdzoniine alimrsa her ze[O,[S] icin

g,(O )—-loldugu kolaylikla goriilebilir. Bu gercegi gozoniine alarak G ( z) igin

agagidaki formiil yazilabilir:

G, (t:2) = g,(0:2) A, (0) + 3P, {v, > n} A (1)

n=|

= AD,(t)+ i P,{v, >n}A®, (1)

n=

o

=00+ 28 (m AP, (1), (30)

Simdi de gz(n; z),n 21, olasiligim {Yn} rastgele ylirllyils siirecinin belirli
olasilik karekteristikleri yardimiyla ifade edelim. Bu amagla bir vB(n) tam degerli rastgele
degiskeni tanimlayalim. vﬁ(n) rastgele degiskeni {Xn:n > I} Markov zincirinin ilk n adim

boyunca tutan bariyere diismelerinin sayistn gostersin. Bu durumda v(n) rastgele

degiskenini matematiksel olarak kurahm. Bunun i¢in k > 1 olmak {izere
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(T Xt
X =
0, |Xy, +1,|<B

olarak tanimlayalim. Bu takdirde

vﬁ(n)=g’ik,kzl 31)

elde edilir. vﬁ(n) nin tamimim kullanarak toplam olasilik formuliine gére gz(n;z) yi

g,(n;z)=P,{v, >n}=iPz{vB(n):m;v2>n} (32)
m=0
olarak yazabiliriz. Simdi (32) ifadesindeki herbir terimi ayri ayr1 hesaplayalim. m=0
olmasi 6zel durumunda
P,{vs(n)=0;v, >n}=P{z+Y, €[0,p] ;1<i<n}
=a,(z) (33)
elde edilir. m=1 olmasi durumunda ise

Pz{v,}(n)=1;v2 >n}=ki P{Z+Yi e[O,B] ;1<i<k-1;z+Y, >B}
=1

- P{B+Y, €[0.p] ;1<i<n-k}

1

= bn(z)*an(B) (34)
elde edilir, burada her z e[O,B] icin b, (z) =0 ve a, (z) =1 oldugu dikkate alinmistir.
Simdi P, {v[, (n)=m;v, > n} olasiligi i¢in bir genel formiil vermek amaciyla

P, {VB (n)=2;v, > n} olasiligini da hesaplayalim. Bu durumda

Pz{vﬁ(n)=2;v2 >n}= 3 P{z+Y,. elops<isk-1;2+, >[3}

2gk+ren
k,r21

t

P{B+Y, €[0,B];1<i<r-1:B+Y, >B}
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PB+Y, efopliiisn-k-r}
> b.(2)b.(B) . (B)

2¢k +r<n
k,r2l

3 ) )
k,r20

:bn(z)*bll(ﬁ)*a"(ﬁ) (35)

elde edilir. Benzer muhakemeyle, matematiksel tiimevarim metodunu kullanarak her

il

m=12,...,n i¢in

P, {va(n)=m 5, >nj =b,(z)+(b, (8)).*a,(B) (36)
oldugu gosterilebilir. (33), (34) ve (36) da elde edilen ifadeleri (32) bagmtisinda yerlerine

yazmak suretiyle her n22 i¢in

g,(niz)= né}l’z{vﬁ(n)z m;v, > n}
=a,(7) + b, (7)a, (5) + 3., (2)+(b, ()" ¥, (8) 67)

elde edilir. Diziler i¢in m-kath konvoliisyon ¢arpimt tanims ve her z e[O, B] icin b,,(z) =0
oldugu gergegi gézoniinde tutulursa, bu takdirde m>n + 1 oldugunda

b, )+ (0, (B) " +a,(9) =0

oldugunu kolaylikla gosterebiliriz. Béylece (37) ifadesi asagidaki gibi yeniden yazilabilir:
g:(ni7)=a,(z) + b, (2)*a,(B) + b,(z)+ U, (B)*a, (B) (38)

dir, burada

U,(8)= 3 (b (B))"

m=1

dir. Ayrica n=1 oldugunda

g:(Lz)=1a,(z)+ b,(z)*a, ()
=a,(z)+b,(Z)ao(B)+ bo(z)a,(B)
= P{z+ m E[O,B]} + P{Z+ m > B}

=P{z+n, 20}
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=1-P{z+n, <0}

=1-P{n, <-z}
=1-F{-2) (39)
oldugu agiktir. Béylece her n>1 igin gz(n; z) olasthgim { Yn} rastgele yurilyiis siirecinin
belirli olasilik karekteristikleri yardimiyla ifade ctmis olduk. Ote yandan , eger
Pz{y2 < t} =1 —Gz(t;z)

oldugu dikkate alinirsa

P, {yz < t} = (D(t) - nggz(n; z)ACD,,(t)
elde edilir, burada gz(n; z) ,n>1, (38) ve (39) da verildigi gibidir. Bdylece Teorem 2 nin
ispat1 tamamlanmis olur.

A(Dn(t) nin X(t) strecinin [O, t] zaman aralifinda tam olarak n kez sigramasi
olasiligi olarak yorumlanabilecegine dikkat edelim. Ayrica A(Dn(t) olasiligr &, rastgc]q
degiskeninin dagilm fonksiyonuyla tam olarak ifade edilebilir. Bu nedenle &, rastgele‘
degiskeninin dagilim fonksiyonu biliniyorsa A®, (t) olasilig1 prensip olarak hesaplanabilhir.
Fakat &, rastgele degiskeninin CD(t) dagilimmin n-katli konvoliisyon ¢arpiminin genel
durumunda hesaplanmasi oldukga zordur. Bu nedenle A(Dn(t) olasihigim bazi 6zel

durumlar igin  hesaplayacagiz. Bunu yaparken &, rastgele degiskeninin dagilim

fonksiyonunu, uygulamanin gesitli problemlerinde siksik karsimiza ¢ikan iistel dagilim,

Erlang dagilimi ve Ki-kare dagilim: olarak alip bazi sonuglar elde edecegiz.

Sonug 1. Teorem 1 in kosullar saglanmak tizere, eger &, rastgele degiskeni 6 > 0
parametreli {istel dagilima sahipse, bu takdirde y, ve v, rastgele degiskenlerinin daglllm‘ |

fonksiyonlar agagidaki agikar formda verilebilir:

Pz{yi <tf=1-e -3 g,.(n;z)(e t') e, i=12, (40)
n=| n!

dir, burada g, (n;z) ve g,(n;z) sirastyla Teorem 1 ve Teorem 2 de verildikleri gibidir.
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_ Ispat: &, rastgele degiskeni 0 >0 parametreli iistel dagilima sahip oldugunda, n .

tane iistel dagilima sahip rastgele degiskenin toplami olarak
T,=> & .nx1,
i=1
rastgele degiskeni (n,0) parametreli Erlang dagilimina sahip olacaktir. Boylece, T,

rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

dir. Dolayisiyla n>1 igin

A0, ()= 0, ()~ ®,, ()

=P{T, <t<T,,}

i

t
J‘P{Tn edu;t—u<§m}
0

P{'l"n edu;t~u<§,}

O Ly

I

jP{él >t— u} P{Tn edu}

jP {€,>t-u} @ (v)du

j -8 (t-u) (e U) ~9 udu

A O

c (41)

dir. Ote taraftan n=0 olmasi durumunda

H

80,()= 0= 0,()=1-P(T, <1} =1-0() ="

dir. Boylece Teorem 1 ve Teorem 2 den
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n=1 n:

elde edilir. Bu ise Sonug 1 in ispatint tamamlar.

Sonug 2. Teorem 1 in kosullart saglanmak iizere, eger €, rastgele degiskeni
k(k 2 1) -yinc1 mertebeden ve 6 >0 parametreli Erlang dagilimina sahip ise, bu takdirde
Yy Ve y, rastgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonlari asagidaki asikar formda

verilebilir:

e, i=12 (42)

dir, burada g, (n; z) ve gz(n; z) sirastyla Teorem 1 ve Teorem 2 de verildigi gibidir.

Ispat: €, rastgele degigkeni k(k >1)-ymci mertebeden ve 0> 0 parametreli
Erlang dagilimma sahip oldugundan &, in yogunluk fonksiyonu ve dagilim fonksiyonu,

sirastyla

—e " k>1t>0

ve

O(t) =1—k‘2 9 e, t>0

o m!
formunda olacaktir. AD, (t) olasthigini hesaplamak igin énce n - parametresine bagh I, (t) 2

integralini agagidaki gibi tamimlayalim:

n-1

...' u -u
In(t)~_([(n_l)!e du, n>1. (43)

Eger n22 igin bu integrali kismi integrasyonla ¢Ozersek asagidaki tekrarlama formuliinii
elde ederiz.

tn-l

In(t)=I"_,(t)-(n_1)—! e

-1

dir. Buradan da kolaylikla gériilebilir ki her j e {1.2,....n - 1} igin
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n-1 m L
L0 % L )

m=n-j
dir. Simdi A®, (t) olasithgini In(t) integrali ile ifade edelim. T, rastgele degigkeni k-
mertebeli ve 6 > 0 parametreli Erlang dagilimina sahip n tane bagimsiz rastgele degiskenin
toplamt oldugundan, T, rastgele degiskeni de nk mertebeli ve 0> 0 parametreli Erlang

dagilimina sahip olacaktir. Dolayisiyla

O, ()=1,(01), &, (t)=1,,.(01)

olup (44) tekrarlama formulii g6zéniine alinirsa

kn+k -t Ot m
Ly 0 )=1,(08)- > (—l—e"‘“ (45)

m=kn m'

elde edilir. Béylece

AD, () = @, (1) - @,.,(t)
=1,(00)-1,..(01)

:kmzk--l (O t) o (46)

m=kn m'

dir. A(Dn(t) degerini Teorem 1 ve Teorem 2 de yerlerine yazmak suretiyle CD(t) dagilim

fonksiyonu da g6zoniine alinarak

Pz{YiSt}:‘-]—:‘Z—;; (Gntl)' e'°‘—ggi(n;2)k;;z: @g—e“e‘,iﬂQ

oldugu goriiltir. Her z e[O,B] icin gi(O; z)= 1,i=1,2 oldugundan bu son ifadeyi asagidaki

kapali formda yazabiliriz:

P, {y,- < t} =1- igi(n; z)kmzkfl (eni)' e i=12 (47)
n=0 m=kn .

dir. Boylece Sonug 2 ispatlanmis olur.



Sonug 3. Teorem 1 in kosullart saglanmak iizere, eger & rastgele depiskeni 2-inci
mertebeden ve 0 >0 parametreli Erlang dagilimina sahip ise, bu takdirde vy, ve Y,
rastgele degiskenlerinin dagilm fonksiyonlar asagidaki asikar formda verilebilir:

P,{ri < }—1~Zg(n z)[1+ 0t ](E)zt]);!ne"”,izl,2.

2n+1

Proof: (47) ifadesinde k yerine 2 konulmak suretiyle

Py st =1-3g ()3 e .
n=0

m=2n n]!

o 0 )2n+l
=128 (e )[((23) ((2nt+1)}

=l—igi(n;z)(l+ Pl )(et) e, i=12

2n +1 (211)!
elde edilir. Boylece Sonug 3 ispatlanmus olur.
Sonug 4. Teorem 1 in kosullart saglanmak tizere, eger &, rastgele degiskeni

2k(k 21) serbestlik dereceli Ki-kare dagilimina sahip ise, bu takdirde vy, ve vy, rastgele

degiskenlerinin dagilim fonksiyonlari asagidaki asikar formda verilebilir:

Pz{yi St}=l—Z‘olg,-(n;z)k";V_k‘;I —(1)———e“’2,i=1,2
n=0

dir.
Ispat: n serbestlik dereceli Ki-kare dagilimina sahip bir rastgele degiskenin

dagilimi (g,%} parametreli bir Erlang dagilimi oldugundan, €, rastgele degiskeni k -

. 1 . .
mertebeli ve 5 parametreli Erlang dagilimina sahip olacaktir. Boylece (47) ifadesinde 0

yerine % alinarak
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Pz{'y, < }zl—Zgi(n,z) k o e?
n=0 m=kn
n o kntk-l tm —1t
=1->gi(nz) D, e?, i=12

n=0 m=kn m‘ 2m
elde edilir. Béylece Sonug 4 ispatlanmisg olur.

Simdi vy, ve y, rastgele degiskenlerinin moment g¢ikaran fonksiyonlarini {T }

n

yenileme stireci ve {Yn } rastgele yiiriiyiis siirecinin belirli olasilik karekteristikleriyle ifade

edecegiz.
2.4. v, ve v, nin Moment Cikaran Fonksiyonlar

Uygulamaya ait birgok problemde rastgele degiskenlerin dagilim fonksiyonlarinin
yaninda onlarin  baslangic ve merkezi momentlerinin hesaplanmasi da istenebilir. Bu
sayisal karekteristikleri hesaplamanin bir yolu, rastgele degiskenin moment g¢ikaran

fonksiyonunu hesaplamaktir. Bununla ilgili olarak bu kisimda, y, ve y, rastgele
degiskenlerinin moment g¢ikaran fonksiyonlarini hesaplayacagiz. (N}i(/i;z) ,1=12, ile

sirasiyla y, ve y, rastgele degiskenlerinin moment ¢ikaran fonksiyonlarim gésterelim ve

onlar1 agagidaki gibi tanimlayalim:

G,(z)=[e'G,(tz)dt, 4>0,i=12 (48)
0
Bu sekilde tanimlanan Gi(/l; z), i=1,2, fonksiyonlarin {Tn} yenileme siireci ve {Y“}

rastgele ylriiylis stirecinin belirli olasilik karekteristikleriyle ifade etmek igin asagidaki

notasyonlart verelim: H <1, A>0, z e[O, B] ve v <0 olmak lizere
o(r)= E[exp{—?\.?;i }] ,
A(s;z) = is“an (z),
n=0
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o
Sy S
Bs7)=35"b,(4)
n=0
o
E(S; zZ, V) = Z s'c, (z; v)
n=0
olsun. Simdi bu kismin esas sonuglari agagidaki iki tcorem ile verebiliriz:

Teorem 3. Teorem 1 in kosullar: altinda v, rastgele degiskeninin moment ¢ikaran
fonksiyonu, G,(k;z), {Tn} yenileme siireci ve {Yn} rastgele ytiriiylis siirecinin- belirli

olasilik karekteristikleriyle asagidaki gibi verilebilir:

)| (49)

dir, burada 'VO’ =z e[O, B]dir.

Ispat: |4 <1 olan her s i¢in

g (s; z) = Z s'g, (n; z)
n=0

oldugunu varsayalim. Bu takdirde n>0 olmak iizere g (n;z) igin Teorem 1 de elde

edilen (21) ve (22) ifadelerini g6zoniine alarak

g, (s; z) =5'g, (O; z) + ZS"g, (n; z)
n=|

=4(52) + g ji ~.(m)... Ji ﬁ s vialav, )a(s|v.)) (50)

oldugunu goriiriiz. Diger taraftan n=0,1,2,..., olmak iizere A(Dn(t) ifadesinin Laplace -

déniigtimii
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-— [o(1)]" (51)

dir. G,(t; z) igin verilen (23) ifadesinde t argiimentine gore Laplace doniigtimiine gegilirse

ve (51) esitligi gbzoniine alinirsa

e"“[l - d(t) + ig, (n;z)AdD, (t)J dt

G,(x;z) =

O =3

= ]: e 'dt - Te‘“(b(t)dt + ig,(n; Z)Te')‘ ‘AD (1) dt
0 i n=| 0

- S =2

A

1-9(3)

- {1 + Zg,(n; z) [‘P()“)]n}

_L-9(»)

A g(w(%))"gn(n; 2) (52)

elde edilir. Ayrica her A >0 igin l(p(}»),sl oldugundan (50) ifadesinde s yerine (p(l)

alindiginda

6 (157) =2 oy

1"‘;(") {a(q,(x); )3 j(m)jB TTe(o(0): s, ao(a)v, )

{
elde edilir. Béylece Teorem 3 iin ispatt tamamlanmis olur.
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.. Teorem 4. Teorem -1 in kogullari--altinda 7y, rastgele degiskeninin -moment -~ —

¢ikaran fonksiyonu , (N}z('k; z), {Tn} yenileme siireci ve {Yn} rastgele yiirityiis stlirecinin

olasilik karekteristikleriyle agsagidaki formda verilebilir:

GZ(X;Z)=I—1§@ '5(<p(k),z) ( ()((;p ) ) (53)

dir. Ozellikle z = p oldugunda,

6,0:8) 2 so(u )1 - o) ()

dir.

Ispat: ls[ <1 olan her s igin

g (s z) = Zs"gz(n; z)
n=0

olsun. Teorem 2 nin ispatinda elde edilen (37) esitligini kullanarak

= E(S; z) + E(s; z) a(s; ) i (b(s; ))m_]

= 5(5; z) + E(s; z)a(s; B)[l - S(s; B)]*I (55)
ve z=f 6zel durmunda ‘
() = () + B(s)a(sp)1 - 5(sB)]

= 5(8; ﬁ)[l ~ E(S; B)II

oldugu kolaylikla goriilebilir.

3
X
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Ote taraftan G,(t;z) igin verilen (30) ifadesinde t argimentine gore Laplace

déniisiimiine gegilirse

=90 (5052 + Ko ol 1= o] | 60

elde edilir. Ozellikle z = olarak alimrsa

G,(:B) i a(o(r):p) [1-b ]

oldugu agikardir. Boylece Teorem 4 {in ispatt tamamlanmuis olur.

il

Bir ¢ok pratiksel problemde, genellikle, her seyden ¢nce y, ve y, rastgele

degiskenlerinin beklenen degerlerinin hesaplanmasi istenebilir. Ornegin, stok kontrol
teorisinde sonlu hacme sahip bir deponun ilk kez tamamen dolmast veya boyle bir depoya
ilk kez ani olarak stok eklenmesi aninin beklenen degerinin bilinmesi oldukga énemlidir.
Bu nedenle gsimdi 7y, ve v, rastgele degiskenlerinin beklenen degerleri i¢in agikar ifadeler

elde edecegiz. Bununla ilgili olarak 6ncekilere ilaveten asagidaki notasyonlart verelim:

A=)
B(z)= 3-b,(7)

n=0

C(zv)= gcn (zv)
C(zdv)=d,C(zv)

olsun. Buna gore, A(z) z- baslangig noktasindan gikan {Y,} rastgele ytiriyiis siirecinin

higbir zaman [O,B] araligindan ¢ikmamasi olasiligt, B(z) ise z- baslangi¢ noktasindan
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¢ikan {Y,} rastgele yiirliyils stirecinin ilk defa olarak f} seviyesini agmak suretiyle [Q’,,B] -
arahgindan gikmast olasiligi C(z;v) ise z- baslangig noktasindan ¢ikan {Y,} rastgele

ylirliylis stirecinin ilk defa olarak v <0 seviyesinin altina duserek [O,B] araligindan

¢ikmasi olasilig1 olarak yorumlanabilir.

Sonug 5. Teorem 1 in kosullarina ilaveten eger, E[E_,,]< w0 ve E[y]]< o ise, bu

takdirde Ez[yl] asagidaki formdadir:

E,[v,]= E[g,][A(z)+§ i f,; ml [Tc(viifdvy) A(Ivml)} (57)

dir, burada |v,|=z e[O,B] dir.
Ispat: Teorem 3 de G,(k; z) i¢in verilen ifadede A — 0 igin limite gegilirse
esitligin bir tarafindan (soldan)

il_r)r; G (X z)-)lg; I e™'G (t Z)d

=I {r,>t}dt=E,[y,] (58)
0
ve diger tarafindan (sagdan)

}}_{I&G(X;Z) { lz;ii
-p

m=]

Java)| 69

whtt

k=}

oldugu gosterilebilir. Ote yandan
a(l;z) = 3 az|]=A
(- S 0.-
ve
8(1; z;,dv ) = i c, (z; dv) = C(z; dv)
n=0

oldugundan iddia edildigi gibi

Ez[y,] [ +gi (m iﬁC([vkq,l;dvk)A(lva}

elde edilir. Boylece Sonug 5 ispatlanmus olur.
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Sonu¢ 6. Teorem 2 nin kosullarma ilaveten eger, E[E,]<o,E[y,]<ove

B(B) <1 ise, bu takdirde Ez[y2 ] asagidaki formdadir:
E.[r. |=E[, ]{A(z) +B(z)A)1- B(B)]"} ‘ (60)

dir ve 6zel olarak z = B oldugunda

-1

Ey[v.] = E[&,JA(B)[1 - B(B)] (61)

dir.

Ispat: Teorem 4 de G,(A;z) igin verilen formiilde A — 0 igin limite gegilirse,

verilen hipotezler altinda,

i o

L0 )\‘

=E [gl]a
" ve

a(1,2)=A(z), (1;7) = B(2)

oldugu dikkate alinirsa (53) ifadesinden

SR

Ez[y2]=lim a

A0 A

= B[z, J{A(2)+ BA@)! - BE)]"
elde edilir. Bu formiilde z yerine B almak suretiyle

Ey[v,] = E[¢, JA(B)[1 - B(B)]”

oldugu goriiliir. Boylece Sonug 6 ispatlanmis olur.

Uyari: Eger £, in n (n>1) -inci baglangi¢ momenti mevcut ise, bu takdirde Sonug

5 in varsayimlar altinda y, in daha yiiksek mertebeden momentlerini hesaplamak igin



Ey[yi]=k(=1)""tim ;xk: {ﬁ,(x;z)], k=2

bagintis;, ve Sonu¢ 6 nin varsayimlari altinda Y, nin daha yiiksek mertebeden

momentlerini hesaplamak ig¢in

k-1

E, [y § ] = k(——l)k~l lim

150 gy k- [62(7";2)], k=2

bagintist kullanilabilir.

2.5. Siirecin Sonlu Boyutlu Dagilim Fonksiyonlart

Bu kisimdaki esas amacimiz, daha 6nce Kisim 2.2 de matematiksel olarak

kurmus  oldugumuz X(t) stokastik  stirecinin = sonlu  boyutlu dagihm

fonksiyonlarin, {T, } yenileme siirecinin ve {Y,} rastgele yiiriiyiis siirecinin belirli olasilik
karekteristikleri yardimiyla ifade etmektir. Bununla ilgili olarak daha once verilenlere

ilaveten bazi notasyonlar verelim. x,z e[O, B], v <0 olmak {izere , n>1 i¢in

a,(zx)= P{z+ Y; e[0.B:i1<i<niz+Y, e[O,x]},

bn(z;B)-—- P{Z+Yi 6[0,[5];1 fi<n-l.z+Y, >B},

cn(z;v)z P{z+Yi E[O,B];lSiSn—l;Z+Yn <v}

ve
1 ,u=0
a,(z:x) =g(x - z); bo(zB) = co(z;v) =0, e(u) = {0 w<0
olsun.
Q(t; z x) ile X(t) stirecinin bir boyutlu kosullu dagilim fonksiyonunu gésterelim.
Yani,

Q(t;z;x) =P, {X(t) < x} = P{X(t) < x’ X(O) = Z} , X, Z e[O,B] ,teR"’

olsun. Simdi agagidaki teoremi verelim:
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Teorem 5. X(t) stirecinin bir boyutlu dagilm fonksiyonu, Q(t;zx), {T,}
yenileme sireci ve {Y,} rastgele yiriyiis siirecinin® belirli olasilik Karekteristikleri
yardimiyla asagidaki gibi ifade edilebilir:

Qts %) = e(x — 2)[1- (1)) + 2q(n; 2%) AD, (1) (62)

burada

.:'i f[ (Vi—l;dvi))*gn(vk;)() ,

j=1

Vo =2, 7V, =min{B;lyi'}, i21, n21, olup n>1 olmak tizere
8.(x)=a,(zx)+b,(zB)a, (B;x)+ b, (zB)x U, (B:B)*a, (B:x).

(% V) =c,(zv) + b, (z:B)*c, (B;v) + b, (z8)* U, (B:p)xc, (B;v),

UL (B:B) = 3. (b, (B:p))"

k=1

ve
go(z; x) = ao(z; x) = s(x - z), ro(z; V) =0
dir.
Ispat: Toplam olasilik formiiliine gore Q(t;z; x) fonksiyonunu agagidaki sekilde
yazabiliriz:

Q(t;zx) =iP {T St<T,;X(t)< x}

o

=Y P{T, <t<T,;X, <x}

n+l?

=2 P.{X, <x} P{T, <t <T,,}

=2 a(mzx) AD,(t) (63)

n=0

dir, burada

a(mzx)= P{X, <x},nz0 (64)
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dir. AD, (t) yi {T“}:Wycnilcme siirecinin belirli olasilik karckteristikleriyle direkt olarak
ifade edebildigimizden burada yapacagimiz is q(n;z;x) ifadesini de {Yn} rastgele

yiirliylis sitrecinin belirli olasihik karekteristikleri yardimiyla ifade etmektir. Bu amagla

V., 021, tam degerli rastgele degiskenlerini agagidaki gibi tammlayalim:
v, =0,
v, = min{k 21X, +1, < 0},
v, = min{kz Voo X+, <0}, nx2

olsun. Belirtelim ki {vn}, n21, rastgele degiskenler dizisi {Xn}Markov zincirinin

ayagidaki bariyerden ardigik yansima anlart olarak yorumlanabilir. Bu takdirde q(n;z; x),

n 21, agagidaki gibi yazabilir:

q(n;z;x)= ipz{vk Sn<vy,, ; X, SX}. (65)
k=0

Simdi amacimiz (65) serisindeki herbir terimi {Y,} rastgele yiriiyiis sirecinin belirli
olasitlik karekteristikleri yardimiyla ifade etmektir. ilk olarak (65) serisindeki birinci terimi
hesaplayalim:

P{vo<n<v;X, <x}=P{v, >n;X, <x}
dir. Bu esitligin sag tarafindaki ifadeyle siksik kargilasacagimizdan dolay1 bunu kisaca
gn(z; x) ile gosterelim, yani,

g.(zx)=P,{v,>n; X, <x},n>0 ' (66)

olsun. $imdi g (z; x) i hesaplayalim. Toplam olasilik formiiliine gore

gn(z;x)=zn:Pz{v, >n; X, Sx;vﬁ(n)zm} (67)
m=0
olarak yazilabilir, burada v4(n) rastgele depiskeni daha once belirtildigi gibi {X,}

Markov zincirinin ilk n adim boyunca tutan bariyere diismelerinin sayisini gostermektedir.

Ayrica v, ve VB(n) rastgele degiskenlerinin tanimlan gézéniine alimirsa bu takdirde
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P.{vi>n; X, $x;vy(n)=0}=P{z+Y, e[0,B;l i niz+Y, e[0,x]}

=a,(zx) (68)

oldugu kolaylikla goriilebilir, burada x,z e[O, [3] , 020 dir.
Simdi (67) serisindeki ikinci terimi hesaplayalm. v, ve v, rastgele
degiskenlerinin  tanimlanim ve m,, i=12,..., rastgele degiskenlerinin  bagimsiz

olduklarim ve ayni tiir dagildiklarim1 g6zoniine alirsak, bu takdirde
Pz{vI >n; X, $X; vﬂ(n)= l}=ZP{z+Yi e[O,B];I <i<k-Lz+Y, > B}
k=1

PB+Y, e[0];0<i<n-kip+Y,, <[0,x]}
- Sobu )5

’ =}i: b, (z; B) a,, (B; x) (69)

elde edilir. Burada her z e[O,B] i¢in b, (z; B) =0 oldugu dikkate alinmistir. iki dizinin

konvoliisyon ¢arpimi tamminmi gdzdniine alarak (69) bagintisint
Pz{v1 >n; X, <X; vﬂ(n)= I}=bn(z;B)*a,,(B;x)

olarak yazabiliriz. $imdi de (67) serisindeki iigiincii terimi hesaplayalim. Bu durumda

Pz{vI >n; X, <x; vB(n)=2}=2 kz:P{Z-i-Yi e[0.B);1<i<k-1;2+Y, >B}
<k+rsn
k.r2]

P{B+Y, [0,B];1<isr-1;p+Y, > B}
PB+Y; e[0p1si<n-k-r;p+Y,,., e[o,x]}

= > b (zB)b, (B:B)a,.,.. (B;x)

2<k+r<n
k,r21

= 2 b (zB)b, (B:B)a,,, (B: %)

O0gk+rsn
k,r20

=b, (zB)*b,(B:B)*a, (B:x) (70)
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elde edilir, burada her z e[O, {}] igin by (z; B) =0 oldugu goézoniine alnmstir. Benzer
muhakemeyle her m > 2 igin

Pz{v, >n; X, $x;v,(n)= m} = bn(Z;B)*(bn(B;B)):n—I *a, (B;x), (71)
oldugu kolaylikla gosterilebilir. (68), (69) ve (71) ifadeleri (67) serisinde yerine yazilarak

gn(Z;X)=Pz{V1 >n; X, < x}

2, (253) + by (B, () + 204 () (b, (5B)) v, (5:3)

ifadesi elde edilir. Kisalik olsun diye

U, (B:B) = é(bn(ﬁ;ﬁ))i“" =3 (b, (8:8))"

k=1
olarak tanimlayalim. Boylece her n > 1 igin
g.(zx) =a,(zx) + b, (zB)*a,(B;x) +b, () U, (B:;B)*a, (B;x)
ve n=0 igin
g8o(z:x) =a,(zx) = P{z elo, x]} =P{z<x}=¢(x-2)
elde edilir. Dolayisiyla (65) serisinin birinci terimi olan g,(zx), n20, ifadesini {Y,}

rastgele yiiriiyiis stirecinin yukarida verilen olasilik karekteristikleri yardimiyla ifade etmis
olduk.

Simdi de (65) serisindeki ikinci terimi hesaplayalim.v, rastgele degiskeninin
tamm ve 1, i=1.2,..., rastgele degiskenlerinin bagimsiz ve ayn tiir dagilmis olduklar

gozoniine alinirsa (65) serisindeki ikinci terimi agagidaki gibi yazabiliriz:

n 0

P{visn<v;X, <x}=) IPz{v| =k Xy + 1, €dv}.
k=1 _p
.Pv{v, >n-k X, , < x} (72)

dir, burada v= min{B ;]vl} ve n=1 dir. Yine siksik kargilagacagimizdan dolayr kisalik
olsun diye r, (z; v) ile agagidaki olasilig1 gosterelim: z e[O, B] ve v <0 olmak iizere
r(zv) = Pz{v, =k;X,_, +n, < v} k>1,

I, (z; v) =0
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- olsun. Ayrica rk(z;dv)=dv(rk(z; v)) yazalm. Bu notasyonlart da dikkate atarak (72) -

ifadesini

n 0

Pz{v, <n<v,; X, Sx} =Z J'rk(z;dv)gn_k(v;x)

k=1 _¢n
0
JY

n

= —Ji 6 (zdv)g,., (V%)

k=0

=

I, (z;dv)gn~k (V; x)

k=1

= I I, (z; dv)* g, (V; x) (73)

olarak yazabiliriz. Burada r, (z;dv) = 0 oldugu dikkate alinmstir.

Belirli bir kural verebilmek igin (65) serisindeki {igtincti terimi de hesaplayalim.
{X,} Markov zincirinin, v, ve v, rastgele degiskenlerinin tammlarim ve 1., i=12,..,

rastgele degiskenlerinin bagimsiz ve aym tiir dagilmis olduklarini gozoniine alarak (65)
serisindeki tiglincii terimi agagidaki gibi yazabiliriz:

0 0
P,{v, <n<v;X, <x} =4 ,;Z J _f P,{vi =KX, +n, edv,}
<k+msn o,
k.m21

Py {v, =m; X, +1, edvz}

Py {vi>n-k-m;X, ., <x

v

0 0

[ X @it @)

—on - 2Sk+msn

k.m21
= } } 0 kz T, (z;dv,)rm(V,;dvz)gn_k_m (VZ;X) (74)
-0 - 0sk+msn
k,m20

olur, burada r, (z, dv) =T, (V, ;dz) =0 oldugu gdzéniine alinmigtir. Ug dizinin konvoliisyon

garpimi tanimi g6zoniine alinirsa (74) ifadesi agagidaki gibi yeniden yazilabilir:

00
P{v,sn<v;X, <x}= IJ.rn(z;dv,)*rn(V,;dvz)*g"(Vz;x). (75)

o0~
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Benzer muhakemeyle, her k > 2-igin

0 0
Pz{vk £n<v,;X, < x} = J'...(k)... Irn(Z;dvl)*rn(V,;dvz)*...
w* 1 (Vs dvy g, (%)

=}...(k)...j.f-[,(rn(vi_,;dvi))*gn(vk;x) (76)

e i=1

ifadesi elde edilebilir, burada ¥, =z dir. Sonug olarak elde edilen tim bu ifadeler
q(n;z;x) igin verilen (64) ifadesinde yerine yazilarak n>1 icin, v, =z ve
v, = min{B;'vi’}, i>1 olmak tizere

q(n;zx) = P,{X, <x}

It
[4je]
—
N
>
~——
+

ve n=0 i¢in

L N S R e

oldugu kolaylikla gériilebilir.

Ispatin tamamlanabilmesi i¢in r, (z; dv) leri {Yn} rastgele yiiriiyiis siirecinin
yukarida verilen olasilik karekteristikleri yardimiyla ifade etmek yeterlidir. Vg (n) nin daha

once verilen tanimindan yararlanarak I, (z; v) sn 21, yi asagidaki gibi yazabiliriz:

r,(zv)=P,{v,=n;X,_ +n, <v <0}

n-1
=ZPZ{VB(n)=m;v,=n;Xn_,+nnSv<0} a7n

m=0

dir. $imdi bu serideki terimleri ayr ayri hesaplayalim. m = 0 oldugunda

P{vu(n)=0;v, =n;X,, +1, Sv}
=P{Z+Yi e[O,ﬁ];lsiSn—];z+Yn Sv<0}

=c,,(z;v) (78)

elde edilir. Eger m=1 ise, bu durumda



49

n-

Plos(m)=1iv, =niX, om, 59 = 55 P ¥, [0 si k-t > )
PB+Y, €[0pil<i<n-k-1;p+Y,, <v <0}
- k: bu(#B)e, . (B:)
SINCHMN(
=b,(zB)xc,(B;v) (79)

elde edilir, burada bo(z; B) = co([} ;v) =0 oldugu dikkate alinmigtir. Genel bir formiil elde
etmek i¢in (77) serisindeki {igiincii terimi de hesaplayalim. Bu durumda
P{vb(n)z 2;vi=n;X,, +1, SV} = > P{z+ Y, e[O,BJ;l <i<k-1;z+Y, >B}

2<k+f<n-1
k,fF21

.P{Bwi elopli<ise-1p+y, >[3}

.P{B+Yi elopfi<isn-k-r-1p+y,, Sv<0}

- Z ) bk(Z;B)bf(B;B)cn_k_,(B; v)

= 2 bk(z;B)B,(B;B)cn_k_,(B;v)
0sk+7<n
k,r 20

= b, (zB)*b, (B;B)«c, (B;v) (80)
dir,burada bo(z; B) =b, (B;B) =c, (B ;V) =0 oldugu dikkate abnmistir. Benzer muhakeme

ile, m22,n2>2,v<0 igin asagidaki ifadenin dogrulugunu géstermek miimkiindiir:

P{vﬂ(n) =2;v,=n;X,, +1, < v} = bn(z;B)*(b"(B;B)):M*cn(B;v). (81
(78), (79) ve (81) ifadeleri (77) de yerine yazilirsa

n-1

r, (z; v) =c, (z; v) +b, (z; B)* c, (B; v) + Z b, (Z;B)* (bn (B; [3)):n~l *c, (B; v) (82)

me2

oldugu gériiliir. Dizilerin konvoliisyon ¢arpimi tanimini ve
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bo(Z;B) = bo(B§B) = CO(B ;V) =0

oldugunu gézéniine alarak

Z b,,(z;B)*(b,,(B;ﬁ))T"*cn(ﬁ;v)=§ b, (zB)*(b, (B:B)). *c, (B:v)

m=2

= bn(z;g)*(i (b,‘(B;B))l:]*Cn(B;V)

=b,(zB)* U, (B;B)c,(B;v).

gergegi dikkate alinirsa (82) ifadesinin
I, (z; v) =c, (z; v) +b, (z; [5)*0n (B v)+Db, (z; B)* U, (B; B)*cn (B;v)

seklinde yeniden yazilabilecegi goriiliir, burada

(b, (B:B)). -

oldugu dikkate alinmistir. Ote taraftan

UL (B:B)=>
k=1
r,(z;v)=Pz{vl =5X, + 1 SV<O}

=P{z+Y, v}

-l

elde edilir. Boylece r,(zv),n>0, leri {Y,},n>1 rastgele yiirilyii siirecinin belirli

olasilik karekteristikleri yardimiyla ifade etmis olduk. Boylece Teorem S ispatlanmig olur.

Daha 6nce de belirttigimiz gibi AD, (t) X(t) siirecinin [O,t] zaman aralifinda

tam olarak n kez sigramasi olasilig1 olarak yorumlanabilir. Ayrica &, rastgele degiskeninin

dagilim fdnksiyonuyla AD, (t) yi tam olarak ifade etmek miimkiindiir. &, rastgele

degiskeninin dagiliminin bazi 6zel durumlan igin (iistel, Erlang, Ki-kare gibi) X(t)

stirecinin sonlu boyutlu dagthm fonksiyonlart daha agikar formda verilebilir. Bununla ilgili

olarak agagidaki sonuglart verebiliriz.
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Sonug 7. Teorem 5 in kosullar1 saglanmak tizere eger &, rastgele degiskeni 0 >0
parametreli tistel dagilima sahip ise bu takdirde X(t) stirecinin bir boyutlu dagilim

fonksiyonlari igin agagidaki agikar formiilit verebiliriz:

Qszsn) = efs 7)o+ Soalren) O e

burada g(x - z) ve q(n;z;x) Teorem 5 de verildikleri gibidir.

Ispat: Sonug 1 de eger &, rastgele degiskeni 0 >0 parametreli iistel dagilima

sahipse bu takdirde n>1 igin

o= 00 o

n!

ve n=0 igin
AD,(t)=1-D(t)=e™
oldugunu gostermistik. Eger AD_ (t) nx0, Q(t; z x) i¢in verilen (62) formuliinde yerine

yazilirsa istenilen sonug elde edilir.

Sonug 8. Teorem 5 in kosullart saglanmak tzere eger &, rastgele degiskeni

k(k > 1)-ync1 mertebeden ve 0>0 parametreli Erlang dagilimina sahipse bu takdirde

X(t) slirecinin bir boyutlu dagilim fonksiyonlar asagidaki formda verilebilir:

0 nk+k-1 e t n
Qtzx) =D a(mzx) . g—n—‘)~e“°‘ ,
n=0 m=nk ‘

burada q(n; z x) Teorem 5 de verildigi gibidir.

Ispat: Sonug 2 de eger &, k(k > 1) -yinci mertebeden ve 8 > 0 parametreli Erlang

dagilimina sahip ise bu takdirde

A(Dn (t)=“k+zk~l (e t) e 01

m=nk m'

ve

oldugunu gostermistik. 1- ®(t) ve A®,(t) (62) de yerine yazilirsa
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k-1 (9 t) . nk+k-1 (9 t)

Qtzx)=¢c(x-2)Y, +Zq(n zx) Y,

m=0 n=] m=nk

elde edilir. Ote yandan q(O; z; x) = e(x - z) oldugundan

nk+k-1 (9 t)“ o

Qtzx)= Samzx) Y,

n=0 m=nk

n!
elde edilir. Béylece ispat tamamlanur.

Sonug¢ 9. Teorem 5 in kosullar1 saglanmak {izere eger &, rastgele degiskeniﬁ 2k
(k>0) serbestlik dereceli Ki-kare dagilimina sahipse bu takdirde X(t) siirecinin bir boyutlu

dagilim fonksiyonu agagidaki formda verilebilir:

nk+k~1 tm
Q(t; zx) = Zq(n z;x) Z e V2
n=0 m=nk

dir.

Ispat: n serbestlik dereceli y’-dagilimina sahip bir rastgele degiskenin dagilimu

(n ! ] parametreli bir gamma dagilimi oldugundan s6zii edilen &, rastgele degiskeni k-
22

mertebeli ve % parametreli Erlang dagilimina sahip olacaktir. Bu nedenle Sonug 8 de

verilen ifadede 6 yerine —2— alinirsa istenilen sonug elde edilir. Boylece Sonug 9 un ispati

tamamlanmig olur.

2.6. Siirecin Ergodikligi

Bu kisimda X(t) siireci igin en genel sartlar altinda ergodik teoremi ispatlanacak ve
stirecin ergodik olmasi durumunda ergodik dagilim fonksiyonu igin agikar bir formiil
verilecektir. Bununla ilgili olarak 6nce X(t) stirecinin ergodik oldugunu géisterecegizi 4

Bunun i¢in de iki tane yardimci teorem ispatlayacagiz. Simdi asagidaki teoremi ifade ve

ispat edelim.
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Teorem 6. {(&i,ni)} (i= 1,2,3,...) daha Snce verilen rastgele degiskenler ikilileri
dizisi olsun. Eger asagidaki ii¢ sart saglantyorsa bu takdirde X(t) siireci ergodiktir:

1) E[g,] <,

2) P{n, >0} >0 ve P{n, <0} >0,

3) n, aritmetik olmayan‘daglhma sahiptir.

Ispat: X(t) stirecinin ergodik oldugunu ispatlamak igin teoremdeki sartlarin

saglanmast halinde, bunun yari-Markov siiregler igin ergodik teoremin ( bkz. Gihman ve
Skorohod [5], sh.243.) sartlarin1 sagladigim gostermek yeterlidir. Bununla ilgili olarak,
dnce stasyoner dagilim fonksiyonuna sahip ergodik bir Markov zinciri inga etmeliyiz. Daha
sonra da bu zincirin ardisik iki sigrama ami arasindaki siirenin beklenen degerinin sonlu

oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in 6nce agagidaki rastgele degiskenleri tamimlayalim:

v, = min {kzl ; Xk_,+nk2[3}

v, = min {k>vn_, 3 Xieq + M ZB}, nz2,

olsun. v, rastgele degiskenleri yardimyla Yo V€ Y .n21, rastgele degiskenlerini

sirastyla

veE

i=1 j=1
olarak tammlayalim, burada vy, ve ¥,; ,n21, sirastyla X(t) slirecinin tutan bariyere n-

yinci kez dilymesi amim ve tutan bariyerden n-yinci kez ¢ikmasi anini gdstermektedir.

Xn =X(7nﬂ +0),n21

olsun. Bu sekilde tanimlanan {xn: nz 1} istenilen Markov zincirini olugturur. Bu takdirde

%q» N1, rastgele degiskenlerini

X, = min{B;!B N } n=12,.. ~ (83)
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olarak yazabiliriz. Bu gekilde inga olunan {x“: nx l} Markov zincirinin bir goriintisti $ekil

10 da verildigi gibidir.

X(t)t

v

0 Y 71[} 'sz;s:; 7725 Y35§ 733 Y ap )74;; t

Sekil 10. {x,: n > 1} Markov zincirinin bir goriiniigi

X. rastgele degiskenlerinin yapisina bakildiginda onlarin bagimsiz ve aym tiir
dagildiklari, dolayisiyla inga edilen Markov zincirinin stasyoner dagilim fonksiyonuna

sahip oldugu ve boylece de ergodik oldugu s6ylenebilir. Bu dagilim fonksiyonunu n(x) ile

gosterelim. Simdi bu n(x) dagilim fonksiyonunu hesaplayalim.
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Eger x<0 ise n(x):P{x, Sx}-—-O oldugu ve x>p ise n(x)=P{x, Sx}=l

oldugu, yani,

W=

b

oldugu agiktir. Dolayisiyla sadece x e(O, B] olmasi durumu ile ilgilenecegiz. Bu durumda

n(x)=P{x, Sx}
- P{min{ﬁ [p+ n.l} < x}
= 1= P{min{ ;[ +n,[} > x}
=1-P{B2x;B+n,|=x}
=1-P{p 2 x}P{p+n,|2x}
=1-g(x—B)P{B+n,| = x}
= 1-&(x—B)[1-P{B+m|<x}|
=1-8(x—B)+5(x—B)P{P+m,| < x}
= g(x—B)+&(x —B)e(x)P{-x < B+m, <x}
= &(x ~B)+&(x ~BJe(x)P{~(B +x) <m, <—P+x]
= g(x —B) +&(x ~B)e(x)[ F(-B + x) - F(~B - x)|

olur, burada

e(u)={(1) , uz0 ve E(u)=l~a(u)

, u<0

dir. Boylece, n(x)dagilim fonksiyonu

0 , X e(—oo,O]
n(x)= F(—B+x)—F(—~[3—-x) , X e(O,B]
1 ,X € (B,+00)

(84)

(85)

formundadir. Dolayistyla X(t)siireci igin, ergodik olacak sekilde bir {%n;n 2 1} Markov

zincirinin varhigi gosterilmis olup bu zincire uygun gelen Tc(x) stasyoner dagilim
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fonksiyonu da hesaplanmis oldu. Yani s6zii edilen ergodiklik teoreminin birinci sarti

saglanmis oldu. Ciinkii, her &lgiilebilir ve sinirli \;/(x) fonksiyonu i¢in

]

() () = [ (<) )+ (B)1 - 7(0) - F-2)]

(=]

p

= W) 4, [Fx=p) = F(x )]+ w(p) 1 F(0) - F(-2p)]

0

-2p

- Joto =) ar(e+ Futcu-) a8 o)1) )

= vl B)arf) - Fo(cu)ar(s) o wf)[1 - 0)- -2

-p -2p
= (p) (86)
bagintis1 gerceklenir, burada '

M(*;x) j M(P + u: x)dF(u) - j M(=B - u; x)dF(u) + M(B; x)[1 - 1(0) - F(~2p)]

_7B
dir.

Simdi de s6z konusu teoremin ikinci sartinin saglandigimi, yani, Y5 rastgele

degiskeninin beklenen degerinin sonlu oldugunu gdsterelim. Ancak bunu yapmadan ¢nce

asagidaki yardime1 teoremleri verelim:

Yardimct Teorem 1. Eger E[é,] <o ve P{n, > 0} > 0 ise bu takdirde

Sup P{ysz}<a<l

12924

olacak sekilde o e[O,l) ve T, <o parametreleri mevcuttur.

Ispat: €, rastgele degiskeninin beklenen degeri sonlu oldugundan

O(T)=P{€, <T}=c, >0 (87)
olacak sekilde bir T < co segmek miimkiindiir. Ayrica P{n, > O} > 0 oldugundan

P{n, 2h}=c, >0 (88)

olacak gekilde bir h segmek miimkiindiir. ¢ ile
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c=P{¢, <T;n, 2h}=cp, (89)
olasiigin1 gosterelim. Bu takdirde ¢>0 oldugu asikardir. Dolayisiyla, {(E_,i,ni)},

i=1,2,3,... rastgele degiskenler dizisi bagimsiz ve ayni tiir dagiimig oldugundan
P{t, +&, <2T; n, +n, 2 2h}

o o

=_‘. IP{E_,, edu; n, edv;u+§, <2T; v+, ,>_2h}

0 -o

O by 8
—g

P{E_,, edu; n, edv }P{&z <T+(T-—u); N, Zh——(v—h)}

1
8

2>

O e =
T Sy 8

Ple, edu; , edv }P{§2 <T+(T-u) n, 2h—(v~h)}

P{§| edu; n, edv }P{§2 <T; n, _>_h}

v
o
o Gy 8

Il

P{&, edu; n, edv}

T
J|
0

=cP{<§I<T; n,zh}

= e §

2
=C

elde edilir. Béylece

P{€, +&, <2T; n, >+n, 22h} > ¢? (90)
oldugunu goéstermis olduk. Amacimiz her n > 1 igin

P{T, <nT; Y, 2nh} > ¢" (28]

esitsizlifinin dogru oldugunu gostermektir. n=1 ve n=2 -igin esitsizligin dogrulugu
sirastyla (89) ve (90) den goriilmektedir. Matematiksel tiimevarim metodunu kullanarak
(91) nin daima dogru oldugunu gostermek igin bu esitsizliin n=k > 2 icin dogru
oldugunu, yani,

P{T, <kT; Y, 2 kh}>c*

oldugunu varsayip n =k +1 igin de dogru oldugunu gésterelim.

P{Te, <(k+1)T; Yy, 2 (k +1)h}

=P{T, +&,,, <kT+T; Y, 2 kh+ h}
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S ey 8

[P{£,s edusn,, €dv; T, <kT+(T-w); Y, > kh— (v - h)}

P{&x.s €dusny, €dv}P{ T, <KT+(T-w);Y, 2kh—(v—h)}

v
@ temy
5 Gy 3

P{§l edu; n, edv}P{ T, <kT; Y, = kh}

v
Eh e
5 Sy 8

=P{ T, <KT; Y, zkh}JT'
[}

T ey §

P{EJI edu;n, edv}

:Ck

P{§1 edu; 1, edv}

S
=* Gy 8

Il

c"P{&, <T;mn, Zh}
=ck+l
dir. Boylece her n>1 i¢in

P{T, <nT; Y, > nh} >¢"

oldugunu gostermis olduk.

Simdi, [lal] asayisinin tam kismini gostermek tizere

N{ JH

olsun. Bu takdirde N sayisin tanimina gore, B<eo, h>0 ve N>B/h oldugundan

B

h

N <0 ve B < Nh oldugu kolaylikla goriilebilir. Dolayisiyla,
P{Yy 2B} 2 P{Y, = Nh} (92)
elde edilir. Bu nedenle,N <o ve ¢ > 0 icin '
P{Ty <NT; Y, 2B} 2 P{T, <NT; Y, >Nh} 2c" >0
dir. §imdi de agagidaki yan-Markov rastgele yiiriiyiis siireglerini gézoniine alalim:
ise

n+l

D) Wo(t)=W,, .eger T,<t<T
olsun, burada W, | = on-1 My, n215 W, =0 dir

ii) Wz(t)=W2_n »eger T, <t<T,,, ise
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olsun, burada W, , =W, ., +n,, n>1;W,, =z e[0,p] dir.

i) X,(t) ile X,(0)=z€[0,B] baslangi¢ pozisyonuna sahip yansitan ve tutan
bariyerli yari-Markov rastgele yiiriiylis siirecini, yani bizim stirecimizi, gésterelim.

¥ ile W,(t) yan markov rastgele yiirilyiis siirecinin B -seviyesini ilk kez asmasi
anini gésterelim. Yani, ¥ = inf {t >0: W, (t) 2 B} olsun. Buna gére,

{w: ¥ <NT} o {w: Ty <NT;Y, 2B} (93)
bagintis: gergeklendigini gosterecegiz.. Bunu gdstermek igin w, € {w: Ty <NT;Y, 2}
oldugunu kabul edelim. Bu takdirde

Y(WO) < Ty (wo) <NT
dir, yani, Y(wo) <NT dir. Bunun sonucu olarak da w, e {w: ¥ <NT } elde edilir.
Boylece (93) bagintisinin dogru oldugu gosterilmis oldu. Sonug olarak

Py {7 <NT} 2 P, {T, <NT; Yy 2B} =P{Ty <NT; Yy 2p}2c" >0
ve dolayistyla da

P{¥2NT} <1-c" <1 ®4)
oldugu goriliir. Ote taraftan X,(t), W,(t) ve W,(t) siireglerinin matematiksel
kuruluslarina bakilirsa 1 olasilikla her t e[O,y, ‘,) ve z e[O, B] icin

X, (1) 2 W,(1) = W,(t),

oldugu asikardir. Bu nedenle

P{sup X, (8)2 B} > P{sup W, (s) 2 B}
Ossst Oss<t
dir. Diger taraftan

Pz{y,ﬂ < t} . P{sup X, ()= }

0ssst
ve

P {7 <t} = P{sup W, (s) > B}

0<sst

dir. Bu sebeple, her z e [O, B] i¢in

P, {7y <t} 2P {7 <t}
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veya buna denk olarak
P{yy 2t} <P {y 2t}
elde edilir. Bu takdirde,

sup Pz{ylB Zt}SPOWZt}

0sz<B

dir. Bu esitsizlikte 6zel olarak t = T, = NT alinirsa, bu takdirde

sup P, {y,, 2 T, } < P, {¥ > NT}

0<z<f

elde edilmis olur. Eger oo =1~c" olarak segilirse, ¢ >0 ve N <o oldugundan istenilen

sonug elde edilir. Boylece Yardimei Teorem 1 ispatlanmis olur.

Simdi E[y IB] < oo oldugunu gosterelim.

Yardimct Teorem 2. Eger Yardimer Teorem 1 in kogullari saglaniyorsa, bu takdirde
Yip rastgele degiskeninin beklenen degeri sonludur, yani, E[y m] < oo dir.
Ispat: Her z e[O,[}] i¢in P{y,p > Ta} <a <1 olacak sekilde a e[O,l) ve T, <o

parametrelerinin bulunabilecegini Yardimer Teorem 1 de gistermistik. Bu takdirde

Pvip 22T} = [P, {y,y 2 T, 5 X(T,) edv}

1l

Oy T &

P vy 2T, sX(T,) edv}. P fy, 2T, )
<a. fpz{ym 2T, ;X(T,) edv}
0

=oc.Pz{ym ZTa}

<a’ (95)
elde edilir.

$imdi her n>1 ve z¢[0,B] icin P, {y B 2 nTa} <a" oldufunu géstermek igin
matematiksel tiimevarim metodunu kullanalim. Esitsizligin n=1 ve n=2 igin dogrulugu
Yardimci Teorem 1 ve (95) ifadesinden goriiliir. Simdi esitsizligin n=k > 2 igin dogru
oldugunu, yani, Pz{y " ZkTa} <a* oldugunu varsayalim ve n=k+1 i¢in de dogru

oldugunu gosterelim. Bu durumda



61

P{ry = (k+1)T,} =P, {v, 2KT, +T, |

Pz{ym >kT,+T, ; X(kT,) edv}

It

o'-—-.u PR S

P,{¥p 2KT,; X(KT,) edv}. P, {y,, = T,}

IA

o .sz{ym > KT, ; X(KT,) edv}
0

=q .Pz{y"3 = kTa}

< ak+|

elde edilir. Boylece, her n>1 and z e[O,B] icin
Pz{ym 2 nTa} <a™

oldugu gosterilmis olur. Diger taraftan

Ez[Ym]:TPz{Ym Zt} dt
0

=2 [ Pyt

n=l (n-1)T,
Si T Pz{y,[3 Z(n—l)Ta} dt
n=1 (np-1)T,

=i T, .P,{r,y 2 (n-1)T,}

n=1

=T,. i P,{r,y 2 kT, }

k=0

<T,. Zoc"
k=0
_ g
I-a

dir. o e(O,l) ve T, <o oldugundan her z e[O,B] icin

E,[vyg]s T—_l—&—Ta <

(96)

o7
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elde edilir. Ote taraftan

E[y,[,]{Ez[y,,,].dn(z)

dir. a ve T, sabitleri z den bagimsiz oldugundan,

frafs = o) = <

dir. Boylece Yardimei Teorem 2 ispatlanmis olur.
Simdi de ¥,; nin beklenen degerinin sonlu oldugunu gosterelim. y,, ve Y,y nin

tamimlari géz6niine alinirsa,

v+l

Zé, ZE.- & =Y+
olup &; ler bagimsiz ayn tiir dagilima sahip olduklarindan
E[Tin]= B[ +&un] = B[]+ €[50 ] = E[1p ]+ E[E)]
elde edilir. O halde E[?m] de sonludur. Boylelikle Gihman ve Skorohod tarafindan
verilmis olan teoremin her iki sartinin da saglandigini gostermis olduk.Yani X(t) stireci
ergodiktir.
Simdi de X(t) stirecinin ergodik dagilimim {T,} yenileme siireci ve {Y,} rastgele

ytirtiyli stirecinin belirli olasilik karekteristikleri yardimiyla verelim. Bununla ilgili olarak

daha 6nce verilenlere ek olarak bazi notasyonlara ihtiyacimiz vardir. Once bunlari verelim.
)= Sin. ).
n=0

Clzdv)= ) C,|zdv),

()= e, (z)
A(5x) =Y a,(zx)A0, (1),

n=0

C(s; zv)= icn (z; v) O, (s) ,

n=!

C(ds; zdv) = Zc (zdv)dD,(s),

n=1
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<l

(-

ﬁf(*;*) =

f(x)dxM(v; x),

f(x)dx—lq(*; x),

Oy, R O ™

burada f sinirli ve 6lgiilebilir bir fonksiyon M(v; x) ise herhangi bir fonksiyondur.

Herhangi bir M(t;z;x) fonksiyonunun t ye gore Laplace ve Laplace-Stieltjes

doniigtimiinii sirastyla M(p; z;x)ve M*(p; z;x) ile gosterelim, yani

1\~/I(p; z x) = T e™ M(t; zZ x)dt
ve 0

M"(p; z x) = I e""d,M(t; zZ x)
olsun.

Herhangi iki M(t; z; x) ve N(t; z; x) fonksiyonu igin M(t; z; x)* N(t; VA x) ile
agagidaki ifadeyi g6sterelim:

M(t; v x)* N(t; z; x) = jN(t - 8,7 x) dsM(s; z x).

’ 0

Simdi agagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 7. Teorem 6 nin sartlarinin saglanmasi kosulu altinda f(x) Olgilebilir ve

smirl1 herhangi bir fonksiyon olmak iizere X(t) stirecinin ergodik dagilimi i¢in agagidaki

ifade dogrudur:

1} Re(*;%)

Jim ! £(X(t))dt = o) ° (98)
burada

Ro(r) = o) it A o)

w 0 0.

+ I...(n)...JC(*;de) ﬁc(,vi"ll;dvi)zr(

n=2 -8 -B i=2

Vo

y
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-Ii(*;w)=z(*;w)+ia(*;dv,)A(’vll;oo)
+; ;‘; .(n).. j;C( ;dV,) I:IC(,vi_,l;dvi)A(vn ,oo)
dir.

ispat: Teorem 6 da, verilen kosullar altinda, X(t) siireci i¢in “kesikli sans karigiml
siireler igin ergodik teoremi” adli ergodiklik teoreminin her iki sartinin da saglandiginy,
yani siirecin ergodik oldugunu gdstermistik. Bu takdirde herhangi bir 6lgiilebilir ve sinirh
fi (x) fonksiyonu i¢in asagidaki ifade dogrudur (bkz. Gihman ve Skorohod [5], sh:244):

_lrglo—_‘- (X(t))dt [ [ f j {ymzt:X(t)edx}dtn(dz)}

z=0 t=0 x=0

B ~1
{j {7, > t}dtn(dz)} (99)

dir. Bu durumda, amacimiz (99) formiiliindeki kesrin pay ve paydasim {Tn}yeni]cme

siireci ve {Y } rastgele yiiriiyii siirecinin belirli olasilik karekteristikleri yardimiyla ifade

n

etmektir. Bununla ilgili olarak agagidaki kosullu olasiliklari tanimlayalim:

R(t; z x) =P, {7“,, 2t X(t) < x}

ve

T, (t; z; x) =P, {715 2t X(t) <x vo(t) = n}, n>0,

olsun, burada v, (t) X(t) slirecinin t zaman zarfi siiresince yansitan bariyerden yansima-

larinin sayisim gostermektedir. Bu takdirde toplam olasilik formiiliine goére R(t; z; x)
olasilig

i) =5

n=0
olarak yazilabilir. O halde rn(t; z; x), n‘2 0, olasiliklarim {Tn}yenileme stireci ve {Yn}

rastgele ylirliylis siirecinin belirli olasilik karekteristikleri yardimiyla ifade etmeliyiz: n=0
oldugunda



65

n(tzx)=P, {'im > t:X(t) < xvy(t) = 0}

-3 p {T <t<T, ,,y,BZtX()<x:v0(t)=o}
par

'=ip{z+Yi cloplisismz+y, e[o,x]} [T, <t<T,.}

n=0

= ,,Z:; a,(zx)AD,(t)

= A(t;Z;X) (100)

elde edilir. $imdi r, (t; z; x) olasthigini hesaplayalim. Bu durumda

r(tzx)= Pz{?m > t:X(t) < x:vy(t) = 1}

:i P {T <t<T+nYm2tX()<X:V°(t)=l}

n=1

=

I
Ms

i j P{z+Yj c[0B]s1sisi-T;z+ Y, edviT, eds}
-p

=

£

- P{v+

i=]

0
e[O,B];lSjS n-i ;]v[+Yn_i <x}A(Dn,i(t—s)

"U

Ms

—_

n= i=1

jij:c,zdv 4,(5)a,., (v ) A0, ,(1—5)

il

[ Seizavo, @) [ Sa,(hxho, (-9 ]

i=1 n=i

=] . S ey e

C(ds;z;dv)A(t-s;

;X)

_i
i

= [C(tzdv* At |V x) (101)
~-p

elde edilir. Eger (100) ve (101) ifadelerinde t arglimentine gére Laplace doniigiimiine
gegilirse, sirasiyla,

'r;(k; z; x) = X(?&; z; x)

ve

"r}(k; z x) = }C*(k;z; dv)K.(?»;lv[;x)
-8 .
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oldugu elde edilir. r, (t;z; x) in hesaplanabilmesi i¢in genel bir formiil verebilmek amaciyla

I, (t; z; x) olasiligini da hesaplayalim. Bu durumda

n(tzx) =P, {Y,B 2 t:X(t) < x:v,(t) = 2}

o0

-y pz{Tn <St<T,;¥ Zt:X(t)Q‘: VO(t)=2}

n=2

Y ff ff P{Z+Yje[O,B};ISjSi—l;z+Yi edvl}P{T,. eds|

2si+ksn g<siust -p ~B

P +Y;, e[O,B];lstnfk—i;‘v2.+Yn_k_i SX}A®n_k_i(t~s—u)

.P{jv,[n{j elo.ps1<isk-15v,[+ Y, edvz}P{Tk e duf
»flv,
ST 11 [Selrenow o[ S oo oo o]

Oss+ust L i=1

[Setrlspos-v)

=]

= j.‘ i ” C(dS;Z;dVI)C(U;IV]!;dVZ)A(t — Qe u;]vzl;x)
B p

0<s+ust

0 0 ¥
= [ | ctizmav,ceylv, v, |5 x)

-8 -B

;dV2 Y*A(t;

elde edilir. Buradan t degiskenine gore Laplace ddniisiimiine gegilirse

00
'r”z(k;z;x)= J'J‘ C'(A;z;dv,) C* (A
-p-p

vi|;dv, )K(Mlvz ; x)

oldugu goriiliir.
Benzer muhakemeyle, |v0|= Z e[O,B] olmak lizere her n>1 igin, matematiksél
timevarim metodunu kullanarak,

i,(l; z;x) = J-...(n)... Iﬁ C'(k;lvi_]

~B -p i=l

;dvi)x(l;]vnl; x) (102)

oldugu gosterilebilir. Bu nedenle,

0

o 0 n
R(Lzx)=A(kizx)+ ) I...(n)...“—[ C'(}»;Ivi,,l;dvi)K(x;lvnl;x) (103)

=l _g ~p i=1
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dir. Boylece i(l; z; x) i {Tn} yenileme siireci ve {Yn} rastgele yiirliylis siirecinin belirli

olasilik karekteristikleri yardimiyla ifade etmis olduk. Buradan A — 0 igin limite gegersek

TPZ{}',B 2t X( t)<x}dt—R(7\, X)), = R(0;zx)
Ozx)+ij. .(n).. J.n C'(0]vi,} (O[vl )
n=t _p -p i=1

elde ederiz. Simdi K(O; z; x) degerini hesaplayalim:

o

/NX(O; z x) = 11_1)1;1 o A(t, z, x)e"A 'dt

=11m.f Za (z x)A(D () “rdt

A0 =0

=lxl—[£§ Ia z x A(D (t)e"“dt

=0

=

It

=2, au(5x) Eg ]
E[¢,]A(zx)
dir.
Simdi de C"(0;z dv) degerini hesaplayalim.
C'(0;zdv) = yng C'(A,zdv)
—hm et tZP{z+Y,~ e[O B];lsiSn——l;z+Yn edv}dd)n(t)

A0
0 n=1

o0

ZP{Z-}-Y e[OB] ISisn-1;z+Y, edv} hm e 'do [t ()
n=1

A0

o0

=ZP{Z+Y. e[O,B];lSiSn—l;z+Yn edv}

i
n=1

=C(z dv)

dir. Béylece,
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P,{¥, 2 t:X(t) <x}dt E[¢,]A(zx)

0'—»8

(=}
=

+ E[£,] i. i j C(lv LsdvA(v,]ix)

oldugu goriillir. Buradan, x — o igin limite gegilirse

sz {7113 > t}dt = E[¢,]A(z;»)

+ E[?; i j:; _j C('V, ,] dv, )A(lv l )

i=

elde edilir, burada
A(z;0) = A(2) = ip{u Y, €[0,p];1<i<n}
n=0
dir. Simdi (99) formuliindeki paydayl hesaplayalim.
o | w 0
J' I:IPZ {7][, 2 t}dt}in(z) = E[é,]K(*;oo‘) +'E[§,] JE(*;dv,)A(Iv,’;oo)
0 Lo -B

0

+ E[i,]i j’...(n)...:fl;a(*;dv,)ll:l C(lvi_,,;dvi)A(lvn.’;oo)

elde edilir. Benzer metodla

]2 [T P, {7 2t X(t) < x}dt}dn(z)

0 (o0

=E[g [Alsx) + Efg, ] [Sesavoa(vi]ix)

- o

+ E[§, ] i Jq...(n)..._fa(*;dv,)ﬁ C(lvi_l‘;dv,-)A(
B -B i=2

n=2 _

v, ;x)

oldugu gosterilebilir.

Simdi de (99) formiiliindeki pay: hesaplayalim.
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'E ;i: ;izf(x)PZ {17,3 >t; X(t) edx}dt dn(z)

- Bf6 R 5) Bl ] fCCosan K, o)

+ 2] zjﬁ . fc( AT Cvi v v,

s R )

dir. Boylece, E[ﬁ,] <o oldugu da dikkate alinarak

lT X(t f(*;*)

T 0 R("‘§°°)

elde edilir ki bu da Teorem 6 nin ispatini tamamlar.



3. BULGULAR

Bu ¢aligmada, sifir seviyesinde yansitan ve B(B > O) seviyesinde tutan bariyerli
yari-Markov rastgele yilriiylis stireci X(t) ve bu siirecin nemli st fonksiyonallari
sayilan, vy, - siirecin ilk kez tutan bariyere diismesi ani ve y, - siirecin ilk kez yansitan
bariyerden yansimast ani matematiksel olarak kurulmus, y, ve vy, nin dagilim
fonksiyonlari, moment ¢ikaran fonksiyonlari, beklenen defer ve varyanslar igin acik
formiiller verilmistir. X(t) stirecinin bir boyutlu stasyoner olmayan dagilim fonksiyonlar
bir {T,,} yenileme siireci ve bir {Yn}rastgcle yiirliylis stirecinin olasilik karekteristikleri

yardimiyla ifade edilmistir. Stirecin iki sigrama ami arasindaki siirenin tistel, Erlang veya

Ki-kare dagilimina sahip olmasi 6zel durumlarinda y, ve vy, rastgele degiskenlerinin

dagilim fonksiyonlar ve X(t) siirecinin bir boyutlu dagilim fonksiyonlar icin formiiller
elde edilmistir. Ayrica, bazi varsayimlar altinda X(t) stireci igin ergodik teorem
ispatlanmug ve stirecin ergodik dagilim fonksiyonu bir {T,} yenileme sireci ve bir {v,}

rastgele yliriiyiis siirecinin olasilik karekteristikleri yardimiyla ifade edilmistir.



4. IRDELEME

Son yillarda hizla gelisen teknolojiyle birlikte bilim adamlan hergiin degisik
problemlerle kargilagmaktadirlar ve bu problemlerin ¢éztimlenmesinde yeni yeni yontemler
gelistirmektedirler. Bdylece her gegen giin yeni bilimsel istikametler ortaya ¢tkmaktadir.
Yeni bilimsel istikametlerin ortaya c¢ikmasinin en Onemli sebebi ise gercek hayatta
karsilagilabilen problemlerin birgogunun ¢éziimlenmesinde bilinen metodlarin yetersiz
kalmasi veya ¢ok zor uygulanabilir olmasidir.

Biitiin bu bilimsel gelismelere paralel olarak olasilik teorisi de kendisini gelistirmis
ve hemen her bilim alanina girmistir. Olasilik teorisi, soyut bir matematiksel disiplin olarak
ele alindiginda Olgii Teorisinin bir pargasi, rastgelelik olgusunun modellenmesinde
uygulamali bir matematiksel disiplin olarak ele alindiginda ise Istatistik Teorisinin bir
pargasidir.

Olasilik teorisi, metot olarak olaylari tek tek degil, toplu olarak inceleme metodunu
kabul etmektedir. Bugiin olasilik teorisinin uygulanmadigs alan hemen hemen hi¢ yoktur.
Rastgele etkiler altinda bulunan olaylarin matematiksel olarak agiklanmasi konusunda
modeller olusturan ve kurallar ortaya koyan olasiligin yéntemlerine, giiniimiizde astronomi,
niikleer fizik, kimya, biyoloji, tip, ruhbilim, toplumbilim, siyasal bilim, egitim, ekonomi,
isletme, yoneylem, veterinerlik, mihendislik, sigortacilik, planlama ve programlama,
sistem giivenilirligi, kalite kontrolii, askeri operasyonlar ve meteoroloji alanlarinda sik sik
bagvurulmaktadir. Olasilik metodlari, matemetiksel metotlar yardimiyla ortaya gikarilmig
olduklar1 igin olasilik teorisi, matematigin bir dali olarak gozetilir. Bu nedenle olasilik .
teorisi de matematigin diger dallari kadar mantikli ve kesin sonuglar verir. Ozetle olasilik
tgorisi, matematigin diger dallar gibi, uygulama ihtiyaglarindan dogmustur.

Yirminci yiizyilda olasilik teorisi modern bir aksiyomatik kurulusa kavusmustur.
Ozellikle fen bilimlerinde zamandan zamana degisen olaylarin incelenmesiyle ilgili
problemlerin ¢dziimlenmesinde olasilik teorisinin nemli bir kismm olusturan stokastik
stiregler teorisi kullaniimaktadir. Giintimiizde hizla geligmekte olan teknoloji vé ekonomiye

paralel olarak stoklarin kontrol edilmesi ile ilgili birgok 6nemli problemler ortaya
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cikmaktadir. Askeri stoklarin, rafineri stoklarinin, kuyruk sistemlerinin v.s. kontroliinde
ortaya ¢ikan bu tip problemler igin ele alinan problemi tam olarak ihtiva eden stokastik
stireglerin matematiksel kuruluglarinin verilmesi oldukga 6nemlidir.

Stok kontrol teorisi, kuyruk teorisi ve giivenilirlik teorisindeki problemlerin gogu -
bir bariyerli veya bariyersiz rastgele yiiriiylis siiregleri yardimiyla ifade edilebilir 6yle ki ele
alinan probleme bagl olarak bariyerler degisik tiplerden olabilir (yansitan, tutan, yutan
v.8.,). Bariyersiz ve bir bariyerli siiregler literatiirde oldukga genis bir sekilde ¢aligiimustir.

Bu ¢alismada ele alinan stokastik siire¢ ise 6zel bir rastgele yiiriiyiis stirecidir. Her
seyden &nce ele alinan siireg iki bariyerli bir siiregtir. [ki bariyerli siiregler literatiirde pek az
incelenmis olmakla birlikte, incelenenler de daha ¢ok ya basit rastgele ytiriiyiis stiregleri

veya her iki bariyeride ayn tipli olan rastgele yiirllylis stiregleridir. Caligmada ise iki farkls

tipten bariyer; sifir seviyesinde yansitan bariyer ve (B > 0) seviyesinde ise tutan bariyer

vardir.
Calismada ele alinan siirecin bir bagka ©zelligi ise siirecin yari-Markovluk
ozelligine sahip olmasidir, baska bir deyisle, sadece sigrama anlari dikkate alindiginda

stirecin Markov 6zelligine sahip olmasidir. Yani, bu caligmada siireg, sifir seviyesinde

yansitan bariyerli ve [ (B>O) seviyesinde ise tutan bariyerli bir yari-Markov rastgele

yliriiylis stirecidir. Bu 6zellikleriyle ¢aligma literatiirde yapilmis olanlardan &nemli
derecede farklilik gostermektedir ve bu nedenle de olduk¢a 6nemlidir.
Caligmanin yeni bir ¢alisjma olmasmna ragmen bazi degisiklikler yapmak ve

varsayimlarla oynamak miimkiindiir. Her seyden o6nce bariyerlerin yetleri ve tipleri
degistirilebilir. Mesela, sifir seviyesinde yansitan ve -B (B > O) seviyesinde tutan bariyer
olabilir ki bu bizim siirecimizin eksi isaretlisi olacaktir veya bariyerlerin her ikisi de
yansitan olabilir v.s. Bunun disinda aym sistemin ayni1 dagilima uygun olarak ¢aligmasinin
beklenen bir durum olmasina ragmen {(&i,ni) : i=1,2,...} rastgele degisken ikilileri
dizisinin ayni dagilima sahip olmasi varsayimi degistirilebilir ve belki de kaldirilabilir.
Caligmanin ¢ok  daha giiglesecek olmasina ragmen bagimsizlik varsayimi kaldirilabilir.

Yani ele alinacak probleme uygun olarak bariyerleri degistirmek veya varsayimlar {izerinde

degisiklikler yapmak suretiyle yeni yeni problemler ortaya ¢ikarilabilir.



73

Caligmada siirecin sonlu boyutltu dagilim fonksiyonlar: bir {T“:nz 0} yenileme

stireci ve bir {Yn:nz O} rastgele yirliyiis silirecinin olasilik karekteristikleri yardimiyla

ifade edilmistir. Ancak bu yine de kullanilmas: oldukga giig bir ifadedir. Bu nedenle bazi
hesaplamalar: daha kolay yapabilmek i¢in dagilim fonksiyonunu hesaplamaksizin onun
Laplace doniisiimiinii hesaplamak ve onunla ¢alismak da miimkiindiir. Hatta ¢aligmada
verilen sinir fonksiybnallerinin de Laplace doniigiimlerini hesaplamak ve bu déniistimleri
kullanarak bu fonksiyonallerin yiiksek mertebeden momentlerini hesaplamak bu sinir

fonksiyonallerinin dagilimlarin1 kullanmaktan daha kolay olabilir.



5. SONUCLAR

Bu galismada stok kontrol, kuyruk ve giivenilirlik teorilerindeki bir ¢ok Onemli
problemin ¢dziimlenmesinde kullanilan 6zel bir stokastik siire¢ ele alinmistir. Bu tipten
stokastik siiregler pek ¢ok uygulama alanina sahip olmasina ragmen, literatiirde yeteri kadar

ele almmamigtir. Bu nedenle, ¢alismada * Yansitan ve tutan bariyerli yari-Markov
rastgele yiiriiyilg siireci ” olarak adlandirilan bir X(t) siireci bir {T,,:nz O} yenileme
stireci ve bir {Yn n> 0} rastgele ylrilylis slireci yardimiyla matematiksel olarak kuruldu ve
bu stireg ile ilgili agagidaki teorik sonuglar ortaya konuldu.

X(t) slirecinin tutan bariyere ilk kez diigme aninin (y] in) ve yansitan bariyerden ilk

kez yansima anmm(y2 nin) dagilim fonksiyonlari, moment g¢ikaran fonksiyonlart ve

beklenen degerleri verildi. ki sigrama ami arasindaki siirenin iistel, Erlang veya Ki-kare
dagilimlarina sahip olmas1 durumlarinda  y, ve y, nin dagilim fonksiyonlar;, moment
¢ikaran fonksiyonlari ve beklenen degerleri igin asikar formiiller elde edildi.

X(t) stirecinin sonlu boyutlu dagilim fonksiyonlar1 verildi ve iki sigrama ani
arasindaki siirenin {istel, Erlang veya Ki-kare dagilimlarina sahip olmast $zel durumlan
i¢in bu dagilim fonksiyonlarinin agikar formiilleri verildi.

Ayrica en genel sartlar altinda X(t) stirecinin ergodik oldugu ispatland: ve stiirecin
ergodik olmast durumunda ergodik dagilim fonksiyonu bir {Tn n O} yenileme siireci ve

bir {Yn n2> 0} rastgele ylirliylis stirecinin belirli olasilik karekteristikleri yardimiyla ifade
edildi.



6. ONERILER

Yapilan bu ¢alismanin stokastik siireg teorisindeki 6nemli bir eksikligi giderecegi
umulmaktadir. Bununla beraber bu ¢alismanin asagidaki yonlerde gelistirilmesi ve benzer

sonuglarin elde edilmesi de miimkiindiir:
1. {(@i,ni) ti= 1,2,...} rastgele degisken ikilileri dizisinin bilesenlerinin bagiml

olmasi durumunda siirecin yeniden ele alinmasi ve benzer ¢alismalarin yapilmasi.

2. Stirecin dagilim fonksiyonunun hesaplanmasinin gii¢ oldugu durumlarda dagilim
fonksiyonunun Laplace doniistimiiniin hesaplanmasi.

3. Ele alnan stirecin bariyerlerinin degistirilmesi veya her iki bariyerininde yansitan
bariyer olmast durumunda benzer incelemelerin yapilmasi.

4. Ele alinan siirecin asimptotik davraniginin incelenmesi ve siireg igin seri seklinde
limit teoremlerinin ifade ve ispat edilmesi.

5. Yapilan g¢alismada teorik olarak ortaya konulmus sonuglarin uygulanabilecegi
alanlarin tespit edilmesi ve uygulanmasi.

6. Siiregle ilgili bazi sayisal karekteristiklerin hesaplanmasinda kullanilabilecek
olan uygun bilgisayar programlarimn geligtirilmesi.

7. Calismada ele alinan 6zel dagilimlarin digindaki bazi dagilimlar icin de benzer
hesaplamalarin yapilmasi.

8. Simtiilasyon metodlarini da kullanarak g¢alismada teorik olarak elde edilen

sonuglarin bazi yaklagik degerlerinin hesaplanmasi.
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