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OZET

Bu ¢aligmada, tam dagilimli tam kafes iizerinde fuzzy modiil homomorfileri ve fuzzy
modiil homomorfileri ile fuzzy altmodiiller arasindaki iligki ortaya konulmugtur. Modiillerin
kategorisinde t-seviyesinde fuzzy garpim ve ey carpim karakterize edilerek, bu kategorlde
garpim ve eg carpimin iiniversal 6zellige sahip oldugu gosterilmigtir. ‘

Fuzzy mantik tanitilarak kiimeler ve fuzzy kumeleri arasindaki bazi ozellikler
verilmigtir. 3. Boliim olan Bulgular bolumuntn 1. kismi ise, 3.2 ve 3.3 de yapilan
galigmalara 6n hazirlik nitelifindedir. Burada fuzzy altgruplann, fuzzy althalkalarin ve fuzzy
ideallerin yapisi ele alinmigtir.

3.2. de fuzzy modiil homomorfileri incelenmig, klasik homomorfi teoremleri fuzzy ye
tasinmigtir. Fuzzy modiil homomorfisinin ¢ekirdegi ve resminin tanimlan verilerek bunlarin
altmodiil oldugu goézlenmistir. Ayrica; fuzzy modiil homomorfileri ile ﬁxzzy altmodiiller
arasindaki iligki bir teoremle karakterize edilmigtir.

Son olarak, modiillerin kategorisinde ¢arpim ve eg garpim tanimlan verilerek bunlarla
ilgili bazi 6nemli teoremler ispatlanmugtir,

Anahtar Kelimeler : Fuzzy fonksiyon, fuzzy lojik, fuzzy homomorfi, fuzzy carpim ve eg
carptm, :



SUMMARY

A Characgterization of Fuzzy Product and Coproduct Modules

In this study, fuzzy module homomorphisms on the completely distributed complete
lattices and the relation between fuzzy module homomorphisms and fuzzy submodules have
been established. It has been shown that, the fuzzy product and coproduct have the
universal property by characterizing the fuzzy product and coproduct of t - level in the
category of modules.

After the introduction to the fuzzy logic, some relations between sets and fuzzy sets
has been investigated . The first section of chapter 3 is in a preliminary form to the next
chapter. Here, the structure of fuzzy subgroups, fuzzy subrings and fuzzy ideals have been
considered.

In section 3.2, the fuzzy module homomorphisms have been discussed and the
theorems in classical homomorphisms have been carried to the fuzzy module
homomorphism. In addition definition of kernel and image of a fuzzy module
homomorphism have been given and it has been observed that these are submodules. In
addion, the relation between fuzzy module homomorphism and fuzzy submodules has been
characterized by a theorem. |

Finally, after the definitions of fuzzy product and coproduct of t-level in the category
of modules, some theorems concerning these concepts have been proved.

Key Words: Fuzzy function, fuzzy logic, fuzzy homomorphism, fuzzy product and
coproduct. '
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1. GENEL BILGILER (Literatiir Aragtirmasi)
1.1. Giris

Belirsiz kiimeler "fuzzy kiimeleri", ilk olarak 1965 de Zadeh ile baglamig ve giintiimiiz
lojiginde birgok alanda uygulama olanagi bulmugtur, [1]. Zadeh, kiimeleri elemanlanimin
tiyelik dereceleri ile belirlemigtir. Bu yaklagim, bir gok aragtiriciyr ortak bir lojik olugturmaya
gotiirmiigtiir. [2], [3]. Ancak; bu beklenildigi gibi gelijmemigtir. Sadece; klasik lojik,
karakteristik fonksiyonlar yardimiyla gelistirilen fuzzy lojige taginmugtir.

Teori, Rosenfeld tarafindan 1971'de fuzzy cebirsel yapilara taginarak, bir G grubunun
fuzzy altgrubu tanimlanmigtir: [4]. Rosenfeld tarafindan verilen bu tanim Negoita ve Ralescu
[5], Anthony ve Sherwood [6] tarafindan genellestirilmigtir. Das, 1981'de asal mertebeli
devirli bir grubun tim fuzzy altgruplarinin karakterizasyonunu, iyelik fonksiyonlar yardimi
ile karakterize etmistir. Ayrica, sonlu devirli bir grubun tiim fuzzy altgrublarimin bir
karakterizasyonunu, seviye altgruplan yardim ile vermigtir. [7]. Anthony ve Sherwood,
1982'de [0,1] tizerinde bir t-norm tammlayarak, teoriyi genellemigtir. [8]. Liu,
1982' de fuzzy invaryant altgruplan ve fuzzy ideallerin bir karakterizasyonunu vermistir, [9].

Fakat; bu alanda yapilan ¢aligmalar, [0, 1]JcIR iizerinde olmustur. Liu, 1983'de L
tam dafilimli tam kafes olmak iizere L-fuzzy ideallerin bir karakterizasyonunu vermigtir
[10]. Bu agsamadan sonra, teori iki ayn yoldan ilerlemeye baglamigtir. Kumbhojker ve Bapat,
halka homomorfisi altinda fuzzy ideallerin bir karakterizasyonunu vererek, iki halkanin fuzzy
ideallerinin halka homomorfisi altindaki iligkisini ortaya koymustur. Ayrica; halkalarda fuzzy
idealin yan simflanm tanimlayarak, yan siflar ve boliim halkalan ile ilgili bazi onemli
teoremler ifade ve ispat etmigtir. Eroglu, bir grup (halka, cebir) homomorfisi altinda fuzzy
altgrubun (ﬁxzzy althalka, fuzzy altcebir) resmi ve ters resminin fuzzy altgrup (fuzzy althalka,
fuzzy altcebir) oldugunu ispat etmistir. [11]. Malik ve Mordeson, bir halkanin fuzzy
althalkalarinin ve fuzzy ideallerinin bir karakterizasyonunu vermigtir. Daha sonra t-
seviyesinde fuzzy fonksiyon, fuzzy homomorfi tanimlarimi vererek, bunlarla ilgili dnemli
teoremler ispat etmistir. Ayrica; fuzzy halkalarin fuzzy direkt toplamim vermistir, [13], [14],
[15]. Pan, fuzzy sonlu tiretenli modiiller ve fuzzy boliim modiilleri karakterize etmistir. [16],
[17]. Zahedi, bir M-R modiiliin L- fuzzy altmodil kavramim , L-fuzzy ilkel (asalimsi)
altmodiillere genellestirerek bazi sonuglar elde etmistir. Ayrica L-fuzzy béliim modiiliiniin



yeni bir tamimint vererek, Pan'in [16] verdifi tammda halka ve modiil {izerine hig bir
kisitlama koymadan, bu tanimla boliim modiilleri igin bazi sonuglar elde etmigtir, [18], [19].

1.2, Belirsiz Kiimeler

Belirsiz kiimeleri daha yakindan tamimak igin kiimeler kavrami ele alinsin. Ortak bir
isim altinda toplanmuis nesnelere kiime denir. Ornegin; " K . T. U. Fen—Edebiyat
Fakiiltesinde Okuyan Ogrenciler" bir kiime olugturur. Eger; K. T. U'de okuyan tiim
ogrencilerin iginde bulundugu kimeye evrensel kiime denirse, bu kiimeden bir takim
ogrencileri ayirip ortak bir isim altinda toplamasi yeni bir kiime olugturur. Simdi, herhangi
bir 6grenci ele alinsin. Bu 6grenci K. T. U. Fen - Edebiyat Fakiiltesi'nde ya okuyor ya da
okumuyor olacaktir. Yani yapilan tamimlama her bir Ofrenciyi ya Fen - Edebiyat
Fakiiltesinde okuyanlar kiimesine sokuyor, yada diginda birakiyor. Bir kiimeyi belirlemek
icin iki yontem kullamlabilir. Birincisi kiimenin elemanlarini isim isim sayip kiimeyi
olusturmak:

Fen - Edebiyat Fakiiltesi'nde Okuyanlar = {Banu, Oya, Isil}
Bu yontem, dogallikla, ancak sonlu sayida elemani olan kiimeleri tamimlamakta
kullanilabilir. ikinci yontem ise, bir karakteristik fonksiyon tanimlamak. Bu karakteristik
fonksiyon, evrensel kiimenin tek tek biitiin bireylerinin bir kiimenin igine girip girmedigini
soyler.

Oyle bir karakteristik fonksiyon tammlanir ki; eger bir nesne bir kiimenin eleman: ise,
o kiimeyi tammlayan karakteristik fonksiyon 1, degilse O sonucunu verir. Yani; karakteristik
fonksiyon evrensel kiimenin her bir elemanini {1,0} kiimesine egler. Simdi, yeni bir kiime
tanimlansin. "Fen - Edebiyat Fakiiltesinde Okuyan Gengler" kiimesi goz oniine alinsin. 18
yagindakiler bu kiimeye rahatlikla girerler, fakat, 25 yasindakiler, 30 yagindakiler, acaba sinir
nerede birakilabilir. $8yle bir tanim yapilacak olursa, eger birisi 25 yagindan kiigiikse geng,
bitylik ise yaglt. 26 yaginda birisi igin ne soylenebilir. Iste belirsiz kiimeler burada énem
kazanmaktadir. En kaba tanimiyla bir belirsiz kiime, sirlan kesin cizgilerle belirlenmemis
bir kiimedir. Bagka bir ifade ile, bir belirsiz kiimeyi olugturan her bir eleman kismen o
kiimenin eleman: olabilir. Yani, her bir elemanin bir iiyelik derecesi vardir. Bu durumda eger
geng insanlann kiimesi olugturulmak istenirse, 26 yagindaki birisi bu kiimenin kismen
elemanidir denilebilir. |

Belirsiz kiimeleri normal kiimelerde oldugu gibi ya elemanlan tek tek sayilir, ek olarak
da her bir elemanin iiyelik derecesi de belirtilir. ‘

Fen - Edebiyat Fakiiltesi'nde Okuyan Gengler = {1.0 Banu, 0.5 Oya, 0.8 Igi }



Burada, isimlerin yanindaki sayilar, o kiginin ne kadar "gen¢" oldugunu, bagka bir ifade ile
- "Fen-Edebiyat Fakiiltesinde Okuyan Gengler" kiimesinin eleman: oldugunu gosterir.
Yukandaki 6rnekte, Banu tiimiiyle "geng”, Oya ise "yar yartya" geng olarak distiniilmiigtiir.
Kiimeleri betimlemek igin kullanilan karakteristik fonksiyonlara benzer olarak, belirsiz
kimeleri ifade etmek icin de karakteristik fonksiyon tamimlanabilir. Oyle bir fonksiyon
tamimlanabilir ki; bu fonksiyon, her bir eleman igin bir iyelik derecesi verir. Yani
karakteristik fonksiyon evrensel kiimenin her bir elemanini igin 0.0 ile 1.0 arasinda bir gergel
say1 verir. Gengler kiimesi 6rnegi goz 6niine alinacak olursa,

1.0, y<20
-0.02y+1, y>20, y<40
r-{ o
Go) 0.0, y >50

olarak ifade edilebilir. Dogal olarak, gencler ig¢in bagka bir karakteristik fonksiyon
tanimlanabilir. Ayrica; belirsiz kiimelerin karakteristik fonksiyonlarina iiyelik fonksiyonlar: da
denmektedir. Normal kiimelerin, elemanlarin iiyelik dereceleri 1.0 olan birer belirsiz kiime
oldugu ag:iktlr. Yani; belirsiz kiimeler normal kiimeleri de bir 6zel durum olarak
icermektedir. Simdi; Fen - Edebiyat Fakiiltesi 6grencisi olup, boyu 1.70 olan ogrenciler
kiimesi goz ontine alinsin. Fen - Edebiyat Fakiiltesi 6grencisi olanlann kiimesine X, boyu
1.70 olan 6grencilerin kiimesine Y denilirse, Fen - Edebiyat Fakiiltesi 6grencisi olup boyu
1.70 olanlarin kiimesi

Z=XNnY
ve Fen - Edebiyat Fakiiltesi 63rencileri veya boyu 1.70 olanlarin kiimesi de
W=XuY

olarak tamimlanir. Belirsiz kiimeler diinyasinda, bu iki kiime tammlamasinin  Zadeh,
tarafindan verilen matematik tamimlan sirasiyla s6yledir:

Z = min( fy(x), fy(x) ) ve W= max( fx(x), fy(x) )
Burada fy(x) ve fy/(x) X ve Y kiimelerinin karakteristik fonksiyonlaridir.

Kimeler kurami, matematigin hemen her alaninda etkili olmasina kargin, belirsiz
kimeler de yeni yeni matematiksel kavramlarin dogmasina, aragirma kavramlarnin
gtkmasina, miihendislik uygulamalarinin tasanmlanmasina yol agmugtir, [20].



1.3. Belirsiz Mantik

o bir onerme olmak iizere, [o] ile o. dnermesinin dogruluk derecesi gosterilsin. Klasik
mantikta [a] = 1 veya [a] = 0 oldugu biliniyor. Ancak belirsiz mantikta [ar]e[0,1]cIR dir.

o 6nermesinin degili —a ile gosterilsin, Bu taktirde [—ot] = 1-[a] olacaktir. $imdi at, B
iki énerme olsun.

[oAB] = min( [a], [B] ) , [a—>B] = min( 1, 1-[a] + [B] )
olarak tammlansin. Eger [or] = 1 ise, bu Lot ile gdsterilsin. La—B olsun. Bu taktirde,
min( 1, 1-[oH{B] ) = 1 : > I{a+{B]21 & [o]<[B] elde edili.
[avB] = [~(=aA-B)] = 1-[~oA—B] = 1-min( [-a], [-B]) = 1-min(1-[a], 1-[B])
=1+max( [o]-1, [B]-1 ) = max( [a], [B] )
0B = (a—>B)A(B->0:) olarak tanimlansin. Bu taktirde,
[aeB] = [(a—=>P)A(B—a)] = min( [a—>B], [B->a] )
= min(min(1, 1-[o]*+HB]), min(1, 1-[B}+[a]))
= min(1, 1-[a]+([B], 1-[B]+[a])

la—B < [a] <[B], 1B—a < [B] < [o] oldugundan Lfoe>B] <> [o] = [B] elde edilir.

[Vx ,a(x)] = ix;f [o(x)] ve [3x ,0u(x)] = sup [o(x)] olarak tanimlansin. Gergekten,
[Vx ,a(x)] = [-3x ,—a(x)] = 1-[Ix ,—ou(x)] =1-sup[o(x)] = 1-sup[1-0(x)]

= 1-(1-inf [a(x)]) = inf [ou(x)]
Ix ,0(x) = Vx ,—a(x) oldugu kullanilcak olunursa,
[Ix ,a(x)] = [-Vx ,—a(x)] = 1-[Vx ,—~0a(x)] = 1-inf [-a(x)] = 1-inf [1-0u(x)]

= 1-(1-sup[a(x)]) = sup[a(x)]



elde edilir. Bundan béyle min:= A, max:= v, inf=A, sup:=V notasyonlan kullanilacakiir,
[21].

1.4. Belirsiz Kiimeler Kurami

L bir kiime olsun. L de bir " <" bagintisina kismi (boéliimsel) siralama bagintis: denir.
& Vx, y, zeL igin,

x<x

ii) X<y ve y<x isex =y

i) x<yvey<z isex<z
" <" L de kismi siralama bagintist ise (L , <) ikilisine kismi (boliimsel) siralanmig  kiime
denir.

(L, <) kismi siralanmug bir kiime olsun. Her x, yeL i¢in x <y veyay < x ise (L , <
ikilisine tam siralidir denir. (L , <) kismi sirali kiimesinde her x, yeL igin sup{x , y} = xvy
ve inf{x , y} = xAy elemanlar varsa (L , <) bir kafes denir. (L , <) kismi sirali kiimesine tam
kafestir denir. <> her Ac L igin VA vardir.

(L , <) kismi siralanmug kiimesine tam dagilimh tam kafestir denir. <> (L , <) tam kafes ve
heraeL (a) jcjcL (1= Q) igin

a/\(ida,) i\e/I(aAal), a\/(i/e\lal) i/e\l(aval)

Teorem 1 : [22] (L, <) tam daZilimhi tam kafes aj, bjeL (icI, jeJ) olsun. Bu taktirde,

(ielal)/\(jej J) ie[,j(ez}l/\ P oo (ielal)v(jeJJ) iel,jgll\bl)

Tanm 1 : (L, <) en kiigiik elemant 0 olan bir kafes olsun. Agagidaki kosullan saglayan bir
= :L — L doniigiimiine L tizerinde bir tiimleyen doniigiimii denir:

. l) —1(—|X) =X
il) ~(xvy) = =x Ay
lll) XA—-X=0

— L uzerinde bir timleyen doniigiimii ise (L, <, A, v, —) ye de bir yan tiimleyenli kafes
denir. L nin en kiigiik ve en biyiik elemanlan (evrensel siirlan) sirasi ile 0 ve 1 ile
gosterilsin.



Bundan sonra aksi sdylenmedikge L tam dagilimh tam kafes ve teL\{1} olarak kabul
edilecektir.

X # & olan bir kiime olsun. Her A:X —L fonksiyonuna X in L- belirsiz alt kiimesi
denir. X in tiim L- belirsiz altkiimeleri F(X , L) ile gosterilsin.

(AD;e1<F(X, L) olsun. Her xeX igin (A;(x)); ] < L oldugundan
A = V A(x) Ax) = AA(x)
iel iel
olarak tammlanirsa agik olarak A, AceF(X,L)dr

A, BeF(X, L) olsun. A<B :& VxeX igin A(x)<B(x) olarak tamimlanirsa (F(X, L), <, A, v)
bir tam kafestir. (Aj)iel < F(X, L) ve AeF(X, L) olsun. Bu taktirde VxeX igin

ACINN Ai(x) = VAN, AGIV( AA()) = Iy e

kosullar1 gergeklendiginden (F(X , L), <, A ,v) bir tam dagihmh tam kafestir. Her xeX igin
0(x) = 0 ve 1(x) = 1 ile taimlanan 0,1:X—L L- belirsiz altkiimesi olup her AcF(X , L) ve
xeX igin 0 < A(X) < 1 oldugundan her AeF(X , L) igin 0 < A < 1 dir
Buradan (F(X, L), <, A, V) evrensel sinirlar1 0, 1 olan tam dagilimhi tam kafestir.

feF(X, L) keyfi olmak iizere [xef] = f{x) olarak tanimlansin. f, geF(X, L) olsun.
xefug = (xef)v(xeg) olarak tamimlansin. Bu taktirde,

[xefug] = [(xeDv(xeg)] = [xeflv[xeg] = fix)vg(x)

Buradan (fug)(x) = (fvg)(x) = fx)vg(x) elde edilir. xefrg = (xef)A(xeg) olarak
tanimlansin. Bu taktirde,

[xefrg] = [(xef)A(xeg)] = [xeflr[xeg] = fix)Ag(x)
Buradan (frg)(x) = (Erg)(x) = fx)Ag(x) elde edilir.

Sonug olarak F(X , L) de (fvg)(x) = Rx)vg(x) ve (FAg)(x) = ix)Ag(x) drr.



I indis kiimesi il ve {f; | iel }c F(X, L) olsun. VxeX i¢in

xeUf, = Jiel, (xef}) = V (xef)) olarak tanimlansin. Bu taktirde,
iel iel

U )(x) = sup fix) = VEX) = (VE)(x) elde edilir.

(idl)() sup i(x) ieI1() (ieI (x)

xeMf = Viel, (xefj) = /e\I (xef) olarak tanimlansin. Buradan,
id i

Mf; = inf fi(x) = A£(X) = (AL£)X) elde edilir.
(id D) inf i(x) A (%) (iEI D(X)

Teorem 2 : (L , <) tam dagilimhi tam kafes ise (F(X, L) , n, L) tam dagihmh tam kafestir.

Tanm 2 : (L, <) tam kafesine kompakt kafes denir :<> Her ScL ve teL igin t<VS ise
JseS oyleki t<s dir. 4

Uyan 1 : Her tam siralt kafes kompakt kafesdir.

- Tamm 3 : (L <) en kiigiik eleman 0 olan bir kafes ve — L iizerinde bir tiimleyen doniigimi
ve feF(X, L) olsun. Bu taktirte xef' = —(xf) olarak tamimlanirsa,

[xef'] = [(xef)] = —[xef] = - f(x)

Dolaysiyla f'(x) = —f(x) elde edilir. f, geF(X , L) olmak tzere f\g =f~—g ye f ile g nin
L-belirsiz fark: denir.

Simdi feF(X , L), geF(Y, L) olsun. (fxg)(x , y) = fix)Ag(y) olarak tanimlansin. Bu
taktirde, fxgeF(XxY , L) ye f ile g L-belirsiz altkiimelerinin L-belirsiz kartezyen garpimi
denir. Gergekten (x,y)efxg := (xef)A(yeg) dir. Buradan

[(x, y)efxg ] = [(xeDA(yeg)] = [xef]nlyeg] = Rx)Ag(y)
dir. Buradan (fxg)(x , y) = fx)Ag(y) elde edilir.

Tanm 4 : feF(XxY , L) ye X den Y ye bir L-belirsiz bagint: denir.



Tamm 5 : i) feF( XxY, L) igin f-!(y, x) = f{x, y) ile tamimlanan f1eF(YxX, L) .
L-belirsiz bagintisina f L-belirsiz bagintisinin tersi denir.

i) feF(XxY, L), geF(YxZ ,L)ise V (x, z )eXxZ igin
(goD (x,2z)= VI(x,y)rg(y,z)
yeY

ile tanimli bagintiya f ile g bagintilarinin bilegkesi denir. Yukarida tanimlanan bileske
igleminin asosyatif oldugu agiktir.

Tanm 6 : feF( XxX, L) L-belirsiz bagintis1 verilsin.
i) f ye simetrik denir < f= !
ii) f'ye transitif denir < fofc f

ii) fye yanstyan denir < VxeXigin f{x, x) = 1.

feF(X, L) bir L- belirsiz bagint1 ve teL\{1} olsun. f nin L-belirsiz bagint: olma derecesi :

[VxeX:dyeY]| (x,y)ef]>t olmalidir. Buradan A V fix,y)>t elde edilir.
xeXyeY

Klasik teoride bir ¢:X—Y fonksiyonu verildiginde §: g (X)— ¢ (Y) resim ve
91 (Y)—> g (X) ters resim tanimh oldugunu biliniyor. Bu mantik da her feF(X,L) ve
geF(Y, L) ve her xeX ve yeY igin:

yeo® =3I x (xefvey = 0(x)) ve xe¢-i(g) = o(x)eg
olarak tammiansin. Bu taktirde,

[yeo®] = VIxef vey = p(x)] = Vf(x)
X y=¢(x)

elde edilir. Buradan @(f)(y) = Vf(z;)) oldugu goriiliir. Dolaysiyla o(f)eF(Y , L) dur.
) y=px
[ xe@-1(g)] = [o(x)e8] = g(0(x))
dir. Buradan ¢-1(g)(x) = g(¢(x)) oldugu goriilir. Dolaystyla ¢-1(g)eF(X, L) dir.

PFX, L)-F(Y,L), 9@ =0 ve T F(Y,L)-FX,L) ,7 (@) =¢"(g)
olarak tammlanursa agagidaki ozelliklerin gergeklendigi kolaylikla gosterilebilir.

o (Isx=1 , o (Iy)=1 _
<p(x) '(p(X) <P](Y) (p’(Y)



Kiimeler ve Belirsiz kiimelerle ilgili baz1 6zellikleri agagidaki gibi verilebilir. [21].

Kiimeler Belirsiz Kiimeler
a,X 0x=0,1x=1
NA) =UA! —(A £)=V —f;
(ieI i) v (ieI i iel
UA '= ﬁA’ - Vf =A _If
(ieI‘ = A (ieI DTN
AnNA'=J fA—-f =0
AUA'=X fv—f=1

Sonuc 1 : Kiimeler kurami < Belirsiz kiimeler kuramu.
1.5. Belirsiz Altkiimeler

Tamm 7 : f, geF(X, L), fcg <> VxeX igin f{x) < g(x) olarak tanimlanur.
l(fcg)n(gch)=>fch genelde dogru degildir.

1.6. iki Belirsiz Kiimenin Belirsiz Esitligi

f, geF(X, L) olmak tizere f = g < [(fcg )IA[(g=f)] olarak tanimlayahm. Lfcg <> VxeX
igin f{x) <g(x), L[gf] < VxeX i¢in g(x)<f(x) dir. Buradan Lf=g <> VxeXigin ‘
fix) = g(x) <> fcg ve gch dir.

Teorem 3 : [21] f, g, h, f* g*eF(X , L) olsun. Asagidaki ozelliklerin gergeklendigi
kolayhkla gosterilebilir:
)fxg=0= f=0veyag=0
ii) f=g = fxg = gxf
ﬁ(g = gxf =>f = g genelde dogru degildir.
iif) fx(gwh) = (fxg)(fh)
fx(gnh) = (fxg)(fxh)
iv) gch = fxg c fxh
fxg c fxh 25 gch (£20)
fxg c f'xg* o fcf* vegcg* (&g#0)
v) (f=g) ve (g=h) = f=h genelde dogru degildir.

Bu boliimden sonra L- berlirsiz yerine L- fuzzy kavramini kullanitmigtir.



2. TEORIK CALISMA

Bu caligmada, [14], [15] ¢aligmalart baz alinmigtir. Fuzzy mantik tanitilarak, kiimeler
ve fuzzy kiimeleri arasindaki bazi ozellikler incelenmigtir. [21]. Fuzzy altgrupiann yapist,
fuzzy althalkalar, fuzzy idealler ve bazi 6zellikleri [10] baz alinarak verilmigtir. Daha énce
yapilan galigmalara [4], [8] paralel olarak bir fuzzy kiimesinin resmi ve ters resmi yeniden
tantmlanmigtir. Bu tamm ile ilgili bazi teoremler, ifade ve ispat edilmigtir. Bu yeni tanimin
daha 6nceki galigmalarda [4], [8] yapilan tanimdan daha genel oldugu goézlenmigtir.

Fuzzy altmodiil, fuzzy modiil homomorfisi, fuzzy gekirdek, fuzzy resim ve fuzzy ters
resim tanimlan verilmigtir. Fuzzy ¢ekirdek ve fuzzy resmin klasik anlamda altmodiiller
oldugu gosterilmigtir. Ayrica; fuzzy modil homomorfisinin bire-birligi fuzzy g¢ekirdek
yardimiyla karakterize edilmistir. Klasik homomorfi teoremleri [23] fuzzy ye
genellestirilmistir. Fuzzy modiil homomorfisi ile klasik modiil homomorfisi arasindaki iligki
ortaya konulmustur. Ayrica; fuzzy modiil homomorfisi ile fuzzy altmodiiller arasindaki iligki
bir teoremle ispatlanmugtir.

Son olarak, fuzzy modil homomorfileri yardim ile modiillerin ailesi iizerine bir
kategori konularak, bu kategoride t-seviyesinde fuzzy carpim ve e§ garpim tamimlan
verilmigtir. Bu kategoride t-seviyesinde fuzzy carpimi ve es garpiminin iiniversal ozellige
sahip oldugu iki teoremle ifade ve ispat edilmigtir.



3. BULGULAR
3.1. Fuzzy Cebirsel Yaplar

Rosenfeld, 1971'de fuzzy cebirsel yapilara, grup teori ile baglamig, asal mertebeli
devirli bir grubun fuzzy altgruplaninin bir karakterizasyonunu vermigtir. Daha sonra, teori
Antonhy ve Sherwood [8] tarafindan 1979'da I=[0,1]cIR iizerinde bir t-norm tamimlayarak
teoriyi gelistirmiglerdir. Das [7], 1981'de teoriyi genellemistir. Liu [9], 1982'de fuzzy
invaryant altgruplan ve fuzzy ideallerin bir karakterizasyonunu vermistir. Fakat, bu alanda
yapilan galigmalar I = [0, 1] tizerinde olmugtur. Liu [10], 1983'de L tam dagilimli tam kafes
olmak tizere, L-fuzzy ideallerin bir karakterizasyonunu vermigtir. Bu agamadan sonra, teori
iki yoldan ilerlemeye baglamigtir. Bu béliimde, L-fuzzy cebirsel yapilar tam daglhrﬁh tam
kafes tizerinde [10] baz alinarak minimal hacimde verilmigtir.

Tanim 8 : G bir grup ve AeF(G, L) olsun. A ya G nin bir L~ fuzzy altgrubudur denir.
© VX, yeG igin,

i) A(xy) 2 A(x) A A(y)

i A(x™!) 2 A(x)
dir. Eger AcF(G, L) L- fuzzy altgrup ise VxeG igin A(x) < A(e) (e€G birim eleman) ve
A(x) = A(x7!) dir.
Tamm 9 : AeF(G, L) olsun.

A= {xeG| A®x) 2t}
kiimesine A L- fuzzy altkiimesinin seviye altkiimesi denir. Agik olarak At G nin bir
altkiimesidir.

Onerme 1 : [7] Gbir grup olsun. AeF(G, L) L- fuzzy altgruptur. & t< A(e) igin At G
nin altgrubudur.

Bir fuzzy altgrubunun seviye altkiimesine seviye altgrubu denir.

Onerme 2 : [7] L- fuzzy altgruplann keyfi bir ailesinin arakesiti L-fuzzy altgruptur.
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Onerme 3 : [7] TcGve <T>= MK olmak iizere <Xp> = X<T> dir.
TcK<G

Onerme 4 : [7] X L- fuzzy altgruptur. <> T<G dir.

Tanmm 10 : [7] BeF(G, L) olsun. AQFE% L L- fuzzy altgrubuna B ile iiretilen L- fuzzy
B<A

altgrubudur denir ve < B > ile gosterilir.
Tanmm 11 : XY 2 olan kiimeler ve £ X—Y bir fonksiyon olsun. Her AeF(X, L) ve

BeF(Y, L) gin Xy= {xeX|y=1f{x)} igin,

RAY) = VA®
xeX y

ve £7(B) = B(flx))
yardimiyla tanimlanan X in ve Y nin L- fuzzy altkiimelerine sirast ile A nin f altindaki resmi
ve B nin f altindaki ters resmi denir.

Onerme 5 : [12] G ve G' iki grup, £:G — G' grup homomorfisi olsun. Her AeF(G,L) ve
BeF(G' , L) L- fuzzy altgruplan i¢in fA)eF(G , L) ve f "\(B)eF(G , L) L-fuzzy
altgrubudur.

Tamm 12 : X, Y # @ olan kiimeler ve teL\{1} olsun. feF(XxY , L) t- fuzzy fonksiyon
denir. <

)VxeXigin IyeY dyleki f{x, y)>t.

ii) VxeX, Yy, ,y2 €Y igin f(x , y)>t, fx ,y)>tise yi =y, .

iif) £ t- fuzzy fonksiyonu ortendir . < VyeY igin I3xeX oyleki f{x , y)>t.

iv) f t- fuzzy fonksiyonu bire-bir dir. < Vx, ,x€X ve VyeY igin fx, ,y)>t,
flx; , y)>tise x; = x, dir.

feF(XxY , L) ve geF(XxY , L) t-fuzzy fonksiyon olsun. Bu taktirde f ve g t-fuizy
fonksiyonlarina t-seviyesinde eittir denir ve f =g yazilir. <> f{x , y)>t olan her (x , y)eXxY
igin g(x, y)>t dir

Onerme 6 : [14] feF(XxY, L), geF(YxZ, L) t- fuzzy fonksiyonlar ve k =i, i, iii, iv olsun.
Eger fve g Tamm 12 deki k-kogullarim gergekler ise gof de k-kogullarin1 gergekler.
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Tamm 13 : feF(XxY , L) t-fuzzy fonksiyon olsun.

i) AcF(X, L) ise RA)Y) = e AW

i)y BeF(Y , L) ise £ 'B)(x) =B(y), f{ix,y)>t
olarak tamimlanirsa {A)eF(Y , L), f™'(B)eF(X, L) dir.

Teorem 4 : A, BeF(X, L), C, DeF(Y, L), {Ai|iel})c F(X, L), {Bi|icl} ¢ F(Y , L)
ve aeF(XxY , L) bir t-fuzzy fonksiyon olsun. Bu taktirde asagidakiler gergeklenir:

D)oV A)=Va(Aj
) (iel i iel (Ai)
i) (A A;)= A a(Aj)
iel iel
iif) o '(V By) = Vo '(B)
iel iel

. -1 -1
AB)=A :
iv) o (161 i) ieIot ®B;)

v) A<Bise o(A) <a(B) ve C<Dise o'(C) <™ (D)
vi) A < ol (a(A)) veya o (o”'(C)) < C olmasi gerekmez.

Ispat:)a((VA)®= V. (VAGE)= V VAR =
ie ax,y)>t i€l ax,y)>t iel

=V VvV A= va(Al)(Y) (V (Ai)()
1el ax,y)>t

Buradan a( V A;) = V o(Aj) elde edilir.
iel iel

1) alAAYG) = (V) NAIR) G(V) AAi) = da(x};) Ailx) = A (ANE)
= (A UADD)

Buradan ot(A A;) < A o(A)) dir.
i€l iel
iif) o”'(V B(x) = (V B)(), ofx, y)>t
iel iel
= VBi(y), ax, y)>t
iel

=(V @ B)E), olx, )t
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Sonug olarak o.”'( \E/IBi) = .\G/Ior.'l(Bi) kosulu gergeklenir.
i i
iv) & (A B = (ABDY), alx, yPt
iel iel
=ABi(y), ax,y)>t
iel
=AaTBIK), ox, )t
iel
Buradan a.”'(A B;) = A a”'(B;) elde edilir.
i€l iel

v)(A)(y) = V) tA(x) < (V) B(x) = a(B)(y). Buradan a(A) < o(B) elde edilir.

C <D olsun. VyeY i¢in C(y) < D(y) dir. Buradan,

a”(O)®) = CH), afx, y)>t
<D(y), a(x, y)yt
=o (D)(X) ox , y)>t
Sonug olarak o 1(C) < o”'(D) elde edilir.

v1) oot l(C))(y) A “(C)(x) = xg)~>tC(y) £ C(y) dur.

Simdi £ V:X —> Y bir fonksiyon AeF(X, L), BeF(Y, L) olsun.

1, y=1x)
X tx, )= {
t, y=flx)

olarak tanimlanirsa Xt’feF(XxY , L) t-fuzzy fonksiyondur. Ayrica,
A= A e 1 fB)X) = BO), Ky fx,yp>t
Bu tamma g6re Tamm 11 ¢ok ozel kaliyor. Gergekten,
A)(y) = Ax) = A =flA
X (A)y) = m(\x/,y»t x) = V (x) =K )(y)
Buradan XLf(A) f(A) oldugu gérulur
V' BYX) = Bo), % fx, >t y=1fx) =BEx) = B))

Sonug olarak x“t’f(B) =£"'(B) elde edilir.
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Bu béliimden sonra aksi sdylenmedikge (R, +, .) komutatif birim elemanl bir halka
olarak ele alinacaktir.

Tanmm 14 : (R, +, .) iki ikili iglemli kiime ve A, BEF(R , L) olsun.

(AeB)x)= V AWAB(z)
y+z=Xx

(A®B)(X) = M xA(y)/\ B(2)

olarak tamimlanirsa A®B, A®BeF(R, L) dir. Eger (R, .) asosyatif, komutatif ise agik olarak
(FR , L), ®) asosyatif, komutatifdir. Ayrica A, B, CeF(R , L) ve A < B ise A®C < B&C
dir. Gergekten, A < B ise VxeR igin A(x) < B(x) dir. Buradan A(INC(x) < BEOAC(x) dir.
Dolay1s1yla,
\% A(x)/\C(z)s V B(x)/\C(z)
X.z=y

dir. Sonug olarak (A@C)(y) < (BRC)X(y) elde edilir.

Tammm 15 : R = (R ,+, .) bir halka AeF(R, L) olsun. A ya R nin L-fuzzy althalkas: denir.
<
i) A®A < A ve her xeR igin A(-x) = A(x)
i) ARA< A
dir.
Onerme 7 : AeF(R, L) olsun. A ya R nin L-fuzzy althalkasidir denir. <> Vx, yeR igin,

1) AGNA(Y) < A(x-y)
ii) A()AA(Y) < A(xy)
dir.
Ispat : "<" (ABA )(2) = v A(u)/\A(v) <V Au+v)= V AR =A@

u+v=z u+v=z
Buradan AGA < A dir. xeR olmak tizere A(x) = A(X)NA(x) = A(x-x) = A(0) ve
A(OAA(x) < A(0-x) = A(-x) oldugundan A(x) < A(-x) elde edilir. Diger yandan
A(x) = A(-(-x)) 2 A(-x) oldugundan A(x) > A(-x) elde edilir.

Sonug olarak A(x) = A(-x) dir. )
(A®A)(2) = V A(u)/\A(v) < V_ AQv) = V A(z) A2
Buradan A®A5A 2)

(1) ve (2) den A R nin L-fuzzy althalkasidir.
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"—"{) A R nin L-fuzzy althalkast olsun. (A®A)(x-y)= V  A@AAV)<A(x-y)

u+v=x-y -

Buradan A(X)AA(y) < A(x-y) dir.
i) (ARA)xy) = V A@UAA(V)< A(xy) dir. Buradan A(X)AA(Y) < A(xy) elde edilir.
uv=xy

Onerme 8 : [10] A, B, CeF(R, L) olsun. Bu taktirde,

i) A®(BeC) < (A2B)®(A®C)
ii) (BeC)®A < (BRA)®(C®A)
dir.
Uyan 2 : Yukaridaki egitlik her zaman dogru degildir. Omegin L= {0,1}, R=Z
A =%z\{0} B=C=YXINolsun. Bu taktirde,
A’(BaC) = A®B =A = ¥Z\{0}
(A®B)®(A®C) = A®A =A/Z
dir.
Tanm 16 : AcF(R, L) olsun. A ya R nin L-fuzzy idealidir denir. <>

i) A®A < A ve her xeR igin A(-x) = A(x)
i) IRA<A ve ARl <A
dir,
Onerme 9 : AcF(R , L) olsun. A ya R nin L-fuzzy idealidir denir. < Vx, yeR igin

1) AAA(Y) < A(x-y)

i) AX)VA(y) < A(xy)
dir. ‘
Ispat : "¢<=" Tanim 15 ile A®A < A ve A(x) = A(-x) oldugu agiktir. Vx, yeR igin
A(x)VA(y) < A(xy) olsun.

(18A)Z)= V IWAA(W) < V A@v) =A(2)
uv=z uwv=z
Buradan 1A < A dir.
(A®1)(2) = \/_ A@ALY) < V_ A(uv) = A(2)

Buradan A®1 < A dir. Sonug olarak AeF(R , L) L-fuzzy idealdir.
"=" AeF(R, L) L-fuzzy ideal olsun, Vx, yeR igin

AXINA(Y) £V A(WAA(V). Buradan (A®A)(x + y) < A(x + y) elde edilir.
UHV=X+Y .

Sonug olarak ADA < A bulunur. A(x) = A(-x) oldugu agiktir. Diger yandan,
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AG)=1098A0) < v\__{xyl(U)/\A(V) = (18A)(xy) < A(xy)

oldugundan 1®A < A dir. Benzer gekilde A®1 < A oldugu gosterilebilir.

I={AeFR,L)| A L-fuzzy ideal }
olsun. I#@ dir. Gergekten 1(x) = 1 ile tammlanan 1:R — L fuzzy altkiimesi L-fuzzy ideal
olup 1eldir.

Onerme 10 : A, Bel olsun. Bu taktirde AABel dir. AAB ye A ve B L-fuzzy idealinin
arakesiti denir.

Ispat : )(AAB)(x-y) = A(x-y)AB(x-¥)2AX)AAFABX)AB(Y) = AKABAA)AB(Y) dir.
Buradan (AAB)(x-y) = (AAB)(X)A(AAB)(y) elde edilir.

if) (AAB)(xy) = A(xy)AB(xy) = (AX)VA(YIAB(x)VB(Y))
= AGABRVAGAB(Y) v AGAB(VAG)VB(Y)
2 AGIAB(x)VA(Y)AB(y) = (AAB)(x)V(AAB)(y)
Buradan (AAB)(xy) = (AAB)(x)V(AAB)(y) elde edilir. Onerme 7 ile AABeI dir.

Onerme 11 : A, Bel olsun. AB eF(R, L) agagidaki gibi tanimlanir.

p
AB)®) =V{ A A@WrB(z) |Tyiz =x, p €N}
ISi<p P
Bu taktirde A.BeI dir. A.B ye A ve B L-fuzzy idealinin garpimi denir.

ispat : x, x'eR keyfi olsun.

 (AB)OAAB)X) = V{ 1s/i\s 0 A(yprB(z) Iélyizi =x, p €IN}A

r
\Vj 2 A tol = !
{15/1‘\5 rA(y INB@Z) Ijzjly jZj=x, 1 e€IN}

’ ’ p L - ’.
=V{ ls/é A(Yi)AA(Yi)AB(Zi)AB(Zi)I_ZIYRZi =X, zly jZj =X,p;r €N}
- 1= J:
1ISjsr

s
SV{ A AGAB@ER) | T yizg =x+x',s €N} = (A B)(x+x)
ISkSS k:] ,
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p
(AB)¥) =V{ A AFPAB®E) |Xyiz;=-xp elN}
lSlSp 1=1

- V(A AGABE) | ZC3dz =xp N

=V A ACHINBE) | 25z =xp <N} = (AB))
(ABYG) = V(A AGIAB(E | Zyiej =<' e

= V(A AYABE) |j>::l(xy3)z3 = xx',r €IN}

T , K :
< V{ns/j\s ) AE.yAB(z j) |j§l(x.y j)z j=xx, 1 €N} = (AB)(x.x)

Benzer sekilde (A.B)(x) < (A B)(x.x) elde edilir. Onerme 7 ile A.Bel dir.

Tamm 17 : AcF(R, L) olsun.

<A>= A Bel
A<Bel

L-fuzzy idealine A tarafindan Uretilen L-fuzzy ideali denir. Simdi <A>el oldugunu
gosterilecektir. x, yeR keyfi olsun.

i) A>(X)N<A>(y) = A S/]\3 EIB(x)/\ A s/(\: o Cly)= AS/B\/\C BFX)/\C(y) SA 3/1\3 o B(x)AB(y)

< A Bx-y) =<A>(x-
JUAYS x-y) (x-y)

Buradan <A>(x)A<A>(y) <<A>(x-y) elde edilir.

i) <A>(x)V<A>(y) = A s/1\3 EIB(x)vA s/(\: o Cly) = Asgvc B(x)vC(y) sA s/]\a EIB(x)vB(y)
_SA 5/1\3 eIB(x.y) =<A>(x.y)

Buradan <A>(x)v<A>(y) <<A>(x.y) elde edilir. i) ii) ve Onerme 7 ile <A>el dur.
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Onerme 12 :[10] A, Bel olsun. Bu taktirde,
AB= vVBeC)v(C®B)el
Cel

dir. A:B L-fuzzy idealine A nin B ye gore kalan L-fuzzy ideali denir.
Onerme 13 : [11] AcFR , L) L-fuzzy ideal olsun. Bu taktirde,

i) VxeR igin A(0) 2A(x) > A(1)
ii) A(x-y) = A(0) ise her x ,yeR igin A(x) = A(y)
- iii) At ={xeR | A(x)2t}, t<A(0) R nin idealidir. Ozellikle RA= {xeR | A(x)=A(0)}
R nin idealdir.

Tanim 18 : AcF(R, L) olsun. VxeR igin (x+A)(y) = A(y-x) olarak tamimlanirsa x+A R nin
L-fuzzy altkiimesidir.

Onerme 14 : AcF(R, L) L-fuzzy ideal olsun. Bu taktirde x+A = y+A < A(x-y) = A(0) dir.
Bu durumda A(x) = A(y) dir.

Ispat : "=" x+A = y+A Olsun. Bu taktirde (x+A)(x) = A(x-x) = (y+A)(x) = A(x-y) dir.
Buradan A(x-x) = A(x-y) dir. Sonug olarak A(0) = A(x-y) elde edilir. Tersine olarak
A(x-y) = A(0) olsun. (x+A)(z) = A(z-x) = A(z-x+y-y) 2 A(z-Y)AA(0) = A(z-y) = (y+A)(2)
dir. Buradan x+A > y+A elde edilir.

Diger yandan (y+A)(z) = A(z-y) = A(z-y+x-x) 2 A(z-X)AA(0) = A(z-x) = (x+A)(z) dir.
Buradan y+A > x+A elde edilir. Sonug olarak x+A = y+A dir.

Onerme 15 : AcF(R , L ) L-fuzzy ideal x, y, u, veR igin x+A = u+A ve y+A = v+A olsun.
Bu taktirde agagidakiler gergeklenir:

i) (x+y)}+A = (u+v)+A
ii) xy+A = uv+A

ispat : i) Onerme 14 ile A(x-u) = A(y-v) = A(0) dir.
A(x+y-u-v) = A(x-u+y-v) 2 A(x-u)AA(y-v) = A(0). Buradan A(x+y-u-v) = A(0) elde
edilir. Onerme 14 ile (x+y)+A = (u+v)+A dir.
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i) Auv-xy) = A(uv-uy+uy-xy) = Au(v-y)AA(u-x)y) 2 [AQVAG-PIA[AU-X)VA®Y)]
= [AWVAQO)INAO)VAE)]
= A(0).

Buradan A(uv-xy) > A(0) elde edilir. Onerme 14 ile xy+A = uv+A dur.

Simdi AeF(R , L) L-fuzzy ideal olsun. R/A tizerinde "+" ve "." iglemleri asagidaki gibi
tanimlansin.

(x+A)Hy+A) = (x+y)+A,
(x+A).(y+A) =x.y+A.
Agik olarak (R/A , +, . ) bir halkadir.

Tamm 19 : R/A ya A L-fuzzy idealinin R ye gore boliim halkasi denir.

R, R' iki halka AeF(R , L), BeF(R', L) ve f :R — R’ iiniter halka homomorfisi olsun.
Bu taktirde agagidaki Lemma 1, Onerme 16 ve Onerme 17 gerceklenir:

Lemma 1 : [11] i) f{A)(0") = A(0)

ii) flRA) < R'f(A)
iii) A gekf Gizerinde sabit ise her xR igin flA)(x) = A(x) dir.

Onerme 16 : [11]1) £ 'l(B) cekf tizerinde sabit olan R nin idealidir.

i) £ '(R'B) = R¢-1()

iii) f 6rten ise f(f '(B)) =B

iv) A gekf iizerinde sabit ise f ' (f{A)) = A

v) f orten ise {A)eF(R' , L) L-fuzzy idealdir.

Teorem 17 : (Kargilagtirma Teoremi) f: R — R’ 6rten halka homomorfisi olsun. R' nin L-
fuzzy idealleri ile R nin gekf iizerinde sabit olan L-fuzzy idealleri arasinda bire-bir bir
kargilagtirma vardr,

Ispat : IR, L) ile R’ nin tim L-fuzzy ideallerinin kiimesini ve I(R , L) ile de gekf tizerinde
sabit olan R nin tiim L-fuzzy ideallerinin kiimesini gosterelim. ¢(A) = f{A) ve w(B) = f "'(B)
yardimiyla tamimlanan ¢ : IR , L) - IR', L), w : I(R', L) = I(R , L) doniigiimleri istenilen
ozellikleri gergekler.
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Tamm 20 : feF(RxR’ , L) t-fuzzy fonksiyonuna fuzzy halka homomorfisi denir. <>
. Vx,, x,€R ve yeR' igin,

+ 2 VvV f(x,unflx,,
B 4%, 02 V0, unfx;, V)
t(xl-xly},)z v f(xl’u)/\f(x2:v)

y=uv

dir. ,
Teorem 5 : [11] feF(RxR' , L) fuzzy halka homomorfisi AeF(R , L) ve B€eF(R' , L)
L-fuzzy ideal olsun. Bu taktirde f{A) < Imf ve f~'(B) c R L-fuzzy idealdir.

3.2. Fuzzy Modiil Homomordfileri

Burada fuzzy modiil homomorfilerinin bir karakterizasyonu verilmigtir. R ile tiim
R-sol modiillerin kategorisi gosterilsin.

Tammm 21 : R bir halka, MeR3 ve AeF(M, L) olsun. A ya M de L-fuzzy R-sol altmodiil
(kisaca L-fuzzy altmodiil) denir. <> VreR, m,, myeM igin,

i) A(m-mg) > A(m;)AA(my)

i) A(rm,) 2 A(m,)
dir.
Teorem 7: [18] A, BeF(M , L) L-fuzzy altmodiil ise A®B ve AAB de birer L-fuzzy
altmodiildiirler.

Teorem 8 : AcF(M , L) L-fuzzy altmodiil olsun. A€R i¢in (M)(X) = VA(u) olarak
‘ X=Au
tammlansin. Bu taktirde AAeF(M , L) L-fuzzy altmodiildiir.

Tamm 22 : M, NeR3 feF(MxN , L) t-fuzzy fonksiyonuna fuzzy modiil homomorfisi
denir. &>Vm, m;, myeM, n, n;, n,eN ve reR igin,

1) fimy+my , nytny) > f(lmy , n)Af(m; , ny)

if) flrm , m) = f{lm , n)

dir.

Tamm 23 : feF(MxN , L) fuzzy modiil homomorfisi olsun.
f*={meM|f{m, 0)>t }

kiimesine f nin fuzzy gekirdegi denir.
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Teorem 9 : feF(MxN , L) fuzzy modil homomorfisi olsun. Bu taktirde f* <« M
altmoduldiur.

Ispat : m;, m,ef* keyfi olsun. Bu taktirde, f{m; , 0)>t, f{lm, , 0)>t dir. Buradan  (3)
f{m;-m, , 0) = f{m,; ,0)Af{m,, 0)>t oldugundan m;~-m,ef* elde edilir:
reR ve mef* keyfi olsun. Bu taktirde f{m , 0)>t dir.

frm, 10)= Vv f(m,0)>t
r0=0

oldugundan rmef* elde edilir. 4)
" (3) ve (4) den f* M altmodiildiir.

Teorem 10 : feF(MxN , L) fuzzy modil homomorfisi olsun. Bu taktirde f* = {0} < f
bire-bir dir.

ispat : £* = {0} ve f{m, , n)>t, {m, , n)>t olsun. B u taktirde;
f{m;-m; ,0) = f{m;-m,, n-n) > f{m; , N)Af{m, , n)>t
oldugundan m;-m,ef* dir. Buradan f{m; ,0)>t, f{lm, , 0)>t oldugundan m; = m, elde edilir.
Dolaystyla f bire-bir dir.
Tersine olarak f bire-bir ve mef* olsun. f{m , 0)>t dir. f{lm , 0)>t ve {0, 0)>t oldugundan
m = 0 elde edilir. Sonug olarak f* = {0} dir.

Tamm 24 : feF(MxN , L) fuzzy modiil homomorfisi olsun.

Im(f) = {neN | 3meM éyleki fim , n)>t }
kiimesine f nin fuzzy resmi denir.

Teorem 11 : feF(MxN , L) fuzzy modiil homomorfisi olsun. Bu taktirde Im(f) ¢ N
altmoduldiir.

Ispat : (0, 0)>t oldugundan Ocim(f) dir. Dolayisiyla Im(f)=@ dir. ny, n,eim(f) keyfi olsun.
3 m;, myeM oyleki fim,; , n))>t ve f{m,, ny)>t dir.

f{my-my, ny-np) > f{m; , n)ARmg , ny)>t
oldugundan n;-n,eIm(f) elde edilir. ' )

reR ve neim(f) keyfi olsun. 3 meM odyleki fim , n)>t. frm , m)>Am , n)>t oldugundan
melm(f) elde edilir. ®)

(5) ve (6) ile Im(f) = N altmodiildiir.
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Teorem 12 : feF(MxN , L) t-fuzzy fonksiyon AcF(M , L) ve BeF(N , L) olsun . Bu
taktirde, {A)eF(N, L) ve £ '(B)eF(M , L) dir.
Teorem 13 : feF(MxN , L) fuzzy modiil homomotfisi olsun. Bu taktirde,
i) AeF(M , L) L-fuzzy altmodiil ise f{A) c Im(f) L-fuzzy altmodiildiir.

ii) BeF(N, L) L-fuzzy altmodiil ise f ' (B) c M L-fuzzy altmodiildiir.

Ispat : i) f{A)(n-n") = vV  Amz VvV A(@-b)z2 VvV A@AAD)

f(m,n—n")>t f(a,n)>t fa,n)>t
flb,n")>t f(b,n")>t
m=a-b
ol A@A f(b,t\1{)> . A(b) = RA)MARA)(n ") M
f{A)(m) = f(m\r/n)>t A(m)2 m '?;)> . A(rm’)> f(m,\;)x A(m’) ={A)®) (8)

(7), (8) ve Tanim 21 ile {A) < Im(f) fuzzy altmodiildiir.

i) £ ~'(B)(m;-my) = B(n) , flm;-my ,;n)>t. f t- fuzzy fonksiyon oldugundan 3 n;, n,eN
dyleki {m, , n))>t, fim,, ny)>t dir. Diger yandan f fuzzy modiil homomorfisi oldugundan
n = n;-n, elde edilir.

£ (B)(my-my) = B(n) = B(ny-n;) 2 B(n)AB(n,) = £ ' B)(m)af "B)my)  (9)

reR keyfi olsun. f "l(B)(rm) =B(n), firm, n)>t. £ t-fuzzy fonksiyon oldugundan 3 n;eN
oyleki f{m , n;)>t dir. Buradan f{rm , m;)>t ve n = mn, elde edilir.

f'B)(rm) =B(n) =B(m;) >B(n;) =f'B)(m) (10)

(9), (10) ve Tanim 21 ile f '(B) < M L-fuzzy altmodiildiir.
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Teorem 14 : feF(MxN , L), geF(NxK , L) fuzzy modiil homomorfisi ise gofe F(MxK , L)
fuzzy modiil homomorfisidir.

Ispat : (gof)(m+m, , k;+ky) = n\e/N f(m, + m, ,n)ag(n, k, +k,)

=V f(m+m,,n+n)rgn +n,, k, +k,)
n=n1 +n2

v

\4 [ f(ml > nl)/\f(mz > nz)/\g(n1 > k])/\g(nz > kz) ]

n=nl +n2
k=kl+k2

= V. fm,n)rglng, kPa Vv f(m, , ny)Ag(n, , k)
n;, kg ny,k,

- l(=k\1/+k2(gof)(m, kA V(gof)(m, , k,)

Buradan (gof)(m1+m2 ,k1+k2) > (gof)(m1 , k1)A(gof)(m2 , k2) dir. 1)
(gof)(rm , tk) = V f{(rm, mg(n,1k) = V frym, nn)agnn, k) = V fm, n)ag(n, k)
neN : 1 eR neN
neN

= (gof)(m, k)
Buradan (gof)(rm , k) > (gof)(m , k) dir. | (12)
(11), (12) ve Tamm 22 ile gofeF(MxK , L) fuzzy modiil homomorfisidir.

Tamm 25 : AcF(M, L) L-fuzzy altmodiil olmak tizere her xeM igin (m+A)(x) = A(x-m)
olarak tamimlanirsa m+A M nin L-fuzzy altkiimesidir.

M/A = {m+A | meM } ve MA = {meM | A(m) = A(0)}
olarak tanimlansin.



25
Onerme 17 : AeF(M , L) L-fuzzy altmodil olsun. M/A iizerinde her reR ve meM igin
r(m+A) = rm+A yardimiyla bir iglem tanimlayalim. Bu taktirde agagidakiler gergeklenir.
i) M/ACR3
i) MA c M altmodiildiir.
i) M/A = M/MA

ispat : Onerme 14 ve 15 ile yukanida tanimlanan iglemin iyi tanimlih; agiktir. r, r;eR
ve m;, myeM keyfi olsun.

1) r(my+A+my+A) = r(m;+my+A) = r(mp+my)+A = rmy+Hmy+A = rmy+A+rmy+A
= r(m;+A)+r(my+A) (13)
(r+r))(my+A) = (r+r))m+A = rm+r;my+A = rm+A+rym;+A
= r(my+A)+r;(m;+A) (14)
1(ri(m;+A)) = r(rym+A) = rrym+A= (rr;)(m;+A) (15)
(13), (14) ve (15) ile M/Ac RS elde edilir.

if) a) my, myeMA keyfi olsun. A(mll) = A(mp) = A(0) dir. Buradan A(m;~m,) = A(0) elde
edilir. Dolayistyla m;-myeMA dir.

b) reR ve meMA keyfi olsun. A(m) = A(0) dir. Buradan m+A = 0+A oldugundan
r(m+A) = rm+A = r(0+A) = 0+A dir.Dolayistyla A(rm) = A(0) elde edilir. Sonug olarak
a) ve b) den MAc M altmodiildiir.

iif) @ : M —> M/A, @(m) = m+A olarak tanimlanan doniigiim agik olarak modiil epimorfisidir.
xegekf & @(x) = x+A = A & A(x) = A(0) < xeMA. Buradan ¢ekf = MA elde edilir.

Homomorfi teoremine gére M/Cekf = M/A dir.
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Tamm 26 : AcF(M , L) L-fuzzy altmodiil ve feF(MxM/A , L) t-fuzzy orten fonksiyon
olsun. fye M den M/A ya t-fuzzy dogal modiil homomorfisi denir. <> Her m, m;, myeM ve
reR igin,

i) fim , m+A)>t ve m+A # my+A igin f{m , m;+A)<t

if) f{my+my , my+A+my+A) 2 fim; , m+A)Af(m; , my+A)
+iii) flrm , r((m+A)) = f{lm , m+A)
Boyle bir fuzzy dogal modiil homomorfisi vardir.

Gergekten e L\[0 , t) olmak iizere her m, neM igin flm , m+A) = a,
m;+A # m+A igin f{m , m;+A) = 0 olarak tammlanirsa f : M — M/A t-fuzzy dogal modiil
homomorfisidir. «

Onerme 18 : A, BeF(M , L) L-fuzzy altmodiil 6yleki BA olsun. A(0) = B(0) ise
MBCcMA dir.

ispat : xeMB keyfi olsun. Buradan B(x) = B(0) dir. A(0) > A(x) > B(x) = B(0) = A(0)
oldugundan A(x) = A(0) olde edilir. Buradan xeMA dir.

aeL\[0,t) olmak tizere
Homg(M , N) = {f | feF(MxN , L) fuzzy modiil homomorfisi, {o}cIm(H)c[0 ,t)u{a}}
olarak tanimlansin.

Teorem 15 : L kompkat kafes, feF(MxN , L) 6rten fuzzy modiil homomorfisi AeF(M , L)
L-fuzzy altmodiil oyleki MACP* olsun. geF(MxM/A , L) fuzzy dogal modiil homomorfisi
ise . 3heF(M/AxN, L)fuzzy rten modiil homomorfisi dyleki

hogof < VmeM igin g(m , m+A) 2 f{lm, n)>t olsun. (16)
(16) kogulu gergeklensin. Bu taktirde,

i) h bire-bir dir < MA = f*

ii) Eger Vm,, myeM, VneN igin f{m;, n)>t ve f{my , n)>tise f{lmy, n) = f{my, n) (17)

Bu taktirde, f{m , n)>t olan her meM ve neN ve igin h(m+A , n) =f{m, n)
ve (hog)(m , n) = f{m n) dir.
ii)Eger geHR(M , M/A) ve feHog(M , N) , B> igin he He(M/A , N) dir.
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Ispat : (16) kosulu gergeklensin. Bu taktirde, IheF(M/AXN , L) fuzzy érten modiil
homomorfisi 8yleki hogof oldugu gosterilecektir. Her m+AeM/A igin,

oA =, Y
yardimiyla tanimlanan h : M/AXN — L fuzzy 6rten modiil homomorfisidir. h bir t-fuzzy
fonksiyondur. Gergekten, kabul edilsin ki h(m+A , n)>t ve h(m+A , n')>t olsun. Bu
taktirde,

T L R

dir. Boylece Ju, veM oyleki u+A = m+A, v+A = m+A dir. Buradan u+A = v+A ve f{u , n)>t
ve f{v, n)>t dir. u+A = v+A oldugundan A(u-v) = A(0) ve buradan u-veMAC* dir.
Boylece f{u-v, 0)>t.
Simdi flu-v , n-n). 2 fu , n)Af{v , n)>t oldugundan n = n' elde edilir. Boylece
heF(M/AXN , L) t-fuzzy fonksiyondur. f 6rten oldugundan h é6rtendir. Simdi h min fuzzy
modiil homomorfisi oldugu gosterilecektir.
m;, myeM, neN ve reR olsun.

h(my+A+m_+A , n) =h(m +m_+A, n) = V{(m’, n) 2 Vf(m +m}, n)>

m'+A=m;+m, +A m'+tA=m+A
m5 +A=my+A

V ! ! =n+
2V{  Vfimj,n)Af(m5,ny) |n n nz}
m+A=mj +A
m) +A=mj +A

Vimi,npA VEm,,n,)
m+A=mj+A mh+A=my +A

=\/{

|n= ny+ny}

= Vh(m +A,n)Ah(m,; + A, n,)
n=n; +n,

Buradan h(m1+A+m2+A ,n)2 Vv h(m; +A ,np)Ah(my + A, ny) (18)
n=nj+ny

h(r(m+A) , m)=h(rm+A , m)= Vv f(u, > \4

(@ m MemA,m= yems yis| io
~h(m+A , n)

Buradan h(r(m+A) , m) > h(m+A , n) ' (19)

(18) ve (19) ile heF(M/AXN , L) fuzzy modiil homomorfisidir.
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(hog)(m ,n) = V { g(m , m'+A) A h(m'+A ;n) }
m'eM

v {gm, m+A)A VvV  f(m"n)}

m"+A=mt+A

> m, m+A) A A\ f(m”,n)
m+A m+A {g( ) m”"+A=m+A ( }

2V g(mm+A)Af{m,n)=f{m, n)
m'+A=m+A
(16 ile VmeM igin g(m, m+A)>f{m,n)>t)
Boylece hog Of elde edilir. Tersine olarak he F(M/AXN , L) fuzzy 6rten modiil homomorfisi
ve fchog olsun. Kabul edilsin ki f{m , n)>t olsun. Bu taktirde h(m+A , n)>t dir. Béylece,

fm, W<(hrog)m, W= v N {g(m, m+A) A h(m+A n) }

= {g(m , m+A) A h(m'+A n) }

m +A m+A
= g(m, m+A)Ah(m+A | n).

Boylece g(m , m+A)2f(m , n)>t dir. Sonug olarak (16) gergeklenir.

i) h bire-bir olsun. Bu taktirde, MA = f* oldugu gosterilecektir. mef* keyfi olsun. Bu
taktirde,

f{m ,0)>t ve {0.,0)>t dir. Boylece, h(m+A , 0)>t ve h(0+A , 0)>t oldugundan m+A = 0+A
dir. Buradan, A(m) = A(0) ve meMA elde edilir. Sonug olarak f*cMA dir. Hipotezden .
f*oMA oldugundan MA = f* elde edilir. Tersine olarak MA = f* olsun. Kabul edilsin ki
h(m;+A , n)>t ve h(my;+A , n)>t olsun. Bu taktirde, Ju, veM é&yleki u+A = m,+A,
vtA = my+A ve f{u , n)>t, f{v, n)>t dir. Buradan, f{lu-v , n)>t ve u-vef* = MA drr.
Dolaysstyla A(u-v) = A(0) ve u+A = v+A dir. Buradan m;+A = my+A elde edilir. Sonug
olarak h bire-bir dir.

if) h(m+A , n) = AV f(m’,n) ve (2) ile h(m+A , n) = f{lm , n) elde edilir. Kabul
I+ m

edilsin ki f{m , n)>t olsun. Bu taktlrde,

(hog)(m, m)= v {a(m, m'+A) A h(m'+A n) }

= Vv , m+A) A V f(m”
m’'eM {g(m ) m"+A=m m n)}

= { g(m, m'+A) A \Y4 f(m" n) }

m’+A—m+A m”"+A=m'+A

= VvV  g(mm+A)ARm,n)= f{m , n).

m'+A=m+A
Sonug olarak (hog)(m , n) =f(m, n) elde edilir.
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iii) (17) gegerli ve heF(M/AXN , L) orten fuzzy modiil homomorfisi 6yleki hog = f olsun.
Bu taktirde, flm , n)>t ve h(m+A | n) = f{m , n) = o dir. t = 0 ise fchog ise f = hog dur.
Sonug olarak he Hy(M/AXN , L) dir.

Onerme 19 : feF(MxN , L) 6rten fuzzy modiil homomorfisi ise 3 o : M »N 6rten modiil
homomorfisi 6yleki geko= £* dir.

Ispat : VmeM igin a(m) = n < f{m , n)>t olarak tammlayalim. Agik olarak o Grten
fonksiyondur. a(m;+m;) = n olsun. Bu taktirde, f{m;+m,, n)>t dir. Diger yandan f t-fuzzy
fonksiyon oldugundan dn;, n,eN oyleki flm; , n))>t, fm; , ny)>t. f fuzzy modiil
homomorfisi oldugundan f{m;+m, , n;+ny)> fm,;, n)Af(m, , ny)>t. Buradan n = n;+n, dir.
Sonug olarak o(m;+m,) = n = n;+ny = alm,)+o(m,) (20)

reR igin a(rm) = n olsun. Bu taktirde, f{rm , n)>t dir. Diger yandan f fonksiyon oldugundan
Jn;eN oyleki {im , ny)>t. f fuzzy modiil homomorfisi oldugundan f{rm , m;)>f(m ,n;)>t
Buradan m,; = n dir. Sonug olarak

orm) =n = m,; = ro(m) 21)

(20) ve (21) in sonucu olarak o : M — N modiil homomorfisidir. meCeka <> a(m) =0 :<>
flm, 0)>t © mef* < Ceka = f*,

Sonug 2 : feF(MxN , L) fuzzy modil izomorfisi ise 3a: M — N 6yleki o modiil
izomorfisidir.

Tamm 27 : feF(MxN , L) fuzzy modil homomorfisi ve AeF(M , L) L-fuzzy altmodiil
olsun. Bu taktirde; A f-invaryanttir. <> f{lm , n)>t ve f{m' , n)>t olan her m, m'eM ve neN
icin  A(m) = A(m') dur.

Onerme 20 : feF(MxN , L) fuzzy modiil homomorfisi ve AeF(M , L) L-fuzzy altmodiil
olsun. Bu taktirde, A f-inyaryanttlr. < PFcMA dir.

Ispat : A fiinvaryant ve mef* olsun. Bu taktirde, f{lm , 0)>t. {0, 0)>t ve A f-invaryant
oldugundan A(m) = A(0) dir. Buradan meMA olup P*cMA elde edilir. Tersine olarak
f*cMA ve f{lm ,n)>t ve f{m' , n)>t olsun. Bu taktirde, {im-m' ,0)>fm , n)Af(-m' , -n)>t dir.
Buradan m-m'ef*cMA ve A(m) = A(m') elde edilir. Sonug olarak A fLinvaryanttir. ‘
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Lemma 2 : AeFM , L) L-fuzzy altmodiil m, m'eM ve L tam sirali olsun.Eger,
A(m) # A(m') ise A(m-m') = A(m)AA(m") dir. '

Ispat : Onerme 20 ile hemen goriiliir.

Teorem 16 : feF(MxN , L) fuzzy modil homomorfisi veAeF(M , L) L-fuzzy altmodiil
oyleki f*cMA, heF(MxM/A , L) ve h'eF(NxN/f(A) , L) fuzzy dogal modiil homomorfisi
olsun. Bu taktirde,

JgeF(M/A)x(N/f(A)) , L) fuzzy modiil izomorfisi dyleki h'ofcgoh (22)

<> her meM igin h(m , m+A)2(h'of)(m , n+f{A)). Burada (h'of)(m , n+f{A))>t dir. Eger
heHp(M , M/A) ve h'ofeHo(M , N/ffA)) , B>a ise geHo(M/A , N/RA)) dir.

Ispat : Teorem 15 den (h'of)* = MA oldugunu gostermek yeterlidir. me(h'of)* keyfi olsun.
Bu taktirde, 3neN 0Oyleki f{lm , n)>t ve h'(n , 0+f{A))>t <>Teorem 15 ii) ile IneN oSyleki
f{m , n)>t, n+{A) = 0+f(A) dir. Teorem 15 ii) den agiktir ki IneN oyleki f{m , n)>t ve

V. Am=_ VvV A(m’)=A(0) (f*cMA)
f(m,—n)>t f(m’,—n)>t

Buradan VvV  A(m)=
f(m, —-n)>t f(—m, n)>t

A(-m) dir. A(m) = A(-m) oldugundan ve f(-m , n)>t
of(m , -n)>t dir. Bu ise Teorem 15 ii) ile A(m) = A(0) olduguna denktir. ( giinkii A
frinvaryant ve bu durumda f{m , n)>t dir.) Simdi A(m) = A(0) < meMA dir. Buradan
(hWof)*cMA elde edilir. Ispati tamamlamak icin Teorem 15 deki ii) den i) yi elde etmek
gerekir. n;eN olmak lizere

(AN = VAM) Ve QA= v AG)

4

dir.

Simdi f{m'-m", -n) > flm' , n;-)AR-m", -n,)>t.Teorem 15 ii) ve A f-invaryant
oldugundan A(m'-m") = A(0) dir. Buradan
A(m'-m") 2 A(MNAA(m") dir. $imdi A(m') = A(m") oldugunu varsayalim. Bu taktirde
A(m'-m") = A(m)NA(m") < A(0) elde edilirki bu ise Lemma 2 ile geligir O halde
A(m') = A(m") dir. Buradan (0+{A))(n1) = (n+f{A))(n1) dur.
Boylece 0+f{A) = n+f{A) elde edilir. Béylece Teorem 15 i) kosulu gergeklenir.
Sonug olarak MAC(h'of)* dir. Eger (h'of)* Teorem 15 ii) kosulunu gergekler ise
(goh)(m,n) = (h'of)(m , n) ve (h'of)(m, n)>t dir.
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Sonu¢ 3 : A, A,eF(M , L) L-fuzzy altmodiil dyleki A; cA; ve A;(0) = A(0) olsun.
feF(Mx(M/A,), L) fuzzy dogal modiil homomorfisi ve A;/A, yi f{A) olarak tanimlarsak

M/A; = M/AD/(AV/A,)
dir.
Ispat : £* = MA,c Mj,, heHg(M , M/A)) ve o = 1 alimirsa Teorem 16 ile hemen elde
edilir.

Onerme 21: A, A;eF(M, L) L-fuzzy altmodiil dyleki A;(0) = A,(0) olsun. Bu taktirde,

l) MAlﬂAz = MAthAZ
i) MA+A, © MA+MA,
dir.
ispat : i) me MA, A, keyfi olsun. Bu taktirde,
(A1NAz)(m) = (AlnAz)(O) A (m)AA(m) = Aj(0)AA(0) & Ay(m) = A(0),
Ay(m) = Ay(0) & meMA, ve meMA, <> meMA ,NMA, .

if) (Ar+A2)(0) =y+z\:{0A1(y)/\A2(Z) = A1(0)AA(0) = A;(0) = Ax(0) ve

(Aj+tA)(m) =  V A (Y)AA,(2) = Ai(m)AA,(0) = Aj(m) . Buradan A; < A;+A, dir.
y+z=m L 2

Onerme 17 ile MA, € MA,;+A, elde edilir. Benzer sekilde MA, ¢ MA,+A, dir. Buradan
MA*MA,c MA+A, elde edilir.

Teorem 17 : A;, A,eF(M , L) L-fuzzy altmodiil A;(0) = A,(0) ve

feF(MA x(MA,+A,/A,) , L) orten fuzzy modiil homomorfisi dyleki f{m , m+A;)>t olsun.
Her meMA, icin geF(MA x(MA, /v AinA, ), L) fuzzy dogal modiil homomorfisi olsun.
Bu taktirde JheF((MA,/\p AnA, X(MA,+A)/ Az)’ L) fuzzy modil izomorfisi 6yleki

f< hog <> Her meMA, igin g(m , m+A+A; ) 2 fm , m+A,) dir.

Eger gEHB(MAl aMAl/ Al(\Az) ve fEH(l(MAl ’ MA1+A2) , B> igin }
heH(X(MAl/ AiNA,y» MA1+A2/ Az) dur.

ispat :Teorem ile MA, A, = £* oldugunu gostermek yeterlidir. mef* <

flm , m+A;) = flm , 0+A)>t & m+A,; = 0+A; © Ay(m) = Ay(0) & meMA, dir.

meMA, oldugundan Onerme 16 ile mef* <> meMA,~MA, = MA,~A, dir. Sonug olarak
f*=MA,nA; elde edilir.
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Teorem 18 : feF(MxN , L) fuzzy modiil homomorfisidir <> 3fyyeF(M , L) ve
fNeF(N, L) L-fuzzy altmodiil 6yleki fyqxfiyy = f dir.

Ispat : "=" feF(MxN , L) fuzzy modiil homomorfisi olsun. fjf(m) =f{m, 0) ve |
fn(m) = f{0, n) olarak tammlansin. Bu taktirde fyeFM , L), fyeF(N , L) L-fuzzy
altmodiildiir. Gergekten,

fp(my-my) = f(lm-m;, 0) = {m;-m; , 0+0) > f{m,; , O)Af{m, , 0) = fij\g(m)Af1(my).
Buradan fy(m;-m;) > fiyf(m)Afg(m,) elde edilir. (22)

fp(rm) = f{rm , 0) = f{rm , r0)> f(m , 0) = fj4(m)..
Buradan fjg(rm) > fy1(m) elde edilir. (23)

(22), (23) veTamim 21 ile fy;eF(M, L) L-fuzzy altmodildir.

fn(ni-nz) =0, np-ng) = {040, ny-ny) 2 (0, n)ARD, np) = fiy(nAfn(n).
Buradan fj\(n;~ny) 2 fiy(n)AfN(ny) elde edilir. (24)

f(m) = {0 ,m) = f{(r0 , m)= {0, n) = fiy(n).
Buradan fiy(m) > fiy(n) elde edilir. (25)

(24), (25) ve Tamm 21 ile fiyeF(N, L) L-fuzzy altmodiildiir.

f{m, 0) =f(m, n-n) > f{m, n) ve {0, n) = f{m-m , n) > f{m , n) oldugundan
flm , 0)ARO, n) > f{m , n) elde edilir. Buradan fyq(m)Afy(n) = f{lm , n) dur.
Diger yandan f{m , n ) = {m+0 , 0+n) >f(m , O)ARO , n) = fm(m)Afiy(n) oldugundan
fvxt = £ elde edilir.

"< " feFM , L) ve fyeF(N , L) L-fuzzy altmodiil olsun. Bu taktirde feF(MxN , L)
t-fuzzy fonksiyonu agagidaki gibi tanimlansin.

f(m ) n) = fM(m)/\fN(n).
Bu taktirde f fuzzy modiil homomorfisidir. Gergekten,

f(my+my, nytng) = fiyg(metm)Afn(nyHng)2fp(m AR m)AEN(DARN (D)
= fmmOASNODAf(MIAN(D2) = fimy , n)A(m, , ny).  (26)

firm , m) = fjg(rm)Afjy(m)2fp f(m)Afj(n) = f{m , n ) ) (X))
(26), (27) ve Tamim 22 ile feF(MxN , L) fuzzy modiil homomorfisidir.
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3.3. Modiillerin Fuzzy Carpimi ve Ey Carpimnin Bir Karakterizasyonu

Burada, modiillerin ailesi tizerine bir kategori konularak t-seviyesinde fuzzy garpim
ve eg carpimin tiniversal 6zellige sahip oldugu gosterildi.

R bir halka, M, N, KeR3J ve teL\{1}olsun.

Morg(M ,'N) = { feF(MxN , L) | f fuzzy modiil homomorfisi }
0: Morg(N, K)x Mors(M, N) - Morg(M, K)
(f, g) — fog
olsun. Bu taktirde, her MeRSJ igin,

1, x=y
IM(x,y) = {t x#y

ile tamimlansin. Agtk olarak IMeF(MxM, L) fuzzy modiil homomorfisidir. Her
feMorg(M, N)

folM = INof =f

dir. Buradan 3 =(R3 , Mor, 0) kategori oldugu hemen goriiliir.

3.3.1. R3 Kategorisinde Carpim ve Es Carpim
I#@ bir indis kiimesi, { Aj|iel }c R3 bir ailesi olsun.

t
’reIIAi = {feF(Ix(.kJI A;), L) | f t-fuzzy fonksiyon, Viel igin lac A;j dyleki f{i , a)>t}
1 1€
olarak tammlansin,

, a=0i
, a;tOi

1
6, 2) = {
t
, t
yardimiyla 0 : Ix(‘Le)I A;) — L tamimlansin. Bu taktirde, 6 I[TA; oldugu agiktir.
i iel

t
Her AeR, f, ge [TA; igin
iel

(ROE)G , 2) = V£, ng(i, v

(DG, a)= Vi,u)
a=\u
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yardimiyla &g A.f: Ix(\U A;) — L tamimlansin.
iel

iel keyfi olsun. Bu taktirde, Ja, , a,e Aj oyleki f{i , a;)>t ve g(i, ay)>t dir.
Buradan
()@, a;tay)>f(i, a A, ay)>t
dir. Dolayistyla (f0g)(1 , a;+ay) >t dir. (fog)(i , a)>t ve (f0g)(i , a*)>t olsun. (fog)(i , a)>t
oldugundan J a; , a,cAj oOyleki a=a;+a, ve f{i, a;)Ag(i , ap)>t dir.
fog)(i, a*)>t oldugundan 3 a;* | a,*€ Aj yleki a* = a;*+a,* ve f{i, a;*)Ag(i, a*)>t dir.

fi, a))>t ve fli, a;*)>toldugundan a;=a* , g(i, a)>t ve g(i, a,*)>t oldugundan

: t
a; = a,* dir. Buradan a = a* elde edilir. Dolayistyla fog € [TA;. Diger yandan icI keyfi
iel

olsun. Bu taktirde, Ja,eAj Oyleki f{i, a;)>t dir. Buradan (Af)(i, Aa;)>f(i , a;)>t dir.
Dolayisiyla (Af)(i, Aa)>t dir. (Af)(@i, a)>t ve (M)(i, a*)>t olsun. (Af)(i , a)>t oldugundan
Ja,eAj dyleki a = Aa, ve f{i , a;)>t dir. (M)(i , a*)>t oldugundan Ja,*c Aj 6yleki a* = Aa,*
ve f(i, a,*)>t dir, f(i, a;)>t ve f{i, a;*)>t oldugundan a, = a,* dir. Buradan a = a* elde
edilir.

t
Dolaysiyla (Af)e ITA;.
iel

t t
Agik olarak TTA;€R3. ITA; ye {Aj|icl} ailesinin t-fuzzy ¢arpim denir. Vkel igin
iel

i€l

t
nk(f , a) = flk , a) yardimiyla tamimlanan 7k :([TA;)xAk — L t-fuzzy fonksiyonu fuzzy
‘ iel

modiil homomorfisidir.

Tk(fOf* , a+b) = (foP*)(k , atb) = ik , )Af*(k , b) = nk(f, )Amic(* , b)  (28)
k(AL Aa) = (Af)(k , Aa) = xa\—/x flk,u) 2 flk , a) = nk(f, a) (29)

(28) ve (29) den 7 fuzzy modiil homomorfisidir.

Viel ve acAj it,}in

1, (i=k vea=r) veya(i #k ver=0y)

fali, 1) =
at> 1) { t , Aksitaktirde
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yardimiyla f3 : Ix(\J A;) — L t-fuzzy fonksiyonu tammlansin. Bunun yardimiyla
iel :

1, f=f
ek(a, )= {t f:eg

t
ile tammlanan ek : Akx (ITAj) = L t-fuzzy fonksiyonu fuzzy modiil homomorfisidir.
iel

A) ek(artay , fi@f;) = 1 ise ek(a, +a,, fi®f;) > ek(a, , fi)rek(a,, f;) oldugu agiktir.
ek(ata, , fi®f;) # 1 olsun. Bu taktirde f,®f, # fal+a2 dir.

Iddia: fi#fa veya f;2fy dir.

Varsaymm : f; =1 Ve f,= fa2 Bu taktirde f;®f, = falepfz,;2 = fal'-l-a2 oldugu gosterilecektir,
D fal+az(k , 1) =1 olsun. Buradan r = a;+a, dir.

(fa@fa )k, )= Vi (. unfy Kk, V)ofy (k, a)rfa (k, a,)=1
r=utv '
Buradan ( falefaz)(k , 1) =1dir.

I)) k#1iigin fa1+a2(k , 1) =1 olsun. Bu taktirde, r = 0 dir.

(fa,@fa )i, 0)= vfall (@, WAfy, (V) 26 (i, Onfa i, 0)=1
O=utv
Buradan ( fal@faz)(i , 1) =1dir.

1)) fal+az(k , 1) #1 olsun. fal+az(k , T) =tise r # aj+a, dir.

( faleraz)(k , 0= Vfal(k s WA fa2 (k, V), r # a;+a; oldugundan u # a; veya v = a, dir.
r=utv

Dolayisiyla fal(k ,u)=t veya faz(k , V) =t, r =utv dir. Sonug olarak
(fal@faz)(k , T) =t elde edilir.

II) k#iigin fal+az(k , ) =tolsun. olsun. Bu taktirde r = 0 dur.

(fa®f )i, )= VI, (i,uAf, (i,v) ,r=utvver=0.Buradan uz0 veya v 0
18, a 2 .
r=utv
dir.
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Dolayistyla fal(i , U) =t veya faz(i , V) =t, r=utv . Sonug olarak ( fa1®fa2)(i , 1) =telde
edilir. T) ve II) den fa1+az = faléBfa2 elde edilir. Dolayistyla bu bir geligkidir. Sonug olarak

ek(a, *a, , iOh) > ek(a, , fi)rek(a,, )
dir.
B) AeR ve ek(Aa, Af) =1 ise ek(Aa , Af)>ek(a , f) oldugu agiktir. ek(Aa , Af) # 1 olsun. Bu
taktirde, f) 4 # Afa dir.

iddia: fy = f dir

Varsaymm : f3 = f olsun. Bu taktirde Af; = f) 3 oldugunu gosterelim. fja(k,, r) =1 ise r = Aa
dir.

D M)k, )= VEy(u) > falk, 1) = 1. Buradan (Ma)(k , 1) = 1 dir.

I1) k # 1igin fpa(1 , r) = 1 olsun. Bu taktirde r= 0 dir.

(2)Gi, 0) = VE,Gow) >fa(i, 0) = 1. Buradan (Ma)(i, )= 1 dir.
=Au

IT) faa(k, r) # 1 olsun. Bu taktirde, fja(k , 1) =t dir. Buradan Aa = r dir. Dolaysiyla -
fa(k , u) = t dir. Sonug olarak (Afa)(k , r) =t elde edilir.

M)k, n)= V{a(k,u) , Aa#1, 1=2u oldugundan u # a dir. I) ve II) den Afy = fiy
r=Au
elde edilir. Bu ise bir geliskidir. Sonug olarak ex(Aa , Af) > ek(a , f) elde edilir. A) ve B) den
ek fuzzy modiil homomorfisidir.

Ttk ve ek ya strasi ile k.fuzzy projeksiyonu ve fuzzy injeksiyonu denir.

CeR3 ve 9;eF(CxAj, L) fuzzy modiil homomorfisi olsun. Bu taktirde,
Jp;eHom(C, A)) dyleki 9;(c) = aj < ¢i(c ,aj)>t olarak tanimlansin. Bu taktirde @ tektir.

a=a; =0;(c)
f (i ,2):= 0i(c,a;) , i~

c { , Aksi taktirde
ile t-fuzzy fonkSIyonu tanimlansin,
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Bunun yardimiyla

ile tanimlanan @ eF(Cx IEI A;, L) tfuzzy fonksiyonu g6z oniine alinsin.
iel

Teorem 19 : {A; | icI}cRS bir ailesi ve CERT olmak iizere {oj : CxAj —> L | iel} fuzzy
t "

modiil homomorfilerinin bir ailesi verilsin. Bu taktirde 3! ¢eF(CxI1A;, L) fuzzy modil
iel

homomorfisi dyleki Viel igin njop = ¢; dir.

{(pl(cl +c,, al) ;= (pl(cl + 02) (P,(CI)‘HPI(CZ)
, Aksi taktirde
olarak tanimlansin. fcl+c2(1 , a)>t oldugundan a = @;(c,)+¢;(c,) dir.

Ispat : fcl+cz(i , )=

oi(citcs , a) 2 9j(cy , aARi(cz, a)>tise 9;(c) =a, , 9;(c,) =a, dir. Buradan

(o to ), 2) = Vg (L 2)AL, (,a,) 2f (i, Bile))nfe (i, Pilcs) >t
1 2
' a=a +a,
dir. Sonug olarak fcl+cz =f¢ 1+f°2 elde edilir. Buradan

o(crtes, £ 2 vfclo,al)Afcz' ,2,) (30)
f=f] +1 '

A<k olmak tizere

. 0i(Ac,a;) , a= ﬁi(xc)=7"$i(°)
(o), 8) = { Aksi taktirde

olarak tamimlayalim., t’,\,c(x , a)>t oldugundan a =Ag;(c) dir. Diger yandan

Oi(Ac, a) 2 V{bi(c,u) ,u=i(c) dir. Butaktirde (Mo)Gi, )= VE@w) 2feli, (o))t
a=a a=a

Sonug olarak Afg = f)\¢ elde edilir. Buradan

(p()"c s t) 2 f:/).?'l(c,fl) (3 1)

(30) ve (31) den ¢ fuzzy modil homomorfisidir. (mjo®)(c , a) = fc(i , a) = Vj(c , a) dir.
Sonug olarak her i€l igin 7jo® = @; dir. ¢ nin tekligi tanmmindan agiktir,
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Asagidaki kiime goz oniine alinsin.

t t
TA; = {fe [TA; | 3 Sl sonlu ve Viel\Sgigin f{i, 0i)>t}

iel i€l

t t
S0 =@ oldugundan 0 = [Sg|<cc. Buradan Oc TA; #@ dir. f, ge T A; keyfi verilsin. Bu
iel iel

taktirde 3S¢, Sgcl sonlu dyleki her ieI\Sg jeI\Sg igin f{i ,0))>t ve g(j , 0j)>t dir. Dolayistyla
her ie\(SfUSg) icin f{i,0i)>t ve g(i, 0)>t dir. Sonug olarak

(fog)(i, 0) = WV I(,a)Agl,b)=1{i, 0)Ag(, 0>t
0j=a+b

t
elde edilir. Diger yandan [SpSg| = |Sd+{Sgl-ISgSg|<|Sd+|Sgl<ec oldugundan foge T A;

iel

dir.

¢ :
AeR ve fe T A; keyfi verilsin. Bu taktirde 3S¢cI sonlu &yleki her ieI\Sgigin f{i , 0j)>t dir.
iel

ana, op) = 0 V f(i,v) 2 f(i, 0j)>t

[ =AV

t t t
elde edilir. Diger yandan |Spfl = |JAS{<|Sd<cc oldugundan Afe T A; dir. TA;cA;

iel iel iel
altmodiil oldugu kolaylikla gosterilebilir.

t
T A; ye { Ai|iel } ailesinin t-fuzzy eg garpimi denir.
iel

. t :
DeR3 ve Vi : AjxD — L fuzzy modiil homomorfisi olsun. fe T A; keyfi olsun. Bu taktirde
iel

3S¢cI sonlu dyleki her ieI\Sfig:in f(a, 0j)>t dir. Boylece Jajc Aj , ujeD oyleki f{i , aj)>t ve
Vi(aj , uj)>t dir. Simdi

1, d = Zyg
w(E, dy = { ieSg
t, Aksi taktirde

t
yardimiyla tamimlanan W : ¥ AjxD — L L-fuzzy fonksiyonunu goz 6niine alinsin.
iel
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Teorem 20 : {A; | icI}cRS bir ailesi ve DeRJ olmak iizere {Vj : AjxD — L | icl} fuzzy

t
modiil homomorfilerinin bir ailesi verilsin. Bu taktirde, 3'WeF( £ A;xD, L) fuzzy modiil
iel

homomorfisi dyleki Viel igin yoe; = y; dir.

K3 t M : . :
Ispat : VeF(ZA;xD , L) t-fuzzy fonksiyondur. ¥(f ,gw )>t dir. Aksine Ju, veD 6yleki
iel 185f

U= ¥u;, v= ZTv; olup V({, u)>t ve V(f, v)>t dir. Dolayisiyla f{i , aj)>t ve fli, bj)>t
ieS¢ iS¢

dir. Buradan Wj(aj , uj)>t ve Wj(bi, vi)>t ve aj = bj dir.

Sonug olarak Vi(aj , uj)>t ve Vi(aj , vi)>t olup uj = vj dir. Béyleceu = v, V(f, zu;)>t
: ieS¢
. “t ' t
dir. Sonug olarak yeF( 'ZGIIAi xD , L) t-fuzzy fonksiyondur. f, ge > A; keyfi olsun. Eger
i iel

Y(f+g, x+y) = 1 ise agik olarak

V(g , x+y) 2 V(, X)Ay(g , y) dir. W(ftg , x+y) # 1 olsun. Buradan W(ftg, x+y) =t ve

xty# Tuy; #udr VieSg, g igin (Frg)(i ,09)>t oldugundan Jaje Aj, uieD Syleki
ieSfig

(Frg)(i , 0>t u = Xu; dir. Eger u = x+y ise her ieSg igin f(i , bi)>t, Wi(bj , xi)>t,
ieSt4g

x= Zx;-HerieSgigin g(i, ci)>t ve ¥i(ci, yi)>t, y= Zy;. Bu taktirde,
(Fr)(i , bitci)fli , b)Ag(i, ))>t oldugundan Vi(bitei , xityi) > Wi(bi , xi)AVi(ci , yi)>t dir.
Diger yandan u = x+y oldugundan

u=xty= Ixjt Zyi =  Ixgtyi = Iy
ieSf ieSg iS¢ ,ieSg ieSf4g

elde edilir. Buise u# T u; olmas ile geligir. O halde her u # x+y iginx # Tx; ve

y#* éZSYi dir. Buradan V(f, x) =t veya V(g , y) = t elde edilir.
1
g
Sonug olarak W(ft+g , x+y) > W(f, x)Ay(g , y) dir. (32)



40

. :
AeR ve fe T A; keyfi olsun. ueD igin W(Af, Au) = 1 ise agik olarak W(Af, Au) 2V(f, u) dir.

iel

W(Af, Au) # 1 olsun. Buradan V(AMf, Au) =t ve Au# T ujelde edilerek uz Xu; dir.
ieSyf ieS¢

Aksine u= 3 u; olsun. Bu taktirde, her ieSgigin f{i, aj)>t ve Wi(aj , uj)>t dir.
ieS¢ o

(M , Aaj)>f(i , aj)>t oldugundan \I/i(Xai , Auj) 2 Vj(aj , uj)>t ve buradan TAu;= Ty
ieS¢ ieSyr

dir. Sonug olarak Au = Tu; elde edilir ki bu Au # Xu; olmasi ile geligir. O halde

ieS)f ieSyf
u# Tu; igin V(f, u) =tdir.
iS¢
Sonug olarak W(Af, Au) > V(f, u) elde edilir. (33

(32), (33) ve Tanim 22 ile ¥ fuzzy modiil homomorfisidir.

(woey)(a, d) = Vtei(a,f)/\\y(f,d) = Yj(a,d) dir. Gergekten (Woej)(a , d)>t olsun. Bu

feXAj
iel

t
taktirde, Ife 3 A; dyleki ei(a, f)>t ve V(f, d)>t dir. ej(a, f)>t oldugundan Jjel\{i} oyleki
iel

f= fa dir. W(f, d)>t oldugundan 3jel\{i} éylekid= ¥ u j dir. = fy oldugundan Sg, ={i}
jeS¢

ve d = aj dir. Buradan Vj(a, d)>t elde edilir. Diger yandan Wj(a, d)>t ise

Vtei(a,f)/\\u(f,d) 2 ej(a, fa)AV(fa, d) >t dir. Buradan (Woej)(a , d)>t elde edilir. Sonug
fe ¥ A4

iel
olarak her il igin Woej = Vj dir. W nin tekligi tammindan agiktir.



4. IRDELEME

Belirsiz yada bulanik anlamina gelen "fuzzy " kelimesi, bilinmesine ragmen yagadigimiz
diinyada ¢ogu kez farkinda olmadan kullanilmigtir. Klasik mantiin 6nermelerinin iki degerli
oldugu bilinmektedir. Klasik mantigin 6nermelerinin yetersiz oldugu durumlarda, bir gok
celigkilerle kargilagan matematikgiler, bu durum kargisinda bir ¢6ziim yolu aramaya
baglamiglardir. Bu geligkilerin kaynagini mantikta aramak gerektigine inanmiglardir. Sonugta,
geleneksel mantik ve kiimelerin, belirsiz kavramlar igin uygun bir model olmadig kanisina
varmuglardir. Heniiz oturmug bir mantig1 yoktur. Bunun i¢in matematik yapmak isteyen bir
kisi 6nce mantifini1 segmesi gerekir.

R onermelerin bir ailesi olsun. Her p, qeR igin p "~ q : <[p<>q] olarak
tanimlansin. Bu taktirde " ~" R (izerinde bir denklik bagintisidir. peR olmak iizere p nin
denklik sinifi P ile gosterilsin. R nin tiim denklik siniflaninim kiimesi R olsun. p, §eR
olmak iizere p "< "q < p=>q =l tiim gegerli 6nerme olarak tamimlansin. Agik olarak
(R ,<) bir kafestir.

1 , p dogruodnerme

0
Bu sekilde tammlanan M doniisimii bir kafes homomorfisidir. Bu doniisim agagidaki

MR > {0, 1), M) = [71={ :
, P Yyanls6nerme

Ozellikleri gergekler :

i) [pvq]=mak {[p], [q]}

ii) [PA] ]=min {[p], [q1} (G4

iii) [~p]=1-[p]

iv) [p=q]=min(l, 1-[pPIHT ])

Bunlara ilaveten, tim gegerli 6nermeler 1 ve tiim gegersiz onermeler 0 ile
gosterilecek olunursa agagidaki iki dzellik elde edilir:

i) [~p]=[p=0]
i) [p=>7]1=1e[plq]

Bu gekilde olusturulan mantifa klasik mantik denir. Zadeh, yukanda tammlanan
déniigtimi, deger kiimesini [0,1] igin alarak (34) bagintilanm gergekleyen ozllikleri ile fuzzy
kime kavramini inga etmeye galismgtir. Daha sonra bir gok aragtirici tarafindan [0,1] yerine
degisik kafesler alarak bir lojik olugturmaya gidilmistir.
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L evrensel sinirlar O, 1 olan tam dagilimh tam kafes olsun.

MLzﬁ—éL » M (P) = [P] ile tammlanan doniigim bir kafes homomorfisidir. My
kafes homomorfisine L- mantik denilirse, L degistikge yapilan matematik de degigecektir. L
mantigina kargihik gelen matematige My matematik diyelim.

Bu galigmada, L tam dagilimh tam kafes olmak {izere, t-seviyesinde modiillerin ailesi
tizerine bir kategorik yap: agiklayarak, bu kategoride modiillerin fuzzy carpim ve eg
carpiminin  bir karakterizasyonu verilmigtir. Bu karakterizasyonda, fuzzy carpim ve es
carpimin Universal 6zellige sahip oldugu gosterilmigtir.



5. SONUCLAR

1- Fuzzy fonksiyon altinda fuzzy altkiimelerin resmi ve ters resmi tanmimlanarak bu
resim ve ters resmin gergekledigi bazi onemli teoremler ifade ve ispat ediimisﬁr. |

2- Fuzzy modiil homomorfisi, fuzzy gekirdek ve fuzzy resim tanimlan verﬂmistir.
Fuzzy ¢ekirdek ve fuzzy resmin klasik anlamda altmodiil oldugu goriilmigtiir. Fuzzy resim
ve ters resim tantmt altinda bir fuzzy altmodiiliin resminin ve ters resminin altmodiil oldugu
bir teoremle ispatlanmugtir.

3- Fuzzy modiil homomorfisinin bire-birligi ﬁmzy cekirdek yardimiyla karakterize
edilmigtir.

4- Klasitk homomorfi teoremleri fuzzy ye genellestirilmistir.

5- Fuzzy modiil homomorfisi ile klasik modiil homomorfisi arasindaki iligki ortaya
konulmustur.

6- Fuzzy modill homomorfisi ile fuzzy altmodiiller arasindaki iligki bir teoremle
karakterize edilmigtir.

7- Fuzzy modiil homomorfileri yardimi ile modiillerin ailesi iizerine bir kategori
konularak, bu kategoride modiillerin t-seviyesinde fuzzy garpimi ve es carpimmin bir
karakterizasyonu verilmistir. Bu kategoride fuzzy ¢arpim ve ey garpiminin tiniversal 6zellige
sahip oldugu iki teoremle ispat edilmigtir.



6. ONERILER

Oturmusg bir lojigi yoktur. Bunun igin, bu alanda aragtirma yapmak isteyen bir kiginin
tutmamasina kargin, klasik teoriyi bir genellemeye goétiirmesi gerekir. Cogu zaman klasik
yapilar, karakteristik fonksiyonlar yardimiyla fuzzy cebirsel yapilara taginmustir. .

Bu galiymada, fuzzy modiil homomorfilerin bir karakterizasyonu verilerek, fuzzy
modil homomorfileri ile fuzzy altmodiiller arasindaki iligki ortaya koyulmugtur. Sohra,
modiillerin ailesi tizerine bir kategorik yapi olugturulmustur. Bu kategoride modiillerin fuzzy
carpim ve ey garpiminin bir karakterizasyonu verilmigtir.

Bu kategoride klasik cebirsel yapilarda oldugu gibi fuzzy projektif, fuzzy injektif
modiil tanimlar1 ve bu yapidaki fuzzy altmodillerin fuzzy g¢arpimi ve eg garpimimin fuzzy
injektif ve fuzzy projektif modiil olup olmadiklan aragtirmacilar igin agik bir yoldur.
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