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OZET

Bu tezin amaci, bir tam distribitif tam kafes tizerinde fuzzy grup homomorfilerini,
fuzzy Q-cebir homomorfilerini bu homomorfilerin sagladigy ozellikleri inceleyip, daha sonra
bir sonlu G grubunun fuzzy gosterimlerini incelemektir. Gosterimleri bir kategori yapisi ile
ele alip, bu kategorilerin FG-modiillerin kategorisi ile denk oldugu gorildi.

Bu tez, ii¢ bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde &zet olarak tam kafesler, kapali
sistemler ve kategoriler verilmigtir.

Ikinci boliimde kisaca teorik ¢alisma tamtilmugtir.

Son boliimde, Fuzzy Lojik ve cebirsel yapilarin klasik teorileri verilerek, Fuzzy Lojik
yardimiyla, bilinen cebirsel yapilarin bazi 6zellikleri fuzzy cebirsel yapilara taginmigtir. Genel
teoriye baglangi¢ olarak fuzzy altgruplan, fuzzy grup homomorfileri, fuzzy ¢ekirdek, fuzzy
resim ve bunlarin bazi sonuglan verilmistir. Ayrica; kisa olarak fuzzy althalkalar, fuzzy
idealler incelenmigtir. Bu béliimde son olarak Q-cebir homomorfileri verilerek resim ve ters
resmin Q-altcebir oldugu gorilmigtiir. Gruplann fuzzy gosterimleri tanimlanmis ve bu
gosterimler bir kategori yapilarak bu kategorinin FG-modiillerin kategorisine denk oldugub
gosterilmigtir. Ayrica fuzzy ayrigamaz modiillerin tanimi ve bazt sonuglari incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Tam kafesler, Q-cebirler, fuzzy Q-cebirler, fuzzy homomorfiler ve
fuzzy gosterimler.
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SUMMARY
Fuzzy Algebraic Structure and Fuzzy Representations

In this study, we investigate fuzzy homomorphism of groups, fuzzy homomorphism
of Q-algebra on a complete lattices. Also, we prove some fundamental properties of this
homomorphism. Futher, we show that abaut the categori of fuzzy represantations of groups
is equivalent the categori FG- modules. |

In this study consist of 3 chapters. In chapter 1, complete latices, closure systems
and categories are discussed briefly.

In chapter 2, it is given theory works as shortly.

In the final chapter, the classical theorems of algebraic structures and fuzzy logic are
discussed and the properties of some known algebraic structures are applied to fuzzy
algebraic structure by means of fuzzy logic. Fuzzy subgroups fuzzy homomorphism, fuzzy
kernel, fuzzy image and some results of these are given as a support for the general theory.
In additional, we investigate briefly fuzzy subrings and fuzzy ideals. We complete this
chapter by giving fuzzy Q-algebraic homomorphism. We see that the image and inverse
image are fuzzy Q-subalgebra. We definite the fuzzy representations of a finite groups. By
constructing a bategory out of these representations. We prove that this category is
equivalent to the category of FG-modules and some results are given.

Key Words : Complete Lattices, Q-algebras, fuzzy Q-algebras, fuzzy homomorphism,
fuzzy representations.
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1. GENEL BILGILER ( Literatiir Aragtirmasi )
1.1. Girig

Zadeh, ilk olarak "fuzzy" belirsiz kavramin1 1965 yilinda ortaya atti. Giiniimiizde;
bu teori, matematigin diginda birgok alanda, 6zellikle mithendisliklerde ve bilgisayarlarda
somut olarak uygulanmaya baglanmigtir. Zadeh'in ilk olan bu ¢aligmasinda deger kiimesi
(iiyelik derecesi ) [0,1]cIR olarak alinmigtir. Bu galigmada fuzzy kiimeleri arasindaki
arakesit, birlesim ve fark kavramlari tanimlanmigtir [1]. Daha sonra, bir gok yazar
tarafindan tyelik derecesinin zorunlu olarak [0,1]cIR olmasi gerekmedigi goriilmiigtir.
Fuzzy kavrami, matematigin hemen her dalinda (topoloji, cebir ve 6lgii teori v.b.)
uygulanmaya baglanmigtir.

Rosenfeld, grup teori dalinda ilk olarak ¢aligma yapmugtir. Daha sonra bu konuda
birgok bilim adam1 tarafindan birbirlerine benzerlik gosteren aragtirmalar yapilmigtir [2].
Ornegin; Das [3], Mukherjee ve Bhattacharya [4], [5], Kumar, Dixit ve Ajmal [6],
Anthony ve Sherwood [7], Liu [8] ve Eroglu [9]. Caligmalarda fuzzy altgruplar, fuzzy
normal altgruplar, bir normal altgrup tizerinde fuzzy denklik simflar1 yardimiyla fuzzy
boliim gruplari, Lagrange's Teoremi, Homomorfi teoremleri ve fuzzy karakteristik altgrup
ifadeleri incelenmigtir. Burada klasik teorinin bazi teoremlerinin dogru kalmadig
belirlenmigtir.

Fuzzy althalkalar1 alaninda; Lui ve Katsaras [10], Dixit, Kumar ve Ajmal [11],
Kurgoka ve Kuroki [12], Kumar [13], Kumbhojker ve Babat [14], [15], Malik ve
Mordeson [16], Swamy [17], Yehia [18] ve Zahedi [19], [20] aragtirmacilari birgok
galiyma yapmugtir. Ozet olarak; fuzzy althalkalar, fuzzy idealler, fuzzy bolim idealleri,
fuzzy asal idealler, fuzzy giiclii asal idealler, fuzzy zayif asal idealler tanimlar1 verilerek
biitiin amacin klasikteki teorilerin bu alana taginmas: fikri ile yola ¢ikilarak birgok teori
verilmigtir. Burada; aragtirmacilar, ozellikle baz1 tanimlarda uyumluluk goéstermemisler.
Her fakh tanim, klasikteki teoriyi belli alanlarda dogru kilmistir.

Sasaki [21], Malik ve Mordeson [22], Hohle ve Neft Stout [23], degisik fuzzy
fonksiyonlar1 tanimlamigtir. Bu tanimlama klasik teorinin 6zelliklerini sagladilar. Malik ve
Mordeson halkalar arasindaki fuzzy halka homomorfisini tammlayarak homomorfi
teoremlerini ve fuzzy dogal homomorfinin 6zelliklerini inceledi [22].

Swamy ve Visvanada Raju, bogtan farkli bir X kiimesi iizerinde J-fuzzy altkiime
notasyonu ile fuzzy altkiimeler sistemine ¢ok genel bir ifade getirmistir. Bu ¢aligmalarda,
bir diger farklilik, deger kiimesi tam Brauwerian kafes tzerinde alinmasidir [24]; [25]. Bu



caligmalardaki ifadelerin 6zel durumlan incelendiginde daha 6nce birgok aragtirmaci
tarafindan ifade ve ispat edilen teoremler sonug olarak elde edilmigtir.

1.2. Tam Kafesler

Tamim 1: L bir kiime olsun. L de bir "<" bagintisina kismi siralama (bolimsel siralama)
denir :<> Her x,y,z €L igin
1) x<x
1) x<yvey<xisex=y
iii)x<yvey<zisex<z
"<" L'de kismi siralama bagintist ise (L,<) ikilisine kismi siralanmig kiime veya
boliimsel siralanmug kiime denir.

Tamm 2: (L,<) kismi siralanmig bir kiime olsun. Her x, y €L igin x <y veya y <x ise
(L, <) ye tam ( timel ) sirali denir.

Tanmm 3: (L, <) kismi sirali bir kiime; x, y €L ise
X<y:<&OXSyvex#y
X2y. y<x
X>y: oo y<x

ile tammlanur,

Tamm 4: L kismi siralanmig bir kiime olsun. L nin tiimel siralanmig her
altktimesine L de bir zincir denir.

Tamm 5: (L, <) kismi siralanmig bir kiime olsun. beL, AcL igin

i) bye AnmnL de bir ist sinindir denir : < Hera cAigina <b dir.

ii) bye A ninL de bir alt simridir denir : <> Hera eA igin b < a dir.
A kiumesinin L deki tist smirlarinin kiimesini US(A) ve alt sinirlarinin kiimesini AS(A) ile
gosterecegiz. A kimesine dstten ( alttan ) simrhdir denir < US(A) =z @
(AS(A) = @) dir.

Tamm 6: (L,<) kismi sirah bir kiime olsun. US(L) ( AS(L) ) kiimeleri bogtan farkli iseler
L nin en biyitk ( en kiigiik ) elemanlari vardir denir. [US(L)|<1 ve |AS(L)|<1 olacagindan
en biyik dst ( alt ) sinir varsa tektir. Bu elmanlara en biiyiik elman (en kiigiik eleman )
denir ve sirastyla 1, 0 ile gosterilir. (L,<) kismi sirali bir kiime ve acL olsun.
i) ayalL de bir maksimal elemandir denir <> Her x €L igin a <x ise a = x dur.
i) ayalL de bir minimal elemandir denir < Her x eLiginx <aise a=x dir.



Tammm 7: ( L, <) kismi strali bir kiime olsun. L yukartya direkt yonlenmigtir denir <
HerAcL |A|<o igin US(A) =@ dir.

Tammm 8: ( L , <) kismi sirali bir kiime olsun ve A < L olsun.A mn ust ( alt )
sintrlarinin en kiigiik ( en biiyitk ) eleman: varsa bu elemana A kiimesinin Supremumu
(Infimumu ) denir ve sirasiyla Sup A :=VA, Inf A :=AA ile gésterir.

Tanmm 9: (L ,<) kismi siralt bir kiime olsun. Her x, y €L igin
Sup{x,y}=xvy, Inf{x,y}=xAy

elemanlari varsa ( L, <) ye bir kafes ( = 6rgii ) denir.

Teorem 1: [26] (L, <) bir kafes ise agagidakiler gergeklenir. Her x, y, z €L igin

1) xv(yvz)=(xvy)vz , xA(ynz)=(xAy)Arz
i) Xvy=yvx , XAY=YAX
i) xA(xvy)=x , XV(xAy)=x

V) XVX=Xx XAX=X

b

Teorem 2;: [26] Bir L kﬁmesi.ﬁzerinde Teoremi-), ii- ), iii- ), iv-)
ozelliklerini saglayan iki "A" ve "M ikili islemleri verilsin. Bu taktirde L kiimesi
uizerinde her x, yeLigin,
‘ X<y :©xVvy=y
ile tammlanan " <" bagintis1 bir kafestir. Ayrica her x, y €L igin
Sup{x,y}=xvyvelnf{x,y}=xAy
ile tanimlantyor. (L , <) bir kafes ise (L, <, v, A) ile de gosterilebilir.

Tanmim 10: (L, <) kismi siralanmug bir kiime olsun. L ye tam kafes denir
<> Her A c L igin AA vardir.

Teorem 3: [27] (L, <) kismi siralanmig bir kiime olsun. ( L, <) tam kafestir <
Her Ac Ligin V A vardrr.

Tamm 11: (L, <) tam kafesine iistten-yart tiimleyenli ( = Brauwerian ) denir
< HeraelL,BcLigin an(VB)=Vv{aab|beB)} dur.

Tamm 12: (L, <) tam kafesine tam dagilimli denir <> Her beL, A c L igin asagidaki
ozellikler saglanir:

bA(VA)=vi{baralacA}
bv(AA)=A{bvalacA}



Teorem 4: [26] (L,<) Brauwerian kafes <> Her ABCL igin agagidakiler saglanir:
(VA)A(VB)=V{anb]acA,b eB}
Teorem 5: [26] (L,<) tam kafesi tam dagihmlidir & Her Ac L, Bc L igin agagidakiler
saglanr:
(VA)A(VB)=v{anblaecA,beB}
(AA)V(AB)=V {anblacA,beéB}
dir.
Teorem 6: [26] (L, <) kismi siralanmug kiimesi tam sirali ise ( L, <) bir kafestir.
Teorem 7: [26] (L, <) bir kafes ise agagidakiler birbirlerine denktir.
i) a<b
i) avb=b»b

i) anb=a

Teorem 8: [26] (L, <) bir kafes ise her a, b, c €L igin agagidakiler saglanir :
i) asb ise avc<bvec ve anc<bac
i1l) a<bve c<dise avc<bvc ve ancsbnad

dir.

Tamm 13: (L, <) bir kafes a,bel ve a<bise[a b]l={xeL|a<x<b}
kiimesine a, b kapali aralig) denir.

Tamm 14: (L, <) kafesine modiilar ( := Dedekind ) denir :<> Her a, b, ¢ €L
igin agagidaki egitlik saglanir:
as<bisebA(avc)=av(bac).

Tanmm 15: (L, <) kafesine distribiitif ( := dagilimli ) denir < Her a, b, ¢ €L igin
agagidaki esitlik saglanir :
an(bvc)=(anb)v(anc).

Teorem 9: [27] (L, <) kefesi distribiitifdir < Her a, b, ¢ €L igin
av(bac)=(avb)a(ave).

Tamm 16: (L, <), (L*, <*) iki kafes ve f :L— L* déniisiimiine bir kafes homomorfi
denir :<> Her x, y €L igin

fF(xvy)=f(x)vi(y)vef(xay)=f(x)af(y)
dir.



Tamm 17: (L, <) en kiigiin elemani 0 olan bir kafes olsun. —: L — L doniigimiine L
tizerinde bir yan-tiimleyen doniigiimii denir <> Her x, yeL i¢in agagidakiler saglanir:

i) = (=(x))=x

i) 2 (XVvy)==xA-y

i) xA-x=0

Tanim 18: Eger "-" L iizerinde bir yan-timleyen doéniigiimi ise (L,<) ye yari-
timleyenli kafes denir.

Teorem 10: [27] (L, <) yan-timleyenli bir kafes ise — 0 =1 dir.

Teorem 11: [28] (L, <) kafesi tistten yari-tiimleyenlidir <> Her a, b €L igin
a A c< b olacak gekilde bir en biyiiktir ceL vardir, Bu ¢ elemanim1 a—b ile
gosterecegiz.

Teorem 12: [28] ( L, <) bir kafes olsun. L Brauverian kafestir <> Her a, b, ¢ €L igin
i) a—>a=1
ii) an(a—>b)=anb
iii) (bo>a)na=a
iv) a>(bac)=(a->b)a(a—>c)

Tanim 19: (L, <) Brauwerian kafes ve acL ise a— 0 €L elemanma a nin yan
timleyeni denir ve ~a ile gosterilir.

Teorem 13: [28] (L, <) Brauwerian kafes ise agagidakiler saglanir: Her a, b €L igin
i) ~(~a)=a
il) an~a=0
iii) ~(avb)=~an~b

dir. Yani "." L iizerinde bir yari-timleyen déniagimiidiir.

Teorem 14: [28] Her ( L, <) iistten yan-tiimleyenli kafes distiribiitifdir.

Teorem 15: [28] Her tam sirali kiime agagidaki gibi Brauwerian kafes yapilabilir.

a—>b= 1 ,a<b .
{b ,diger  dir.

Tanim 20: (L, <) kismi sirali bir kiime olsun.
A c L ye kapali sistem denir : < Her 3 < A igin AT A dir.



Ac L igin bir kapal sistem ise genelde 3c L igin ALJI #AAJ dir.

Teorem 16: [29] (L,<) Brauwerian kafes ise agagidakiler saglanir. Her a,b,ceL igin
1) a»l1=1 a>»a=1
i) 1>a=a
i) a—>b=1¢ a<b
iv) (a—>b)a(b—>c)<a-c

v) (vaj)>b= A (ai—>b)
iel i€l

iel iel
vii) (aAb)—>c=b—>(a->c)

Tamm 21: (L, <) tam kafesine kompakt kafes denir :<> Her ScL ve teL igin
t< VS ise IseS oyleki t<s dir.

Uyar1 1: Her tam sirali kafes kompakt kafesdir.
Bundan sonra aksi s6ylenmedik¢e (L,< ) kafesi kompakt kafes olarak ahinacakdir.

1.3. Kapah Sistemler, Kapanis Operatorleri, Cebirsel ve Cebirsel Kapah Sistemler
Kapali Sistemlaere ait 6rnekleri Cohn [27] kaynagindan derlenerek verildi.

Ornekler 1:

1) G bir grup, L = 26 ve S(G) = {HeL| H altgrup};
SN(G) ={HeL| H normal altgrup}olsun. Bu taktirde S(G) ve SN(G) (L, <) de kapal:
sistemlerdir,

2 ) R bir halka, L = 2R ve I(R) = { T €L | Iideal }, S(R) = {IcL | I althalka}
olmak tiizere I(R) ve S(R) kiimeleri ( L, < ) de kapali sistemlerdir.

3 ) R bir halka M R-sol modiil ve L = 2M olsun. Bu taktirde

AR(M) = { N €L | N R-altmodiil }

kitmesi (L, < ) de bir kapali sistemdir.

Tamm 22: J: 2A — 2A donigimiine A iizerinde bir kapanis operatorii denir <
i) X,Ye2A, XcYise J(X)c XY)
ii) Her Xe2A igin X c J(X)



iii ) Her Xe2A igin J(X) = JJ(X))
Kapanig Operatorlerine ait drnekler Cohn [27] kaynagindan derlenerek verildi.

Ornekler 2:

1) G bir grup ve XcG olsun. Bu taktirde J(X) = MH ile tanimlanan

XcHeS(G)
donigim bir kapanig Operatorudir.
2) G bir grup ve XcG olsun. Bu taktirde J(X) = MH ile tanimlanan
XcH eSN(G)

doniigiim bir kapanig operatoriidiir.
3 ) Rbir halka, XcR igin

hX)= NI , J2(X) =Nl
XcIeS(R) Xclel(R)

ile tanimlanan J1 ve J2 doniigiimleri birer kapanig operatoridiirler.

4 ) R bir halka, M R-modiil, XcM ise J(X) = NN ile tanmimlanan
XgNeAR(M)

déniigiim bir kapanig operatoriidiir.

Teorem 17: A bir kiime olmak iizere

KS(A) = { A c 22 | A bir kapali sistem }

KO(A) = { ]| J A uizerinde bir kapanig operatorii }
kiimeleri igin KS(A) = KO(A) dir. Gergekten;

a(A)=NY ve BA=A5, A] ={Xe2AI(X)=X}
XcYeA

ile tammlanan o :KS(A)—>KO(A), B: KO(A)— KS(A) fonksiyonlari oof = 1 ve Poot = 1
ozelliklerini gergeklerler. Boylece o birebir ve ortendir.

Tanim 23: JeKO(A) olsun. J ye A iizerinde cebirsel denir <> Her X CA ve
xeJ(X) igin 3 Xfc X sonlu dyleki xeJ(Xf) dir.

Tanim 24: AeKS(A) ya cebirsel kapali sistem denir <> J5 cebirsel dir.



Teorem 18: [27] A€KS(A) cebirseldir <> Her XcA igin

IAX)= VIAY)
X) Nt
Y sonlu

.

Tanim 25: AeKS(A) indiiktif denir < Her D < A zinciri i¢in VDeA dir.
Teorem 19: [27] AcKS(A) cebirseldir <> A induktifdir.

Cebirsel ve Cebirsel Kapali Sistemlere ait 6rnekler Cohn {27] kaynagindan derlenerek
verildi.
Ornekler 3:

1) G bir grup ve Ae{ S(G), SN(G) } ise A cebirseldir.

2) R bir halka, A = I(R) olsun. Bu taktirde A cebirseldir.

3) K bir cisim V K-vektor uzay ise Ag (V) cebirsel kapalg sistemdir.
Tanim 26: Q bir kiime, a : Q — IN bir fonksiyon olsun.
Bu taktirde € nin elemanlarina operatorler, Q ya operator bolgesi ve a(w) yada w nin
aritesi denir.

Tamm 27: A bir kiime ve n bir dogal say1 olsun. Bu taktirde o: A" —A déniigiimiine A
iizerinde bir n-li operasyon denir. n = 0 igin bu operasyon A kiimesinde bir eleman, n = |
igin kendisinden kendisine bir doniisiim olarak verilir. Agik olarak her n-li operasyon A
tizerinde (n + 1)-li bir bagintidir. ’

Tanm 28: A bir kiime, a bir n-li operasyon, BC A olsun. B ye o operasyonuna gére
kapalidir denir : <> Her by,ba,... ,bn €B igin o ( by,by,..., by )eB dir.
Her nelNigin € kiimesinin n-ariteli elemanlarinin kiimesi
Q) ={weQ|a(w)=n}
ile gosterilsin.

Tamim 29: A bir kiime ve Q bir operator bolgesi olsun. A kiimesine bu yapi ile Q- cebir
denir & V nelN igin Q(n) > AA" dosumler ailesi ve n-li operasyonu asosyatifdir.
Buradan A bir Q- cebir ise (A, Q) ikilisi ile gosterilir. weQ (n) ise her A? —5A
doniigiimii her ay, a,..., an €A i¢in w.a;.3;....aq ile tanimlanir.



Tamm 30: (A, Q) bir Q-cebir olsun. B A ya bir alt cebir denir & VweQ(n),
b1,b2,...,bneB igin w.by.bs....bpeB dir. A nin biitiin Q-altcebirlerinin kiimesini rcy(A) ile

gosterecegiz.

Tanmm 31: (A, Q), (B, Q) O-cebirler ve f: A— B bir fonksiyon olsun. fye A dan B ye

Q-cebir homomorfisi denir <> Her neIN, weQ(n) ve aj, a3, ..., aneA igin
f(w.aj.ay...an)=w. f(ay)flay)...f(an)

dir. Eger f bir izomorfi ise A =B ile gosterilir .

Teorem 20: [27] A, B Q-cebirler, f : A —> B Q-cebir homomorfisi ve Ce rg(A) ise
f(C)erq(B) dir.

Teorem 21: [27] A, B Q-cebirler, f: A — B Q-cebir homomorfisi ve Cery(B) ise
~lD)erg(A) dir.

Teorem 22: [27] f :A —B ve g :B—>D Q-cebir homomorfileri ise gof :A—»D Q-cebir
homomorfisidir.

1.4. Kategoriler ve Q)-Cebirler

Tamim 32: Bir K kategorisi agagidaki ii¢ veri ile belirlidir.
i ) Bir Nes(IK) sinifi ki bu smifa IK nin nesnelerinin sinifi denir. Bu sinifin
elemanlarina IK nin nesneleri denir. Bunlar A | B, C, ... , ile gosterilir.
~ii) K nin nesnelerinin her ( A, B ) ikilisi igin bir Mor [K ( A, B) kiimesi vardir
oyleki farkh ( A, B ) # ( C, D ) nesne ikilileri igin Morik(A,B)~Mork(C,D) = @ verilir.
Mork(A,B) kiimesinin elemanlarina A dan B ye morfiler denir. Bunlar o, B,..., ile
gosterilir.
iti ) IK nin nesnelerinin her (A, B, C) ugliisi igin garpma ad1 verilen bir
Mor x (B, C)xMor ik (A,B) >Mork (A, C)
(B, o) Ba)
donugimi agagidaki ozellikleri gergeklemek iizere mevcuttur.
‘ a) Asosyatif Kurali : V aeMorik (A, B ), V BeMorg(B, C) ve
Vy'eMork(C, D) i¢in agagidaki esitlik gergeklenir:
Y(Ba)=(yB)a
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b) Idantiklerin Varhgi: V Ae INes (IK) igin bir 1AeMork( A, A ) morfisi
VaeMork( A, B ) igin a.1po = 1g.a = o olacak gekilde mevcuttur. 1A morfisine A min
idantigi denir.

Notasyonlar 1:
i) Mor (A, B)=Mor g (A, B)

ii) Mor (K)=UmMorg(A,B)
A,BeNes(IK)
ile IK nin morfilerinin sinifi gosterilsin.

i) AelK : < AeNes (K), aelK:< aeMor (IK)

iv) aeMor (A,B) ise A =: Tan(a), B =: ' Deg () sirastyla o0 nin tanim ve deger
bolgesi denir. (A,B) # (C,D) igin Mor(A,B)~Mor(C,D) = @ ise Tan(a) ve Deg(a) a. ile
tektiirli belirlidir.

v) oaeMor( A, B) > a:A> B o A AN ;! notasyonlarindan biri ile
gosterilir.

Her A, B, C, DelK; o, B, v, deMor(IK) igin

A_a.%B

L4

p—2>¢

diyagrami komitatiftir denir :<> B o= y dir .
vi) a, BeMor(IK) igin Bo. garpiminin yapilmasi halinde Deg(a) = Tan(B) oldugu
kabul edilmis olur.

Tanmm 33: IK bir kategori ve o : A—> B ye IKnin bir morfisi olsun.
i ) o ya monomorfi denir : <> V CelK, V vy, y2eMor (C, A ) igin o y; = o 77 ise
Y2 =¥ dir.Yani,

o
L8} )I:x veya A B

diyagramlarim komutatif yapan v, y morfileri igin y; = y5 dir.
ii) o ya epimorfi denir : < V CelK V By, BaeMor (B, C) igin 1 a = B3 ot ise
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B; =By dir. Yani,
oy N
o B2 veya A—> B
Bl\\

___§ C
By

diyagramlarini komiitatif yapan B, B2 morfileriigin P = B, dir.
iii ) o ya bi morfi denir <> o monomorfi ve a epimorfi.
Buna goére VCelK Vy),y2eMor (C, A), V B3, B2eMor (B, C ) igin
oy =atrve Bra=PBya ise Y1 =72 ve 1 =PB2
dir.Yani, Biay; = Braty ise B = B1 ve Y1 = Y» dir. Diyagram olarak, agagidaki sakilde

ifade edilebilir
Diyagramint komutatif yapan 1, B2, 11, y2 igin By = B3 ve v; =7 dir.
iv) a ya endomorfi denir <> Tan (o) =Deg (. ).
v) o yaizomorfi denir <> 3 BeMor (B, A ) oyleki Ba. =14 ve gff =1p dir.

vi ) o ya otomorfi denir <> a izomorfi ve o endomorfi < 3IPeMor (A, A)
oyleki Ba =14 ve aff =14 dir.

Tanmm 34: IK, IL iki kategori olsun. IF = (IF,, IFp) ye IK dan IL ye bir funktor denir:
o

i) o: A — Bigin Ify(a) : IF(A) - IFy(B)

ii) aeMor (A, B), BeMor k( B, C) igin Ify(Boa) = IFm(B)oIFm(c)

it ) IFm(1A)=11ro(a)
dir.

Tanmm 35: IK IL iki kategori olsun. IK ve IL kategorileri denktirler denir :<> 3 IF ve G
funktorlar dyleki IFoG = 1g ve GolF = 1y dir.

Kategori ve Q-cebirlere ait 6rnekler Cohn [27] kaynagindan derlenerek verildi.

Ornekler 4:

1) Bir A grupoidi Q aritesi iki olan bir tek u elemanindan olusan bir Q-cebirdir.
Bir grupoid asosyatif kuralim gergekler. Yani, her x, y, ze A igin
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p(zuxy)=n@(zx),y)
dir. A bir grupoid ise Q = {u} olmak iizere bir Q-cebirdir. Birim elemanli bir grupoidden

su anlagilacaktir: 3 e A 6yleki VxeA igin

x=p(xe)=n(ex)
dir. Kolayhkla gosterilebilir ki birim eleman tektir.

2 ) Bir birim elemanli grupoid iki operasyonlu bir kiimedir. Bunlardan biri 2-ariteli
i, digeri O-ariteli e dir. Bir e birim elemanh grupoidin bir alt grupoidinin aym birim
elmanli olmast gerekmez. Sonug olarak birim elemanh bir A grupoidi Q = {, e} olan
bir Q-cebirdir.

3 ) Bir A grubu e birim elemanli bir grupoid ile O tniter operasyonlu agagidaki
ozelligi gergekleyen bir Q-cebirdir. Her xeAiginp (0 (x ), x)=u(x,0(x))=-edir.
Q = {u, 9, e} olmak tizere e O-ariteli, O 1-ariteli ve | 2-ariteli bir kiime ile A Q-cebirdir.
p(x,y)yixyve0 (x)yi x' ile gésterecek olursak bir A grubu asagidaki ozellikieri

gergekler:
i)Herx,y, zeAigin x.(y.z) =(x.y).z (Asosyatiflik kurali)
i1) Her xeAigin x.e=ex=x ( Birim elemanin varlig1 )
iii ) Her xeAigin x.x-1 =x-1.x=¢ (Ters elemanin varhigi )

Simdi gruplarin bir kategorisini verelim;

I) Nes(G)={ G| Gbir grup }

IT') Mor(A, B) ={a | a: A—>B bir grup homomorfisi }

III) o G grup homomorfilerinin bilegkesi.

4 ) R kiimesine bir halka denir :<> R iizerindeki | = +, 0 = - iglemlerine gore bir
abel grubu, ¢arpma islemi dedigimiz bir bagka yar1 grup yapisina sahip 2-ariteli islem ve
distribiitif kurali dedigimiz 6zellikleri saglayan bir kiimedir. Agik olarak Q = {u, 6, n, 0}
i¢in

(X y)=x+y,0(x)=-x ven(x,y)=xy
operasyonlar asagidaki 6zellikleri saglarlar. Her x, y, z€ A igin

nx, uy, 2)=w(nx y)nk,z))

n( w( x,y),2) = u(n(x, ), n(y, z))

X.(y+z) = x.y+x.z, (x+y).z = x.y+x.Z
elde edilir. $imdi A ve B iki halka f: A — B halka homomorfisidir < V x, yeA igin

f(n xy)=nx), f(y)) ve f(u(x.y)) = Wf(x),fy))

fix+y) = f(x)+(y), f(x.y) = f(x).f(y)

5 ) Bir M R-modiil bir abel grubu 6yleki VaeR igin M nin @y iiniter
operasyonlar: vardir ve agafidaki 6zellikleri gergeklerler: Her a, beR igin

©a.0b = Wab, VatBh = Va+b (1)

Eger R 1R birim elemanli ve ®; M iizerinde idantik endomorfizm ozelligini
gergekliyor ise M ye iiniter R-modiil denir. Sonug olarak bir R-modiil
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= {+,-,0, 03| aeR}

kiimesi iizerinde (1) ozelliklerini saglayan bir Q-cebirdir. Buna kisaca R-modil
diyecegiz.
(M, + ) Bundan sonra xeM, aeR igin
’ a.x = aa(x)
ile a ile x in soldan garpimini anlayacagiz.
Simdi Modiillerin Kategorisini verelim:

I) Nes (RM) :={ M|M R-modiil }

1) Mor(M, N) = { a | & : M — N R-modiil homomorfisi }

I11) R-modii homomorfilerinin bilegkesi
Tanmm 36: K komiitatif, birim elemanl: bir halka olsun. A ya K-~cebir denir
<> A K-iiniter modiil ve Va ,b € A ,AeK igin

A.(a.b) =(r.a).b=a.(A.b)
dir. Eger A bir e birim elemanina sahip ise K»>Z(A) ( A—»>Ae ) déniigiimi A nin K-
modiil yapisin1 tam olarak agiklar.

Tamm 37: (A, Q), (B, Q) Q-cebirler ise AxB iizerinde her ® €Q(n),
(a1,b1),...,(an, bn)€ AxB igin
o(ai, by)....(an, bn) := (0ajy....an, ©b;...by)
yardimiyla AxB bir Q-cebirdir. Bu Q-cebire (A, Q) ile (B, Q) Q-cebirlerinin garpim
denir.

Teorem 33: [27] (A, Q), (B, Q) Q-cebirler ve A*eI'Q)(A), B*<I'()(B) ise
A*xB*eI'()(AxB) dir.



2. TEORIK CALISMA

Bu tezin amaci, bir tam Brauwerian kafes lizerinde fuzzy grup homomorfilerini,
fuzzy Q-cebir homomorfilerinin, bir sonlu G grubunun fuzzy gosterimlerini bir kategori
olarak ele alinmasidir. Mordeson ve Malik kaynaklarindaki fuzzy fonksiyon tanimina
bagl kalarak fuzzy grup homomorfisi, fuzzy gekirdek, fuzzy resim ve bu homomorfilerin
baz1 6zellikleri 3.1. Fuzzy Altgruplar bélimiinde incelenmigtir [22]. Tanim 46'da fuzzy
resmin ve ters resmin tanimi verilmistir. Uyar1 2'de tanimlarin, 6nceki tanimlardan daha
genel oldugu verilmigtir. Teorem 54'de karakteristik fonksiyonlarin 6zel durumlar igin
Ozellikleri verilmigtir. Teorem 60'da ideallerin bir degisik 6zelligi verilmigtir.

Daha sonra, tanim 46'da Swamy ve Visvanada Raju [24], [25] ¢aligmalar1 destekli
olarak fuzzy Q-cebir homomorfisi tammlanmigtir. Teorem 65'de bir fuzzy homomorfi
altinda fuzzy resmin ve ters resmin Q-altcebir oldugu gorilmiistiir.

Tanim 68 ileGruplanin fuzzy gosterimleri  verilerek, Teorem 67 ilede iki
gosterimin direkt toplaminin bir fuzzy gosterim oldugu verilmistir. Teorem 68 ile klasik
ayrisamaz gosterimlerin, karakteristik fonksiyonlar yardimiyla fuzzy ayngamazlia denk
oldugu goralmigtir. Tanim 71 ile iki gosterim arasindaki fuzzy kenetleyen verilmistir.
Teorem 69 ve Teorem 70 ile gosterimlerin kategorik yapist verilmistir. Yine, Teorem 74
ve Teorem 75'de FG-modiillerin kategorisi ile fuzzy gésterimlerin kategorisi arasindaki
iligkiler verilmigtir.



3. BULGULAR
3.1. Fuzzy Lojik ve Fuzzy Cebirsel Sistemler

Fuzzy sozcigiiniin tam bir kargili1 yok, ancak yaygin olarak kullanilan "bulanik"
veya "belirsiz" anlamlar1 vardir. Once, bu kavram agiklamaya calisalim. Kiime tanimi
kisaca belli ozelliklere sahip nesneler toplulugu olarak verilebilir. Ornegin; K.T.U.
Matematik Boéliimiin'deki o6renciler bir kiime olugtururlar. K. T.U. Matematik
Boliimiin'deki biitiin 6grenciler evrensel kiime olarak alimirsa, K. T.U. Matematik Bolimii
Soyut Matematik dersini alan Ogrenciler ile bir kiime olusturulsun. Simdi K.T.U.
Matematik Boliimiin'deki herhangi bir 6grenci ele alinirsa, bu kisi, ya Soyut Matematik
dersini altyor yada almiyor olacaktir. Yani; yapilan tanimlama Matematik Bolimin'deki
her bir 6grenciyi Soyut Matematik dersini alanlarin kiimesine sokuyor'veya diginda
birakiyor. Kiimeler, Ven gemasi ¢izerek ifade edilebilirler. Bir bagka yontem ise
karakteristik fonksiyonlar yardimiyla, eger bir eleman bir kiimenin elemam ise kiimeyi
tanimlayan karakteristik fonksiyon 1, degilse O olarak alinabilir. Karakteristik fonksiyon,
evrensel kiimenin her bir elemanim {0,1} kiimesine egler. Ornegin; IR kiimesi igin

1 .xeQ
Q= 0,x¢Q

ile tanimlanan xq: IR — {0,1} fonksiyonu Q rasyonel sayilar kiimesinin karakteristik

fonksiyonudur. Bu karakteristik fonksiyon, IR evrensel kiimesinin Q rasyonel sayilar
altkimesine karsihik gelir. Su ana kadar kiimeleri tanimlamada bir zorluk ¢ikmadi. Simdi
K.T.U. Matematik Bolimin'de okuyan, Soyut Matematik dersinde baganli olan
ogrenciler kiimesi diigiiniilsiin. Bir tanim yapilip notu 50 nin istiinde olanlara bagarli
denilirse, notu 49 olan bir 6grenci igin gok acimasiz davramlmig olur. Iste fuzzy kiimeleri
buna az da olsa bir ¢6ziim getirmektedir. En kaba tammiyla bir fuzzy kiimesi, bu kﬁmeyi
olusturan her bir eleman: bir "Uyelik derecesi" ile belirler. Buna gore, fuzzy kimeleri
asagidaki gibi tanimlanir. Ornek olarak Matematik Boliimiindeki Soyut Matematik dersini
alan ogrenciler :={A, B, C} kiimesi, Soyut Matematik dersindeki basarili 6grenciler
={A/1, B/0.2, C/0.5} duyelik dereceleri ile verilsin. Burada isimlerin yanina yazlan
rakamlar, o kisinin ne kadar baganili oldugunu, bir bagka degisle Matematik Boliimiin'deki
Soyut Matematik dersinden bagarih 6grencilerin kiimesinin ne kadar elemam oldugunu
gosteriyor. Yukandaki drnekte A kigisi tiimiyle bagarili, C kigisi ise yan yariya basaril
olarak digiinilmiigtiir.
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Fuzzy kiimeleri, ilk olarak 1965 yilinda Zadeh tarafindan ortaya atilmig. Zadeh,
kiime elemanlarinin iyelik derecelerini géstermek igin [0,1cIR] kapali araligindaki reel
sayilarin kullanilmasini onermigtir. Eger bir elemanin uyelik derecesi 1 ise timi ile o
kiimenin igerisinde, 0 ise hig bir yekilde o kiimenin elemani olmadi§ soylemektedir [1].
Matematik Béliimiinde okuyan 6grencilerin kiimesi tek bir sekilde ifade edilebilir. Ancak;
bu bolimde okuyan bagarili 6grencilerin kiimesi degigik sekilde ifade edilebilirler. Fuzzy
kiimelerinin karakteristik fonksiyonuna "iiyelik fonksiyonu" da denmektedir.

Simdi; tekrar klasik kiimeler teorisine donersek, 6nce Matematik Bolimiin'deki
Soyut Matematik dersini alan dgrencilerin kiimesi, sonrada Matematik Bolimiindeki
Analiz-1 dersini alan ¢grencilerin kiimesi digiinilsiin. |

S : Soyut Matematik dersini alan 63renciler

A : Analiz-I dersini alan 6grenciler
ise, "Soyut Matematik dersini alan Ogrenciler" ve "Analiz-I dersini alan 6grenciler" in
kiimesi C = SNA olur. Fuzzy kiimeler kuraminda bu iglemin kargiligi; eger uS Soyut
Matematik dersinden bagarili 6grencilerin iyelik fonksiyonu, pa Analiz-I dersinden
bagsarili 6grencilerin yelik fonksiyonlarnt ise, C(x) = pus(x)Apa(x) Soyut Matematik ve
Analiz-1 dersinden bagarih 6grencilerin iiyelik fonksiyonunu belirler. Benzer sekilde eger
Soyut Matematik veya Analiz-I dersinden bagarili 6grencilerin tyelik fonksiyonunu
bulmak istenirse, bu sefer, tek tek iyelik derecelerinin maksimumu alinir. Nasil ki
kiimeler kurami matematigin hemen her alaninda etkili olmugsa, fuzzy kiimeleri de yeni
matematiksel kavramlarin dogmasina, aragtirma konularinin ¢tkmasina yol agmigtir. Fuzzy
kiimeleri hakkinda bazi temel bilgiler ve notasyonlar, 6zet olarak agagida verilmeye
cahgilmugtir,

3.2. Fuzzy 3-cebirsel Sistemler

Tanim 38: X bir kiime, (L,<) tam distribitif tam kafes ve —L iizerinde bir tiimleyen
déniigimi olsun. LX in biitiin elemanlarina X in L-fuzzy altkiimeleri denir. Biitiin
L-fuzzy altkiimelerini F(X,L) ile gosterecegiz. L = [0,1] ise F(X,L) = F(X) ile gosterilir.
f,geF (X,L)ise

(fvg)(x)=f(x)vg(x)

(fag)(x)=f(x)rg(x)

f<g:oVxeXiginf(x)<g[x)
F)(x)=-(f(x))

A bir indis kiimesi; ) eF (X, L), AeAise V), ,Af) L-fuzzy kiimelerinden
AeA LeA
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(‘)}égx)(XF N 1), ({:_:If\x)(X)= A1)

anlagilmaktadir. ACX bir kiime ve teL igin o fuzzy altkiimesi

1 ,X€EA
XA~
t ,XEA

ile tanmimlaniyor.

Teorem 24: X bir kiime, (L, <) tam distribiitif tam kafes ve — L iizerinde bir tiimleyen
dontigimi olsun. Bu taktirde ( F(X, L), <,— ) tam distribiitif, tam kafes ve - F (X, L)
tizerinde bir timleyen dénigimidir.

Tamm 39: feF ( X, L) ve geF(Y,L) olsun. Bu taktirde,

(fxg)(x,y)=f(x)ng(y)
ile tammlanan fxgeF(XxY,L) L-fuzzy altkiimesine f ve g fuzzy altkiimelerinin kartezyen
carpimi denir.

Tamim 40: X, Y kiimeler olsun . 6€F (XxY, L) ye X den Y ye bir fuzzy bagint1 denir.

Tanmim 41:
1) ®eF (XxY,L)igin
ol (y,x)=0(x,y)

ile verilen @~leF ( YxX, L) L-fuzzy bagintisina ® L-fuzzy bagintistnin tersi denir.
i1) ®eF (XxY,L),YeF (YxZ,L)ise V (x, z )eXxZ igin

(w0¢)(x,2)=v¢gx,y)Aw(y,Z)
Ye
ile tamml bagintiya @ ile W bagintilarinin bileskesi denir.
Tanmm 42: ®eF( XxX,L ) L-fuzzy bagintist verilsin.
i) @ ye yansiyan denir < VxeXigin ® (x,x)=1.

ii) @ ye gegisken denir < ®odPcd
iii ) @ ye simetrik denir <> ® = @1

Tamm 43: ®eF ( XxY, L), teL olsun. ® ye t-fuzzy fonksiyon denir <> VxeX igin
AlyeY odyleki @ (x, y )>t dir.
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Tamim 44: feF(XxY,L) ve geF(XxY,L) t-fuzzy fonksiyon olsun. Bu taktirde f ve g
t-fuzzy fonksiyonlarina t-seviyesinde esittir denir :<> [f(x,y)>t <> g(x, y)>t ]
f ve g t-fuzzy fonksiyonlarina t-seviyesinde egit iseler f=; g ile gosterilecek.

Tanim 45: ® X den Y ye bir t-fuzzy fonksiyon olsun .
i) ®yeXdenY ye t-fuzzy birebir denir < ® (x,y) >t ve @ (x*, y) >tise
X = x* dir.
ii) ®yeXdenY ye t-fuzzy 6rten fonksiyon denir <> VyeY igin VxeX oyleki
D(x,y)>t dir.
Rt ) ®'ye X den Y ye t-fuzzy tam egleme (bijeksiyon) denir < @ t-fuzzy birebir
ve Ortendir.

Tanmm 46: AcF (X, L), BeF(Y,L ) ve ® X den Y ye bir t-fuzzy fonksiyon ise

¢(A)(Y)=;/E§I(>(x,y)/\A(X)

o~ 1(B)(x)=B(y) & @(x,y)>t.

kiimelerine sirasiyla A nin fuzzy resmi ve B nin fuzzy ters resmi denir.

Teorem 25: [30] f, g, heF( X, L) ise agagidakiler gergeklenir:
i) fx(gvh) = (fxg)v(fxh)
i) fx(gah) = (fxg)A(fxh)
iii) fxg = gxf ise f= g olmasi gerekmez .
iv) fxg <fxh ise g < h olmasi gerekmez .

Tanmim 47: f, geF( X, L) igin

(fig)=f(x)Ar-g(x)
ile tanimlanan f\ g eF(X, L) ye file g nin fuzzy fark: denir.

Teorem 26: A*, AcF(X,L), { Aj|ieA } cF(X,L)ve B* BeF(Y,L)ve

{Bi | ieA}cF(Y,L) ve a.eF(XxY, L) bir t-fuzzy fonksiyon olsun. Bu taktirde agagidakiler
gergeklenir:

i) a(VaA)=Vaaa)
ieA ieA

i) a( AA;)SAaa)
icA icA

-1 _ -1
i) o (V B)= Va @)
ieA ieA
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iv) o~ ABi)=Aal(B)
ieA ieA
v) A<A*isea (A)<a(A*)veB <B*ise o 1(B)<q (B*)

vi) A<al(@(A)) ve o (a!(B))<B olmas: gerekmez.
ispat :

1) a(VA;)(y)= Va(x,y)A(Va;)(x)
ieA xeX

=Vvax,NANVAE)= v v aX,y)rax)
xeX ieA xeX ieA

= v v o(x,¥)AA0)= v a(A)Y) = (v 2@
ieA xeX ieA ieA

Bu sonugile a (v Ap)= v a(A;) elde edilir.
ieA ieA

i)  alv AP(Y)= v a(X,¥)A(A AP(X)= v ax,y)A( A AjK))
ieA xeX ieA xeX icA

SV AoXY)AAX)=A V a(x,y)AAiX)
xeXieA ieA xeX

=i2\A0t(Ai)(y)=(/\ a(a)(y).

ieA

Buradan o (v A;)< A a(A;) elde edilir,

ieA ieA
ox,y)>t
iii ) a“(i}E/ABi(X)=(i\E/ABi)(y) === VB;()=Va (B )X)=(Va B ))X)

ieA ieA

sonucu ile a_l(VBi)= v a-l(Bi) elde edilir.
ieA ieA
iv) Benzer gekilde elde edilir.
v) A < A* olsun. Buradan

a(A)Y)= v a(x,y)AA(x)
xeX
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< v a(x,y)AA*(x)=a(A) (Y
xeX

elde edilir . Busonugla o (A) £ a ( A*) oldugu goriliir.

B < B* olsun . Her x €X igin

ol B) (x)=B(y)ea(x,y)>t veB(y)<B*(y)=a-l(B*)(x)
elde edilir. Buradan o~1( B ) < a-1 ( B* ) elde edilir.

Vi) a(a-i(B))(y) = v a(x,y)Aaal(B)(x)
xeX

= v o(x,y)AB(y*x)£B(y)

xeX
a(x,y:)>t

Uyar 2:
f: X — Y bir fonksiyon, AeF (X, L), BeF (Y, L) igin

RA)y)= VvV A(x) ve FI(B)(x)=B(f(x)

xef "L(y)
ile tanimlar1 igin,

' 1 ,a(x)=y
af: XxY = L, adx,y)=
t,ax)#y
olarak tanimlanirsa ageF (XxY,L) bir t-fuzzy fonksiyondur. Ayrica

afA)(y)= v ag(x, y ) A(x)

= v A(x)=f(A)Y
y=£(x)

elde edilir. Diger yandan
a; (BY®=B(y)ear(x,y)>tey=f(x)
sonucu ile a;‘ (B)x)=B (y)=B(f(x))=rFlB)x)

elde edilir. Yani ggA) = f(A) ve a;l(B) = f1(B) olarak bir gok caligmadaki egitlikler

gerceklenir. Yani bu tamimlar daha geneldir. Ac 2X\{@} X igin bir kapali sistem ise
N =XeA dir.
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Tamim 47: Ac2X, AeF(X, L) olsun. A ya A-L-fuzzy altkime denir <> Her a€L igin
A-1[o,11€A dir. Biitiin A-L-fuzzy altkiimelerinin kiimesi FA(X,L) ile gosterilir.
Tamimlarin sonucu olarak agagidakiler elde edilir:

1) A= ise FA(X,L)=0

2) FA(X,L)22 < XeA.

3) @eA ve FA(X, L) # @ ise her AeF( X, L ) sabit fonksiyonu igin
AeFA(X, L) dir.

4) FA( X, L) # @ olmak tizere; her ScX igin AeS eFA(X,L) < SeA dir.
5) 3cF( X, L)\{ @} igin IAC2X oyleki

-1
FA(X,L) =3[ AcA © VaeL igin XA [a,l]EFA( X, L)]

dir. Ac2X, YcX igin <Y> =M { SeA | YCS } ile tammlansin. Eger YCS olacak
sekilde SeA yok ise <Y> = X dir. Ayrica <@> = S olarak tanimlaniyor.

Teorem 27: [24] AeFA( X, L) ise her ye<Y> igin

A A(x)<A(y) veher xeSpigin A(x)=1
xeY
elde edilir.

Teorem 28: Eger A X igin bir kapali sistem ise Xe A oldugu igin

<I> =y, x SFAX, L) dir. Ayrica her ScX ve acL igin <y ¢ dr

> = xa,<S>

Ispat : Gergekten; P<c olan her BeL igin X;1<S>[ B,11=XeA dir. f>a ise

2 [B,1]=<S>eA

o,<S>

elde edilir. Buradan Yot eFA( X, L ) elde edilir. Simdi ansAeFA(X,L) olsun.

, <S>

Buradan her xS igin A(x) = 1 ve ScA-1[1,1] sonucu ile <S>cyx-1[1,1] ve Xo.<5sS A

elde edilir. Sonug¢ olarak <Xa,s> = Ya, dir .

<S>
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Tamm 48: Ac F ( X, L) X igin bir fuzzy kapali sistemdir :<> Her { Aj |ieA }c A igin

A AjeA dir.
ieA

Teorem 29: [24] 3c2X ise agsagidakiler denktirler:
i) 3 X gin bir kapali sistemdir.
ii ) Her Ye2Xi¢in <Y>eJ dur.
iii ) Fg( X, L) X igin bir fuzzy kapali sistemdir.

FcX sonlu bir kiime ise Fc¢X ile gosterecegiz.

Teorem 30: [24] 32X, { Aj|ieA }cFs(X, L) yukariya direk yonlii bir altkiime ise her

n n
{ x1, X2, ....xn }Xigin A VA{x)= V(A Aj(x)) dir.

j=lieA =~ €A j=1

Teorem 31: 32X Xigin bir kapali sistem ise agagidakiler denktir.
i) 3 Xigin bir cebirsel kapali sistemdir.

i1) AeFg(X,L)e Her aj,ay,...,aneX ve xe<ay,ay,...,an> igin

n

ANA(aj)<A(x)
i=1
iii ) Fg( X, L) X igin bir fuzzy cebirsel kapah sistemdir.
] n
Ispat : "i=ii"" AeF3( X, L) ve xe<aj,az,... ,an> igin A A (aj) < A (x) oldugu,
i=1
agiktir. Simdi tersinin dogru oldugunu gosterelim. aeL ve FcpA-1[a, 1] ise
<F>cA-1{a,1] ve 3 cebirsel oldugundan <A-1[a, 1 }> = A-1[a, 1] elde edilerek
A-1[ a, 1 Je3 elde edilir.
"ii = iii" Fg(X, L) X igin bir fuzzy kapal sistem oldugu agiktir. Simdi {Aj | icA }
F3(X, L) de yukariya direk yonli bir alt ailesi verilsin. Buna gore A= W Aj,

ieA
ay, a,....,an€X ve xe<ay, a3,....,an > igin
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n n n
A(x)= vAI(XZv AAi(@)= A v Ai@)= A A@)
ieA ieA j=1 j=lieA j=1
elde edilir. Buradan AeFg( X , L ) elde edilir. Sonug olarak Fg( X, L ) nin X igin bir

fuzzy cebirsel kapali sistem oldugunu sdylenebilir.

"iii =i" { Sj | ieA }c 3 ylkanya direkt yonli bir ailedir < { Xg. |1€A }cFs(X, L) de
i :

yiikariya direk yonli bir ailedir. Bunun sonucu olarak s, = vV xsioldugundan 3
ieA 1€A

cebirsel kapali sistemdir.

Tanim 49: AeF( X, L) ise <A>=N{ BeFg( X, L )| AcB } 3-fuzzy altkiimesine A ile

iretilen 3-fuzzy altkiimesi denir.

Teorem 32: a.X — L a(x) = aeL sabit fonksiyon ise <a> = %o S dir.
a "o

Ispat : <o> < %o S oldugu agiktir. Diger yandan AeFs( X, L) ve a<A ise VxeX icin

"0

a<A(x) dir. Buradan her xeX igin aeA-1[a , 1 €3 ve X = A-1[a , 1 ] elde edilir.

Béylece oS <A elde edilerek <o> = XS oldugu gosterilmis olur. Bundan sonra aksi
’ »Jo

o
soylenmedikge 3 daima cebirsel kapali bir sistem olarak alinacaktir .

Teorem 33: AcF( X, L ) olmak iizere her xeX igin

<A>(x)=_V (A AQ)
FcgXaeF
xeF

dir.

ispat: B(x) .= v (A A(a)) olsun. Agik olarak A<B dir. a1,a; ,....,ane X ve
FcgXacF

XE-F

xe< a;ajz,....,an > igin
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n n
ABG@)= Vv (A A A(a)
i=1 FiceX i=laeF;

aj€<Fi>

dir.

n
Ancak Fy, Fz,..., FaceX ve aje<Fi> igin F = ( F; olmak lizere a;e<F;> ve

i=1

x€<apajz ,....,an>c<F> oldugundan /\ A A(a)< A A(a) sonucu ile /\ B(a;) <B(x)
i=laeFj aeF =1

elde edilir. Teorem 20: den BeFg( X, L) elde edilir. Diger yandan her aceL igin

B-lla,1]= U n<alp,1]>
jisl jel
as<VB.

je?

dir. Buradan o<\, B; dir. { A; | ieA }cFs( X, L ) ise < \, Aj >eFg( X, L ) I-fuzzy
i€l ieA
altkiimesine { A; | i€A }ailesinin supremumu denir. Sonug olarak agagidaki teorem elde

edilir.
Teorem 34: 3 X icin fuzzy cebirsel kapal sistem ise ( Fg(X, L), <) bir tam kafestir.

Ispat : Her {Aj | ieA}cFs(X, L) igin A AjeFs( X, L) oldugu agtktir. Teorem 32 ile
ieA
(F3( X, L), <) tam kafestir.
Literatiirde bir ( L, <) tam kafesine cebirsel denir <> Her a.€L igin oo kompakt
elemanlarin supremumu olarak yazilabilir. Bir ( L,<) cebirsel kafesi yine bir X kiimesi
tizerindeki cebirsel kapali sisteme izomorftur.

Teorem 35: [24] 3 cebirsel kapali ve (L, <) cebirsel kafes iseFg(X,L) cebirsel kafestir.
(L, <) cebirsel olmadig1 halde Fg( X, L ) cebirsel olabilir.

Teorem 36: [24] 3 X igin bir cebirsel kapal sistem olsun. I modiilar ( distribiitif ) <
Fg( X, L ) modiilar ( distribiitif ) dir.
Fg( X, L) distribiitif ise dogal olarak cebirseldir. Buradan F3( X, L ) Brauwerian <

3 Brauwerian'dir.
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Teorem 37: [24] I X i¢in cebirsel kapali sistem { Sq | el }c3 oyleki her McL igin

Sv = A Sq ise her xeX ig¢in A(x) =V {aeLl | xeSq }
oaeM aeM

ile tanimlanan fuzzy altkiime bir 3-fuzzy altkimedir.

Ispat : M = {aeL | xeSq }ise ~ So = S\ oldugundan VBeL igin
oeM oeM
A-1[B,1] = {Sq | B <aeL }
dir. {Sq | B<o} yukartya direkt yonli bir aile oldugundan A-1[B,1]e€J ve AcFx(X, L)

elde edilir.

Sonug 1: [24] I X igin cebirsel kapah sistem, Sie3J (i = 1,...,n) dyleki
S1cS,c..8q =X, apn<ap-1<... <o =1
igin A(x)=aj i:=ekef]j| xe§j} olarak tanimlanirsa
AeFg(X,L)dir.
I <2X, 3g =3 U {@} ise I X i¢in cebirsel kapali sistemdir <> Jg X i¢in cebirsel

kapali sistemdir.

3.3. 3 ve F5( X, L ) Uzerinde Kalitsal Operasyonlar

Tamim 50: "o" islemine J tizerinde kalitsal igerme 6zelligini saglar denir
<> Her U,S,Te3J i¢in

ScT ise SoUcToU ve UoScUoT
dir.

Tamm 51: ACF(X, L) olmak uzere "+" ikili islemine kalitsal igerme 6zelligini saglyor
denir <> Her A, B, CeA igin A<B ise AxC<B+C ve C+xA<CxB dur.

Tanim 52: ( 3, o ) ikili islemli bir kiime, A,Bc F(X,L) 3-fuzzy altkiime olsun. Bu
takdirde

ABB (x)=v { A A(S)A A B(t)|xeSoT, S,TeJ }
seS teT

ile bir AoB (x)eF(X,L) tanimlanr.
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Teorem 38: [25] "o" ikili iglemi J izerinde igermeye gore kalitsal invaryant 6zelligini
" saghyor ise "o" ikili islemi Fg(X, L) iizerinde igermeye gore kalitsal invaryant ozelligini

saglar.
ispat : ABeFg( X, L), aeL olsun.

(AGB)1[ a, 1]=U{ ~ (A-1[Bj, 11oB-1[ Bj, 11| a< v/ Bj, { bj }jescL}
Jjel jel

ve { N (A-1[Bj, 1]JoB-1[ Bj, 11| a< v/ Bj, { bj }jeJ<L}

e jet
kiimesi yukartya direk yonli ve 3 cebirsel kapali oldugundan (AoB)-1[a,1]€3 elde edilir
.Buradan AoB X in 3-fuzzy altkiimesidir. Simdi A,B,Ce Fg ( X, L ) i¢in A<B ise

(AoC)x)=V { A AGIA A C(t)|xeSoT, S, Te3 }
seS tel

SV { A BG6G)A A B(t)|xeSoT, S, TeI }=BoC(x)
seS teT
elde edilir. Buradan AGC< BoC elde edilir. Benzer sekilde BoC< AoC dir.

Teorem 30: [25] 3 cebirsel kapal bir sistem ise { Xo.S | ael, Se3J }cF 3( X, L) her

alt ailesi olarak agagidaki 6zellikleri saglar.
i) Her S, TeJ; a, BeL igin Xanp SoT £ %a SBXB T

it) Her S, Te3J igin %0.S dir.

O%0,T™ Xo,SoT
ispat : i ) x¢SoT olsun. Buradan her U, Ve3 ve xeUoV igin UgS veya Vg T dir.

Buradan A g =aveya A Xp T(v)= B elde edilir. Bunu kullanarak
uel vev

(1 STHTIE = VL A 1@ A 2p(8) | K€UV, U, Ve3 )
Ve

uel
elde edilir. Bu sonugla

anB<( Xa,SEXB,T )(x) ve xaAB,SOT(x) < xa’saxﬁ’-[(x)
ifadeleri elde edilir.

Eger xeSoT ise ( Xa,SBXB,T) x)=1= Loanp,SoT(X). Boylece

Xa,SOXB,T 2 XanP,SoT

elde edilir.
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ii -) a = B = 1 ise egitlik yukandan agiktir. Ciinkii x¢SoT ise U,Ve3 igin xeUoV olmasi

durumunda UgS veya V¢T dir. Buradan A y  o(u) = 0 veya A Xp (V=0 dir.
el vevV

Buradan (y,, s9% T)(x) = 0. Yani x¢SoT ise

(%0,5%%0,1)(%) = 0= %4 5o7(*)

dir. Diger yandan xeSoT ise y ) (Ox, = xgsor €lde edilir. Sonug olarak 6(S) = x, S

yardimiyla tamimlanan 0 : 3 — Fg(X, L) déniigiimi iglemi koruyan bir monomorfidir. "o"
ikili iglemi 3 tuzerinde igermeye gore kalitsal ise "0" iglemi 3 iizerinde komiitatif < "0"
islemi F3 ( X, L) tizerinde komiitatifdir.

Tamim 53: 3 X uzerinde bir cebirsel kapali sistem olsun. "o" iglemine J iizerinde
distributif denir <> Her {Tj | iecA }< J yukariya direkt yonlii ailesi ve S€3J i¢in

So(\ Ti)= U (SoTi) ve (U Ti)oS = U (TioS)
ieA icA ieA ieA
dir.

Tamm 54: "+" ikili iglemine Fg( X, L ) tizerinde distribiitif denir <> Her
{ Ai|ieA}cFg (X, L) yukanya direk yonlii altkime ve AeFg ( X, L) igin

Ax( V Aj)= V (A*Aj)ve( V Aj)+A= V (AA)
ieA ieA icA icA

dir.

Teorem 40: [25] "o" islemi 3 uzerinde kalitsal 6zelligine sahip ise agagidakiler
birbirlerine denktirler:

1) Her S, TeJ igin SoT = U { <F>0<G> | FcfS , G<oT }

i1) "o" yukariya direkt y6nlii kiimeler iizerinde distributiftir.

iii ) Her A,BeF3(X,L) i¢in agagidaki esitlik saglanir.

AoB(x) =V{ A A(@A A B(b)|xe<F>0<G>, F, Gc£X}
aeF beG
iv) "0" iglemi F3(X,L) de yukariya direkt yonlii kiimeler tizerinde distribiitifdir.
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3 iizerinde "V" ve "A" kafes operasyonlari verilsin. Buna gore kolaylikla

"on

gosterilebirki; "V" ve "A" operasyonlari 3 tizerinde komditatif, asosyatif, yukarya direk
yonli kiimeler izerinde distribiitif ise VveA Fg(X,L) de aym ozellikleri gergekler.
Ayrica A<B < AAB = A dir. Diger yandan AVB, AAB sirasiyla { A, B }< Fg(X,L)
kiimesinin supremumu ve infimumudur. Yine kolaylikla gosterilebilir ki

O : 3 » Fg(X,L) Ba(s) = Yo,

déniigiimii bir kafes monomorfisidir.

3.4. 3-Fuzzy Asal ve Maksimal Altkiimeler

Bir halkanin fuzzy asal idealleri Swamy [17] yazan tarafindan verildi.
Swamy [17] dogruluk deger1 L de olan bu 6zellikleri inceledi. Bu yapilan; yani: 3-fuzzy
asal ve maksimal altkiimelerin tanimlan derlenerek asagidaki gekilde verilsin.

"o" 3 iizerinde her S,Te3J i¢in SoTcSNT o6zelligini saglayan bir ikili islem olarak
verilsin.

Tanim 55: L bir kafes, aeL\{1}olsun. o ya indirgenemez ( ayrigamaz ) denir <>
Her a, beL igin anb<a ise a<a veya b<a dir.

Tanmim 56: Pe3J o-asal denir & Pe3\{2,X} ve her S,Te3 igin SoTcP ise ScP veya
TP dir.

Tanmm 57: AcF3(X,L) n-asal denir < A # sabit ve B, CeFg(X,L) i¢in BOC<A ise
B<A veya C<A dir. '

Teorem 41: [25] AeF(X,L) olsun AeF5(X,L) n-fuzzy asal denir <>

JaeL indirgenemez, Pe3 n-asal dyleki A= Ao P dir,

Eger @ ¢3 ise "0" iglemini 3y iizerinde agagidaki sekilde genigletilebilir:
SoT=0 <> S=aveyaT=0
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Buradan 3 n-asal elemanalari ile 3g n-asal elmanlarna ve F3(X,L) nin' n-fuzzy '
asal elemanlarint Fg(X,L) f-asal elemanlarina genigletilebilir. 3 tizerindeki arakesit
islemi invaryant 6zelligini sagladigindan her A, BeFJ(X,L) i¢gin AAB := AAB ile yeni bir
islem tanimlayalim. Ancak yukandaki teorem yardimiyla FI(X,L) nin n-fuzzy asal

elemanlari ile 3 nin n-asal ve ael indirgenemez olmak tizere (P,a) ikilileri ile birebir
esleme yapilir. 3 nin n-asal (F3(X,L) nin n-fuzzy asal ) elemanlarina ayrigamazda denir.
Her (P,a) ikilisine kargihik gelen 3-fuzzy asal eleman Ao p dir. Buradan agagidaki denklik
saglanir:

Xa,PSXB,Q < o<p ve PcQ

Yukaridaki uyanlarla F (X, L) nin 3-fuzzy asal elmanlan ile L nin o indirgenemez
ve 3 nin n-asal elemanlan ikililerinin arasinda birebir bir egleme vardir.
Simdi ( L, v, A, 0, 1) bir tam kafes ve "0o" L iizerinde invaryant 6yleki her a,beL igin
aob<anb olsun. g (L) Rnn biitiin asal (indirgenemez ) elmanlari ise { p(a) | acl }

p(a)={pep(L)|atp} g (L) uzerinde bir topoloji agiklar. Buna Hull-Kernel topolojisi
denir. L, 3, F5(X,L), g (Fs(X,L)) Hull-Kernel topolojilerine sahibiz.

U(X,(X) = { xa,P € SO(FS(X aL)) I x¢P ’ ato }

olmak iizere {U( x,at) | xeX ,aeL}
0 (Fx(X,L)) nin bir tabanini1 agiklar . Ayrica

v pFEsXLL) - pQxp@d), vy, p)= @)

dénugiimi bir topolojik donigimdir,
Tammm 58: aeL\{0,1 } e dual-atom denir < BeL dyleki a<B<lise f=1 dir.
Tamm 59: MeS maksimal denir <> M=X ve QeI McQcXise Q = X veya M=Q dir.

Tanmm 60: AeF(X,L ), A # Sabit olsun. AeFg(X,L) fuzzy maksimal denir
<> Her BeFg(X,L) igin A<B ise B sabittir.

Teorem 42: [25] aeL, AeFg(X,L) ve xeX i¢in
(Ava)(x) = A(x)va.
ile tamimlanan fuzzy altkiimesi AvaeFg(X,L) dir.
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Ispat : Her BeL igin S=(Ava)-1[ B, 1 13 oldugu gosterilsin. FcfS ve y = A A(y) ise
yeF

FcA-1[y,1] ve buradan <F>cCA-1[ y,1] elde edilir. Buradan her ze<F> igin y <A(z) dir.
Diger yandan

(Ava)(z) =A(z)vaz A A(y)va = A (A(y)va)
yeF yeF

sonucu ile A (Ava)(y)=B elde edilir. Buradan <F>cS elde edilerek S= U <F>ve 3
yeF F S

cebirsel oldugundan Se3J dir.

Teorem 43: [25] AeF3(X ,L) maksimal olsun. Bu taktirdeIm(A) bir zincirdir.

Ispat : x,yeX igin A(x) = a, AvaeFs(X,L) oldugundan agik olarak A<Ava. dir.

A maksimal oldugundan A = Ava veya Ava sabittir. Eger A = Ava ise

A(y) = A(y)VvA(x) elde edilir. Buradan A(x)<A(y) dir. Eger Ava sabit ise

( Ava)(y) = (Ava)(x) dir. Buradan A(y)vA(x) = A(x)VvA(x) sonucu ile A(y)<A(x) elde
edilir.

Teorem 44: [25]' AeF<(X,L) maksimal olsun. Bu taktirde JoeL 6yleki
Im(A) = {1,a}
dir.

Ispat : a, beX, A(a)<l ve A(b)<1 olsun. B(x) ={ 1 A(@)<A(x)
A(x) Jdiger

ise agtk olarak her BeL igin

B-1[ B, 1] = A-1[A(a),1]UA-1[a,1]
oldugundan B-1[B, 1]e3 ve BeFg(X,L) dir. A maksimal ve A<B oldugundan A = B
veya B sabittir. A(a)< 1=B(a) oldugundan B sabit olmak zorundadir. Buradan B(b) =1 ve
sonug olarak A(a)<A(b) elde edilir. Benzer gekilde A(b)<A(a) elde edilerek A(a)=A(b)
esitligi gosterilmig olur. '

Teorem 45: [25] AcF5(X ,L) fuzzy maksimal < 3 aeL dual-atom ve MeJ maksimal

Oyleki A = YoM dir.

Sonug¢ 2: [25] (3, A, v ) distribiitif ise her AeFg(X ,L) fuzzy maksimal meet-

indirgenemezdir.
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Teorem 46: [25] L cebirsel bir kafes olsun. L distribiitif <> L nin her elmam meet-
indirgenemez elmanlarin infimumudur.
Eger 3 cebirsel kapalt bir sistem, L bir cebirsel kafes 1se F3(X,L) cebirsel sistemdir.

Ancak cebirsel kafes olmasi gerekmez.

Teorem 47: [25] I X igin bir cebirsel kapalt sistem olsun. L nin her bir elmani meet-
indirgenemez elemanlarin infimumu olsun. Bu taktirde F3(X,L) distiributif <>

Fs(X,L) nin her elemam Fg(X,L) de meet-indirgenemez elemanlarin infimumudur.

Ispat : Fg(X L) distribitif olsun. P distribiitif oldugunundan 3 min her elemani
meet-indirgenemez elemanlarin arakesiti olarak yazilir,
Simdi AeFg(X,L) ve B = A{l| IeF3(X,L), AclI indirgenemez }ise agik olarak AcB dir.
Varsayalimki 3xeX oOyleki B(x)£A(x) olsun. L nin her bir elmam meet-indirgenemez
elmanlarin kesigimi oldugundan 3oeL indirgenemez 6yleki B(x) £a ve A(x)<a dir. S
kiimesi .

S=U{AI[B,1]| BLa }
olarak tanimlansin. o indirgenemez oldugundan { A-1[f,1] | B£o }<3J de yukanya direk
yonlii bir ailedir. Buradan SeJ dir. Keza x¢S ve diger yandan B£a. olmak iizere B< A(x)
dir. Bu ise A(x)<a olmast ile gelisir. Ote yandan IP<J indirgenemez eleman oyleki xS

ScP dir. Simdi Asxapego(Fg(X,L)) Oyleki B(x)sxap(x) = o. Bu ise bir g¢eligkidir.

Buradan A = B elde edilir. Teoremin diger kisminin ispati kolaylikla elde edilir.
3.5. Genel Teoriye Baslangig

Burada bir halkanin fuzzy althalkalan, fuzzy idealleri, bir kafesin fuzzy idealleri,
bir grubun fuzzy altgruplari, fuzzy normal altgruplar, bir iniversal cebirin fuzzy altcebiri,
bir kiime tizerinde fuzzy denklikler ve fuzzy kongriians bagintilarinin tammlarim vererek
kisa olarak gerekli baz1 teoremleri Kumbhojker ve Babat [15], Kumar [13], Dixit, Kumar
ve Ajmal [6], Das [3], Malik ve Mordeson [16] kaynaklarindan derlenerek verilmigtir.

3.4.1. Fuzzy Altgruplan

G bir grup olsun. 3 = S(G) ise AcF3(G,L) ye G nin fuzzy altgrubu denir.
3 = SN(G) ve AeF3(G,L) ise A ya G nin fuzzy normal altgrubu denir. Tammlar
acildiginda:
A bir fuzzy altgruptur < Her x, yeG igin

A(xy-1)2A(X)AA(Y)
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A bir fuzzy normal altgruptur < Her x, yeG i¢in
A(xy-1)2A(X)AA(y) ve A(xyx-1)>A(x)
dir.
J'= { HeSN(G) | abeH olan V a,beG igin acH veya beH }
kiimesi G igin cebirsel kapal bir sistemdir. Ae F3'(G,L) ise A ya quasi-fuzzy normal

altgrup denir. Agik olarak bir fuzzy normal altgrup ' fuzzy altkimedir. 3 modiilar ve

3'c3 oldugundan G nin quasi-fuzzy normal altgruplarinin kafesi modiilardir.

Tanmm 61: A BeF(G,L) ise

(AB)Yx)= Vv A(a)AB(b)

x=a.

L-fuzzy altkiimesine A ve B nin ¢arpimi denir.

Teorem 48: [4] A,BeF(G,L) L-fuzzy altgrup olsun.
A.B L-fuzzy altgrupdur < A.B =B.A dir.

Teorem 49: [4] A,B,CeF(G,L) ise (A.B).C = A.(B.C) dir.

Teorem 50: [4] A BeF(G,L), A L-fuzzy normal , B L-fuzzy altgrup ise
ABeF(G, L) L-fuzzy altgrupdur.

Teorem 51: [4] A, BeF(G, L) L-fuzzy normal ise A.B L-fuzzy normaldir.

Tamm 62: Her G grup bir Q ={ p, 0, e}-cebir olarak incelenmisti.
Simdi o:GxH — L (L-t) fuzzy fonksiyonuna G den H ya bir fuzzy grup
homomorfisi denir <

i) Her a, beG ve c, deH igin a(a.b,c.d )>a(a,c)ra(b,d)

ii ) Her (a,b)eGxH igin a(a-1,b-1)>0(a,b)
dir.

Tanmm 63: o : GxH — L bir L-fuzzy grup homomorfisi ise
Kera:G—o>L (Ker o) (g) = a(g,e)

Ima:H—->L Imoa)(h)= v a(gh)
geG

L-fuzzy altkiimelerine sirastyla o fuzzy homomorfisinin ¢ekirdegi ve resmi denir.
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Teorem 52: acF(GxH,L )bir L-fuzzy grup homomorfisi ise Kera ve Ima sirasiyla G nin
ve H nin L-fuzzy altgruplandir.

Ispat : Kera (a.b-1) = (a.b-1, €)
= (a.b-1; ee1 )2t (a, e )ra (b, €)
= Ker a(a)aKer a (b)

elde edilir. Buradan Ker a.e F(G , L )bir L- fuzzy altgrupdur.

Ima(cdl)= v a(g,cdl)=  a(abl cdl)
geG a,beG

> v oa(ac)aab,e)= v a(ae)a v ofb,c)
a,beG aeG beG

=Im a (c)AIm a (d)
elde edilir. Buradan Im aeF(H, L ) L-fuzzy altgrupdur. Kero nin
L-fuzzy normal altgrup olmasi gerekmez.

Teorem 53: aeF(GxH, L ) L-fuzzy grup homomorfisi igin agagidakiler gegerlidir.

i) Ima =1 ise o L-fuzzy ortendir.

it ) 1) nin tersi genelde dogru degildir.

ii ) Ker a # 0 oldugundan a'min L-fuzzy birebirligi Ker o ile karakterize
edilemiyor.

is‘pat ti)Ima=1veyeHise \, a(a,y)=1(y)=1 oldugundan JacG 6yleki
aeG

o (a, y) >t dir. Buradan o L-fuzzy epimorfidir.

ii )L =1[0, 1], t=0 ve a(x, y) = 1/2 olsun. oo L-fuzzy epimorfi ancak Im o0 = 1
dir.

ii ) oo L-fuzzy fonksiyon oldugundan JheH oyleki o(e,h)>t dir. Buradan
Kero(e)>t elde edilir ve Ker a # 0 sonucu elde edilir.

Teorem 54: o G — H bir grup homomorfisi ise

Ker Yt ve Imxm

= At,Kero. = %Xt,Imo

dir.

ispat : Her geG igin



34

1 ,geKera

1 (ge)en (1 ,0(g)=e
= xt,Kéroc (g)

Ker y, ,(®) = xw(g,e)={ =
t,(g.e) g

t ,o(g)=e t ,geKero

dir. Buradan Ker Yo elde edilir.

= Xt,Kera
Her heH igin

1 ,o(g)=h 1 ,helma
Im ()= v @D = v - = Xyt (D)
aeG aeG | ¢ ,a(g)zh t ,helmo

elde edilir. Buradan Im Yt sonucu ¢ikar.

= xt,lma

Teorem 55: acF(GxH, L ) bir L-fuzzy grup homomorfisi, AeF(G, L) L-fuzzy altgrup
ise a(A)eF( H,L ) L-fuzzy altgruptur.

ispat : a(A)(c.d-1) = \/ a(a, c.d-!) AA(A)= \, ofab-1,c.d-1)AA(a.b-1)
aeG a,beG

> v aa,c)na(b,d)rA(a)AA(b)
a,beG

=[ v a(a,c)rA() Al v alb,d)AA(b)]
aeG beG

= a(A)(c)ra(A)(d)
elde edilir. Buradan a(A) L-fuzzy altgruptur.

Teorem 56: o:GxH — L bir L-fuzzy grup homomorfisi, BeF(H,L) L-fuzzy altgrup ise
a-1(B) L-fuzzy altgrupdur.

Ispat: a-1(B)(a.b-1) = h < a( a.b-Lh)>t dir.
Simdi a(a,c)>t ve a(b,d)>t ise

o(a.b-1,c.d-1)>a(a,c)ra(c,d)>t
elde edilir. Buradan c.d-1= h dir. Buradan

a-1(B)(a.b-1) = B(c.d-1)=B(c)AB(d)
= o-1(B)(a)ra-1(B)(b)

sonucu ile

o-1(B)(a.b-1)2a-1(B)(a)Aa-1(B)(d)
elde edilir.
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Teorem 57: o.GxH — L bir L-fuzzy grup homomorfisi, BeF(H,L) L-fuzzy normal
altgrup ise a-1(B) L-fuzzy normal altgrupdur.

Ispat : a-1(B)(ba.b-1) = B(h) < a( ba.b-1,h)>t

dir. Eger a(a,c)>t ve a(b,d)>t ise
a(ba.b-1,dc.d-1)>a(a,c)ra(c,d)>t

elde edilir. Buradan d.c.d-1= h dir. Boylece
o~-1(B)(ba.b-1) = B(dc.d-1)=B(c) = a-1(B)(c)

dir. Yani a~1(B)(ba.b-1)>a-1(B)(b)

elde edilir. Bu ise ispati bitirir.

3.5.2. Fuzzy Althalkalar ve idealler

3 bir R halkasinin bitiin althalkalarinin (ideallerinin ) kiimesi R igin cebirsel kapali
sistemdir. Yine tanimlar agildiginda; AeF(R,L) R nin bir L-fuzzy althalkasi ( ideali) dir
<> Her x, yeR igin

1) A(x-y)2A(X)AA(Y)

i1) A.y)2A(X)AA(®Y) (A(x.y)2A(xVA(y))

F(R, L) kiimesi tizerinde {ig iglem verelim:

i) (A®B)(x)= v A(a)AB(b)

x=a+b

ii) (A®B)X)= v A(2)AB(b)

x=a.b

i ) (AB)(x)= V ./i]\l(A(ai)/\B(bi))

Teorem 58: [8] A,BeF(X, L) iki fuzzy ideal ise A®B ve A.B iki L-fuzzy idealdir.

Teorem 59: [8] IeI(R) & Xe1 eF(X, L) L-fuzzy idealdir.
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Teorem 60: 1JcI(R) ise

1@y T X 1Ay Ve X1y =X 1 Xy

dir.

ispat : Ao j(r) = tigin rgl+] dir. Buradan her uel ve vel igin r # u+v dir. Her
r = u+tvigin

X1 @nx ) =t
dir. Boylece LAY = X ®xy elde edilir. Bu konuda genis bilgi olarak Swamy [34]

min  ¢ahgymasinda Jg-fuzzy altkiimeleri igin incelendi. R nin ideallerin kafesi modiilar

oldugundan fuzzy ideallerinin kiimeside modiilardir.

Tanmm 64: R R* halkalar, o : RxR* — L t-fuzzy fonksiyonu olsun. o0 ya L-fuzzy halk’a
homomorfisi denir <> Her a, beR ve ¢, deR* igin

1) a(a+b,c+d)=a(a,c)ra(b,d)

1) a(a.b,c.d)>a(a,c)Aca(b,d)

Teorem 61: o:RxR*—>L L-fuzzy halka homomorfisi olsun. Bu taktirde asagidakiler
gergeklenir:

1) AeF(R,L) bir althalka ise a(A)eF(R*, L) bir L-fuzzy althalkadur.

i1 ) BeF(R*,L) bir althalka ise a'l(B)eF(R, L) bir L-fuzzy althalkadir.

ispat : i) a(A)(c+d) = V a(r,c+d)AA(r) = V afa+b, c+d)AA(a+b)
reR

a,beR
> l:/ afa,c)ro(b,d)rA(@)AB(d) = | \E/Ra(a c)/\A(a)]A[ \/ a(b d)AB(d)]
a,
= a(A)(c)ra(B)(d)
elde edilir.

o(A)(c.d) = vRoc(r ,c.dAA(r) 2 Vv afa.b, c.d)aA(a.b)

a,beR

2 V o(a,c)ra(b,d)rA(@)AB(d) = \E/Ra(a c)/\A(a)]/\[ V a(b d)AB(d)]

a,beR

= a(A)(c)ro(B)(d)
elde edilir. Bunun sonucu olarak a(A) bir L-fuzzy althalkadir.
ii ) a-1(B)(a+b) = B(r*) < a(a+b,r*)>t
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dir. Eger a(a,c)>t ve a(b,d)>t ise
o(a+b,c+d)>a(a,c)Aa(b,d)
oldugundan
r* = c+d ve B(c+d)=B(c)AB(d) = a-1(B)(a)ra-1(B)(b)
sonucu ile
a-1(B)(a+b)= a-1(B)(a)ra-1(B)(b)
elde edilir. Benzer gekilde
a-1(B)(a.b)> a-1(B)(a)ra-1(B)(b)
elde edilir. Bu sonugla o-1(B) nin L-fuzzy althalka oldugu gésterilmig olur.

3.5.3. Fuzzy Altmodiiller

M R-modiil ise 3 = AR(M) M igin bir bir cebirsel kapali sistemdir. M nin biitiin
Ar(M)-fuzzy altkiimelerine M nin L-fuzzy altmodiili denir. Agik olarak AeF(M,L)
L-fuzzy altmodiil < Her a, b, ceR ve u, veM igin agagidaki ozellik saglanir:

A(au+bv)>A(u)AA(V)

Teorem 62: [31] A, BeF(M, L) iki L-fuzzy altmodiil ise A®B ve AAB L-fuzzy
altmoduildiir.

Teorem 63: AcF(M,L) M nin L-fuzzy altmodiil ve AeR igin

AA)x)= VvV A()

X=Au

ile tanimlanan AAeF(M, L) bir L-fuzzy altmodiildiir.

Tamm 6S: o:MxN — L L-fuzzy R-modiil homomorfisi denir <> Va,beR; u,veM ve
m,neN igin ’ ‘

o(au+bv, am+bn)>a(u, n)Aa(v, m)
dir.

Teorem 66: o:MxN — L L-fuzzy R-modil homomorfisi, AeF(M,L), BeF(N,L)
L-fuzzy altmodiil iseler a(A)eF(N,L), a-1(B)eF(M,L) L-fuzzy R-altmodiilerdir.

ispat : a(A)(an+bn*) = Vv o(m,an+bn*)AA(m)
meM
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> V o(am+bm*, an+bn*)AA(am+bm*)
m, m*

> V a(m, n)aa(m*, n*)AA(n)AA(n*)
m,m*

=] Vv a(mnAAM)A[ VvV a(m*n*)AA(n*)] = a(A)(n)ra(A)(n*)

meM mxeM
elde edilerek a(A) nin L-fuzzy altmodiil oldugu gorilir.
a-1(B)(am+bm*) = B(n*) < a(am+bm* n*)>t.
o(m,u)>t ve a(m*,v)>t ise a(am+bm* au+bv)>a(m,u)Ac(m*,v)>t
oldugundan au+bv=n* elde edilir. Buradan
a-1(B)(am+bm*) = B( au+bv)=B(u)AB(v) = a-1(B)(m)Aa-1(B)(m*)
sonucu ile o-1(B) nin L-fuzzy altmodiil oldugu goriiliir.

3.5.4. Fuzzy Q-Cebirler

Tamim 66: (X,Q) bir Q-cebir, AeF(X, L) Q-altcebir denir <> Her neIN ve weQ(n)
ay, ay, ..., aneX icin agagidakiler saglanir:

n
A(waj.ay ... an )2 A A(aj)

1=

Tamm 67: (X, Q), (Y, Q) iki Q-cebir o : XxY — L L-fuzzy fonksiyon olsun.
o ya L-Q-fuzzy homomorfi denir <> VnelIN, weQ(n) aj,a,...,aneX, by,by,....bneY
i¢in agagidaki ifade saglanir:

n
owaj.aj ... ap , wby.ba...bp )2_/\ o aj bi)

1=

Teorem 65: (X, Q), (Y, Q) Q-cebirler AeF(X, L) ve BeF(Y, L) L-Q-fuzzy
altkiimeler; a:XxY— L L-Q-fuzzy homomorfi ise a(A) ve o-1(B) sirastyla X ve Y nin
L-Q-fuzzy altcebirleridir.

Ispat : neIN, weQ(n) ve by,by,...,bneY olsun.

a(A)(way.az ... an) = V o(a,wbi.by...bn)AA(a)
aeX

> V o(waj.ay ... ap, wby.ba...bn )AA(Waj.ay ... ag )
ajeX
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2V [Aa(a,b)a [ AA@DI= VAo aibi )rA(a)]

a;eX i=l i=1 ajeX i=l
n n
= AV [o(ag,bi )AA(ai)] = A o(A)bi )
i=lajeX i=1

elde edilerek a(A) nin L-Q-fuzzy altcebir oldugu goruliir.
a-1(B)(waj.az ... ap) = B(b)

olsun. Buradan a(waj.ay ... ap, b)>t dir.

Diger yandan V1<i<n i¢in a(aj, bj)>t olsun. Buradan

n
a(waj.ay ... ap, wby.ba...by )2_/\ o aj,bj )>t
1=

sonucu ile wby.ba...bp = b dir.
o-1(B)(waj.az ... ap) = B(wby.by...bp)
n . n
> AB(bi) = Ao 1(B)bi)

i=1 i=l
ozelligi ile o-1(B) nin bir L-Q-fuzzy altcebir oldugu gérilir.

Teorem 66: (X, Q), (Y, Q), (Z, Q) Q-cebirler olsun.
a: XxY =L, B: YXZ — L Q-cebir homomorfileri ise Boo. : XxZ — L L-fuzzy Q-cebir
homomorfisidir.

Ispat : (Boa)(way.az ... an, wb).by...bn) = VY B(c,Wb1.bz...bn)Aoy(Wal.az ... an, c)
ce

> VY p(wcr.cz ... en, wbl.bz...bn)/\a(wal.az ... an ,WC].C2 ... Cn )
cie
C=WC]..Cp

n n
2 V. AB(ci, bi)raa, ci) = AV B(ci, biaa(aj, cj)
Ci €Y i=1 i=lcjeY
Igisn

n

= A Poa(aj,bj)
i=1

esitsizlikleri ile Boa’nin X den Z ye L-fuzzy Q-cebir homomorfisidir.
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3.3. Gruplarin Fuzzy Gosterimleri

Tamm 68: F bir cisim, neIN*, GL(n, F) = { AeMp(F) | A tersinir }.
0eF(GxG(n,F),L) fuzzy grup homomorfisine n dereceli bir L-fuzzy grup gosterimi demr

0 n dereceli bir fuzzy gosterim ise n = do0 ile gosterilecek.

IFG(L) = { 0 | © G nin bir L-fuzzy gosterimi }
olarak tanimlansin.

Teorem 67: 6, weIFG(L) ise
0® ,A)= Vv 0(g,B)Ay(g,C
©dv)e A= Vv . 9E&BAv(E0)

- olarak tanimlansin.

B 0
Burada B®C = [O C} olarak tanimlamyor.

Bu taktirde 0@y G nin do8+doy dereceli L-fuzzy gésterimidir.

ispat : Her geG igin 0, v L-fuzzy fonksiyon olduklarindan 3BeGL(n,F), Ce GL(m,F)
oyleki 6(g, B)>t, y(g, C)>t dir. Buradan

fevy(g, BeC)= 6(g, B)Ay(g, C)>t
elde edilir. A, A*eGL(n+m, F), geG igin 0®y(g, A)>t ve 8®y(g, A*)>t olsun. Buradan
3B, B*eGL(n, F), C, C*eGL(m, F) dyleki

A =BeC , A* =B*®C* ve

t<6(g,B), t<B(g, B*), t<wy(g, C), t<y(g, C*)
dir. 6,y L-fuzzy fonksiyon olduklarindan B = B* ve C = C* elde edilir. Bu sonugla

A =BeC =B*@C* = A*

esitli3i elde edilir. Buradan 8 ®yeF(GxG(n+m,F),L) bir L-fuzzy fonksiyondur.

G ey)ge-l, ABY= Vv  6g-L Uay(gs-LV)
AB l-yev

2 \Y% 0(g.g*1, A1B1-DHA .g*1, AjBj-1
A=A DA, N(g.g 21
B=B;®B)

2 Vo 0(g, ANAB(g*, B Ay( g, A2)Ay( g*,B))
A=A1®A,

B=B1®Bj



41

=[ VvV 8gADAv(E ADIAL VvV B(g*Bi)ay(g*,By)]
A=A®A, A=B,®B,

= (6 ®y)(g, ANO Dy)(g*, B)
elde edilir. Bu sonugla 6+y G 'nin n+m-li bir fuzzy gosterimidir.

Tamm 69: 0,y eIFG(L) ise 0@y gosterimine O ile y gosterimlerinin direkt toplami denir

Tanim 70: OelF (G,L) gosterimine fuzzy ayrigamaz denir < 0 iki fuzzy gosterimin direk
toplami geklinde yazilamaz.

Teorem 68: 0:G—>GL(n,F) grup gosterimi olsun Bu taktirde Xt,e L-fuzzy ayngamaz <

0 ayrisamaz gosterimdir.

Ispat : 0 ayrigamaz ve X0 L-fuzzy aynigabilir olsun. Buradan 30,,0, €IF (G, L) oyleki
xt’e = 61 +62 dir.

0](2) = A & 0;(g, Aj>t
ile tammlanan 9: : G — GL( n;, F) G nin grup gosterimidir. Burada n;= do@; dir.

0= 6; +9; oldugunu gosterelim. 6(g) = A olsun. Buradan

xo&A)=1= 'V 6,(g,B)n0,(g,C)
A=B®C

dir. Buradan 3 B,C matrisleri oyleki

A=Be&C ve 0,(g,B)>t, 0,(g,C)>t

elde edilir. Bu sonugla 9: (g)=B ve Gz(g) = C dir. Diger yandan
. 01 o B 0
6] 465 ) (8)= e
92(g) 0 C

B®C = A ve (e‘; +0;)(g) =A

¢ikarilarak 9: +9; = 0 elde edilir.
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Tanmm 71: 6 : GxGL(n,F) » L , v : GxGL(m,F) > L G nin fuzzy gosterimleri olsun.
T: Mpn(F) =L L-fuzzy altkiimesine © ile y gosterimlerinin kenetliyor denir <

[ T(A)>t < VgeG igin 6(g,B)>t ve y(g, C)>tise AB=BC].
Buradaki T yi Mor(0,vy) ile gosterecegiz.

Tanmm 72: T = Mor(0, y) ve K = Mor(y, ) ise
ToK : My, ,(F) > L ToKD)= VvV K(UAT(V)
D=U.V

ile tanimlanan doniigtime T ile K kenetleyenlerinin bilegkesi denir ve ToK ile gésterilir.

Teorem 69: T = Mor(0, v) ve K = Mor(y, %) ise ToK =; Mor(0,y) dir.
Ispat : TOKD) >t V KUAT(V)>t < 3Ue Mpxm(F) ve VeM_,. . (F) oyleki
D=U.V

D=U.V K(U)>t veT(V)>t
& VgeG igin 8(g,A)>t , w(g,B)>t 1(g,C)>t icin
UB=CUveV.A=BYV
dir. Buradan
(UV)A=U(VA)=U(BYV)
= (UB)V = (CU)V = C(UV)
elde edilir. Bu sonugla DA = CD elde edilerek
KoT =t Mor(0,y) oldugu gériiliir.
IF(G, L) nin bir kategori oldugu gosterilecektir.

Teorem 70:
i) 6€IF(G,L) igin 19 (A)>t < A =1 ile tanimlanmirsa ise yeFG(G,F) ve
T = Mor(8,y) igin 1goT =t Toly = T dir.

ii) T, (i=1,2,3)kenetleyenleri igin
( T10T2)0T3 = TIO(T20T3)
dir. Buradan IFG(L) bir kategoridir.

Teorem 71: 0 :G - GL(n,F), v : G —» GL(m,F) iki grup g6sterimi ise

AMor(,y) =tMor (X9, Xt,y)
dir.

ispat : xMor(G,\y)(A)>t < AeMor( 0,y) < VgeGicin A.0(g) = yw(g).A
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< VgeGigin %, g(g,B)>t, xt,w(g,C)>t icin AB=C.A

< Mor ( %, Xt,\y) (A)>t.

Bu sonug bize t-seviyesinde esitligi verir.

M

0eIFG(L) , do(e):n olsun. Né = { 2

| v, € F1<i < n} F-vektor uzay: igin

0(g,A)>t olmak iizere,

V, V.

A L
g|l. =Aj.

v v

ile Mg FG-modiil yapisina kavusturulabilir. 8, yeFG(L) AeMor(8,y) igin

V1 V1

V2 Y2
nA( “1)=A].

v v

Ma : Mg — MW F-lineer doniigiimii bir FG-modiil homomorfisidir. Gergekten,
0(g,B)>t ve y(g,C)>tigin A.B = BC oldugundan

N VI 1]
n\el.2[)=n(B|.2[ =A(H 2| )=(AB)| 2
v v v L"'n_
v v A v
4 M M 4
=CA) [=CA[ |=Cmnyi | =gy ( |)
v, \'A Val \A

elde edilir.

Teorem 72: 0,ycIFG(L) ,AcMor(6,y) i¢in G : IFG(L) —» FGM G = (Go,.Gpp)

Go(0) =M, Gy(A) =1y
ile IFG(L) kategorisinden FGM kategorisine bir kovaryant funktor tanimlanir.

Teorem 73: 0,y <IFG(L) ise MGGB\V =My EBMW dir.
ispat :
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T
NRE
Rl 2= 0
Wl W] |

- = W

| ™

ile tanimlanan doniigiim istenen FG- modil izomorfisidir. f nin F-lineer 1izomorfi oldugu
agtktir. $imdi 8(g,A)>t , w(g,B)>t igin 0O y(g,AOB)>t olgiu{;ﬂuqqdan

|
N W Y Wi Al%
vl o™ i Wy : A
~ g |{g| L Rl | BT Lhd ]
Y Wn % wn B|w;
W,
2
Vl A . =
V2 Y "
=atB) Yn| =gf( ‘2 [ %)
2 b L

esitligi elde edilir.

Teorem 74: [ M : F ] = n olan bir Me FGM igin 30 IFG(L) dyleki d°0 = n ve
Mg =M dir.

ispat: { mj, m2, ..., mp } M nin F-tabani olsun: V geGigingm= Y ajim; ise

i=1

0eIFG(L), 0(g, [ aij] )>t olan bir fuzzy gosterimi olsun. f: Mg > M

n

—- Vl—
vy .

] . D= Zvim
i vn_ i=1
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istenen izomorfidir. f nin F-lineer izomorfi oldugu agiktir.

n
"1 " 2
f(g \D) )=f([aij] \D) )=1f( =1 )
) . n |
v v >a k‘ '

lajimj)

n n n n
= X (Xajvimj= .Zlajivimj = _Zl(Vi
i=1 j

n
j=1 i=1 =

i
i=1

n n
= 2 vigm; =g X vim;
i=1 i=1
V1
=gf( |2)
Vv

elde edilir.

Teorem 75: 6, yelFG(L), T = Mor(6,y) ve T* = Mor(y,0) olsun.
Mg=M,, <> IT(A)>t ve T*(B)>t ¢yleki AB=BA=1"
dir.

ispat : Mg=M,, ise 3f : Mg—> M,, ve g : M, - My FG-modiil homomorfisi oyleki

gof = lMe ve fog = IM\V dir. ¢ =[8 ji]nxl J-ye gore siitiin matrisi Mg min ve benzer

sekilde e: M,, FG-modullerinin F-tabanlandir. Ayrica asagidaki 6zelligi gergekler:

n - * n
fle)) = L ajie. ve gle.)= X bjig )
=1 "1 S |

Béoylece A = [ajj] ve B = [bjj] matrisleri istenen ozellikleri saglarlar.
Tersine T(A)>t ve T*(B)>t Oyleki AB = BA = 1 ozelliklerine sahip A ;B matrisleri igin
(2) deki tamimlanan f, g donigimleri

gof = Ipyj, ve fog = ]M\v

esitlikleri ile bir FG-modiil izomorfisi tamimlarlar.



4. IRDELEME

R onermelerin bir ailesi olsun. Her pe®R igin

1., p dogrudnerme

[1:R->{0,1}[1(p)= [p]={0

’ p yanligénerme

olarak alinirsa bu doniigim asagidaki 6zellikler1 gergekler :

a) [pvq] = [plviq] = mak {[p], [q]}

b) [paq]l = [plAlq]l = min {[p], [q]} (3)
) [~p]=1-[p] |

d) [p=q] = [~pvq] = [~pIvla] = (1-[p])vIq] = mak{(1-[p]), [q]}

Bunlara ilaveten, tiim gegerli dnermeleri 1 ve tiimgegersiz énermeleri 0 ile gosterecek
olursak, agagidaki iki 6zellik elde edilir:

1) [~p]=[p=0]
2) [p=>q]=1<[pl<[q] (4)

Bu gekilde olugturulan mantiga klasik mantik denir. Zadeh, yukanda tammlanan
doniistimi, deger kiimesini [0, 1] igin alarak (3) bagintilanimi gergekleyen ozllikleri ile fuzzy
kiime kavramlarim inga etmeye g¢alismigtir. Daha sonra birgok aragtirmaci tarafindan [0, 1]
yerine degisik kafesler alinarak bir lojik olugturmaya gidilmigtir. Simdi, bu kafeslerden birkag
ornek vererek lojigimizi tanmitmaya galigalim.

(L; <, A, v, 1) bir kafes "+", " —" L iizerinde iki ikili iglem. olsun. Asagidaki
Ozelliklerin gergeklenmesi halinde L ye bir Residual Kafes denir:

i) (L, ») Asosyatif ve komutatiftir.
ii) Her a, b, ceL igin a<b ise axc<bxc.
iii) Her aeL igin 1xa=ax1 = a.
iv) Her a, beL igin axc<b <> c<a—b.
Ornekler:
1) L={0, 1} olsun.
avb = mak{a, b}, anb = min{a, b}
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1 , a<b
asb = anb, a—->b= .

a>b
ile L bir Residual kafestir.
2) L =][0, 1] olarak alinsin. Her a, beL igin,

avb = mak{0, atb-1},  anb=min{a, b}

a*b=anb a—b=1a(l-atb)
olarak alinirsa L bir Residual kafestir. Buna Lukasiewicz cebir denir.
3) L bir tam kafes ve Brauwerian olsun. a*b = anb olarak alinirsa

a—>b= Vc
ancsb

elde edilir. Buradan L bir Rasidual kafestir. Bu galigma, bu lojik ile ele alinmigtir. Mantik, bu

lojik ile ele alindiginda (3) ve (4) bagintilan agagidaki sekilde elde edilir:
[pval =[plvial,  [pAql=I[p]Alq]
[~p] = [p]-0, [p=q] = [p]—>[d]



5. SONUCLAR

1) Tanim 46'da bir fuzzy altkimenin, bir fuzzy fonksiyon altindaki resminin ve
ters resminin tantm1 yapilarak, bunlarla ilgili baz1 6zellikler Teorem 26'da ispatlanmigtir

2) Teorem 30 ile kapali sistemler iizerinde tanimh y g fuzzy altkiimelerinin iki

6zelligi ispatlanmistir.

3 ) Teorem 62 ile ﬁxziy grup homomorfisi tanimlanarak, fuzzy g¢ekirdek, fuzzy
resim tanimlan Teorem 63 de verildi. Teorem 52, Teorem 53, Teorem 54 ve Teorem 55
bunlarla ilgili ispat edilmig olan bazi teoremlerdir.

4 ) Teorem 60'da halkalarda, fuzzy idealler igin toplam ve garpimla ilgili x4 g

fuzzy altkiimesinin gerg¢ekledigi 6zellik ispatlanmgtir.

5 ) Tamim 67 ile fuzzy Q-cebir homomorfisi tanimlanarak, Teorem 65'de fuzzy
altcebirlerin resim ve ters resimlerinin Q-altcebir olduklari ispatlanmigtir. Ayrica, Teorem
66'da iki fuzzy Q-cebir homomorfisinin bileskesinin fuzzy Q-cebir homomorfisi oldugu
ispatlanmugtir.

6 ) 3.3.'de Gruplarin fuzzy gosterimleri tanimlanarak, bu gosterimlerin direkt
toplami, aynsamaz gosterimler ve gosterimlerin kenetleyenleri ile bu yapi bir kategoriye
kavusrurulmustur.



6. ONERILER

Heniiz olusturulmug bir fuzzy lojigi yoktur. Bunun igin bu alanda matematik
tamim olmadigindan cebirsel yapilardada yine bir dallanma s6zkonusudur. Ancak, yapilan
tammlar, karakteristik durumlar igin bitiin lojiklerle uyumluluk arzetmektedir. Iste, bu
durumda yapilan tanimlar, klasik teoriyi bir genellemeye gotiirmesi gerekir.

Cebir dalinda bir ¢ok alan oldugundan, hepsini bir doktorada ¢aligmak miimkiin
degildir. Burada sadece gosterim teorisi konusunu ele ahnmigtir. Kaldiki; bu teoride
yapilan ilk ¢alisma oldugundan klasik teorideki genisligi bakimindan problemlerle dolu bir
yolun temelini atmigtir. Bunlardan birkagt sunlardir; gruplann fuzzy gosterimleri
kategorisindeki fuzzy denkligi ve bu ayngimin 6zellikleri, fuzzy Masche Teoremi ve fuzzy
gosterimlerle G grubunun grup teorik hangi 6zellikleri kazamlabilir?, indiiklenmis fuzzy
gosterimler ve fuzzy Frobenius Reciprocity Theorem inga edilebilir mi?.
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