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Prof. Dr. Selçuk Han AYDIN, sayın Dr. Öğr. Üyesi Tuncay KÖROĞLU, sayın Dr. Öğr. 

Üyesi Meltem SERTBAŞ hocalarım ile bölüm başkanımız sayın Prof. Dr. Ömer PEKŞEN 

hocama teşekkürü bir borç bilirim. 
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1.  GENEL BİLGİLER 

 

1.1. Giriş 

 

Bu tez çalışması, matematiğin ve mühendisliğin birçok alanında yaygın olarak 

çalışılan ve sayısız uygulaması olan eşitsizlikler, konveks fonksiyonlar, kesirli integraller, 

kuantum hesap ve kesirli kuantum hesap teorilerinin hepsini ortak bir noktada 

birleştirmektedir.  

Eşitsizlik kavramı matematiğin neredeyse tüm alanlarında kullanılmaktadır. Bilindiği 

gibi konveks fonksiyonun kendi tanımı da bir eşitsizliktir. Dolayısıyla, konveks 

fonksiyonlar teorisi için eşitsizlikler özel bir yere sahiptir. Konveks fonksiyonların tarihi 

çok eskiye dayanmakla birlikte başlangıcı 1893’te Hadamard’ın çalışmasında "açıkça 

belirtilmese de" bu türden fonksiyonların temellerinden bahsedilmektedir. Bu tarihten 

sonra literatürde konveks fonksiyonları ima eden sonuçlara rastlanılmasına rağmen 

konveks fonksiyonların ilk kez sistemli olarak XX. yüzyılın başlarında Jensen tarafından 

çalışıldığı ve sonrasında konveks fonksiyonlar teorisinin hızlı bir gelişme gösterdiği kabul 

edilmektedir. Benzer şekilde, konveks fonksiyonlar da eşitsizlikler teorisinde çok önemli 

bir yere sahiptir. XIX. yüzyılın sonlarında ve XX. yüzyılın başlarında pek çok eşitsizlik 

elde edilmiştir. 1881 yılında Hermite tarafından verilen ve bugün birçok kaynakta Hermite-

Hadamard eşitsizliği olarak bilinen eşitsizlik konveks fonksiyonlar için verilmiştir.  

Hermite-Hadamard eşitsizliği üzerine son yıllarda yoğun ilgi gösteren araştırmacılar 

birçok genelleştirmesini elde etmişlerdir. Bunu yaparken bazı araştırmacılar farklı konveks 

fonksiyon sınıfları üzerine çalışmalarını yoğunlaştırırken, bazı araştırmacılarsa farklı 

türden integraller için genelleştirme yapma yoluna gitmiştir. Bu tez çalışmasında bizim 

amacımız Hermite-Hadamard eşitsizliğini konveks fonksiyonlar için Riemann-Liouville 

tipli kesirli (kuantum) 𝑞-integral kullanarak genelleştirmektir. 

 

 



2 
 

 

 
Sarıkaya M. Z. ve arkadaşları Riemann-Liouville kesirli integralleri kullanarak 2013 

yılında [12]'de konveks fonksiyonlar için Riemann-Liouville kesirli Hermite-Hadamard 

eşitsizliğini elde etmiştir. Kunt M. ve arkadaşları ise 2018 yılında [7]'de konveks 

fonksiyonlar için sol Riemann-Liouville kesirli Hermite-Hadamard eşitsizliğini elde 

etmiştir. Konveks fonksiyonlar için kuantum Hermite-Hadamard eşitsizliği 2018 yılında 

[2]'de Alp N. ve arkadaşları tarafından elde edilmiştir. Bu tez çalışmasında ise Riemann-

Liouville tipli kesirli kuantum integrali kullanarak Riemann-Liouville tipli kesirli kuantum 

Hermite-Hadamard eşitsizliğini elde etmiş bulunmaktayız. Şekil 1'den de görüleceği üzere 

elde ettiğimiz bu eşitsizlik özel halde Sol Riemann-Liouville kesirli Hermite-Hadamard 

eşitsizliği, kuantum Hermite-Hadamard eşitsizliği ve Hermite-Hadamard eşitsizliğini 

genelleştirmektedir.  

Hermite-Hadamard eşitsizliği aslında üç terimi sıralayarak kıyaslayan iki 

eşitsizlikten ibarettir. Bu üç terimden sağ taraftaki terimden ortadaki terimin farkı alınarak 

elde edilen eşitsizlikler literatürde Trapezoid tipli eşitsizlikler olarak anılır. Benzer şekilde 

sol taraftaki terimden ortadaki terimin farkı alınarak elde edilen eşitsizlikler ise literatürde 

Midpoint tipli eşitsizlikler olarak anılır.  

Hermite-Hadamard Eşitsizliği 

Riemann-Liouville 

Kesirli  

Hermite-Hadamard 

Eşitsizliği [12]  

 

Sol Riemann-Liouville 

Kesirli  

Hermite-Hadamard 

Eşitsizliği [7] 

 

Kuantum 

Hermite-Hadamard 

Eşitsizliği 

[2] 

Riemann-Liouville Kesirli Kuantum 

Hermite-Hadamard Eşitsizliği [Bu tez çalışması] 

 

Şekil 1. Konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliğinin genelleştirmeleri 
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Konveks fonksiyonlar için Trapezoid tipli ilk eşitsizlikler 1998 yılında [3]'de 

Dragomir S. S. ve Agarwal R. P. tarafından elde edilmiştir. Buna paralel olarak konveks 

fonksiyonlar için Midpoint tipli eşitsizlikler ise ilk olarak 2004 yılında [18]'de Kırmacı U. 

S. tarafından elde edilmiştir. Sarıkaya M. Z. ve arkadaşları ise 2013 yılında [12]'de 

konveks fonksiyonlar için Riemann-Liouville kesirli Trapezoid tipli eşitsizlikleri ilk elde 

edenlerdir. Konveks fonksiyonlar için Riemann-Liouville Kesirli Midpoint tipli 

eşitsizlikler ise 2012 yılında [24]'de Zhu ve arkadaşları tarafından elde edilmiştir. Kunt M. 

ve arkadaşları ise 2018 yılında [7]'de konveks fonksiyonlar için sol Riemann-Liouville 

kesirli Trapezoid ve Midpoint tipli eşitsizlikleri birlikte elde etmiştir. Birbirinden bağımsız 

olarak 2015 yılında [13]'de Sudsutad W. ve arkadaşları, [9]'da Noor M. A. ve arkadaşları 

konveks fonksiyonlar için kuantum Trapezoid tipli eşitsizlikleri elde etmiştir. Alp N. ve 

arkadaşları 2018 yılında [2]'de konveks fonksiyonlar için kuantum Midpoint tipli 

eşitsizlikleri elde etmiştir. Bu tez çalışmasında ise Riemann-Liouville tipli kesirli kuantum 

Trapezoid ve Midpoint tipli eşitsizlikleri elde etmiş bulunmaktayız. Şekil 2'den de 

görüleceği üzere elde ettiğimiz bu eşitsizlikler özel halde Sol Riemann-Liouville kesirli 

Trapezoid ve Midpoint tipli eşitsizlikler, kuantum Trapezoid ve Midpoint tipli eşitsizlikler 

ve Trapezoid ve Midpoint tipli eşitsizlikleri genelleştirmektedir. 

Trapezoid Tipli Eşitsizlikler [3] 

Kuantum 

Trapezoid Tipli 

Eşitsizlikler 

[9]-[13] 

Riemann-Liouville Kesirli Kuantum Trapezoid ve Midpoint Tipli Eşitsizlikler 

[Bu tez çalışması] 

 

 Şekil 2. Konveks fonksiyonlar için Trapezoid ve Midpoint tipli eşitsizliklerin 
              genelleştirmeleri 
 

Midpoint Tipli Eşitsizlikler [18] 

Sol Riemann-

Liouville Kesirli 

Trapezoid Tipli 

Eşitsizlikler [7] 

 

Sol Riemann-

Liouville Kesirli 

Midpoint Tipli 

Eşitsizlikler [7] 

 

Kuantum 

Midpoint Tipli 

Eşitsizlikler  

[2] 
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Yukarıda bahsedilen çalışmaların yıllarına bakıldığında tez konusunun hayli güncel 

bir konu olduğu belirtmek gerekir. Ayrıca değinmeden geçemeyeceğimiz bir konu da 

Sudsutad W., Ntouyas S. K., Tariboon J. ve Agarwal P. 'nin [14-15-16-17]'de [𝑎, 𝑏] 

aralığındaki kuantum ve kesirli kuantum hesabın temellerini atmaları ve bu çalışmayı 

yapmamıza imkan sağlamalarıdır. Gerçekten yukarıda anılan çalışmalardan önce kuantum 

ve kesirli kuantum hesap [0,𝑏] aralığında yapılıyordu ve Hermite-Hadamard eşitsizliğini 

çalışmak için mevut olan tanımlar yeterli olmuyordu.  

Bu tez çalışması iki ana bölümden oluşmaktadır.  

Birinci bölüm olan "Genel Bilgiler" altı kısımdan oluşmaktadır. İkinci kısım tezde 

kullandığımız temel tanım ve teoremlerden oluşmaktadır. Üçüncü kısım konveks 

fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliği, Trapezoid ve Midpoint tipli 

eşitsizliklerden oluşmaktadır. Dördüncü kısım kesirli Riemann-Liouville integrallerin 

tanımları kesirli Riemann-Liouville Hermite-hadamard eşitsizliği, kesirli Riemann-

Liouville Trapezoid ve Midpoint tipli eşitsizlikler ve sol kesirli Riemann-Liouville 

Trapezoid ve Midpoint tipli eşitsizliklerden oluşmaktadır. Beşinci kısım [0,𝑏] aralığında 

kuantum hesap ve [𝑎, 𝑏] aralığında kuantum hesap tanımları ve özellikleri verilerek, 

kuantum Hermite-Hadamard eşitsizliği, kuantum Trapezoid ve Midpoint tipli 

eşitsizliklerden oluşmaktadır. Altıncı kısım [0,𝑏] aralığında Riemann-Liouville kesirli 

kuantum hesap ve [𝑎, 𝑏] aralığında Riemann-Liouville kesirli kuantum hesap tanımları ve 

özelliklerinden oluşmaktadır.  

İkinci bölüm olan "Yapılan çalışmalar" üç kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda 

Riemann-Liouville kesirli kuantum Hermite-Hadamard eşitsizliği verilmiştir. İkinci 

kısımda Riemann-Liouville kesirli kuantum Trapezoid tipli eşitsizlikler verilmiştir. Üçüncü 

kısımda ise Riemann-Liouville kesirli kuantum Midpoint tipli eşitsizlikler verilmiştir. 
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1.2. Temel Kavramlar  

 

Bu bölümde tezde kullanılacak bazı temel kavramlar verilecektir. 

Tanım 1.2.1. (Konveks Küme): [19]-[26, s-65] 𝑆 bir küme olsun. Eğer 𝑆 kümesinde 

alınacak her iki noktayı birleştiren doğru parçası yine 𝑆 içerisinde kalıyorsa 𝑆 ye bir 

konveks küme denir. Başka bir ifade ile 𝐿 bir lineer uzay 𝑆 ⊂ 𝐿 ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 keyfi olmak 

üzere  

𝐵 = {𝑧 ∈ 𝐿 ∶ 𝑧 = 𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦,     𝛼 ∈ [0,1]} ⊂ 𝑆 

ise 𝑆 ye bir konveks küme denir.  

 
  Şekil 3. Konveks ve konveks olmayan Kümeler 

 

Tanım 1.2.2. (Konveks Fonksiyon): [20, s-1] 𝐼 ⊂ ℝ bir aralık ve 𝑓: 𝐼 → ℝ bir fonksiyon 

olmak üzere her 𝑎,𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑡 ∈ [0,1] için,  

𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) ≤ 𝑡𝑓(𝑎) + (1− 𝑡)𝑓(𝑏)                                                                    (1.1) 

şartını sağlayan, 𝑓 fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.  

 
Şekil 4. Konveks Fonksiyon 

y 

      𝑎                   𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏                  𝑏                        𝑥 

𝑓(𝑏) 

𝑡𝑓(𝑎) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑏) 
 

𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) 

𝑓(𝑎) 

Konveks kümeler        Konveks olmayan Küme 



6 
 

 

Teorem 1.2.3. (Hermite-Hadamard Eşitsizliği): [20, s-137] 𝐼 ⊂ ℝ bir aralık, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve 

𝑎 < 𝑏 olmak üzere 𝑓: 𝐼 → ℝ konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde:  

𝑓 �
𝑎 + 𝑏

2 � ≤
1

𝑏 − 𝑎
� 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2 ′dir.                                                         (1.2) 

 

Hermite-Hadamard eşitsizliğinde sağ taraftan ortanın farkı alınarak elde edilen 

eşitsizlikler literatürde Trapezoid tipli eşitsizlik olarak bilinmektedir. Sol taraftan ortanın 

farkı alınarak elde edilen eşitsizliklere ise Midpoint tipli eşitsizlikler denir.  

Teorem 1.2.4: [23] 𝑓 fonksiyonu [𝑎,𝑏] aralığında konveks ise  

1. 𝑓, (𝑎. 𝑏) aralığında süreklidir, 

2. 𝑓, [𝑎.𝑏] aralığında sınırlıdır. 

Teorem 1.2.5: [21, s-17] 𝑓 fonksiyonunun 𝐼 aralığında ikinci türevi varsa, 𝑓 fonksiyonu-

nun bu aralık üzerinde konveks olması için gerek ve yeter şart 𝑥 ∈ 𝐼 için 𝑓 ′′(𝑥) ≥ 0 

olmasıdır. 

Tanım 1.2.6. (Destek Doğrusu): [11, s-12] 𝐼 ⊂ ℝ bir aralık, 𝑓: 𝐼 → ℝ bir fonksiyon olsun. 

𝑥0 ∈ 𝐼 bir noktasında 𝑓 fonksiyonunun desteği vardır denir eğer  

𝐴(𝑥) = 𝑓(𝑥0) + 𝑚(𝑥 − 𝑥0)                                                                                                (1.3) 

öyle ki her 𝑥 ∈ 𝐼 için 𝐴(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) olan bir Afin fonksiyonu vardır. Destek fonksiyonu 

olan 𝐴’in grafiğine 𝑓 fonksiyonunun 𝑥0 noktasında destek doğrusu denir. Burada          

𝑚 ∈ [𝑓−′(𝑥0),𝑓+′(𝑥0)] olarak alınabilir.  

Teorem 1.2.7: [11, s-12] 𝑓: (𝑎, 𝑏) → ℝ fonksiyonunun konveks olması için gerekli ve 

yeterli şart her 𝑥0 ∈ (𝑎,𝑏) için 𝑓’nin 𝑥0’da destek doğrusu vardır. 

Teorem 1.2.8. (Hölder Eşitsizliği): [21, s-50-53] 𝑎 = (𝑎1, … ,𝑎𝑛) ve 𝑏 = (𝑏1, … , 𝑏𝑛) reel 

veya kompleks sayıların iki 𝑛-lisi olsun. Bu takdirde  1
𝑝

+ 1
𝑞

= 1 olmak üzere aşağıdaki 

eşitsizlikler geçerlidir: 

 

1. 𝑝 > 1 ise, 

�|𝑎𝑘𝑏𝑘| ≤ ��|𝑎𝑘|𝑝
𝑛

𝑘=1

�

1
𝑝

��|𝑏𝑘|𝑞
𝑛

𝑘=1

�

1
𝑞𝑛

𝑘=1

, 
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2. 𝑝 <  0 veya 𝑞 < 0 ise,  

�|𝑎𝑘𝑏𝑘| ≥ ��|𝑎𝑘|𝑝
𝑛

𝑘=1

�

1
𝑝

��|𝑏𝑘|𝑞
𝑛

𝑘=1

�

1
𝑞

.
𝑛

𝑘=1

 

Ayrıca verilen Hölder eşitsizliğinin [26, s-14]’de aşağıdaki gösterimi de mevcuttur: 

�|𝑎𝑘𝑏𝑘| ≤ ��|𝑎𝑘|𝑝
∞

𝑘=1

�

1
𝑝

��|𝑏𝑘|𝑞
∞

𝑘=1

�

1
𝑞∞

𝑘=1

. 

 

Teorem 1.2.9. (İntegral için Hölder Eşitsizliği): [22, s-106] 𝑝, 𝑞 > 1 ve 1
𝑝

+ 1
𝑞

= 1 olsun. 

𝑓 ve 𝑔, [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı ve |𝑓(𝑥)|𝑝, |𝑔(𝑥)|𝑞 fonksiyonları [𝑎, 𝑏] aralığında 

integrallenebilir fonksiyonlar ise  

� |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝑥 ≤ �� |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
𝑏

𝑎
�

1
𝑝

�� |𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥
𝑏

𝑎
�

1
𝑞𝑏

𝑎
 

eşitsizliği geçerlidir. 

 

Ayrıca Hölder eşitsizliğinin bir sonucu olan Power Mean eşitsizliği de aşağıdaki gibi 

ifade edilir. 

Sonuç 1.2.10. (Power Mean Eşitsizliği): 𝑞 ≥ 1 olsun 𝑓 ve 𝑔, [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı, 

|𝑓(𝑥)| ve |𝑔(𝑥)|𝒒 fonksiyonları [𝑎,𝑏] aralığında integrallenebilir fonksiyonlar ise  

� |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝑥 ≤ �� |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎
�
1−1𝑞

�� |𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥
𝑏

𝑎
�

1
𝑞𝑏

𝑎
 

eşitsizliği geçerlidir. 

Teorem 1.2.11. (Üçgen Eşitsizliği): [22, s-473] Herhangi 𝑥, 𝑦 reel sayıları için  

|𝑥 + 𝑦| ≤ |𝑥| + |𝑦|, 

�|𝑥|− |𝑦|� ≤ |𝑥 − 𝑦|, 

�|𝑥|− |𝑦|� ≤ |𝑥 + 𝑦|, 

ve tümevarım metoduyla ∀𝑛 ∈ ℕ için 

|𝑥1 + ⋯+ 𝑥𝑛| ≤ |𝑥1| + ⋯+ |𝑥𝑛| 

eşitsizliği geçerlidir. 
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Teorem 1.2.12. (Üçgen Eşitsizliğinin İntegral Versiyonu): [22, s-476] 𝑓, [𝑎, 𝑏] aralığın-

da sürekli reel değerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde  

�� 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
� ≤ � |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎
         burada  𝑎 < 𝑏, 

eşitsizliği geçerlidir. 

Tanım 1.2.13. (Gama Fonksiyonu): [28, s-15] 𝑥 ∈ ℝ+ için  

Γ(𝑥) = � 𝑒−𝑡𝑡𝑥−1𝑑𝑡
∞

0

                                                                                                         (1.4) 

olarak tanımlanır. Gama fonksiyonu önemli bir özelliği 

Γ(𝑥 + 1) = 𝑥Γ(𝑥),                 𝑥 ∈ ℝ+ 

Γ(𝑥) = (𝑥 − 1)! ,                 𝑥 ∈ ℕ 

Γ(1) = 1,         Γ �
1
2� = √2 

 

Tanım 1.2.14. (Beta Fonksiyonu): [28, s-17] 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+ için  

𝐵(𝑥,𝑦): = �𝑡𝑥−1(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡
1

0

                                                                                     (1.5) 

olarak tanımlanır.  

Ayrıca Beta fonksiyonunun Gama fonksiyonu türünden ifadesi 𝑥,𝑦 ∈ ℝ+ için 

𝛣(𝑥, 𝑦) =
Γ(𝑥)Γ(𝑦)
Γ(𝑥 + 𝑦) ,                                                                                                         (1.6)  

olarak yazılır. 

 

1.3. Konveks Fonksiyonlar İçin Hermite-Hadamard Tipli Eşitsizlikler 

 

Bu bölümde konveks fonksiyonlarda Hermite-Hadamard tipli eşitsizlikler için elde 

edilmiş bazı temel sonuçlar verilecektir. Bu bölümden sonra 𝐼 ⊂ ℝ bir aralık, 𝐼° aralığın içi 

olarak kabul edilecektir. 

Trapezoid tipli eşitsizlikleri elde etmek için ilk eşitlik aşağıdaki şekilde verilmiştir. 

Lemma 1.3.1: [3] 𝐼 ⊂ ℝ bir aralık, 𝑎,𝑏 ∈ 𝐼° ve 𝑎 < 𝑏 olsun. Eğer 𝑓: 𝐼° ⊂ ℝ → ℝ 

fonksiyonu türevli ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎,𝑏] ise aşağıdaki eşitlik sağlanır: 
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𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)
2 −

1
𝑏 − 𝑎

�𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

=
𝑏 − 𝑎

2
�(1− 2𝑡)𝑓 ′(𝑡𝑎 + (1− 𝑡)𝑏)𝑑𝑡
1

0

.          (1.7) 

 

Lemma 1.3.1 kullanılarak aşağıdaki Trapezoid tipli eşitsizlikler elde edilmiştir. 

Teorem 1.3.2: [3] 𝐼 ⊂ ℝ bir aralık, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° ve 𝑎 < 𝑏 olsun. Eğer 𝑓: 𝐼° ⊂ ℝ → ℝ 

fonksiyonu türevli ve [𝑎,𝑏] aralığında  �𝑓 ′� konveks ise aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

�
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2 −
1

𝑏 − 𝑎
� 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

� ≤
(𝑏 − 𝑎)(|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|)

8  .                         (1.8) 

 

Teorem 1.3.3: [3] 𝐼 ⊂ ℝ bir aralık, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° ve 𝑎 < 𝑏 olsun. Eğer 𝑓: 𝐼° ⊂ ℝ → ℝ 

fonksiyonu türevli, 𝑝,𝑞 > 1 ve 1
𝑝

+ 1
𝑞

= 1 için [𝑎,𝑏] aralığında  �𝑓 ′�
𝑞
 konveks ise aşağıdaki 

eşitsizlik sağlanır: 

�
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2 −
1

𝑏 − 𝑎
� 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

� ≤
(𝑏 − 𝑎)

2(𝑝 + 1)
1
𝑝

�
�𝑓 ′(𝑎)�𝑞 + �𝑓 ′(𝑏)�𝑞

2
�

1
𝑞

.             (1.9) 

 

Teorem 1.3.4: [10] 𝐼 ⊂ ℝ bir aralık, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° ve 𝑎 < 𝑏 olsun. Eğer 𝑓: 𝐼° ⊂ ℝ → ℝ 

fonksiyonu türevli, 𝑞 ≥ 1 için [𝑎, 𝑏] aralığında  �𝑓 ′�
𝑞
 konveks ise aşağıdaki eşitsizlik 

sağlanır: 

�
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2 −
1

𝑏 − 𝑎
� 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

� ≤
(𝑏 − 𝑎)

4
�
�𝑓 ′(𝑎)�𝑞 + �𝑓 ′(𝑏)�𝑞

2
�

1
𝑞

 .              (1.10) 

 

Midpoint tipli eşitsizlikleri elde etmek için ilk eşitlik aşağıdaki şekilde verilmiştir. 

Lemma 1.3.5: [18] 𝐼 ⊂ ℝ bir aralık, 𝑎,𝑏 ∈ 𝐼° ve 𝑎 < 𝑏 olsun. Eğer 𝑓: 𝐼° ⊂ ℝ → ℝ 

fonksiyonu türevli ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎,𝑏] ise aşağıdaki eşitlik sağlanır: 

1
𝑏 − 𝑎

�𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

− 𝑓 �
𝑎 + 𝑏

2 � = (𝑏 − 𝑎) 

×

⎣
⎢
⎢
⎡
� 𝑡𝑓 ′(𝑡𝑎 + (1− 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

1
2

0

+ �(𝑡 − 1)𝑓 ′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡
1

1
2 ⎦

⎥
⎥
⎤
.                             (1.11) 
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Lemma 1.3.5 kullanılarak aşağıdaki Midpoint tipli eşitsizlikler elde edilmiştir.  

Teorem 1.3.6: [18] 𝐼 ⊂ ℝ bir aralık, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° ve 𝑎 < 𝑏 olsun. Eğer 𝑓: 𝐼° ⊂ ℝ → ℝ 

fonksiyonu türevli ve [𝑎,𝑏] aralığında  �𝑓 ′� konveks ise aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

�
1

𝑏 − 𝑎
�𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

− 𝑓 �
𝑎 + 𝑏

2 �� ≤
(𝑏 − 𝑎)��𝑓 ′(𝑎)� + �𝑓 ′(𝑏)��

8  .                            (1.12) 

 

Teorem 1.3.7: [18] 𝐼 ⊂ ℝ bir aralık, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° ve 𝑎 < 𝑏 olsun. Eğer 𝑓: 𝐼° ⊂ ℝ → ℝ fonk-

siyonu türevli, 𝑝,𝑞 > 1 ve 1
𝑝

+ 1
𝑞

= 1 için [𝑎, 𝑏] aralığında  �𝑓 ′�
𝑞
 konveks ise aşağıdaki 

eşitsizlik sağlanır: 

�
1

𝑏 − 𝑎
�𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

− 𝑓 �
𝑎 + 𝑏

2 �� ≤
(𝑏 − 𝑎)

16 �
4

𝑝 + 1�
1
𝑝
  

�× �(|𝑓′(𝑎)|𝑞 + 3|𝑓′(𝑏)|𝑞)
1
𝑞�+ (3|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞)

1
𝑞� .                                      (1.13) 

 

1.4. Riemann-Liouville Kesirli İntegraller ve Riemann-Liouville Kesirli  
       Hermite-Hadamard Tipli Eşitsizlikler 
 

Bu bölümde konveks fonksiyonlarda Riemann-Liouville kesirli Hermite-Hadamard 

tipli eşitsizlikler için elde edilmiş bazı temel sonuçlar verilecektir.  

Sağ ve sol Riemann-Liouville kesirli integraller aşağıdaki şekilde tanımlanır. 

Tanım 1.4.1. (Riemann-Liouville Kesirli İntegraller): [8, s-69] [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ bir aralık, 

𝛼 ∈ ℂ (𝑅𝑒(𝛼) > 0) olmak üzere sırasıyla 𝐽𝑎+𝛼 𝑓, 𝐽𝑏−𝛼 𝑓 sol ve sağ Riemann-Liouville kesirli 

integralleri aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

(𝐽𝑎+𝛼 𝑓)(𝑥) ≔
1

Γ(𝛼)�(𝑥 − 𝑡)𝛼−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

      (𝑥 > 𝑎;  𝑅𝑒(𝛼) > 0),                         (1.14) 

(𝐽𝑏−𝛼 𝑓)(𝑥) ≔
1

Γ(𝛼)�(𝑡 − 𝑥)𝛼−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑥

      (𝑥 < 𝑏;  𝑅𝑒(𝛼) > 0).                         (1.15) 

Burada Γ(𝛼), Gama fonksiyonudur. 
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Riemann-Liouville kesirli Hermite-Hadamard eşitsizliği ilk olarak aşağıdaki şekilde 

verilmiştir.  

Teorem 1.4.2: [12] 0 ≤ 𝑎 < 𝑏 olmak üzere 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ pozitif bir fonksiyon olsun. Eğer 

𝑓 fonksiyonu [𝑎,𝑏] de konveks ise 𝛼 > 0 olmak üzere aşağıdaki Riemann-Liouville kesirli 

Hermite-Hadamard eşitsizliği sağlanır: 

𝑓 �
𝑎 + 𝑏

2 � ≤
Γ(𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝛼 [(𝐽𝑎+𝛼 𝑓)(𝑏) + (𝐽𝑏−𝛼 𝑓)(𝑎)] ≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2 .                     (1.16) 

 

Uyarı 1.4.3: Teorem 1.4.2’de 𝑎 ve 𝑏 sayıları sıfırdan büyük eşit olmak zorunda değildir. 𝑓 

fonksiyonu pozitif olmak zorunda değildir. 

 

Ayrıca konveks fonksiyonlarda Riemann-Liouville kesirli Trapezoid tipli 

eşitsizlikleri elde etmek için aşağıdaki eşitlik verilmiştir.  

Lemma 1.4.4: [12] 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonu (𝑎, 𝑏)’de diferensiyellenebilir olsun. Eğer 

𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ise aşağıdaki eşitlik doğrudur : 

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)
2 −

Γ(𝛼 + 1)
2(𝑏 − 𝑎)𝛼 [(𝐽𝑎+𝛼 𝑓)(𝑏) + (𝐽𝑏−𝛼 𝑓)(𝑎)] 

=
𝑏 − 𝑎

2
�[(1− 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼]𝑓′(𝑡𝑎 + (1− 𝑡)𝑏)𝑑𝑡
1

0

.                                            (1.17) 

 

Lemma 1.4.4 kullanılarak aşağıdaki Riemann-Liouville kesirli Trapezoid tipli 

eşitsizlik elde edilmiştir. 

Teorem 1.4.5: [12] 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonu (𝑎, 𝑏)’de diferensiyellenebilir olsun. Eğer 

|𝑓′|, [𝑎,𝑏]’de konveks ise aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 

�
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2 −
Γ(𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝛼 [(𝐽𝑎+𝛼 𝑓)(𝑏) + (𝐽𝑏−𝛼 𝑓)(𝑎)]� 

≤
𝑏 − 𝑎

2(𝛼 + 1) �1 −
1

2𝛼�
[|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|].                                                        (1.18) 

 

Konveks fonksiyonlarda Riemann-Liouville kesirli Midpoint tipli eşitsizlikleri elde 

etmek için aşağıdaki eşitlik verilmiştir. 

 



12 
 

 

Lemma 1.4.6: [24] 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonu (𝑎, 𝑏)’de diferensiyellenebilir olsun. Eğer 

𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ise  

𝑘 = �
1,   0 ≤ 𝑡 <

1
2   𝑖𝑠𝑒

−1,   
1
2 ≤ 𝑡 ≤ 1  𝑖𝑠𝑒

� 

olmak üzere aşağıdaki Riemann-Liouville kesirli eşitlik doğrudur: 

Γ(𝛼 + 1)
2(𝑏 − 𝑎)𝛼 [(𝐽𝑎+𝛼 𝑓)(𝑏) + (𝐽𝑏−𝛼 𝑓)(𝑎)]− 𝑓 �

𝑎 + 𝑏
2 � 

=
𝑏 − 𝑎

2 ��𝑘𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡
1

0

− �[(1− 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼]𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡
1

0

� 

=
𝑏 − 𝑎

2
⎣
⎢
⎢
⎡
�[1 + 𝑡𝛼 − (1− 𝑡)𝛼]𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

1
2

0

�                                              

+ ��[−1 + 𝑡𝛼 − (1 − 𝑡)𝛼]𝑓′(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡
1

1
2

� .                                            (1.19) 

 

Lemma 1.4.6 kullanılarak aşağıdaki Riemann-Liouville kesirli Midpoint tipli 

eşitsizlik elde edilmiştir. 

Teorem 1.4.7: [24] 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonu (𝑎, 𝑏)’de diferensiyellenebilir olsun. Eğer 

|𝑓′| [𝑎, 𝑏]’de konveks ise aşağıdaki eşitsizlik elde edilir:  

�
Γ(𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝛼 [(𝐽𝑎+𝛼 𝑓)(𝑏) + (𝐽𝑏−𝛼 𝑓)(𝑎)]− 𝑓 �
𝑎 + 𝑏

2 �� 

≤
𝑏 − 𝑎

4(𝛼 + 1) �𝛼 + 3 −
1

2𝛼−1�
[|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|].                                           (1.20) 

 

Konveks fonksiyonlar için sol Riemann-Liouville kesirli Hermite-Hadamard tipli 

eşitsizlik aşağıdaki şekilde verilmiştir.  

Teorem 1.4.8: [7] 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓: [𝑎,𝑏] → ℝ konveks bir fonksiyon olsun. Eğer 

𝑓 ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ise 𝛼 > 0 olmak üzere bu durumda aşağıdaki sol Riemann-Liouville kesirli 

Hermite-Hadamard tipli eşitsizlik elde edilir: 

𝑓 �
𝛼𝑎 + 𝑏
𝛼 + 1 � ≤

Γ(𝛼 + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 (𝐽𝑎+𝛼 𝑓)(𝑏) ≤

𝛼𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)
𝛼 + 1 .                                             (1.21) 
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Ayrıca konveks fonksiyonlarda sol Riemann-Liouville kesirli Trapezoid tipli 

eşitsizlikleri elde etmek için aşağıdaki eşitlik verilmiştir.   

Lemma 1.4.9: [7] 𝐼 ⊂ ℝ  bir aralık, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼∘, 𝑎 < 𝑏 olmak üzere 𝑓: 𝐼∘ → ℝ 

diferensiyellenebilir olsun. Eğer 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎,𝑏] ise 𝛼 > 0 olmak üzere sol Riemann-Liouville 

kesirli integrali için aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

𝛼𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)
𝛼 + 1 −

Γ(𝛼 + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 (𝐽𝑎+𝛼 𝑓)(𝑏) 

=
𝑏 − 𝑎
𝛼 + 1

�[1 − (𝛼 + 1)𝑡𝛼]𝑓′(𝑡𝑎 + (1− 𝑡)𝑏)𝑑𝑡
1

0

.                                          (1.22) 

 

Lemma 1.4.9 kullanılarak [7]’de aşağıdaki sol Riemann-Liouville kesirli Trapezoid 

tipli eşitsizlikler elde edilmiştir. 

Teorem 1.4.10: [7] 𝑓: 𝐼∘ → ℝ bir diferensiyellenebilir fonksiyon 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼∘, 𝑎 < 𝑏 olsun. 

Eğer |𝑓′| fonksiyonu [𝑎,𝑏]’de konveks ise, 𝛼 > 0 ve 

𝑇1(𝛼) = � (1− (𝛼 + 1)𝑡𝛼) 𝑡 𝑑𝑡

1
√𝛼+1𝛼

0

=
𝛼

2(𝛼 + 2)(𝛼 + 1)
2
𝛼

, 

𝑇2(𝛼) = � (1 − (𝛼 + 1)𝑡𝛼)(1− 𝑡) 𝑑𝑡

1
√𝛼+1𝛼

0

=
𝛼 �2(𝛼 + 2)(𝛼 + 1)

1
𝛼−1 − 1�

2(𝛼 + 2)(𝛼 + 1)
2
𝛼

, 

𝑇3(𝛼) = � �(𝛼 + 1)𝑡𝛼 − 1� 𝑡 𝑑𝑡
1

1
√𝛼+1𝛼

=
𝛼 �1 + (𝛼 + 1)

2
𝛼�

2(𝛼 + 2)(𝛼 + 1)
2
𝛼

, 

𝑇4(𝛼) = � �(𝛼 + 1)𝑡𝛼 − 1�(1 − 𝑡) 𝑑𝑡
1

1
√𝛼+1𝛼

=
𝛼 �2(𝛼 + 2)(𝛼 + 1)

1
𝛼−1 − 1 − (𝛼 + 1)

2
𝛼�

2(𝛼 + 2)(𝛼 + 1)
2
𝛼

,  

olmak üzere sol Riemann-Liouville kesirli integrali için aşağıdaki eşitsizlik sağlanır:  
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�
𝛼𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

𝛼 + 1 −
Γ(𝛼 + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 (𝐽𝑎+𝛼 𝑓)(𝑏)� 

≤
𝑏 − 𝑎
𝛼 + 1

�
𝑇1(𝛼)|𝑓′(𝑎)| + 𝑇2(𝛼)|𝑓′(𝑏)|

+𝑇3(𝛼)|𝑓′(𝑎)| + 𝑇4(𝛼)|𝑓′(𝑏)|� .                                                       (1.23) 

 

Teorem 1.4.11: [7] 𝑓: 𝐼∘ → ℝ bir diferensiyellenebilir fonksiyon 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼∘, 𝑎 < 𝑏 olsun. 

Eğer |𝑓′|𝑞 fonksiyonu [𝑎,𝑏]’de konveks ise, 𝛼 > 0, 𝑞 ≥ 1 ve 𝑇1(𝛼)-𝑇4(𝛼) 1.4.10 

Teorem’deki integraller olmak üzere sol Riemann-Liouville kesirli integrali için aşağıdaki 

eşitsizlik sağlanır: 

�
𝛼𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

𝛼 + 1 −
Γ(𝛼 + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 (𝐽𝑎+𝛼 𝑓)(𝑏)� 

≤
𝑏 − 𝑎
𝛼 + 1

�
2𝛼

(𝛼 + 1)1+
1
𝛼

�
1−1𝑞

�
𝑇1(𝛼)|𝑓′(𝑎)|𝑞 + 𝑇2(𝛼)|𝑓′(𝑏)|𝑞

+𝑇3(𝛼)|𝑓′(𝑎)|𝑞 + 𝑇4(𝛼)|𝑓′(𝑏)|𝑞�

1
𝑞

.                  (1.24) 

 

Teorem 1.4.12: [7] 𝑓: 𝐼∘ → ℝ bir diferensiyellenebilir fonksiyon 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼∘, 𝑎 < 𝑏 olsun. 

Eğer |𝑓′|𝑞 fonksiyonu [𝑎,𝑏]’de konveks ise, 𝛼 > 0, 𝑝,𝑞 > 1 için 1
𝑝

+ 1
𝑞

= 1 ve  

𝑇5(𝛼, 𝑝) = � (1 − (𝛼 + 1)𝑡𝛼)𝑝𝑑𝑡

1
√𝛼+1𝛼

0

,    

𝑇6(𝛼, 𝑝) = � �(𝛼 + 1)𝑡𝛼 − 1�
𝑝
𝑑𝑡

1

1
√𝛼+1𝛼

, 

olmak üzere sol Riemann-Liouville kesirli integrali için aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

�
𝛼𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

𝛼 + 1 −
Γ(𝛼 + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 (𝐽𝑎+𝛼 𝑓)(𝑏)� 

≤
𝑏 − 𝑎
𝛼 + 1 �

�𝑇5(𝛼, 𝑝) + 𝑇6(𝛼,𝑝)�
1
𝑃 �

|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞

2 �

1
𝑞

�.                        (1.25) 

 

Ayrıca konveks fonksiyonlarda sol Riemann-Liouville kesirli Midpoint tipli 

eşitsizlikleri elde etmek için aşağıdaki eşitlik verilmiştir.  
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Lemma 1.4.13: [7] 𝐼 ⊂ ℝ  bir aralık, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼∘, 𝑎 < 𝑏 olmak üzere 𝑓: 𝐼∘ → ℝ 

diferensiyellenebilir olsun. Eğer 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎,𝑏] ise 𝛼 > 0 olmak üzere sol Riemann-Liouville 

kesirli integrali için aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

 

Γ(𝛼 + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 (𝐽𝑎+𝛼 𝑓)(𝑏) − 𝑓 �

𝛼𝑎 + 𝑏
𝛼 + 1 � = (𝑏 − 𝑎) 

×

⎣
⎢
⎢
⎡
� 𝑡𝛼𝑓′(𝑡𝑎 + (1− 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

𝛼
𝛼+1

0

� �+ �(𝑡𝛼 − 1)𝑓′(𝑡𝑎 + (1− 𝑡)𝑏)𝑑𝑡
1

𝛼
𝛼+1

�.                  (1.26) 

 

Lemma 1.4.13 kullanılarak aşağıdaki sol Riemann-Liouville kesirli Midpoint tipli 

eşitsizlikler elde edilmiştir. 

Teorem 1.4.14: [7] 𝑓: 𝐼∘ → ℝ bir diferensiyellenebilir fonksiyon 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼∘, 𝑎 < 𝑏 olsun. 

Eğer |𝑓′| fonksiyonu [𝑎,𝑏]’de konveks ise, 𝛼 > 0 ve 

𝑇7(𝛼) = � 𝑡𝛼+1 𝑑𝑡

𝛼
𝛼+1

0

=
𝛼 � 𝛼

𝛼+1
�
𝛼+1

(𝛼 + 1)(𝛼 + 2), 

𝑇8(𝛼) = � 𝑡𝛼 − 𝑡𝛼+1  𝑑𝑡

𝛼
𝛼+1

0

=
2 � 𝛼

𝛼+1
�
𝛼+1

(𝛼 + 1)(𝛼 + 2), 

𝑇9(𝛼) = � 𝑡𝛼 − 𝑡𝛼+1 𝑑𝑡
1

𝛼
𝛼+1

=
𝛼(2𝛼𝛼 + (𝛼 + 1)𝛼)
2(𝛼 + 1)𝛼+2(𝛼 + 2), 

𝑇10(𝛼) = �(1− 𝑡𝛼)(1− 𝑡) 𝑑𝑡
1

𝛼
𝛼+1

=
4𝛼𝛼+1 − 𝛼(𝛼 + 1)𝛼

2(𝛼 + 1)𝛼+2(𝛼 + 2),   

olmak üzere sol Riemann-Liouville kesirli integrali için aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

�
Γ(𝛼 + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 (𝐽𝑎+𝛼 𝑓)(𝑏) − 𝑓 �

𝛼𝑎 + 𝑏
𝛼 + 1 �� 

≤ (𝑏 − 𝑎) �
𝑇7(𝛼)|𝑓′(𝑎)| + 𝑇8(𝛼)|𝑓′(𝑏)|

+𝑇9(𝛼)|𝑓′(𝑎)| + 𝑇10(𝛼)|𝑓′(𝑏)|� .                                                (1.27) 

 

Teorem 1.4.15: [7] 𝑓: 𝐼∘ → ℝ bir diferensiyellenebilir fonksiyon 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼∘, 𝑎 < 𝑏 olsun. 

Eğer |𝑓′|𝑞 fonksiyonu [𝑎,𝑏]’de konveks ise, 𝛼 > 0, 𝑞 ≥ 1 ve 𝑇7(𝛼)-𝑇10(𝛼) Teorem 
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1.4.14’deki integraller olmak üzere sol Riemann-Liouville kesirli integrali için aşağıdaki 

eşitsizlik sağlanır: 

 

�
Γ(𝛼 + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 (𝐽𝑎+𝛼 𝑓)(𝑏) − 𝑓 �

𝛼𝑎 + 𝑏
𝛼 + 1 �� 

≤ (𝑏 − 𝑎)�
𝛼𝛼+1

(𝛼 + 1)1+
1
𝛼

�
1−1𝑞

�
(𝑇7(𝛼)|𝑓′(𝑎)|𝑞 + 𝑇8(𝛼)|𝑓′(𝑏)|𝑞)

1
𝑞

+(𝑇9(𝛼)|𝑓′(𝑎)|𝑞 + 𝑇10(𝛼)|𝑓′(𝑏)|𝑞)
1
𝑞
� .     (1.28) 

 

Teorem 1.4.16: [7] 𝑓: 𝐼∘ → ℝ bir diferensiyellenebilir fonksiyon 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼∘, 𝑎 < 𝑏 olsun. 

Eğer |𝑓′|𝑞 fonksiyonu [𝑎,𝑏]’de konveks ise, 𝛼 > 0, 𝑝,𝑞 > 1 için 1
𝑝

+ 1
𝑞

= 1 ve  

𝑇11(𝛼,𝑝) = � 𝑡𝛼𝑝𝑑𝑡

𝛼
𝛼+1

0

,  

𝑇12(𝛼,𝑝) = �(1− 𝑡𝛼)𝑝𝑑𝑡
1

𝛼
𝛼+1

, 

olmak üzere sol Riemann-Liouville kesirli integrali için aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

�
Γ(𝛼 + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 (𝐽𝑎+𝛼 𝑓)(𝑏) − 𝑓 �

𝛼𝑎 + 𝑏
𝛼 + 1 �� 

≤ (𝑏 − 𝑎)

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡𝑇11

1
𝑝 (𝛼,𝑝) � 𝛼2

2(𝛼+1)2
|𝑓′(𝑎)|𝑞 + 𝛼2+2𝛼

2(𝛼+1)2
|𝑓′(𝑏)|𝑞�

1
𝑞

𝑇12
1
𝑝 (𝛼,𝑝) � 2𝛼+1

2(𝛼+1)2
|𝑓′(𝑎)|𝑞 + 1

2(𝛼+1)2
|𝑓′(𝑏)|𝑞�

1
𝑞

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

.      (1.29) 

 

1.5. Kuantum Hesap ve Kuantum Hermite-Hadamard Tipli Eşitsizlikler 

 

Bu bölümde [0,𝑏] aralığında tanımlanan kuantum türev ve kuantum integral ile ilgili 

kavramlar tanıtacaktır. Daha sonra daha genel olan [𝑎,𝑏] aralığında kuantum türev ve 

kuantum integral ile ilgili kavramlar tanıtıp, kuantum Hermite-Hadamard tipli eşitsizlikler 

verilecektir. Aşağıda verilen [0,𝑏] aralığında tanımlanan kuantum türev ve kuantum 

integral ile ilgili kavramlar [4] ve [16] ’dan bulunabilir.  
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Tanım 1.5.1. ([𝟎,𝒃] Aralığında 𝒒-türev): [4, s-2] 𝑏 > 0 ve 0 < 𝑞 < 1 olmak üzere 

𝑓: [0,𝑏] → ℝ keyfi bir fonksiyon olsun. Her 𝑡 ∈ [0,𝑏] için 𝑓′nin kuantum türevi veya 𝑞-

türevi: 

𝐷𝑞𝑓(𝑡) =
𝑑𝑞𝑓(𝑡)
𝑑𝑞𝑡

=
𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑞𝑡)

(1− 𝑞)𝑡 ,       𝑡 ≠ 0, 

 𝐷𝑞𝑓(0) = 𝑙𝑖𝑚
𝑡→0+

𝐷𝑞𝑓(𝑡). 

şeklinde tanımlanır. Yüksek mertebeden türevler ise 

𝐷𝑞0𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡).                                 

𝐷𝑞𝑛𝑓(𝑡) = 𝐷𝑞𝐷𝑞𝑛−1𝑓(𝑡),    𝑛 ∈ ℕ. 

şeklinde tanımlanır. Açıkça 𝑓 türevlenebilirse  

𝑙𝑖𝑚
𝑞→1−

𝐷𝑞𝑓(𝑡) =
𝑑𝑓(𝑡)
𝑑𝑡 = 𝑓′(𝑡)′dir. 

 

Örnek 1.5.2: 𝑛 ∈ ℕ, 𝑏 > 0 ve 0 < 𝑞 < 1 olmak üzere  𝑓: [0,𝑏] → ℝ, 𝑓(𝑡): = 𝑡𝑛 

fonksiyonunun 𝑞-türevini hesaplayalım. 

𝑡 ≠ 0 ise  

𝐷𝑞𝑓(𝑡) = 𝐷𝑞𝑡𝑛 =
𝑡𝑛 − 𝑞𝑛𝑡𝑛

(1 − 𝑞)𝑡 =
1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞 𝑡𝑛−1 

𝑡 = 0 ise 

𝐷𝑞𝑓(0) = 𝑙𝑖𝑚
𝑡→0+

𝐷𝑞𝑓(𝑡) = 𝑙𝑖𝑚
𝑡→0+

1− 𝑞𝑛

1 − 𝑞 𝑡𝑛−1 = 0. 

O halde ∀𝑡 ∈ [0,𝑏] için 𝐷𝑞𝑓(𝑡) = 1−𝑞𝑛

1−𝑞
𝑡𝑛−1’dir. 

 

Örnek 1.5.2’de görülen  1−𝑞
𝑛

1−𝑞
≥ 1 sayısı ile kuantum hesapta sık karşılaşılır. Bu sayı 

𝑛 ∈ ℕ doğal sayısının kuantum hali veya 𝑞-hali olarak isimlendirilir. Kısaca  

[𝑛]𝑞 =
1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞 = 1 + 𝑞 + 𝑞2 + ⋯+ 𝑞𝑛−1                                                                  (1.30) 

ile gösterilir  

 

Açıkça ∀𝑡 ∈ [0,𝑏] için 

𝑙𝑖𝑚
𝑞→1−

𝐷𝑞𝑓(𝑡) = 𝑙𝑖𝑚
𝑞→1−

1− 𝑞𝑛

1 − 𝑞 𝑡𝑛−1 = 𝑙𝑖𝑚
𝑞→1−

[𝑛]𝑞𝑡𝑛−1 
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= 𝑙𝑖𝑚
𝑞→1−

(1 + 𝑞 + 𝑞2 + ⋯+ 𝑞𝑛−1)𝑡𝑛−1 = 𝑛𝑡𝑛−1 = 𝑓′(𝑡) ′dir. 

 

𝑞-türevin aşağıdaki özellikleri Tanım 1.5.1 kullanılarak kolaylıkla gösterilebilir.  

Teorem 1.5.3. ([𝟎,𝒃] Aralığında 𝒒-Türevinin Özellikleri): [4, s-2-3]  

1. 𝑐 ∈ ℝ sabit ise 𝐷𝑞(𝑐) = 0 (Sabitin türevi), 

2. 𝛼1,𝛼2 ∈ ℝ sabitler ise 𝐷𝑞[𝛼1𝑓(𝑡) + 𝛼2𝑔(𝑡)] = 𝛼1𝐷𝑞𝑓(𝑡) + 𝛼2𝐷𝑞𝑔(𝑡) (Lineerlik), 

3. 𝐷𝑞[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)] = 𝑓(𝑞𝑡)𝐷𝑞𝑔(𝑡) + 𝑔(𝑡)𝐷𝑞𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡)𝐷𝑞𝑔(𝑡) + 𝑔(𝑞𝑡)𝐷𝑞𝑓(𝑡) (Çarpım), 

4. Eğer 𝑔(𝑡) ≠ 0 ise 

 𝐷𝑞 �
𝑓(𝑡)
𝑔(𝑡)

� =
𝑔(𝑡)𝐷𝑞𝑓(𝑡)− 𝑓(𝑡)𝐷𝑞𝑔(𝑡)

𝑔(𝑡)𝑔(𝑞𝑡) =
𝑔(𝑞𝑡)𝐷𝑞𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑞𝑡)𝐷𝑞𝑔(𝑡)

𝑔(𝑡)𝑔(𝑞𝑡)  (Bölüm). 

 

Örnek 1.5.4: 𝑓: [0,2] → ℝ, 𝑓(𝑡): = 𝑡2 + 2𝑡 − 1 olmak üzere Örnek 1.5.2 ve Teorem 

1.5.3’ den 

𝑡 ≠ 0 ise  

𝐷𝑞𝑓(𝑡) = 𝐷𝑞(𝑡2 + 2𝑡 − 1 ) = 𝐷𝑞(𝑡2) + 2𝐷𝑞(𝑡)− 𝐷𝑞(1) 

=
1 − 𝑞2

1 − 𝑞 𝑡 + 2
1− 𝑞
1− 𝑞 𝑡

0 − 0 = (1 + 𝑞)𝑡 + 2 

𝑡 = 0 ise 

𝐷𝑞𝑓(0) = lim
𝑡→0+

𝐷𝑞𝑓(𝑡) = lim
𝑡→0+

(1 + 𝑞)𝑡 + 2 = 2 

O halde ∀𝑡 ∈ [0,2] için 𝐷𝑞𝑓(𝑡) = (1 + 𝑞)𝑡 + 2’dir. Açıkça ∀𝑡 ∈ [0,2] için 

𝑙𝑖𝑚
𝑞→1−

𝐷𝑞𝑓(𝑡) = 𝑙𝑖𝑚
𝑞→1−

(1 + 𝑞)𝑡 + 2 = 2𝑡 + 2 = 𝑓′(𝑡) ′dir. 

 

Tanım 1.5.5. (𝒒-Antitürev ve Belirsiz 𝒒-İntegrali):[4, s-64] 𝑏 > 0 ve 0 < 𝑞 < 1 olmak 

üzere 𝑓: [0,𝑏] → ℝ keyfi bir fonksiyon olsun. Eğer her 𝑡 ∈ [0,𝑏] için 𝐷𝑞𝐹(𝑡) = 𝑓(𝑡) 

olacak şekilde bir 𝐹(𝑡) fonksiyonu varsa bu fonksiyona 𝑓(𝑡)’nin bir kuantum antitürevi 

veya  𝑞-antitürevi denir ve bu durum 

�𝑓(𝑡) 𝑑𝑞𝑡                                                                                                                          (1.31) 

ile gösterilir. Ayrıca 

�𝑓(𝑡) 𝑑𝑞𝑡 = (1− 𝑞)𝑡�𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝑡)
+∞

𝑛=0

                                                                         (1.32) 



19 
 

 

serisine belirsiz 𝑞-integral veya Jackson integrali denir [4, s-67].  

 

Jackson integrali her zaman mevcut olmayabilir. Aşağıdaki teoremde mevcut olması 

için gerekli şartlar verilmiştir.  

Teorem 1.5.6: [4, s-68] 𝑓(𝑡) keyfi bir fonksiyon olsun. Eğer |𝑓(𝑡)𝑡𝛼|, (0,𝑏] � aralığında 

bazı 0 ≤ 𝛼 < 1 için sınırlı ise (1.32)’de tanımlı Jackson integral 𝑓(𝑡)’nin bir antitürevi 

olan 𝐹(𝑡) fonksiyonuna (0,𝑏] aralığında yakınsaktır. Üstelik 𝐹(𝑡) , 𝑡 = 0 noktasında 

süreklidir ve 𝐹(0) = 0’dır. 

Tanım 1.5.7. (Belirli 𝒒-İntegrali): [4, s-69] 𝑏 > 0, 0 < 𝑞 < 1 ve  𝑓: [0,𝑏] → ℝ bir fonk-

siyon olmak üzere [0,𝑏] aralığında 𝑓(𝑡)’nin belirli kuantum integrali veya belirli 𝑞-

integrali aşağıdaki şekilde tanımlanır:  

�𝑓(𝑡) 𝑑𝑞𝑡
𝑏

0

= (1− 𝑞)𝑏�𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝑏)
+∞

𝑛=0

′dir.                                                                (1.33) 

Özel olarak ∀𝑡 ∈ [0,𝑏] ise 

�𝑓(𝑠) 𝑑𝑞𝑠
𝑡

0

= (1 − 𝑞)𝑡� 𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝑡)
+∞

𝑛=0

                                                                         (1.34) 

olduğu açıktır. Ayrıca 0 < 𝑐 < 𝑡 ise 

�𝑓(𝑠) 𝑑𝑞𝑠
𝑡

𝑐

= �𝑓(𝑠) 𝑑𝑞𝑠
𝑡

0

− �𝑓(𝑠) 𝑑𝑞𝑠
𝑐

0

 ′dir.                                                           (1.35) 

 

Ayrıca eğer 𝑓(𝑡) fonksiyonu [0,𝑏] aralığında sürekli ise [4, s-70] 

lim
𝑞→1−

�𝑓(𝑡) 𝑑𝑞𝑡
𝑏

0

= �𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
𝑏

0

                                                                                        (1.36) 

yani 𝑓(𝑡) fonksiyonunun [0,𝑏] aralığındaki Riemann integrali elde edilir. 

 

Örnek 1.5.8: 𝑡 ∈ [0,𝑏] için 𝑓(𝑡) = 𝑡 olmak üzere. O halde  

�𝑓(𝑠) 𝑑𝑞𝑠
𝑡

0

= �𝑠 𝑑𝑞𝑠
𝑡

0

= (1 − 𝑞)𝑡�𝑞𝑛(𝑞𝑛𝑡)
∞

𝑛=0

= (1− 𝑞)𝑡 �𝑡�𝑞2𝑛
∞

𝑛=0

� 

= (1− 𝑞)𝑡 �𝑡
1

1 − 𝑞2� =
𝑡2

1 + 𝑞 
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Teorem 1.5.9. ([𝟎,𝒃] Aralığında 𝒒-Hesabın Temel Teoremi): [4, s-73] 0 ≤ 𝑎 < 𝑏, 

0 < 𝑞 < 1 ve 𝑓: [0,𝑏] → ℝ bir fonksiyon olsun. Eğer 𝐹(𝑡), 𝑓(𝑡)’nin 𝑡 = 0’da sürekli olan 

bir 𝑞-antitürevi ise:  

�𝑓(𝑠) 𝑑𝑞𝑠
𝑏

𝑎

= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) ′dır.                                                                                   (1.37) 

 

Sonuç 1.5.10: [4, s-74] 0 ≤ 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1 ve 𝑓: [0,𝑏] → ℝ bir fonksiyon olsun. Eğer 

𝑓′(𝑡), 𝑡 = 0’ın bir komşuluğunda mevcut ve 𝑡 = 0’da sürekli ise: 

�𝐷𝑞𝑓(𝑠) 𝑑𝑞𝑠
𝑏

𝑎

= 𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑎) ′dir.                                                                               (1.38) 

Ayrıca 

�𝑓(𝑠) 𝐷𝑞𝑔(𝑠) 𝑑𝑞𝑠
𝑏

𝑎

= 𝑓(𝑏)𝑔(𝑏)− 𝑓(𝑎)𝑔(𝑎) −�𝑔(𝑠) 𝐷𝑞𝑓(𝑠) 𝑑𝑞𝑠
𝑏

𝑎

′dir.         (1.39) 

 

Aşağıda verilen [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlanan 𝑞-türev ve 𝑞-integral ile ilgili kavramlar 

[15] ve [16] da bulunabilir. 

Tanım 1.5.11. ([𝒂,𝒃] Aralığında 𝒒-Türev): [16] 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1 ve 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ 

sürekli bir fonksiyon olsun. Her 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] için 𝑓′nin [𝑎,𝑏] aralığındaki kuantum türevi 

veya 𝑞-türevi 

𝐷𝑞𝑓(𝑡)𝑎
 =

𝑓(𝑡)− 𝑓(𝑞𝑡 + (1− 𝑞)𝑎)
(1 − 𝑞)(𝑡 − 𝑎) , 𝑡 ≠ 𝑎 

 𝐷𝑞𝑓(𝑎)𝑎
 = lim

𝑡→𝑎+
 𝐷𝑞𝑓(𝑡)𝑎

 , 

şeklinde tanımlanır. Yüksek mertebeden 𝑞-türevler  

                         𝐷𝑞𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡)𝑎
 ,           � 𝐷𝑞𝑘  𝑓𝑎

 �(𝑡) = 𝐷𝑞𝑎
 � 𝐷𝑞𝑘−1 𝑓𝑎

 �(𝑡), 

şeklinde tanımlanır. 

 

Bu tanımda 𝑎 = 0 aldığında Tanım 1.5.1’daki [0,𝑏] aralığındaki 𝑞-türevin elde 

edileceği açıktır. 

Örnek 1.5.12: 𝑓: [3,7] → ℝ, 𝑓(𝑡) = 𝑡3 + 3𝑡 sürekli fonksiyonunun 𝑞-türevini hesap-

layalım:  
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𝑡 ≠ 3 ise  

 𝐷𝑞𝑓(𝑡)3
 = 𝐷𝑞(𝑡3 + 3𝑡)3

  

=
𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑞𝑡 + (1− 𝑞)3)

(1− 𝑞)(𝑡 − 3)  

=
𝑡3 + 3𝑡 − (𝑞𝑡 + (1− 𝑞)3)3 − 3(𝑞𝑡 + (1 − 𝑞)3)

(1 − 𝑞)(𝑡 − 3)  

=
𝑡3 − (𝑞𝑡 + (1 − 𝑞)3)3 + 3�𝑡 − (𝑞𝑡 + (1 − 𝑞)3)�

(1− 𝑞)(𝑡 − 3)  

=
�𝑡 − (𝑞𝑡 + (1− 𝑞)3)�[𝑡2 + 𝑡(𝑞𝑡 + (1 − 𝑞)3) + (𝑞𝑡 + (1− 𝑞)3)2 + 3]

(1− 𝑞)(𝑡 − 3)  

= 𝑡2 + 𝑡(𝑞𝑡 + (1 − 𝑞)3) + (𝑞𝑡 + (1− 𝑞)3)2 + 3, 𝑡 ≠ 3,  

𝑡 = 3 ise 

𝐷𝑞𝑓(3)3
 = lim

𝑡→3+
𝐷𝑞𝑓(𝑡)3

 = 9 + 3(3𝑞 + (1− 𝑞)3) + (3𝑞 + (1− 𝑞)3)2 + 3 

= 9 + 9 + 9 + 3 = 30 

O halde ∀𝑡 ∈ [3,7] için  

𝐷𝑞𝑓(𝑡)3
 = 𝑡2 + 𝑡(𝑞𝑡 + (1 − 𝑞)3) + (𝑞𝑡 + (1− 𝑞)3)2 + 3’dir. 

Açıkça ∀𝑡 ∈ [3,7] için 

𝑙𝑖𝑚
𝑞→1−

𝐷𝑞𝑓(𝑡)3
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑞→1−
𝑡2 + 𝑡(𝑞𝑡 + (1− 𝑞)3) + (𝑞𝑡 + (1 − 𝑞)3)2 + 3 

= 3𝑡2 + 3 = 𝑓′(𝑡) ′dir. 

 

Örnek 1.5.13: 𝑓: [1,4] → ℝ, 𝑓(𝑡) = 𝑡2 sürekli fonksiyonunun 𝑞-türevini 𝑞 = 1
2
 için 

hesaplayalım:  

𝑡 ≠ 1 ise  

𝐷𝑞𝑓(𝑡)1
 = 𝐷𝑞(𝑡2)1

  

=
𝑓(𝑡) − 𝑓�𝑞𝑡 + (1 − 𝑞)�

(1− 𝑞)(𝑡 − 1)  

=
𝑡2 − �𝑞𝑡 + (1 − 𝑞)�2

(1 − 𝑞)(𝑡 − 1)  

=
�𝑡 − 𝑞𝑡 − (1− 𝑞)�(𝑡 + 𝑞𝑡 + (1 − 𝑞))

(1 − 𝑞)(𝑡 − 1)  

= (1 + 𝑞)𝑡 + 1 − 𝑞       

𝑡 = 1 ise  
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𝐷𝑞𝑓(1)1
 = lim

𝑡→
𝐷𝑞𝑓(𝑡)1+

 = 2 

O halde ∀𝑡 ∈ [1,4] için 𝐷𝑞𝑓(𝑡)1
 = (1 + 𝑞)𝑡 + 1 − 𝑞’dir. 

Özel olarak 𝑞 = 1
2
 alınırsa  ∀𝑡 ∈ [1,4] için 𝐷1

2
𝑓(𝑡)1

 = 3
2
𝑡 + 1

2
’dir. 

Lemma 1.5.14: [15] 𝛼 ∈ ℝ, 𝑎 < 𝑏 ve 0 < 𝑞 < 1 için:  

𝐷𝑞(𝑡 − 𝑎)𝛼𝑎
 = 1−𝑞𝛼

1−𝑞
(𝑡 − 𝑎)𝛼−1 = [𝛼]𝑞(𝑡 − 𝑎)𝛼−1’dir. 

 

Dikkat edilirse bu 𝑞-türevde 𝑎 = 0, 𝛼 = 𝑛 ∈ ℕ alınırsa  

𝐷𝑞(𝑡 − 0)𝑛0
 = [𝑛]𝑞(𝑡 − 0)𝑛−1 = [𝑛]𝑞𝑡𝑛−1 = 𝐷𝑞𝑡𝑛 

Yani Örnek 1.5.2’de hesaplanan [0,𝑏] aralığındaki 𝑞-türev elde edilir. 

Uyarı 1.5.15: [4, s -10] Her 𝛼 ∈ ℝ, 0 < 𝑞 < 1 için: 

[𝛼]𝑞 =
1 − 𝑞𝛼

1 − 𝑞 .                                                                                                                  (1.40) 

 

𝑞-türevin aşağıdaki özellikleri Tanım 1.5.11 kullanılarak kolaylıkla gösterilebilir. 

Teorem 1.5.16. ([𝒂,𝒃] Aralığında 𝒒-Türevinin Özellikleri): [16] 𝑎 < 𝑏 ve 0 < 𝑞 < 1 

olmak üzere 𝑓,𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ 𝑞-türevlenebilir fonksiyonlar, 𝛼1,𝛼2 ∈ ℝ sabitler olsun, 

1. 𝑐 ∈ ℝ, sabit ise 𝐷𝑎 𝑞(𝑐) = 0 (Sabitin türevi), 

2.  𝐷𝑎 𝑞[𝛼1𝑓(𝑡) + 𝛼2𝑔(𝑡)] = 𝛼1 𝐷 𝑎
 
𝑞𝑓(𝑡) + 𝛼2 𝐷𝑎 𝑞𝑔(𝑡) (Lineerlik), 

𝟑. 𝐷𝑎 𝑞[𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)] = 𝑓(𝑡) 𝐷𝑎 𝑞𝑔(𝑡) + 𝑔(𝑞𝑡 + (1− 𝑞)𝑎) 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑡) 

= 𝑔(𝑡) 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑡) + 𝑓(𝑞𝑡 + (1− 𝑞)𝑎) 𝐷𝑎 𝑞𝑔(𝑡) (Çarpım), 

4.Eğer 𝑔(𝑡) ≠ 0 ise 

𝐷𝑎 𝑞 �
𝑓(𝑡)
𝑔(𝑡)

� =
𝑔(𝑡) 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑡)− 𝑓(𝑡) 𝐷𝑎 𝑞𝑔(𝑡)

𝑔(𝑡)𝑔(𝑞𝑡 + (1 − 𝑞)𝑎)  (Bölüm). 

 

Açıkça Teorem 1.5.16’de 𝑎 = 0 alınırsa Teorem 1.5.3 elde edilir. 

 

Aralıklarda belirli 𝑞-integral aşağıdaki şekilde tanımlanır. 

Tanım 1.5.17. ([𝒂,𝒃] Aralığında Belirli 𝒒-İntegral): [16] 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1 ve 

𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ sürekli bir fonksiyon olmak üzere 𝑓(𝑡)’nin [𝑎, 𝑏] aralığında belirli 𝑞-

integrali aşağıdaki şekilde tanımlanır:  



23 
 

 

�𝑓(𝑡) 𝑑𝑎 𝑞𝑡
𝑏

𝑎

= (1 − 𝑞)(𝑏 − 𝑎)�𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝑏 + (1− 𝑞𝑛)𝑎)
+∞

𝑛=0

.                                (1.41) 

 

Özel olarak ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] ise 

�𝑓(𝑠) 𝑑𝑎 𝑞𝑠
𝑡

𝑎

= (1− 𝑞)(𝑡 − 𝑎)�𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝑡 + (1− 𝑞𝑛)𝑎)
+∞

𝑛=0

                                  (1.42) 

ve 𝑎 < 𝑐 < 𝑡 ise 

�𝑓(𝑠) 𝑑𝑎 𝑞𝑠
𝑡

𝑐

= �𝑓(𝑠) 𝑑𝑎 𝑞𝑠
𝑡

𝑎

− �𝑓(𝑠) 𝑑𝑎 𝑞𝑠
𝑐

𝑎

 ′dir.                                                    (1.43) 

Açıkça Tanım 1.5.17’da 𝑎 = 0 alınırsa Tanım 1.5.7 elde edilir. 

Örnek 1.5.18: 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] için 𝑓(𝑡) = 𝑡 olmak üzere. O halde  

�𝑓(𝑠) 𝑑𝑞𝑠𝑎
 

𝑡

𝑎

= �𝑠 𝑑𝑞𝑠𝑎
 

𝑡

𝑎

 

= (1 − 𝑞)(𝑡 − 𝑎)�𝑞𝑛(𝑞𝑛𝑡 + (1− 𝑞𝑛)𝑎)
∞

𝑛=0

 

= (1 − 𝑞)(𝑡 − 𝑎) �𝑡� 𝑞2𝑛
∞

𝑛=0

+ 𝑎 ��𝑞𝑛
∞

𝑛=0

−�𝑞2𝑛
∞

𝑛=0

�� 

= (1 − 𝑞)(𝑡 − 𝑎) �𝑡
1

1 − 𝑞2 + 𝑎 �
1

1− 𝑞 −
1

1− 𝑞2�� 

= (𝑡 − 𝑎) �𝑡
1

1 + 𝑞 + 𝑎 �1−
1

1 + 𝑞�� =
(𝑡 − 𝑎)(𝑡 + 𝑞𝑎)

1 + 𝑞 . 

 

Açıkça Örnek 1.5.18’de 𝑎 = 0 alınırsa Örnek 1.5.8 elde edilir. 

Teorem 1.5.19: [16] 𝑎 < 𝑏 ve 0 < 𝑞 < 1 olsun. O halde her 𝑡 ∈ [𝑎,𝑏] için aşağıdaki 

eşitlikler sağlanır: 

𝟏.  𝐷𝑞 �𝑓(𝑠) 𝑑𝑞𝑠𝑎
  

𝑡

𝑎

𝑎
 = 𝑓(𝑡), 

𝟐.  �  𝐷𝑞𝑎
 𝑓(𝑠) 𝑑𝑞𝑠𝑎

  
𝑡

𝑎

= 𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑎), 
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𝟑.∀𝑐 ∈ (𝑎, 𝑡) için �  𝐷𝑞𝑎
 𝑓(𝑠) 𝑑𝑞𝑠𝑎

  
𝑡

𝑐

= 𝑓(𝑡)− 𝑓(𝑐) ′dir. 

 

Teorem 1.5.20: [16] 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1, 𝑓,𝑔: [𝑎,𝑏] → ℝ sürekli fonksiyonlar ve 𝛼,𝛽 ∈ ℝ 

olsun. O halde her  𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] için aşağıdaki eşitlikler sağlanır: 

𝟏.  �[𝛼𝑓(𝑠) + 𝛽𝑔(𝑠)] 𝑑𝑞𝑠𝑎
  

𝑡

𝑎

= 𝛼�𝑓(𝑠) 𝑑𝑞𝑠𝑎
  

𝑡

𝑎

+ 𝛽 �𝑔(𝑠) 𝑑𝑞𝑠𝑎
  

𝑡

𝑎

, 

𝟐.  �𝑓(𝑠) 𝐷𝑞𝑎
 𝑔(𝑠) 𝑑𝑞𝑠𝑎

  
𝑡

𝑎

= �
 

𝑓(𝑠)𝑔(𝑠)
 

�
𝑎

𝑡

 −�𝑔(𝑞𝑠 + (1− 𝑞)𝑎) 𝐷𝑞𝑎
 𝑓(𝑠) 𝑑𝑞𝑠𝑎

  
𝑡

𝑎

′dir. 

 

Lemma 1.5.21: [15] 𝛼 ∈ ℝ ∖ {−1}, 𝑎 < 𝑏 ve 0 < 𝑞 < 1 ve olmak üzere her  𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] 

((1.40)'dan): 

�  (𝑠 − 𝑎)𝛼 𝑑𝑞𝑠𝑎
 

𝑡

𝑎

= �
1 − 𝑞

1− 𝑞𝛼+1�
(𝑡 − 𝑎)𝛼+1 =

1
[𝛼 + 1]𝑞

(𝑡 − 𝑎)𝛼+1 ′dir.          (1.44) 

 

Örnek 1.5.22: [15] 𝑡 ∈ [𝑎,𝑏] olmak üzere  

�𝑠(𝑠 − 𝑎) 𝑑𝑞𝑠𝑎
 

𝑡

𝑎

 

integralini Lemma 1.5.14, Teorem 1.5.20 ve Lemma 1.5.21 kullanarak hesaplayalım.  

I.Yol: 

Lemma 1.5.14’dan 𝐷𝑞(𝑡 − 𝑎)2𝑎
 = [2]𝑞(𝑡 − 𝑎) olduğu biliniyor.  

�𝑠(𝑠 − 𝑎) 𝑑𝑞𝑠𝑎
 

𝑡

𝑎

=
1

[2]𝑞
� 𝑠 𝐷𝑞(𝑠 − 𝑎)2𝑎

  𝑑𝑞𝑠𝑎
 

𝑡

𝑎

 

=
1

1 + 𝑞
� 𝑠 𝐷𝑞(𝑠 − 𝑎)2𝑎

  𝑑𝑞𝑠𝑎
 

𝑡

𝑎

 

=
1

1 + 𝑞 �𝑡
(𝑡 − 𝑎)2 − 𝑎(𝑎 − 𝑎)2 − �(𝑞𝑠 + (1− 𝑞)𝑎 − 𝑎)2 𝐷𝑞𝑠𝑎

  𝑑𝑞𝑠𝑎
 

𝑡

𝑎

� 
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=
1

1 + 𝑞 �𝑡
(𝑡 − 𝑎)2 − 𝑞2 �(𝑠 − 𝑎)2 𝐷𝑞𝑠𝑎

  𝑑𝑞𝑠𝑎
 

𝑡

𝑎

� 

𝐷𝑞𝑠𝑎
 =

𝑠 − (𝑞𝑠 + (1 − 𝑞)𝑎)
(1− 𝑞)(𝑠 − 𝑎) =

(1− 𝑞)(𝑠 − 𝑎)
(1− 𝑞)(𝑠 − 𝑎) = 1 olduğundan  

=
1

1 + 𝑞 �𝑡
(𝑡 − 𝑎)2 − 𝑞2 �(𝑠 − 𝑎)2  𝑑𝑞𝑠𝑎

 

𝑡

𝑎

� 

=
1

1 + 𝑞 �𝑡
(𝑡 − 𝑎)2 − 𝑞2 �

1 − 𝑞
1 − 𝑞3�

(𝑡 − 𝑎)3 � 

=
(𝑡 − 𝑎)2

1 + 𝑞
�𝑡 −

𝑞2

1 + 𝑞 + 𝑞2
(𝑡 − 𝑎) � 

=
(𝑡 − 𝑎)2

1 + 𝑞
�
𝑡(1 + 𝑞) + 𝑞2𝑎

1 + 𝑞 + 𝑞2  �. 

 

II.Yol: 

�𝑠(𝑠 − 𝑎) 𝑑𝑞𝑠𝑎
 

𝑡

𝑎

= �(𝑠 − 𝑎 + 𝑎)(𝑠 − 𝑎) 𝑑𝑞𝑠𝑎
 

𝑡

𝑎

 

= �(𝑠 − 𝑎)2 𝑑𝑞𝑠𝑎
 

𝑡

𝑎

+ 𝑎�(𝑠 − 𝑎) 𝑑𝑞𝑠𝑎
 

𝑡

𝑎

 

= �
1 − 𝑞
1 − 𝑞3�

(𝑡 − 𝑎)3 + 𝑎 �
1 − 𝑞

1 − 𝑞2�
(𝑡 − 𝑎)2 

=
1

1 + 𝑞 + 𝑞2
(𝑡 − 𝑎)3 + 𝑎

1
1 + 𝑞

(𝑡 − 𝑎)2 

=
(𝑡 − 𝑎)2

1 + 𝑞 �
1 + 𝑞

1 + 𝑞 + 𝑞2
(𝑡 − 𝑎) − 𝑎 � 

=
(𝑡 − 𝑎)2

1 + 𝑞
�
𝑡(1 + 𝑞) + 𝑞2𝑎

1 + 𝑞 + 𝑞2  �. 

 

Teorem 1.5.23. (𝒒-Hölder Eşitsizliği): [15] 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1, 𝑝, 𝑟 > 1, 1
𝑝

+ 1
𝑟

= 1 ve 

𝛼 > 0 olsun. O halde her 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] için aşağıdaki eşitsizliği sağlanır: 

�|𝑓(𝑠)||𝑔(𝑠)| 𝑑𝑞𝑎
 𝑠

𝑡

𝑎

≤ ��|𝑓(𝑠)|𝑝 𝑑𝑞𝑎
 𝑠

𝑡

𝑎

�

1
𝑝

��|𝑔(𝑠)|𝑟  𝑑𝑞𝑎
 𝑠

𝑡

𝑎

�

1
𝑟

 ′dir.                  (1.45) 



26 
 

 

 

Ayrıca 𝑞-Hölder eşitsizliğinin bir sonucu olan 𝑞-Power Mean eşitsizliği de aşağıdaki 

gibi ifade edilir. 

Sonuç 1.5.24. (𝒒-Power Mean Eşitsizliği): 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1, 𝑟 ≥ 1 ve 𝛼 > 0 olsun. O 

halde her 𝑡 ∈ [𝑎,𝑏] için aşağıdaki eşitsizliği sağlanır: 

�|𝑓(𝑠)||𝑔(𝑠)| 𝑑𝑞𝑎
 𝑠

𝑡

𝑎

≤ ��|𝑓(𝑠)| 𝑑𝑞𝑎
 𝑠

𝑡

𝑎

�

1−1𝑟

�� |𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑟𝑑𝑥
𝑏

𝑎
�

1
𝑟

′dir.         (1.46) 

 

Teorem 1.5.25. (𝒒-Hermite-Hadamard Eşitsizliği): [2]-[25] 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1 

𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda:  

𝑓 �
𝑞𝑎 + 𝑏
1 + 𝑞 � ≤

1
𝑏 − 𝑎

�𝑓(𝑡) 𝑑𝑞𝑎
 𝑡

𝑏

𝑎

≤
𝑞𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

1 + 𝑞  ′dir.                                         (1.47) 

 

Konveks fonksiyonlarda 𝑞-Trapezoid tipli eşitsizlikleri elde etmek için aşağıdaki 

eşitlikler verilmiştir.  

Lemma 1.5.26: [9]-[13] 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1, 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonu (𝑎,𝑏)’de 𝑞-

türevlenebilir, 𝐷𝑞𝑓𝑎
 , [𝑎, 𝑏]’de sürekli ve 𝑞-integrallenebilir olsun. O halde aşağıdaki eşitlik 

sağlanır: 

1
𝑏 − 𝑎

�𝑓(𝑡) 𝑑𝑞 𝑡 𝑎
 

𝑏

𝑎

–
𝑞𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

1 + 𝑞  

=
𝑞(𝑏 − 𝑎)

1 + 𝑞
�(1− (1 + 𝑞)𝑡) 𝐷𝑞𝑎

 𝑓(𝑡𝑏 + (1− 𝑡)𝑎) 𝑑𝑞𝑡0
 

1

0

.                              (1.48) 

 

Lemma 1.5.27: [13] Aşağıdaki eşitlik sağlanır: 

�𝑡|1− (1 + 𝑞)𝑡| 𝑑𝑞𝑡0
 

1

0

=
𝑞(1 + 4𝑞 + 𝑞2)

(1 + 𝑞 + 𝑞2)(1 + 𝑞)3  ′dir.                                            (1.49) 

 

Lemma 1.5.28: [13] Aşağıdaki eşitlik sağlanır: 
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�|1 − (1 + 𝑞)𝑡| 𝑑𝑞𝑎
 

1

0

𝑡 =
2𝑞

(1 + 𝑞)2  ′dir.                                                                      (1.50) 

 

Lemma 1.5.29: [13] Aşağıdaki eşitlik sağlanır: 

�(1 − 𝑡)|1− (1 + 𝑞)𝑡| 𝑑𝑞𝑡0
 

1

0

=
𝑞(1 + 3𝑞2 + 2𝑞3)

(1 + 𝑞 + 𝑞2)(1 + 𝑞)3  ′dir.                                  (1.51) 

0 < 𝑞 < 1, 𝑎 > 0 için Tanım 1.5.7 ve  [27, s-603]'den 

 

�(1 − 𝑞)𝑎�𝑞𝑛
∞

𝑛=0

𝑓(𝑞𝑛𝑎)� ≤ (1− 𝑞)𝑎�𝑞𝑛
∞

𝑛=0

|𝑓(𝑞𝑛𝑎)| 

olup 

�� 𝑓(𝑥) 𝑑𝑞𝑥
𝑎

0

� ≤ �|𝑓(𝑥)| 𝑑𝑞𝑥
𝑎

0

 ′dir.                                                                               (1.52) 

(1.52)'ye benzer şekilde Tanım 1.5.17'den 

�� 𝑓(𝑥) 𝑑𝑞𝑥𝑎
 

𝑏

𝑎

� = �(1− 𝑞)(𝑏 − 𝑎)�𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝑏 + (1− 𝑞𝑛)𝑎)
+∞

𝑛=0

� 

≤ (1 − 𝑞)(𝑏 − 𝑎)�𝑞𝑛|𝑓(𝑞𝑛𝑏 + (1− 𝑞𝑛)𝑎)|
+∞

𝑛=0

= �|𝑓(𝑥)| 𝑑𝑞𝑎
 𝑥

𝑏

𝑎

′dir.        (1.53) 

 

Lemma 1.5.26, Lemma 1.5.29 ve (1.53) kullanılarak aşağıdaki 𝑞-Trapezoid tipli elde 

edilmiştir. 

Teorem 1.5.30: [13] 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1  𝑓: [𝑎,𝑏] → ℝ sürekli bir fonksiyon olsun. Eğer 

� 𝐷𝑞𝑓𝑎
 �, [𝑎, 𝑏] aralığında konveks ve (𝑎, 𝑏) 𝑞-integrallenebilir ise aşağıdaki eşitsizlik 

sağlanır: 

�
𝑞𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

1 + 𝑞 −
1

𝑏 − 𝑎
� 𝑓(𝑡) 𝑑𝑎 𝑞𝑡
𝑏

𝑎

� ≤
𝑞2(𝑏 − 𝑎)

(1 + 𝑞 + 𝑞2)(1 + 𝑞)4 

× �(1 + 4𝑞 + 𝑞2)� 𝐷𝑞 𝑓(𝑏)𝑎
 � + (1 + 3𝑞2 + 2𝑞3)� 𝐷𝑞 𝑓(𝑎)𝑎

 ��.                              (1.54) 

(Ayrıca [5]’e bakınız.) 
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Teorem 1.5.31: [9]-[13] 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1, 𝑓: [𝑎,𝑏] → ℝ, (𝑎,𝑏)’de 𝑞-türevlenebilir bir 

fonksiyon, 𝐷𝑞 𝑓𝑎
 , [𝑎,𝑏]’de sürekli ve 𝑞-integrallenebilir olsun. Eğer 𝑟 ≥ 1 için  � 𝐷𝑞 𝑓𝑎

 �𝒓,  

[𝑎,𝑏] aralığında konveks ise aşağıdaki eşitsizlik sağlanır:  

�
𝑞𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

1 + 𝑞 −
1

𝑏 − 𝑎
� 𝑓(𝑡) 𝑑𝑎 𝑞𝑡
𝑏

𝑎

� ≤
𝑞(𝑏 − 𝑎)

1 + 𝑞 �
2𝑞

(1 + 𝑞)2�
1−1/𝑟 

 

×  �
𝑞(1 + 4𝑞 + 𝑞2)

(1 + 𝑞 + 𝑞2)(1 + 𝑞)3 � 𝐷𝑞 𝑓(𝑏)𝑎
 �𝑟 +

𝑞(1 + 3𝑞2 + 2𝑞3)
(1 + 𝑞 + 𝑞2)(1 + 𝑞)3 � 𝐷𝑞 𝑓(𝑎)𝑎

 �𝑟�
1/𝑟

. (1.55) 

(Ayrıca [5] ve [6]’ya bakınız.)  

Teorem 1.5.32: [9] 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1, 𝑓: [𝑎,𝑏] → ℝ, (𝑎,𝑏)’de 𝑞-türevlenebilir bir 

fonksiyon, 𝐷𝑞 𝑓𝑎
 , [𝑎,𝑏]’de sürekli ve 𝑞-integrallenebilir olsun. Eğer 𝑝, 𝑟 > 1 ve 1

𝑝
+ 1

𝑟
= 1 

için � 𝐷𝑞 𝑓𝑎
 �𝒓 fonksiyonu [𝑎,𝑏] aralığında konveks ise aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

�
𝑞𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

1 + 𝑞 −
1

𝑏 − 𝑎
� 𝑓(𝑡) 𝑑𝑎 𝑞𝑡
𝑏

𝑎

� ≤
𝑞(𝑏 − 𝑎)

1 + 𝑞 �
2𝑞

(1 + 𝑞)2�
1/𝑝 

 

 × �
𝑞(1 + 4𝑞 + 𝑞2)

(1 + 𝑞 + 𝑞2)(1 + 𝑞)3 � 𝐷𝑞 𝑓(𝑏)𝑎
 �𝑟 +

𝑞(1 + 3𝑞2 + 2𝑞3)
(1 + 𝑞 + 𝑞2)(1 + 𝑞)3 � 𝐷𝑞 𝑓(𝑎)𝑎

 �𝑟�
1/𝑟

.     (1.56) 

(Ayrıca [6]’ya bakınız.) 

 

Konveks fonksiyonlarda 𝑞-Midpoint tipli eşitsizlikleri elde etmek için aşağıdaki 

eşitlik verilmiştir.   

Lemma 1.5.33: [2] 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1, 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ, (𝑎,𝑏)’de 𝑞-türevlenebilir bir 

fonksiyon, 𝐷𝑞𝑓𝑎
 , [𝑎,𝑏]’de sürekli ve 𝑞-integrallenebilir olsun. O halde aşağıdaki eşitlik 

sağlanır: 

𝑓 �
𝑞𝑎 + 𝑏
 1 + 𝑞 � −

1
𝑏 − 𝑎

�𝑓(𝑡) 𝑑𝑞𝑡 = 𝑞(𝑏 − 𝑎) 𝑎
 

𝑏

𝑎

 

× 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
� 𝑡 𝐷𝑞𝑎

 𝑓(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎) 𝑑𝑞𝑡0
 

1
1+𝑞

0

� �+ ��𝑡 −
1
𝑞� 𝐷𝑞𝑎

 𝑓(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎) 𝑑𝑞𝑡0
 

1

1
1+𝑞 ⎦

⎥
⎥
⎤
.   (1.57) 

 

Ayrıca [2]’de aşağıdaki eşitlikler verilmiştir. 
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� 𝑡2 𝑑𝑞𝑡0
 

1
1+𝑞

0

=
1

(1 + 𝑞)3(1 + 𝑞 + 𝑞2)  ′dir.                                                                   (1.58) 

� 𝑡(1− 𝑡) 𝑑𝑞 𝑡0
 

1
1+𝑞

0

=
𝑞

(1 + 𝑞)2(1 + 𝑞 + 𝑞2)  ′dir.                                                       (1.59) 

��
1
𝑞 − 𝑡� 𝑡 𝑑𝑞 𝑡0

 

1

1
1+𝑞

=
2

(1 + 𝑞)3(1 + 𝑞 + 𝑞2)  ′dir.                                                     (1.60) 

��
1
𝑞 − 𝑡� (1− 𝑡) 𝑑𝑞 𝑡0

 

1

1
1+𝑞

=
−1 + 𝑞 + 𝑞2

(1 + 𝑞)3(1 + 𝑞 + 𝑞2)  ′dir.                                         (1.61) 

 

(1.58)-(1.61) ve Lemma 1.5.33 kullanılarak aşağıdaki 𝑞-Midpoint tipli eşitsizlikler 

elde edilmiştir. 

Teorem 1.5.34: [2] 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1, 𝑓: [𝑎,𝑏] → ℝ, (𝑎,𝑏)’de 𝑞-türevlenebilir bir 

fonksiyon, 𝐷𝑞 𝑓𝑎
 , [𝑎,𝑏]’de sürekli ve 𝑞-integrallenebilir olsun. Eğer  � 𝐷𝑞 𝑓𝑎

 �,  [𝑎,𝑏] 

aralığında konveks ise aşağıdaki eşitsizlik sağlanır:  

�𝑓 �
𝑞𝑎 + 𝑏
 1 + 𝑞 � −

1
𝑏 − 𝑎

�𝑓(𝑡) 𝑑𝑞𝑡𝑎
 

𝑏

𝑎

� ≤ 𝑞(𝑏 − 𝑎) 

 ��� 𝐷𝑞𝑎
 𝑓(𝑏)�

3
(1 + 𝑞)3(1 + 𝑞 + 𝑞2) + � 𝐷𝑞𝑎

 𝑓(𝑎)�
−1 + 2𝑞 + 2𝑞2

(1 + 𝑞)3(1 + 𝑞 + 𝑞2)
�� .          (1.62) 

 

Teorem 1.5.35: [2] 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1, 𝑓: [𝑎,𝑏] → ℝ, (𝑎,𝑏)’de 𝑞-türevlenebilir bir 

fonksiyon, 𝐷𝑞 𝑓𝑎
 , [𝑎,𝑏]’de sürekli ve 𝑞-integrallenebilir olsun. Eğer 𝑟 ≥ 1 için  � 𝐷𝑞 𝑓𝑎

 �𝒓,  

[𝑎,𝑏] aralığında konveks ise aşağıdaki eşitsizlik sağlanır:  

�𝑓 �
𝑞𝑎 + 𝑏
 1 + 𝑞 � −

1
𝑏 − 𝑎

�𝑓(𝑡) 𝑑𝑞𝑡𝑎
 

𝑏

𝑎

� ≤ 𝑞(𝑏 − 𝑎)
1

(1 + 𝑞)3−
3
𝑟

 

× �

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ �� 𝐷𝑞𝑎

 𝑓(𝑏)�𝑟 1
(1+𝑞)3(1+𝑞+𝑞2)

+ � 𝐷𝑞𝑎
 𝑓(𝑎)�𝑟 𝑞

(1+𝑞)2(1+𝑞+𝑞2)
�
1
𝑟

+ �� 𝐷𝑞𝑎
 𝑓(𝑏)�𝑟 2

(1+𝑞)3(1+𝑞+𝑞2)
+ � 𝐷𝑞𝑎

 𝑓(𝑎)�𝑟 −1+𝑞+𝑞2

(1+𝑞)2(1+𝑞+𝑞2)
�
1
𝑟

�

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
.                      (1.63) 
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Teorem 1.5.36: [2] 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1, 𝑓: [𝑎,𝑏] → ℝ, (𝑎,𝑏)’de 𝑞-türevlenebilir bir 

fonksiyon, 𝐷𝑞 𝑓𝑎
 , [𝑎,𝑏]’de sürekli ve 𝑞-integrallenebilir olsun. Eğer 𝑝, 𝑟 > 1 ve 1

𝑝
+ 1

𝑟
= 1 

için � 𝐷𝑞 𝑓𝑎
 �𝒓 fonksiyonu   [𝑎,𝑏] aralığında konveks ise aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

 

�𝑓 �
𝑞𝑎 + 𝑏
 1 + 𝑞 � −

1
𝑏 − 𝑎

�𝑓(𝑡) 𝑑𝑞𝑡𝑎
 

𝑏

𝑎

� ≤ 𝑞(𝑏 − 𝑎) 

× 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

� 1
(1+𝑞)𝑝+1

1−𝑞
1−𝑞𝑝+1

�
1
𝑝 �� 𝐷𝑞𝑎

 𝑓(𝑏)�𝑟

(1+𝑞)3
+ �2𝑞+𝑞2�� 𝐷𝑞𝑎

 𝑓(𝑎)�𝑟

(1+𝑞)3
�

1
𝑟

+ �∫ �1
𝑞
− 𝑡�

𝑝1
1

1+𝑞
𝑑𝑞0

 𝑡�
1
𝑝
�(2𝑞+𝑞2)� 𝐷𝑞𝑎

 𝑓(𝑏)�𝑟

(1+𝑞)3
+ (−𝑞+𝑞2+𝑞3)� 𝐷𝑞𝑎

 𝑓(𝑎)�𝑟

(1+𝑞)3
�

1
𝑟

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

.            (1.64) 

 

Teorem 1.5.37: [2] 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1, 𝑓: [𝑎,𝑏] → ℝ, (𝑎,𝑏)’de 𝑞-türevlenebilir bir 

fonksiyon, 𝐷𝑞 𝑓𝑎
 , [𝑎,𝑏]’de sürekli ve 𝑞-integrallenebilir olsun. Eğer 𝑝, 𝑟 > 1 ve 1

𝑝
+ 1

𝑟
= 1 

için � 𝐷𝑞 𝑓𝑎
 �𝒓 fonksiyonu   [𝑎,𝑏] aralığında konveks ise aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

�𝑓 �
𝑞𝑎 + 𝑏
 1 + 𝑞 � −

1
𝑏 − 𝑎

�𝑓(𝑡) 𝑑𝑞𝑡𝑎
 

𝑏

𝑎

� ≤ 𝑞(𝑏 − 𝑎) �
1

1 + 𝑞�
3
𝑝
 

× 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ �� 𝐷𝑞𝑎

 𝑓(𝑏)�𝑟 1
(1+𝑞)3(1+𝑞+𝑞2)

+ � 𝐷𝑞𝑎
 𝑓(𝑎)�𝑟 𝑞

(1+𝑞)2(1+𝑞+𝑞2)
�
1
𝑟

+ �� 𝐷𝑞𝑎
 𝑓(𝑏)�𝑟 2

(1+𝑞)3(1+𝑞+𝑞2)
+ � 𝐷𝑞𝑎

 𝑓(𝑎)�𝑟 −1+𝑞+𝑞2

(1+𝑞)2(1+𝑞+𝑞2)
�
1
𝑟

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
.                       (1.65) 

 

1.6. Kesirli Kuantum Hesap 

 

Bu bölümde [0,𝑏] aralığında tanımlanan kesirli kuantum integral ile ilgili kavramlar 

tanıtacaktır. Daha sonra daha genel olan [𝑎, 𝑏] aralığında kesirli kuantum integral ile ilgili 

kavramlar tanıtılacaktır. 

Önce bu bölümde kullanılacak kuantum hesabın bazı temel kavramlarını tanıtalım. 

𝑘 ∈ ℕ, 𝑛,𝑚 ∈ ℝ için (𝑛 −𝑚)𝑘 kuvvetinin 𝑞-hali aşağıdaki şekilde tanımlanır.  

Tanım 1.6.1. (𝒒-Kuvvet Fonksiyonu): [17] 0 < 𝑞 < 1, 𝑘 ∈ ℕ, 𝑛,𝑚 ∈ ℝ için 𝑞-kuvvet 

fonksiyonu  
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(𝑛 −𝑚)(0) = 1, (𝑛 −𝑚)(𝑘) = ��𝑛 − 𝑞𝑖𝑚�
𝑘−1

𝑖=0

,                                                 (1.66) 

ayrıca 𝛾 ∈ ℝ için (𝑛 −𝑚)(𝛾) 𝑞-kuvvet fonksiyonu  

(𝑛 −𝑚)(𝛾) = 𝑛𝛾�
𝑛−𝑚𝑞𝑖

𝑛 − 𝑚𝑞𝛾+𝑖  
+∞

𝑖=0

   ,𝑛 ≠ 0                                                              (1.67) 

şeklinde tanımlanır. Açıkça 𝑚 = 0 ise 𝑛(𝛾) = 𝑛𝛾’dir. Ayrıca 𝛾 > 0 için 0(𝛾) = 0’dir. 

 

𝑞-Gama ve 𝑞-Beta fonksiyonları aşağıdaki şekilde tanımlanır.  

Tanım 1.6.2. (𝒒-Gama Fonksiyonu): [17] 0 < 𝑞 < 1 ve 𝑡 ∈ ℝ+ için  

Γ𝑞(𝑡) =
(1 − 𝑞)(𝑡−1)

(1 − 𝑞)𝑡−1                                                                                                        (1.68) 

fonksiyonuna 𝑞-Gama fonksiyonu denir. Ayrıca 𝑞-Gama fonksiyonu için 

Γ𝑞(𝑡 + 1) = [𝑡]𝑞𝛤𝑞(𝑡)                                                                                                      (1.69) 

eşitliği sağlanıp, Γ(𝑡), 1.2.13 Tanım’da verilen Gama fonksiyonun olmak üzere  

𝑙𝑖𝑚
𝑞→1−

Γ𝑞(𝑡) = Γ(𝑡) ′dir.                                                                                                     (1.70) 

 

Tanım 1.6.3. (𝒒-Beta Fonksiyonu): [17] 0 < 𝑞 < 1 ve 𝑠, 𝑡 ∈ ℝ+ için  

𝐵𝑞(𝑠, 𝑡): = �𝑢(𝑠−1)(1 − 𝑞𝑢)(𝑡−1)𝑑𝑞𝑡
1

0

                                                                         (1.71) 

şeklinde tanımlanır.  

 

Ayrıca 𝑞-Beta fonksiyonunun 𝑞-Gama fonksiyonu türünden ifadesi 𝑠, 𝑡 ∈ ℝ+ için 

𝛣𝑞(𝑠, 𝑡) =
Γ𝑞(𝑠)Γ𝑞(𝑡)
Γ𝑞(𝑠 + 𝑡)  ,                                                                                                   (1.72) 

olarak yazılır. Açıkça 𝐵(𝑠, 𝑡), Tanım 1.2.14’te verilen Beta fonksiyonun olmak üzere  

𝑙𝑖𝑚
𝑞→1−

𝐵𝑞(𝑠, 𝑡) = 𝐵(𝑠, 𝑡) ′dir.                                                                                            (1.73) 

 

Pochhammer sembolünün 𝑞-hali aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

Tanım 1.6.4. (𝒒-Pochhammer Sembolü): [17] 0 < 𝑞 < 1, 𝑘 ∈ ℕ ∪ {+∞} ve 𝑚 ∈ ℝ için 

𝑞-Pochhammer sembolü 
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(𝑚;𝑞)0 = 1, (𝑚;𝑞)𝑘 = ��1 − 𝑞𝑖𝑚�
𝑘−1

𝑖=0

,                                                             (1.74) 

şeklinde tanımlanır.  

 

Açıkça 𝑘 ∈ ℕ, 𝛾,𝑛,𝑚 ∈ ℝ, 𝑛 ≠ 0 için 𝑞-kuvvet fonksiyonu ve 𝑞-Pochhammer 

sembolü arasında 

(𝑛 −𝑚)(0) = 1 = 𝑛0 �
𝑚
𝑛 ; 𝑞�

0
 

(𝑛 −𝑚)(𝑘) = ��𝑛 − 𝑞𝑖𝑚�
𝑘−1

𝑖=0

= 𝑛𝑘  ��1 −
𝑚
𝑛 𝑞

𝑖�
𝑘−1

𝑖=0

= 𝑛𝑘 �
𝑚
𝑛 ; 𝑞�

𝑘
 

(𝑛 −𝑚)(𝛾) = 𝑛𝛾�
𝑛−𝑚𝑞𝑖

𝑛 − 𝑚𝑞𝛾+𝑖  
+∞

𝑖=0

= 𝑛𝛾�
1 − 𝑚

𝑛
𝑞𝑖

1 − 𝑚𝑞𝛾

𝑛
𝑞𝑖

 
+∞

𝑖=0

 

= 𝑛𝛾
∏ 1 − 𝑚

𝑛
𝑞𝑖+∞

𝑖=0

∏ 1 − 𝑚𝑞𝛾

𝑛
𝑞𝑖+∞

𝑖=0

= 𝑛𝛾
�𝑚
𝑛

;𝑞�
∞

�𝑚
𝑛
𝑞𝛾;𝑞�

∞

.                                                                     (1.75) 

 

eşitlikleri geçerlidir. 

Teorem 1.6.5: [1, s-4] 0 < 𝑞 < 1 ve 𝜆, 𝜇 ∈ ℝ olsun. O halde 

𝑆 ≔ {(𝜆,𝜇):𝜇 ≥ 𝜆 ve 𝜇 + 𝜆 ≥ 1} olmak üzere 

lim
𝑞→1−

�𝑞𝜆𝑥; 𝑞�∞
(𝑞𝜇𝑥; 𝑞)∞

= (1− 𝑥)𝜇−𝜆  ′𝑑𝑖𝑟                                                                               (1.76) 

(𝜆, 𝜇) ∈ 𝑆 için {𝑥 ∈ ℂ ∶ |𝑥| ≤ 1}’de düzgün yakınsaktır, (𝜆, 𝜇) ∉ 𝑆 için {𝑥 ∈ ℂ ∶ |𝑥| ≤ 1 ,

𝑥 ≠ 1}’in kompakt alt kümelerinde düzgün yakınsaktır. 

 

Tanım 1.6.6. ([𝟎,𝑻] Aralığında Kesirli 𝒒-İntegrali): [17] 0 < 𝑞 < 1, 𝛼 ≥ 0 ve 𝑓, [0,𝑇] 

aralığında tanımlı bir fonksiyon olsun.  𝑓  fonksiyonunun Riemann-Liouville tipli kesirli 𝑞-

integrali aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

�𝐼𝑞0𝑓�(𝑡): = 𝑓(𝑡),    ( 𝛼 = 0; 𝑡 ∈ [0,𝑇]), 

�𝐼𝑞𝛼𝑓�(𝑡) ≔
1

Γ𝑞(𝛼)�(𝑡 − 𝑞𝑠)(𝛼−1)𝑓(𝑠)𝑑𝑞𝑠
𝑡

0

,      (𝛼 > 0; 𝑡 ∈ [0,𝑇]).                    (1.77) 
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Tanım 1.6.7. ([𝟎,𝑻] Aralığında Kesirli 𝒒-Türevi): [17] 0 < 𝑞 < 1 için Riemann-

Liouville tipli 𝛼 ≥ 0 mertebeden kesirli 𝑞-türevi aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

�𝐷𝑞0ℎ�(𝑡) = ℎ(𝑡) 

�𝐷𝑞𝛼ℎ�(𝑡) = �𝐷𝑞𝑙 𝐼𝑞𝑙−𝛼ℎ�(𝑡),      (𝛼 > 0; 𝑡 ∈ [0,𝑇])                                                    (1.78) 

Burada 𝑙, 𝛼'den büyük veya ona eşit en küçük tam sayıdır. 

Lemma 1.6.8: [17] 0 < 𝑞 < 1, 𝛼,𝛽 ≥ 0 ve 𝑓, [0,𝑇]  aralığında tanımlı bir fonksiyon 

olsun. O halde aşağıdaki özellikler sağlanır:  

1. �𝐼𝑞
𝛽𝐼𝑞𝛼𝑓�(𝑡) = �𝐼𝑞

𝛼+𝛽𝑓�(𝑡), 

2. �𝐷𝑞𝛼𝐼𝑞𝛼𝑓�(𝑡) = 𝑓(𝑡). 

 

Lemma 1.6.9: [17] 0 < 𝑞 < 1, 𝛼 > 0 ve 𝑛 bir pozitif tamsayı olsun. Aşağıdaki eşitlik 

sağlanır: 

�𝐼𝑞𝛼𝐷𝑞𝑛𝑓�(𝑡) = �𝐷𝑞𝑛𝐼𝑞𝛼𝑓�(𝑡) −�
𝑡𝛼−𝑛+𝑖

Γ𝑞(𝛼 + 𝑖 − 𝑛 + 1) �𝐷𝑞
𝑖 𝑓�(0)

𝑛−1

𝑖=0

.                         (1.79) 

 

Yukarıda verilen [0,𝑇] aralığında tanımlı fonksiyon için Riemann-Liouville kesirli 

𝑞-integral ve 𝑞-türev tanımlarını [𝑎,𝑏] aralığında tanımlı fonksiyona genelleştirmek için 

[17]’de yazarlar aşağıdaki tanımları kullanmıştır. Bizim çalışmalarımızda bu tanımlar 

kullanılacağı için bizde gerekli ispatları burada vereceğiz. 

 Tanım 1.6.10. (𝒒-Öteleme (𝒒-Shifting) Operatörü): [14-17] 0 < 𝑞 < 1 ve 𝑎,𝑚 ∈ ℝ 

olsun. 𝑞-öteleme (𝑞-shifting) operatörü aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

𝜙𝑞(𝑚)𝑎
 = 𝑞𝑚 + (1 − 𝑞)𝑎.                                                                                            (1.80) 

Ayrıca her 𝑘 pozitif tamsayısı için 

𝜙𝑞𝑘(𝑚)𝑎
 = 𝜙𝑞𝑘−1 � 𝜙𝑎 𝑞(𝑚)�𝑎

    ve   𝜙𝑎 𝑞
0(𝑚) = 𝑚 ′dir.                                            (1.81) 

 

Bu tanımdan aşağıdaki özellikler sağlanır: 

Özellikler 1.6.11: [14-17] 0 < 𝑞 < 1, 𝑎, 𝑛,𝑚 ∈ ℝ  ve   𝑘, 𝑗 pozitif tamsayıları için: 

1. 𝜙𝑞𝑘(𝑚)𝑎
 = 𝜙𝑞𝑘(𝑚)𝑎

 , 

2. 𝜙𝑞𝑘 � 𝜙𝑎 𝑞
𝑗(𝑚)�𝑎

 = 𝜙𝑞
𝑗 � 𝜙𝑎 𝑞

𝑘(𝑚)�𝑎
 = 𝜙𝑞

𝑗+𝑘(𝑚)𝑎
 , 

3. 𝜙𝑞(𝑎)𝑎
 = 𝑎, 
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4. 𝜙𝑞𝑘(𝑚)𝑎
 − 𝑎 = 𝑞𝑘(𝑚 − 𝑎), 

5. 𝑚 − 𝜙𝑞𝑘(𝑚)𝑎
 = (1− 𝑞𝑘)(𝑚− 𝑎), 

6. 𝑚 ≠ 0 için 𝜙𝑞𝑘(𝑚)𝑎
 = 𝑚 𝜙𝑞𝑘(1)𝑎

𝑚

 , 

7. 𝜙𝑞(𝑚)𝑎
 − 𝜙𝑞𝑘(𝑛)𝑎

 = 𝑞�𝑚 − 𝜙𝑞𝑘−1(𝑛)𝑎
 �’dir. 

İspat: 

1. Her 𝑘 pozitif tamsayısı için 𝜙𝑞𝑘(𝑚)𝑎
 = 𝜙𝑞𝑘(𝑚)𝑎

   olduğunu matematiksel indüksiyon 

(tümevarım) ile ispatlayalım. 

𝑘 = 1 için 𝜙𝑞1(𝑚) = 𝜙𝑞(𝑚)𝑎
 = 𝜙𝑞1(𝑚)𝑎

 
𝑎
  olduğu açıktır. 

𝑘 = 𝑛 için 𝜙𝑞𝑛(𝑚)𝑎
 = 𝜙𝑞𝑛(𝑚)𝑎

  olduğu varsayalım. 

𝑘 = 𝑛 + 1 için (1.80)’den  

𝜙𝑞𝑛+1(𝑚) = 𝜙𝑞𝑛� 𝜙𝑞(𝑚)𝑎
 �𝑎

 = 𝜙𝑞𝑛� 𝜙𝑞(𝑚)𝑎
 �𝑎

 
𝑎
  

= 𝑞𝑛 𝜙𝑞(𝑚)𝑎
 + (1 − 𝑞𝑛)𝑎 

= 𝑞𝑛(𝑞𝑚 + (1− 𝑞)𝑎) + (1 − 𝑞𝑛)𝑎 

= 𝑞𝑛+1𝑚 + 𝑞𝑛𝑎 − 𝑞𝑛+1𝑎 + 𝑎 − 𝑞𝑛𝑎 

= 𝑞𝑛+1𝑚 + (1 − 𝑞𝑛+1)𝑎 

= 𝜙𝑞𝑛+1(𝑚)𝑎
 . 

2. 1. maddeden 

𝜙𝑞𝑘 � 𝜙𝑎 𝑞
𝑗(𝑚)�𝑎

 = 𝜙𝑞𝑘 � 𝜙𝑎 𝑞𝑗(𝑚)�𝑎
 = 𝜙𝑞𝑘�𝑞𝑗𝑚 + �1 − 𝑞𝑗�𝑎�𝑎

  

= 𝑞𝑘�𝑞𝑗𝑚 + �1 − 𝑞𝑗�𝑎� + (1− 𝑞𝑘)𝑎 

= 𝑞𝑘+𝑗𝑚 + 𝑞𝑘𝑎 − 𝑞𝑘+𝑗𝑎 + 𝑎 − 𝑞𝑘𝑎 

= 𝑞𝑘+𝑗𝑚 + �1 − 𝑞𝑘+𝑗�𝑎 

= 𝜙𝑞𝑗+𝑘(𝑚)𝑎
  

= 𝜙𝑞
𝑗+𝑘(𝑚)𝑎

 . 

Bezer şekilde 𝜙𝑞
𝑗 � 𝜙𝑎 𝑞

𝑘(𝑚)�𝑎
 = 𝜙𝑞

𝑗+𝑘(𝑚)𝑎
  olduğu gösterilebilir. 

3. 𝜙𝑞(𝑎)𝑎
 = 𝑞𝑎 + (1 − 𝑞)𝑎 = 𝑎’dir. 

4. 𝜙𝑞𝑘(𝑚)𝑎
 − 𝑎 = 𝜙𝑞𝑘(𝑚)𝑎

 − 𝑎 = 𝑞𝑘𝑚 + (1 − 𝑞𝑘)𝑎 − 𝑎 = 𝑞𝑘(𝑚− 𝑎)’dir. 

5. 𝑚 − 𝜙𝑞𝑘(𝑚)𝑎
 = 𝑚 − 𝜙𝑞𝑘(𝑚)𝑎

 = 𝑚 − (𝑞𝑘𝑚 + (1− 𝑞𝑘)𝑎) = (1 − 𝑞𝑘)(𝑚 − 𝑎)’dir. 

6. 𝑚 ≠ 0 için  

𝜙𝑞𝑘(𝑚)𝑎
 = 𝜙𝑞𝑘(𝑚)𝑎

 = 𝑞𝑘𝑚 + (1− 𝑞𝑘)𝑎 = 𝑚�𝑞𝑘 + (1 − 𝑞𝑘)
𝑎
𝑚� 
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= 𝑚 𝜙𝑞𝑘(1)𝑎
𝑚

 = 𝑚 𝜙𝑞𝑘(1)𝑎
𝑚

 ’dir. 

7. 𝜙𝑞(𝑚)𝑎
 − 𝜙𝑞𝑘(𝑛)𝑎

 = 𝜙𝑞(𝑚)𝑎
 − 𝜙𝑞𝑘(𝑛)𝑎

 = 𝑞𝑚 + (1 − 𝑞)𝑎 − (𝑞𝑘𝑛 + (1 − 𝑞𝑘)𝑎) 

= 𝑞𝑚 − 𝑞𝑎 − 𝑞𝑘𝑛 + 𝑞𝑘𝑎 = 𝑞�𝑚 − (𝑞𝑘−1𝑛 + (1 − 𝑞𝑘−1)𝑎)� 

= 𝑞�𝑚 − 𝜙𝑞𝑘−1(𝑛)𝑎
 �’dir. 

 

Uyarı 1.6.12: 𝜙𝑞(𝑡)𝑎
 = 𝑞𝑡 + (1 − 𝑞)𝑎 olduğundan Tanım 1.5.11’da 𝐷𝑞𝑓(𝑡)𝑎

  türevi 

𝐷𝑞𝑓(𝑡)𝑎
 =

𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑞𝑡 + (1− 𝑞)𝑎)
(1− 𝑞)(𝑡 − 𝑎) =

𝑓(𝑡)− 𝑓� 𝜙𝑞(𝑡)𝑎
 �

(1 − 𝑞)(𝑡 − 𝑎) , 

ve Tanım 1.5.17’de ∫ 𝑓(𝑠) 𝑑𝑎 𝑞𝑠
𝑡
𝑎  integrali 

�𝑓(𝑠) 𝑑𝑎 𝑞𝑠
𝑡

𝑎

= (1− 𝑞)(𝑡 − 𝑎)�𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝑡 + (1− 𝑞𝑛)𝑎)
+∞

𝑛=0

 

= (1− 𝑞)(𝑡 − 𝑎)�𝑞𝑛𝑓� 𝜙𝑞𝑛(𝑡)𝑎
 �

+∞

𝑛=0

 

= (1− 𝑞)(𝑡 − 𝑎) �𝑞𝑛𝑓� 𝜙𝑞𝑛(𝑡)𝑎
 �

+∞

𝑛=0

 

şeklinde 𝑞-öteme operatörü ile yazılabildiğine dikkat ediniz. 

Tanım 1.6.13.(𝒒-Öteleme Operatörünün Kuvveti): [14-17] 0 < 𝑞 < 1, 𝑎, 𝑛,𝑚 ∈ ℝ ve 

𝑘 ∈ ℕ için 𝑞-operatörünün kuvveti aşağıdaki gibi tanımlanır: 

(𝑛 −𝑚)𝑞
(0) = 1𝑎

 ,       (𝑛 − 𝑚)𝑞
(𝑘) = ��𝑛 − 𝜙𝑞𝑖 (𝑚)𝑎

 �
𝑘−1

𝑖=0
𝑎
 ,   𝑘 ∈ ℕ,                        (1.82) 

(𝑛 −𝑚)𝑞
(𝛾)

𝑎
 = (𝑛 − 𝑎)𝛾�

𝑛 − 𝜙𝑞𝑖 (𝑚)𝑎
 

𝑛 − 𝜙𝑞
𝛾+𝑖(𝑚)𝑎

 

∞

𝑖=0

,      𝑛 ≠ 0 .                                         (1.83) 

Burada 𝜙𝑎 𝑞
𝛾+𝑖(𝑚) = 𝜙𝑎 𝑞𝛾+𝑖(𝑚) = 𝑞𝛾+𝑖𝑚 + �1 − 𝑞𝛾+𝑖�𝑎 şeklinde anlaşılacaktır. 

Ayrıca (1.82)-(1.83)’de 𝑎 = 0 alınırsa (1.66)-(1.67)’de verilen [0,𝑏] aralığındaki 𝑞-

kuvvet elde edilir.  

Özellikler 1.6.14: [14-17] 0 < 𝑞 < 1, 𝛾, 𝑎,𝑛,𝑚 ∈ ℝ, 𝑛 ≠ 𝑎 ve 𝑘 ∈ ℕ için 

𝟏.  (𝑛 −𝑚)𝑞
(𝑘) = 𝑎

 (𝑛 − 𝑎)𝑘 �
𝑚 − 𝑎
𝑛 − 𝑎 ;𝑞�

𝑘
, 
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𝟐.  (𝑛 −𝑚)𝑞
(𝛾)

𝑎
 = (𝑛 − 𝑎)𝛾�

1 − 𝑚−𝑎
𝑛−𝑎

𝑞𝑖

1 − 𝑚−𝑎
𝑛−𝑎

𝑞𝑖+𝛾

∞

𝑖=0

= (𝑛 − 𝑎)𝛾
�𝑚−𝑎
𝑛−𝑎

;𝑞�
∞

�𝑚−𝑎
𝑛−𝑎

𝑞𝛾;𝑞�
∞

, 

𝟑. �𝑛 − 𝜙𝑞𝑘(𝑛)𝑎
 �

𝑞

(𝛾)

𝑎

 
= (𝑛 − 𝑎)𝛾

(𝑞𝑘;𝑞)∞
(𝑞𝛾+𝑘;𝑞)∞

′dir. 

İspat:  

𝟏.  (𝑛 −𝑚)𝑞
(𝑘) = 𝑎

 ��𝑛 − 𝜙𝑞𝑖 (𝑚)𝑎
 �

𝑘−1

𝑖=0

= ��𝑛− �𝑞𝑖𝑚 + �1 − 𝑞𝑖�𝑎��
𝑘−1

𝑖=0

 

= ��𝑛− 𝑎 − 𝑞𝑖(𝑚− 𝑎)�
𝑘−1

𝑖=0

= �(𝑛 − 𝑎)�1− 𝑞𝑖 �
𝑚 − 𝑎
𝑛 − 𝑎��

𝑘−1

𝑖=0

 

= (𝑛 − 𝑎)𝑘��1− 𝑞𝑖 �
𝑚 − 𝑎
𝑛 − 𝑎��

𝑘−1

𝑖=0

= (𝑛 − 𝑎)𝑘 �
𝑚 − 𝑎
𝑛 − 𝑎 ; 𝑞�

𝑘
′dir. 

𝟐.  (𝑛 −𝑚)𝑞
(𝛾)

𝑎
 = (𝑛 − 𝑎)𝛾�

𝑛 − 𝜙𝑞𝑖 (𝑚)𝑎
 

𝑛 − 𝜙𝑞
𝛾+𝑖(𝑚)𝑎

 

∞

𝑖=0

 

= (𝑛 − 𝑎)𝛾�
𝑛 − �𝑞𝑖𝑚 + �1 − 𝑞𝑖�𝑎�

𝑛 − (𝑞𝛾+𝑖𝑚 + (1 − 𝑞𝛾+𝑖)𝑎)

∞

𝑖=0

 

= (𝑛 − 𝑎)𝛾�
𝑛 − 𝑎 − 𝑞𝑖(𝑚 − 𝑎)
𝑛 − 𝑎 − 𝑞𝛾+𝑖(𝑚 − 𝑎)

∞

𝑖=0

 

(𝑛 − 𝑎)𝛾�
1 − 𝑚−𝑎

𝑛−𝑎
𝑞𝑖

1 − 𝑚−𝑎
𝑛−𝑎

𝑞𝑖+𝛾

∞

𝑖=0

 

= (𝑛 − 𝑎)𝛾
�𝑚−𝑎
𝑛−𝑎

; 𝑞�
∞

�𝑚−𝑎
𝑛−𝑎

𝑞𝛾;𝑞�
∞

′dir. 

3. 2. madde ve Özellikler 1.6.11 4. maddeden 

�𝑛 − 𝜙𝑞𝑘(𝑛)𝑎
 �

𝑞

(𝛾)

𝑎

 
= (𝑛 − 𝑎)𝛾

� 𝜙𝑞𝑘(𝑛)𝑎
 −𝑎
𝑛−𝑎

;𝑞�
∞

�
𝜙𝑞𝑘(𝑛)𝑎
 −𝑎

𝑛−𝑎
𝑞𝛾;𝑞�

∞

 

= (𝑛 − 𝑎)𝛾
�𝑛−𝑎
𝑛−𝑎

𝑞𝑘;𝑞�
∞

�𝑛−𝑎
𝑛−𝑎

𝑞𝛾+𝑘; 𝑞�
∞

= (𝑛 − 𝑎)𝛾
(𝑞𝑘;𝑞)∞

(𝑞𝛾+𝑘; 𝑞)∞
′dir. 

 

Açıkça (1.83)’den 
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�1 − 𝜙𝑞(1)0
 �

𝑞

(𝛾)

0

 
= �

1 − 𝑞𝑖+1

1− 𝑞𝛾+𝑖+1

∞

𝑖=0

′dir.                                                                    (1.84) 

Ayrıca 𝑞-Gama fonksiyonu aşağıdaki gibi tanımlayabiliriz 

Γ𝑞(𝑡) =
�1 − 𝜙𝑞(1)0

 �
𝑞

(𝑡−1)

0

 

(1 − 𝑞)𝑡−1  ′dir, t ∈ ℝ ∖ {0,−1,−2, … }                             (1.85) 

Her 𝑠, 𝑡 > 0 için 𝑞-Beta fonksiyonunu aşağıdaki gibi tanımlanabilir: 

𝐵𝑞(𝑠, 𝑡) ≔ �𝑢(𝑠−1) �1 − 𝜙𝑞(𝑢)0
 �

𝑞

(𝑡−1)

0

 
𝑑𝑞𝑢

1

0

.                                                           (1.86) 

 

[𝑎,𝑏] aralığında tanımlı fonksiyonun Riemann-Liouville tipli kesirli 𝑞-integrali 

tanımlayalım. 

Tanım 1.6.15. ([𝒂,𝒃] Aralığında Kesirli 𝒒-İntegrali): [14-17] 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1, 𝛼 ≥ 0 

ve 𝑓, [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli bir fonksiyon olsun. 𝑓 fonksiyonunun Riemann-Liouville 

tipli kesirli 𝑞-integrali aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

�

      � 𝐼𝑞0𝑎
 𝑓�(𝑡): = 𝑓(𝑡),    ( 𝛼 = 0; 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏])

      � 𝐼𝑞𝛼𝑎
 𝑓�(𝑡) ≔

1
Γ𝑞(𝛼)� �𝑡 − 𝜙𝑞(𝑠)𝑎

 �
𝑞

(𝛼−1)

𝑎

 
 𝑓(𝑠) 𝑑𝑎 𝑞𝑠

𝑡

𝑎

,     (𝛼 > 0; 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏])

             =
(1 − 𝑞)(𝑡 − 𝑎)

Γ𝑞(𝛼) �𝑞𝑖 �𝑡 − 𝜙𝑞𝑖+1(𝑡)𝑎
 �

𝑞

(𝛼−1)
𝑓� 𝜙𝑞𝑖 (𝑡)𝑎

 �
𝑎

 
∞

𝑖=0

             =
(1 − 𝑞)(𝑡 − 𝑎)

Γ𝑞(𝛼) �𝑞𝑖 �𝑡 − 𝜙𝑞� 𝜙𝑞𝑖 (𝑡)𝑎
 �𝑎

 �
𝑞

(𝛼−1)
𝑓� 𝜙𝑞𝑖 (𝑡)𝑎

 �.
𝑎

 
∞

𝑖=0 ⎭
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎪
⎫

.    (1.87) 

 

Bazen � 𝐼𝑞𝛼𝑎
 𝑓�(𝑡) = � 𝐼𝑞𝛼𝑎

 𝑓(𝑠)� (𝑡) şeklinde yazılabilir. 

Tanım 1.6.16. ([𝒂,𝒃] Aralığında Kesirli 𝒒-Türevi): [14-17] 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1,  𝛼 ≥ 0 

ve 𝑓, [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli bir fonksiyon olsun. 𝑓 fonksiyonunun Riemann-Liouville 

tipli 𝛼 ≥ 0 mertebeden kesirli 𝑞-türevi aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

� 𝐷𝑞0𝑎
 𝑓�(𝑡) = 𝑓(𝑡) 

� 𝐷𝑞𝛼𝑎
 𝑓�(𝑡) = � 𝐷𝑞𝑙𝑎

 𝐼𝑞𝑙−𝛼𝑎
 𝑓�(𝑡),      (𝛼 > 0 ;  𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏])                                           (1.88) 

Burada 𝑙, 𝛼'dan büyük veya ona eşit en küçük tamsayıdır.  
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Lemma 1.6.17: [14-17] 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1, 𝛼,𝛽 ≥ 0 ve 𝑓, [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli bir 

fonksiyon olsun. Riemann-Liouville tipli kesirli 𝑞-integrali aşağıdaki yarı-grup özelliğini 

sağlar:  

� 𝐼𝑞
𝛽

𝑎
 � 𝐼𝑞𝛼𝑎

 𝑓�� (𝑡) = � 𝐼𝑞𝛼𝑎
 � 𝐼𝑞

𝛽
𝑎
 𝑓�� (𝑡) = � 𝐼𝑞

𝛼+𝛽
𝑎
 𝑓�(𝑡).                                            (1.89) 

 

Lemma 1.6.18: [14] 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1, 𝛼,𝛽 ≥ 0 ise her 𝑡 ∈ [𝑎. 𝑏] için aşağıdaki bağıntı 

sağlanır: 

� 𝐼𝑞𝛼𝑎
 (𝑠 − 𝑎)𝛽�(𝑡) =

Γ𝑞(𝛽 + 1)
Γ𝑞(𝛽 + 𝛼 + 1) (𝑡 − 𝑎)𝛽+𝛼.                                                       (1.90) 

İspat:  Tanım 1.6.15, Özellikler 1.6.11 4. madde ve Özellikler 1.6.14 3. madde 

kullanılırsa:  

� 𝐼𝑞𝛼𝑎
 (𝑠 − 𝑎)𝛽�(𝑡) =

1
Γ𝑞(𝛼)� �𝑡 − 𝜙𝑞(𝑠)𝑎

 �
𝑞𝑎

 (𝛼−1)(𝑠 − 𝑎)𝛽 𝑑𝑎 𝑞𝑠
𝑡

𝑎

 

=
�1−𝑞��𝑡−𝑎�

Γ𝑞(𝛼)
� 𝑞𝑖 �𝑡− 𝜙𝑞

𝑖+1
�𝑡�

𝑎

 
�
𝑞

�𝛼−1�
� 𝜙𝑞

𝑖
�𝑡�

𝑎

 
−𝑎�

𝛽

𝑎

 ∞

𝑖=0
 

=
(1 − 𝑞)(𝑡 − 𝑎)

Γ𝑞(𝛼) �𝑞𝑖(𝑡 − 𝑎)𝛼−1
�𝑞𝑖+1;𝑞�∞
(𝑞𝛼+𝑖;𝑞)∞

 � 𝜙𝑞𝑖 (𝑡)𝑎
 − 𝑎�

𝛽
∞

𝑖=0

 

=
(1 − 𝑞)(𝑡 − 𝑎)

Γ𝑞(𝛼) �𝑞𝑖(𝑡 − 𝑎)𝛼−1
�𝑞𝑖+1;𝑞�∞
(𝑞𝛼+𝑖;𝑞)∞

 �𝑞𝑖(𝑡 − 𝑎)�
𝛽

∞

𝑖=0

 

=
(1 − 𝑞)(𝑡 − 𝑎)𝛼+𝛽

Γ𝑞(𝛼) �𝑞𝑖
�𝑞𝑖+1;𝑞�∞

(𝑞𝛼−1+𝑖+1;𝑞)∞
𝑞𝑖𝛽 

∞

𝑖=0

 

=
(1 − 𝑞)(𝑡 − 𝑎)𝛼+𝛽

Γ𝑞(𝛼) �𝑞𝑖 �1 − 𝜙𝑞𝑖+1(1)0
 �

𝑞

(𝛼−1)

0

 
𝑞𝑖𝛽 

∞

𝑖=0

 

= (𝑡 − 𝑎)𝛼+𝛽
1

Γ𝑞(𝛼) �(1− 𝑞)�𝑞𝑖 �1− 𝜙𝑞 � 𝜙𝑞𝑖0
 (1)�0

 �
𝑞

(𝛼−1)

0

 

� 𝜙𝑞𝑖0
 (1)�

𝛽
 

∞

𝑖=0

� 

= (𝑡 − 𝑎)𝛼+𝛽
1

Γ𝑞(𝛼) �� �1 − 𝜙𝑞(𝑠)0
 �

𝑞0

 (𝛼−1)
𝑠𝛽 𝑑0 𝑞𝑠

1

0

� 

= (𝑡 − 𝑎)𝛼+𝛽
1

Γ𝑞(𝛼) �� 𝑠(𝛽+1−1) �1 − 𝜙𝑞(𝑠)0
 �

𝑞0

 (𝛼−1)
𝑑0 𝑞𝑠

1

0

� 
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= (𝑡 − 𝑎)𝛼+𝛽
1

Γ𝑞(𝛼)𝐵𝑞(𝛽 + 1,𝛼) 

= (𝑡 − 𝑎)𝛼+𝛽
1

Γ𝑞(𝛼)
Γ𝑞(𝛽 + 1)Γ𝑞(𝛼)
Γ𝑞(𝛽 + 𝛼 + 1)  

=
Γ𝑞(𝛽 + 1)

Γ𝑞(𝛽 + 𝛼 + 1) (𝑡 − 𝑎)𝛽+𝛼  ′dir.  

 

Sonuç 1.6.19: [14] 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1, 𝛼 > 0 ve her 𝑡 ∈ [𝑎,𝑏] için  𝑓(𝑡) = 𝑡 ve 𝑔(𝑡) = 𝑡2 

şeklide tanımlanan iki fonksiyonlar olsun. O halde aşağıdaki bağlantılar sağlanır: 

1. � 𝐼𝑞𝛼𝑎
 𝑓(𝑠)� (𝑡) = (𝑡−𝑎)𝛼

Γ𝑞(𝛼+2)
�𝑡 + �[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎�, 

2. � 𝐼𝑞𝛼𝑎
 𝑔(𝑠)� (𝑡) = (𝑡−𝑎)𝛼

Γ𝑞(𝛼+3)
�(1 + 𝑞)(𝑡 − 𝑎)2 + 2𝑎(𝑡 − 𝑎)[𝛼 + 2]𝑞 + 𝑎2[𝛼 + 1]𝑞[𝛼 + 2]𝑞�. 

İspat: 𝛼 > 0 ve her 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] için , (1.69), (1.30) ve Lemma1.6.18 kullanılırsa: 

1.� 𝐼𝑞𝛼𝑎
 𝑓(𝑠)� (𝑡) = � 𝐼𝑞𝛼𝑎

  𝑠�(𝑡) 

= � 𝐼𝑞𝛼𝑎
  𝑠 − 𝑎 + 𝑎�(𝑡) 

= 𝐼𝑞𝛼𝑎
  (𝑠 − 𝑎)1 + 𝑎 𝐼𝑞𝛼𝑎

  (𝑠 − 𝑎)0 

=
Γ𝑞(1 + 1)

Γ𝑞(1 + 𝛼 + 1) (𝑡 − 𝑎)1+𝛼 + 𝑎
Γ𝑞(0 + 1)

Γ𝑞(0 + 𝛼 + 1) (𝑡 − 𝑎)0+𝛼 

=
Γ𝑞(2)

Γ𝑞(𝛼 + 2) (𝑡 − 𝑎)𝛼+1 + 𝑎
Γ𝑞(1)

Γ𝑞(𝛼 + 1) (𝑡 − 𝑎)𝛼  ′dir. 

𝛤𝑞(1) = Γ𝑞(𝑡) =
(1− 𝑞)(1−1)

(1− 𝑞)1−1 =
(1 − 𝑞)(0)

(1− 𝑞)0 =
1
1 = 1. 

Γ𝑞(2) = Γ𝑞(1 + 1) = [1]𝑞𝛤𝑞(1) =
1 − 𝑞1

1 − 𝑞 𝛤𝑞(1) =
1 − 𝑞
1 − 𝑞 × 1 = 1. 

Γ𝑞(𝛼 + 2) = [𝛼 + 1]𝑞𝛤𝑞(𝛼 + 1)′dir.  

Dolaysıyla 

� 𝐼𝑞𝛼𝑎
  𝑠�(𝑡) =

1
Γ𝑞(𝛼 + 2) (𝑡 − 𝑎)𝛼+1 + 𝑎

1
Γ𝑞(𝛼 + 1) (𝑡 − 𝑎)𝛼 

=
(𝑡 − 𝑎)𝛼

Γ𝑞(𝛼 + 2) �(𝑡 − 𝑎) + 𝑎[𝛼 + 1]𝑞� 

=
(𝑡 − 𝑎)𝛼

Γ𝑞(𝛼 + 2) �𝑡 + �[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎� ′dir. 
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2.� 𝐼𝑞𝛼𝑎
 𝑔(𝑠)� (𝑡) = � 𝐼𝑞𝛼𝑎

  𝑠2�(𝑡) 

= � 𝐼𝑞𝛼𝑎
  (𝑠 − 𝑎)2 + 2𝑎𝑠 − 𝑎2�(𝑡) 

= 𝐼𝑞𝛼𝑎
  (𝑠 − 𝑎)2 + 2𝑎 𝐼𝑞𝛼𝑎

  𝑠 − 𝑎2 𝐼𝑞𝛼𝑎
  (𝑠 − 𝑎)0 

=
Γ𝑞(2 + 1)

Γ𝑞(2 + 𝛼 + 1) (𝑡 − 𝑎)2+𝛼 + 2𝑎
(𝑡 − 𝑎)𝛼

Γ𝑞(𝛼 + 2) �𝑡 + �[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎�

− 𝑎2
Γ𝑞(0 + 1)

Γ𝑞(0 + 𝛼 + 1) (𝑡 − 𝑎)0+𝛼  

=
Γ𝑞(3)

Γ𝑞(𝛼 + 3) (𝑡 − 𝑎)2+𝛼 + 2𝑎
(𝑡 − 𝑎)𝛼

Γ𝑞(𝛼 + 2) �𝑡 + �[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎�

− 𝑎2
Γ𝑞(1)

Γ𝑞(𝛼 + 1) (𝑡 − 𝑎)𝛼′dir. 

Γ𝑞(3) = Γ𝑞(2 + 1) = [2]𝑞𝛤𝑞(2) =
1− 𝑞2

1 − 𝑞 𝛤𝑞(1) = (1 + 𝑞) × 1 = 1 + 𝑞. 

Γ𝑞(𝛼 + 3) = [𝛼 + 2]𝑞𝛤𝑞(𝛼 + 2) =  [𝛼 + 2]𝑞[𝛼 + 1]𝑞𝛤𝑞(𝛼 + 1)′dir. 

Dolaysıyla 

� 𝐼𝑞𝛼𝑎
  𝑠2�(𝑡) =

1 + q
Γ𝑞(𝛼 + 3) (𝑡 − 𝑎)2+𝛼 + 2𝑎

(𝑡 − 𝑎)𝛼

Γ𝑞(𝛼 + 2)�(𝑡 − 𝑎) + 𝑎[𝛼 + 1]𝑞�

− 𝑎2
1

Γ𝑞(𝛼 + 1) (𝑡 − 𝑎)𝛼 

=
(𝑡 − 𝑎)𝛼

Γ𝑞(𝛼 + 3) �(1 + 𝑞)(𝑡 − 𝑎)2 + 2𝑎(𝑡 − 𝑎)[𝛼 + 2]𝑞 + 2𝑎2[𝛼 + 1]𝑞[𝛼 + 2]𝑞

− 𝑎2[𝛼 + 1]𝑞[𝛼 + 2]𝑞� 

=
(𝑡 − 𝑎)𝛼

Γ𝑞(𝛼 + 3) �(1 + 𝑞)(𝑡 − 𝑎)2 + 2𝑎(𝑡 − 𝑎)[𝛼 + 2]𝑞 + 𝑎2[𝛼 + 1]𝑞[𝛼 + 2]𝑞�. 

 

Lemma 1.6.20: [17] 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1 ve 𝑓 fonksiyonu  [𝑎, 𝑏] aralığında 𝑞-integral-

lenebilir olsun. O halde 𝛼 > 0 ve her 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] için aşağıdaki eşitlik sağlanır: 

� 𝐷𝑞𝛼𝑎
 𝐼𝑞𝛼𝑎

 𝑓�(𝑡) = 𝑓(𝑡) ′dir.                                                                                             (1.91) 

İspat: Eğer 𝛼 = 𝑛 ve 𝑛 ∈ ℕ ise 𝐷𝑞𝛼𝑎
 = 𝐷𝑞𝑛𝑎

  Tanım1.5.11 de verilen 𝑞-türevin 𝑛. kuvveti  

olmak üzere (1.89) � 𝐷𝑞𝑛𝑎
 𝐼𝑞𝑛𝑎

 𝑓�(𝑡) = 𝑓(𝑡) olduğu açıktır. 𝛼 > 0 sayısı bir 𝑛 ∈ ℕ için 

𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛 ise Tanım 1.6.16 ve Lemma 1.6.17’den her 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] için  

� 𝐷𝑞𝛼𝑎
 𝐼𝑞𝛼𝑎

 𝑓�(𝑡) = � 𝐷𝑞𝑛𝑎
 𝐼𝑞𝑛−𝛼𝑎

 𝐼𝑞𝛼𝑎
 𝑓�(𝑡) = � 𝐷𝑞𝑛𝑎

 𝐼𝑞𝑛𝑎
 𝑓�(𝑡) = 𝑓(𝑡)′dir. 
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Lemma 1.6.21: [17] 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1 olsun. O halde her 𝑡, 𝑠 ∈ [𝑎,𝑏] için aşağıdaki 

eşitlikler sağlanır: 

1. 𝐷𝑞 (𝑡 − 𝑠)𝑎
 

𝑞
(𝛼)

𝑎
𝑡 = (𝑡 − 𝑎)[𝛼]𝑞 (𝑡 − 𝑠)𝑎

 
𝑞
(𝛼−1), 

2.  𝐷𝑞 (𝑡 − 𝑠)𝑎
 

𝑞
(𝛼)

𝑎
𝑠 = −(𝑡 − 𝑎)[𝛼]𝑞 �𝑡 − 𝜙𝑞(𝑠)𝑎

 �
𝑎
 

𝑞

(𝛼−1)
’dir. 

Burada 𝐷𝑞𝑎
𝑖  ifadesi 𝑖 değişkenine göre 𝑞-türevi gösterir. 

İspat: Özellikler 1.6.11 7.  madde ve Uyarı 1.6.12 kullanılırsa: 

𝟏.  𝐷𝑞 (𝑡 − 𝑠)𝑎
 

𝑞
(𝛼)

𝑎
𝑡 =

 (𝑡 − 𝑠)𝑎
 

𝑞
(𝛼) −  � 𝜙𝑞(𝑡)𝑎

 − 𝑠�
𝑎
 

𝑞

(𝛼)

(1 − 𝑞)(𝑡 − 𝑎)  

=
(𝑡 − 𝑎)𝛼 ∏ 𝑡− 𝜙𝑞𝑖 (𝑠)𝑎

 

𝑡− 𝜙𝑞𝛼+𝑖(𝑠)𝑎
 

∞
𝑖=0 − � 𝜙𝑞(𝑡)𝑎

 − 𝑎�
𝛼 ∏ 𝜙𝑞(𝑡)𝑎

 − 𝜙𝑞𝑖 (𝑠)𝑎
 

𝜙𝑞(𝑡)𝑎
 − 𝜙𝑞𝛼+𝑖(𝑠)𝑎

 
∞
𝑖=0

(1− 𝑞)(𝑡 − 𝑎)  

=
(𝑡 − 𝑎)𝛼 ∏ 𝑡− 𝜙𝑞𝑖 (𝑠)𝑎

 

𝑡− 𝜙𝑞𝛼+𝑖(𝑠)𝑎
 

∞
𝑖=0 − 𝑞𝛼(𝑡 − 𝑎)𝛼 ∏ 𝑞�𝑡− 𝜙𝑞𝑖−1(𝑠)𝑎

 �
𝑞�𝑡− 𝜙𝑞𝛼−1+𝑖(𝑠)𝑎

 �
∞
𝑖=0

(1− 𝑞)(𝑡 − 𝑎)  

=
(𝑡 − 𝑎)𝛼 ∏ 𝑡− 𝜙𝑞𝑖 (𝑠)𝑎

 

𝑡− 𝜙𝑞𝛼+𝑖(𝑠)𝑎
 

∞
𝑖=0 − 𝑞𝛼(𝑡 − 𝑎)𝛼 ∏ 𝑡− 𝜙𝑞𝑖−1(𝑠)𝑎

 

𝑡− 𝜙𝑞𝛼−1+𝑖(𝑠)𝑎
 

∞
𝑖=0

(1− 𝑞)(𝑡 − 𝑎)  

=
�𝑡 − 𝜙𝑞𝛼−1(𝑠)𝑎

 �∏ 𝑡− 𝜙𝑞𝑖 (𝑠)𝑎
 

𝑡− 𝜙𝑞𝛼−1+𝑖(𝑠)𝑎
 

∞
𝑖=0 − 𝑞𝛼�𝑡 − 𝜙𝑞−1(𝑠)𝑎

 �∏ 𝑡− 𝜙𝑞𝑖 (𝑠)𝑎
 

𝑡− 𝜙𝑞𝛼−1+𝑖(𝑠)𝑎
 

∞
𝑖=0

(1 − 𝑞)(𝑡 − 𝑎) (𝑡 − 𝑎)𝛼  

=
𝑡 − 𝜙𝑞𝛼−1(𝑠)𝑎

 − 𝑞𝛼�𝑡 − 𝜙𝑞−1(𝑠)𝑎
 �

1 − 𝑞
(𝑡 − 𝑎)𝛼−1�

𝑡 − 𝜙𝑞𝑖 (𝑠)𝑎
 

𝑡 − 𝜙𝑞𝛼−1+𝑖(𝑠)𝑎
 

∞

𝑖=0

 

=
𝑡 − (𝑞𝛼−1𝑠 + (1− 𝑞𝛼−1)𝑎) − 𝑞𝛼�𝑡 − (𝑞−1𝑠 + (1− 𝑞−1)𝑎)�

1 − 𝑞  (𝑡 − 𝑠)𝑎
 

𝑞
(𝛼−1) 

=
𝑡 − 𝑞𝛼−1𝑠 − 𝑎 + 𝑞𝛼−1𝑎 − 𝑞𝛼 �𝑡 − �𝑠

𝑞
+ �1− 1

𝑞
� 𝑎��

1 − 𝑞  (𝑡 − 𝑠)𝑎
 

𝑞
(𝛼−1) 

=
𝑡 − 𝑞𝛼−1𝑠 − 𝑎 + 𝑞𝛼−1𝑎 − 𝑞𝛼 �𝑞𝑡−(𝑠+(𝑞−1)𝑎)

𝑞
�

1 − 𝑞  (𝑡 − 𝑠)𝑎
 

𝑞
(𝛼−1) 

=
𝑡 − 𝑞𝛼−1𝑠 − 𝑎 + 𝑞𝛼−1𝑎 − 𝑞𝛼−1(𝑞𝑡 − 𝑠 − 𝑞𝑎 + 𝑎)

1 − 𝑞  (𝑡 − 𝑠)𝑎
 

𝑞
(𝛼−1) 

=
𝑡 − 𝑞𝛼−1𝑠 − 𝑎 + 𝑞𝛼−1𝑎 − 𝑞𝛼𝑡 + 𝑞𝛼−1𝑠 + 𝑞𝛼𝑎 − 𝑞𝛼−1𝑎

1 − 𝑞  (𝑡 − 𝑠)𝑎
 

𝑞
(𝛼−1) 
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=
𝑡 − 𝑎 − 𝑞𝛼𝑡 + 𝑞𝛼𝑎

1 − 𝑞  (𝑡 − 𝑠)𝑎
 

𝑞
(𝛼−1) 

= (𝑡 − 𝑎)
1 − 𝑞𝛼

1 − 𝑞  (𝑡 − 𝑠)𝑎
 

𝑞
(𝛼−1) 

= (𝑡 − 𝑎)[𝛼]𝑞 (𝑡 − 𝑠)𝑎
 

𝑞
(𝛼−1)′dir. 

𝟐.  𝐷𝑞 (𝑡 − 𝑠)𝑎
 

𝑞
(𝛼)

𝑎
𝑠 =

𝑓(𝑠) − 𝑓� 𝜙𝑞(𝑠)𝑎
 �

(1− 𝑞)(𝑠 − 𝑎)  

=
 (𝑡 − 𝑠)𝑎

 
𝑞
(𝛼) −  �𝑡 − 𝜙𝑞(𝑠)𝑎

 �
𝑎

 

𝑞

(𝛼)

(1 − 𝑞)(𝑠 − 𝑎)  

=
(𝑡 − 𝑎)𝛼 ∏ 𝑡− 𝜙𝑞𝑖 (𝑠)𝑎

 

𝑡− 𝜙𝑞𝛼+𝑖(𝑠)𝑎
 

∞
𝑖=0 − (𝑡 − 𝑎)𝛼 ∏ 𝑡− 𝜙𝑞𝑖 � 𝜙𝑞(𝑠)𝑎

 �𝑎
 

𝑡− 𝜙𝑞𝛼+𝑖� 𝜙𝑞(𝑠)𝑎
 �𝑎

 
∞
𝑖=0

(1 − 𝑞)(𝑠 − 𝑎)  

=
∏ 𝑡− 𝜙𝑞𝑖 (𝑠)𝑎

 

𝑡− 𝜙𝑞𝛼+𝑖(𝑠)𝑎
 

∞
𝑖=0 − ∏ 𝑡− 𝜙𝑞𝑖 � 𝜙𝑞(𝑠)𝑎

 �𝑎
 

𝑡− 𝜙𝑞𝛼+𝑖� 𝜙𝑞(𝑠)𝑎
 �𝑎

 
∞
𝑖=0

(1− 𝑞)(𝑠 − 𝑎) (𝑡 − 𝑎)𝛼 

=
(𝑡 − 𝑠)∏ 𝑡− 𝜙𝑞𝑖 � 𝜙𝑞(𝑠)𝑎

 �𝑎
 

𝑡− 𝜙𝑞𝛼−1+𝑖� 𝜙𝑞(𝑠)𝑎
 �𝑎

 
∞
𝑖=0 − �𝑡 − 𝜙𝑞𝛼(𝑠)𝑎

 �∏ 𝑡− 𝜙𝑞𝑖 � 𝜙𝑞(𝑠)𝑎
 �𝑎

 

𝑡− 𝜙𝑞𝛼−1+𝑖� 𝜙𝑞(𝑠)𝑎
 �𝑎

 
∞
𝑖=0

(1 − 𝑞)(𝑠 − 𝑎) (𝑡 − 𝑎)𝛼 

=
(𝑡 − 𝑠) − �𝑡 − 𝜙𝑞𝛼(𝑠)𝑎

 �
(1 − 𝑞)(𝑠 − 𝑎) (𝑡 − 𝑎)𝛼�

𝑡 − 𝜙𝑞𝑖 � 𝜙𝑞(𝑠)𝑎
 �𝑎

 

𝑡 − 𝜙𝑞𝛼−1+𝑖� 𝜙𝑞(𝑠)𝑎
 �𝑎

 

∞

𝑖=0

 

=
𝜙𝑞𝛼(𝑠)𝑎

 − 𝑠
(1 − 𝑞)(𝑠 − 𝑎) (𝑡 − 𝑎) �𝑡 − 𝜙𝑞(𝑠)𝑎

 �
𝑎

 

𝑞

(𝛼−1)
 

=
𝑞𝛼𝑠 + (1 − 𝑞𝛼)𝑎 − 𝑠

(1 − 𝑞)(𝑠 − 𝑎) (𝑡 − 𝑎) �𝑡 − 𝜙𝑞(𝑠)𝑎
 �

𝑎
 

𝑞

(𝛼−1)
 

=
(1 − 𝑞𝛼)(𝑎 − 𝑠)
(1− 𝑞)(𝑠 − 𝑎) (𝑡 − 𝑎) �𝑡 − 𝜙𝑞(𝑠)𝑎

 �
𝑎
 

𝑞

(𝛼−1)
 

= −(𝑡 − 𝑎)[𝛼]𝑞 �𝑡 − 𝜙𝑞(𝑠)𝑎
 �

𝑎
 

𝑞

(𝛼−1)
’dir. 

 

Lemma 1.6.22: [17] 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1, 𝑝 bir pozitif tamsayı ve 𝛼 > 0 olsun. O halde her 

𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] için aşağıdaki eşitlik sağlanır: 

� 𝐼𝑞𝛼𝑎
 𝐷𝑞𝑃𝑎

 𝑓�(𝑡) = � 𝐷𝑞𝑃𝑎
 𝐼𝑞𝛼𝑎

 𝑓�(𝑡) −�
(𝑡 − 𝑎)𝛼−𝑝+𝑘

Γ𝑞(𝛼 + 𝑘 − 𝑝 + 1) 𝐷𝑞𝑃𝑎
 𝑓(𝑎)

𝑝−1

𝑘=0

′dir.          (1.92) 
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Teorem 1.6.23. (Kesirli 𝒒-Hölder Eşitsizliği):[14] 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1, 𝑝, 𝑟 > 1, 1
𝑝

+ 1
𝑟

= 1 

ve 𝛼 > 0 olsun. O halde her 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] için aşağıdaki eşitsizliği sağlanır: 

� 𝐼𝑞𝛼|𝑓(𝑠)||𝑔(𝑠)|𝑎
 �(𝑡) ≤ �� 𝐼𝑞𝛼𝑎

 |𝑓(𝑠)|𝑝�(𝑡)�
1
𝑝 �� 𝐼𝑞𝛼𝑎

 |𝑔(𝑠)|𝑟�(𝑡)�
1
𝑟   ′dir.             (1.93) 

İspat: Tanım 1.6.15 ve Teorem 1.2.8 (Hölder eşitsizliği) kullanılırsa:  

� 𝐼𝑞𝛼|𝑓(𝑠)||𝑔(𝑠)|𝑎
 �(𝑡) 

=
1

Γq(α)� �𝑡 − 𝜙𝑞(𝑠)𝑎
 �

𝑞

(𝛼−1)|𝑓(𝑠)||𝑔(𝑠)|
𝑎

 
𝑡

𝑎

𝑑𝑎 
𝑞𝑠 

=
(1 − 𝑞)(𝑡 − 𝑎)

Γ𝑞(𝛼) �𝑞𝑖 �𝑡 − 𝜙𝑞𝑖+1(𝑡)𝑎
 �

𝑞

(𝛼−1)
�𝑓� 𝜙𝑞𝑖 (𝑡)𝑎

 ��
𝑎

 
∞

𝑖=0

�𝑔� 𝜙𝑞𝑖 (𝑡)𝑎
 �� 

=
(1 − 𝑞)(𝑡 − 𝑎)

Γ𝑞(𝛼) � �𝑡 − 𝜙𝑞𝑖+1(𝑡)𝑎
 �

𝑞

(𝛼−1)
�𝑞𝑖�

1
𝑝�𝑓� 𝜙𝑞𝑖 (𝑡)𝑎

 ��
𝑎

 ∞

𝑖=0

�𝑞𝑖�
1
𝑟�𝑔� 𝜙𝑞𝑖 (𝑡)𝑎

 �� 

=
(1 − 𝑞)(𝑡 − 𝑎)

Γ𝑞(𝛼) � �𝑡 − 𝜙𝑞𝑖+1(𝑡)𝑎
 �

𝑞

(𝛼−1)
�𝑞𝑖�

1
𝑝�𝑓� 𝜙𝑞𝑖 (𝑡)𝑎

 ��
𝑎

 ∞

𝑖=0

�𝑞𝑖�
1
𝑟�𝑔� 𝜙𝑞𝑖 (𝑡)𝑎

 �� 

≤ �
(1− 𝑞)(𝑡 − 𝑎)

Γ𝑞(𝛼) �𝑞𝑖 �𝑡 − 𝜙𝑞𝑖+1(𝑡)𝑎
 �

𝑞

(𝛼−1)
�𝑓� 𝜙𝑞𝑖 (𝑡)𝑎

 ��𝑝
𝑎

 
∞

𝑖=0

�

1
𝑝

 

× �
(1− 𝑞)(𝑡 − 𝑎)

Γ𝑞(𝛼) �𝑞𝑖 �𝑡 − 𝜙𝑞𝑖+1(𝑡)𝑎
 �

𝑞

(𝛼−1)
�𝑔� 𝜙𝑞𝑖 (𝑡)𝑎

 ��𝑟
𝑎

 
∞

𝑖=0

�

1
𝑟

 

= �
1

Γq(α)� �𝑡 − 𝜙𝑞(𝑠)𝑎
 �

𝑞

(𝛼−1)|𝑓(𝑠)|𝑝
𝑎

 
𝑡

𝑎

𝑑𝑎 𝑞𝑠�

1
𝑝

× �
1

Γq(α)� �𝑡 − 𝜙𝑞(𝑠)𝑎
 �

𝑞

(𝛼−1)|𝑔(𝑠)|𝑟
𝑎

 
𝑡

𝑎

𝑑𝑎 𝑞𝑠�

1
𝑟

 

= �� 𝐼𝑞𝛼𝑎
 |𝑓(𝑠)|𝑝�(𝑡)�

1
𝑝  �� 𝐼𝑞𝛼𝑎

 |𝑔(𝑠)|𝑟�(𝑡)�
1
𝑟 ′dir. 

 

Ayrıca kesirli 𝑞-Hölder eşitsizliğinin bir sonucu olan kesirli 𝑞-Power Mean eşitsizliği 

de aşağıdaki gibi ifade edilir. 

Sonuç 1.6.24. (Kesirli 𝒒-Power Mean Eşitsizliği): 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1, 𝑟 ≥ 1 ve 𝛼 > 0 

olsun. O halde her 𝑡 ∈ [𝑎,𝑏] için aşağıdaki eşitsizliği sağlanır: 
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� 𝐼𝑞𝛼|𝑓(𝑠)||𝑔(𝑠)|𝑎
 �(𝑡) ≤ �� 𝐼𝑞𝛼𝑎

 |𝑓(𝑠)|�(𝑡)�
1−1𝑟 �� 𝐼𝑞𝛼𝑎

 |𝑓(𝑠)||𝑔(𝑠)|𝑟�(𝑡)�
1
𝑟   ′dir. (1.94) 

 

Teorem 1.6.25. (1. Kesirli 𝒒-Hermite-Hadamard Eşitsizliği): [14] 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1, 

𝛼 > 0 ve 𝑓: [𝑎,𝑏] → ℝ  konveks ve sürekli bir fonksiyon olsun. O halde aşağıdaki 

eşitsizlik sağlanır: 
2

Γ𝑞(𝛼 + 1)𝑓 �
𝑎 + 𝑏

2 � −
1

(𝑏 − 𝑎)𝛼 � 𝐼𝑞𝛼𝑓(𝑎 + 𝑏 − 𝑠)𝑎
 �(𝑏) ≤

1
(𝑏 − 𝑎)𝛼 � 𝐼𝑞𝛼𝑓(𝑠)𝑎

 �(𝑏) 

≤
1

Γ𝑞(𝛼 + 2) ��[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)� ′dir.                 (1.95) 

 



 

2. YAPILAN ÇALIŞMALAR 

 

2.1. Riemann-Liouville Kesirli Kuantum Hermite-Hadamard Eşitsizliği 

 

Bu bölümde Teorem1.6.25’te verilen kesirli 𝑞-Hermite-Hadamard eşitsizliğinden 

daha uygun formda olan yeni bir kesirli 𝑞-Hermite-Hadamard eşitsizliği verilecektir. 

Teorem 2.1.1. (2. Kesirli 𝒒-Hermite-Hadamard Eşitsizliği): 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1, 𝛼 > 0 

ve 𝑓: [𝑎,𝑏] → ℝ  konveks ve sürekli bir fonksiyon olsun. O halde aşağıdaki eşitsizlik 

sağlanır: 

𝑓 �
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏

[𝛼 + 1]𝑞
� ≤

Γq(α+ 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 � 𝐼𝑞𝛼𝑓𝑎

 �(𝑏) ≤
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

[𝛼 + 1]𝑞
.    (2.1) 

İspat: Öncelikle �[𝛼+1]𝑞−1�𝑎+𝑏
[𝛼+1]𝑞

∈ (𝑎, 𝑏) olduğu gösterilmelidir. 𝛼 > 0 ve 0 < 𝑞 < 1 için  

𝑞𝛼+1 < 𝑞 

olduğundan  

1− 𝑞𝛼+1 > 1− 𝑞 

[𝛼 + 1]𝑞 =
1 − 𝑞𝛼+1

1 − 𝑞 > 1 ′dir. 

O halde 𝑎 < 𝑏 olduğundan  

[𝛼 + 1]𝑞𝑎 < [𝛼 + 1]𝑞𝑎 − 𝑎 + 𝑏 

[𝛼 + 1]𝑞𝑎 < �[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏 

𝑎 <
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏

[𝛼 + 1]𝑞
′dir.                                                                                         (2.2) 

Öte yandan [𝛼 + 1]𝑞 − 1 > 0 olduğundan  

�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 < �[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑏 

�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 < [𝛼 + 1]𝑞𝑏 − 𝑏 

�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏 < [𝛼 + 1]𝑞𝑏 

�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏
[𝛼 + 1]𝑞

< 𝑏′dir.                                                                                          (2.3) 
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O halde (2.2) ve (2.3)’ten �[𝛼+1]𝑞−1�𝑎+𝑏
[𝛼+1]𝑞

∈ (𝑎, 𝑏)’dir. 𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında 

konveks olduğundan Teorem 1.2.7’den 𝑓’nin �[𝛼+1]𝑞−1�𝑎+𝑏
[𝛼+1]𝑞

∈ (𝑎,𝑏) noktasında destek 

doğrusu vardır. Tanım 1.2.6’dan her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ve  

𝑚 ∈ �𝑓−′ �
�[𝛼+1]𝑞−1�𝑎+𝑏

[𝛼+1]𝑞
� , 𝑓+′ �

�[𝛼+1]𝑞−1�𝑎+𝑏
[𝛼+1]𝑞

�� için  

𝐴(𝑥) = 𝑓 �
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏

[𝛼 + 1]𝑞
�+ 𝑚�𝑥 −

�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏
[𝛼 + 1]𝑞

� ≤ 𝑓(𝑥) ′dir.     (2.4) 

Öte yandan her 𝑡 ∈ [0,1] için (1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏 ∈ [𝑎, 𝑏]’dir. O halde her 𝑡 ∈ [0,1] ve         

𝑚 ∈ �𝑓−′ �
�[𝛼+1]𝑞−1�𝑎+𝑏

[𝛼+1]𝑞
� , 𝑓+′ �

�[𝛼+1]𝑞−1�𝑎+𝑏
[𝛼+1]𝑞

�� için  

𝐴�(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� = 𝑓 �
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏

[𝛼 + 1]𝑞
� 

+𝑚�(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏 −
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏

[𝛼 + 1]𝑞
� ≤ 𝑓�(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏�

′
dir.              (2.5) 

Diğer taraftan (1.67) ve (1.68)’den her 𝛼 > 0 için  Γ𝑞(𝛼) > 0, Γ𝑞(𝛼 + 1) > 0 ve 
Γ𝑞(𝛼+1)
Γ𝑞(𝛼)

> 0 olduğu açıktır. Ayrıca (1.75)’ten her 𝑡 ∈ [0,1] için 

�1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼−1)

0

 
= (1 − 𝑞𝑡)(𝛼−1) = 1𝛼−1�

1 − 𝑡𝑞𝑖+1

1 − 𝑡𝑞𝛼+𝑖  
+∞

𝑖=0

> 0′dir. 

O halde Γ𝑞(𝛼+1)
Γ𝑞(𝛼)

�1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼−1)

0

 
> 0’dir. (2.5) eşitsizliğinin her iki yanı 

Γ𝑞(𝛼+1)
Γ𝑞(𝛼)

�1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼−1)

0

 
 ile çarpılıp 𝛼 > 0 için 𝑡’ye göre [0,1] aralığında 𝑞-integrali 

alınırsa:   

Γ𝑞(𝛼 + 1)
Γ𝑞(𝛼) � �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼−1)

0

 
𝐴�(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� 𝑑𝑞𝑡0

 

1

0

 

≤
Γ𝑞(𝛼 + 1)
Γ𝑞(𝛼) � �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼−1)

0

 
𝑓�(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� 𝑑𝑞𝑡0

 

1

0

′dir.                              (2.6) 

İlk olarak eşitsizliğin sol tarafındaki integrali hesaplayalım: 

Γ𝑞(𝛼 + 1)
Γ𝑞(𝛼) � �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼−1)

0

 
𝐴�(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� 𝑑𝑞𝑡0

 

1

0

 



47 
 

=
Γ𝑞(𝛼 + 1)
Γ𝑞(𝛼) � �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼−1)

0

 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 𝑓 �

�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏
[𝛼 + 1]𝑞

�

+𝑚�(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏 −
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏

[𝛼 + 1]𝑞
�
⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

𝑑𝑞𝑡0
 

1

0

  

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ Γ𝑞(𝛼 + 1)

Γ𝑞(𝛼) 𝑓 �
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏

[𝛼 + 1]𝑞
�� �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼−1)

0

 
𝑑𝑞𝑡0

 

1

0

+Γ𝑞(𝛼 + 1)𝑚

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

𝑎
Γ𝑞(𝛼)� �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼−1)

0

 
(1− 𝑡) 𝑑𝑞𝑡0

 

1

0

+
𝑏

Γ𝑞(𝛼)� �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼−1)

0

 
𝑡 𝑑𝑞𝑡0

 

1

0

−
1

Γ𝑞(𝛼)
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏

[𝛼 + 1]𝑞
� �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼−1)

0

 
𝑑𝑞𝑡0

 

1

0 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

.    (2.7) 

Diğer taraftan 𝑛(𝛾) = 𝑛𝛾, (𝑛 −𝑚)(0) = 1, (1.68) , (1.72) ve (1.86)’dan  

� �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼−1)

0

 
𝑑𝑞𝑡0

 

1

0

= �𝑡(0) �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼−1)

0

 
𝑑𝑞𝑡0

 

1

0

 

= �𝑡(1−1) �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼−1)

0

 
𝑑𝑞𝑡0

 

1

0

= 𝐵𝑞(1,𝛼) =
Γ𝑞(1)Γ𝑞(𝛼)
Γ𝑞(1 + 𝛼) . 

Ayrıca  

Γ𝑞(1) =
(1− 𝑞)(1−1)

(1 − 𝑞)1−1 =
(1 − 𝑞)(0)

(1 − 𝑞)0 =
1
1 = 1 

olduğundan 

� �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼−1)

0

 
𝑑𝑞𝑡0

 

1

0

=
Γ𝑞(𝛼)

Γ𝑞(1 + 𝛼) ′dir.                                                                (2.8) 

Öte yandan 

� �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼−1)

0

 
𝑡 𝑑𝑞𝑡0

 

1

0

= �𝑡1 �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼−1)

0

 
 𝑑𝑞𝑡0

 

1

0

 

= �𝑡(1) �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼−1)

0

 
 𝑑𝑞𝑡0

 

1

0

= �𝑡(2−1) �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼−1)

0

 
 𝑑𝑞𝑡0

 

1

0
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= 𝐵𝑞(2,𝛼) =
Γ𝑞(2)Γ𝑞(𝛼)
Γ𝑞(2 + 𝛼) . 

Ayrıca (1.30) ve (1.69)’dan (Γ𝑞(1) = 1 olduğundan) 

Γ𝑞(2) = [1]𝑞Γ𝑞(1) =
1 − 𝑞1

1 − 𝑞 =
1 − 𝑞
1 − 𝑞 = 1. 

olduğundan  

� �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼−1)

0

 
 𝑡 𝑑𝑞𝑡0

 

1

0

=
Γ𝑞(𝛼)

Γ𝑞(2 + 𝛼) ′dir.                                                            (2.9) 

Açıkça (2.8) ve (2.9)’dan 

� �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼−1)

0

 
 (1 − 𝑡) 𝑑𝑞𝑡0

 

1

0

= 𝐵𝑞(1,𝛼)− 𝐵𝑞(2,𝛼) 

=
Γ𝑞(𝛼)

Γ𝑞(1 + 𝛼)−
Γ𝑞(𝛼)

Γ𝑞(2 + 𝛼) ′dir.                                                                                       (2.10) 

O halde  (2.7)’da (2.8),(2.9) ve (2.10) kullanılırsa   

Γ𝑞(𝛼 + 1)
Γ𝑞(𝛼) � �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼−1)

0

 
 𝐴�(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� 𝑑𝑞𝑡0

 

1

0

 

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ Γ𝑞(𝛼 + 1)

Γ𝑞(𝛼) 𝑓 �
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏

[𝛼 + 1]𝑞
�

Γ𝑞(𝛼)
Γ𝑞(1 + 𝛼)

+Γ𝑞(𝛼 + 1)𝑚

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

𝑎
Γ𝑞(𝛼)�

Γ𝑞(𝛼)
Γ𝑞(1 + 𝛼)−

Γ𝑞(𝛼)
Γ𝑞(2 + 𝛼)�

+
𝑏

Γ𝑞(𝛼)
Γ𝑞(𝛼)

Γ𝑞(1 + 𝛼)

−
1

Γ𝑞(𝛼)
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏

[𝛼 + 1]𝑞
Γ𝑞(𝛼)

Γ𝑞(1 + 𝛼)⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 𝑓 �

�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏
[𝛼 + 1]𝑞

�

+Γ𝑞(𝛼 + 1)𝑚

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛
𝑎 �

1
Γ𝑞(1 + 𝛼)−

1
Γ𝑞(2 + 𝛼)�

+
𝑏

Γ𝑞(1 + 𝛼)

−
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏
[𝛼 + 1]𝑞Γ𝑞(1 + 𝛼) ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

(Γ𝑞(2 + 𝛼) = [1 + 𝛼]𝑞Γ𝑞(1 + 𝛼) olduğundan) 
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=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 𝑓 �

�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏
[𝛼 + 1]𝑞

�

+Γ𝑞(𝛼 + 1)𝑚

⎝

⎜
⎛
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎

Γ𝑞(2 + 𝛼) +
𝑏

Γ𝑞(1 + 𝛼)

−
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏
[𝛼 + 1]𝑞Γ𝑞(1 + 𝛼) ⎠

⎟
⎞

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

= 𝑓 �
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏

[𝛼 + 1]𝑞
� ′dir.                                                                                  (2.11) 

İkinci olarak  (2.6)’nin sağ tarafındaki integrali hesaplayalım. Uyarı 1.6.12’den 

Γ𝑞(𝛼 + 1)
Γ𝑞(𝛼) � �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼−1)
𝑓�(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� 

0

 
𝑑𝑞𝑡0

 

1

0

 

=
Γ𝑞(𝛼 + 1)
Γ𝑞(𝛼) (1− 𝑞)(1− 0) 

× �𝑞𝑖 �1 − 𝜙𝑞� 𝜙𝑞𝑖 (1)0
 �0

 �
𝑞

(𝛼−1)
𝑓 ��1− 𝜙𝑞𝑖 (1)0

 �𝑎 + 𝜙𝑞𝑖 (1)0
 𝑏� 

0

 
∞

𝑖=0

 

=
Γ𝑞(𝛼 + 1)
Γ𝑞(𝛼) (1− 𝑞)�𝑞𝑖 �1 − 𝜙𝑞𝑖+1(1)0

 �
𝑞

(𝛼−1)
𝑓 ��1 − 𝑞𝑖�𝑎 + 𝑞İ𝑏� 

0

 
∞

𝑖=0

 

Özellikler 1.6.11  1.  madde, Özellikler 1.6.14  3.  madde ve (1.80)'den  

=
Γ𝑞(𝛼 + 1)
Γ𝑞(𝛼) (1− 𝑞)�𝑞𝑖 (1 − 0)𝛼−1

�𝑞𝑖+1; 𝑞�∞
(𝑞𝛼−1+𝑖+1;𝑞)∞

𝑓� 𝜙𝑞𝑖 (𝑏)𝑎
 � 

∞

𝑖=0

 

=
Γ𝑞(𝛼 + 1)
Γ𝑞(𝛼) (1− 𝑞)�𝑞𝑖  

�𝑞𝑖+1; 𝑞�∞
(𝑞(𝛼−1)+(𝑖+1); 𝑞)∞

𝑓� 𝜙𝑞𝑖 (𝑏)𝑎
 � 

∞

𝑖=0

 

=
Γ𝑞(𝛼 + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 

�
(1 − 𝑞)(𝑏 − 𝑎)

Γ𝑞(𝛼) �𝑞𝑖(𝑏 − 𝑎)𝛼−1  
�𝑞𝑖+1; 𝑞�∞

(𝑞(𝛼−1)+(𝑖+1);𝑞)∞
𝑓� 𝜙𝑞𝑖 (𝑏)𝑎

 � 
∞

𝑖=0

� 

=
Γ𝑞(𝛼 + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 

�
(1 − 𝑞)(𝑏 − 𝑎)

Γ𝑞(𝛼) �𝑞𝑖 �𝑏 − 𝜙𝑞𝑖+1(𝑏)𝑎
 �

𝑞

(𝛼−1)

𝑎

 
𝑓� 𝜙𝑞𝑖 (𝑏)𝑎

 � 
∞

𝑖=0

� 

=
Γ𝑞(𝛼 + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 

�
1

Γ𝑞(𝛼)� �𝑏 − 𝜙𝑞(𝑠)𝑎
 �

𝑞

(𝛼−1)

𝑎

 
 𝑓(𝑠) 𝑑𝑎 𝑞𝑠

𝑏

𝑎

� 

=
Γ𝑞(𝛼 + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 �

� 𝐼𝑞𝛼𝑎
 𝑓�(𝑏)� ′dir.                                                                            (2.12) 

O halde (2.6), (2.11) ve (2.12)’den  
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𝑓 �
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏

[𝛼 + 1]𝑞
� ≤

Γq(α+ 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 � 𝐼𝑞𝛼𝑓𝑎

 �(𝑏)′dir.                                           (2.13) 

Diğer taraftan 𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında konveks olduğundan (1.1)’den her 

𝑡 ∈ [0,1] için 

𝑓�(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� ≤ (1 − 𝑡)𝑓(𝑎) + 𝑡𝑓(𝑏) ′dir.                                                         (2.14) 

(2.14) eşitsizliğinin her iki yanı Γ𝑞(𝛼+1)
Γ𝑞(𝛼)

�1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼−1)

0

 
 ile çarpılıp 𝛼 > 0 için 

𝑡’ye göre [0,1] aralığında 𝑞-integrali alınırsa:   

Γ𝑞(𝛼 + 1)
Γ𝑞(𝛼) � �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼−1)

0

 
𝑓�(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� 𝑑𝑞𝑡0

 

1

0

 

≤
Γ𝑞(𝛼 + 1)
Γ𝑞(𝛼) � �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼−1)

0

 
�(1 − 𝑡)𝑓(𝑎) + 𝑡𝑓(𝑏)� 𝑑𝑞𝑡0

 

1

0

′dir.                  (2.15) 

Ayrıca (2.9) ve (2.10)’dan  

Γ𝑞(𝛼 + 1)
Γ𝑞(𝛼) � �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼−1)

0

 
�(1− 𝑡)𝑓(𝑎) + 𝑡𝑓(𝑏)� 𝑑𝑞𝑡0

 

1

0

 

=
Γ𝑞(𝛼 + 1)
Γ𝑞(𝛼) �𝑓(𝑎)� �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼−1)

0

 
(1 − 𝑡) 𝑑𝑞𝑡0

 

1

0

+ 𝑓(𝑏)� �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼−1)

0

 
𝑡 𝑑𝑞𝑡0

 

1

0

� 

=
Γ𝑞(𝛼 + 1)
Γ𝑞(𝛼) �𝑓(𝑎)�

Γ𝑞(𝛼)
Γ𝑞(1 + 𝛼)−

Γ𝑞(𝛼)
Γ𝑞(2 + 𝛼)�+ 𝑓(𝑏)

Γ𝑞(𝛼)
Γ𝑞(2 + 𝛼)� 

=
Γ𝑞(𝛼 + 1)
Γ𝑞(𝛼) �𝑓(𝑎)�

Γ𝑞(𝛼)
Γ𝑞(1 + 𝛼)−

Γ𝑞(𝛼)
[1 + 𝛼]𝑞Γ𝑞(1 + 𝛼)�+ 𝑓(𝑏)

Γ𝑞(𝛼)
[1 + 𝛼]𝑞Γ𝑞(1 + 𝛼)� 

= �𝑓(𝑎)�1 −
1

[1 + 𝛼]𝑞
�+ 𝑓(𝑏)

1
[1 + 𝛼]𝑞

� 

=
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

[𝛼 + 1]𝑞
′dir.                                                                              (2.16) 

O halde (2.12), (2.15) ve (2.16)’dan   

Γq(α+ 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 � 𝐼𝑞𝛼𝑓𝑎

 �(𝑏) ≤
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

[𝛼 + 1]𝑞
′dir.                                      (2.17) 

Son olarak (2.13) ve (2.17)’den (2.1) elde edilir. 
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Sonuç 2.1.2: Teorem 2.1.1’de aşağıdaki sonuçlar elde edilir: 

1. 𝛼 = 1 alınırsa Teorem 1.5.25 elde edilir, 

2. 𝑞 → 1− limit alınırsa Teorem 1.4.8 elde edilir, 

3. 𝛼 = 1 ve 𝑞 → 1− limit alınırsa Teorem 1.2.3 elde edilir. 

İspat: 

1. 𝛼 = 1 alınırsa (1.30), (1.82) ve (1.87)’den  

[𝛼 + 1]𝑞 = [2]𝑞 =
1− 𝑞2

1 − 𝑞 = 1 + 𝑞′dir.                                                                      (2.18) 

Γ𝑞(𝛼 + 1) = Γ𝑞(2) = [1]𝑞Γ𝑞(1) =
1 − 𝑞1

1 − 𝑞 =
1− 𝑞
1− 𝑞 = 1′dir.                                 (2.19) 

� 𝐼𝑞1𝑎
 𝑓�(𝑏) =

1
Γ𝑞(1)� �𝑏 − 𝜙𝑞(𝑠)𝑎

 �
𝑞

(1−1)

𝑎

 
𝑓(𝑠) 𝑑𝑎 𝑞𝑠

𝑏

𝑎

 

= � �𝑏 − 𝜙𝑞(𝑠)𝑎
 �

𝑞

(0)

𝑎

 
𝑓(𝑠) 𝑑𝑎 𝑞𝑠

𝑏

𝑎

= �𝑓(𝑠) 𝑑𝑎 𝑞𝑠
𝑏

𝑎

′dir.                                               (2.20) 

O halde (2.1)’de (2.18), (2.19) ve (2.20) kullanılırsa 

𝑓 �
𝑞𝑎 + 𝑏
1 + 𝑞 � ≤

1
𝑏 − 𝑎

�𝑓(𝑠) 𝑑𝑎 𝑞𝑠
𝑏

𝑎

≤
𝑞𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

1 + 𝑞  

elde edilir. 

2. 𝑞 → 1− limit alınırsa  

lim
𝑞→1−

[𝛼 + 1]𝑞 = lim
𝑞→1−

1 − 𝑞𝛼+1

1 − 𝑞

0
0
= lim

𝑞→1−
−(𝛼 + 1)𝑞𝛼

−1 = 𝛼 + 1′dir                         (2.21) 

(1.70)’ten  

𝑙𝑖𝑚
𝑞→1−

Γ𝑞(𝛼 + 1) = Γ(𝛼 + 1)′dir.                                                                                    (2.22) 

(1.76), Özellikler 1.6.11 4. madde ve Özellikler 1.6.14 2. madde’den  

𝑙𝑖𝑚
𝑞→1−

�𝑏 − 𝜙𝑞(𝑠)𝑎
 �

𝑞

(𝛼−1)

𝑎

 
= 𝑙𝑖𝑚

𝑞→1−
 (𝑏 − 𝑎)𝛼−1

� 𝜙𝑞(𝑠)𝑎
 −𝑎
𝑏−𝑎

; 𝑞�
∞

� 𝜙𝑞(𝑠)𝑎
 −𝑎
𝑏−𝑎

𝑞𝛼−1;𝑞�
∞

 

= (𝑏 − 𝑎)𝛼−1 𝑙𝑖𝑚
𝑞→1−

 
�𝑠−𝑎
𝑏−𝑎

𝑞; 𝑞�
∞

�𝑠−𝑎
𝑏−𝑎

𝑞𝛼; 𝑞�
∞

= (𝑏 − 𝑎)𝛼−1 �1 −
𝑠 − 𝑎
𝑏 − 𝑎�

𝛼−1
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= (𝑏 − 𝑎)𝛼−1 �
𝑏 − 𝑠
𝑏 − 𝑎�

𝛼−1

= (𝑏 − 𝑠)𝛼−1′dir.                                                            (2.23) 

(136)’dan  

lim
𝑞→1−

�𝑓(𝑡) 𝑑𝑞𝑡
𝑏

0

= �𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
𝑏

0

 

olduğundan (1.33) ve (1.41)’den  

lim
𝑞→1−

�𝑓(𝑡) 𝑑𝑞𝑎
 𝑡

𝑏

𝑎

= lim
𝑞→1−

(1− 𝑞)(𝑏 − 𝑎)�𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝑏 + (1 − 𝑞𝑛)𝑎)
+∞

𝑛=0

 

= (𝑏 − 𝑎) lim
𝑞→1−

(1 − 𝑞)�𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝑏 + (1 − 𝑞𝑛)𝑎)
+∞

𝑛=0

 

= (𝑏 − 𝑎) lim
𝑞→1−

�𝑓(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎) 𝑑𝑞0
 𝑡

1

0

 

= (𝑏 − 𝑎)�𝑓(𝑡𝑏 + (1− 𝑡)𝑎) 𝑑𝑡
1

0

= �𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
𝑏

𝑎

′dir.                                                (2.24) 

 (1.14), (1.70), (1.87),  (2.23) ve (2.24)’den 

𝑙𝑖𝑚
𝑞→1−

� 𝐼𝑞𝛼𝑓𝑎
 �(𝑏) = 𝑙𝑖𝑚

𝑞→1−
1

Γ𝑞(𝛼)� �𝑏 − 𝜙𝑞(𝑠)𝑎
 �

𝑞

(𝛼−1)

𝑎

 
𝑓(𝑠) 𝑑𝑎 𝑞𝑠

𝑏

𝑎

 

=
1

Γ(𝛼)�(𝑏 − 𝑠)𝛼−1𝑓(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑎

= (𝐽𝑎+𝛼 𝑓)(𝑏) ′dir.                                                         (2.25) 

O halde (2.21), (2.22) ve (2.25)’ten  

𝑓 �
𝛼𝑎 + 𝑏
𝛼 + 1 � ≤

Γ(𝛼 + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 (𝐽𝑎+𝛼 𝑓)(𝑏) ≤

𝛼𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)
𝛼 + 1 ′dir. 

elde edilir. 

3. 1. madde’de 𝑞 → 1− limit alınırsa 𝑓 sürekli olduğundan (2.24)’den  

𝑓 �
𝑎 + 𝑏

2 � ≤
1

𝑏 − 𝑎
� 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2 ′dir. 
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2.2. Riemann-Liouville Kesirli Kuantum Trapezoid Tipli İntegral Eşitsizlikler 

 

Bu bölümde Riemann-Liouville kesirli 𝑞- Trapezoid tipli eşitsizlikler incelenecektir. 

Bunun için aşağıdaki eşitlikten faydalanılacaktır.  

Lemma 2.2.1: 𝛼 > 0, 𝑎 < 𝑏,  0 < 𝑞 < 1 ve  𝑓: [𝑎,𝑏] → ℝ sürekli ve (𝑎, 𝑏)’de 𝑞-

türevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eğer 𝐷𝑞𝑓𝑎
 , (𝑎, 𝑏) aralığında sürekli 𝑞-integrallenebilir 

ise aşağıdaki eşitlik sağlanır: 

Γq(α+ 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 � 𝐼𝑞𝛼𝑓𝑎

 �(𝑏) −
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

[𝛼 + 1]𝑞
 

=
𝑏 − 𝑎

[𝛼 + 1]𝑞
��[𝛼 + 1]𝑞 �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
− 1�

1

0

𝐷𝑞𝑓𝑎
 �(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� 𝑑𝑞0

 𝑡.  (2.26) 

İspat: Teorem 1.5.20 1. madde’den [0,1] aralığındaki 𝑞-integrali lineer olduğunda  

(2.26) eşitliğin sağ tarafındaki 𝑞-integral göz önüne alınırsa: 

𝑏 − 𝑎
[𝛼 + 1]𝑞

��[𝛼 + 1]𝑞 �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
− 1�

1

0

𝐷𝑞𝑓𝑎
 �(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� 𝑑𝑞0

 𝑡 

= (𝑏 − 𝑎)� �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
1

0

𝐷𝑞𝑓𝑎
 �(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� 𝑑𝑞0

 𝑡 

−
𝑏 − 𝑎

[𝛼 + 1]𝑞
� 𝐷𝑞𝑓𝑎

 �(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� 𝑑𝑞0
 𝑡

1

0

′dir.                                                            (2.27) 

(2.27)’deki 𝑞-integralleri hesaplamak için Tanım 1.5.11’den faydalanırsa: 

𝐾1 ≔ (𝑏 − 𝑎)� �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
1

0

𝐷𝑞𝑓𝑎
 �(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� 𝑑𝑞0

 𝑡 

= (𝑏 − 𝑎)� �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 𝑓�(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� − 𝑓�𝑞�(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� + (1 − 𝑞)𝑎�
(1− 𝑞)�(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏 − 𝑎�

1

0

𝑑𝑞0
 𝑡 

= (𝑏 − 𝑎)� �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 𝑓�(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� − 𝑓�(1 − 𝑞𝑡)𝑎 + 𝑞𝑡𝑏�
(1− 𝑞)(𝑏 − 𝑎)𝑡

1

0

𝑑𝑞0
 𝑡 

= � �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 𝑓�(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� − 𝑓�(1 − 𝑞𝑡)𝑎 + 𝑞𝑡𝑏�
(1 − 𝑞)𝑡

1

0

𝑑𝑞0
 𝑡 



54 
 

=
1

(1 − 𝑞)� �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
 
𝑓�(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏�

𝑡

1

0

𝑑𝑞0
 𝑡 

−
1

(1− 𝑞)� �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
 
𝑓�(1 − 𝑞𝑡)𝑎 + 𝑞𝑡𝑏�

𝑡

1

0

𝑑𝑞0
 𝑡 

(Burada Tanım 1.6.15 kullanılırsa) 

=
1

(1 − 𝑞) (1− 𝑞)�𝑞𝑖 �1 − 𝜙𝑞𝑖+1(1)0
 �

𝑞

(𝛼)
 
𝑓 ��1− 𝜙𝑞𝑖 (1)0

 �𝑎 + 𝜙𝑞𝑖 (1)0
 𝑏�

𝜙𝑞𝑖 (1)0
 

0

 ∞

𝑖=0

 

−
1

(1− 𝑞) (1 − 𝑞)�𝑞𝑖 �1 − 𝜙𝑞𝑖+1(1)0
 �

𝑞

(𝛼)
 
𝑓 ��1 − 𝑞 𝜙𝑞𝑖 (1)0

 �𝑎 + 𝑞 𝜙𝑞𝑖 (1)0
 𝑏�

𝜙𝑞𝑖 (1)0
 

0

 ∞

𝑖=0

 

= �𝑞𝑖 �1 − 𝜙𝑞𝑖+1(1)0
 �

𝑞

(𝛼)
 
𝑓 ��1− 𝑞𝑖�𝑎 + 𝑞𝑖𝑏�

𝑞𝑖0

 ∞

𝑖=0

 

−�𝑞𝑖 �1 − 𝜙𝑞𝑖+1(1)0
 �

𝑞

(𝛼)
 
𝑓 ��1 − 𝑞𝑖+1�𝑎 + 𝑞𝑖+1𝑏�

𝑞𝑖0

 ∞

𝑖=0

 

= � �1 − 𝜙𝑞𝑖+1(1)0
 �

𝑞

(𝛼)
 𝑓 ��1 − 𝑞𝑖�𝑎 + 𝑞𝑖𝑏�

0

 
∞

𝑖=0

 

−� �1 − 𝜙𝑞𝑖+1(1)0
 �

𝑞

(𝛼)
 𝑓 ��1 − 𝑞𝑖+1�𝑎 + 𝑞𝑖+1𝑏�

0

 
∞

𝑖=0

 

(Burada Özellikler 1.6.14 3. madde kullanılırsa) 

= �
�𝑞𝑖+1; 𝑞�∞

(𝑞𝛼+𝑖+1;𝑞)∞
 𝑓 ��1− 𝑞𝑖�𝑎 + 𝑞𝑖𝑏�

∞

𝑖=0

 

−�
�𝑞𝑖+1;𝑞�∞

(𝑞𝛼+𝑖+1; 𝑞)∞
 𝑓 ��1 − 𝑞𝑖+1�𝑎 + 𝑞𝑖+1𝑏�

∞

𝑖=0

 

(Burada Tanım 1.6.4 kullanılırsa) 

= �
�𝑞𝑖+1; 𝑞�∞

∏ (1 − 𝑞𝑛+𝛼+𝑖+1) ∞
𝑛=0

 𝑓 ��1 − 𝑞𝑖�𝑎 + 𝑞𝑖𝑏�
∞

𝑖=0

 

−�
∏ �1 − 𝑞𝑛+𝑖+1� ∞
𝑛=0

(𝑞𝛼+𝑖+1; 𝑞)∞
 𝑓 ��1 − 𝑞𝑖+1�𝑎 + 𝑞𝑖+1𝑏�

∞

𝑖=0

 

= ��1 − 𝑞𝛼+𝑖�
�𝑞𝑖+1;𝑞�∞

∏ (1 − 𝑞𝑛+𝛼+𝑖+1) ∞
𝑛=−1

 𝑓 ��1− 𝑞𝑖�𝑎 + 𝑞𝑖𝑏�
∞

𝑖=0
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−��1 − 𝑞𝑖+1�
∏ �1 − 𝑞𝑛+𝑖+1� ∞
𝑛=1
(𝑞𝛼+𝑖+1;𝑞)∞

 𝑓 ��1 − 𝑞𝑖+1�𝑎 + 𝑞𝑖+1𝑏�
∞

𝑖=0

 

= ��1 − 𝑞𝛼+𝑖�
�𝑞𝑖+1;𝑞�∞

∏ (1 − 𝑞𝑛+𝛼+𝑖) ∞
𝑛=0

 𝑓 ��1− 𝑞𝑖�𝑎 + 𝑞𝑖𝑏�
∞

𝑖=0

 

−��1 − 𝑞𝑖+1�
∏ �1 − 𝑞𝑛+𝑖+2� ∞
𝑛=0
(𝑞𝛼+𝑖+1;𝑞)∞

 𝑓 ��1 − 𝑞𝑖+1�𝑎 + 𝑞𝑖+1𝑏�
∞

𝑖=0

 

= ��1 − 𝑞𝛼+𝑖�
�𝑞𝑖+1;𝑞�∞
(𝑞𝛼+𝑖; 𝑞)∞

 𝑓 ��1 − 𝑞𝑖�𝑎 + 𝑞𝑖𝑏�
∞

𝑖=0

 

−��1 − 𝑞𝑖+1�
�𝑞𝑖+2; 𝑞�∞

(𝑞𝛼+𝑖+1;𝑞)∞
 𝑓 ��1− 𝑞𝑖+1�𝑎 + 𝑞𝑖+1𝑏�

∞

𝑖=0

 

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ �

�𝑞𝑖+1; 𝑞�∞
(𝑞𝛼+𝑖;𝑞)∞

 𝑓 ��1− 𝑞𝑖�𝑎 + 𝑞𝑖𝑏� 
∞

𝑖=0

−�
�𝑞𝑖+2;𝑞�∞

(𝑞𝛼+𝑖+1;𝑞)∞
 𝑓 ��1 − 𝑞𝑖+1�𝑎 + 𝑞𝑖+1𝑏�

∞

𝑖=0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

−

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ �𝑞𝛼+𝑖

�𝑞𝑖+1; 𝑞�∞
(𝑞𝛼+𝑖; 𝑞)∞

 𝑓 ��1 − 𝑞𝑖�𝑎 + 𝑞𝑖𝑏�
∞

𝑖=0

−�𝑞𝑖+1
�𝑞𝑖+2;𝑞�∞

(𝑞𝛼+𝑖+1;𝑞)∞
 𝑓 ��1 − 𝑞𝑖+1�𝑎 + 𝑞𝑖+1𝑏�

∞

𝑖=0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

= ��
�𝑞𝑖+1; 𝑞�∞
(𝑞𝛼+𝑖; 𝑞)∞

 𝑓 ��1 − 𝑞𝑖�𝑎 + 𝑞𝑖𝑏� −
�𝑞𝑖+2;𝑞�∞

(𝑞𝛼+𝑖+1;𝑞)∞
 𝑓 ��1 − 𝑞𝑖+1�𝑎 + 𝑞𝑖+1𝑏� 

∞

𝑖=0

� 

−

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡�𝑞𝛼+𝑖

�𝑞𝑖+1; 𝑞�∞
(𝑞𝛼+𝑖; 𝑞)∞

 𝑓 ��1 − 𝑞𝑖�𝑎 + 𝑞𝑖𝑏�
∞

𝑖=0

−�𝑞𝑖
�𝑞𝑖+1;𝑞�∞
(𝑞𝛼+𝑖;𝑞)∞

 𝑓 ��1 − 𝑞𝑖�𝑎 + 𝑞𝑖𝑏�
∞

𝑖=1 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

= lim
𝑛→∞

��
�𝑞𝑖+1; 𝑞�∞
(𝑞𝛼+𝑖; 𝑞)∞

 𝑓 ��1− 𝑞𝑖�𝑎 + 𝑞𝑖𝑏� − 
𝑛

𝑖=0

�
�𝑞𝑖+2;𝑞�∞

(𝑞𝛼+𝑖+1;𝑞)∞
 𝑓 ��1 − 𝑞𝑖+1�𝑎 + 𝑞𝑖+1𝑏� 

𝑛

𝑖=0

� 
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−

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡�𝑞𝛼+𝑖

�𝑞𝑖+1; 𝑞�∞
(𝑞𝛼+𝑖; 𝑞)∞

 𝑓 ��1 − 𝑞𝑖�𝑎 + 𝑞𝑖𝑏�
∞

𝑖=0

−�𝑞𝑖
�𝑞𝑖+1;𝑞�∞
(𝑞𝛼+𝑖;𝑞)∞

 𝑓 ��1 − 𝑞𝑖�𝑎 + 𝑞𝑖𝑏�
∞

𝑖=0

+
(𝑞;𝑞)∞

(𝑞𝛼; 𝑞)∞
 𝑓(𝑏)

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

= � lim
𝑛→∞

�
(𝑞;𝑞)∞

(𝑞𝛼; 𝑞)∞
 𝑓(𝑏)−

(𝑞𝑛+2; 𝑞)∞
(𝑞𝛼+𝑛+1; 𝑞)∞

 𝑓�(1− 𝑞𝑛+1)𝑎 + 𝑞𝑛+1𝑏��� 

−

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡�𝑞𝛼+𝑖

�𝑞𝑖+1; 𝑞�∞
(𝑞𝛼+𝑖; 𝑞)∞

 𝑓 ��1 − 𝑞𝑖�𝑎 + 𝑞𝑖𝑏�
∞

𝑖=0

−�𝑞𝑖
�𝑞𝑖+1;𝑞�∞
(𝑞𝛼+𝑖;𝑞)∞

 𝑓 ��1 − 𝑞𝑖�𝑎 + 𝑞𝑖𝑏�
∞

𝑖=0

+
(𝑞;𝑞)∞

(𝑞𝛼; 𝑞)∞
 𝑓(𝑏)

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

= �
(𝑞; 𝑞)∞

(𝑞𝛼;𝑞)∞
 𝑓(𝑏) −

(0;𝑞)∞
(0;𝑞)∞

 𝑓(𝑎)� 

−

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡�𝑞𝛼+𝑖

�𝑞𝑖+1; 𝑞�∞
(𝑞𝛼+𝑖; 𝑞)∞

 𝑓 ��1 − 𝑞𝑖�𝑎 + 𝑞𝑖𝑏�
∞

𝑖=0

−�𝑞𝑖
�𝑞𝑖+1;𝑞�∞
(𝑞𝛼+𝑖;𝑞)∞

 𝑓 ��1 − 𝑞𝑖�𝑎 + 𝑞𝑖𝑏�
∞

𝑖=0

+
(𝑞;𝑞)∞

(𝑞𝛼; 𝑞)∞
 𝑓(𝑏)

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

(Burada Tanım 1.6.4’ten (0;𝑞)∞ = 1 olduğu açıktır) 

= −𝑓(𝑎)−�𝑞𝛼+𝑖
�𝑞𝑖+1;𝑞�∞
(𝑞𝛼+𝑖;𝑞)∞

 𝑓 ��1 − 𝑞𝑖�𝑎 + 𝑞𝑖𝑏�
∞

𝑖=0

+ �𝑞𝑖
�𝑞𝑖+1;𝑞�∞
(𝑞𝛼+𝑖; 𝑞)∞

 𝑓 ��1 − 𝑞𝑖�𝑎 + 𝑞𝑖𝑏�
∞

𝑖=0

 

= −𝑓(𝑎) + (1− 𝑞𝛼)�𝑞𝑖
�𝑞𝑖+1; 𝑞�∞
(𝑞𝛼+𝑖; 𝑞)∞

 𝑓 ��1− 𝑞𝑖�𝑎 + 𝑞𝑖𝑏�
∞

𝑖=0

 

= −𝑓(𝑎) + [𝛼]𝑞(1− 𝑞)�𝑞𝑖
�𝑞𝑖+1;𝑞�∞
(𝑞𝛼+𝑖;𝑞)∞

 𝑓 ��1 − 𝑞𝑖�𝑎 + 𝑞𝑖𝑏�
∞

𝑖=0
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= −𝑓(𝑎) +
[𝛼]𝑞Γq(α)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 �

(1− 𝑞)(𝑏 − 𝑎)
Γq(α) �𝑞𝑖(𝑏 − 𝑎)𝛼−1

�𝑞𝑖+1; 𝑞�∞
(𝑞𝛼+𝑖; 𝑞)∞

 𝑓 ��1 − 𝑞𝑖�𝑎 + 𝑞𝑖𝑏�
∞

𝑖=0

� 

(2.12)
= − 𝑓(𝑎) +

Γ𝑞(𝛼 + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 �

� 𝐼𝑞𝛼𝑎
 𝑓�(𝑏)� 

Şimdi (2.27)’deki 2. 𝑞-integrali hesaplayalım. Tanım 1.5.7 ve Tanım 1.5.11  

kullanılırsa: 

𝐾2 ≔
𝑏 − 𝑎

[𝛼 + 1]𝑞
� 𝐷𝑞𝑓𝑎

 �(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� 𝑑𝑞0
 𝑡

1

0

 

(Burada (1.40)  kullanılırsa) 

=
(𝑏 − 𝑎)(1− 𝑞)

1 − 𝑞𝛼+1
�
𝑓�(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� − 𝑓�𝑞�(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� + (1− 𝑞)𝑎�

(1− 𝑞)�(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏 − 𝑎�

1

0

𝑑𝑞0
 𝑡 

=
(𝑏 − 𝑎)(1− 𝑞)

1 − 𝑞𝛼+1
�
𝑓�(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� − 𝑓�(1− 𝑞𝑡)𝑎 + 𝑞𝑡𝑏�

(1 − 𝑞)(𝑏 − 𝑎)𝑡

1

0

𝑑𝑞0
 𝑡 

=
1

1 − 𝑞𝛼+1
�
𝑓�(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� − 𝑓�(1 − 𝑞𝑡)𝑎 + 𝑞𝑡𝑏�

𝑡

1

0

𝑑𝑞0
 𝑡 

=
1

1 − 𝑞𝛼+1 �
�
𝑓�(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏�

𝑡

1

0

𝑑𝑞0
 𝑡 − �

𝑓�(1 − 𝑞𝑡)𝑎 + 𝑞𝑡𝑏�
𝑡

1

0

𝑑𝑞0
 𝑡� 

=
1 − 𝑞

1 − 𝑞𝛼+1 ��𝑞𝑖
𝑓 ��1 − 𝑞𝑖�𝑎 + 𝑞𝑖𝑏�

𝑞𝑖

∞

𝑖=0

−�𝑞𝑖
𝑓 ��1 − 𝑞𝑖+1�𝑎 + 𝑞𝑖+1𝑏�

𝑞𝑖

∞

𝑖=0

� 

=
1

[𝛼 + 1]𝑞
��𝑓 ��1− 𝑞𝑖�𝑎 + 𝑞𝑖𝑏�
∞

𝑖=0

−�𝑓 ��1 − 𝑞𝑖+1�𝑎 + 𝑞𝑖+1𝑏�
∞

𝑖=0

� 

=
1

[𝛼 + 1]𝑞
� lim
𝑛→∞

��𝑓 ��1 − 𝑞𝑖�𝑎 + 𝑞𝑖𝑏�
𝑛

𝑖=0

−�𝑓 ��1 − 𝑞𝑖+1�𝑎 + 𝑞𝑖+1𝑏�
𝑛

𝑖=0

�� 

=
1

[𝛼 + 1]𝑞
� lim
𝑛→∞

�𝑓(𝑏)− 𝑓�(1 − 𝑞𝑛+1)𝑎 + 𝑞𝑛+1𝑏��� 

=
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

[𝛼 + 1]𝑞
′dir. 

(2.27)’de 𝐾1 ve 𝐾2 yerine yazılırsa  
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𝑏 − 𝑎
[𝛼 + 1]𝑞

��[𝛼 + 1]𝑞 �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
− 1�

1

0

𝐷𝑞𝑓𝑎
 �(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� 𝑑𝑞0

 𝑡 

= 𝐾1 − 𝐾2 

= −𝑓(𝑎) +
Γ𝑞(𝛼 + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼  �

� 𝐼𝑞𝛼𝑎
 𝑓�(𝑏)� −

𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑎)
[𝛼 + 1]𝑞

 

=
Γq(α+ 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 � 𝐼𝑞𝛼𝑓𝑎

 �(𝑏)−
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

[𝛼 + 1]𝑞
′dir. 

 

Sonuç 2.2.2: Lemma 2.2.1’de aşağıdaki sonuçlar elde edilir: 

1. 𝛼 = 1 alınırsa Lemma 1.5.26 elde edilir, 

2. 𝑞 → 1− limit alınırsa Lemma 1.4.9 elde edilir, 

3. 𝛼 = 1 ve 𝑞 → 1− limit alınırsa Lemma 1.3.1 elde edilir. 

İspat:  

1. Sonuç 2.1.2 1. madde’den (2.26)’nin sol tarafı  

1
𝑏 − 𝑎

� 𝑓(𝑡) 𝑑𝑞 𝑡 𝑎
 

𝑏

𝑎

–
𝑞𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

1 + 𝑞  

olduğu açıktır. [2]𝑞 = 1 + 𝑞, �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(1)

0

 
=  (1 − 𝑞𝑡)𝑞

(1)
0
 = 1 − 𝑞𝑡 olduğu göz 

önüne alınırsa  

1
𝑏 − 𝑎

�𝑓(𝑡) 𝑑𝑞 𝑡 𝑎
 

𝑏

𝑎

–
𝑞𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

1 + 𝑞  

=
(𝑏 − 𝑎)
1 + 𝑞

��(1 + 𝑞)(1− 𝑞𝑡) − 1�
1

0

𝐷𝑞𝑓𝑎
 �(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� 𝑑𝑞0

 𝑡 

=
𝑞(𝑏 − 𝑎)

1 + 𝑞
�(1− (1 + 𝑞)𝑡)
1

0

𝐷𝑞𝑓𝑎
 �(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� 𝑑𝑞0

 𝑡. 

2. Sonuç 2.1.2 2. madde’den (2.26)’nin sol tarafı 

Γ(𝛼 + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 (𝐽𝑎+𝛼 𝑓)(𝑏) −

𝛼𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)
𝛼 + 1  

olduğu açıktır. Diğer taraftan (2.21)’den 

lim
𝑞→1−

[𝛼 + 1]𝑞 = 𝛼 + 1′dir. 

Ayrıca (2.23)’ten  
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𝑙𝑖𝑚
𝑞→1−

�1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
= (1 − 𝑡)𝛼 ′dir. 

olduğu göz önüne alınırsa (1.36)’dan  

Γ(𝛼 + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 (𝐽𝑎+𝛼 𝑓)(𝑏) −

𝛼𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)
𝛼 + 1  

=
𝑏 − 𝑎
𝛼 + 1

��(𝛼 + 1 )(1− 𝑡)𝛼 − 1�
1

0

𝑓′�(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏�𝑑𝑡. 

Burada 𝑢 = 1 − 𝑡 dönüşümü yapılırsa 

𝛼𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)
𝛼 + 1 −

Γ(𝛼 + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 (𝐽𝑎+𝛼 𝑓)(𝑏) 

=
𝑏 − 𝑎
𝛼 + 1

�(1− (𝛼 + 1 )𝑢𝛼)
1

0

𝑓′(𝑢𝑎 + (1 − 𝑢)𝑏)𝑑𝑢. 

3.  1. madde’de  𝑞 → 1− limit alınırsa (1.36) ve (2.24)’den ve  

𝐷𝑎 𝑞𝑓(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏 → 𝑓′�(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏�  olup  

1
𝑏 − 𝑎

�𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
𝑏

𝑎

–
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2 =
(𝑏 − 𝑎)

2
�(1 − 2𝑡)
1

0

𝑓′�(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏�𝑑𝑡. 

Burada 𝑢 = 1 − 𝑡 dönüşümü yapılırsa 

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)
2 −

1
𝑏 − 𝑎

� 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

=
𝑏 − 𝑎

2
�(1− 2𝑢)𝑓 ′(𝑢𝑎 + (1− 𝑢)𝑏)𝑑𝑢
1

0

. 

 

Teorem 2.2.3: 𝛼 > 0, 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1,  𝑓: [𝑎,𝑏] → ℝ sürekli, (𝑎, 𝑏)’de 𝑞-türevlenebilir 

bir fonksiyon ve 𝐷𝑞𝑓𝑎
 , (𝑎, 𝑏) aralığında sürekli 𝑞-integrallenebilir olsun. Eğer � 𝐷𝑞𝑓𝑎

 �,  

[𝑎,𝑏] aralığında konveks ise aşağıdaki Riemann-Liouville kesirli 𝑞- Trapezoid tipli 

eşitsizlik sağlanır: 

�
Γq(α + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 � 𝐼𝑞𝛼𝑓𝑎

 �(𝑏)−
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

[𝛼 + 1]𝑞
� 

≤
𝑏 − 𝑎

[𝛼 + 1]𝑞
�� 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑎)�𝑀1 + � 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑏)�𝑀2�,                                                              (2.28) 

burada 

𝑀1 = � �[𝛼 + 1]𝑞 �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
− 1�

1

0

(1− 𝑡) 𝑑𝑞𝑡0
 , 
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𝑀2 = ��[𝛼 + 1]𝑞 �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
− 1�

1

0

𝑡 𝑑𝑞𝑡0
  ′dir. 

İspat: Lemma 2.2.1, � 𝐷𝑞𝑓𝑎
 �’nin  [𝑎,𝑏] aralığında konveksliği ve  (1.53) kullanılırsa: 

�
Γq(α + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 � 𝐼𝑞𝛼𝑓𝑎

 �(𝑏) −
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

[𝛼 + 1]𝑞
� 

= �
𝑏 − 𝑎

[𝛼 + 1]𝑞
� �[𝛼 + 1]𝑞 �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
− 1�

1

0

𝐷𝑞𝑓𝑎
 �(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� 𝑑𝑞0

 𝑡� 

≤
𝑏 − 𝑎

[𝛼 + 1]𝑞
� ��[𝛼 + 1]𝑞 �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
− 1�� � 𝐷𝑞𝑓𝑎

 �(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏�� 𝑑𝑞0
 𝑡

1

0

 

≤
𝑏 − 𝑎

[𝛼 + 1]𝑞
� ��[𝛼 + 1]𝑞 �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
− 1�� �

� 𝐷𝑞𝑓𝑎
 (𝑎)�(1− 𝑡)
+� 𝐷𝑞𝑓𝑎

 (𝑏)�𝑡
� 𝑑𝑞0

 𝑡
1

0

 

=
𝑏 − 𝑎

[𝛼 + 1]𝑞

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡� 𝐷𝑞𝑓𝑎

 (𝑎)�� ��[𝛼 + 1]𝑞 �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
− 1�� (1− 𝑡) 𝑑𝑞0

 𝑡
1

0

+� 𝐷𝑞𝑓𝑎
 (𝑏)�� ��[𝛼 + 1]𝑞 �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
− 1�� 𝑡 𝑑𝑞0

 𝑡
1

0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

=
𝑏 − 𝑎

[𝛼 + 1]𝑞
�� 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑎)�𝑀1 + � 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑏)�𝑀2�′dir. 

 

Sonuç 2.2.4: Teorem 2.2.3’de aşağıdaki sonuçlar elde edilir: 

1. 𝛼 = 1 alınırsa Teorem 1.5.30 elde edilir, 

2. 𝑞 → 1− limit alınırsa Teorem 1.4.10 elde edilir, 

3. 𝛼 = 1 ve 𝑞 → 1− limit alınırsa Teorem 1.3.2 elde edilir. 

İspat:  

1. Sonuç 2.1.2 1. madde’den (2.28)’in sol tarafı 

�
1

𝑏 − 𝑎
� 𝑓(𝑡) 𝑑𝑞 𝑡 𝑎

 

𝑏

𝑎

–
𝑞𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

1 + 𝑞 � 

olduğu açıktır. Ayrıca (1.51)’den  

𝑀1 = �|(1 + 𝑞) (1− 𝑞𝑡)− 1|
1

0

(1− 𝑡) 𝑑𝑞𝑡0
 = 𝑞�|1− (1 + 𝑞)𝑡|

1

0

(1− 𝑡) 𝑑𝑞𝑡0
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=
𝑞2(1 + 3𝑞2 + 2𝑞3)

(1 + 𝑞 + 𝑞2)(1 + 𝑞)3 ′dir. 

(1.49)’dan  

𝑀2 = 𝑞�|1− (1 + 𝑞)𝑡|𝑡 𝑑𝑞𝑡0
 

1

0

=
𝑞2(1 + 4𝑞 + 𝑞2)

(1 + 𝑞 + 𝑞2)(1 + 𝑞)3 ′dir. 

O halde  

�
1

𝑏 − 𝑎
� 𝑓(𝑡) 𝑑𝑞 𝑡 𝑎

 

𝑏

𝑎

–
𝑞𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

1 + 𝑞 � 

≤
𝑏 − 𝑎
1 + 𝑞

�
𝑞2(1 + 3𝑞2 + 2𝑞3)

(1 + 𝑞 + 𝑞2)(1 + 𝑞)3 � 𝐷𝑎
 
𝑞𝑓(𝑎)�+

𝑞2(1 + 4𝑞 + 𝑞2)
(1 + 𝑞 + 𝑞2)(1 + 𝑞)3 � 𝐷𝑎

 
𝑞𝑓(𝑏)��. 

2. Sonuç 2.1.2 2. madde’den (2.28)’nin sol tarafı 

�
Γ(𝛼 + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 (𝐽𝑎+𝛼 𝑓)(𝑏) −

𝛼𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)
𝛼 + 1

� 

olduğu açıktır. Diğer taraftan  

𝑀1 = �|(𝛼 + 1) (1− 𝑡)𝛼 − 1|
1

0

(1− 𝑡)𝑑𝑡 = �|(𝛼 + 1) 𝑢𝛼 − 1|
1

0

𝑢 𝑑𝑢 

= � (1 − (𝛼 + 1)𝑢𝛼) 𝑢 𝑑𝑢

1
√𝛼+1𝛼

0

+ � �(𝛼 + 1)𝑢𝛼 − 1� 𝑢 𝑑𝑢
1

1
√𝛼+1𝛼

 

= 𝑇1(𝛼) + 𝑇3(𝛼) 

𝑀2 = �|(𝛼 + 1) (1− 𝑡)𝛼 − 1|
1

0

𝑡𝑑𝑡 = �|(𝛼 + 1) 𝑢𝛼 − 1|
1

0

(1 − 𝑢) 𝑑𝑢 

= � (1 − (𝛼 + 1)𝑢𝛼)(1− 𝑢) 𝑑𝑢

1
√𝛼+1𝛼

0

+ � �(𝛼 + 1)𝑢𝛼 − 1�(1− 𝑢) 𝑑𝑢
1

1
√𝛼+1𝛼

 

= 𝑇2(𝛼) + 𝑇4(𝛼). 

Açık olarak 𝐷𝑎 
𝑞𝑓(𝑎) → 𝑓′(𝑎) ve 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑏) → 𝑓′(𝑏) olup  

�
𝛼𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

𝛼 + 1 −
Γ(𝛼 + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 (𝐽𝑎+𝛼 𝑓)(𝑏)� ≤

𝑏 − 𝑎
𝛼 + 1

�
𝑇1(𝛼)|𝑓′(𝑎)| + 𝑇2(𝛼)|𝑓′(𝑏)|

+𝑇3(𝛼)|𝑓′(𝑎)| + 𝑇4(𝛼)|𝑓′(𝑏)|� 

elde edilir.  



62 
 

 

3. 1. madde’de  𝒒 → 𝟏− limit alınırsa (1.36) ve (2.24)’den, 𝑫𝒂 𝒒𝒇(𝒂) → 𝒇′(𝒂) ve 

𝑫𝒂 𝒒𝒇(𝒃) → 𝒇′(𝒃) olup 

�
1

𝑏 − 𝑎
� 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
𝑏

𝑎

–
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2 � ≤
(𝑏 − 𝑎)(|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|)

8  

elde edilir.  

Teorem 2.2.5: 𝛼 > 0, 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1,  𝑓: [𝑎,𝑏] → ℝ sürekli, (𝑎, 𝑏)’de 𝑞-türevlenebilir 

bir fonksiyon ve 𝐷𝑞𝑓𝑎
 , (𝑎, 𝑏) aralığında sürekli 𝑞-integrallenebilir olsun. Eğer 𝑟 ≥ 1 için 

� 𝐷𝑞𝑓𝑎
 �𝑟, [𝑎, 𝑏] aralığında konveks ise aşağıdaki Riemann-Liouville kesirli 𝑞- Trapezoid 

tipli eşitsizlik sağlanır: 

�

�
Γq(α + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 � 𝐼𝑞𝛼𝑓𝑎

 �(𝑏)−
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

[𝛼 + 1]𝑞
�

                                               ≤
𝑏 − 𝑎

[𝛼 + 1]𝑞
𝑀3
1−1𝑟�𝑀1� 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑎)�𝑟 + 𝑀2� 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑏)�𝑟�

1
𝑟

burada M1 ve M2  2.2.3 Teorem′deki katsayılar ve 

              𝑀3 = � �[𝛼 + 1]𝑞 �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
− 1�

1

0

𝑑𝑞𝑡0
 .

              ⎭
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎫

         (2.29) 

İspat: Lemma 2.2.1, � 𝐷𝑞𝑓𝑎
 �𝑟’nin  [𝑎, 𝑏] aralığında konveksliği, 𝑞-Power Mean eşitsizliği 

ve (1.53) kullanılırsa: 

�
Γq(α + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 � 𝐼𝑞𝛼𝑓𝑎

 �(𝑏) −
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

[𝛼 + 1]𝑞
� 

= �
𝑏 − 𝑎

[𝛼 + 1]𝑞
� �[𝛼 + 1]𝑞 �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
− 1�

1

0

𝐷𝑞𝑓𝑎
 �(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� 𝑑𝑞0

 𝑡� 

≤
𝑏 − 𝑎

[𝛼 + 1]𝑞
� ��[𝛼 + 1]𝑞 �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
− 1�� � 𝐷𝑞𝑓𝑎

 �(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏�� 𝑑𝑞0
 𝑡

1

0

 

≤
𝑏 − 𝑎

[𝛼 + 1]𝑞
�� ��[𝛼 + 1]𝑞 �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
− 1�� 𝑑𝑞0

 𝑡
1

0

�

1−1𝑟

 

× �� ��[𝛼 + 1]𝑞 �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
− 1�� � 𝐷𝑞𝑓𝑎

 �(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏��
𝑟
𝑑𝑞0

 𝑡
1

0

�

1
𝑟
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≤
𝑏 − 𝑎

[𝛼 + 1]𝑞
𝑀3
1−1𝑟 �� ��[𝛼 + 1]𝑞 �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
− 1�� �

� 𝐷𝑞𝑓𝑎
 (𝑎)�𝑟(1− 𝑡)

+� 𝐷𝑞𝑓𝑎
 (𝑏)�𝑟𝑡

� 𝑑𝑞0
 𝑡

1

0

�

1
𝑟

 

=
𝑏 − 𝑎

[𝛼 + 1]𝑞
𝑀3
1−1𝑟

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡� 𝐷𝑞𝑓𝑎

 (𝑎)�𝑟 � ��[𝛼 + 1]𝑞 �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
− 1�� (1 − 𝑡) 𝑑𝑞0

 𝑡
1

0

+� 𝐷𝑞𝑓𝑎
 (𝑏)�𝑟 � ��[𝛼 + 1]𝑞 �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
− 1�� 𝑡 𝑑𝑞0

 𝑡
1

0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
1
𝑟

 

=
𝑏 − 𝑎

[𝛼 + 1]𝑞
𝑀3
1−1𝑟�𝑀1� 𝐷𝑞𝑓𝑎

 (𝑎)�𝑟 + 𝑀2� 𝐷𝑞𝑓𝑎
 (𝑏)�𝑟�

1
𝑟′dir. 

 

Sonuç 2.2.6: Teorem 2.2.5’te aşağıdaki sonuçlar elde edilir: 

1. 𝛼 = 1 alınırsa Teorem 1.5.31 elde edilir, 

2. 𝑞 → 1− limit alınırsa Teorem 1.4.11 elde edilir, 

3. 𝛼 = 1 ve 𝑞 → 1− limit alınırsa Teorem 1.3.4 elde edilir. 

İspat:  

1. Sonuç 2.1.2 1. madde’den (2.29)’in sol tarafı 

�
1

𝑏 − 𝑎
� 𝑓(𝑡) 𝑑𝑞 𝑡 𝑎

 

𝑏

𝑎

–
𝑞𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

1 + 𝑞 � 

olduğu açıktır.  Ayrıca (1.50)’den 

𝑀3 = �|(1 + 𝑞) (1− 𝑞𝑡) − 1|
1

0

𝑑𝑞𝑡0
 = 𝑞�|1 − (1 + 𝑞)𝑡| 𝑑𝑞𝑎

 

1

0

𝑡 =
2𝑞2

(1 + 𝑞)2 , 

𝑀1 =
𝑞2(1 + 3𝑞2 + 2𝑞3)

(1 + 𝑞 + 𝑞2)(1 + 𝑞)3 , 

𝑀2 =
𝑞2(1 + 4𝑞 + 𝑞2)

(1 + 𝑞 + 𝑞2)(1 + 𝑞)3 , 

olduğundan  

�
1

𝑏 − 𝑎
� 𝑓(𝑡) 𝑑𝑞 𝑡 𝑎

 

𝑏

𝑎

–
𝑞𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

1 + 𝑞 � ≤
𝑏 − 𝑎
1 + 𝑞 �

2𝑞2

(1 + 𝑞)2�
1−1𝑟

 

× �
𝑞2(1 + 3𝑞2 + 2𝑞3)

(1 + 𝑞 + 𝑞2)(1 + 𝑞)3 � 𝐷𝑎
 
𝑞𝑓(𝑎)�𝑟

𝑞2(1 + 4𝑞 + 𝑞2)
(1 + 𝑞 + 𝑞2)(1 + 𝑞)3 � 𝐷𝑎

 
𝑞𝑓(𝑏)�𝑟�

1
𝑟

. 
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2.  Sonuç 2.1.2 2. madde’den (2.29)’nin sol tarafı 

�
Γ(𝛼 + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 (𝐽𝑎+𝛼 𝑓)(𝑏) −

𝛼𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)
𝛼 + 1

� 

olduğu açıktır. Diğer taraftan  

𝑀3 = �|(𝛼 + 1) (1− 𝑡)𝛼 − 1|
1

0

𝑑𝑡 

= � (1 − (𝛼 + 1)𝑡𝛼)𝑑𝑡

1
√𝛼+1𝛼

0

+ � �(𝛼 + 1)𝑡𝛼 − 1�𝑑𝑡
1

1
√𝛼+1𝛼

= 

= �
𝛼

(𝛼 + 1)1+
1
𝛼

+
𝛼

(𝛼 + 1)1+
1
𝛼

� =
2𝛼

(𝛼 + 1)1+
1
𝛼

 

𝑀1 = 𝑇1(𝛼) + 𝑇3(𝛼) 

𝑀2 = 𝑇2(𝛼) + 𝑇4(𝛼). 

Açık olarak 𝐷𝑎 
𝑞𝑓(𝑎) → 𝑓′(𝑎) ve 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑏) → 𝑓′(𝑏) olup  

�
Γ(𝛼 + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 (𝐽𝑎+𝛼 𝑓)(𝑏) −

𝛼𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)
𝛼 + 1

� 

≤
𝑏 − 𝑎
𝛼 + 1

�
2𝛼

(𝛼 + 1)1+
1
𝛼

�
1−1𝑟

�
𝑇1(𝛼)|𝑓′(𝑎)|𝑟 + 𝑇2(𝛼)|𝑓′(𝑏)|𝑟

+𝑇3(𝛼)|𝑓′(𝑎)|𝑟 + 𝑇4(𝛼)|𝑓′(𝑏)|𝑟�

1
𝑟

 

3. 1. madde’de  𝒒 → 𝟏− limit alınırsa (1.36) ve (2.24)’den, 𝑫𝒂 𝒒𝒇(𝒂) → 𝒇′(𝒂) ve 

𝑫𝒂 𝒒𝒇(𝒃) → 𝒇′(𝒃) olup 

�
1

𝑏 − 𝑎
�𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
𝑏

𝑎

–
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2 � ≤
(𝑏 − 𝑎)

4
�
�𝑓 ′(𝑎)�𝑟 + �𝑓 ′(𝑏)�𝑟

2
�

1
𝑟

 

elde edilir.  

Teorem 2.2.7: 𝛼 > 0, 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1,  𝑓: [𝑎,𝑏] → ℝ sürekli, (𝑎, 𝑏)’de 𝑞-türevlenebilir 

bir fonksiyon ve 𝐷𝑞𝑓𝑎
 , (𝑎, 𝑏) aralığında sürekli 𝑞-integrallenebilir olsun. Eğer 𝑝, 𝑟 > 1, 

1
𝑝

+ 1
𝑟

= 1 için � 𝐷𝑞𝑓𝑎
 �𝑟 , [𝑎,𝑏] aralığında konveks ise aşağıdaki Riemann-Liouville kesirli 

𝑞- Trapezoid tipli eşitsizlik sağlanır:  
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�

�
Γq(α + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 � 𝐼𝑞𝛼𝑓𝑎

 �(𝑏) −
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

[𝛼 + 1]𝑞
�

                                               ≤
𝑏 − 𝑎

[𝛼 + 1]𝑞
𝑀4

1
𝑝 �
𝑞� 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑎)�𝑟 + � 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑏)�𝑟

1 + 𝑞
�

1
𝑟

burada 

              𝑀4 = � �[𝛼 + 1]𝑞 �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
− 1�

𝑃
1

0

𝑑𝑞𝑡0
 .

              ⎭
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎫

.          (2.30) 

İspat: Lemma 2.2.1, � 𝐷𝑞𝑓𝑎
 �𝑟’nin  [𝑎, 𝑏] aralığında konveksliği, 𝑞-Hölder eşitsizliği ve  

(1.53) kullanılırsa: 

�
Γq(α + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 � 𝐼𝑞𝛼𝑓𝑎

 �(𝑏) −
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

[𝛼 + 1]𝑞
� 

= �
𝑏 − 𝑎

[𝛼 + 1]𝑞
� �[𝛼 + 1]𝑞 �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
− 1�

1

0

𝐷𝑞𝑓𝑎
 �(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� 𝑑𝑞0

 𝑡� 

≤
𝑏 − 𝑎

[𝛼 + 1]𝑞
� ��[𝛼 + 1]𝑞 �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
− 1�� � 𝐷𝑞𝑓𝑎

 �(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏�� 𝑑𝑞0
 𝑡

1

0

 

≤
𝑏 − 𝑎

[𝛼 + 1]𝑞
�� ��[𝛼 + 1]𝑞 �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
− 1��

𝑝
𝑑𝑞0

 𝑡
1

0

�

1
𝑝

 

× ��� 𝐷𝑞𝑓𝑎
 �(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏��

𝑟
𝑑𝑞0

 𝑡
1

0

�

1
𝑟

 

≤
𝑏 − 𝑎

[𝛼 + 1]𝑞
𝑀4

1
𝑝 ���� 𝐷𝑞𝑓𝑎

 (𝑎)�𝑟(1− 𝑡) + � 𝐷𝑞𝑓𝑎
 (𝑏)�𝑟𝑡� 𝑑𝑞0

 𝑡
1

0

�

1
𝑟

 

=
𝑏 − 𝑎

[𝛼 + 1]𝑞
𝑀4

1
𝑝 �� 𝐷𝑞𝑓𝑎

 (𝑎)�𝑟 �(1 − 𝑡) 𝑑𝑞0
 𝑡

1

0

+ � 𝐷𝑞𝑓𝑎
 (𝑏)�𝑟 � 𝑡 𝑑𝑞0

 𝑡
1

0

�

1
𝑟

 

�(1− 𝑡) 𝑑𝑞0
 𝑡

1

0

=
𝑞

1 + 𝑞           ve      �𝑡 𝑑𝑞0
 𝑡

1

0

=
1

1 + 𝑞   olduğundan  

=
𝑏 − 𝑎

[𝛼 + 1]𝑞
𝑀4

1
𝑝 �
𝑞� 𝐷𝑎 

𝑞𝑓(𝑎)�𝑟 + � 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑏)�𝑟

1 + 𝑞
�

1
𝑟

′dir. 
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Sonuç 2.2.8: Teorem 2.2.7’de aşağıdaki sonuçlar elde edilir: 

1. 𝛼 = 1 alınırsa  

�
1

𝑏 − 𝑎
� 𝑓(𝑡) 𝑑𝑞𝑎

 𝑡
𝑏

𝑎

−
𝑞𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

1 + 𝑞 � ≤
𝑞(𝑏 − 𝑞)

1 + 𝑞
��|1 − (1 + 𝑞)𝑡|𝑝 𝑑𝑞𝑎

 𝑡
1

0

�

1
𝑝

 

× �
𝑞� 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑎)�𝑟 + � 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑏)�𝑟

1 + 𝑞
�

1
𝑟

 

elde edilir, 

2. 𝑞 → 1− limit alınırsa Teorem 1.4.12 elde edilir, 

3. 𝛼 = 1 ve 𝑞 → 1− limit alınırsa Teorem 1.3.3 elde edilir. 

İspat: 

1. Sonuç 2.1.2 1. madde’den (2.30)’in sol tarafı 

�
1

𝑏 − 𝑎
� 𝑓(𝑡) 𝑑𝑞 𝑡 𝑎

 

𝑏

𝑎

–
𝑞𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

1 + 𝑞 � 

olduğu açıktır. 

𝑀4 = �|1 − (1 + 𝑞)𝑡|𝑝 𝑑𝑞𝑎
 𝑡

1

0

 

olduğundan ispat tamamlanır. 

2. Sonuç 2.1.2  2. madde’den (2.29)’nin sol tarafı 

�
Γ(𝛼 + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 (𝐽𝑎+𝛼 𝑓)(𝑏) −

𝛼𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)
𝛼 + 1

� 

olduğu açıktır. Diğer taraftan olarak 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑎) → 𝑓′(𝑎) ve 𝐷𝑎 
𝑞𝑓(𝑏) → 𝑓′(𝑏) olup 

𝑀4 = �|(𝛼 + 1) (1− 𝑡)𝛼 − 1|𝑃
1

0

𝑑𝑡 

= � (1 − (𝛼 + 1)𝑡𝛼)𝑝𝑑𝑡

1
√𝛼+1𝛼

0

+ � �(𝛼 + 1)𝑡𝛼 − 1�
𝑝
𝑑𝑡

1

1
√𝛼+1𝛼

 

= 𝑇6(𝛼,𝑝) + 𝑇5(𝛼, 𝑝) 

olduğundan ispat tamamlanır. 
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3. 1. madde’de  𝑞 → 1− limit alınırsa (1.36) ve (2.24)’den, 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑎) → 𝑓′(𝑎) ve 

𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑏) → 𝑓′(𝑏) olup 

�|1− 2𝑡|𝑝 𝑑𝑡
1

0

=
1

1 + 𝑝 

olduğundan 

�
1

𝑏 − 𝑎
� 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
𝑏

𝑎

−
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2 � ≤
(𝑏 − 𝑞)

2 �
1

1 + 𝑝�
1
𝑝
�
|𝑓′(𝑎)|𝑟 + |𝑓′(𝑏)|𝑟

2
�

1
𝑟

 

elde edilir.  

 

2.3. Riemann-Liouville Kesirli Kuantum Midpoint Tipli İntegral Eşitsizlikler 

 

Bu bölümde Riemann-Liouville kesirli 𝑞- Midpoint tipli eşitsizlikler incelenecektir. 

Bunun için aşağıdaki eşitlikten faydalanılacaktır.  

Lemma 2.3.1: 𝛼 > 0, 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1 ve  𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ sürekli ve (𝑎, 𝑏)’de 𝑞-

türevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eğer 𝐷𝑞𝑓𝑎
 , (𝑎, 𝑏) aralığında sürekli 𝑞-integrallenebilir 

ise aşağıdaki eşitlik sağlanır: 

𝑓 �
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏

[𝛼 + 1]𝑞
� −

Γq(α + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 � 𝐼𝑞𝛼𝑓𝑎

 �(𝑏) 

= (𝑏 − 𝑎)

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
� �1 −  �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
�

1
[𝛼+1]𝑞

0

𝐷𝑞𝑓𝑎
 �(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� 𝑑𝑞0

 𝑡

+ � − �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
1

1
[𝛼+1]𝑞

𝐷𝑞𝑓𝑎
 �(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� 𝑑𝑞0

 𝑡

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

.             (2.31) 

İspat: Teorem 1.5.20 1. madde’den [0,1] aralığındaki 𝑞-integrali lineer olduğundan ve 

(1.34) kullanılarak  (2.31) eşitliğin sağ tarafındaki 𝑞-integral göz önüne alınırsa: 
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(𝑏 − 𝑎)

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
� �1−  �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
�

1
[𝛼+1]𝑞

0

𝐷𝑞𝑓𝑎
 �(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� 𝑑𝑞0

 𝑡

+ � − �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
1

1
[𝛼+1]𝑞

𝐷𝑞𝑓𝑎
 �(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� 𝑑𝑞0

 𝑡

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

(𝑏 − 𝑎) � 𝐷𝑞𝑓𝑎
 �(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� 𝑑𝑞0

 𝑡

1
[𝛼+1]𝑞

0

−(𝑏 − 𝑎)�  �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
1

0

𝐷𝑞𝑓𝑎
 �(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� 𝑑𝑞0

 𝑡
⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

= (𝑏 − 𝑎) � 𝐷𝑞𝑓𝑎
 �(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� 𝑑𝑞0

 𝑡

1
[𝛼+1]𝑞

0

− 𝐾1 = 𝐾3 − 𝐾1 

𝐾3 = (𝑏 − 𝑎) � 𝐷𝑞𝑓𝑎
 �(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� 𝑑𝑞0

 𝑡

1
[𝛼+1]𝑞

0

 

 𝐾3 𝑞-integralini hesaplamak için Tanım 1.5.11’den faydalanılırsa: 

(𝑏 − 𝑎) � 𝐷𝑞𝑓𝑎
 �(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� 𝑑𝑞0

 𝑡

1
[𝛼+1]𝑞

0

 

= (𝑏 − 𝑎) �
𝑓�(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� − 𝑓�𝑞�(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� + (1− 𝑞)𝑎�

(1− 𝑞)�(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏 − 𝑎�

1
[𝛼+1]𝑞

0

𝑑𝑞0
 𝑡 

= (𝑏 − 𝑎) �
𝑓�(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� − 𝑓�(1− 𝑞𝑡)𝑎 + 𝑞𝑡𝑏�

(1 − 𝑞)(𝑏 − 𝑎)𝑡

1
[𝛼+1]𝑞

0

𝑑𝑞0
 𝑡 

= �
𝑓�(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏� − 𝑓�(1 − 𝑞𝑡)𝑎 + 𝑞𝑡𝑏�

(1− 𝑞)𝑡

1
[𝛼+1]𝑞

0

𝑑𝑞0
 𝑡 

=
1

(1 − 𝑞) �  
𝑓�(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏�

𝑡

1
[𝛼+1]𝑞

0

𝑑𝑞0
 𝑡 −

1
(1 − 𝑞) �  

𝑓�(1 − 𝑞𝑡)𝑎 + 𝑞𝑡𝑏�
𝑡

1
[𝛼+1]𝑞

0

𝑑𝑞0
 𝑡 
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(Burada Tanım 1.5.7 kullanılırsa) 

=
1

(1 − 𝑞) (1− 𝑞)
1

[𝛼 + 1]𝑞
�𝑞𝑖  

𝑓 ��1− 𝑞𝑖

[𝛼+1]𝑞
� 𝑎 + 𝑞𝑖𝑏

[𝛼+1]𝑞
�

𝑞𝑖

[𝛼+1]𝑞

∞

𝑖=0

 

−
1

(1 − 𝑞) (1− 𝑞)
1

[𝛼 + 1]𝑞
�𝑞𝑖  

𝑓 ��1− 𝑞𝑖+1

[𝛼+1]𝑞
� 𝑎 + 𝑞𝑖+1𝑏

[𝛼+1]𝑞
�

𝑞𝑖

[𝛼+1]𝑞

∞

𝑖=0

 

= �  𝑓 ��1−
𝑞𝑖

[𝛼 + 1]𝑞
�𝑎 +

𝑞𝑖𝑏
[𝛼 + 1]𝑞

�
∞

𝑖=0

−�𝑓��1 −
𝑞𝑖+1

[𝛼 + 1]𝑞
�𝑎 +

𝑞𝑖+1𝑏
[𝛼 + 1]𝑞

� 
∞

𝑖=0

 

= lim
𝑛→∞

��  𝑓 ��1 −
𝑞𝑖

[𝛼 + 1]𝑞
�𝑎 +

𝑞𝑖𝑏
[𝛼 + 1]𝑞

�
𝑛 

𝑖=0

−�𝑓��1 −
𝑞𝑖+1

[𝛼 + 1]𝑞
�𝑎 +

𝑞𝑖+1𝑏
[𝛼 + 1]𝑞

� 
𝑛

𝑖=0

� 

= lim
𝑛→∞

�𝑓 ��1 −
1

[𝛼 + 1]𝑞
�𝑎 +

𝑏
[𝛼 + 1]𝑞

� − 𝑓 ��1 −
𝑞𝑛+1

[𝛼 + 1]𝑞
�𝑎 +

𝑞𝑛+1𝑏
[𝛼 + 1]𝑞

�� 

= 𝑓 �
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏

[𝛼 + 1]𝑞
� − 𝑓(𝑎) ′dir. 

O halde  

𝐾3 − 𝐾1 = �𝑓 �
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏

[𝛼 + 1]𝑞
� − 𝑓(𝑎)� − �−𝑓(𝑎) +

Γ𝑞(𝛼 + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼  

� 𝐼𝑞𝛼𝑎
 𝑓�(𝑏)� 

= 𝑓 �
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏

[𝛼 + 1]𝑞
� −

Γ𝑞(𝛼 + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼  

� 𝐼𝑞𝛼𝑎
 𝑓�(𝑏) 

olduğundan ispat tamamlanır. (Burada ki  𝐾1 Lemma 2.2.1’de hesaplanmıştı). 

 

Sonuç 2.3.2: Lemma 2.3.1’da aşağıdaki sonuçlar elde edilir: 

1. 𝛼 = 1 alınırsa Lemma 1.5.33 elde edilir, 

2. 𝑞 → 1− limit alınırsa Lemma 1.4.13 elde edilir, 

3. 𝛼 = 1 ve 𝑞 → 1− limit alınırsa Lemma 1.3.5 elde edilir. 

İspat: 2.2.2 Sonuç ispatına benzer yapılır. 
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Teorem 2.3.3: 𝛼 > 0, 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1,  𝑓: [𝑎,𝑏] → ℝ sürekli, (𝑎, 𝑏)’de 𝑞-türevlenebilir 

bir fonksiyon ve 𝐷𝑞𝑓𝑎
 , (𝑎, 𝑏) aralığında sürekli 𝑞-integrallenebilir olsun. Eğer � 𝐷𝑞𝑓𝑎

 �,  

[𝑎,𝑏] aralığında konveks ise aşağıdaki Riemann-Liouville kesirli 𝑞-Midpoint tipli eşitsizlik 

sağlanır: 

�

�𝑓 �
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏

[𝛼 + 1]𝑞
� −

Γq(α + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 � 𝐼𝑞𝛼𝑓𝑎

 �(𝑏)�

                                                  ≤ (𝑏 − 𝑎) �
� 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑎)�𝑀5 + � 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑏)�𝑀6

� 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑎)�𝑀7 + � 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑏)�𝑀8
�

burada

              𝑀5 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
� �1 −  �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
�

1
[𝛼+1]𝑞

0

(1− 𝑡) 𝑑𝑞𝑡0
 

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

,

              𝑀6 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
� �1 −  �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
�

1
[𝛼+1]𝑞

0

𝑡 𝑑𝑞𝑡0
 

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

              𝑀7 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
� �− �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
�

1

1
[𝛼+1]𝑞

(1− 𝑡) 𝑑𝑞𝑡0
 

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

,

              𝑀8 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
� �− �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
�

1

1
[𝛼+1]𝑞

𝑡 𝑑𝑞𝑡0
 

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

,

⎭
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎫

.                   (2.32) 

İspat: Lemma 2.3.1, � 𝐷𝑞𝑓𝑎
 �’nin  [𝑎,𝑏] aralığında konveksliği ve  (1.53) kullanılırsa: 

𝑓 �
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏

[𝛼 + 1]𝑞
� −

Γq(α + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 � 𝐼𝑞𝛼𝑓𝑎

 �(𝑏) 

≤ (𝑏 − 𝑎)

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
� �1 −  �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
�

1
[𝛼+1]𝑞

0

� 𝐷𝑞𝑓𝑎
 �(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏�� 𝑑𝑞0

 𝑡

+ � �− �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
�

1

1
[𝛼+1]𝑞

� 𝐷𝑞𝑓𝑎
 �(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏�� 𝑑𝑞0

 𝑡

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
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≤ (𝑏 − 𝑎)

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
� �1 −  �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
�

1
[𝛼+1]𝑞

0

�
� 𝐷𝑞𝑓𝑎

 (𝑎)�(1− 𝑡)
+� 𝐷𝑞𝑓𝑎

 (𝑏)�𝑡
� 𝑑𝑞0

 𝑡

+ � �− �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
�

1

1
[𝛼+1]𝑞

�
� 𝐷𝑞𝑓𝑎

 (𝑎)�(1− 𝑡)
+� 𝐷𝑞𝑓𝑎

 (𝑏)�𝑡
� 𝑑𝑞0

 𝑡

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

≤ (𝑏 − 𝑎)

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
� 𝐷𝑞𝑓𝑎

 (𝑎)� � �1 −  �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
�

1
[𝛼+1]𝑞

0

(1 − 𝑡) 𝑑𝑞0
 𝑡

+� 𝐷𝑞𝑓𝑎
 (𝑏)� � �1 −  �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
�

1
[𝛼+1]𝑞

0

𝑡 𝑑𝑞0
 𝑡

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

+

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡� 𝐷𝑞𝑓𝑎

 (𝑎)� � �− �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
�

1

1
[𝛼+1]𝑞

(1 − 𝑡) 𝑑𝑞0
 𝑡

+� 𝐷𝑞𝑓𝑎
 (𝑏)� � �− �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
�

1

1
[𝛼+1]𝑞

𝑡 𝑑𝑞0
 𝑡

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

≤ (𝑏 − 𝑎) �
�� 𝐷𝑞𝑓𝑎

 (𝑎)�  𝑀5 + � 𝐷𝑞𝑓𝑎
 (𝑏)�  𝑀6�

+�� 𝐷𝑞𝑓𝑎
 (𝑎)�  𝑀7 + � 𝐷𝑞𝑓𝑎

 (𝑏)�  𝑀8�
� ′dir. 

 

Sonuç 2.3.4: Teorem 2.3.3’de aşağıdaki sonuçlar elde edilir: 

1. 𝛼 = 1 alınırsa Teorem 1.5.34 elde edilir, 

2. 𝑞 → 1− limit alınırsa Teorem 1.4.14 elde edilir, 

3. 𝛼 = 1 ve 𝑞 → 1− limit alınırsa Teorem 1.3.6 elde edilir. 

İspat: Sonuç 2.2.4 ispatına benzer yapılır. 
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Teorem 2.3.5: 𝛼 > 0, 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1,  𝑓: [𝑎,𝑏] → ℝ sürekli, (𝑎, 𝑏)’de 𝑞-türevlenebilir 

bir fonksiyon ve 𝐷𝑞𝑓𝑎
 , (𝑎, 𝑏) aralığında sürekli 𝑞-integrallenebilir olsun. Eğer 𝑟 ≥ 1 için 

� 𝐷𝑞𝑓𝑎
 �𝑟, [𝑎, 𝑏] aralığında konveks ise aşağıdaki Riemann-Liouville kesirli 𝑞-Midpoint tipli 

eşitsizlik sağlanır: 

 

�

�𝑓 �
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏

[𝛼 + 1]𝑞
� −

Γq(α + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 � 𝐼𝑞𝛼𝑓𝑎

 �(𝑏)�

                                               ≤ (𝑏 − 𝑎) �
𝑀9
1−1𝑟�𝑀5� 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑎)�𝑟 + 𝑀6� 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑏)�𝑟�

1
𝑟

𝑀10
1−1𝑟�𝑀7� 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑎)�𝑟 + 𝑀8� 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑏)�𝑟�

1
𝑟

�

burada M5, M6, M7 ve M8  2.3.3 Teorem′deki katsayılar ve 

              𝑀9 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
� �1 −  �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
�

1
[𝛼+1]𝑞

0

𝑑𝑞𝑡0
 

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

,

              𝑀10 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
� �− �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
�

1

1
[𝛼+1]𝑞

 𝑑𝑞𝑡0
 

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

,

              ⎭
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎫

.         (2.33) 

İspat: Lemma 2.3.1, � 𝐷𝑞𝑓𝑎
 �𝑟’nin  [𝑎, 𝑏] aralığında konveksliği, 𝑞-Power Mean eşitsizliği 

ve (1.53) kullanılırsa: 

 

𝑓 �
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏

[𝛼 + 1]𝑞
� −

Γq(α + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 � 𝐼𝑞𝛼𝑓𝑎

 �(𝑏) 
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≤ (𝑏 − 𝑎)

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

⎝

⎜
⎛
� �1 −  �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
�

1
[𝛼+1]𝑞

0

𝑑𝑞0
 𝑡

⎠

⎟
⎞

1−1𝑟

×

⎝

⎜
⎛
� �1 −  �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
�

1
[𝛼+1]𝑞

0

� 𝐷𝑞𝑓𝑎
 �(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏��

𝑟
𝑑𝑞0
 𝑡

⎠

⎟
⎞

1
𝑟

+

⎝

⎜
⎛

� �− �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
�

1

1
[𝛼+1]𝑞

𝑑𝑞0
 𝑡

⎠

⎟
⎞

1−1𝑟

×

⎝

⎜
⎛

� �− �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
�

1

1
[𝛼+1]𝑞

� 𝐷𝑞𝑓𝑎
 �(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏��

𝑟
𝑑𝑞0

 𝑡

⎠

⎟
⎞

1
𝑟

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

≤ (𝑏 − 𝑎)

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

⎝

⎜
⎛
� �1 −  �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
�

1
[𝛼+1]𝑞

0

𝑑𝑞0
 𝑡

⎠

⎟
⎞

1−1𝑟

×

⎝

⎜
⎛
� �1 −  �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
�

1
[𝛼+1]𝑞

0

�
� 𝐷𝑞𝑓𝑎

 (𝑎)�𝑟(1− 𝑡)

+� 𝐷𝑞𝑓𝑎
 (𝑏)�𝑟𝑡

� 𝑑𝑞0
 𝑡

⎠

⎟
⎞

1
𝑟

+

⎝

⎜
⎛

� �− �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
�

1

1
[𝛼+1]𝑞

𝑑𝑞0
 𝑡

⎠

⎟
⎞

1−1𝑟

×

⎝

⎜
⎛

� �− �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
�

1

1
[𝛼+1]𝑞

�
� 𝐷𝑞𝑓𝑎

 (𝑎)�𝑟(1− 𝑡)

+� 𝐷𝑞𝑓𝑎
 (𝑏)�𝑟𝑡

� 𝑑𝑞0
 𝑡

⎠

⎟
⎞

1
𝑟

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
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≤ (𝑏 − 𝑎)

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

⎝

⎜
⎛
� �1 −  �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
�

1
[𝛼+1]𝑞

0

𝑑𝑞0
 𝑡

⎠

⎟
⎞

1−1𝑟

×

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛� 𝐷𝑞𝑓𝑎

 (𝑎)�𝑟 � �1 −  �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
�

1
[𝛼+1]𝑞

0

(1− 𝑡) 𝑑𝑞0
 𝑡

+� 𝐷𝑞𝑓𝑎
 (𝑏)�𝑟 � �1 −  �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
�

1
[𝛼+1]𝑞

0

𝑡 𝑑𝑞0
 𝑡

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

1
𝑟

+

⎝

⎜
⎛

� �− �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
�

1

1
[𝛼+1]𝑞

𝑑𝑞0
 𝑡

⎠

⎟
⎞

1−1𝑟

×

⎝

⎜
⎛
� 𝐷𝑞𝑓𝑎

 (𝑎)�𝑟 � �− �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
�

1

1
[𝛼+1]𝑞

(1 − 𝑡) 𝑑𝑞0
 𝑡�

�+� 𝐷𝑞𝑓𝑎
 (𝑏)�𝑟 � �− �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
�

1

1
[𝛼+1]𝑞

𝑡 𝑑𝑞0
 𝑡

⎠

⎟
⎞

1
𝑟

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

≤ (𝑏 − 𝑎) �
  𝑀9

1−1𝑟 �� 𝐷𝑞𝑓𝑎
 (𝑎)�𝑟𝑀5 + � 𝐷𝑞𝑓𝑎

 (𝑏)�𝑟𝑀6�
1
𝑟

+ 𝑀10
1−1𝑟  �� 𝐷𝑞𝑓𝑎

 (𝑎)�𝑟𝑀7 + � 𝐷𝑞𝑓𝑎
 (𝑏)�𝑟𝑀8�

1
𝑟

� ′dir. 

 

Sonuç 2.3.6: Teorem 2.3.5’de aşağıdaki sonuçlar elde edilir: 

1. 𝛼 = 1 alınırsa Teorem 1.5.35 elde edilir, 

2. 𝑞 → 1− limit alınırsa Teorem 1.4.15 elde edilir, 

3. 𝛼 = 1 ve 𝑞 → 1− limit alınırsa  

�
1

𝑏 − 𝑎
�𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

− 𝑓 �
𝑎 + 𝑏

2 �� ≤
𝑏 − 𝑎

8 ��
|𝑓′(𝑎)|𝑞 + 2|𝑓′(𝑏)|𝑞

3 �

1
𝑞

+ �
2|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞

3 �

1
𝑞

�. 

İspat: Sonuç 2.2.6 ispatına benzer yapılır. 
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Teorem 2.3.7: 𝛼 > 0, 𝑎 < 𝑏, 0 < 𝑞 < 1,  𝑓: [𝑎,𝑏] → ℝ sürekli, (𝑎, 𝑏)’de 𝑞-türevlenebilir 

bir fonksiyon ve 𝐷𝑞𝑓𝑎
 , (𝑎, 𝑏) aralığında sürekli 𝑞-integrallenebilir olsun. Eğer 𝑝, 𝑟 > 1, 

1
𝑝

+ 1
𝑟

= 1 için � 𝐷𝑞𝑓𝑎
 �𝑟 , [𝑎,𝑏] aralığında konveks ise aşağıdaki Riemann-Liouville kesirli 

𝑞-Midpoint tipli eşitsizlik sağlanır:  

�

�𝑓 �
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏

[𝛼 + 1]𝑞
� −

Γq(α + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 � 𝐼𝑞𝛼𝑓𝑎

 �(𝑏)�

                ≤ (𝑏 − 𝑎)

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑀11

1
𝑝

⎝

⎜⎜
⎛
� 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑎)�𝑟 �

(1− 𝑞)[𝛼 + 1]𝑞 − 1

(1 + 𝑞)�[𝛼 + 1]𝑞�
2 �

+� 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑏)�𝑟 �
1

(1 + 𝑞)�[𝛼 + 1]𝑞�
2�
⎠

⎟⎟
⎞

1
𝑟

𝑀12

1
𝑝

⎝

⎜⎜
⎛
� 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑎)�𝑟 �

𝑞
1 + 𝑞 −

(1 − 𝑞)[𝛼 + 1]𝑞 − 1

(1 + 𝑞)�[𝛼 + 1]𝑞�
2 �

+� 𝐷𝑎 𝑞𝑓(𝑏)�𝑟 �
1

1 + 𝑞 −
1

(1 + 𝑞)�[𝛼 + 1]𝑞�
2�
⎠

⎟⎟
⎞

1
𝑟

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

burada 

              𝑀11 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
� �1 −  �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
�
𝑝

1
[𝛼+1]𝑞

0

𝑑𝑞𝑡0
 

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

,

              𝑀12 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
� �− �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
�
𝑝

1

1
[𝛼+1]𝑞

 𝑑𝑞𝑡0
 

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

,

              ⎭
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎫

.          (2.34) 

İspat: Lemma 2.3.1, � 𝐷𝑞𝑓𝑎
 �𝑟’nin  [𝑎, 𝑏] aralığında konveksliği, 𝑞-Hölder eşitsizliği ve  

(1.53) kullanılırsa: 

�𝑓 �
�[𝛼 + 1]𝑞 − 1�𝑎 + 𝑏

[𝛼 + 1]𝑞
� −

Γq(α + 1)
(𝑏 − 𝑎)𝛼 � 𝐼𝑞𝛼𝑓𝑎

 �(𝑏)� 

≤ (𝑏 − 𝑎)

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
� �1 −  �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
�

1
[𝛼+1]𝑞

0

� 𝐷𝑞𝑓𝑎
 �(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏�� 𝑑𝑞0

 𝑡

+ � �− �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
�

1

1
[𝛼+1]𝑞

� 𝐷𝑞𝑓𝑎
 �(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏�� 𝑑𝑞0

 𝑡

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
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≤ (𝑏 − 𝑎)

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

⎝

⎜
⎛
� �1−  �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
�
𝑝

1
[𝛼+1]𝑞

0

𝑑𝑞0
 𝑡

⎠

⎟
⎞

1
𝑝

×

⎝

⎜
⎛
� � 𝐷𝑞𝑓𝑎

 �(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏��
𝑟
𝑑𝑞0

 𝑡

1
[𝛼+1]𝑞

0
⎠

⎟
⎞

1
𝑟

+

⎝

⎜
⎛

� �− �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0

 
�
𝑝

1

1
[𝛼+1]𝑞

𝑑𝑞0
 𝑡

⎠

⎟
⎞

1
𝑝

×

⎝

⎜
⎛

� � 𝐷𝑞𝑓𝑎
 �(1− 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏��

𝑟
1

1
[𝛼+1]𝑞

𝑑𝑞0
 𝑡

⎠

⎟
⎞

1
𝑟

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

≤ (𝑏 − 𝑎)

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

⎝

⎜
⎛
� �1 −  �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0

 �
𝑞

(𝛼)

0

 
�
𝑝

1
[𝛼+1]𝑞

0

𝑑𝑞0
 𝑡

⎠

⎟
⎞

1
𝑝

×

⎝

⎜
⎛
� �

� 𝐷𝑞𝑓𝑎
 (𝑎)�𝑟(1− 𝑡)

+� 𝐷𝑞𝑓𝑎
 (𝑏)�𝑟𝑡

� 𝑑𝑞0
 𝑡

1
[𝛼+1]𝑞

0
⎠

⎟
⎞

1
𝑟

+

⎝

⎜
⎛

� �− �1 − 𝜙𝑞(𝑡)0
 �

𝑞

(𝛼)

0
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Sonuç 2.3.8: Teorem 2.3.7’de aşağıdaki sonuçlar elde edilir: 

1. 𝛼 = 1 alınırsa Teorem 1.5.36 elde edilir, 

2. 𝑞 → 1− limit alınırsa Teorem 1.4.16 elde edilir, 

3. 𝛼 = 1 ve 𝑞 → 1− limit alınırsa Teorem 1.3.7 elde edilir. 

İspat: Sonuç 2.2.8 ispatına benzer yapılır. 

 



3. İRDELEME 

 

Bu çalışmada Riemann-Liouville kesirli kuantum Hermite-Hadamard eşitsizliği elde 

edilmiş, Riemann-Liouville kesirli kuantum Trapezoid ve Midpoint tipi integral 

eşitsizlikleri incelenmiştir. 

Literatürde Riemann integrali, sol Riemann-Liouville kesirli integrali ve kuantum 

integrali ile elde edilmiş temel çalışmalar mevcuttur. Riemann-Liouville kesirli kuantum 

integral, 𝛼 = 1 alınması durumunda kuantum integrale, 𝑞 → 1− alınması durumunda sol 

Riemann-Liouville kesile integrale, 𝛼 = 1 ve 𝑞 → 1− alınması durumunda Riemann 

integrale inmesi sebebi ile elde ettiğimiz bulguların literatürde var olan bu bulgular ile 

örtüşüyor olması, bu çalışmanın doğruluğu ve güvenilirliği açısından önemlidir. 

Literatürde, kuantum hesap ve Riemann-Liouville kesirli kuantum hesap [0,𝑇] 

aralığında tanımlı fonksiyonlar üzerine kurulmuş olup konveks fonksiyonlar için Hermite-

Hadamard tipli eşitsizlikleri incelemekte yetersiz kalmakta idi. Fakat birkaç yıl öncesinde 

[𝑎,𝑏] aralığında tanımlı fonksiyonlar için kuantum hesap ve Riemann-Liouville kesirli 

kuantum hesap sırayla geliştirilmiş ve bizimde bu çalışmayı yapmamıza imkan doğmuştur. 

Fakat bu çalışmalarda bazı yanlışlıklar ve eksikliklerin olduğunu belirtmek de gereklidir. 

Biz bu yanlışlıkları ve eksiklikleri düzelterek çalışmalarımızı yürütüp, elde ettiğimiz 

bulguları makale formatında düzenleyip yayınlanmak üzere bir SCI-E indeksli dergiye 

göndermiş durumdayız. Bu sayede eksikliklerin ve yanlışlıkların da giderileceğini 

umuyoruz.    

   



 

 

4. SONUÇLAR 

 

Yaptığımız çalışmada elde edilen başlıca sonuçlar şunlardır: 

1. Riemann-Liouville kesirli kuantum Hermite-Hadamard eşitsizliği elde edilmiş, 𝛼 ve 

𝑞 ’nun özel hallerinde literatürdeki hangi Hermite-Hadamard tipli eşitsizliklerinin 

elde edileceği gösterilmiştir (Teorem 2.1.1 – Sonuç 2.1.2). 

2. Riemann-Liouville kesirli kuantum Trapezoid tipli integral eşitsizliklerinin elde 

edilebileceği özdeşlik elde edilmiş, 𝛼  ve 𝑞’nun özel hallerinde literatürdeki hangi 

özdeşliklerin elde edilebileceği gösterilmiştir  (Lemma 2.2.1 - Sonuç 2.2.2). Bu 

özdeşlik, Hölder, power mean eşitsizlikleri ve temel kurallar kullanılarak Riemann-

Liouville kesirli kuantum Trapezoid tipli integral eşitsizlikleri ve özel durumları 

incelenmiştir (Teorem 2.2.3 - Sonuç 2.2.4, Teorem 2.2.5 - Sonuç 2.2.6 ve Teorem 

2.2.7 - Sonuç 2.2.8). 

3. Riemann-Liouville kesirli kuantum Midpoint tipli integral eşitsizliklerinin elde 

edilebileceği özdeşlik elde edilmiş, 𝛼  ve 𝑞’nun özel hallerinde literatürdeki hangi 

özdeşliklerin elde edilebileceği gösterilmiştir  (Lemma 2.3.1 - Sonuç 2.3.2). Bu 

özdeşlik, Hölder, power mean eşitsizlikleri ve temel kurallar kullanılarak Riemann-

Liouville kesirli kuantum Midpoint tipli integral eşitsizlikleri ve özel durumları 

incelenmiştir (Teorem 2.3.3 - Sonuç 2.3.4, Teorem 2.3.5 - Sonuç 2.3.6 ve Teorem 

2.3.7 - Sonuç 2.3.8). 

 



 

 

5.ÖNERİLER 

 

Yapılan çalışmaya benzer olarak harmonik konveks, GA-konveks, preinveks gibi 

diğer konveks fonksiyon sınıfları için inceleme yapılabilir. Ayrıca Ostorowski, Simpson 

gibi diğer integral eşitsizlikleri de benzer şekilde Riemann-Liouville kesirli kuantum 

integrale genelleştirilebilir. 
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