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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Bu tez caligmasi, matematigin ve miihendisligin birgok alaninda yaygin olarak
calisilan ve sayisiz uygulamasi olan esitsizlikler, konveks fonksiyonlar, kesirli integraller,
kuantum hesap ve Kkesirli kuantum hesap teorilerinin hepsini ortak bir noktada
birlestirmektedir.

Esitsizlik kavrami matematigin neredeyse tiim alanlarinda kullanilmaktadir. Bilindigi
gibi konveks fonksiyonun kendi tanimi da bir esitsizliktir. Dolayisiyla, konveks
fonksiyonlar teorisi igin esitsizlikler 0zel bir yere sahiptir. Konveks fonksiyonlarin tarihi
cok eskiye dayanmakla birlikte baslangici 1893°te Hadamard’in ¢aligmasinda "agikca
belirtilmese de" bu turden fonksiyonlarin temellerinden bahsedilmektedir. Bu tarihten
sonra literaturde konveks fonksiyonlar1 ima eden sonuglara rastlanilmasmma ragmen
konveks fonksiyonlarin ilk kez sistemli olarak XX. yiizyilin baslarinda Jensen tarafindan
calisildig1 ve sonrasinda konveks fonksiyonlar teorisinin hizli bir gelisme gosterdigi kabul
edilmektedir. Benzer sekilde, konveks fonksiyonlar da esitsizlikler teorisinde ¢ok dnemli
bir yere sahiptir. XIX. yilizyilin sonlarinda ve XX. yiizyilin baglarinda pek cok esitsizlik
elde edilmistir. 1881 yi1linda Hermite tarafindan verilen ve bugtin bircok kaynakta Hermite-
Hadamard esitsizligi olarak bilinen esitsizlik konveks fonksiyonlar igin verilmistir.

Hermite-Hadamard esitsizligi iizerine son yillarda yogun ilgi gosteren aragtirmacilar
bir¢ok genellestirmesini elde etmislerdir. Bunu yaparken bazi aragtirmacilar farkli konveks
fonksiyon siniflar1 iizerine c¢aligmalarint yogunlastirirken, bazi arastirmacilarsa farkli
tiirden integraller i¢in genellestirme yapma yoluna gitmistir. Bu tez ¢alismasinda bizim
amacimiz Hermite-Hadamard esitsizligini konveks fonksiyonlar ig¢in Riemann-Liouville

tipli kesirli (kuantum) g-integral kullanarak genellestirmektir.



Riemann-Liouville Kesirli Kuantum

Hermite-Hadamard Esitsizligi [Bu tez ¢alismasi]

Riemann-Liouville Sol Riemann-Liouville Kuantum
Kesirli Kesirli Hermite-Hadamard
Hermite-Hadamard Hermite-Hadamard Esitsizligi
Esitsizligi [12] Esitsizligi [7] [2]

Hermite-Hadamard Esitsizligi

Sekil 1. Konveks fonksiyonlar igin Hermite-Hadamard esitsizliginin genellestirmeleri

Sarikaya M. Z. ve arkadaslar1 Riemann-Liouville kesirli integralleri kullanarak 2013
yilinda [12]'de konveks fonksiyonlar i¢in Riemann-Liouville kesirli Hermite-Hadamard
esitsizligini elde etmistir. Kunt M. ve arkadaslar1 ise 2018 yilinda [7]'de konveks
fonksiyonlar icin sol Riemann-Liouville kesirli Hermite-Hadamard esitsizligini elde
etmistir. Konveks fonksiyonlar i¢in kuantum Hermite-Hadamard esitsizligi 2018 yilinda
[2]'de Alp N. ve arkadaslar1 tarafindan elde edilmistir. Bu tez ¢alismasinda ise Riemann-
Liouville tipli kesirli kuantum integrali kullanarak Riemann-Liouville tipli kesirli kuantum
Hermite-Hadamard esitsizligini elde etmis bulunmaktayiz. Sekil 1'den de goriilecegi lizere
elde ettigimiz bu esitsizlik 6zel halde Sol Riemann-Liouville kesirli Hermite-Hadamard
esitsizligi, kuantum Hermite-Hadamard esitsizligi ve Hermite-Hadamard esitsizligini
genellestirmektedir.

Hermite-Hadamard esitsizligi aslinda 1{i¢ terimi siralayarak kiyaslayan iki
esitsizlikten ibarettir. Bu ii¢ terimden sag taraftaki terimden ortadaki terimin farki almarak
elde edilen esitsizlikler literatiirde Trapezoid tipli esitsizlikler olarak anilir. Benzer sekilde
sol taraftaki terimden ortadaki terimin fark: alinarak elde edilen esitsizlikler ise literatlrde

Midpoint tipli esitsizlikler olarak anilir.



Riemann-Liouville Kesirli Kuantum Trapezoid ve Midpoint Tipli Esitsizlikler

d 1

[Bu tez galigmasi]

Sol Riemann- Kuantum Sol Riemann- Kuantum
Liouville Kesirli Trapezoid Tipli Liouville Kesirli Midpoint Tipli
Trapezoid Tipli Esitsizlikler Midpoint Tipli Esitsizlikler
Esitsizlikler [7] [9]-[13] Esitsizlikler [7] [2]

Trapezoid Tipli Esitsizlikler [3] ’ Midpoint Tipli Esitsizlikler [18]

Sekil 2. Konveks fonksiyonlar i¢in Trapezoid ve Midpoint tipli esitsizliklerin
genellestirmeleri

Konveks fonksiyonlar icin Trapezoid tipli ilk esitsizlikler 1998 yilinda [3]'de
Dragomir S. S. ve Agarwal R. P. tarafindan elde edilmistir. Buna paralel olarak konveks
fonksiyonlar icin Midpoint tipli esitsizlikler ise ilk olarak 2004 yilinda [18]'de Kirmaci U.
S. tarafindan elde edilmistir. Sarikaya M. Z. ve arkadaglar1 ise 2013 yilinda [12]'de
konveks fonksiyonlar igin Riemann-Liouville kesirli Trapezoid tipli esitsizlikleri ilk elde
edenlerdir. Konveks fonksiyonlar icin Riemann-Liouville Kesirli Midpoint tipli
esitsizlikler ise 2012 yilinda [24]'de Zhu ve arkadaslari tarafindan elde edilmistir. Kunt M.
ve arkadaglar1 ise 2018 yilinda [7]'de konveks fonksiyonlar i¢in sol Riemann-Liouville
kesirli Trapezoid ve Midpoint tipli esitsizlikleri birlikte elde etmistir. Birbirinden bagimsiz
olarak 2015 yilinda [13]'de Sudsutad W. ve arkadaslari, [9]'da Noor M. A. ve arkadaslari
konveks fonksiyonlar i¢in kuantum Trapezoid tipli esitsizlikleri elde etmistir. Alp N. ve
arkadaglar1 2018 yilinda [2]'de konveks fonksiyonlar icin kuantum Midpoint tipli
esitsizlikleri elde etmistir. Bu tez ¢aligmasinda ise Riemann-Liouville tipli kesirli kuantum
Trapezoid ve Midpoint tipli esitsizlikleri elde etmis bulunmaktayiz. Sekil 2'den de
goriilecegi lizere elde ettigimiz bu esitsizlikler 6zel halde Sol Riemann-Liouville kesirli
Trapezoid ve Midpoint tipli esitsizlikler, kuantum Trapezoid ve Midpoint tipli esitsizlikler
ve Trapezoid ve Midpoint tipli esitsizlikleri genellestirmektedir.



Yukarida bahsedilen ¢aligmalarin yillarma bakildiginda tez konusunun hayli giincel
bir konu oldugu belirtmek gerekir. Ayrica deginmeden gegemeyecegimiz bir konu da
Sudsutad W., Ntouyas S. K., Tariboon J. ve Agarwal P. 'nin [14-15-16-17]'de [a, b]
araligindaki kuantum ve kesirli kuantum hesabin temellerini atmalar1 ve bu g¢alismay1
yapmamiza imkan saglamalaridir. Gergekten yukarida anilan ¢aligmalardan 6nce kuantum
ve kesirli kuantum hesap [0, b] araliginda yapiliyordu ve Hermite-Hadamard esitsizligini

calismak i¢cin mevut olan tanimlar yeterli olmuyordu.
Bu tez ¢aligmasi iki ana boliimden olusmaktadir.

Birinci bdliim olan "Genel Bilgiler" alt1 kisimdan olusmaktadir. Ikinci kisim tezde
kullandigimiz temel tanim ve teoremlerden olusmaktadir. Ugiincii kistm konveks
fonksiyonlar icin  Hermite-Hadamard esitsizligi, Trapezoid ve Midpoint tipli
esitsizliklerden olusmaktadir. Dordiinci kisim kesirli Riemann-Liouville integrallerin
tanimlar1 kesirli Riemann-Liouville Hermite-hadamard esitsizligi, kesirli Riemann-
Liouville Trapezoid ve Midpoint tipli esitsizlikler ve sol kesirli Riemann-Liouville
Trapezoid ve Midpoint tipli esitsizliklerden olusmaktadir. Besinci kisim [0, b] araliginda
kuantum hesap ve [a,b] araliginda kuantum hesap tanmimlari ve Ozellikleri verilerek,
kuantum Hermite-Hadamard esitsizligi, kuantum Trapezoid ve Midpoint tipli
esitsizliklerden olusmaktadir. Altmci kisim [0, b] araliinda Riemann-Liouville kesirli
kuantum hesap ve [a, b] araliginda Riemann-Liouville kesirli kuantum hesap tanimlari ve
ozelliklerinden olugmaktadir.

Ikinci bdliim olan "Yapilan galigmalar" ii¢ kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda
Riemann-Liouville kesirli kuantum Hermite-Hadamard esitsizligi verilmistir. Ikinci
kisimda Riemann-Liouville kesirli kuantum Trapezoid tipli esitsizlikler verilmistir. Ugiincii

kisimda ise Riemann-Liouville kesirli kuantum Midpoint tipli esitsizlikler verilmistir.



1.2. Temel Kavramlar

Bu boliimde tezde kullanilacak bazi temel kavramlar verilecektir.
Tammm 1.2.1. (Konveks Kume): [19]-[26, s-65] S bir kiime olsun. Eger S kiimesinde
alinacak her iki noktayi birlestiren dogru pargasi yine S icerisinde kaliyorsa S ye bir
konveks kiime denir. Baska bir ifade ile L bir lineer uzay S c L ve x,y € S keyfi olmak

Uzere
B={zel:z=ax+(1—-a)y, a€l01]}cS
ise S ye bir konveks kiime denir.

O LD

Konveks kiimeler Konveks olmayan Kiime

Sekil 3. Konveks ve konveks olmayan Kiimeler

Tamim 1.2.2. (Konveks Fonksiyon): [20, s-1] I € R bir aralik ve f:1 — R bir fonksiyon
olmak Uzere her a,b € I ve t € [0,1] igin,

f(ta+ (A —-t)b) <tf(a)+ (1 —-1t)f(b) (1.1)
sartin1 saglayan, f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

yﬂ

fb)

tf(@+ A -t)f(b)

f(ta+ (1 —1t)b)

f@

v

a ta+ (1—-1t)b b X

Sekil 4. Konveks Fonksiyon



Teorem 1.2.3. (Hermite-Hadamard Esitsizligi): [20, s-137] I c R bir aralik, a,b € [ ve

a < b olmak uzere f:1 — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde:

b
F(550) < g [ rear < L B o

Hermite-Hadamard esitsizliginde sag taraftan ortanin farki alinarak elde edilen
esitsizlikler literatirde Trapezoid tipli esitsizlik olarak bilinmektedir. Sol taraftan ortanin
farki aliarak elde edilen esitsizliklere ise Midpoint tipli esitsizlikler denir.

Teorem 1.2.4: [23] f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise

1. f, (a.b) araliginda siireklidir,

2. f, la. b] araliginda sinirhdir.
Teorem 1.2.5: [21, s-17] f fonksiyonunun [ araliginda ikinci tiirevi varsa, f fonksiyonu-
nun bu aralik iizerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart x € I icin f'(x) =0
olmasidir.
Tamim 1.2.6. (Destek Dogrusu): [11, s-12] I c R bir aralik, f: I = R bir fonksiyon olsun.

X, € I bir noktasinda f fonksiyonunun destegi vardir denir eger

A(x) = f(xo) +m(x — xo) (1.3)

dyle ki her x € I igcin A(x) < f(x) olan bir Afin fonksiyonu vardir. Destek fonksiyonu
olan A’in grafigine f fonksiyonunun x, noktasinda destek dogrusu denir. Burada
m € [f!(xo), fi(x,)] olarak alinabilir.

Teorem 1.2.7: [11, s-12] f:(a,b) —» R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerekli ve
yeterli sart her x4 € (a, b) igin f’nin x,’da destek dogrusu vardir.

Teorem 1.2.8. (Holder Esitsizligi): [21, s-50-53] a = (a4, ...,a,) ve b = (by, ..., by,) reel

veya kompleks sayilarm iki n-lisi olsun. Bu takdirde %+ i = 1 olmak Uzere asagidaki

esitsizlikler gecerlidir:

1.p>1ise,

1 1
n n 5 n E
Dautet< (Yt | (o).
k=1 k=1 k=1



2.p < Oveyaq < 0 ise,

1 1
n n 5 n E
Dautet = (Yt | (Yo
k=1 k=1 k=1

Ayrica verilen Holder esitsizliginin [26, s-14]’de asagidaki gosterimi de mevcuttur:
o o R 1
p q
Zlakbkl = (Zlak|p> (Z|bk|q> .
k=1 k=1 k=1

Teorem 1.2.9. (integral icin Hélder Esitsizligi): [22, s-106] p,q > 1 ve % +$ = 1 olsun.

f ve g, la,b] araliginda tanimhi ve |f(x)|P, |g(x)|? fonksiyonlar1 [a,b] araliginda
integrallenebilir fonksiyonlar ise

1

b b 5/ b 7
f If(x)g(x)lde( f If(x)l”dx> ( f |g(x)|qu>

esitsizligi gegerlidir.

Ayrica Holder esitsizliginin bir sonucu olan Power Mean esitsizligi de asagidaki gibi
ifade edilir.
Sonug 1.2.10. (Power Mean Esitsizligi): ¢ > 1 olsun f ve g, [a, b] araliginda taniml,

|f(x)| ve |g(x)|? fonksiyonlar1 [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

b b 1—% b %
f If(x)g(x)lde( f If(x)ldx> ( f If(x)llg(x)lqu>

esitsizligi gegerlidir.
Teorem 1.2.11. (Ucgen Esitsizligi): [22, s-473] Herhangi x, y reel sayilari igin
Ix +yl < x| +1yl,
|lx] = Iyl] < 1x = yl,
|lx] = Iyl] < Ix + 1,
ve tiimevarim metoduyla Vn € N i¢in
s+ ] < gl oo+ g

esitsizligi gegerlidir.



Teorem 1.2.12. (U¢gen Esitsizliginin Integral Versiyonu): [22, s-476] f, [a, b] araligin-
da stirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b
Sf |f (x)|dx burada a < b,
a

f bf (x)dx

esitsizligi gegerlidir.

Tamm 1.2.13. (Gama Fonksiyonu): [28, s-15] x € R* i¢in

0]

I'(x) = f e tt*1dt (1.4)
0
olarak tanimlanir. Gama fonksiyonu énemli bir 6zelligi
I'(x+ 1) =xI'(x), x € Rt
I'(x) =(x-1)!, x EN
r(y=1 T (%) =2

Tamim 1.2.14. (Beta Fonksiyonu): [28, s-17] x,y € R icin

1

B(x,y):= ftx—l(l —t)Y1dt (1.5)

0

olarak tanimlanir.

Ayrica Beta fonksiyonunun Gama fonksiyonu tiiriinden ifadesi x,y € R* igin

_Ir()

P =Ty

(1.6)

olarak yazilir.
1.3. Konveks Fonksiyonlar Icin Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

Bu bolimde konveks fonksiyonlarda Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler igin elde
edilmis baz1 temel sonuglar verilecektir. Bu bolimden sonra I R bir aralik, /° araligin igi
olarak kabul edilecektir.

Trapezoid tipli esitsizlikleri elde etmek i¢in ilk esitlik asagidaki sekilde verilmistir.
Lemma 1.3.1: [3] I c R bir aralik, a,b €I° ve a<b olsun. Eger f:I°c R—> R

fonksiyonu tirevli ve f' € L[a, b] ise asagidaki esitlik saglanir:



f@)+f(b)
2

b 1
- E aff(x)dx - bzifm —20f (ta+ (1 - Ob)dt.  (L1.7)

Lemma 1.3.1 kullanilarak asagidaki Trapezoid tipli esitsizlikler elde edilmistir.
Teorem 1.3.2: [3] I € R bir aralik, a,b €1° ve a<b olsun. Eger f:I°c R—> R

fonksiyonu tirevli ve [a, b] araliginda | f | konveks ise asagidaki esitsizlik saglanir:

b
f(a@) erf(b) _biaff(x)dx < (b —a)(f (g)l ul/MODN (1.8)

Teorem 1.3.3: [3] I € R bir aralik, a,b €1° ve a<b olsun. Eger f:I°c R—> R
fonksiyonu tirevli, p,q > 1 ve % + i = 1ig¢in [a, b] arahginda |f’|q konveks ise asagidaki

esitsizlik saglanir:

b 1
f@+fm) 1 f b-a) (If@"+|f®)|"\
— <
> b g | f(dx| < ; > . (1.9)
Teorem 1.3.4: [10] I c R bir aralik, a,b € I° ve a <b olsun. Eger f:I°c R—> R

fonksiyonu tirevli, ¢ > 1 i¢in [a, b] araliginda |f’|q konveks ise asagidaki esitsizlik

saglanir:

9 [T\
f(a) +f(b) _ 1 < (b - a) ('f (a)| + |f (b)| ) ) (1_10)

b
2 b—affﬁmx 4 2

a

Midpoint tipli esitsizlikleri elde etmek i¢in ilk esitlik asagidaki sekilde verilmistir.
Lemma 1.3.5: [18] I c R bir aralikk, a,b € I° ve a <b olsun. Eger f:I°c R—> R

fonksiyonu tlrevli ve f' € L[a, b] ise asagidaki esitlik saglanir:

ﬁfbf(x)dx—f(“%b) - -a

o":wlu

[ 1
X l[ tf (ta+ (1 —t)b)dt + f(t —1Df (ta+ (1 - t)b)dtJI. (1.11)

2
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Lemma 1.3.5 kullanilarak asagidaki Midpoint tipli esitsizlikler elde edilmistir.
Teorem 1.3.6: [18] I c R bir aralik, a,b € I° ve a <b olsun. Eger f:I°c R—> R

fonksiyonu tirevli ve [a, b] araliginda | f | konveks ise asagidaki esitsizlik saglanir:

(1.12)

b
1 a+b\|  ®-a)(f@]|+|f®)|
e e

Teorem 1.3.7: [18] I c R bir aralik, a,b € I° ve a < b olsun. Eger f:1° € R - R fonk-
siyonu tarevli, p,q > 1 ve %+$ =1 i¢in [a, b] araliginda |f’|q konveks ise agagidaki

esitsizlik saglanir:

b
e w1 (57) <552 ()

x| @1 + 317 G0+ Gl @1 + 17 G| (1.13)

SRR

1.4. Riemann-Liouville Kesirli integraller ve Riemann-Liouville Kesirli
Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

Bu boliimde konveks fonksiyonlarda Riemann-Liouville kesirli Hermite-Hadamard
tipli esitsizlikler igin elde edilmis bazi temel sonuglar verilecektir.

Sag ve sol Riemann-Liouville kesirli integraller asagidaki sekilde tanimlanir.
Tamim 1.4.1. (Riemann-Liouville Kesirli Integraller): [8, s-69] [a,b] € R bir aralik,
a € C (Re(a) > 0) olmak tizere sirasiyla J&, f, J&_f sol ve sag Riemann-Liouville kesirli

integralleri asagidaki sekilde tanimlanir:

U2 ) () = % [a-o=ra o> o re@ >0, (1.14)
1 b
JrfHx) = mf(t —x)*1f(t)dt (x <b; Re(a) > 0). (1.15)

Burada I'(a), Gama fonksiyonudur.
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Riemann-Liouville kesirli Hermite-Hadamard esitsizligi ilk olarak asagidaki sekilde
verilmistir.
Teorem 1.4.2: [12] 0 < a < b olmak Uzere f: [a, b] —» R pozitif bir fonksiyon olsun. Eger
f fonksiyonu [a, b] de konveks ise @ > 0 olmak iizere asagidaki Riemann-Liouville kesirli
Hermite-Hadamard esitsizligi saglanir:

a+b Fla+1) . £@) + F(b)
f( 2 ) < 2(b — @) [J&. b))+ Ji_Ha)] < —

(1.16)

Uyar 1.4.3: Teorem 1.4.2°de a ve b sayilar sifirdan biiyiik esit olmak zorunda degildir. f

fonksiyonu pozitif olmak zorunda degildir.

Ayrica konveks fonksiyonlarda Riemann-Liouville kesirli Trapezoid tipli
esitsizlikleri elde etmek icin agsagidaki esitlik verilmistir.
Lemma 1.4.4: [12] f:[a, b] » R fonksiyonu (a, b)’de diferensiyellenebilir olsun. Eger
f' € L[a, b] ise asagidaki esitlik dogrudur :

f@+f(b) T(a+1)
2 2(b —a)“

[Ua+HB) + U5-)(a)]

b—a 3
B Tf[(l —6)* —t*]f'(ta + (1 - )b)dt. (1.17)

Lemma 1.4.4 kullanilarak asagidaki Riemann-Liouville kesirli Trapezoid tipli
esitsizlik elde edilmistir.
Teorem 1.4.5: [12] f:[a, b] = R fonksiyonu (a, b)’de diferensiyellenebilir olsun. Eger
|f'|, [a, b]’de konveks ise asagidaki esitsizlik elde edilir:

f@+f(b) T(a+D
2 2(b—a)“
< b—a
“2(a+1)

[Ua+ () + U5-)(a)]

1
(1=52) UF @I+ 1Fm. (1.18)

Konveks fonksiyonlarda Riemann-Liouville kesirli Midpoint tipli esitsizlikleri elde

etmek icin asagidaki esitlik verilmistir.
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Lemma 1.4.6: [24] f:[a, b] » R fonksiyonu (a, b)’de diferensiyellenebilir olsun. Eger
f' € Lla, b] ise

1
1, 0<t<-—= ise
k= 2
- 1
-1, =<t<1
7 = ise
olmak Uzere asagidaki Riemann-Liouville kesirli esitlik dogrudur:

I'a+1) a+b

S —ae UEN®) + U5 N@] - £ (57)

b—a g '
7 [f kf’(ta‘*‘(l—t)b)dt—f[(l—t)“—t“]f’(ta-}-(l_t)b)dt

(ay)

[1+t*— (1 —-0)%]f " (ta+ (1 —t)b)dt

ov‘:wl»—\

+ f[—l +t*— (1 —t)%]f'(ta + (1 — t)b)dt|. (1.19)

N | =

Lemma 1.4.6 kullanilarak asagidaki Riemann-Liouville kesirli Midpoint tipli
esitsizlik elde edilmistir.
Teorem 1.4.7: [24] f:[a, b] = R fonksiyonu (a, b)’de diferensiyellenebilir olsun. Eger
|f'| [a, b]”de konveks ise asagidaki esitsizlik elde edilir:

INa+1) a+b
o7 08N + U5 N(@] - f(T)‘
< b—a )
< s (14 3 - =) I @I+ 1B (1.20)

Konveks fonksiyonlar icin sol Riemann-Liouville kesirli Hermite-Hadamard tipli
esitsizlik asagidaki sekilde verilmistir.
Teorem 1.4.8: [7] a,b €ER, a <b ve f:[a,b] - R konveks bir fonksiyon olsun. Eger
f € Lla,b] ise @ > 0 olmak Uzere bu durumda asagidaki sol Riemann-Liouville kesirli
Hermite-Hadamard tipli esitsizlik elde edilir:

(aa + b) - INa+1) af (a) +f(b).
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Ayrica konveks fonksiyonlarda sol Riemann-Liouville Kkesirli Trapezoid tipli
esitsizlikleri elde etmek icin agsagidaki esitlik verilmistir.
Lemma 14.9: [7] IcR bir aralik, a,b€I°, a<b olmak Uzere f:I°—>R
diferensiyellenebilir olsun. Eger f' € L[a, b] ise a« > 0 olmak (izere sol Riemann-Liouville
kesirli integrali i¢in asagidaki esitsizlik saglanir:

af (@ +f(b) _T@+1)

e b —a)e UJa+ ) (b)
= Z;C{f[l — (@ + Dt*]f'(ta + (1 — t)b)dt. (1.22)

0

Lemma 1.4.9 kullanilarak [7]’de asagidaki sol Riemann-Liouville kesirli Trapezoid
tipli esitsizlikler elde edilmistir.
Teorem 1.4.10: [7] f:I° = R bir diferensiyellenebilir fonksiyon a,b € I°, a < b olsun.

Eger |f'| fonksiyonu [a, b]’de konveks ise, @ > 0 ve

1

Xla+1i
a
T,(a) = f A-(a+Dt®) tdt = =,
o 2+ 2)(a + 1)=
Xla+1

a (Z(a +2)(a+ Dt — 1)

)

T,(a) = f A=-(a+DtYHYA—¢t)dt = 5
o 2+ 2)(a + 1)=

a(l + (a + 1)§)

Ts(a) = f ((@+Dt*—1)tdt = -
1 2+ 2)(a + 1)«

Xla+1

T,(a) = f ((@+Dt*—1)(1—t) dt

Xla+1

a(2(a+2)(@+ et~ 1~ (a + 1)e)

)

2
2(a + 2)(a+ 1
olmak tizere sol Riemann-Liouville kesirli integrali icin asagidaki esitsizlik saglanir:
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af(a) + f(b) T(a+1)
a+1 (b—a)e

b—a l Ti()|f'(@)| + T () |f'(b)]

Ua+f(b) ‘

S e 1L @IF @]+ T @l G (1.23)

Teorem 1.4.11: [7] f:1° = R bir diferensiyellenebilir fonksiyon a,b € I°, a < b olsun.
Eger |f'|?7 fonksiyonu [a,b]’de konveks ise, a >0, g =1 ve T;(a)-T,(a) 1.4.10
Teorem’deki integraller olmak (izere sol Riemann-Liouville kesirli integrali igin asagidaki
esitsizlik saglanir:

af(a) + f(b) T(a+1)
a+1 (b—a)e

Ua+f(b) ‘

b_a( 20 )13<Tl(a)|f'(a)|q+T2(a)|f’(b)|q )3_ (1.24)

Satil\gype)  \FE@IF@I + T@IF Gl

Teorem 1.4.12: [7] f:I° = R bir diferensiyellenebilir fonksiyon a,b € I°, a < b olsun.

Eger |f'|4 fonksiyonu [a, b]’de konveks ise, « > 0, p,q > 1 igin % +$ =1ve

1
Xla+1

Ts(a,p) = f (1 = (a+ DtH)Pdt,

Te(a,p) = f ((a + Dte—1)"dt,

Xar1
olmak tizere sol Riemann-Liouville kesirli integrali icin asagidaki esitsizlik saglanir:

af(a) + f(b) T(a+1)
a+1 (b—a)e

Ua+f)(b)

(1.25)

F' (@)1 + |f'(b)|q>3

b—a 7
< a—+1 (T5(a: P) + T6(a' p)) ( 2

Ayrica konveks fonksiyonlarda sol Riemann-Liouville kesirli Midpoint tipli

esitsizlikleri elde etmek icin agsagidaki esitlik verilmistir.
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Lemma 1.4.13: [7] IR bir aralik, a,b €I°, a<b olmak {zere f:I° >R
diferensiyellenebilir olsun. Eger f' € L[a, b] ise a« > 0 olmak (izere sol Riemann-Liouville

kesirli integrali i¢in asagidaki esitsizlik saglanir:

INa+1) +b\
et U8 N0 ~f (5 F) = 6 -0
xllf t*f'(ta+ (1 —t)b)dt + f(t“—l)f’(ta+(1—t)b)dt. (1.26)

Lemma 1.4.13 kullanilarak asagidaki sol Riemann-Liouville kesirli Midpoint tipli
esitsizlikler elde edilmistir.
Teorem 1.4.14: [7] f:1° = R bir diferensiyellenebilir fonksiyon a,b € I°, a < b olsun.
Eger |f'| fonksiyonu [a, b]’de konveks ise, @ > 0 ve

a

- & a+1
T,(a) = f tetldt = - (E)
7 (a+ 1D (a+2)
0
aiﬂ a a+1
2(;5)

Ts(a) = f t* — e+l dt = CERNCTD)

aa® + (a + 1)9%)
2( + 1)*+2(a + 2)

1
To(a) = ft —t**t dt

4%t —q(a + 1)%
2(a + D)*+2(a + 2)

Ty () = fu %) (1 - ¢) dt =

olmak tizere sol Riemann-Liouville kesirli integrali icin asagidaki esitsizlik saglanir:

I'(a+1) aa+b
CEmE A f<a+1)‘
T, (@)l (@) + To(@)|f'(b)]
=b-a l+T9(a)|f’(a)| + @I 01| (1:27)

Teorem 1.4.15: [7] f:1° = R bir diferensiyellenebilir fonksiyon a,b € I°, a < b olsun.
Eger |f'|? fonksiyonu [a,b]’de konveks ise, a >0, g =1 ve T,(a)-T;o,(a) Teorem
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1.4.14°deki integraller olmak Uzere sol Riemann-Liouville kesirli integrali igin asagidaki

esitsizlik saglanir:

INa+1)
=y U Nb) £

aa+b)
a+1

( Q1 )1111 (T,()|f"(@)]|? + Tg(a)lf'(b)|q)%
<b-a) 28)

@t D) |+ @@IF @I+ @I @)l

Teorem 1.4.16: [7] f:1° = R bir diferensiyellenebilir fonksiyon a,b € I°, a < b olsun.

Eger |f'|9 fonksiyonu [a, b]’de konveks ise, « > 0, p,q > 1 i¢in % +$ =1ve

a
a+1

T11(a,p) :f t*Pdt,
0
Tip(a,p) = f(l — t*)Pdt,

a+1

olmak tizere sol Riemann-Liouville kesirli integrali icin asagidaki esitsizlik saglanir:

I'(a+1) aa+b
=y UaN®) ~ £ (5 ﬂ
hﬁWmKH+mvw>w giﬁuwmwy}
<b-a)| 1 | (1.29)
ggmmggigﬁmwzz(mﬂwaQj

1.5. Kuantum Hesap ve Kuantum Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

Bu bolimde [0, b] araliginda tanimlanan kuantum tiirev ve kuantum integral ile ilgili
kavramlar tanitacaktir. Daha sonra daha genel olan [a, b] araliginda kuantum tiirev ve
kuantum integral ile ilgili kavramlar tanitip, kuantum Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler
verilecektir. Asagida verilen [0,b] araliginda tanimlanan kuantum tiirev ve kuantum

integral ile ilgili kavramlar [4] ve [16] "dan bulunabilir.
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Tanim 1.5.1. ([0, b] Arahginda g-tirev): [4, s-2] b >0 ve 0 <q <1 olmak Uzere
f:10,b] = R keyfi bir fonksiyon olsun. Her t € [0, b] i¢in f'nin kuantum tirevi veya g-
tirevi:
dof @) _ f(8) — f(qt)
dgt 1-t ’

D,f(0) = tli'ror}r D, f (0.
seklinde tanimlanir. Yiksek mertebeden tlrevler ise

Df(t) = f(©).

D3f(t) = D,DF1f(t), n€N.

D,f(t) = t+0,

seklinde tanimlanir. Agikga f tlrevlenebilirse

m Dof () = L - (eyar

Ornek 152: n€N, b>0 ve 0<q<1 olmak tzere f:[0,b] >R, f(t):=t"

fonksiyonunun g-tiirevini hesaplayalim.

t+0ise
t"—q"t" _1-q"

r n — n-1
Dol = Dot =" e T 1=q ¢
t=20Ise

_qn

— 1i — 1i n—-1 _—_
qu(O)—tliror}'_qu(t)—tl_l)Tg}_ 1—qt =0.
O halde vt € [0, b] i¢in D, f (t) = t“ dir.

Ornek 1.5.2°de goriilen i > 1 sayisi ile kuantum hesapta sik karsilagilir. Bu say1
e y p y

n € N dogal sayismin kuantum hali veya g-hali olarak isimlendirilir. Kisaca

1-q"
1-gq

[n]q — =14+q+q%+-+q"? (1.30)

ile gosterilir

Agik¢a Vt € [0,b] icin

n

1—

i — Ji n-1 _ J; n-1
R
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= lir{l_(l +q+q*>+--+q" DtV =ne™ 1 = f/(¢) 'dir.
q—)

q-tiirevin agagidaki 6zellikleri Tanim 1.5.1 kullanilarak kolaylikla gosterilebilir.
Teorem 1.5.3. ([0, b] Arah@inda g-Turevinin Ozellikleri): [4, s-2-3]
1. ¢ € R sabit ise D,(c) = 0 (Sabitin tlirevi),
2. a;,a, € Rsabitler ise Dg[a; f(t) + a,g(t)] = a1 Dy f () + a,Dgg(t) (Lineerlik),
3. Dglf () g(®)] = f(qt)Dag(t) + g(t)Dgf (t) = f(t)Dag(t) + g(qt)Dyf (t) (Carpim),
4. Eger g(t) # 0 ise

D lf O] _ 9®)Def (&) — f(©)Deg(®) _ g(qt)Def (£) — f(qt)Deg(t)
TNg@®] g g(qt) g()g(qt)

(Boliim).

Ornek 15.4: f:[0,2] > R, f(t):=t?+ 2t —1 olmak tizere Ornek 1.5.2 ve Teorem
1.5.3" den

t #0ise
Dof(t) = Dg(t* + 2t —1) = D,(t?) + 2D4(t) — D4 (1)
1—gq? 1-—
= t+2——t°—-0=(1 t+2
1— g 1—4 1+qt+
t=0Iise

D,f(0) = tl_i}rg;r D.f(t) = tl_i}rg;f(l +t+2=2

O halde vt € [0,2] igin D, f(t) = (1 + q)t + 2°dir. Agikga Vt € [0,2] igin
lim Dof(t) = lim(1+q)t+2=2t+2=f'(¢) 'dir.

q-1" q-1"

Tamm 1.5.5. (q-Antitiirev ve Belirsiz g-Integrali):[4, s-64] b > 0 ve 0 < q < 1 olmak
tizere f:[0,b] » R keyfi bir fonksiyon olsun. Eger her t € [0,b] igin D F(t) = f(t)
olacak sekilde bir F(t) fonksiyonu varsa bu fonksiyona f(t)’nin bir kuantum antitirevi

veya g-antiturevi denir ve bu durum

ff(t) dgt (1.31)

ile gosterilir. Ayrica

[r@ae=a-or) ara (132)
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serisine belirsiz g-integral veya Jackson integrali denir [4, s-67].

Jackson integrali her zaman mevcut olmayabilir. Asagidaki teoremde mevcut olmasi

icin gerekli sartlar verilmistir.

Teorem 1.5.6: [4, s-68] f(t) keyfi bir fonksiyon olsun. Eger |f(t)t%|, (0,b] araliginda

bazi1 0 < a < 1 igin sinirh ise (1.32)’de tanimhi Jackson integral f(t)’nin bir antitlirevi

olan F(t) fonksiyonuna (0,b] araliginda yakmsaktir. Ustelik F(t) , t = 0 noktasinda

streklidir ve F(0) = 0°dur.

Tamm 1.5.7. (Belirli g-integrali): [4, s-69]b > 0,0 < q < 1 ve f:[0,b] - R bir fonk-

siyon olmak Uzere [0,b] araliginda f(t)’nin belirli kuantum integrali veya belirli g-

integrali asagidaki sekilde tanimlanir:
b +00
[ r@age=a-opy s ar
0 n=0
Ozel olarak vt € [0, b] ise
t 400
[re s =a-aey oo
0 n=0

oldugu agiktir. Ayrica 0 < ¢ < t ise

f f(s)dgs = f f(s) dgs - f £(s) dys 'dir.

Ayrica eger f(t) fonksiyonu [0, b] araliginda siirekli ise [4, s-70]

b b
qligl_ff(t) dqtsz(t) dt

yani f(t) fonksiyonunun [0, b] arahigmdaki Riemann integrali elde edilir.

Ornek 1.5.8: t € [0, b] igin f(t) = t olmak lzere. O halde

t %)

n=0

ff(s) dgs = deqS = —q)ti q"(q"t) = (1—q)t[tzq2

0
t2
:1+q

:(1_Q)t[t1—1q2]

|

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)
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Teorem 1.5.9. ([0,b] Arahginda q-Hesabin Temel Teoremi): [4, s-73]0 < a < b,
0 < g <1vef:[0,b] - R bir fonksiyon olsun. Eger F(t), f(t)’nin t = 0°da strekli olan

bir g-antitirevi ise:
b

ff(s) dgs = F(b) — F(a) 'dur. (1.37)

a

Sonug 1.5.10: [4,s-74] 0 <a < b, 0 < g <1 ve f:[0,b] » R bir fonksiyon olsun. Eger

f'(t), t = 0’1n bir komsulugunda mevcut ve t = 0’da surekli ise:
b

fqu(s) dgs = f(b) — f(a) 'dir. (1.38)

a

Ayrica
b

b
[ 159 ag(5) dgs = F®I9®) - F@g(@) ~ [ 9(5) Do) dgsair. (139)

a

Asagida verilen [a, b] araliginda tanimlanan g-tirev ve g-integral ile ilgili kavramlar
[15] ve [16] da bulunabilir.
Tamm 1.5.11. ([a,b] Arahginda gq-Turev): [16] a<b, 0<g<1 ve f:[a,b] >R
stirekli bir fonksiyon olsun. Her t € [a, b] igin f'nin [a, b] araligmndaki kuantum tiirevi
veya g-turevi

f@®) —flgt+ 1 —-qa)
1-q)(t—a) '

aqu(a) = tl_igl_'_ aqu(t):
seklinde tanimlanir. Yuksek mertebeden g-turevler

aqu(t) = f(t), (aDc’[c f)(t) = aDq(aDc’[c_1 f)(t)a

seklinde tanimlanar.

aDgf (1) = t+a

Bu tanimda a = 0 aldiginda Tamim 1.5.1°daki [0,b] araligindaki g-tiirevin elde
edilecegi agiktir.
Ornek 1.5.12: f:[3,7] » R, f(t) = t3 + 3t surekli fonksiyonunun gq-tiirevini hesap-

layalim:
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t +3ise
3D f (t) = 3Dq(t* + 3t)
_fO -7+ 1 -9)3)

1-q)(t-3)

P +3t—(qt +(1—q)3)° -3(qt + (1 —q)3)
B 1-qt-3)

t3— (gt + (1 —@)3)* +3(t — (gt + (1 — ¢)3))
B 1-q(t-3)
(= (gt + (1= 3))[t* + tlgt + (1 — q)3) + (gt + (1 — q)3) + 3]
B 1-q(t-3)
=t2+tlqgt+ (1 —qg)3)+ (gt + (1 —q)3)? + 3, t # 3,

t=3lise

3Dqf(3) = lim 3Daf (1) =9+3Bq+ (1 -3+ B¢+ (1-¢)3)* +3
=9+9+9+3=30

O halde vt € [3,7] igin

3D f (1) = t% + t(gt + (1 — q)3) + (qt + (1 — q)3)* + 3°dir.

Agik¢a Vt € [3,7] icin

qliql_ 3Dy f(t) = qliql_ t2+t(gt+(1—¢q)3)+ (gt +(1—¢q)3)*>+3

=3t2+ 3 = f'(t) 'dir.

Ornek 15.13: f:[1,4] - R, f(t) =t? siurekli fonksiyonunun g-tirevini q =% icin
hesaplayalim:

t+1lise

1Dgf (1) = 1D,4(t?)

@O -flgt+ @ -q)
- (1-9t-1
:tz—(qt+(1—q))2
A-t-1)
_(t-gqt -1 -)t+qt+1-q)
A--1)
=(1+q@t+1—gq

t=1ise
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1D f(1) = lggl #+Dgf(t) =2

O halde vt € [1,4] igin 1D, f(t) = (1 + @)t + 1 — q’dir.

Ozel olarak q = i alinirsa Vt € [1,4] igin 1D%f(t) = %t + %’dir.
Lemma 1.5.14:[15]c e R,a < bVve 0 < g < 1 igin:

aDg(t = @)% = L (¢ - @)™ = [ (t — @)* Vd.

Dikkat edilirse bu g-turevde a = 0, ¢ = n € N alinirsa
oDg(t = 0)" = [n],(t —0)""! = [n],t" = D, t"
Yani Ornek 1.5.2°de hesaplanan [0, b] araligindaki g-tirev elde edilir.
Uyan 1.5.15: [4,s-10] Hera € R, 0 < g < 1 i¢in:
_1-¢°

T (1.40)

[al,

q-turevin agsagidaki 6zellikleri Tanim 1.5.11 kullanilarak kolaylikla gosterilebilir.

Teorem 1.5.16. ([a, b] Arahginda g-Tirevinin Ozellikleri): [16] a<b ve 0< g <1
olmak uzere f, g: [a, b] = R g-tlirevlenebilir fonksiyonlar, a;, a, € R sabitler olsun,

1. c € R, sabit ise ,D,(c) = 0 (Sabitin tiirevi),

2. oDglayf(t) + ag(t)] = ay oDgf (t) + @z 4Dqg(t) (Lineerlik),

3. aDglf @) g(®)] = fF(©)aDgg(t) + g(gt + (1 — q)a) oDy f (£)

= g()aDof () + f(qt + (1 — 0)a) Dyg(t) (Garpim),
4.Eger g(t) # 0 ise

fO] 9@ aDef(©) — f(®)aDgg®) . .
«Pq lg(t) = gt F A —qa B,

Acik¢a Teorem 1.5.16’de a = 0 alinirsa Teorem 1.5.3 elde edilir.

Araliklarda belirli g-integral asagidaki sekilde tanimlanir.
Tamm 15.17. ([a,b] Arahginda Belirli g-Integral): [16] a<b, 0<g<1 ve
f:la,b] » R sirekli bir fonksiyon olmak Uzere f(t)’nin [a,b] araliginda belirli g-

integrali asagidaki sekilde tanimlanir:
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b 400
[1® et =a-06-0 ) ar@mb + @ - 0. (141)

Ozel olarak vt € [a, b] ise

[ F®) adgs = A= D=0 Y ar @ e+ (1 - g)0) (142)

vea<c<tise

ff(s) algs = ff(s) algs — ff(s) adgs 'dir. (1.43)

Acik¢a Tanim 1.5.17°da a = 0 alinirsa Tanim 1.5.7 elde edilir.
Ornek 1.5.18: t € [a, b] icin £(t) = t olmak (izere. O halde

t

ff(s) algs = fs adgs

a

=(1-@t-a) ) ¢"@"t+1-q"a)

= (- -a) [ti q2n+a(iqn_iq2n>]
|

=1-q)(t-a) t1_1q2+a<1iq_1—1q2)]

.

Acikca Ornek 1.5.18’de a = 0 alinirsa Ornek 1.5.8 elde edilir.
Teorem 1.5.19: [16] a < b ve 0 < g <1 olsun. O halde her t € [a,b] i¢in asagidaki

esitlikler saglanir:
t

LDy [ £05) adys = 0,

a

t

2. [ DS 5) ads = £ - (@,

a
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t

3.Vc € (a,t) icin f aDqf(s) qdgs = f(t) — f(c) 'dir.

C

Teorem 1.5.20: [16] a < b, 0 < q < 1, f, g:[a, b] — R surekli fonksiyonlar ve a, 8 € R
olsun. O halde her t € [a, b] i¢in asagidaki esitlikler saglanir:

1 [1af©)+ Bg()] adys = [ F5) adgs +8 [ 965 s,

t

- f 9(qs + (1 = @)a) oDgf (s) qdgs "dir.

a

t

2. ff(s) aDqg(s) qdgs = f(s)g(s)

a

Lemma 1.5.21: [15] a e R\ {—1}, a < b ve 0 < g < 1 ve olmak (lizere her t € [a,b]
((1.40)'dan):

(t — a)**1'dir. (1.44)

Ornek 1.5.22: [15] t € [a, b] olmak iizere

t

fs(s —a) qdgs

a

integralini Lemma 1.5.14, Teorem 1.5.20 ve Lemma 1.5.21 kullanarak hesaplayalim.

L.Yol:

Lemma 1.5.14’dan ,D,(t — a)? = [2],(t — a) oldugu biliniyor.

t 1 t
fs(s —a) qdgs = mf S qDg(s —a)? 4dgs
a a

t
1 2
= T+g S Dg(s —a)? 4dgs

a

t

1

“1+g t(t—a)* —ala—a)* - f(qs + (11— q)a—a)? ;Dys qdgs
a
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t

1
= m t(t —a)? —q* f(s —a)? o Dys qdgs

a

p oS las+t-qa) (1-q-a)
CET -6 0-9G-a)

= 1 oldugundan

t
1
:m 1:(1:—a)2—qu(s—a)2 aldgs
1 7 1—gq
R — 2 _ 42 _ 3
1+q_t(t A’ -4 (1—q3)(t @) ]
t— 2 2
) ,__ 4 t—a)
1+g¢q 1+q+q?

_(t=a)?[t(1+q) +q%a
 1+q | 14+q+¢* |

I1.Yol:

t

fs(s—a) adqS =f(s—a+a)(s—a) adqS

a
t t

=f(s—a)2adqs+af(s—a)adqs

a

- <11__qq3) (t—a)+a <11__;2) (t — a)?

“Trgr D te

(t—a)’T 1+¢q
= [ (t—a)—a]
1+q [1+q+q?

_(t-a)?[t(1+q) +q%a
 1+q | 14+q+q¢* |

1+gq

Teorem 1.5.23. (q-Hélder Esitsizligi): [15] a <b, 0< g <1, p,r > 1, %+} =1 ve

a > 0 olsun. O halde her t € [a, b] i¢in asagidaki esitsizligi saglanir:

j £ adgs < f FSIP adys f 9O adys | “dir. (1.45)
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Ayrica g-Holder esitsizliginin bir sonucu olan g-Power Mean esitsizligi de asagidaki
gibi ifade edilir.
Sonug 1.5.24. (gq-Power Mean Ejsitsizligi): a < b, 0 <q<1,r>1ve a > 0 olsun. O
halde her t € [a, b] igin asagidaki esitsizligi saglanir:
1- 1

t t b =
~[|f(s)||g(s)|adqs < jﬂf(s)|adqs (j'|f(x)ug(xa|rdx> dir. (1.46)

Teorem 1.5.25. (g-Hermite-Hadamard Esitsizligi): [2]-[25] a<b, 0<g<1

f:la, b] » R konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda:

b
qa+by_ 1 af@+f®)
F(T) S5=a] r@ e s (1.47)

Konveks fonksiyonlarda g-Trapezoid tipli esitsizlikleri elde etmek icin asagidaki
esitlikler verilmistir.
Lemma 1.5.26: [9]-[13] a<b, 0<q <1, f:[a,b] > R fonksiyonu (a,b)’de gq-

tirevlenebilir, ,D,f, [a, b]’de sirekli ve g-integrallenebilir olsun. O halde asagidaki esitlik

saglanir:
b
1 b
b—aff(t) g t _qf(ci):qf( )
q(b—_)fm — (14 @)t) oDyf(th + (1 — £)a) odyt. (1.48)

Lemma 1.5.27: [13] Asagidaki esitlik saglanir:
1

ftll — (1 + @)t| ydgt =

0

q(1 +4q+ q%)

Traraaroy dr (1.49)

Lemma 1.5.28: [13] Asagidaki esitlik saglanir:
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1
2q .

f|1 — 1+ tl dgt = aT o7 dir. (1.50)

0

Lemma 1.5.29: [13] Asagidaki esitlik saglanir:

q(1+3q% + 2¢3)
(1+q+qg>)(A+qg)?

f(1 — D1 — (1 + q)tlodyt = 'dir. (1.51)

0<qg<1,a>0icin Tanim 1.5.7 ve [27, s-603]'den

(1-q)a Z q" f(q"a)

<@1- q)az q"|f(q"a)l

olup

fa f(x) dgx

< flf(x)l dgx 'dir. (1.52)

(1.52)'ye benzer sekilde Tanim 1.5.17'den

b
[ 1@ adex| =

1-b-a) ) ¢"f@b+1-q)a)

400 b
<A-¢pb-a Z q"f(q"b+ (1 —qgMa)| = flf(x)l adgx'dir.  (1.53)

Lemma 1.5.26, Lemma 1.5.29 ve (1.53) kullanilarak asagidaki g-Trapezoid tipli elde
edilmistir.
Teorem 1.5.30: [13] a< b, 0<q <1 f:[a,b] = R siurekli bir fonksiyon olsun. Eger
|aqu|, [a, b] araliginda konveks ve (a,b) g-integrallenebilir ise asagidaki esitsizlik
saglanir:

qf (@) + f(b)
1+gq

b
1 q*(b — a)
b — aff(t)“d"t SA+q+aHa+aor

X [(1+4q + q®)|aDy FB)| + (1 +3¢2 + 2¢%)|aD, f(@]]. (1.54)
(Ayrica [5]’e bakiniz.)
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Teorem 1.5.31: [9]-[13] a< b, 0< q <1, f:[a,b] = R, (a,b)’de g-turevlenebilir bir
fonksiyon, D, f, [a, b]’de strekli ve g-integrallenebilir olsun. Eger r > 1 igin |,Dg f| ,
[a, b] arahiginda konveks ise asagidaki esitsizlik saglanir:

1-1/r

qf (@) + f(b)
1+¢

b
1 qlb—a)/ 2q
b—aff(t)adqt = 1+g¢ <(1+q)2)
q(1+ 3q% + 2q?)
(1+qg+q>A+q)3

q(1 +4q + q?)
1+q+q¢>1+q)3
(Ayrica [5] ve [6]’ya bakiniz.)
Teorem 15.32: [9] a<b, 0<q<1, f:[a,b] >R, (a,b)de g-tirevienebilir bir

1/r
|aDy F(D)|" + |aDq f(a)|rl .(1.55)

fonksiyon, ,D, f, [a, b]’de siirekli ve g-integrallenebilir olsun. Eger p,r > 1 ve %+ % =1

icin |aDq . |r fonksiyonu [a, b] arahiginda konveks ise asagidaki esitsizlik saglanir:

1/p

qf (@) + f(b)
1+¢

b
1 qlb—a) [/ 2q
b—aff(t)adqt & 1+g¢ <(1+q)2)
q(1+3q% + 2q3)
(1+qg+q>A+q)3

q(1+4q +q*)
(1+q+q*)(1+¢g)3
(Ayrica [6]’ya bakiniz.)

1/r
|aDy FB)|" + |aDy f(a)F] . (1.56)

Konveks fonksiyonlarda g-Midpoint tipli esitsizlikleri elde etmek i¢in asagidaki
esitlik verilmistir.
Lemma 1533: [2] a<b, 0<qg<1, f:la,b] >R, (a,b)’de g-tirevienebilir bir
fonksiyon, ,D,f, [a,b]’de sirekli ve g-integrallenebilir olsun. O halde asagidaki esitlik

saglanir:

f("f:;’)—biaff(t) adgt = q(b =)

1
[++q

1 ]
x If t oDof(th + (1= )a) odgt + f(t—%) Dof (th + (1 - B)a) OdthI. (157)

k
1+q

Ayrica [2]’de asagidaki esitlikler verilmistir.



29

1
t? . d. t= "dir. )
f Yt T A A+ q+qd) (1.58)
0
1
1+q
q .

t(l—1t).d, t= 'dir. .
f( ) odg A+q2A+q+qd) " (1.59)

2
——t]|tyd, t = 'dir. .
<q ) A e R R (1.60)

—1+q+4q?
1+g)3A+q+q?

!

(% _ t) (1—1t) odg t = dir. (1.61)

i (O i O e
&‘H I Q‘H [

(1.58)-(1.61) ve Lemma 1.5.33 kullanilarak asagidaki g-Midpoint tipli esitsizlikler

elde edilmistir.
Teorem 15.34: [2] a<b, 0<q<1, f:[a,b] > R, (a,b)’de g-tiurevienebilir bir
fonksiyon, ,D, f, [a,b]’de siirekli ve g-integrallenebilir olsun. Eger |aDq f| [a, b]

araliginda konveks ise asagidaki esitsizlik saglanir:

b
(qlf‘:q ff(t) dyt| < qb—a)
3 -1 +'2q +‘2q
l' Df(b)|(1+q) (1+q+q2)+| Df(a)|(1+q) A+q+q3)]

(1.62)

Teorem 15.35: [2] a<b, 0<q<1, f:[a,b] > R, (a,b)de g-tirevienebilir bir
fonksiyon, D, f, [a, b]’de strekli ve g-integrallenebilir olsun. Eger r > 1 igin |,Dg f| ,

[a, b] araliginda konveks ise asagidaki esitsizlik saglanir:

qa+b

(Z22)- ff(t) ot| < a6 - )
1 (1+¢)°
[ v ]
| (Lo O s + 1P @I i) |

x| 1. (1.63)
r —-1+q+q T

|+ (1o O s + ool @ i) |
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Teorem 15.36: [2] a<b, 0<qg<1, f:[a,b] >R, (a,b)’de g-tirevienebilir bir

fonksiyon, ,D, f, [a, b]’de siirekli ve g-integrallenebilir olsun. Eger p,r > 1 ve %+ % =1

icin | aDq f |r fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise asagidaki esitsizlik saglanir:

qa + b f

t) qdgt| < qb—a
(f7) F(O) adgt| < alb— @)

1 l

( 1 1-q )5 |aqu(b)|r + (ZCI+q2)|aqu(a)|r "

(1+q)P*t 1-qP*? (1+q)3 (1+q)3
X 1 1. (1.64)
1 1 P ? ((2q+4®)|aDaf(B)| (—q+q2+q3)|aqu(a)|r)
+<fﬁ (q t) odqt) < X g s

Teorem 1537: [2] a<b, 0<q<1, f:[a,b] > R, (a,b)'de g-tirevienebilir bir

fonksiyon, ,D, f, [a, b]’de siirekli ve g-integrallenebilir olsun. Eger p,r > 1 ve %+ % =1

icin | aDq f |r fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise asagidaki esitsizlik saglanir:

3

(qf:;’ ff(t) dot| < alb-a) (5 q)”
[ w1
3 I (laDof ®| WH oDof @[ W)ll 165)
[+ (laDaf @' Wﬂal)qf(a)rm;;%)rj

1.6. Kesirli Kuantum Hesap

Bu bolumde [0, b] araliginda tanimlanan kesirli kuantum integral ile ilgili kavramlar
tanitacaktir. Daha sonra daha genel olan [a, b] araliginda kesirli kuantum integral ile ilgili
kavramlar tanitilacaktir.

Once bu boliimde kullanilacak kuantum hesabin bazi temel kavramlarini tanitalim.

k € N, n,m € R igin (n — m)* kuvvetinin g-hali asagidaki sekilde tanimlanur.
Tamim 1.6.1. (g-Kuvvet Fonksiyonu): [17] 0 < g <1, k € N, n,m € R igin g-kuvvet
fonksiyonu
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k-1
(n-m)©® =1, (n—-m® = n(n — q'm), (1.66)
i=0
ayrica y € R icin (n —m)® g-kuvvet fonksiyonu
+o i
(n—-m®» =nv nnn__Tn;?/H ,n#0 (1.67)
i=0

seklinde tanimlanir. Agikca m = 0 ise n") = n¥’dir. Ayrica y > 0 icin 00 = 0’dir.

q-Gama ve g-Beta fonksiyonlar1 asagidaki sekilde tanimlanir.
Tanmm 1.6.2. (g-Gama Fonksiyonu): [17]10 < g < 1vet € R" igin

(1—q)* "V

Fq(t) = (]_——q)t_l (168)
fonksiyonuna g-Gama fonksiyonu denir. Ayrica g-Gama fonksiyonu igin

It +1) = [t],;(t) (1.69)
esitligi saglanip, '(t), 1.2.13 Tanim’da verilen Gama fonksiyonun olmak (izere

lim T, (t) = I'(¢) 'dir. (1.70)

q-1"
Tamm 1.6.3. (gq-Beta Fonksiyonu): [17]0 < g < 1 ve s,t € R* igin

1
B,(s,t):= fu(s‘l)(l —qu)®Vd ¢ (1.71)

0

seklinde tanimlanar.

Ayrica q-Beta fonksiyonunun g-Gama fonksiyonu tiriinden ifadesi s, t € R* igin

T,

Bq(s, t) = m )

(1.72)

olarak yazilir. Agik¢a B(s, t), Tanim 1.2.14°te verilen Beta fonksiyonun olmak Uizere
liqz_ B,(s,t) = B(s,t) 'dir. (1.73)
q—)

Pochhammer semboluniin g-hali asagidaki sekilde tanimlanir:
Tamm 1.6.4. (g-Pochhammer Semboli): [17]1 0 < g < 1, k € NU {+} ve m € R i¢in
q-Pochhammer sembolii
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k-1

(m;q)o = 1, (m; @), = 1_[(1 — q'm), (1.74)

i=0

seklinde tanimlanir.

Acik¢a k€N, y,nnmeR, n#0 icin g-kuvvet fonksiyonu ve g-Pochhammer

sembolii arasinda

(n-m)©@ =1=n° (% q)

0

k-1 k-1
. m . m
_ (k) — . | — nk —_al) = k.
(n—m) n(n qm) n 1_[(1 nq) n(n,q)k
+ oo _ i + oo ]_—mql
(n—m)(y)=nyl_[n_—m?/+i :nyn#
=g T M i=o L —— ¢
m
155 1——q —;q
_ :ny—(n )°° _ (1.75)

nY

+ 0 m_y.

nis1-=ra (o),

esitlikleri gecerlidir.
Teorem 1.6.5: [1,5-4] 0 < qg < 1ve A4, u € Rolsun. O halde
S={A4w:u=Aveu+ A= 1}olmak lizere

o (dsa),

-1 (#% @)oo
(A u) € S icin {x € C: [x| < 1}de diizgiin yakinsaktir, (A, u) € Sicin {x e C: |x| <1,

= (1—x)*'dir (1.76)

x # 1}’in kompakt alt kiimelerinde diizglin yakinsaktir.

Tamm 1.6.6. ([0, T] Arahginda Kesirli g-Integrali): [1710 < ¢ <1, a =0 ve f, [0,T]
araliginda tanimli bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun Riemann-Liouville tipli kesirli g-

integrali asagidaki sekilde tanimlanir:

(12)(®):= f(®), (a=0;t€e[0,T),

f(t —gs) @ Vf(s)dys, (a>0;t€[0,T). (1.77)

1
(Iq f)(t) = I, (a) )
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Tammm 1.6.7. ([0,T] Arahginda Kesirli g-Turevi): [17] 0 < g <1 i¢in Riemann-
Liouville tipli @ > 0 mertebeden kesirli g-turevi asagidaki sekilde tanimlanir:

(DSR)(®) = (D)

(DgR)(®) = (DL *R) (), (a>0;t €[0,T] (1.78)
Burada [, a'den biiyiik veya ona esit en kiigiik tam sayidir.
Lemma 1.6.8: [171 0<g<1, o, =0 ve f, [0,T] arahginda tamimh bir fonksiyon
olsun. O halde asagidaki 6zellikler saglanir:

L (1g1gf)® = (177 ) ®,
2. (DAIEF)®) = f(D).

Lemma 1.6.9: [17] 0 < g <1, a > 0 ve n bir pozitif tamsay1 olsun. Asagidaki esitlik
saglanir:

a—n+i

(1§D3£)® = (DI O = ) = 2 fr o . (1.79)
i=0 4

Yukarida verilen [0, T] arahiginda tanimli fonksiyon icin Riemann-Liouville kesirli
g-integral ve g-tiirev tanimlarmi [a, b] araliginda tanimhi fonksiyona genellestirmek igin
[17]7de yazarlar asagidaki tanimlar1 kullanmistir. Bizim calismalarimizda bu tanimlar
kullanilacagi i¢in bizde gerekli ispatlar1 burada verecegiz.

Tamm 1.6.10. (g-Oteleme (g-Shifting) Operatori): [14-171 0< g <1 ve a,m € R

olsun. g-6teleme (g-shifting) operatoru asagidaki sekilde tanimlanir:

a¢q (m) = qm + 1- Q)a (1.80)
Ayrica her k pozitif tamsayisi i¢in
a¢)c’1c (m) =, cllc_l (a¢q (m)) ve a¢c(1)(m) =m'dir. (1.81)

Bu tanimdan asagidaki 6zellikler saglanir:

Ozellikler 1.6.11: [14-17]0 < ¢ < 1,a,n,m € R ve k,j pozitif tamsayilar1 iin:
L qpf (m) = 4@k (m),
2. ok (a4 (m)) = o] (uPE(m)) = opd ™ (m),
3. 4¢q(a) = a,
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4. a¢c’;(m) —a= qk(m —a),
5.m — (p(m) = (1 - q*)(m - a),
6. m # 0 icin 4k (m) = mag (1),

7. apg(m) = op&(n) = q(m — P&~ (n)) dir.
Ispat:
1. Her k pozitif tamsayis1 i¢in 4 (m) = a® 4k (m) oldufunu matematiksel indiiksiyon
(timevarim) ile ispatlayalim.
k = 1igin y¢g(m) = 4¢,(m) = 49,1 (M) oldugu agiktr.
k =nigin ;¢7(m) = ;¢ (m) oldugu varsayalim.
k =n + 1icin (1.80)’den
oG M) = odg (apg(M)) = agn(apq(m))
=q"p(m) + (1 —qMa
=q"(gm+ (1 —-q)a)+ (1 -q"a
=q""'m+q"a—q""'a+a—-q"a
= ¢""'m+ (1 - q"*a
= qPgn+1(m).
2. 1. maddeden
2B (a04(m)) = ot (abgi(m)) = b ge(¢/m + (1= ¢)a)
=q*(¢’'m+ (1-¢’)a) + (1 — ¢¥)a
=g Im+q*a—q*a+a - q*a
=q¢"m+(1-q*")a
= a¢qj+k(m)
= g ().
Bezer sekilde aql)é (aqb('f(m)) = aql)fk(m) oldugu gosterilebilir.
3. 4¢¥q(a) = qa + (1 —q)a = a’dir.
4. opf(m) —a = 4p (M) —a=qg*m+ (1 -q"a—-a=qg*“(m-a)di
5.m— opg(m) =m — 4pk(m) =m—(¢*m+ (1 - ¢)a) = (1 — ¢*)(m — a)’dir.
6. m # 0 icgin

JBEM) = () = g*m + (1 = ¢9)a = m (q* + (1 - q*) %)
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=mag k(1) = ma k(1) dir.
7. a¢q (m) — a¢c’1€(n) = a¢q(m) - a¢qk (n) = gm + 1- Q)a - (qkn +(1 - qk)a)
= qm—qa—q*n+q*a=q(m—(¢*'n+ (1 - ¢ )

=q(m-, C’I“l(n))’dir.

Uyan 1.6.12: ,¢,(t) = qt + (1 — g)a oldugundan Tanim 1.5.11°da D, f (¢) tlirevi

PO -ft+A-a) @~ f(udg(®)
Dof D= ey T G-pt-a

ve Tanim 1.5.17’de fatf(s) adgs integrali

[F®) adgs == 0-@ Y ar @+ 1= g0)
= (1= - ) ¢"f(adn(®)

= (1=t -0 ) *f($5®)

seklinde g-6teme operatorii ile yazilabildigine dikkat ediniz.
Tamm 1.6.13.(g-Oteleme Operatoriiniin Kuvveti): [14-171 0< g <1, a,n,m € R ve

k € N icin g-operatorinin kuvveti asagidaki gibi tanimlanir:

k—1
-m® =1, m-m® = H(n — WPL(m)), kEN, (1.82)
i=0

Jn—m) = (n— a) 1_[ noobam Ly (1.83)

—ri,
i=0 T agl)g; (m)

Burada agl)gfi(m) = qPr+i(m) = q"*t'm + (1 — q¥*%)a seklinde anlasilacaktir.
Ayrica (1.82)-(1.83)’de a = 0 almirsa (1.66)-(1.67)’de verilen [0,b] arahigmdaki g-
kuvvet elde edilir.

Ozellikler 1.6.14: [14-1710< g < 1,y,a,n,m € R,n # a ve k € N igin

m-—a
1. ,(n —m)gk) =(n—a)k (n— . ;q)k,
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21—y (m__a;Q)

2. (n-m{ =m-a)| | —2E = -
R el (eaara)
_ - —a%iq)_

3. (n= o)) = (- %’d

Ispat:
k-1

1 a(n—m)gk)—l_[(n—agbq(m)) 1_[ n-— qm+(1—q)a))

i=0

:ﬁ(n_a_qi(m_a)):ﬁ(n—@(l—qi(r:__;t))

i=0 i=0

= (n—a)* 1_[(1 - ('::2)) = -0 (—rq), dir

n-— a¢ci1 (m)

—+'
i=0 n-— a¢21/ l(m)

0]

=(n—-a) —[ n—(qm+(1-q')a)
1 In—(g"*'m+ (1 -q"*)a)
i=0
1 n—a—-q(m—a)
—(n—a)
(n-a) l In—a—q"*i(m—a)
i=0
i
(n—a) rl_Tqy
=0 n—a
m-a
.4
=(n-a) (n : )°° 'dir.

(G=ravia)

3. 2. madde ve Ozellikler 1.6.11 4. maddeden
(e

ad)g(n)—a .
gy

(n= o9k ). = (= a)

(qu'q)w CH
B = e T

Acikga (1.83)’den
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i+1

) —4q ' s
( O¢q(1)) 1_[ 1— y+L+1 dir. (184)
Ayrica g-Gama fonksiyonu asagidaki gibi tanimlayabiliriz
(t-1)
( O¢q(1))
I(t) = = e "dir, t eR\{0,-1,-2,..} (1.85)

Her s,t > 0 igin g-Beta fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlanabilir:
1

B,(s,t) = fu@ D (1 — 0P (u ))“ Y (1.86)

0

[a,b] arahginda tamimli fonksiyonun Riemann-Liouville tipli kesirli g-integrali
tanimlayalim.
Tamim 1.6.15. ([a, b] Arahginda Kesirli g-integrali): [14-171a <b,0<qg <1, a =0
ve f, [a, b] araliginda sirekli bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun Riemann-Liouville

tipli kesirli g-integrali asagidaki sekilde tanimlanir:

()= @, (a=05e€ [ab) w
(wﬂ@—f()f(—ﬂugflvun%a (a>0;t € [a,b])

1-q@)t - . L (1.87)
= ( FQ)((;) a) ( a¢)cll+1(t)) )f(aﬁbcl[(t))

1-g)(t—a) o
- FZ(a) - Z — atq( a¢q(t)))( "F(a9i D). )

Bazen (,I19f)(t) = (aIg;f f(s)) (¢) seklinde yazilabilir,
Tanmm 1.6.16. ([a, b] Arah@inda Kesirli g-Tirevi): [14-171 a<b,0<q <1, a=0

ve f, [a, b] araliginda sirekli bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun Riemann-Liouville

tipli @ > 0 mertebeden kesirli g-tirevi asagidaki sekilde tanimlanir:
(aDIF)@®) = f(1)
(aDEf)®) = (DLals*F)(®), (a>0; t€[ab]) (1.88)

Burada [, a'dan biiyiik veya ona esit en kiigiik tamsayidir.
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Lemma 1.6.17: [14-17] a<b, 0<q <1, a, =0 ve f, [a, b] araliginda siirekli bir
fonksiyon olsun. Riemann-Liouville tipli kesirli g-integrali asagidaki yari-grup 6zelligini

saglar:

(s ) © = (ol (all F)) @ = (a5 F) O (1.89)

Lemma 1.6.18: [14] a< b, 0< q <1, a,8 = 0 ise her t € [a.b] i¢in asagidaki bagmnti

saglanir:
(al§(s = a)F)(®) = qug(f—;)n(t — a)fre, (1.90)
Ispat: Tamm 1.6.15, Ozellikler 1.6.11 4. madde ve Ozellikler 1.6.14 3. madde
kullanilirsa:
(alf (s —a)f)(®) = ﬁ f G ab4()), (s — P udys
LREOT (- ) (g0
= _FZ)(S)_ 2 ) - 1?::—:2((195&(1:)—@[;
_a ‘FZ)(S)‘“) qi(t — a)* 1?’;11—',2@%_@)’?
GBI
_ (1—q§§a—)a)“+ﬁiqi (1 - ol ()

i=0

o a0 (1 () (0|

1 b a—1
() fo(l Bl °¢q(s))q( )SBOqu‘

= (t— )

Iy

1 a-1
B (t_a)aﬂgl“ (@) fs(ﬁﬂ K (1 ~ 0¢q(s )) o S‘

| 0
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= (t —a)**h B,(B+1,a)

Iy (a)

1 T,(8+1r,(a)
I(a) T,(8+a+1)

LB+
L,B+a+1)

= (t— @)™+

(t — a)P*e 'dir.

Sonug 1.6.19: [14] a < b, 0<qg <1,a>0ve hert € [a,b] icin f(t) =t ve g(t) = t?

seklide tanimlanan iki fonksiyonlar olsun. O halde asagidaki baglantilar saglanir:

L (lgf () (®) =2 (¢ + ([a + 1], — 1)a),

Tg(a+2)

2. (al§9()) () = =2 (1 + @)t — @)% + 2a(t — D) + 2], + a’la + 1la +21,).

Tg(a+3)

Ispat: « > 0 ve her t € [a, b] icin, (1.69), (1.30) ve Lemmal.6.18 kullanilirsa:
L(olEf()) (®) = (ol§ $)(®)

= (alff s—a+ a)(t)

= Jf (s —a)' + a f (s —a)°
. LA+
T ,0+a+1)

_ L@
"~ Ta+2)

r,(0+1)
[(O+a+1)

I, (D
[(a+1)
-9tV 1-9©9 1

Q-9  @-g° 1 ©

1—qt 1—
I,(2) =T,(1+1) = [1],,(1) = 1_‘; I,(1) =1_Z><1=1.

I(a+2) =[a+1],;(a+1)dir.

(t—a)™ +a (t — @)t

(t—a)*1+a (t — a)® 'dir.

L =r,@® =

Dolays1yla

(t—a)*1 +a (t—a)*

1 1
(ol $)(®) = ,(a+2) L@+ 1)
_ (t-a)®
"~ Ta+2)
_ (t-a)®
"~ Ta+2)

((t—a) +ala+1],)

(t + ([a + 1], - 1)a) 'dir.
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2(al9()) (© = (ul s)®
= (alff (s —a)? + 2as — a?)(t)
= Jf (s —a)* +2a,1§ s —a® 1§ (s —a)°

I,(2+1) (t — a)”

“TL2iatD (t—a)*** + ZaW(t + ([a+ 1], —1)a)

L LO+D
~Crorar D¢
[,(3) (t - )"

= m(t — a)z"‘“ + Zam(t + ([a + 1]q — 1)a)

, (D) .
—a ﬁ(t—a) dir.

2

1-gq

r,(3) =T,2+ 1) = [2],1;(2) = LA)=(1+q)x1=1+g.

1-q
[(a+3) =[a+2],(a+2)= [a+2];[a+ 1], (a + 1) dir.
Dolaysiyla
a o2 = 1+q 2+« (t_a)a
(alq S )(t) —m(t—a) +2am((t—a)+a[a+1]q)
2 1 a
LarD @
_-a” g 242 2], + 2a%[a + 1 2
_m(( + @)t — a)? + 2a(t — @)[a + 2], + 2a?[a + 1], [a + 2],
— a?[a+1]g[a +2],)
_-a” g 242 2 2[a + 1 2
_m(( +)(t — @)% + 2a(t — D) + 2], + a?[a + 1yl + 2],).

Lemma 1.6.20: [17] a<b, 0 < g <1 ve f fonksiyonu [a,b] araliginda g-integral-
lenebilir olsun. O halde a > 0 ve her t € [a, b] igin asagidaki esitlik saglanir:

(oD JIEF)(©® = f(©) 'dir. (1.91)
Ispat: Eger a =nven € N ise ,DF = ,D? Tanim1.5.11 de verilen g-tlrevin n. kuvveti
olmak (izere (1.89) (aDZIlaIZIlf)(t) = f(t) oldugu agiktir. @ > 0 sayis1 bir n € N i¢gin
n—1<a<mnise Tanim 1.6.16 ve Lemma 1.6.17°den her t € [a, b] igin

(D l§ F)(® = (D ulf™*l§ f) () = (D ul§ £)(®) = £(1)'dir.
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Lemma 1.6.21: [17] a< b, 0 < g <1 olsun. O halde her t,s € [a, b] i¢in asagidaki
esitlikler saglanir:

1. iDg o(t — ) = (¢t — @)[aly ot — )Y,
2. 3Dq alt =) = ~(t = @)laly [t~ by ()

Burada (D, ifadesi i degiskenine gore g-tiirevi gsterir.
Ispat: Ozellikler 1.6.11 7. madde ve Uyar1 1.6.12 kullanilirsa:

ot =9 = (ag(®) =5) "
1-q9)(t-a)

(t_a)a d ott ad’q(ls) _(ad)q(t) _a) 1—[ a¢q(f) a¢q(5)

1. (D, o(t =) =

_ a®ZHi(s) =0 q(H)—qdZHi(s)
Q-pt-a)
- t-apf(s) a(t=a9lf ()
_ (t a) l 07 ¢g+i(s) a(t a)a l 0 a(t- ¢g_1+i(s))
1-pt-a)
_ o t=a®4(s) _ o _t=agl(s)
B (t a)a L 0 t— ¢g+i(s) a(t a)a l 0 t— ¢g_1+i(5)
1-pt-a)
t—a®§(s) t—a®§(s)
(t = a9p§ () 12 oﬁ q*(t — agpq* (D)1 oﬁ
= 1 1 (t —a)*
1-p-a)
I O Rl M G 7 O) PR ﬁ t— a4 (s)
1-q L Lt — g7 (s)
_t—(@* s+ (1 -q"Na) —q*(t—(g s+ (1 1)a)) _ syl
1-q
t—q“‘ls—a+q“‘1a—q“<t—(5+(1—l)a)>
_ q q (t — 5)@D
1-q
t _ -1 _ + a-—1 Y/ 4 qf—(5+(q—1)a)
_ @ Ss—avq a—q ( q ) a(t—S)(a_l)
1—¢q a
t—q* 's—a+q*ta—q* (gt —s—qa+a) -
- = ot — )Y

_t- q* ls—a+q*ta—q%t+q* s+ q% —q* ta (@-1)
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t—a—q%t+q% _
= T4 a(t—s)g“ 2

¢4

1
=(t—-a) T

a(t - S)Ela_l)

= (t — )al, ot — )V dir.

£(s) = f(aq(s))
Q-G —-a)
@

2. 5Dy o(t =) =

at=)g” = (6 =0ty (9)]
1-¢9G-a)

_ a a¢q(5) _ a a¢q(a¢q(5))
(t a) l Ot ¢0(+l( ) (t a) l Ot ¢g+l(a¢q(s))
1-¢9G-a)

oS t_ad’zi](s) 0 a¢q(a¢q(s))

3 i=0 t_a(p“"'i(s) — =0 ad’gﬂ(a‘pq(s)) ( a)a
1-9G-a)

. a s) a a s)
(t —s) 12 e ¢g¢q1(+l((pq¢(, ()S)) (t ~ a®q (S)) [T t— ¢‘?ql(“?;¢(>q()s))
1-q)(s—a)

=)= (t=ad®) . Tt~ afi(ae()
S 0-9G-a (t=a) nt— a1+ (. (5))

a a( )_ a—1
e e (RN R NO)

_q%+(1—-q%)a-s
1-g)(s—-a)

(@ -g%)(a-5s)
RGO t-a) (t —a¢>q(s))

= —(t—a)[a]q ( _a¢q( ))

(t—a)*

(a-1)

(t=a) (¢ = by (),

(a-1)

(a— 1)

Lemma 1.6.22: [17] a < b, 0 < q < 1, p bir pozitif tamsay1 ve a > 0 olsun. O halde her
t € [a, b] igin asagidaki esitlik saglanir:

-1
b (t _ a)a—p+k

=0Fq(a+k—p+1)a

(d&aDEF)@®) = (WDFIEF)(@®) — DEf(a)'dir.  (1.92)
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Teorem 1.6.23. (Kesirli g-Holder Esitsizligi):[14] a < b, 0 < q < 1, p,7 > 1, %+§ =1

ve @ > 0 olsun. O halde her t € [a, b] i¢in asagidaki esitsizligi saglanir:

1

(LS ONgON® < ((WEFOP)O ) ((WIglgDIN@) "dir.  (1.93)
Ispat: Tanim 1.6.15 ve Teorem 1.2.8 (Holder esitsizligi) kullanilirsa:
(IS DNg)®)

1 : a—1
Iy (@) fa(t - a¢q(s)); 1FNg()] adgs

a

(1_ )(t_ )oo [ i a-1 ; .
B FZ@ : "la(t‘a%“(t))f, 1£ (85 ©)] 90l ®)]

i=0

1-t-a) . Y 4 V.,
- FZ(a) aza(t—a(l’fzﬂ(t)); '(@)?1f (i )] (4719 (ot )]

1-qt-a)x . AV 1 SN a
- FZ(a) aza(t—a(l’fzﬂ(t)); (@)1 (b )] (97| g (a0l ©)]

1

(1_ )(t_ )oo [ i a—-1 , p
S( FZ(a) a' qla(t—a(bé“(t)); )If(a¢>§,(t))|”>
(1_ )(t_ )oo [ i a-1 . r %
x( FZ(a) - ' qla(t—a%“(t)); )Ig(a¢£,(t))|>

1 3 a—1 ’
_ (Fq | =@ I d)

1

1 t a—1 v

a

- ((IFOPOY ((ElgI©) i

Ayrica Kesirli g-Holder esitsizliginin bir sonucu olan kesirli g-Power Mean esitsizligi
de asagidaki gibi ifade edilir.
Sonug 1.6.24. (Kesirli g-Power Mean Esitsizligi): a < b, 0<g<1l,r=>1ve a >0

olsun. O halde her t € [a, b] i¢in asagidaki esitsizligi saglanir:
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(W OIgON® < (WEFON®) T (e ©lg@IN®) ‘dir.(1.94)

Teorem 1.6.25. (1. Kesirli g-Hermite-Hadamard Esitsizligi): [14] a < b, 0 < g < 1,
a>0 ve f:[a,b] > R konveks ve siirekli bir fonksiyon olsun. O halde asagidaki

esitsizlik saglanir:

2 a+b
rq(a+1)f< 2 ) G —aye alif(a+b - S))(b)—(b e (alf () ()

< m(([a + 11— 1)f(@) + £ (b)) dir. (1.95)



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Riemann-Liouville Kesirli Kuantum Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu bolimde Teoreml1.6.25’te verilen Kesirli g-Hermite-Hadamard esitsizliginden
daha uygun formda olan yeni bir kesirli g-Hermite-Hadamard esitsizligi verilecektir.
Teorem 2.1.1. (2. Kesirli g-Hermite-Hadamard Esitsizligi): a < b, 0<qg <1, a >0
ve f:[a,b] > R konveks ve sirekli bir fonksiyon olsun. O halde asagidaki esitsizlik
saglanir:

(([a +1], - 1)a + b) - [q(a+1)
[a + 1], — (b—a)~

([a+1]q—1)a+b
[a+1]q

(e + 1], = 1)f (@) + f(b)

(al§f)(b) < EESIP

(2.1)

Ispat: Oncelikle € (a, b) oldugu gosterilmelidir. « > 0 ve 0 < g < 1 icin

qa+1 < q

oldugundan
1—-q*1>1-¢q
_ qa+1

ﬁ > 1 'dir.

[a +1], =
O halde a < b oldugundan
[a+1]a<[a+1]ja—a+b
[a +1],a < ([a + 1], - 1)a +b
([a+1]q—1)a+b, _

[a+1], (2.2)
Ote yandan [« + 1], — 1 > 0 oldugundan
(la+1],-1a< ([a+1],—1)b
([a +1], - 1)a <la+1],b—D
([a +1], - 1)a +b<[a+1]sb
(la+lg—1ath ... (2.3)

[a + 1],
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([a+1]q 1)a+b

O halde (2.2) ve (2.3)’ten =—— 1l

€ (a, b)’dir. f fonksiyonu [a, b] araliginda

([a+1]q—1)a+b

konveks oldugundan Teorem 1.2.7°den f’nin
[a+1]q

€ (a,b) noktasinda destek

dogrusu vardir. Tanim 1.2.6°dan her x € [a, b] ve

m e [f <([a+1]q—1)a+b) £l <([a+1]q—1)a+b)] icin

[a+1]q [a+1]q

B ([a+1] —1)a+b ([a+1 —1)a+b
A(x)‘f( CESIP >+m(x o+ 1],

Ote yandan her t € [0,1] icin (1 —t)a + tb € [a, b]’dir. O halde her t € [0,1] ve
m e [f_’ <([a+1]q—1)a+b)'f-|{ <([a+1]q—1)a+b)] I(;In

) < f(x)'dir. (2.4)

[a+1]q [a+1]q
E ([a + 1], 1)a +b
A((1—t)a +tb) —f< [a+1]q )

([a+1 1)a+b
[a + 1],

+m| (1—t)a+th— < £((1 = t)a + tb) dir, (2.5)

Diger taraftan (1.67) ve (1.68)’den her a > 0 igcin T ,(a) >0, [(a+1) >0 ve

F‘II,(O(H;) > 0 oldugu agiktir. Ayrica (1.75)ten her t € [0,1] icin
q
+ 00 ,
(a-1) _ _ B 1—tq't?! .
( 0¢q( ))Of qt)(a D=1« 1| |Tq““ > 0'dir.
i=0

O halde F‘;(O(H)l) (1- O¢q(t));a_1)>0’dir. (2.5) esitsizliginin  her iki yan1

F‘I{(O(t:;)l) (1- o¢q(t))qa_ ile garpilip @ > 0 igin t’ye gore [0,1] araliginda g-integrali

alinirsa:
L(a+1) [ s
quTOfO(l - 0¢q(t))q A((l —t)a + tb) Odqt
[,(a+1) g (@-1) N
qquOfo(l —opq(®), (1 —t)a+tb) oyt dir. (2.6)

[Ik olarak esitsizligin sol tarafindaki integrali hesaplayalim:

L(a+1) [ s
quTOfO(l - 0¢q(t))q A((l —ta+ tb)odqt
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[a + 1]

f(([a+1 —1)a+b>

1
[(a+1)

= (1 - og (),
() Ofo a +m<(1—t)a+tb ([a+1],—1)a+b

=

[a + 1],

ra+1) (([a+1],-1)a+b -
Iy (@) f( [a+1 )f (1- o¢q(t))

a a-1
I, () Ofo(l - o¢q(t)); )(1 —t) odgt

1

f 0¢q(t))( 1) t odgt

1 ([a+1 —1)a+b “
T,@ [a + 1], f(l 0¢q (),

+I,(a + Dm

Diger taraftan n") = n¥, (n — m)©® = 1, (1.68), (1.72) ve (1.86)’dan
1

1
| (1= a@)y gt = [ €@ (1= o, @) dyt
0

0

1
*- [, (DI (a)
t1-1 (1 = (a-1) _ _ L (@)
Of ( 0Pq (¢ )) odqt = By(1, @) Lt a
Ayrica
1 — g)2-D 1-©® 1
Fq(l):( q) — =( q) =-—=1
A-  (A-¢° 1
oldugundan

1
(a-1) [, (a
1 — opg(t d,t = 'dir.
fO( 0¢q( ))q 0lq Fq(l n a) dir
0

Ote yandan

f (1= o9 @) et = [ 2 (10, 0)

ft(l) (1= odq(t ))(a v ft(z 1) (1 _ ¢q(t))(a 2

t

. (2.7)

(2.8)
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I, (2)T,(a)
[[2Q+a)

Ayrica (1.30) ve (1.69)’dan (I;(1) = 1 oldugundan)

=B,(2,a) =

1-q¢* 1-—q
l“q(l)z1 = =

=14

I,(2) =[1],
oldugundan

()
[[(2+a)

1
f (- ot (t));“‘“ todyt = 'dir. (2.9)
0

Agikca (2.8) ve (2.9)’dan
f e 0Be (), (1= 1) ot = By(1,0) = B,(2,@)
Iy (a) I (a)

“T,(0+a) ,2+a)
O halde (2.7)’da (2.8),(2.9) ve (2.10) kullanilirsa

"dir. (2.10)

La+1) [ (@)
qu(a) Ofo(l — Oql)q(t))q A((1 — a + th) od4t

()
I[(1+a)

F(a+1) (([a +1],

— 1)a + b)
()

[a+1]

I/ F?a)

+I,(a + Dm I

1 (

()
(F 1+a)

b

()
[,(2+ a))

I, (a)

+F(a)F(1+a)
[a + 1], —1)a+b

()

T,

[a+1

I[((1+a)

f(([a+ 1],

[a+1]

— 1)a+b>

+I,(a + Dm |

I/ (F 1+ a) F(2+a)>

b
F(1+a)

I
I
I
([a+1 —1)a+b )

T2 +a)=[1+a],

[a + 1],

[;(1 + @) oldugundan)

I[(1+a)

|
)
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[a + 1],

f(([a +1],— 1)a+ b)

B ([a+1], - 1)a N b \
a r,(2 + ) r,(1+a)
+I,(a + Dm
([a +1], - 1)a +b
i [ + 1]  (1+a) |
([a+1 —1)a+b i
=/ o+ 1], ir
Ikinci olarak (2.6)’nin sag tarafindaki integrali hesaplayalim. Uyar1 1.6.12°den
La+1) [
a+ .
1 f (1- Oql)q(t))( 1)f((l —t)a+th) od,t
Fq(a) J 0 q
B [(a+1)

()

1-¢9)(1-0)

<) @' (1= oa (o)), F (1 = o0h(1)a+ o4 (1)b)

B [(a+1)
- @

1- q)z q* (1 0¢clz+1(1))(a ] ((1 —q')a+ qib)

Ozellikler 1.6.11 1. madde, Ozellikler 1.6.14 3. madde ve (1.80)'den

(ql“ q).,

— Fq(a + 1) N i a-1
- A=) ) ' 0= 0 e (w04 )

Iy (a)
= Fqg‘(;)l) Q)Z (qla- 11:(131)) 5 q) oof oty ()
=EZ(TZ>? (1- Fc?((b)— a)z b )(")) RACAIO)
_ E;fﬁ . )f} (4 ‘F")(Ef)‘ 2 Z @' (b= atit®)," " Flai (1) )
B et 0o 0.t
Eb(a +)i) ((a 19f) (b)) 'dir.

O halde (2.6), (2.11) ve (2.12)’den

)
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([a+1]g—1)a+b\ Tqla+1), .
f( CESIP ) < (qb —e (o12f)(b)'dir. (2.13)

Diger taraftan f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks oldugundan (1.1)’den her
t € [0,1] igin

f(A=ta+th) < (1 -0)f(a) + tf(b) dir. (2.14)
(2.14) esitsizliginin her iki yani q(aﬂ) ( — oPq (t));a_l) ile garpilip @ > 0 i¢in
t’ye gore [0,1] araliginda g-integrali alinirsa:

L(a+1) [ .
qu(Ol) Ofo(l — 0¢q(t))q f((l —ta+ tb) Odqt

I[,(a+1) g (a-1) iy
ql“q(a) Ofo(l - 0¢q(t))q (1 =0f(a) + tf (D)) o4t dir. (2.15)

Ayrica (2.9) ve (2.10)’dan

L(a+1) [ -

qrq(a) Ofo(l ~ o (t))q (1= 0Of(a) + tf(B)) odyt
Ta+ D) ; y
-t Dl f (1= g @) 0 -0 oyt

+f(b)f (1 - 0¢q(t))(a Y odqt‘

I (a+1) () I (a) I, (a)
=L@ [f(“) (rq(1 o) T2+ a)> O

T,(x+1) T,(a) I, (a)
=@ [f(a)( : :

- + f(h) 2@
La+o Oradndro) ' Phirarnaro

1
=[f(a)<1——[1+ ]>+f()[1+ ]]
_(lat+t-D)f@+f®),

(ot 1] (2.16)
O halde (2.12), (2.15) ve (2.16)’dan
r(b(a +1) D (12 f)b) < ([a + 11, - 1)f(a) + f(b) 217)

[a + 1],
Son olarak (2.13) ve (2.17)’den (2.1) elde edilir.
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Sonug 2.1.2: Teorem 2.1.1°de asagidaki sonuclar elde edilir:
1. « = 1 alinirsa Teorem 1.5.25 elde edilir,
2.q — 17 limit aliirsa Teorem 1.4.8 elde edilir,

3.a=1veq— 1" limit alinirsa Teorem 1.2.3 elde edilir.

Ispat:
1. @ = 1 alinirsa (1.30), (1.82) ve (1.87)’den
1 _ 42
la + 1], = [2], = T _c; =1+ q'dir.
1-¢q' 1-q_ .
I(a+1) =T,(2) =[1],I,(1) = - =7= a = 1'dir.
b
1 1-1
(aar)®) = 535 f (b= by, F(S)adys
b b
(0 ' s
= fa(b — aqbq(s))q f(8)adgs = ff(s)adqs dir.

O halde (2.1)’de (2.18), (2.19) ve (2.20) kullanilirsa

1+gq 1+¢

b
f(qa-}_b)gbiaff(s)adqssw

elde edilir.

2.q — 17 limit alinirsa

0
1-q*10  —(a+1)q”
lim [a + 1], = lim ¢ 2 lim (—)q =a + 1'dir
q-1" -1~ 1—gq q-1" -
(2.70)’ten

lim Iy(a + 1) = T'(a + 1)'dir.
q-1"

(1.76), Ozellikler 1.6.11 4. madde ve Ozellikler 1.6.14 2. madde’den

a¢q(5)_a
_ ;4
(a-1) _ llql_ (b—a)“‘l ( b-a )oo
q—)

lim (b — agbq(s))

q-1"¢g q (ad)Z(_Si—a qa—l; q)oo
= a-17p; (Eq; q)oo _ w1 s — qra-1
=b-a)*llim ——== =(b—aq) (1_b_a)

(),

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)
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b—S a-1

~ -0 (=) =®-9 i (2.23)

(136)’dan

b

b
qligl_ff(t) dqtsz(t) dt

oldugundan (1.33) ve (1.41)’den

b +00
Jim [ 70t = Jim (1= @6 =) a7+ (1 =)
= (b-@lim(1-9) ) ¢"f(@"b+ 1)
s n=0
=(b— a)qli_gl_off(tb + (1 —t)a) (d,t

1 b
=(b—a) f f(tb+ (1—t)a)dt = ff(t) dt 'dir. (2.24)

(1.14), (1.70), (1.87), (2.23) ve (2.24)’den

(a-1)
q

b
1
lm (570 = fim s [ (b= g (00) ™ FOads

1

b
- af (b — $)%1£(s)ds = (&, £)(b) 'dir. (2.25)

O halde (2.21), (2.22) ve (2.25)’ten

aa+by T(@+1) af(a) + f(b) , ..
<oz+1)S(b—a)"‘(]‘”f)(b)S a+1 dir.

elde edilir.

3. 1. madde’de g — 1~ limit alinirsa f siirekli oldugundan (2.24)’den

<a+b

b
1 b
2 )Sb_aff(x)dxgw,din
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2.2. Riemann-Liouville Kesirli Kuantum Trapezoid Tipli Integral Esitsizlikler

Bu bolimde Riemann-Liouville kesirli g- Trapezoid tipli esitsizlikler incelenecektir.
Bunun i¢in asagidaki esitlikten faydalanilacaktir.
Lemma 2.21: a >0, a<b, 0<qg<1ve f:[ab]— R surekli ve (a,b)’de g-
tirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger,D,f, (a, b) araliginda strekli g-integrallenebilir

ise asagidaki esitlik saglanir:

Fla+1) ([ + 11, — 1)f (@) + ()
b=y W =,
“lat f]qf [a +1], 0¢q(t));“) _ 1) oDy f((1 = t)a + th)yd,t. (2.26)

0

Ispat: Teorem 1.5.20 1. madde’den [0,1] arahigindaki g-integrali lineer oldugunda

(2.26) esitligin sag tarafindaki g-integral goz oniine almirsa:
1

f (e + 11, (1= o), - 1) aDaf (1 = D+ th)odyt

0

b—a
[a + 1]

q

=(b—-a) fo(l = Oql)q(t));a) oDy f((1—)a+th)d,t
b _ 1
—ﬁ Of oDy f (1 —t)a + th),d,t dir. (2.27)

(2.27)’deki g-integralleri hesaplamak i¢in Tanim 1.5.11°den faydalanirsa:

K= (b— a)f (1= 0bg(0).” Do f (1 = Da + th)odyt

@ f((1=0a+tb) - f(q((1—)a+th) + (1 - q)a)
(1—q)((1—t)a+tb—a) dq

—(b—a>f(1—o¢q(>)

@ f((A=ta+th)— f((1—qt)a+ qtb) iy

—(b—a)f (1-0¢q®), I-b-ar ot

g o f((l=ta+th (1—-gqgt)a + qtb
:f0(1—0¢q(t));)f( - ()1_fq()t Da+ath) o

0
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o fll—t)a+tb
q)f (1 O¢q(t))( . f( ta )Odqt

@ f((1=qt)a+qth)
odg
t

1- t
e f (1~ o4 ()’
(Burada Tanim 1.6.15 kullanilirsa)

@ f (L= i (D)a+ o (1)
o0 (1)

! o rrey@ f (L= 400G (D)a + qopy (VD)
e 1-9q) ZO: qt (1— oo} (1))q ey

A=) q' (1- o' (D)]

@ f ((1 —q')a+ qlb)
ql

Z @' (1= o),

@ f ((1 _ qi+1)a + qi+1b)
qi

q' (1 - o¢$,+1(1))

s IMs EMS ;

(1-oti ()7 £ ((1-a)a+q'b)

0

_Zo(l _ O¢cil+1(1));“) f ((1 _ qi+1)a + qi+1b)

(Burada Ozellikler 1.6.14 3. madde kullanilirsa)

(SZHTL),)f((l— Ya+q'b)

- (¢7%5q),

(qa+1+1 S f((l . l+1)a+qi+1b)

(Burada Tanim 1.6.4 kullanilirsa)

= Z 1 OEZ _ ZJ)ra+L+1) f ((1 —q )a + qlb)

Dt (0

= Z(l — q+) 1_[;?__1((‘11 qn)+a+l+1) f ((1 —gq')a + qib)




Sa-
D)
DY

(1-4q

—l)mf

(ql+2 q)
(qa+i+1. q)oo
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1(1 qn+1+1)

(qa+1+1

a+i (qH'l q)
)l‘[:{? 0(1 qn+a+1) f

gi*1) [T ((1 —q*t)a+ qi“b)

((1 q )a + qlb)

. © 1 qn+1+2 i1 i1
) (qg‘““ ) ((1 —4q )a +q b)
)(qaﬂ o = f((1-q)a+q'b)
(ql+2 q)

((1 ql+1)a + ql+1b)

(ql+1 q)
(qa+1 q)

f ((1 q )a + qlb)

f((1=gq"*)a+qi*ib)

Z s EZ““ Zg f ((1 q )a + qlb)
__Z - (§Z+l+1q)) f ((1 q")a+ qlﬂb)
oo (q1+1; q)oo l i (q1+2 )
) [; (q**E @) F((@-qYa+a'h) T @, F((-
Z anEZ‘”l—Zg f((l q')a+ qlb)
_Z q Eqaﬂ Zg f((l q )a + qlb)

(ql+1

i[>

(qa+1 q)

q) ( l+2

(qa+1+1 q)oo

f (1 q)a+qlb z

i=

ql+1)a + ql+1b)]

(1 ql+1)a + ql+1b)]
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< a+i (q”‘l q) i i -
2;q @ . (@—ﬂ)a+qb)
e l( i+1. q) l
_i=0q(a+1 q) f((l—q)a+qb)
R

v [@ Do ~ (@ Qo e i1
—Lll l(“ @a . T~ G, o) f(A-q"Na+q b)”

z g+ (g™ Q) f ((1 —g')a+ qlb)-

S (@ 9w
|2 gy £ (0~

(q 7)o
(@% Qoo fb)

_ @ Dw (0, 9)o
- l(qa_q)w f(b) (O )oo f(a)l

i=

+

Z anEZ;“—Zg F((1=q)a+ qlb)

1=0

|- o g £ (- s )

CHMS

b
@ . P -
(Burada Tanim 1.6.4’ten (0; q) o, = 1 oldugu agiktir)

q*"q . .
=—f(a) — z ““( pre qg f (1—ql)a+qlb)

+

© l+1 q) l

ZO a+L q) f(l—q)a+qb)

(ql+1 q)
a+L q)

(ql+1 q)
(qa+1 q)

= —f@)+0- “>Zq (1= gq")a+aqp)

= —f(@ + [aly( q)zq f((1=a"a+q')
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~ [a]Tq(0) (1 — @)(b — a) al@”lﬂ l
=—f(a) + (bq_qa)a ( Iy (@) z —a) 7% @), f((1 —q')a+q b)>
(2.12) (@t 1)

[ 1
= —f@ + e (WEP)®)

Simdi (2.27)’deki 2. g-integrali hesaplayalim. Tanim 1.5.7 ve Tanim 1.5.11

kullanilirsa:
1

b —
K, = ﬁof oDy f((1—t)a+th)yd,t

(Burada (1.40) kullanilirsa)

(b —a)(1—q) f((l —t)a + tb) f(q((l —t)a+ tb) +(1-— q)a)
1—qett (1—q)((1—t)a+tb—a) dgt

0

(b —a)(1—q) f((l —ta+ tb) f((l —qt)a + qtb)
1— g%t ) 1-qb—-at

odqt

_ 1 ff((l—t)a+tb)—f((1—qt)a+qtb) gt
1—gatt

t 0%a

B 1 - 1f((1—1:)a+1:b) 1f((l—qt)a+q1:b)
1= gatl f t Odqt _f " Odqt

0]

— — 'h ® — l+1 i+1}
1—gq quf (1 q)a+q quf (1 )a+q )}

= 1 _qa+1

L= i=0

" a : 1], ((1 —a)at qlb Zf ((1 —q"*)a+ qi“b)]
= [a -: 1]q 7111—I>Ic}o [Zf ((1 - qi)a + qib) — Zf ((1 _ qi+1)a + qi+1b)”
- ey lim I (A~ o)
_f®)—fla), .
la + 1], '

(2.27)’de K; ve K, yerine yazilirsa
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—a f (o + 1], Oql)q(t));a) - 1) Dof (1= Da + th)odyt
a 0

F( +1) (b) - f(a)
+ La((algf)(b)) = %

(la+1]g - Df @ +fB),
[a + 1],

Sonug 2.2.2: Lemma 2.2.1°de asagidaki sonuglar elde edilir:
1. a = 1 alinirsa Lemma 1.5.26 elde edilir,
2.q — 17 limit alinirsa Lemma 1.4.9 elde edilir,
3.a=1veq— 1" limit alinirsa Lemma 1.3.1 elde edilir.
Ispat:
1. Sonug 2.1.2 1. madde’den (2.26) nin sol tarafi

qf (a) + f(b)
1+¢

b
1
mf f(t) qdgt -
a
oldugu agiktirr. [2],=1+q, (1- Ogbq(t));l) = o(1-— qt)gl) =1—gqt oldugu goz
0

Oniine aliirsa

qf (a) + f(b)

b
1
b_aff(t)adqt_ 1+q
a

(b—)

f((l +@)(1—qt) — 1) Dy f((1 — )a + th)d,t

Q(b — )f(1— (1+ @)t) oDy f (1 = Oa + th) od,t.

2. Sonug 2.1.2 2. madde’den (2.26) nin sol tarafi

I'(a+1) af(a) + f(b)
( )a (]a+f)( ) a—H

oldugu agiktir. Diger taraftan (2.21)’den

111{1_[0{ + 1], = a + 1'dir.
q—)

Ayrica (2.23)’ten
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lim (1 — o9q (t))(a)

al3;
lim — t)* 'dir.
oldugu g6z oniine alinirsa (1.36)’dan

T(a+1) af(a) + f(b)
B—a)® U& ) b) — o+l

_ b;+a1f((“ 1)1 -0 1) (1 - Da + th)dt.

Burada u = 1 — t doniisiimii yapilirsa

af@+f(B) T@+1D)
a+1 _( _ )a(]a+f)(b)

a+1](1_(a+1)u“)f(ua+(1—u)b)du

3. 1. madde’de q — 1~ limit alinirsa (1.36) ve (2.24)’den ve
aDof(1—8)a+tb - f'((1—t)a+th) olup

b
. i aff(t) AC) ;'f(b) ® - a)f(l —2t) f'((1 = t)a + th)dt.
Burada u = 1 — t doniisiimii yapilirsa
b 1
f(a) -zl‘f(b) - i aff(x)dx — b%af@ —2u)f'(ua + (1 — w)b)du.

Teorem 2.2.3: a >0,a<b,0<q <1, f:[a b] » R surekli, (a, b)’de g-tirevlenebilir
bir fonksiyon ve ,D,f, (a,b) araliginda siirekli g-integrallenebilir olsun. Eger |,D,f|,
[a,b] arahiginda konveks ise asagidaki Riemann-Liouville kesirli g- Trapezoid tipli
esitsizlik saglanir:

F((x+)

Lot D) f)(b)_([aﬂ ~ 1)f (@) + f(b)
b—a)*

[a + 1],

b —
< [T“ aDof (@M, + | oDy f (b)|M,], (2.28)

burada

1

M, =f|[a+1]q (1 oqbq(t))(“) —1|(1—t)odqt,

0
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1

M, :f|[a+1]q (1 quq(t))

0

@ _ 1|t d,t dir.

Ispat: Lemma 2.2.1, |aDq f|'nin [a,b] araligimda konveksligi ve (1.53) kullanilirsa:

r (a+ n, ([e + 11, — 1)f (@) + f(b)
( : f)(b) B [a + 1]q
b—a | .
= [a+f]qf<[a+ 1, ( oqbq(t))fl) ) of (1= 0a+th)yd,t

b—a [ «
< a+f] Of|<[a+1]q 0(1—0¢q(t));)—1) oDof (1 = )a + th)|odyt

S GEREE (e

Cb-a -|aqu(a)| Of |<[a +1l, (1- od)q(t));“) _ 1)| 1- t)odqt-
[a +1], +|aqu(b)| f |<[a +1], 0(1 _ quq(t));a) B 1) odat
b

—a
= 17, laPaf @M + [ Dy f (B)|M,] i
q

Sonug 2.2.4: Teorem 2.2.3’de asagidaki sonuglar elde edilir:
1. @ = 1 alinirsa Teorem 1.5.30 elde edilir,
2.q = 17 limit alinirsa Teorem 1.4.10 elde edilir,
3.a=1veq— 17 limit alinirsa Teorem 1.3.2 elde edilir.
Ispat:
1. Sonug 2.1.2 1. madde’den (2.28)’in sol tarafi

qf (a) + f(b)

b
1
] HCR I e
a

oldugu agiktir. Ayrica (1.51)’den

1

M, =f|(1+q) (1—qt)—1|(1—t)odqt=qf|1—(1+q)t|(1—t)odqt

0
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_ q*(1+3¢* +2¢%)
T (A+qg+q¢)A+9g)?
(1.49)’dan

'dir.

1

M, =qf|1—(1+q)t|t0dqt=

0

O halde

q*(1+4q +q*)

'dir.
1+qg+q)(A+q)3 o

b
1 qf (a) + f(b)
pa) T atet T

b—al q?(1+3q%+ 2q3) q*(1+4q + q?)
“1+q|(A+q+qH)(A+q)3 1+qg+q>)(A+q)3

2. Sonug 2.1.2 2. madde’den (2.28) nin sol tarafi

T(a+1) af(a) + f(b)
(b 0@ U+ f)b) — T

oldugu agiktir. Diger taraftan

|aDaf D).

|aDof (@) +

M1=f|(a+1)(1—t)“—1|(1—t)dt=fl(a+1)u“—1|udu

1

\/F
f A-(e+Du®udu+ f((a+1)u —1)udu

=Ty (a) + T3(a)

Ya+1

MZ=f|(a+1)(1—t)“—1|tdt=fl(a+1)u“—1|(1—u)du

f A-(e+Du®H(1 —u)du+ f((a+1)u —1)(1—u)du

0

\/F
= Tp(a) + Ty(a).
Agik olarak ,D,f(a) — f'(a) ve ,D,f(b) — f'(b) olup

af(a)+f(b)_l“(a+1)(] e )‘ lTl(a)If (@] + Ta ()| (b))
a+1 (b—a) ¥* a+1[+T3(@)If (@) + T (a)|f (b))

elde edilir.
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3. 1. madde’de g — 1~ limit alnrsa (1.36) ve (2.24)’den, ,D,f(a) - f'(a) ve

aDqf (b) = f'(b) olup

fl@+f®) _Gb-alf @l +1f'®BD

b
1
—b—aff(t)dt_ >

elde edilir.

8

Teorem 2.25: a >0,a<b,0<q <1, f:[a b] - R surekli, (a, b)’de g-turevlenebilir

bir fonksiyon ve ,D,f, (a, b) araliginda siirekli g-integrallenebilir olsun. Eger r > 1 igin

| qu| [a, b] araliginda konveks ise agagidaki Riemann-Liouville kesirli g- Trapezoid

tipli esitsizlik saglanir:

Fg(a+1) N ([a+1 1)f(a)+f(b)
)a ( qu)(b)_ [a+1]q
i —
= M
" [a+1],

burada M; ve M, 2.2.3 Teorem deki katsayilar ve
1

M; = f |[05 + 1], 0(1 - o¢q(t));a) -1

0

M, 7 [My] Do f @)+ My oD D) T

odqt.

’

J

(2.29)

Ispat: Lemma 2.2.1, |aqu|r’nin [a, b] araliginda konveksligi, g-Power Mean esitsizligi

ve (1.53) kullanilirsa:

[q(o+ )( 1))

([a + 11, —1)f (@) + f(b)

[a+ 1],

b — g «
= ! f([a+1] (1 Ogbq(t))() )aqu((l—t)a+tb)0dqt

b—a
~ a + 1]

q

x ~f|<[a+1]q0(1--0¢q(z:));‘”-—1)

<! f|([a+1] (1 o)~ 1)

Ofl (la+ 11, (1= 09e©)” -1)

!
-

odgt

Dof (1= )a+th)| odgt

oDof (1 = )a + th)|odyt

SR
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1

<zl 1ol )

0

|oDof (@] (1
+| Dy f (B)|

— t)
rt lodqt

b -|“qu @f f 1o+ 11, (1= o0 @) = 1)] L~ D0t
o +|aqu(b)|rf |<[a +1], ( O¢q(t))(“) ) Eodyt
b—a

1-2 - . %' |
- [a+1]qM3 "[My|aDgf (@] + My|aDgf (b)| ] dir,

Sonug 2.2.6: Teorem 2.2.5’te asagidaki sonuglar elde edilir:
1. @ = 1 alinirsa Teorem 1.5.31 elde edilir,
2.q — 17 limit alinirsa Teorem 1.4.11 elde edilir,
3.a=1veq— 1" limit alinirsa Teorem 1.3.4 elde edilir.
Ispat:
1. Sonug 2.1.2 1. madde’den (2.29)’in sol tarafi

qf (a) + f(b)

b
1
mff(t)adqt_ T+q

a

oldugu agiktir. Ayrica (1.50)’den

2

2q
M3=f|(1+q)(1—qt)—1|Odqt=qf|1—(1+q)t|adqt=(1+q)z:

q*(1+ 3qg*% + 2q3)
A+q+q¢H)A+q)3’
q*(1+4q +q*)
A+q+q¢H)A+q)3’

1:

2:

oldugundan

@ +f®| _b-af 24> \'7
1+g¢ T 1+q\(1+¢9)?

b
1
[ £© gt -

q*(1+3q* + 2¢3) q*(1+4q +q*)
xl(1+q+q2)(1+q)3|“ S@f (1+q+q2)(1+q)3| aDaf ()] l

I
SR
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2. Sonug 2.1.2 2. madde’den (2.29) nin sol tarafi

I'(a+1) af(a) + f(b)
(b )a (]a+f)(b) - 0{—+1

oldugu agiktir. Diger taraftan

M3=f|(a+1)(1—t)“—1|dt

1
0(+

= f (1 - (a+ DtYdt + f ((@+ Dt*—1)dt =
\/F
a a ] 2a
1 + 1 = 1
(a+ D" (a+ D] (a+ D'
M; =Ty (a) + T3(a)
M, = Ty(a) + Ty(a).
Agik olarak ,D,f(a) — f'(a) ve ,D,f(b) — f'(b) olup

T(a+1) af(a) + f(b)
(b )a Ua+f)(b) a + 1

Jhoaf 2 ( @I @F + @I I )
Sar i\ ) @@ + L@ G

3. 1. madde’de g — 1~ limit alnrsa (1.36) ve (2.24)’den, ,D,f(a) - f'(a) ve
aDqf (b) - f'(b) olup

b 1
1 f@+fw| G- (|lf@| +|F®Y
—b_aff(t)dt— > < 2 ( >

elde edilir.
Teorem 2.2.7: a >0,a<b,0<q <1, f:[a, b] » R surekli, (a, b)’de g-tirevlenebilir
bir fonksiyon ve ,D,f, (a,b) arahiginda siirekli g-integrallenebilir olsun. Eger p,r > 1,

= + -=11g¢in | qu| [a, b] arahiginda konveks ise asagidaki Riemann-Liouville kesirli

q- Trapezoid tipli esitsizlik saglanir:
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Tg(a+1), ([a + 1], = 1)f (@) + f(b) )
(b — a)a (alq f)(b) - q[a + 1]q
_ b-a lalDf @] +]Df B[
T la+1], 1+q . (2.30)
burada
M, = f |[a +1], (1- Ocpq(t));“) —1| dgt.
o ° )

ispat: Lemma 2.2.1, |,D,f| nin [a,b] arahginda konveksligi, g-Holder esitsizligi ve

(1.53) kullanilirsa:
Ta+1), ([a + 1], — 1)f(a) + £ (b)
(b —aye HN®) — 2T,

b—a [ 4
2 f (e + 11, (1= o), - 1) aDaf (1 = )+ th)gdgt

|aDo f((1 = Da + th)|od,t

< b-a f |<[a +1], (1= 0o () 1)

q

1

D
14

q

el om0

1
T

x <f|aqu((1 —ta+ tb)lrodqt>

1

: v
b—a - . .
[a + ﬂqu f“aqu(a)' (1-6)+ |aqu(b)| t]odqt>
0
i 1
b—a = ; . !
T
T la+1] My {laDof (@) f(l — t)odgt + |aDaf (B)] ft odqt
q _ J J
1 1 )
—q ~
f(l — t)odqt = 1+q ve ft odgt = 1+4q oldugundan
0 0
1 r r %
__b=-a q|aDgf @] +|aDyf (b)) 'dir
[a+1]q 4 1+q )
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Sonug 2.2.8: Teorem 2.2.7°de asagidaki sonuglar elde edilir:

1.« = 1 alinirsa

qf (@) + f(b) _q(b q) f|1 1+ Qtl? d,t

b
1
5a) 1Ot =0
a

y q|aDof @] + |aDgf D'
1+gq

elde edilir,

2.q = 17 limit alinirsa Teorem 1.4.12 elde edilir,

3.a =1veq— 1" limit alinirsa Teorem 1.3.3 elde edilir.
Ispat:

1. Sonug 2.1.2 1. madde’den (2.30)’in sol tarafi

qf (a) + f(b)

b
1
e rO et
a

oldugu agiktir.

M, = f|1 C A+ QP dyt

oldugundan ispat tamamlanur.

2. Sonug 2.1.2 2. madde’den (2.29) nin sol tarafi

I'(a+1) af(a) + f(b)
(b )a (]a+f)( ) a—H

oldugu agiktir. Diger taraftan olarak ,D,f (a) — f'(a) ve ,D,f(b) - f'(b) olup

M4=f|(a+1)(1—t)a—1|Pdt

1
0(+

f (1= (a+ DtYPdt + f ((a+ Dt*—1)"dt

\/a+

= T6(al p) + TS (a, p)

oldugundan ispat tamamlanur.

SRR
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3. 1. madde’de q — 17 limit ahnirsa (1.36) ve (2.24)’den, ,D,f(a) - f'(a) ve
aDqf (b) - f'(D) olup

1
1
f|1—2t|pdt=—
0

1+p
oldugundan
b 1 1
1 fl@+f)| _b-—q( 1 \o[lf' @I +I1fBI]
b—aff(t)dt_ 2 |5 2 <1+p) l 2
elde edilir.

2.3. Riemann-Liouville Kesirli Kuantum Midpoint Tipli Integral Esitsizlikler

Bu bolimde Riemann-Liouville kesirli g- Midpoint tipli esitsizlikler incelenecektir.
Bunun i¢in asagidaki esitlikten faydalanilacaktir.
Lemma 23.1: a >0, a<bh, 0<qg<1 ve f:[lab]— R sirekli ve (a,b)’de g-
tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger,D,f, (a, b) araliginda siirekli g-integrallenebilir
ise asagidaki esitlik saglanir:

([a +1]q—1)a+b\ Tqla+1),
( : >_ (Z_a)a (aqu)(b)

[a + 1],
izzn
f (1 - 0(1 —~ Oql)q(t));a)) Dof (1= t)a+th)ydyt
O . (2.31)
+ f - 0(1 - Oql)q(t));a) Dof (1= t)a+th)odyt
[a+ilq

Ispat: Teorem 1.5.20 1. madde’den [0,1] arahgmndaki g-integrali lineer oldugundan ve

(1.34) kullanilarak (2.31) esitligin sag tarafindaki g-integral goz oniine alinirsa:
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-1

[

q

a+1]
f (1 - 0(1 - Oql)q(t));a)) Dof (1= t)a+th)odyt

(b —a) 1
+ f — 0(1 — Oql)q(t));a) oDof (1= t)a+th)odyt

[a+1

(b—a) f D,f((1 —t)a+th),d,t

—(b - a)f 0(1 — oPq (t));a) Do f((1—)a+th)yd,t

[a+1

—(b—a)f D,f((1—t)a+th)od,t — K, = K3 — K,

la+1]g 1]q

K; = (b—a) f Dof (1= )a+th)yd,t

K3 g-integralini hesaplamak i¢in Tanim 1.5.11’den faydalanilirsa:

[a+1

(b —a) f D,f((1—t)a+th),d,t

[a+1

— - )f f((l—t)a+tb) f(q((l—t)a+tb)+(1— )a)
B A-((1-t)a+th—a) 4

1
[a+1]q

f((A=tva+th)—f((1—qt)a+ qtb)
=b-a f 1-90-a) odqt

[a+1

f "F((A=Da+th) - F((1 - gt)a + qtb)

1-q)t dqt
[““] f((1—ta+tb) p o f((1—gtha+ qtb)
- q) t 0%t T = q) t dot
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(Burada Tanim 1.5.7 kullanilirsa)

i ip
__ 1. 1 < if<<1_[azuq)“+[aiuq>
T O, —a

q 4=
=0 [a+1]q

qi+1 qi+1b
1 ( [a+1]q) @+t
1-9q) [a + 1], 4

[a+1]q

had [ had l+1 qi+1b
Zf<( [a+1]>a+[a+1> Zf<(1 o+ 1], “+[a+1]q>

i=0

- 1 AN qt ' i+1 qi*1h
el (o) Sl o)

Li=0 i

i [ " 1 b . qn+1 qn+1b

| ( _[a+1]q>a+[a+1]q -/ ( _[a+1]q>a+[a+1]q
([a+1 —1)a+b -

—f( [+ 1, >—f(a) dir.

O halde

B (la+1],—1)a+b Ta+1),
Ky — Ky = ( CESIP )—f(a) —| @+ e Wi ®)

_(([a+1lg—1)a+b\ Tla+1), _
_f< [aq‘*‘ 1]q >_ (Z—a)“ (aqu)(b)

oldugundan ispat tamamlanir. (Burada ki K; Lemma 2.2.1’de hesaplanmusti).

Sonug 2.3.2: Lemma 2.3.1°da asagidaki sonuglar elde edilir:
1. a = 1 alinirsa Lemma 1.5.33 elde edilir,
2.q = 17 limit alinirsa Lemma 1.4.13 elde edilir,
3.a=1veq - 1" limit almirsa Lemma 1.3.5 elde edilir.

Ispat: 2.2.2 Sonug ispatina benzer yapilir.
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Teorem 2.3.3: a >0,a<b,0<q <1, f:[a b] - R surekli, (a, b)’de g-turevlenebilir
bir fonksiyon ve ,D,f, (a,b) arahgmnda siirekli g-integrallenebilir olsun. Eger |aDq fl,
[a, b] araliginda konveks ise agsagidaki Riemann-Liouville kesirli g-Midpoint tipli esitsizlik

saglanir:

(la+1l,—1a+b\ Tea+1),
( o 1, )‘ L (aqu)ao)‘

|aqu(a)|M5 + |aqu(b)|MGl
<b-
= ( a) l'aqu(a)|M7 + |aqu(b)|M8
burada
-[a+1]q -I
Ms=| [ 1= (- ope@)°] - 0t
0
_[a+1]q iy —I S (232)
M, = f |1 — 0(1 — Oql)q(t))q todgt]
0
! |
M; = f |_ 0(1 - O¢q(t));a)| (1 - t)odqtl;
_[a+11]q J
_ ) _I
=] ] oot
_[a+11]q )

Ispat: Lemma 2.3.1, |aqu|’nin [a, b] araliginda konveksligi ve (1.53) kullanilirsa:

([a+1lq—1)a+b\ Tqla+1),
( : >_ (Z_a)a (aqu)(b)

[a + 1],
[a+11]q
f 1- 0(1 - Oql)q(t));a) |aDof (1 = t)a + tb)| od,t
<b-a)°

1

[

1
[a+1]q

|aDof((1 = a + th)|od,t
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[a+1]q
_ _ (a) _|aqu(a)|(1 - t)_
R v
<b-a)]°
_ _ (a) _|aqu(a)|(1 - t)_
[a+1]q
[a+11]q
|aDyf (@) f |1 - O(1 - quq(t));“) (1 —)odgt
[a+11]q
+|aDaf )] f 1- (1= 00q(®),” [ todgt
<Mb-a| 9 :
|aqu(a)| f |_ 0(1 r Od)q(t));a) (1 - t)Odqt
+ [ 2lq 4
+|aqu(b)| f |_ 0(1 - Od)q(t));a) tOdqt
[a+11]q
[ “aqu(a)' MS + |aqu(b)| MG] l .
< (b- "dir.
= OO labar @) 1+ 1Dy )] ]|

Sonug 2.3.4: Teorem 2.3.3’de asagidaki sonuglar elde edilir:
1. @ = 1 alinirsa Teorem 1.5.34 elde edilir,
2.q — 17 limit alinirsa Teorem 1.4.14 elde edilir,
3.a=1veq— 1" limit alinirsa Teorem 1.3.6 elde edilir.

Ispat: Sonug 2.2.4 ispatina benzer yapilir.
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Teorem 2.35: a >0,a<b,0<q <1, f:[a b] - R surekli, (a, b)’de g-tirevlenebilir

bir fonksiyon ve ,D,f, (a, b) araliginda siirekli g-integrallenebilir olsun. Eger r > 1 igin

|aqu|r, [a, b] araliginda konveks ise agagidaki Riemann-Liouville kesirli g-Midpoint tipli

esitsizlik saglanir:

(la+1l,—1)a+b\ Tea+1),
‘f< [a + 1], >_ (Z_ DE (aqu)(b)

M, (M5| oDaf @] + Mg| oDy f ()] )

M10 (M7| qu(a)| + M8| qu(b)| )
burada Mg, Mg, M, ve Mg 2.3.3 Teorem deki katsayilar ve

[[a+1 -I
I[ [ = = o) odet].
| |

|

|
f |_ (1—0¢q(t))(a) od tl

LA ]
[a+1

<(b-a)

M10

’. (2.33)

)

Ispat: Lemma 2.3.1, |aqu|r’nin [a, b] araliginda konveksligi, g-Power Mean esitsizligi

ve (1.53) kullanilirsa:

([a+1];-1)a+b\ Tqa+1),
f( [ + 10, )‘ &= li®)



<((b-a)

<((b-a)
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,

[a+1]q
x k f 1= (1= e @) [1aPef (1 = Da+ )] ot )

!
:

X k f |— 0(1 - 0¢q(t));“)| |aDof (1 = Da + tb)| ydyt

[a+1]q

[a+1]

(b semior

Iaqu(a>|T(1—t>] dt\
+HaDgf®|t |7 )

!
-
1

| [Fe-mor )
[

a+1]qg

1

| [Fgmaor
[a+1]q

|aqu(a)|T(1—t)] dt\
+ oD f |t |° q)

1
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1 1--
o \
(@)
[ |- =g @)]odet
0
1
1 7
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Sonug 2.3.6: Teorem 2.3.5°de asagidaki sonuglar elde edilir:
1. @ = 1 alinirsa Teorem 1.5.35 elde edilir,
2.q = 17 limit alinirsa Teorem 1.4.15 elde edilir,
3.a=1veq— 1" limit almirsa
b 1 1
1 atb b—al(lf'@|7+2|f' BN\ [(2|f' (@|?+ |f'(B)]|7\a
- — < .
b—aff(t)dt (5= ( 3 * 3

a

Ispat: Sonug 2.2.6 ispatina benzer yapilir.
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Teorem 2.3.7: a >0,a<b,0<q <1, f:[a b] » R surekli, (a, b)’de g-turevlenebilir
bir fonksiyon ve ,D,f, (a,b) arahiginda siirekli g-integrallenebilir olsun. Eger p,r > 1,
= + -=1ig¢in | qu| [a, b] arahiginda konveks ise asagidaki Riemann-Liouville kesirli

q-MIdeInt tipli esitsizlik saglanir:

(la+1l,—1a+b| Tqla+1),
‘f< [a + 1], >_ ((;,_a)a (aqu)(b)‘

/'Df( )|< Q)[Ol-}-l] -
q

1+ ¢Q)([e+ 1] q) 1>\; |
)

Mflk )
+| D, f(B)]
laDaf ®)| ((1+q)([a+1

rf g A=-gla+1],
1 I/laqu(a)l (1+q (1+q)([0(+1 \

My, g (2.34)
| +oDaf )| (1+q (1+q)([a+1
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TS
My, = f |1 - 0(1 - 0¢q(t))q 0dq

0

<(b-a)

burada

)

|

1
M, = f | ( 0¢q(t))( )| odqtl,
o | |

ispat: Lemma 2.3.1, |,D,f| nin [a,b] arahginda konveksligi, g-Holder esitsizligi ve
(1.53) kullanilirsa:
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Sonug 2.3.8: Teorem 2.3.7’de asagidaki sonuglar elde edilir:
1. @ = 1 alinirsa Teorem 1.5.36 elde edilir,
2.q — 17 limit alinirsa Teorem 1.4.16 elde edilir,
3.a=1veq— 1" limit alinirsa Teorem 1.3.7 elde edilir.

Ispat: Sonug 2.2.8 ispatina benzer yapilir.



3. IRDELEME

Bu ¢alismada Riemann-Liouville kesirli kuantum Hermite-Hadamard esitsizligi elde
edilmis, Riemann-Liouville kesirli kuantum Trapezoid ve Midpoint tipi integral
esitsizlikleri incelenmistir.

Literatirde Riemann integrali, sol Riemann-Liouville Kkesirli integrali ve kuantum
integrali ile elde edilmis temel ¢alismalar mevcuttur. Riemann-Liouville kesirli kuantum
integral, « = 1 alinmas1 durumunda kuantum integrale, ¢ = 1~ alinmas: durumunda sol
Riemann-Liouville kesile integrale, « =1 ve g —» 17 alinmasi durumunda Riemann
integrale inmesi sebebi ile elde ettigimiz bulgularin literatiirde var olan bu bulgular ile
ortlisiiyor olmasi, bu ¢aligmanin dogrulugu ve giivenilirligi agisindan Gnemlidir.

Literatirde, kuantum hesap ve Riemann-Liouville kesirli kuantum hesap [0,T]
araliginda taniml fonksiyonlar iizerine kurulmus olup konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard tipli esitsizlikleri incelemekte yetersiz kalmakta idi. Fakat birka¢ yil dncesinde
[a,b] araliginda tanimli fonksiyonlar i¢in kuantum hesap ve Riemann-Liouville kesirli
kuantum hesap sirayla gelistirilmis ve bizimde bu ¢alismay1 yapmamiza imkan dogmustur.
Fakat bu calismalarda bazi yanligliklar ve eksikliklerin oldugunu belirtmek de gereklidir.
Biz bu yanlisliklar1 ve eksiklikleri diizelterek caligmalarimizi yiiriitiip, elde ettigimiz
bulgulart makale formatinda diizenleyip yaymnlanmak iizere bir SCI-E indeksli dergiye
gondermis durumdayiz. Bu sayede eksikliklerin ve yanligliklarin da giderilecegini

umuyoruz.



4. SONUCLAR

Yaptigimiz calismada elde edilen baslica sonuglar sunlardir:

1.

Riemann-Liouville kesirli kuantum Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilmis, a ve
g’nun Ozel hallerinde literaturdeki hangi Hermite-Hadamard tipli esitsizliklerinin
elde edilecegi gosterilmistir (Teorem 2.1.1 — Sonug 2.1.2).

Riemann-Liouville kesirli kuantum Trapezoid tipli integral esitsizliklerinin elde
edilebilecegi 6zdeslik elde edilmis, @ ve g’nun 6zel hallerinde literattirdeki hangi
ozdesliklerin elde edilebilecegi gosterilmistir (Lemma 2.2.1 - Sonug¢ 2.2.2). Bu
0zdeslik, Holder, power mean esitsizlikleri ve temel kurallar kullanilarak Riemann-
Liouville kesirli kuantum Trapezoid tipli integral esitsizlikleri ve 6zel durumlar1
incelenmistir (Teorem 2.2.3 - Sonug 2.2.4, Teorem 2.2.5 - Sonug 2.2.6 ve Teorem
2.2.7 - Sonug 2.2.8).

Riemann-Liouville kesirli kuantum Midpoint tipli integral esitsizliklerinin elde
edilebilecegi 6zdeslik elde edilmis, @ ve g’nun 6zel hallerinde literattirdeki hangi
Ozdesliklerin elde edilebilecegi gosterilmistir (Lemma 2.3.1 - Sonu¢ 2.3.2). Bu
0zdeslik, Holder, power mean esitsizlikleri ve temel kurallar kullanilarak Riemann-
Liouville kesirli kuantum Midpoint tipli integral esitsizlikleri ve 6zel durumlar1
incelenmistir (Teorem 2.3.3 - Sonu¢ 2.3.4, Teorem 2.3.5 - Sonug 2.3.6 ve Teorem
2.3.7 - Sonug 2.3.8).
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