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Yiksek Lisans Tezi
OZET

CEBIRSEL KAFESLER UZERINDE T-NORMLARIN INSASI VE KAFESLERDE
T-NORMA BAGLI ELEMANLAR

Rabia ISCI

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1
Danmisman: Dr. Ogr. Uyesi Serife YILMAZ
2020, 39 Sayfa

Bu ¢alismanin amaci, cebirsel bir L kafesinin iiretici elemanlariin kiimesi iizerinde verilen t-
normlari kullanarak L kafesi tizerinde t-norm elde etmek igin bir insa yontemi sunmak ve ayrica
tam kafesler iizerinde tanimli bir t-norma bagli olarak verilen indirgenemez elemanlarin ve asal
elemanlarin kiimelerinin baz1 cebirsel 6zelliklerini arastirmaktir.

Bu ¢alisma iki boliimden olusmaktadir. Tlk béliimde ¢alismada kullanilacak olan bazi temel
tanim ve teoremler verilmistir. Ikinci boliimde, ilk olarak, bir L cebirsel kafesinin kompakt
elemanlarinin kiimesi tizerinde verilen bir t-norm yardimiyla L kafesi tizerinde bir t-norm ve bir t-
es norm elde etmek i¢in inga yontemi verilmistir. Daha sonra bazi sartlar altinda bir L tam
kafesinde T-asal elemanlarin kiimesi ile es atomlarin kiimesi arasindaki iligki incelenmistir. Son
olarak, tam kafeslerin direkt ¢arpiminda T-indirgenemez elemanlarin kiimesi ve T-asal elemanlarin

kiimesi i¢in baz1 karakterizasyonlar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Cebirsel kafes, Ucgensel norm, Indirgenemez eleman.
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Master Thesis

SUMMARY

CONSTRUCTION OF T-NORMS ON ALGEBRAIC LATTICES AND ELEMENTS
DEPENDING ON A T-NORM IN LATTICES

Rabia ISCI

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Asst. Prof. Serife YILMAZ
2020, 39 Pages

The aim of this study is to provide a construction method for obtaining a t-norm on an
algebraic lattice L by using the t-norms given on the set of generating elements of the lattice L and
also to investigate some algebraic properties of the sets of the irreducible and prime elements
depending on a t-norm given on complete lattices.

This study consists of two parts. In the first chapter, some basic definitions and theorems are
given. In the second chapter, firstly, a construction method is given for obtaining a t-norm and a t-
conorm on an algebraic lattice L. Then, the relationship between the set of T-prime elements and
the set of coatoms is discussed under some conditions in a complete lattice L. Finally, some
characterizations are given for the set of T-irreducible elements and the set of T-prime elements in
the direct product of complete lattices.

Key Words: Algebraic lattice, Triangular norm, Irreducible element.
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SEMBOLLER DiZiNi

xlly : x ve y elemanlar kiyaslanamazdir
x>y . x eleman1 y elemanini orter

Ly XL, :Lqve L, kafeslerinin direkt ¢arpimi1

A(G) : G grubunun alt gruplarmin kiimesi

P(A) . A kiimesinin kuvvet kiimesi

L¢ . L kafesinin kompakt elemanlariin kiimesi

A(L) . L kafesinin biitiin atomlarinin kiimesi

C(L) : L kafesinin biitiin ko-atomlarinin kiimesi

J(L) : L kafesinin v —indirgenemez elemanlarinin kiimesi
M(L) . L kafesinin A —indirgenemez elemanlarinin kiimesi
pr(L) : L kafesinin biitiin asal elemanlarinin kiimesi

copr(L) : L kafesinin biitiin ko-asal elemanlarinin kiimesi

T;(L) . L kafesinin tiim T —indirgenemez elemanlarinin kiimesi
Lg(T) . L kafesinin tiim T —asal radikal elemanlarinin kiimesi
T, (L) . L kafesinin tiim T —asal elemanlarinin kiimesi

Tsp(L) . L kafesinin tiim T —koasal elemanlarinin kiimesi

Id(L) . L kafesinin biitiin ideallerinin kiimesi

Con(L) L kafesinin kongriians bagintilarinin kiimesi



1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Ucgensel normlar ilk olarak Menger’in ‘Statistical Metrics’ isimli kisa makalesinde
[13] tanitilmistir. Uggensel normlar1 bugiinkii aksiyomlariyla literatiire kazandiran
Schweizer ve Sklar [16-18] olmustur. Uggensel normlar, uygulamali matematikte olasilik,
istatistik, karar verme teorisi, vb. alanlarda, bilgisayar bilimlerinde yapay zeka, yoneylem
arastirmasi gibi alanlarda ve ayrica ekonomi, finans, desen tanima ve goriintii isleme gibi
alanlarda uygulanma imkani bulan agregasyon fonksiyonlarinin 6nemli bir sinifini
olusturur [3]. Bu sekilde bir¢ok uygulama alam1 bulundugundan, literatiirde bir¢ok
arastirmaci tarafindan kafesler tizerinde tiggensel normlar ¢alisilmistir [6,9,10,20].

Saminger [15], smrli bir L kafesin alt araliklari iizerinde verilen t-normlari
kullanarak bazi sartlar altinda L kafesi iizerinde t-norm elde etmek igin bir ydntem
sunmustur. Yilmaz ve digerleri [20], sonlu dagilmali bir L kafesinde Vv-indirgenemez
elemanlarin kismi sirali kiimesi iizerinde verilen bir t-normu L kafesi iizerinde bir t-norma
genisletmek i¢in bir metot vermistir. Ad1 gegen ¢alismalar 15181inda, bu calismada cebirsel
kafeslerin tretici elemanlarinin kiimesi iizerinde tanimli bir t-norm yardimiyla cebirsel
kafes tlizerinde bir t-norm elde etmek i¢in bir inga yontemi arastirilmastir.

Karacal ve digerleri [10], bir tam kafeste T-asal elemani tanmitmislardir. Ayrica
Yilmaz ve digerleri [21], bir tam kafeste T-indirgenemez eleman tanimini vermisler ve bu
elemanlarin kiimesinin bazi cebirsel 0zelliklerini ¢calismistir.Bu ¢alismada, ek olarak, tam
kafesler lizerinde verilen bir t-norma bagli indirgenemez elemanlarin ve asal elemanlarin
kiimelerinin baz1 cebirsel dzellikleri incelenmis ve bazi drnekler sunulmustur. Once bazi
sartlar altinda bir L tam kafesinde T-asal elemanlarin kiimesi ile ko-atomlarin kiimesi
arasindaki 1iliski incelenmistir. Daha sonra, tam kafeslerin direkt carpiminda T-
indirgenemez elemanlarin kiimesi ve T-asal elemanlarin kiimesinin baz1 cebirsel 6zellikleri
arastirilmis ve Ornekler sunulmustur. Ayrica bu kiimeler i¢cin bazi1 karakterizasyonlar

verilmistir.



1.2. Kafesler

Tammm 1.2.1.[2] L# @ , " <" L iizerinde bir bagint1 olsun. Asagidaki kosullari
saglayan (L, <) ikilisine kismi sirali bir kiime denir.

(i) Vx€eLiginx <x (yansima),

(i) Vx,yeELiginx<yvey<x =>x=Yy (ters simetri),

(i) vVx,y,z€Llicinx <yvey< z=>x<z (gecisme ozelligi).

" < " bagmtisina da L tizerinde bir kismi siralama bagintist denir.

Ornek 1.2.2. A # @ ve P(A), A nin kuvvet kiimesi olmak iizere P(A) iizerinde “ < ”
bagintis1 “x <y < x € y" olarak tanimlanirsa, (P(A), €) kismi sirali bir kiimedir.

Tamm 1.2.3.[2] (L, <) kismi sirali kiime olsun.

(i) x,y€L igin x <y veya y < x bagintilarindan higbiri saglanmiyorsa, x,y

elemanlarina karsilagtirilamaz veya kiyaslanamaz elemanlar denir ve bu durum
x || y ile gosterilir.

(i) x,y € Licinx <y vex # yise, x y den kesin kiiciiktiir denir ve bu durum

(i) x < yveyay < x gosterilir.

Tamim 1.2.4.[8] (L, <) kismi siral1 bir kiime ve x,y € L olsun. Eger x < y veya

y < x baglantilarindan biri saglaniyorsa, L ye bir tam siralr kiime (zincir) denir.

Ornek 1.2.5. Omek 1.2.2. de verilen (P(A),S) kismi sirali kiimesi bir zincir
degildir.

Tamm 1.2.6.[2] (L, <) kismi siral1 bir kiime ve x,y € L olsun. x y yi orter denir ve
x >y ile gosterilir: & x > yvex >z >yolan vz € L igin z = y dir.

Tanim 1.2.7.[2] (L, <) kismi sirali bir kiime, X € L olsun. Eger Vx € X igin a < x
olacak sekilde bir a € X varsa, a ya X in en kiiciik elemani denir. Benzer sekilde Vx € X
icin x < b olacak sekilde b € X varsa, b ye X in en biiyiik eleman: denir. Bu elemanlar,
sirayla, Eke(X) ve Ebe(X) ile gosterilir.

Tamm 1.2.8.[2] (L, <) kismi siral1 bir kiime olsun.

(i) Eger L kismi sirali kiimesinin en kiigiik eleman1 mevcut ise, L ye alttan sinirl

kismi sirali kiime denir ve (L, < ,0) ile gosterilir.

(i) Eger L kismi sirali kiimesinin en bilyiik eleman1 mevcut ise, L ye iistten sinirli

kismi sirali kiime denir ve (L, < ,1) ile gosterilir.



(iii) Eger L alttan ve tstten sinirli kismi sirali bir kiime ise, L ye suirlt kismi sirali
kiime denir ve (L, <,0,1) ile gosterilir.
Tamm 1.2.9.]2] (L, <) kismi siral1 bir kiime, X € L olsun. a € X i¢in x < a olacak
sekilde bir x € X yoksa, a ya X in bir minimal eleman denir.
Benzer sekilde b € X i¢in b < x olacak sekilde bir x € X yoksa, b ye X in bir

maksimal eleman denir.

L nin biitin maksimal elemanlarinin kiimesi Maks(L) ve biitliin minimal
elemanlarinin kiimesi Min(L) ile gosterilecektir.
Tamm 1.2.10.[2] (L, <) kismi sirali bir kiime, T € L olsun.
(i) T:={x€L|Vt€Ticint < x}kiimesine T nin dist stmirlarinin kiimesi denir.
(i) T:={x €L|Vt €T icinx < t}kimesine T nin alt stmirlarimin kiimesi denir.
Tamm 1.2.11.]2] (L, <) kismi sirali bir kiime, T € L olsun.
(i) Eke(T) € L elemanma, varsa, T nin en kiiciik iist sinuri(supremumu) denir ve
supT veya V T ile gosterilir.
(i) Ebe(Z) € L elemanina, varsa, T nin en biiyiik alt suiri(infimumu) denir ve
infT veya AT ile gosterilir.
Ayrica x,y € L olmak tzere, sup{x,y}=xVy ve inf{x,y}=xAy ile
gosterilecektir.
Teorem 1.2.12.[2] (L,<) kismi sirali bir kiime, B,C € L olsun. Eger B € C ise
supB < supC ve infC < infB dir.
Lemma 1.2.13.[2] L kismi siral1 bir kiime ve x,y, z € L i¢in,
(i) xAx=xvexVx=x,
(i) xAy=yAxvexVy=yVx,
(iii) xA(yAz) =(xAy)AzvexV(yVz)=(xVYy)Vz,
(iv) xA(xVy)=xvexV (xAy)=xdir.
Tamm 1.2.14.[2] (L1, <;7) ve (L, <;) kismi sirali iki kiime olsun. L; X L, direkt
carpimi tizerinde (xq,y;) < (x3,¥2) © (%1 <1 x3 ) Ve (y; <, ¥,) seklinde tanimlanan
" <" bagintist ile kismi sirali bir kiimedir.
Tamm 1.2.15.[2] Bir L kismi sirali kiimesinin x, y elemanlari i¢in x > y oldugunda
x,y den daha iste yerlestirilir. x,y yi orttiigi zaman x den y ye dogrusal bir parca gizilir.

Bunlarin sonucunda olusan sekle L nin Hasse diyagram: denir.



Tanmim 1.2.16.[5] (L, <) kismi siral1 bir kiime olsun. Eger L nin elemanlari ile verilen
herhangi bir x; < x, < -+ < x,, ... dizisi i¢in x, = x4 = -+ olacak sekilde bir k € N
varsa, L ye artan zincir sartini saglar denir. (ACC)

Tamim 1.2.17.[5] (L, <) kismi siral1 bir kiime olsun. Eger L nin elemanlari ile verilen
herhangi bir x; = x, = -+ = x,, = - dizisi i¢in x;, = x}., = - olacak sekilde bir k € N
varsa, L ye azalan zincir sartini saglar denir. (DCC)

Ornek 1.2.18. N azalan zincir sartmi (DCC) saglar, fakat artan zincir sartin1 (ACC)

saglamaz. N artan zincir sartin1 (ACC) saglar, azalan zincir sartin1 (DCC) saglamaz.

— N ——— =k ——O0

2

1 [
0

Sekil 1. N zincirinin ve N zincirinin Hasse diyagramlari

Lemma 1.2.19.[5] L kismi sirali bir kiime olsun. Bu takdirde L artan zincir sartini
saglar & L nin bostan farkli her alt kiimesi bir maksimal elemana sahiptir.

Tanim 1.2.20.[8] (L, <) kismi siral1 bir kiime olsun.

(i) Vx,y € Ligin inf{x, y} mevcut ise L ye bir A-yari kafes,

(ii) Vx,y € Li¢in sup{x, y} mevcut ise L ye bir V-yar: kafes,

(iii) Vx,y € Ligin inf{x, y} ve sup{x, y} mevcut ise L ye bir kafes denir.

Lemma 1.2.21.[2] L bir kafes ve x, y, z, t € L olsun. Bu takdirde,

(i) x<yisexvz<yvzvexAz<yAzdir.

(i) x<yvez<tisexVz<yvtvexAz<yAtdir.



Ornek 1.2.22. Asagida Sekil 2 ile Hasse diyagrami verilen L = {0,1, a, b} kafesi goz
Oniine alnsin. S ={a,b,0} S L icin S bir A— yan Kkafestir. Fakat avb=1¢S

oldugundan S bir v — yar kafes degildir.

a/l\b
N

Sekil 2. L = {0,1, a, b} kafesinin Hasse diyagrami

Ornek 1.2.23. Asagida Sekil 3 ile Hasse diyagrami verilen L = {0,1,a, b, ¢, d} kismi

sirali kiimesi g6z Oniine alinsin. a,b € L i¢in {a, b} = {c,d,0} ve Ebe{c,d,0} mevcut

olmadigindan L bir A — yari kafes degildir. Benzer sekilde, ¢,d € L i¢in {c,d} = {a, b, 1}
ve Eke{a, b, 1} mevcut olmadigindan L bir vV — yan kafes degildir. Boylece L bir kafes
degildir.

RN

a b

| K
NS

Sekil 3. L ={0,1,a,b,c,d} kismi sirali kiimesinin
Hasse diyagrami

Ornek 1.2.24. Her zincir bir kafestir.
Ornek 1.2.25. G bir grup ve A(G), G nin biitiin alt gruplarinm ailesi olmak iizere,
A(G) kiimesi,

AANB=ANB,AVB =<AUB >= NaussrT islemleri ile bir kafestir.
T<G



Tamm 1.2.26.[8] L bir kafes ve x € L olsun. {y € L|y < x} kiimesine x ile iiretilen
esas ideal denir ve | x ile gosterilir.

Tamm 1.2.27.[8] Bir L kismi sirali kiimenin duali(es yapilisi), aym1 elemanlar

tizerinde ters kismi siralama bagintisi ile tanimlanan L kismi siralt kiimesidir.

Acikea, her kafesin duali de bir kafestir.

Lemma 1.2.28.[2] L, ve L, iki kafes olsun. Bu takdirde, L, X L, bir kafestir. Eger
L, ve L, iki tam kafes ise L, x L, tam kafestir.

Tamm 1.2.29.[5] L bir kafes ve @ # A € L olmak iizere, Vx,y € A igin

xVy,x ANy € Aise Ayal ninbir alt kafesi denir.

Ornek 1.2.30. 2Z,Z in bir alt kafesidir.

Ornek 1.2.31. G bir grup olsun. Bu durumda A(G), P(G) kafesinin bir alt kafesi
degildir. Gergekten,

A(G) € P(G) ve (P(G),u,n) bir kafestir. A,B € A(G) igin

ANB =ANB € A(G) dir. Fakat iki alt grubun birlesimi alt grup olmak zorunda
degildir. Buradan, AV B = AU B ¢ A(G) dir. Dolayisiyla A(G),P(G) nin alt kafesi
degildir.

Tanim 1.2.32.[2] L bir kafes olsun. L sonlu bir kime ise L kafesine
sonlu kafes denir.

Ozellikle her sonlu kafes siirlidir.

Tamm 1.2.33.[5] L bir kafes olsun. Her A € L igin A A ve V A mevcut ise, L ye bir
tam kafes denir.

Teorem 1.2.34.[2] L bir kafes, A € L olsun. Eger 1 € Ave B C A i¢in infB € A ise
A bir tam kafestir.

Ayrica teoremin duali dogrudur.

Uyar1. Her tam kafes bir kafestir. Fakat tersi dogru degildir.

Ornek 1.2.35. (Z, <) bir kafestir. Fakat tam kafes degildir.

Lemma 1.2.36.[2] Her sonlu kafes bir tam kafestir.

Tamm 1.2.37.[8] (L1, <;1) ve (L,, <,) iki kafes olsun. ¢:L; = L, doniisiimiine bir
kafes izomorfizmast denir: & ¢ birebir, orten ve Vx,y € L, icin x <; y & ¢(x) <, ¢(y)
dir.

Tanim1.2.38.[5] Bir L kafesinde x <z iken xV(yAz)=(xVy)Az ecsitligi

saglaniyorsa, L kafesine modiiler kafes denir.



Tamim 1.2.39.[5] L bir kafes olsun. Her x, y, z € L igin
xViyAz)=((xVy)A(xVz),
xAN(yVvz)=(xAy)V(xAz)

esitliklerinden en az biri saglaniyorsa, L kafesine dagilmali kafes denir.

Acikea her dagilmali kafes modiilerdir. Fakat tersi dogru degildir.

Ornek 1.2.40. Her zincir dagilmal bir kafestir.

Ornek 1.2.41. A = {a, b, c} kiimesi goz 6niine alinsin. Bu durumda (P(4), €) kafesi

dagilmalidir.

e

{a,b}  {ac} {b,c}

\‘/

Sekil 4. A = {a, b, c} olmak tizere (P(A), <) kafesinin Hasse
diyagrami

Ornek 1.2.42. Sirasiyla, asagidaki Sekil 5 ve Sekil 6 ile Hasse diyagramlar1 verilen
Ms = {0,a,b,c,1} ve N5 = {0, a, b, ¢, 1} kafesleri dagilmal1 degildir.

RN
N I 7

Sekil 5. Ms kafesinin Hasse diyagrami

o — S — R



PN

b

\0/

Sekil 6. N5 kafesinin Hasse diyagrami

Lemma 1.2.43.[5] L dagilmali bir kafes olsun. Bu takdirde L nin her alt kafesi
dagilmalidir.
Teorem 1.2.44.[5] L bir kafes olsun. Eger L, M5 veya N5 e izomorf bir alt kafes

icermiyorsa, L dagilmali bir kafestir.

1.3. Kafeslerde Ozel Elemanlar ve Uretilen Kafesler

Tamm 1.3.1. [8] L bir tam kafes olsun.

(i) a € L olsun. Bu durumda a elemanina kompakt eleman denir:<
VX € L igin 3X; € X sonlu alt kiimesi 6yle ki a <V X ise a <V X; dir.

(i) L ye cebirsel kafes denir:< L nin her elemani kompakt elemanlarin
supremumudur.

Literatiirde cebirsel kafeslere kompakt olarak iiretilen kafes de denir.

L tam kafesinin biitiin kompakt elemanlarinin kiimesi L ile gosterilecektir ve

L€ = L€ U {1} olarak tanimlanacaktir.

Acikca, L sonlu supremum altinda kapalidir ve 0 € L dir. Boylece L¢ bir v-

yarikafestir. Fakat L¢ infimum altinda kapali olmayabilir.



a2

al

|

0

Sekil 7. Ly ={0,1,x,y,2z,a4,a,, ...} kafesinin Hasse
diyagrami

a4

bt
a2/

/

al

/

0
Sekil 8. L, ={0,1,z,a4,a,,0a3,a,,..} kafesinin Hasse
diyagrami

Ornek 1.3.2. Yukaridaki Sekil 7°de Hasse diyagrami verilen L, kafesinde goriildiigii
gibi x ve y kompakt elemandir, fakat x A y kompakt eleman degildir.

Ornek 1.3.3. Sekil 8’de Hasse diyagranu ile verilen L, kafesinde z kompakt eleman
degildir. Ayrica kompakt elemanlarin supremumu olarak yazilamaz. Dolayisiyla L, kafesi
cebirsel degildir.

Ornek 1.3.4. Her sonlu kafes cebirseldir.
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Ornek 1.3.5. [0,1] tam kafesinde L¢ = {0} dir. Boylece [0,1] cebirsel bir kafes
degildir.

Tamim 1.3.6.[8] L V —yar1 kafesinin bostan farkli bir I alt kiimesine bir ideal denir

(i) a€l,belLveb<aisebcel,

(i) a,beliseaVvbeldr.

L Vv-yarikafesinin ideallerinin kiimesi IdL ile gosterilecektir. (IdL, <) kismi sirali
bir kiimedir, fakat kafes olmasi gerekmez.

Ayrica IdyL = IdL U {@} olarak tanimlanacaktir.

Ornek 1.3.7. Asagida Sekil 9 ile Hasse diyagramu verilen L V —yar1 kafesinin
idealleri I, = {b},I, = {c}, I3 = {a,b},1, = {a,b,c,1} = L dir. L nin ideallerinin kismi
siralt kiimesinin Hasse diyagrami Sekil 10°daki gibidir. I; A I, = @ € IdL oldugundan IdL
kafes degildir.

1

A

a c

b

Sekil 9. L ={1,a,b,c} V—yar1 Kkafesinin Hasse
diyagrami

N\
I3 I

I

2

Sekil 10. L = {1, a, b, c} VvV —yar kafesinin ideallerinin
kismi sirali kiimesinin Hasse diyagrami
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Teorem 1.3.8.[8] L bir v —yar1 kafes ve 0 € L olsun. Bu durumda (/dL, <) kafestir.

Ornek 1.3.9. Asagida Sekil 11°de bir L = {1,x,y,z,t,0} dagilmali kafesinin Hasse
diyagrami verilmistir. L nin idealleri I, = {0}, 1, = {t, 0}, 15 = {z,0},1, = {x, z, 0},

Is ={y,t,z,0}, I ={0,t,z,y,x,1} = L dir. L nin ideallerinin kafesinin Hasse
diyagrami Sekil 12°de verilmistir.

N\

N

Sekil 11. L ={1,x,y,2t 0} dagimali kafesinin
Hasse diyagrami

Sekil 12. L ={1,x,y,2t,0} dagimali kafesinin
ideallerinin kafesinin Hasse diyagrami

Tamim 1.3.10.[8] L bir kafes ve @ # A € L olsun. L nin A y1 kapsayan en kiigiik
idealine L nin A tarafindan iiretilen ideali denir ve (A] ile gosterilir.

Lemma 1.3.11.[8] L bir kafesve @ # A,I € L olsun. I = (4] dir: &

(i) I bir idealdir.

(ii)) A€ I dir.
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(iii)vie ligindan € Z,n>1 ve 3Ihy,hy,...,h,_1 EA0ylekii < hyV ..V h, 4
dir.

Ispat. I, ={i|bazihy hy,..,h,_1 EAvebazin €Zn=>1licini < hyVh,V
wV.h,_1,ho, by, ..., hy_ 1 dir} kiimesi tanimlansin. ideal tanimindan I, m bir ideal oldugu
ve A C I, oldugu agiktir. Sonug olarak, A € J ve J bir idealse, I, € J dir ve boylece Iy, A y1
kapsayan en kiiclik idealdir. Yani I = [ dir.

Sonu¢ 1.3.12.[8] L bir kafes olsun. Bu durumda IdL ve Id,L kiimeleri kapsama
bagintisi altinda birer kismi sirali kiimedir ve hatta (IdL, <) , (IdyL, €) birer kafestir.

Ispat. Gergekten, (@] = @ oldugu goz oniine alinirsa, IV J = [I UJ] dir. Lemma
1.3.11°den goriiliir ki I,] € IdLiginx € I V] & x < iV jolacaksekilde Ji € [ve3j €]
dir.

{I;]A € A} L nin ideallerinin bir ailesi olsun. Bu durumda

A1 € A) =n ([ € A) ve

V (II11 € A) = (U (I;]A € A)] dir ve boylece IdL nin bostan farkli her alt kiimesi
supremuma sahiptir.

K en kiigiik elemana sahip bir V-yar1 kafes olmak iizere, IdK kafesi kullanilarak
cebirsel kafeslerin kullanisli bir karakterizasyonu asagidaki gibi verilmistir.

Teorem 1.3.13.[8] L bir kafes olsun. Bu takdirde L kafesi cebirseldir & L en kii¢iik
elemana sahip bir K v —yar1 kafesinin biitiin ideallerinin kafesi ile izomorftur.

Ispat. " <, K en kiiciik elemana (0) sahip bir v —yar1 kafes olsun. Bu durumda
Teorem 1.3.8’den dolayr K bir tam kafestir. a € K i¢in (a], IdK nin bir kompakt
elemanidir. Gergekten,

X € IdK ve (a] €V X olsun. Sonug 1.3.12 nin ispatinda oldugu gibi,

VX ={xlx <tygVt;V..Vt,_1,t; €1, 1; € X} dir. Boylece,

a<tyVt;V..Vt,_q,t; €1, [; €X dir. O halde, X, ={l, 14, ..., 1,1} olmak
tizere (a] €V X; dir. VI €IdK i¢in I =V ((a]|la € I) oldugundan IdK cebirsel bir
kafestir.

""" =,, L cebirsel bir kafes ve K = L€ olsun.

1) 0 € K dir. Gergekten, 0 <V X,X C Lolsun.a € X icin {a} S X ve 0 < a =V {a}
dir.

i)a,be KveaVvb<VvX, X< Lolsun. Butakdirdea < aV b <V X dir. Béylece
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a <V X, olacak sekilde Xy € X sonlu alt kiimesi vardir. Benzer sekilde b <V X;
olacak sekilde X; € X sonlu alt kiimesi vardir.

Buradan, aVv b <V (X, U X;) ve X, U X;, X in sonlu bir alt kiimesidir.

Boylece, K 0 elemanina sahip bir V —yar1 kafestir.

@:L - IdK,a € L i¢in p(a) = {x|x € K,x < a} = K Nl a, donlisiml gbéz Oniine
alinsin.

L cebirsel bir kafes oldugundan a =V ¢(a) dir.

a,b €L igin @(a) =¢(b) olsun. Bu takdirde Vv ¢@(a) =V @(b) =a=>b dir.
Dolayistyla ¢ birebirdir.

@ nin Ortenligini gostermek i¢in, I € IdK ve a =V I olsun. Bu takdirde I € ¢(a)
dir.

x € @(a) olsun. Bu durumda x <V I dir ve boylece x in kompakthigindan x <V I;
olacak sekilde I; € I sonlu alt kiimesi vardir. Bundan dolay1, x € I dir. Bu ise ¢(a) €1
oldugunu ispatlar. Sonug olarak, ¢(a) = I olup ¢ ortendir. Boylece ¢ bir izormorfizmadir.

Tamim 1.3.14.[8] L bir kafes ve 6, L iizerinde bir denklik bagmntisi olsun. Bu
takdirde, 6 denklik bagintisina L nin bir kongriians bagintist denir: <

(ag,by) € 6 ve (ay,by) €60 = (agAay, by Aby) €0 ve(agVay,byVby) €0 dir.

Bir L kafesinin biitiin kongriians bagintilarindan olusan kiime ConlL ile gosterilir.

Lemma 1.3.15.[8] L bir kafes olsun. Bu durumda Id,L ve ConL tam kafeslerdir.
Eger L en kiiciik elemana sahipse, IdL bir tam kafestir.

Tamim 1.3.16.[8] L bir kafes ve A € L x L olsun.

V(a,b) € A icin (a,b) €8 olacak sekildeki en kiiciik kongriians bagintisina
A tarafindan iiretilen kongriians bagintisi denir ve 6(A) ile gosterilir.

Eger A = {(a, b)} ise, 6(A) yerine 8(a, b) yazilir.

I, L nin bir ideali olmak tizere, A =1 X I ise, 8(A) yerine 8(I) yazilr.

0(a, b) kongriians bagintisina temel(esas) konriians bagintisi denir.

Dikkat edelim ki, 8(a, b) kongriians bagmntis1 (a, b) € 0 olacak sekildeki en kiigiik
kongriians bagintisidir.

Onerme 1.3.17. L bir kafes olmak iizere L nin en kiiciik kongriians bagntist

I, = {(x,x):x € L} dir.
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Ispat. L iizerinde bir kongriians bagintis1 oldugundan ayni zamanda bir denklik
bagmtisidir. Dolayisiyla bu bagmti yansiyan, simetrik ve gegiskendir. Bu nedenle
kongriians bagintilarinin en kii¢iigii, yansiyan elemanlart kapsayan I; = {(x,x):x € L} dir.

Lemma 1.3.18.[8] L bir kafes ve 6(a,b) temel kongriians bagmtis1 olsun. Bu
takdirde, 8(a, b) kompakttir.

Ispat. L bir kafes, a,b € L,X € ConL ve 6(a,b) <V X olsun.

Bu takdirde (a,b) € VX dir ve bdylece bir a = xg, x4, ..., x, = b dizisi vardir ki
burada

0 <i < n olacak sekilde ki Vi i¢in (x;,x;41) € 6; olacak sekilde 6; € X vardr.
Boylece (a,b) €V Xy, Xo = {60,604, ..., 01} dir.

O halde, X, € X sonlu alt kiime olmak tizere 6(a, b) <V X, dir.

Teorem 1.3.19.[8] L bir kafes olsun. Bu durumda ConL cebirsel bir kafestir.

Ispat. VO € ConlL igin, 8 =V {6(a, b)|(a, b) € 6} dir. Bu durumda, Lemma 1.3.15
ve Lemma 1.3.18 in bir sonucu olarak ConL cebirsel bir kafestir.

Sonug 1.3.20.[8] L bir kafes olsun. Bu durumda ConL dagilmali, cebirsel bir kafestir.

Ornek 1.3.21. Hasse diyagranmu Sekil 13°te verilen bir L = {0, a, b, ¢, 1} kafesi goz

Oniine alinsin.

SN
N
|

0

Sekil 13. L = {0,1, a, b, c} kafesinin Hasse diyagrami

L nin biitiin kongriians bagintilar:

Ql = {(0,0), (a, a), (b, b)r (C, C)r (1'1)}

Q2 = {(0,0), (a,a), (b, b), (¢, c), (1,1), (a,0), (0,a), (0,¢), (¢, 0), (1, b), (b, 1)(a, c),
(c,a)}
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Q3 = {(0,0), (a,a), (b, b), (¢, c), (1,1), (b, 0),(0,b),(c,0),(0,¢), (1,a),(a 1),

(b,c), (¢, b)}

Qs = {(0,0), (a,a), (b, b), (c,c), (1,1),(c,0), (0, )}

Qs = {(0,0), (a,a), (b, b),(c,c),(1,1),(1,a),(a, 1),(c,b), (b, c)}

Qs = {(0,0), (a,a), (b, b),(c,c),(1,1),(b,1),(1,b),(c,a), (a,c)}

Q7 ={(0,0), (a,a), (b, b),(c,c), (1,1),(c, 1), (1,¢),(c,a),(a,¢c),(a1),(1,a),

(¢,b), (b,c),(1,b),(b,1),(1,¢),(c,1),(a,b), (b a)}

Qs = {(0,0), (a,a), (b, b), (c,c),(1,1),(a, b), (b,a), (a,c),(c,a),(a,1),(1,a),

(¢,b), (b,c),(1,b),(b,1),(1,¢),(c, 1)}

Q9 = {(0,0), (a,a), (b, ), (c,c),(1,1), (a,¢),(c,a), (b, 1),(1,b)}

Q10 = {(0,0), (a, @), (b, b), (¢, c), (1,1), (b, ¢), (¢, b), (1,a), (a, )}

Q11 = {(0,0), (a, @), (b, b), (¢, c),(1,1),(1,0), (0,1), (a, 0), (0,a), (b, 0), (0, b),

(c,0),(0,¢),(a,b), (b, a),(a,c),(c,a),b,c),(cb),(1,a),(a1),(b)b1),(1c),

(c, 1)} dir.

Gorildigt gibi, Qs = Q19, Q¢ = Q9 , Q7 = Qg dir. Bu durumda ConL kafesinin
Hasse diyagrami asagidaki Sekil 14’teki gibidir.

Oy

/\

X%
\ f

Sekil 14, L ={0,a,b,c,1} kafesinin  kongriians
bagintilarinin kafesinin Hasse diyagrami

Ornek 1.3.22. Hasse diyagrami Sekil 6 da verilmis olan Ny kafesinin kongriians

bagintilar1 ve kongriians bagintilarinin kafesi asagidaki gibidir.
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Q: = {(0,0), (a,a), (b, b), (c,c), (1,1)}

Q2 ={(0,0), (a,a), (b,b), (c,¢c),(1,1),(a,0),(0,a),(c,0),(0,¢),(a,c),(ca),

(1,b), (b, 1)}

Qs ={(0,0), (a,a), (b, b), (c,¢c),(1,1),(1,0),(0,1), (1, a),(a,1),(a,0),(0,a),
(¢,0),(0,¢),(b,0),(0,b),(1,¢),(c, 1), (1,b), (b, 1),(a,b), (b,a),(c,b),(b,c),(c,a),
(a,0)} }

Q4 ={(0,0), (a,a), (b,b),(c,¢c),(1,1),(a,1),(1,a),(0,b), (b,0),(c,1),(1,c),
(a,c),(c,a)}

Qs = {(0,0), (a,a), (b, b), (¢, c), (1,1),(c,0),(0,¢), (1,b), (b, 1)}

Qs = (0,0), (a,a), (b, b), (¢, c),(1,1),(b,0),(0,b),(1,a),(a,1),(1,¢),(c,1),(c,a),
(a,c)}

Q7 ={(0,0), (a,a), (b,b), (c,¢c),(1,1),(a,c), (c,a)}

Qs = {(0,0), (a,a), (b, b), (c,¢c),(1,1),(a,b), (b,a),(a,1),(1,a),(a,0),(0,a),
(¢,0),(0,¢),(0,b),(b,0),(1,b),(b,1),(c,b), (b,c),(a,c),(c,a),(ab),(b,a)(01),
(1,0)}

Q9 = {(0,0), (a,a), (b, b), (¢, c), (1,1), (b, c), (¢, b), (c,0),(0,¢c),(c, 1),(1,0),
(0,0),(b,0),(1,b),(b,1),(1,a),(a,1),(a,c),(c,a),(a b), (b a),(a,0),(0a),(10),
(0,1)}

Q10 = {(0,0),(a,a), (b, b),(c,c), (1,1),(c,1),(1,¢),(c,a),(a,c),(0,b),
(b,0),(1,a),(a, 1)}

Q11 = {(0,0),(a,a), (b, ), (¢, ), (1,1), (b, 1),(1,b),(0,a), (a,0),(0,c), (c,0),
(a,¢), (c,a)}

Q12 = {(0,0),(a,a), (b, ), (¢, ), (1,1),(0,1),(1,0),(1,a), (a,1),(c, 1), (1,0),

(b, 1), (1,b),(a,0),(0,a),(c,0),(0,c), (b,0),(0,b), (a,c), (c,a),(a,b),(ba),(b,c),
(c,b)}

Goriildiigi gibi, @3 = Qg = Q9 = Q12 , Q2 = Q11 , Q4 = Q¢ = Q1o dur.
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Sekil 15. N5 kafesinin kongriians bagintilarinin kafesinin
Hasse diyagrami

Teorem 1.3.23.[14] L bir tam kafes olsun. L nin her elemani kompakttir.< L artan
zincir sartini saglar.

Tanim 1.3.24.[5] L bir tam kafes ve a € L olsun.

(i) a elemanina bir atom denir: < 0 < a dir.

(if) a elemanina bir ko-atom denir : & a < 1 dur.

L kafesinin biitiin atomlarinin ve ko-atomlarinin kiimeleri, sirasiyla, A(L) ve C(L) ile
gosterilecektir.

Tanmm 1.3.25.]2] Sonlu bir 0 =x; <x, <x3 <+ <x,_1 <x, =1 zincirinin
uzunlugu n — 1 dir. Bir L kafesinin uzunlugu €(L), L deki zincirlerin uzunluklarinin en
kiigtik tist siniridir. Bir L kafesi i¢in £(L) sonlu ise, L sonlu uzunluktadir denir.

Tanmim 1.3.26.[5] L bir tam kafes ve x € L — {0} olsun. x = a v b kosulunu saglayan
her a,b € L igin x = a veya x = b ise, x elemanina V-indirgenemez eleman denir.

L kafesinin tiim V — indirgenemez elemanlarinin kiimesi /(L) ile gosterilecektir.

Tamim 1.3.27.[5] L bir tam kafes ve x € L — {1} olsun. x = a A b kosulunu saglayan
her a,b € L igin x = a veya x = b ise, x elemanina A-indirgenemez eleman denir.

L kafesinin tiim A — indirgenemez elemanlarinin kiimesi M (L) ile gosterilecektir.

Tamm 1.3.28.[2] L bir tam kafes olsun.

(1) x € L—{1} olsun. a A b < x kosulunu gercekleyen her a,b € L i¢in a < x veya
b < x ise, x elemanina asal eleman (A-asal eleman) denir.

(i) x € L — {0} olsun. a V b = x kosulunu gergekleyen her a, b € L i¢in a > x veya

b > x ise x elemanina ko-asal eleman (v-asal eleman) denir.
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L kafesinin biitiin asal elemanlarinin kiimesi pr(L) ve biitiin ko-asal elemanlarinin
kiimesi copr (L) ile gosterilecektir.

Ornek 1.3.29. Sekil 13’te Hasse diyagrami verilen L ={0,a,b,c, 1} kafesi goz
Oniline alinsin. Bu takdirde,

pr(L) ={0,a,b}, copr(L) = {a,b,c},J(L) = {a,b,c}, M(L) = {a, b, 0},

A(L) ={c},C(L) ={a,b},L° ={1,a,b,c, 0} dr.

Ornek 1.3.30. Sekil 5’te Hasse diyagrami verilen My kafesi g6z 6niine almsin. Bu
takdirde,

pr(L) = {0}, copr(L) = {®},J(L) ={a,b,c} , M(L) = {a,b,c},

A(L) ={a,b,c},C(L) ={a,b,c}, L* ={1,a,b,c, 0} dur.

1.4. T-normlar ve T-konormlar

Tamim 1.4.1.[6] (L, <,0,1) kismi sirali bir kiime olsun. T: L X L — L fonksiyonu
asagidaki ozellikleri sagliyorsa, T ye L tizerinde bir ii¢ggensel norm(t-norm) denir.

) TGy =Ty x) (degisme),

(i) T(x,T(y, Z)) =T(T(x,y),z) (birlesme),

(i) y<z=T(,y) <T(x,z) (monotonluk),

(iv) T(x,1) =x (sinir sart1).

Tanim 1.4.2.[6] (L, <,0,1) kismi sirali bir kiilme ve T;, T, L iizerinde iki t-norm
olsun. V(x,y) € L X L i¢in Ty(x,y) < Ty(x,y) ise, Ty, T, den zayiftir veya T,, T; den
giicliidiir denir ve bu durum, T; < T, ile gosterilir.

Ornek 1.4.3. Asagida verilen Ty, ve Tp t-normlari sinirh bir L kafesi {izerindeki

strastyla, en giicliive en zayif t-normlardir.

Tu(x,y) =xAy,
x , ify=1
TD(x,y)z y ifle

0 , aksihalde
Tamm 1.4.4.[6] (L, <,0,1) kismi sirali bir kiime olsun. S: L X L - L fonksiyonu

asagidaki ozellikleri sagliyorsa, S ye L tizerinde bir ticgensel konorm(t-konorm) denir.,
i) Sk&y)=S0k.x) (degisme)
(i) S (x, Sy, z)) =SS(x,y),2) (birlesme)
(iii) y<z=Sk,y) <S(x,2) (monotonluk)
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(iv) S(x,0) =x (sinir sart).

Ornek 1.4.5. Asagida, [0,1] tam kafesi iizerinde, sirasiyla, Sy, Sp, S, Ve Sp
t-konormlar1 verilmistir.

Su(x,y) = max(x, y),

Sp(x,y)=x+y—x.y,

S, (x,y) = min(x + y, 1),

1 ,(x,y) €]0,1[?
max(x,y) ,aksi halde

Sp(x,y) = {

Teorem 1.4.6.[6] (Ly,<,0,,1;,) ve (L, <0,,1,,) iki kismi sirali kiime olsun.
T;, L, lizerinde bir t-norm ve T,, L, iizerinde bir t-norm olmak iizere,

Ty X Ty:(Ly X Ly) X (Ly X Ly) = (Lq X Ly),

(Ty X Tz)((xpxz)» (J’1:J’2)) = (T1(x1, 1), T2 (x2,¥2)) ile  tanmh  T; XT,
fonksiyonu

L, X L, tizerinde bir t-normdur.

Tammm 1.4.7.[20] L bir tam kafes olsun. T, L iizerinde bir t-norm ve p € L — {1}
olsun. p elemanma T-indirgenemez eleman denir : < T(a,b) = polan Va,b € L igin
a = pveyab = pdir.

Bir L kafesindeki biitiin T-indirgenemez elemanlarin kiimesi T;(L) ile gosterilecektir.

Tamim 1.4.8.[10] L bir tam kafes olsun. T, L iizerinde bir t-norm ve p €L —
{1} olsun.

(i) p elemanima T-asal eleman denir : &

T(a,b) <polanVa,b € Li¢ina < p veya b < p dir.

(if) p elemanima T-koasal eleman denir : <

T(a,a) <polanVa € L igin a < p dir.

Bir L kafesindeki biitiin T-asal elemanlarmin kiimesi T,(L) ile tiim T-koasal
elemanlarin kiimesi T, (L) ile gosterilecektir.

Tamm 1.4.9.[10] L bir tam kafes olsun. T, L {izerinde bir t-norm ve x € L olsun. x
elemania T-asal radikal eleman denir: & x =A{p € T, (L) |p = x} dir.

Bir L kafesindeki biitiin T-asal radikal elemanlarin kiimesi Ly (T') ile gosterilecektir.

Ozel olarak, 1 € Lg(T) dir.

Onerme 1.4.10.[20] L bir tam kafes olsun. T , L kafesi iizerinde bir t-norm olmak
tizere T,,(L) € T;(L) dir.
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Ornek 1.4.11. L; = {0,1} ve L, = {0, 1/2,1} olsun. L; X L, kafesi iizerinde

asagidaki esitlik ile tanimlanan T t-normu verilsin.

X 4 y = (1,1)
_ _ (0,1 : x=y=(01)
Ty =T0.x) = { (1,0) , %y €{(1,0),(1, %)}
(0,0) , aksi halde

Bu durumda,

Ti(Ly % L) = {(0,1/5), (01, (1, 1/},
T,(Ly x Ly) = {(0,1),(1,1/,)3,

Top(Ly X L) = {(0,1/5), (0,1), (1, 1/)},

Le(T) = {11, (1,1/5), (0,1, (0, %/5)} dir.
Ornek 1.4.12. Asagida Sekil 16 ile Hasse diyagrami verilen L = {0,1,d,m, e, f, g}

kafesi Uizerinde

(e , x=fvey=f
T(x’y)_{x/\y ’ aksi halde

t-normu tanimlansin. Bu takdirde,

1
|
9
|
f
|
e

/ \
d m
\0/

Sekil 16. L =1{0,1,d,m,e, f,g} kafesinin Hasse
diyagrami

Ty(L) ={g.f,d,m} , T,(L) ={g,f,d,m}, T, (L) = {0,d,m, f, g} ve
Lg(T) ={0,d,m, f, g, 1} dir.
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Ornek 1.4.13. Asagida Sekil 17 ile Hasse diyagrami verilen L = {1,a,b,c,i, 0}
kafesi lizerinde

TD ) (x)y)i(i'i)
i, (oy) =(0)

t-normu g6z oniine alinsin.

T(x,y) ={

1

N
N
S

Sekil 17. L=1{1,a,b,c,i,0} Kkafesinin Hasse
diyagrami

Bu takdirde,

T;(L) ={a,b,c, i}, T,(L) = {c}, T, (L) = {c}, Lg(T) = {c, 1} dir.

Ornek 1.4.14. Sekil 13°te Hasse diyagrami verilen L = {0, a, b, c, 1} kafesi ve bu
kafes tizerinde T(x,y) = x Ay t-normu goz Oniine alinsin. Bu takdirde,

T;(L) = {a,b,0} , T,(L) ={a,b,0} , Te,(L) ={a,b,c,0} , Lg(T) ={a,b,c,0,1}
dir.

Ornek 1.4.15. Sekil 5’te Hasse diyagrami verilen Mg kafesi ve bu kafes iizerinde
T(x,y) = x Ay t-normu goz 6niine alinsin. Bu takdirde,

T;(L) = {a,b,c}, T,(L) = {a,b,c}, Tsy(L) = {a,b,c,0} , Lg(T) = {a,b,c, 0,1} dir.



2. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR
2.1. Cebirsel Kafeslerde Uretilen T-normlar ve T-konormlar

Bu béliimde cebirsel kafeslerin {iretici elemanlarinin kiimesi iizerinde tanimli bir t-
norm yardimiyla cebirsel kafes lizerinde bir t-norm elde etmek ic¢in bir insa yOntemi
arastirilmistir. Literatiire bakildiginda, Yilmaz ve digerleri [20] c¢alismasinda sonlu
dagilmali bir L kafesinde V-indirgenemez elemanlarin kiimesi {izerinde verilen bir t-norm
yardimiyla L Kafesi iizerinde bir t-normun insasini vermislerdir. Bu ¢alismada, Yilmaz ve
digerlerinin [20] da verdigi insa yonteminden hareketle cebirsel kafesler lizerinde t-norm
elde edilmistir.

L bir kafes olmak tizere L nin 0 eclemanma sahip bir V —yarikafes oldugu 1.
Boliimde verilmistir. Ayrica Teorem 1.3.13 den dolayi, L cebirsel kafesi igin

@:L - 1d(L°), o(x) ={d € L°|d < x} = L nl x doniisiimii bir izomorfizmadir. L
cebirsel bir kafes olmak iizere, Vx € L i¢in

P(x) = {d €L

Lemma 2.1.1. L cebirsel bir kafes olsun. Bu durumda Vx,y € L i¢in x <y =
@(x) € @(y) dir.

Ispat. x,y € L ve x < y olsun. Bu takdirde, ! x Sl y dir. Buradan,

d< x} = L Nl x tammlansin.

LxnLS clynL€ olup @(x) € @(y) dir.

Lemma 2.1.2. L cebirsel bir kafes olsun. Bu takdirde L nin her x eleman1 x =V @(x)
seklinde bir gosterime sahiptir.

Ispat. x € L — {1} icin @(x) = ¢@(x) oldugundan vV @(x) =V ¢(x) = x dir.

Eger x = 1 alinirsa, V @(1) =V (¢(1) U {1}) = 1 dir.

Lemma 2.1.3. L bir cebirsel kafes olsun ve L¢ kismi sirali kiimesi artan zincir sartini
saglasmn. Bu durumda kq, k, € Maks(L®) i¢in ky = k, dir.

ispat. ky, k, € Maks(L¢") igin L¢” sonlu supremum altinda kapali oldugundan

kiVk, €L dir. ky <k, Vk, ve k; maksimal eleman oldugundan k, = k; V k,
dir. Buradan k, < k; dir. Benzer sekilde k; < k, elde edilir. O halde k; = k, dir.
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Teorem 2.1.4. L cebirsel bir kafes olsun ve L€~ kismi sirali kiimesi artan zincir sartint
saglasm. T, L tizerinde bir t-norm olmak iizere L iizerinde bir Ty ikili islemi su sekilde
tanimlansin:

=\ \/ rca
CeP(x) dep(y)

Bu durumda Ty, L iizerinde bir t-normdur.

Ispat. x,y,z,t € L icin x = y ve z = t olsun. Bu durumda @(x) = @(y) ve

@(z) = ¢(t) dir. Tp(x,2) = Veegu) Vaep@ T(€ d) = Veegy) Vaeg T(6, d) =

Tg(y, t) dir. Boylece Ty iyi tanimlidir.

() TeC1) =Veegu Vaepa) T(6,d) = Veepa T(¢, 1) = Veegy ¢ = x dir.

(i) x,y,zeLvey<zolsun. $(y) € @¢(z) ve buradan v ¢(y) <V @(z) dir. O

halde T (x,y) < Tg(x, z) olup Tz monotondur.
(iii) T ve v ikili islemleri degismeli oldugundan Ty (x,y) = Tg(y, x) dir.
(iv) x,y,z€L olsun. Tg(Tz(x,),2) = Te(Veepn Vaea) T A, Veepz) €)
dir.

f = Veegw) Vaepe) T(c,d) olacak sekilde f € L¢" elemam almsm. f € LS
oldugundan 3¢y, ¢y, ..., ¢, € §(x) ve 3d4,d,, ..., d, € @(y) Oyle ki

f<T(c,d)V ..VT(cy,dp) V ..VT(cp,di) V...V T(cpy, dp) dir. L€ artan zincir
sartin1 sagladigindan, Lemma 2.1.3 den dolay1 f < T(c;, d;) olacak sekilde ¢; € ¢(x) ve

di € §(y) (1 <i<n,1<j<m)vardir. Buradan,

Te(Veepoo Vacao) T(€ ), Veepay €) < Veep Vaepw) Veepn T(T(c,d), e) dir.

Ayrica agik olarak,

Veep) Vaep ) Veenn T(T (e, d),€) < Te(Veepeo Vaea) T(€, d) , Veep(z €) dir.

O halde,

Te(Veep Vaepu) T(€, D) Veep) €) = Veep Vaepon Veepen T(T(c, d), €) dir.

Béylece, Tg(Tg(x,¥),2) = Veegx) Vaeay) Veepz) T(T(c, d), e) dir. Aym sekilde,

Te(x, Tg(¥,2)) = Veep) Vaeam) Veew T (T (¢, d), e) dir. Buradan,

Tg(Tg(x,v),z) = Tg(x, Tg(y, z)) dir. Boylece Ty birlesmelidir. Sonug olarak, Tg, L

tizerinde bir t-normdur.
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Teorem 2.1.5. L cebirsel bir kafes olsun ve L€ kismi sirali kiimesi artan zincir sartint
saglasm. S , L tizerinde bir t-konorm olmak iizere L tizerinde bir S ikili islemi su sekilde
tanimlansin:

s =\ \/ sea
c€P(x) dep(y)

Bu takdirde Sg, L iizerinde bir t-konormdur.

Ispat. x,y,z,t € L igin x = y ve z = t olsun. Bu durumda @(x) = @(y) ve

@(z) =@(t) dir. Sp(x,2) = Veegu) Vaep S d) = Veepm) Vaepw S(c, d) =

Sg(y, t) dir. Bu durumda Sy iyi tanimlidir.

() Se(x,0) = Veegu Vaep) S(€d) = Veepn S(€,0) = Veepr) ¢ = x dir.

(i) x,y,z€L vey<zolsun. $(y) € $(z) ve buradan v ¢(y) <V @(z) dir. O

halde S;(x,y) < Sg(x, z) olup Sz monotondur.

(iif) S ve Vv ikili islemleri degismeli oldugundan Sg(x,y) = Sg(y, x) dir.

(iv) x,v,z € Lolsun. Sg(Sg(x,¥),2) = Se(Veep Vaea) S€ d), Veeg €) dir.

f = Veegw) Vaepp) S(c,d) olacak sekilde f € L€ elemam almnsm. f € L€
oldugundan 3¢y, ¢y, ..., ¢, € §(x) ve 3d4,d,, ..., d, € @(y) Oyle ki

f<S(c,d)V..vS(cy,dp) V...VS(cp,di) V...V S(cp, dyy) dir. L artan zincir
sartin1 sagladigindan, Lemma 2.1.3 den dolay1 f < S(c;, d;) olacak sekilde ¢; € ¢(x) ve
di € @(y) (1 <i<n,1<j<m)vardir. Buradan,

Se(Veepn) Vaep) S(€, ), Veep@) €) < Veepm) Vaepw) Veenz S(S(c, d), ) dir.

Ayrica agik olarak,

Veen Vaep) Veenn SS(c, d), €) < Sp(Veepo Vaepr) S(€ d), Veep €) dir.

O halde,

Se(Veep) Vaep) S(€,d), Veep(zy @) = Veep) Vaep) Veepz) S(S(c,d), e) dir.

Boylece, Sg(Sg(x,¥),2) = Veegn) Vaeay) Veewz) S(S(c, d), e) dir. Ayni sekilde,

Se(x, Sg(¥,2)) = Veego Vaea ) Veenz) S(S(c, d), e) dir. Buradan,

Sg(Sg(x,v),2) = Sg(x, Sg(y, z)) dir. Boylece Sg birlesmelidir.

Sonug olarak, Sg, L tizerinde bir t-konormdur.
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Onerme 2.1.6. L cebirsel bir kafes olmak iizere ¢ kismi sirali kiimesi artan zincir
sartini saglasmn ve Ty, T, LS iizerinde T; < T, sartim saglayan iki t-norm olsun. Bu
takdirde Ty, < T, dur.

Ispat. x,y € L olsun. T; < T, oldugundan Vc € @(x) ve Vd € @(y) igin

Ti(c,d) < T,(c, d) dir. Buradan,

T, Y) = Veep Vaear) T1(6d) < Veeg Vaepp) T2(6, d) = Tpp(x, y) dir.

Yani, Ty (x,y) < T, (x,y) dir.

Sonug 2.1.7. L cebirsel bir kafes olmak iizere ve L kismi sirali kiimesi artan zincir
sartin1 saglasin. Bu takdirde,

Tp, < Tg < Ty, dir.

2.2. T-norma Bagh Elemanlar

Bu boliimde tam kafesler iizerinde verilen bir t-norma bagli indirgenemez
elemanlarin ve asal elemanlarin kiimelerinin bazi cebirsel Ozellikleri incelenmis ve
ornekler sunulmustur. Karacal ve digerleri [10] bir tam kafeste T-asal elemamn
tanitmislardir.  Yilmaz ve digerleri [20] bir tam kafeste T-indirgenemez eleman tanimini
vermigler ve bu elemanlarin kiimesinin bazi cebirsel Ozelliklerini ¢alismislardir.
Calismanin bu boliimiinde, ilk olarak bazi sartlar altinda bir L tam kafesinde T-asal
elemanlarin kiimesi ile ko atomlarin kiimesi arasindaki iliski incelenmistir. Daha sonra,
tam kafeslerin direkt carpiminda T-indirgenemez elemanlarin kiimesi ve T-asal
elemanlarin kiimesinin bazi cebirsel Ozellikleri arastirilmis ve Ornekler sunulmustur.
Ayrica bu kiimeler i¢in baz1 karakterizasyonlar verilmistir.

Onerme 2.2.1. L bir tam kafes olsun. Eger C(L) = @ ve T = T, ise, bu takdirde
T, = @ dir.

Ispat. (L,<,0,1) ve C(L) = @ olsun. L deki herhangi bir x elemam icin bir y
elemani vardir 6yle ki x <y <1 dir. Boylece T(y,y) = 0 < x dir, fakat y £ x dir.
Buradan

x ¢ T,(L) = T,(L) = @ dir.

Onerme 2.2.2. L bir tam kafes olsun. Eger |C(L)| = 1 ve T =T, ise, bu takdirde
T,(L) = C(L) dir.
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ispat.

e Varsayalim ki #(L) =1 olsun. L ={x; =0,x, =1} ve C(L) = {x;} olsun.
Agikga x; € T, (L) dir. Buradan, T, (L) = C(L) dir.

e Varsayalim ki #(L) =2 olsun. L ={0 = xq4,%y, ...,Xp_1, %X, = 1} ve C(L) =
{xn_1} olsun. T(xy, x;) = x; < x, dir, fakat x, £ x; dir. Boylece, x; & T, (L)
dir.

x; € L — (C(L)U{1}) olsun. C(L) = {x,,_1} oldugundan x; < x,,_, dir.

T (xp—1,Xn-1) = x; < x; dir, fakat x,_; £ x; dir. Boylece x; & T, (L) dir. Acik¢a

Xn—1 € Ty(L) dir. Sonug olarak T,,(L) = C(L) dir.

e  Varsayalim ki L sonsuz uzunluklu bir kafes olsun. L = {x; | i € I} ve I sonsuz
indis kiimesi olsun. |C(L)| = 1 oldugundan vardir bir tek j € I 6yle ki C(L) =
{x;} dir. x, € L — (C(L) U{1}) olsun. T(xj,x;) = x; < x;, dir, fakat x; % x;
dir. Boylece, xy & T,(L) dir. Acikea x; € T,,(L) dir. Buradan T, (L) = C(L) dir.

Ornek 2.2.3. Sekil 16°da Hasse diyagrami verilen L = {0,1, g, f, e, d, m} kafesi ve

bu kafes tizerinde

T—TD(XJ’)_{ 0 , aksi halde

t-normu goz Oniine alinsin.

Acikea, C(L) = {g} ve T,(L) = {g} dir. Sonug olarak C(L) = T,(L) dir.

Onerme 2.2.4. L bir tam kafes olsun. Eger |C(L)| = 2 ve T = T}, ise, bu takdirde

T,(L) = @ dir.

Ispat. Varsayalim ki L = {x;|i € I} ve C(L) = {x;|j € J}, ] S I ve |J| = 2 olsun.

x¢ € L — {1} alinsin.

e x,€L—C(L) olsun. Buradan Vj,k €] igin T(x;,x;) =0 <x, dir. Fakat
Xj % x; Ve xi ¥ x; dir. Buradan x, € T, (L) dir.

e x; € C(L) olsun. Bu durumda Vj, k € ] — {t} igin (xj,xk) =0 < x; , dir. Fakat
x;j Il x; ve xi Il x; oldugundan x; £ x; ve x; £ x, dir. Buradan x; & T, (L) dir.

Sonug olarak T,,(L) = @ dir.

Ornek 2.2.5. Asagidaki Sekil 18 ile Hasse diyagrami verilen L = {0,b,x,y,z, ...}

kafesi gbz Oniine alinsin.
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NN
\\ //

0

Sekil 18. L = {0, b, x, y, z, ... } kafesinin Hasse diyagrami

Kolayca goriiliiyor ki C(L) = {x,y,z, ...} dir. L izerinde T = T}, t-normu gbz Oniine
alindiginda T(y,z) = 0 < x dir, fakat y < x,z £ x dir. Boylece x & T, (L) dir. Benzer
sekilde, 0,7, z,.. & T, (L) oldugu gosterilebilir. Sonug olarak T, (L) = @ dir.

Onerme 2.2.4 {in tersi genelde dogru degildir.

Ornek 2.2.6. L = [0,1] kafesi ve L iizerinde T = T, (x,y) = max(x + y — 1,0)

t-normu goz 6niine alinsin. C(L) = @ dir ve dolayisiyla |C(L)| = 0 dur.

o T (x,y)=00lsun.Buradan x+y—-1<0=>x+y<1dir. T} G%) = 0 dur,
fakat % < 0 dir. Buradan 0 & T, (L) dir.

o T,.(x,y) < % olsun . Buradan max(x +y — 1,0) < % dir.

(i) max(x+y—-10)=0=x S% VeyayS%dir.

(i) max(r+y-10)=x+y—1<3=x+y<> dir. T(3,3)=2 dir, fakat
2 < 2 dir. Boylece - € T, (L) dir.

e Ti(x,y)=max(x+y—10)<p,p€ (O,%) olsun.

(i) max(x+y—10)=0=>x+y < 1dir. TG,%) =0<p dir, fakat %$p
dir. Buradan p € T,(L) dir.

e Ti(x,y)=max(x+y—1,0)<q,q€ (;, 1) olsun.

() max(x+y—-10)=0=>x+y< 1=>xS% VeyayS%dir.

(i) max(x+y—-10)=x+y—-1=20<x+y—-1<g=>1<x+y
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1+q 1+q

<1+qd1rTL( —)—q<qd1rFakat

g<1=>2q< 1+q:>q<—yan|—$qd1r Buradan q & T, (L) dir.

Boylece T, (L) = @ dir.

Teorem 2.2.7. (Ly,<,0,,1;, ) ve (L,,<0,,1,) iki tam kafes ve T; ve T,
sirasiyla, L ve L, tizerinde iki t-norm olsun. Bu takdirde,

(Ty X Ty)i(Ly X Ly) = Ty, (Ly) % {1,,} U {1,,} X Ty, (L) dir.

Ispat. (p,q) € Ty, (L1) x {1,,} U {1,,} X T,,(L) olsun. Buradan

(p, @) € Ti,(L1) x{1,,} veya (p,q) € {1,,} X T5,(L,) dir.Bdylece

(p e T1i(L1) Aq=1,)veya(p=1, AqE Tzi(Lz)) dir.

(Ty X T)((x,y), (a, b)) = (p, q) olsun. Béylece,

(T, x Tz)((x y),(a, b)) (»,1,) . p €Ty, (Ly) veya (T; X Tz)((x y),(a, b)) =
(1L1»CI): q € Tz,(Ly) dir. Eger (Ty X T,)((x, ), (a,b)) = (p, 1.,) 0 € Ty, (Ly) ise,

(Ty(x,a),T,(y,b)) = (p, 1L2) = T1(x,a) =pveT,(y,b) =1, dir. Buradan x = p

x=pveya a=p,y=>b=1,, dir. Boylece (p, le) = (x,y) veya (p, 1L2) =
(a, b)dir.

Buradan (p,1,,) € (T X T3);(Ly X L) dir.

Benzer sekilde (1L1, q) € (T, X T,);(L, X L,) dir. Buradan,

Ty, (L1) X {1, } U {1,,3 X Ty, (L) € (Ty X T3);(Ly X Ly)...(%)
dir. Tersine, (p,q) € (Ty X T5);(Ly X Ly) ve q € T,(L,),p & Ty,(Ly) olsun.

Bu durumda q =1,, veya 3y,b € L,: T,(y,b) = qvey # q,b # q dir. Benzer
sekilde

p=1, veya 3x,a € L;:T;(x,a) = pvex # p,a # p dir.

Varsayalm ki p # 1, ve q # 1;, olsun.

(0, q) = (T1(x, @), T2 (y, b)) = (Ty X T2)((x,¥), (a, b))

= (p,q) = (x,y) veya (p,q) = (a, b) dir. Buradan,

p=x,q=yveyap =a,q=>bdir. Bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla, p =
1, veyaq =1, dir.

e p=1; olsun. (T, x T,)((x, ), (a,b)) = (1;,,9)
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= (Ty(x,a), T, (y,b)) = (1,,,9) dir. Buradan, T;(x,a) = 1, ve T,(y,b) = q dir.
Boylece x = a =1, ,y = q veya b = q dir. Dolayisiyla, q € T,,(L,) dir.

e g = 1;, olsun. Benzer sekilde, p € Ty,(L,) dir. Buradan,

(»,q) € Ty,(Ly) X {1L2} U {1.,} X Tz,(L) dir.

Boylece (Ty X T);(Ly X L) € Ty, (L1) X {1,,} U {1,,} X Tp,(Ly)...(x*) dir.

(¥) ve (%) dan dolay1 (Ty X Ty);(Ly X L) = Ty,(Ly) X {1,,} U {1,,} X Ty, (L,) dir.

Teorem 2.2.8. (Ly,<,0,,1,,) ve (L, < 0,,,1,)) iki tam kafes, T; ve T,, sirastyla,
L4, L, tzerinde iki t-norm olsun. Bu takdirde,

(Ty X Ty)p(Ly X Lp) = T1p (L1) X {1L2} U {1} X sz (Lz) dir.

Ispat. Varsayalim ki (p, q) € Ty, (Ly) X {1L2} U {1} xTz, (L) olsun.

(0, q) € Ty, (Ly) X {1,,} veya (p, q) € {1,,} X Ty, (L) dir. Bdylece,

(peTy, (L)) veq=1,)veya(p =1, veq €T, (Lp))dir.

(Ty X T)((x,v), (a, b)) < (p.q) olsun. Eger (p,q) € Ty, (L) X {1L2} ise,

(Ty x T)((x,¥),(a,b)) <(p.1.,) ,p € Ty, (Ly) dir. Buradan

Ti(x,a) <p ve T,(y,b) < 1,, > (x <pveyaa<p)ve(y<1,veyab<1,)

= (x,y) < (p,1,,) veya(ab) < (p,1,,) = (p,1,,) € (Ty X Ty),(Ly X Ly) dir.

Benzer sekilde, (1,,,q) € (Ty X T;),(Ly X Ly) dir. Buradan,

Ty, (Ly) X {11, U {11} X Ty, (L2) © (Ty X Tp)p(Ly X Lp) ...(x%%)
dir. Tersine, (p,q) € (Ty X T3),(Ly X Ly) Ve p & Ty, (L1) .+ q €Ty, (L) olsun.

Bu takdirde,

p =1, veya 3x,a € Ly : T;(x,a) < pvex £ p,a £ p dir. Benzer sekilde,

q=1,veya 3y,b € L,:T,(y,b) < qvey £ q,b % qdir.

Varsayalm ki p # 1, ve q # 1,, olsun. Buradan,

@9 = (), T0,0) = (I x (), @b)  dir. (.)€ (Ty x
T,)p(Ly X Ly) oldugundan (p,q) = (x,y) veya (p,q) = (a,b) dir. Boylece p = x,q =y
veya

p = a,q = b oldugunu elde ederiz ki bu bir geligkidir. Sonug olarak, p =1, veya
q=1,,dir.

e p =1, olsun. Budurumda (T, x T,)((x,y), (a, b)) < (1,,,q) ve bdylece
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(Ty(x,a), T, (y,b)) < (1,,,q) dir. O halde

Ty(x,a) < 1, veT,(y,b) <q= (x <1, veyaa <1, )ve(y < qveyab < q)
dir.

Buradan q € T, (L) dir.

e g =1, olsun. Benzer sekilde, p € Ty (L,) oldugu gdsterilebilir. Buradan,

(Ty X T2)p(Ly X L) & Ty (L) X {1,ju{1,}x Tz, (Lz) ...(xxxx)
dir. Sonug olarak, (x**) ve (k) dan

(Ty X Ty)p(Ly X Lp) = T, (L) X {1L2} U{1,}x T3, (L2) dir.

Sonug¢ 2.2.9. (Ll, <, OLl,lLl) ve (L, <,04,,1,,) iki tam kafes, T; ve T,, sirasiyla,
L, ve L, tzerinde iki t-norm olsun. Eger Ty (L) =Ty, (Ly) ve T2, (Ly) = Ty, (Ly) ise, bu
takdirde

(Ty X T2)p(Ly X Ly) = (Ty X T)i(Ly X Ly) dir.

Ispat. Teorem 2.2.7 ve Teorem 2.2.8 den elde edilir.

Sonuc¢ 2.2.10. (Ll, <, OL1,1L1) ve (L, < 0,,,1;,,) iki tam kafes, T; ve T, sirasiyla,
L, ve L, tizerinde iki t-norm olsun. Bu takdirde,

[T1i(L1) X Tzi(Lz)] N [(Ty X T3);(Ly X Lp)] = @ dir.

Ispat. Ty, (L) X Ty, (L) =@ veya (Ty XTy)i(Ly X L) =@ ise ispat agiktir.
Varsayalim ki Ty,(Ly) X T5,(L,) # @ ve (T; X T,);(Ly X Ly) # @ olsun. Bu durumda,

Ty, (L) X Ty, (Ly) € (Ty X T2)(Ly X Ly)  veya  (Ty X Tp);(Ly X Lp) & Ty,(Ly) X
T5,(L,) oldugu asagidaki gibi gdsterilir.

e (p,q) €Ty, (L) XT,,(Ly) olsun. Buradan p € Ty,(L) ve q €Ty, (L) dir.

Boylece p # 1,, ve q # 1, dir. Dolayisiyla (p,q) € (T X T3);(Ly X L) dir,

e (p,q) € (Ty XT;);(Ly X Ly) olsun. Buradanp = 1, ,q € T;,(L,) veya

p € Ty, (L1),q = 1,,dir. Tanim 1.4.7 den dolay1, p & T;,(L,) veya q & T, (L) dir.

Buradan (p, q) € Ty,(L1) X T5,(L,) dir.

Sonug 2.2.11. (Ly,<,0,, 1, ) ve (L, < 0,,,1, ) iki tam kafes, T; ve T, sirastyla,

L, ve L, iizerinde iki t-norm olsun. Bu takdirde,

|7, (L) X Ty, (L] 0 [(Ty X T (Ly X Ly)] = @ dir.
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Ispat. Ty, (L)) x Ty, (L) = @ veya (T; X T;),(Ly X L) = @ olursa ispat agiktir.
Varsayalim ki Ty (L)) x Ty, (L) # @ ve (Ty X T;),(Ly X Lp) # @ olsun. Bu durumda,

T1p(L1) X sz(Lz) Z (Ty X T2)p(Ly X L) veya (Ty X Tp)p(Ly X Ly) & T1p(L1) X
Ty, (L,) oldugu asagidaki gibi gosterilir.

e (pq) € Tlp(Ll) X sz(Lz) olsun. Buradan p € Tlp(Ll) veq € sz(Lz) dir.

Boylece, p # 1,, ve q # 1,, dir. Boylece (p,q) & (T; X T;),(Ly X Ly) dir.

e (p,q) € (T, XT;),(Ly X Lp)olsun. Buradanp =1, ,q € T;,(L2) veya

p € Ty, (L1),q = 1,, dir. Tamm 1.4.8 den dolay1 p € Ty (L,) veya q & T, (L) dir.

Buradan (p, q) & Ty,(Lq) X Ty,(L,) dir.

Ornek 2.2.12. Hasse diyagramlari, asagida, sirasiyla, Sekil 19 ile Sekil 20 verilen

Ly ={0,a,b,c,1} ve L, = {1,x,y,z 0} kafesleri géz oniine alinsin. T; =T, = Ty,

i¢in Ty,(L,) = {a, b, c,0} = Ty, (Ly) ve T (Ly) = {x,y,0} = Ty, (L2) oldugu agiktir.

>~ — 8—

&
0

Sekil 19. L; ={0,a,b,c, 1} kafesinin Hasse
diyagrami
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x/l\
N/

0

Sekil 20. L, ={1,x,y,z,0} Kkafesinin Hasse
diyagrami

T1,(L1) X T, (Ly) = {(a, x), (a,¥), (a,0), (b,x), (b, y), (b, 0), (¢, x), (c,y), (c, 0),
0,x), (0,),(0,0)} =Ty, (Ly) X Ty, (Lz) dir.

(T1 X T5)i(Ly X L2) = {(1,%),(1,),(1,0), (a,1), (b, 1), (c, 1), (0,1)}

= (Ty X T3), (L1 X Ly) dir.

Acikga, (1,%),(a,1) € Ly X L, igin (Ty x Ty) ((1,%),(a,1)) =

(Tl(l, a), T,(x, 1)) = (a,x) ve (a,x) & (T, X T,);(L; X L,) dir. Bundan dolay,
(Ty X T3)i(Ly X Ly) # Ty,(Lq) X Ty,(Ly) dir.

Benzer sekilde,

(1,x),(a,1) € Ly X Ly igin (Ty X T,)((1,%),(a,1)) = (T1(1,a), Ty (x, 1))

= (a,x) < (a,x) dir, fakat (1,x) £ (a,x) ve (a,1) £ (a, x) dir. Dolayisiyla,

(Ty X To)p(Ly X L) # Ty, (Ly) X Ty, (L) dir.

Ornek 2.2.13. Hasse diyagrami Sekil 13 ile verilen L; ={1,a,b,c, 0} kafesi

tizerinde T;(x,y) =x Ay t-normu ve Hasse diyagrami Sekil 16 ile verilen L, =
{1,9,f,e,d, m,0} kafesi lizerinde

(e , x=fvey=f
TZ(x’y)_{x/\y , aksi halde

t-normu goz Oniine alinsin.

Bu takdirde,

Ty (L) = {a,b,0} = Ty (L) Ve Ty, (L;) = {d,m, g, f} = Ty (L) oldugu agiktrr.
T1,(L1) X Ty, (L2) = {(a,d), (a,m), (a,9), (a, f), (b,d), (b,m), (b, g), (b, f),
(0,d), (0,m), (0, 9), (0, )} = Ty, (L) X Ty, (L) dir.

(Ty X T2)i(Ly X Ly) = {(1,9), (1, /), (1,d),(1,m),(a,1),(b,1),(0,1)}
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= (T; X T,), (L1 X Ly) dir.

Ancak,

(1,d),(a,1) € Ly xL, i¢in (Ty xTp)((1,d),(a 1)) =(T1(1,a),T,(d,1) =
(a,d) dir.

(a,d) & (T, X T,);(L; X L,) dir. Bundan dolay,

(Ty X T3)i(Ly X Lp) # Ty, (Ly) X To,(Ly) dir.

Benzer sekilde,

(1,d),(a,1) € Ly X Ly igin (Ty X T,)( (1, d), (a, 1)) = (T1(1,d), T (x,1))

= (a,d) < (a,d) dir, fakat (1,d) <% (a,d) ve (a,1) £ (a, d) dir. Dolayisiyla,

(Ty X T2)p(Ly X L) # Ty (Ly) X Ty, (L) dir.

Ornek 2.2.14. Hasse diyagrami asagida Sekil 21 ile verilen L, = {1,a,0} kafesi

tizerinde Ty (x,y) = x A y t-normu ve Hasse diyagram1 Sekil 22 ile verilen

xANy ,x=1lveyay=1

L, = {1,x,y,2z,t,0} kafesi tizerinde T, (x, y) = { 0 aksi halde

t-normu goz dniine alinsin.

0

Sekil 21. L; ={0,a,1} Kkafesinin Hasse
diyagrami
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0

Sekil 22. L, = {1,x,y, z,t, 0} kafesinin Hasse
diyagrami

Bu takdirde,

Ty, (Ly) = {a,0} = Ty, (Ly) ve Ty, (Ly) = {x,y,2,t} T2, (Ly) = {x} oldugu agiktur.
Ayrica,

T1,(L1) X Ty, (L2) = {(a,x), (a,y), (a,2), (a,1), (0,x),(0,y),(0,2), (0,)} ve
T1p(L1) X sz(Lz) = {(a,x), (0,x)} dir.

(Ty X T2)i(Ly X L) = {(1,%), (L, ), (1,2),(1,1),(a,1),(0,1)} ve

(Ty X Ty)p (L1 X Lp) = {(1,x), (a,1),(0,1)} dir.



3. IRDELEME

Bu c¢alismanin iki amacindan birincisi, cebirsel bir L kafesinde {iretici elemanlarin
kismi sirali kiimesi lizerinde verilen bir t-normu kafes ilizerine genisleterek L kafesi
tizerinde bir t-norm elde etmektir. Bu amag¢ dogrultusunda, cebirsel kafesler iizerinde t-
norm iretmek i¢in bir inga yontemi verilmistir. Ayn1 yontem, t-konorm insa etmek igin
kullanilmistir. Calismanin ikinci amaci ise, tam kafesler {izerinde verilen bir t-norma bagl
indirgenemez elemanlarin  kiimesinin ve asal elemanlarin kiimesinin bazi cebirsel
Ozelliklerini arastirmaktir. Bu nedenle, bazi sartlar altinda bir L tam kafesinde T-asal
elemanlarin kiimesi ile ko atomlarin kiimesi arasindaki iliski incelenmistir. Ayrica, tam
kafeslerin direkt carpiminda T-indirgenemez elemanlarin kiimesi ve T-asal elemanlarin
kiimesi i¢in baz1 karakterizasyonlar elde edilmistir. Bulgular1 desteklemek amaciyla

ornekler sunulmustur.



4. SONUCLAR

Bu ¢alismada elde edilen bazi sonuglar su sekildedir:

1.

Cebirsel bir L kafesinde kompakt elemanlarin kiimesi {izerinde tanimli bir t-
norm, L iizerinde bir t-norm elde edecek sekilde genisletilmistir.

T-norm elde etmek igin verilen yontem, t-ko norm elde etmek i¢in kullanilmistir.
Bazi sartlar altinda bir L tam kafesinde T-asal elemanlarin kiimesi ile ko
atomlarin kiimesi arasindaki iligki incelenmistir.

Tam kafeslerin direkt ¢arpiminda T-indirgenemez elemanlarin kiimesi ve T-asal

elemanlarin kiimesi i¢in bazi karakterizasyonlar elde edilmistir.



5. ONERILER

Bu caligmada elde edilen bulgular 1s181nda,

1.

Benzer insa yontemleri, farkli elemanlar tarafindan iiretilen kafesler iizerinde t-
norm ve t-konorm elde etmek i¢in kullanilabilir. Ayrica verilen yontem, kafesler
lizerinde uninorm insa etmek i¢in incelenebilir.

Tam kafesler iizerinde tanimli bir t-norma bagli T-indirgenemez eleman ve T-
asal eleman tanimlar1 uninormlara genisletilerek bu elemanlar i¢in benzer

cebirsel ozellikler arastirilabilir.
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