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 Bu çalışmanın amacı sınırlı 𝐿 kafesinin alt aralıkları üzerinde tanımlı t- normlardan 

𝐿 sınırlı kafesi üzerinde bir t- norm elde etmek için bir inşa metodu vermek, bu metodu 

literatürdeki mevcut yöntemlerle karşılaştırmak ve bu metodu genelleştirmektir. 

 Bu çalışma iki ana bölümden oluşmaktadır. Bölüm 1 de çalışmaya temel oluşturan 

bazı tanım, teoremler verilmiştir. Bölüm 2 de, ilk önce 𝐿 sınırlı kafesinin [0, 𝑎1], [𝑎1, 1] alt 

aralıkları üzerinde tanımlı t- normlardan 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde bir t- norm elde etmek 

için bir metot verilmiştir. Bu metot mevcut metotlarla karşılaştırılmış ve farklılıkları 

örneklerle ortaya konulmuştur. Dahası bu metot genelleştirilmiştir.  

 

 

Anahtar Kelimeler: Üçgensel norm, Sınırlı kafes 



 

 

VII 

 

Master Thesis 

 

SUMMARY 

 

CONSTRUCTION OF TRIANGULAR NORMS ON BOUNDED LATTICES 

 

                                            MERVE YEŞİLYURT  

 

Karadeniz Technical University 

The Graduate School of Natural and Applied Sciences  

Mathematics Graduate Program 

Supervisor:  Assistant Professor Ümit ERTUĞRUL 

2019, 76 Pages 

 

Aim of this study is to give a construction method to obtain a t- norm on the bounded 

lattice 𝐿 from the t- norms on subintervals of bounded lattice 𝐿, is to compare the 

mentioned method with the available methods in the literature and is to generalize this 

method. 

This study consists of two main parts. In Chapter 1, some definitions and theorems 

which are the basis of our study are given. In Chapter 2, a method to obtain a t- norm on 

the bounded lattice 𝐿 from the t- norms on the subintervals [0, 𝑎1], [𝑎1, 1] of bounded 

lattice 𝐿 is given at first. This method is compared with the existing methods and the 

differences are presented with examples. Moreover, this method is generalized. 
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1. GENEL BİLGİLER 

 

1.1. Giriş  

 

         Menger’in ‘Statistical Metrics’ adlı çalışması ile üçgensel normların tarihi başlamıştır 

[25]. Üçgensel normlar klasik üçgen eşitsizliğinin bir genelleştirmesi sırasında ortaya 

çıkmıştır. Günümüzde kullanıldığı haliyle t- normların aksiyomları Schweizer ve Sklar 

[28-32] tarafından verilmiştir. Literatürde üçgensel normlar birçok farklı açıdan ele 

alınmıştır: üçgensel normlardan elde edilen sıralamalar [6,20,21], üçgensel normlardan 

elde edilen kapanış operatörleri [16] vb. Üçgensel normlar ilk olarak [0,1] birim reel 

aralığı üzerinde tanımlanmıştır [22]. Daha sonra [0,1] birim reel aralık durumundan daha 

genel olan 𝐿 sınırlı kafesler üzerinde tanımlanmıştır ve birçok araştırmacı sınırlı kafesler 

üzerindeki t- normları araştırmıştır [4,6,26]. 

Birçok uygulama alanı olması sebebiyle, sınırlı kafesler üzerindeki üçgensel 

normların inşası araştırmacılar tarafından ilgi çeken bir konu olmuştur. Dahası, üçgensel 

normların uninormların ve nullnormların özel bir sınıfı [7,8] olduğu da göz önüne alınınca, 

üçgensel normlar için elde edilecek bir inşa yönteminin sadece üçgensel normlar için değil, 

aggregation fonksiyonlarının ailesi için de oldukça önemli olduğu anlaşılır.   

Literatür incelendiğinde, Saminger’in sınırlı kafesler üzerinde t- normların inşası 

üzerine yaptığı çalışma görülür [26]. Fakat bahsi geçen inşa metodu her durumda herhangi 

bir kafes üzerinde veya keyfi t- normlar için bir t-norm üretmemektedir. Daha sonra,  

Ertuğrul vd. [6] Saminger’in inşa yönteminin her zaman bir t- norm üretmiyor olması 

gerçeğinden hareketle, sınırlı kafesin bir alt aralığı üzerinde tanımlı bir t- normdan 𝐿 

üzerinde bir t- norm elde etmek için bir metot önermiştir. Fakat bu yöntem de sınırlı 

kafesin [a,1] tipinde bir alt aralığında tanımlı bir t- normdan 𝐿 kafesi üzerinde bir t- norm 

elde etmenin bir yolunu verir. 𝐿 nin alt aralıklarında tanımlı t- normların bir inşasını 

sağlamaz. Ertuğrul vd. ve Saminger’in ardından Çaylı [4] da Ertuğrul vd. lerinin inşa 

metodunu modifiye ederek alternatif bir metot önermiştir.  

Bu çalışmada, 𝐿 sınırlı kafesinin alt aralıkları üzerinde tanımlı t- normlardan, hiçbir 

ek şarta gerek olmaksızın, 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde bir t-norm elde etmek için inşa metotları 

üzerinde durulmuştur. 
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1.2. Kısmen Sıralı Kümeler ve Kafesler 

 

1.2.1.Kısmen Sıralı Kümeler 

 

Tanım 1.1. [2] 𝐾 bir küme ve ≤,  𝐾 üzerinde bir bağıntı olsun. Her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐾 için 

K1. Her 𝑎 ∈ 𝐾 için 𝑎 ≤ 𝑎                                                                            (Yansıma) 

         K2. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 için 𝑎 ≤ 𝑏  ve  𝑏 ≤ 𝑎  ise 𝑎 = 𝑏                                       (Ters Simetri) 

K3. 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐾 için 𝑎 ≤ 𝑏  ve  𝑏 ≤ 𝑐  ise 𝑎 ≤ 𝑐                                          (Geçişme) 

şartları sağlanırsa, ≤  bağıntısına 𝐾 üzerinde bir sıralama (veya kısmen sıralama) denir. 

Üzerinde bir  ≤ sıralama bağıntısı mevcut olan 𝐾 kümesine sıralı küme (veya kısmen sıralı 

küme) denir ve bu küme (𝐾,≤) ikilisi ile gösterilir.  

 Eğer 𝑎 ≤ 𝑏 ve 𝑎 ≠ 𝑏 ise 𝑎 < 𝑏  yazılır ve ‘𝑎, 𝑏 de öz olarak içerilir’ olarak ifade 

edilir. 𝑎 ≤ 𝑏 bağıntısı 𝑏 ≥ 𝑎 olarak da yazılır ve ‘𝑎, 𝑏 de içerilir’ olarak ifade edilir. 

Benzer şekilde 𝑎 < 𝑏,  𝑏 > 𝑎 olarak da yazılır. 

Örnek 1.2. 𝐴 bir küme olmak üzere, (℘(𝐴),⊆) kısmen sıralı bir kümedir. 

Lemma 1.3. [2] Herhangi bir kısmen sıralı kümede hiçbir 𝑎 için 𝑎 < 𝑎 ve 𝑎 < 𝑏 ve 

𝑏 < 𝑐 ise 𝑎 < 𝑐 dir.  

Uyarı 1.4. [2] (𝐾,≤)  kısmen sıralı bir küme olsun. 

(i) Bir 𝑎 ∈ 𝐾 elemanı her 𝑥 ∈ 𝐾 için 𝑎 ≤ 𝑥 şartını sağlayacak şekilde mevcutsa 

böyle bir 𝑎 elemanına 𝐾 nin en küçük elemanı denir ve 0 ile gösterilir. Bu elemanın tek 

olduğu açıktır. 

(ii) Bir 𝑏 ∈ 𝐾 elemanı her 𝑥 ∈ 𝐾 için 𝑥 ≤ 𝑏  şartını sağlayacak şekilde mevcutsa 

böyle bir 𝑏 elemanına 𝐾 nin en büyük elemanı denir ve 1 ile gösterilir. Bu elemanın tek 

olduğu açıktır. 

         Eğer 0 ve 1 elemanları varsa, her 𝑥 ∈ 𝐾 için 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 olduğundan 0 ve 1 e evrensel 

sınırlar denir. 

Lemma 1.5. [2] (𝐾,≤)  kısmen sıralı bir küme ve 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛  ∈ 𝐾 olsun.  

Eğer 𝑥1 ≤ 𝑥2 ≤ ⋯ ≤ 𝑥𝑛 ≤ 𝑥1 ise 𝑥1 = 𝑥2 = ⋯ = 𝑥𝑛 (ters devir) dir. 

K4. Her 𝑎 ve 𝑏 için 𝑎 ≤ 𝑏 veya 𝑏 ≤ 𝑎 dir. 

Tanım 1.6. [2] K4 özelliğini sağlayan bir kısmen sıralı kümeye tam sıralı küme, 

zincir veya lineer sıralı küme denir. 

Teorem 1.7. [2] (𝐾, ≤) kısmen sıralı bir küme ve 𝑇 ⊆ 𝐾 alt kümesi ise, (𝑇, ≤) 

kısmen sıralı bir kümedir. Özel olarak, 𝐾 bir zincir ise 𝑇 de zincirdir. 
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Örnek 1.8. [2] ℝ reel sayılar kümesi bir zincir olduğundan ℕ doğal sayılar kümesi, ℤ 

tam sayılar kümesi ve ℚ rasyonel sayılar kümesi doğal sıralamaya göre bir zincirdir. 

Tanım 1.9. [2] (𝐾,≤) kısmen sıralı bir küme olsun. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 için ‘𝑎 örter 𝑏’  

denir:⟺ 𝑎 > 𝑏 olup, 𝑎 > 𝑥 > 𝑏  olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝐾  elemanı mevcut değildir. 

Tanım 1.10. [2] (𝐾,≤) kısmen sıralı bir küme olsun. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾  için 𝑎 ≰ 𝑏 ve 𝑏 ≰ 𝑎 

ise yani 𝑎 ve 𝑏 elemanları kıyaslanmıyorsa 𝑎 ve 𝑏 elemanlarına kıyaslanamayan elemanlar 

denir ve bu 𝑎 ∥ 𝑏 ile gösterilir.  

Tanım 1.11. (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes 𝑎0, … , 𝑎𝑖, … , 𝑎𝑗 , … , 𝑎𝑛 ∈ 𝐿, 0 = 𝑎𝑛 ≤

𝑎𝑛−1 ≤ ⋯ ≤ 𝑎𝑗 ≤ ⋯ ≤ 𝑎𝑖 ≤ ⋯ ≤ 𝑎0 = 1 olsun. 𝐼𝑎𝑖 ve 𝐼𝑎𝑖,𝑎𝑖+1,…,𝑎𝑗 sırasıyla  

𝐼𝑎𝑖 ≔ {𝑥 ∈ 𝐿 ∶  𝑥 ∥ 𝑎𝑖 𝑣𝑒 𝑎𝑖+1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎𝑖−1}  

𝐼𝑎𝑖,𝑎𝑖+1,…,𝑎𝑗 ≔ {𝑥 ∈ 𝐿 ∶  𝑥 ∥ 𝑎𝑖, 𝑥 ∥ 𝑎𝑖+1, … , 𝑥 ∥ 𝑎𝑗  𝑣𝑒 𝑎𝑗−1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎𝑖+1}  

olarak tanımlanır. 

Kapsama bağıntısı kullanılarak herhangi bir sonlu kısmen sıralı kümenin aşağıdaki 

gibi bir grafiksel gösterimi elde edilir: 𝐾 nin her bir elemanını göstermek için küçük bir 

daire çizilir ve  𝑎 > 𝑏 olduğunda 𝑎, 𝑏 den daha yukarı yazılır. 𝑎, 𝑏 yi örttüğünde 𝑎 dan 𝑏 

ye düz bir çizgi çizilir. Sonuçta elde edilen şekle 𝐾 nin bir diyagramı denir. Aşağıda bazı 

kısmen sıralı kümelerin diyagram örnekleri verilmiştir. 

                   

       𝑀𝟓                                               𝑁𝟓                 𝑃6 

Şekil 1.1. Diyagram örnekleri 

       

Tanım 1.11. [2] (𝐾,≤)  kısmen sıralı bir küme ve 𝑌 ⊆ 𝐾  olsun. 

(i) 𝑎 ∈ 𝑌 olsun. Eğer 𝑥 < 𝑎  olacak şekilde 𝑥 ∈ 𝑌  mevcut değil ise bu 𝑎 

elemanına 𝑌 kümesinin bir minimal elemanı denir. 

𝑌 kümesinde maksimal eleman, dual olarak tanımlanır. 

En küçük eleman bir minimal eleman ve en büyük eleman da bir maksimal 

elemandır. Ancak tersinin doğru olması gerekmez.  
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Teorem 1.12. [2] (𝐾, ≤) kısmen sıralı bir küme ve ∅ ≠ 𝑌 ⊆ 𝐾  sonlu alt küme olsun. 

Bu takdirde 𝑌 kümesi minimal ve maksimal elemanlara sahiptir. 

Teorem 1.13. [2] Zincirlerde minimal (maksimal) ve en küçük (en büyük) eleman 

kavramları denktir. Böylece keyfi alınan sonlu bir zincir en küçük ve en büyük elemanlara 

sahiptir. 

Tanım 1.14. [2] (𝐾,≤)  kısmen sıralı bir küme ve 𝑌 ⊆ 𝐾  olsun. 

(i) 𝑎 ∈ 𝐾 ve her 𝑦 ∈ 𝑌  için 𝑦 ≤ 𝑎 ise, 𝑎 elemanına 𝑌 kümesinin bir üst sınırı denir 

ve 𝑌 kümesinin üst sınırlarının kümesi 𝑌 ile gösterilir. Her 𝑡 ∈ 𝑌 için 𝑎 ≤ 𝑡 ise, 𝑎 

elemanına 𝑌 kümesinin en küçük üst sınırı veya supremumu denir ve  𝑎 = 𝑠𝑢𝑝𝑌 veya 𝑎 =

∨ 𝑌 ile gösterilir. 

(ii) 𝑏 ∈ 𝐾 ve her  𝑦 ∈ 𝑌 için 𝑏 ≤ 𝑦  ise, 𝑏  elemanına 𝑌 kümesinin bir alt sınırı denir 

ve 𝑌 kümesinin alt sınırlarının kümesi 𝑌 ile gösterilir. Her 𝑘 ∈ 𝑌 için 𝑘 ≤ 𝑏 ise, 𝑏 

elemanına 𝑌 kümesinin en büyük alt sınırı veya infimumu denir ve 𝑏 = 𝑖𝑛𝑓𝑌 veya 𝑏 =∧ 𝑌 

ile gösterilir. 

 

1.2.2. Kafesler 

 

         Tanım 1.15. [2] (𝐿, ≤) bir kısmen sıralı kümesi olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 için 𝑠𝑢𝑝{𝑥, 𝑦}  

ve 𝑖𝑛𝑓{𝑥, 𝑦} varsa 𝐿 ye kafes denir.  

 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 için 𝑥 ∨ 𝑦 ∶= 𝑠𝑢𝑝{𝑥, 𝑦}  ve 𝑥 ∧ 𝑦 ∶= 𝑖𝑛𝑓{𝑥, 𝑦}  olarak gösterilir. 

Örnek 1.16. [2] Şekil 1.1 de verilen diyagram örneklerinde 𝑀𝟓 ve 𝑁5 kafes olup 𝑃6 

kafes değildir. 

Örnek 1.17. [2](℘(𝐴),⊆) kısmen sıralı kümesi bir kafestir. Bu kafeste her 𝑋, 𝑌 ∈

℘(𝐴)  için 𝑋 ∨ 𝑌 = 𝑋 ∪ 𝑌  ve 𝑋 ∧ 𝑌 = 𝑋 ∩ 𝑌 dir. 

Tanım 1.18. [2] Bir 𝐿 kafesine sınırlı kafes denir:⟺ 𝐿, en küçük eleman 0 ve en 

büyük eleman 1 e sahiptir. Bu durum, kısaca (𝐿, ≤, 0 , 1) ile gösterilir. 

Tanım 1.19. [2] 𝐿 bir kafes ve 𝐴 ⊆ 𝐿 olsun. 𝐴 alt kümesine 𝐿 kafesinin bir alt 

kafesidir denir:⟺ Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴  için 𝑎 ∧ 𝑏 ∈ 𝐴  ve 𝑎 ∨ 𝑏 ∈ 𝐴 dir. 

Bir kafeste boş küme ve tek elemanlı alt kümeler alt kafestir. Daha genel olarak, 

(𝐿, ≤) bir kafes ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için  𝑎 ≤ 𝑏  ise 

[𝑎, 𝑏] ≔ {𝑥 ∈ 𝐿|𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏}  

ile tanımlanan [𝑎, 𝑏]  kapalı aralığı bir alt kafestir.  
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Benzer şekilde 𝐿 kafesinin  

(a, b] ≔ {𝑥 ∈ 𝐿|𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏}, 

[a, b) ≔ {𝑥 ∈ 𝐿|𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑏}, 

yarı açık aralıkları ve 

 (a, b) ≔ {𝑥 ∈ 𝐿|𝑎 < 𝑥 < 𝑏} 

açık aralığı  da tanımlanabilir. 

Tanım 1.20. [2] (𝑇, ≤1) ve (𝐾,≤2) iki kısmen sıralı küme olsun. 𝑇 ve 𝐾 kısmen 

sıralı kümelerinin  

𝑇 × 𝐾 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥 ∈ 𝑇, 𝑦 ∈ 𝐾}  

şeklinde tanımlanan 𝑇 × 𝐾 kartezyen çarpım kümesi 

(𝑥1, 𝑦1) ≤ (𝑥2, 𝑦2) ⟺ 𝑥1 ≤1 𝑥2 ve 𝑦1 ≤2 𝑦2    𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑇,  𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝐾 

bağıntısı altında kısmen sıralı bir kümedir. Bu (𝑇 × 𝐾,≤)  kısmen sıralı kümesine 𝑇 ve 𝐾 

kısmen sıralı kümelerinin direkt çarpım kümesi denir. 

Teorem 1.21. [2] 𝑀 ve 𝑁 iki kafes olsun. 𝑀 ×𝑁 direkt çarpımı da yine bir kafestir. 

Burada (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2) ∈ 𝑀 × 𝑁 için 

(𝑥1, 𝑦1) ∨ (𝑥2, 𝑦2) = (𝑥1 ∨ 𝑥2, 𝑦1 ∨ 𝑦2)  

(𝑥1, 𝑦1) ∧ (𝑥2, 𝑦2) = (𝑥1 ∧ 𝑥2, 𝑦1 ∧ 𝑦2)  

dır. 

Bir kafeste ∧  ve ∨  ikili işlemleri önemli cebirsel özelliklere sahiptir. 

Lemma 1.22. [2] 𝐾 kısmen sıralı bir küme olsun. İnfimum ve supremum işlemleri 

(eğer varsa) aşağıdaki özelliklere sahiptir: 

L1. 𝑎 ∧ 𝑎 = 𝑎,      𝑎 ∨ 𝑎 = 𝑎,                                                                    (İdempotent) 

L2. 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑏 ∧ 𝑎,      𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑏 ∨ 𝑎,                                                         (Komütatif) 

L3. (𝑎 ∧ 𝑏) ∧ 𝑐 = 𝑎 ∧ (𝑏 ∧ 𝑐),      (𝑎 ∨ 𝑏) ∨ 𝑐 = 𝑎 ∨ (𝑏 ∨ 𝑐),                     (Birleşme) 

L4. 𝑎 ∧ (𝑎 ∨ 𝑏) = 𝑎 ∨ (𝑎 ∧ 𝑏) = 𝑎.                                                            (Yok etme) 

Üstelik 𝑎 ≤ 𝑏 ifadesi 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑎  ve  𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑏  şartlarının her birine denktir. 

Lemma 1.23. [2] 𝐾, 0 en küçük elemanına sahip kısmen sıralı bir küme ise her 𝑎 ∈

𝐾 için 

0 ∧ 𝑎 = 0 ve 0 ∨ 𝑎 = 𝑎  

dir. Dual olarak 𝐾, 1 evrensel üst sınırına sahip ise her 𝑎 ∈ 𝐾 için 

𝑎 ∧ 1 = 𝑎 ve 𝑎 ∨ 1 = 1  

dir. 
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Lemma 1.24. [2] Herhangi bir kafeste infimum ve supremum işlemleri sıra korurdur. 

Yani bir 𝐿  kafesinde 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿 için 

𝑏 ≤ 𝑐  ise  𝑎 ∧ 𝑏 ≤ 𝑎 ∧ 𝑐  ve  𝑎 ∨ 𝑏 ≤ 𝑎 ∨ 𝑐,     

sağlanır. 

Lemma 1.25. [2] 𝐿 bir kafes olsun. Her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿 için 

𝑎 ∧ (𝑏 ∨ 𝑐) ≥ (𝑎 ∧ 𝑏) ∨ (𝑎 ∧ 𝑐)   

𝑎 ∨ (𝑏 ∧ 𝑐) ≤ (𝑎 ∨ 𝑏) ∧ (𝑎 ∨ 𝑐) 

eşitsizlikleri sağlanır. 

  

1.3. [𝟎, 𝟏] Üzerinde Üçgensel Normlar ve Konormlar 

 

1.3.1. Temel Tanım ve Teoremler 

 

1.3.1.1. [𝟎, 𝟏] Üzerinde Üçgensel Normlar 

 

Aksi belirtilmedikçe, [0,1] üzerindeki doğal sıralamayı ≤ ile göstereceğiz. 

Tanım 1.26. [22] Bir üçgensel norm (kısaca t- norm) 𝑇, [0,1]  birim aralığı üzerinde 

bir ikili işlemdir; 𝑇: [0,1]2 ⟶ [0,1] fonksiyonu her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ [0,1] için aşağıdaki özellikleri 

sağlar. 

T1.  𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑇(𝑦, 𝑥)                                                                            (Komütatiflik) 

T2.  𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)                                                                (Birleşme) 

T3.  𝑦 ≤ 𝑧 ise  𝑇(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑇(𝑥, 𝑧)                                                           (Monotonluk) 

T4.  𝑇(𝑥, 1) = 𝑥                                                                                           (Sınır şartı) 

özelliklerini sağlar. 

Örnek 1.27. [22]  Dört temel t- norm olan  𝑇𝑀, 𝑇𝑃, 𝑇𝐿 , 𝑇𝐷  aşağıdaki gibidir: 

𝑇𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑖𝑛(𝑥, 𝑦)                                                                                  (Minimum) 

𝑇𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦                                                                                                   (Çarpım) 

𝑇𝐿(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥(𝑥 + 𝑦 − 1,0)                                                     (Lukasiewicz t-norm) 

𝑇𝐷(𝑥, 𝑦) = {
0,               (𝑥, 𝑦) ∈ [0,1)2,

𝑚𝑖𝑛(𝑥, 𝑦), Aksi halde.       
                                           (Drastik çarpım) 
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Uyarı 1.28. [22]  𝑇, [0,1] birim aralığı üzerinde bir t- norm olsun. 

(i) Tanım 1.26 ile her 𝑇 t- normu her 𝑥 ∈ [0,1]  için  

          𝑇(0, 𝑥) = 𝑇(𝑥, 0) = 0                                                                                               (1) 

          𝑇(1, 𝑥) = 𝑥                                                                                                                (2) 

eşitliklerini sağlar. (1) ve (2)’ de verilen eşitliklere ilave sınır şartı denir. Böylece her t- 

norm [0,1]2  birim kare üzerinde çakışıktır. 

(ii) Bir 𝑇 t- normunun ikinci bileşene göre monotonluğu, (T1) komütatiflik ve (T3)  

monotonluk özellikleri ile tanımlanır. Bu monotonluk her iki bileşene göre monotonluğa 

denktir; yani 

𝑥1 ≤ 𝑥2  ve  𝑦1 ≤ 𝑦2  ise   𝑇(𝑥1, 𝑦1) ≤ 𝑇(𝑥2, 𝑦2)                                                               (3) 

sağlanır. 

Tanım 1.29. [22] 

(i)  𝑇1 ve 𝑇2 iki t- norm olsun. Eğer her 𝑥, 𝑦 ∈ [0,1] için 𝑇1(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑇2(𝑥, 𝑦)  

eşitsizliği sağlanıyor ise 𝑇1, 𝑇2  t- normundan daha zayıftır veya denk olarak 𝑇2, 𝑇1 t- 

normundan daha güçlüdür denir ve bu durum 𝑇1 ≤ 𝑇2 ile gösterilir. 

(ii) 𝑇1 ≤ 𝑇2 ve 𝑇1 ≠ 𝑇2 ise yani 𝑇1 ≤ 𝑇2 ve bir 𝑥0, 𝑦0 ∈ [0,1] için  

𝑇1(𝑥0, 𝑦0) < 𝑇2(𝑥0, 𝑦0) ise, bu durum 𝑇1 < 𝑇2  ile gösterilir. 

 

Uyarı 1.30. [22]   

(i) 𝑇, [0,1] birim aralığı üzerinde bir t-norm olsun.  

Bu durumda keyfi 𝑇 t- normu  için 

         𝑇𝐷 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇𝑀                                                                                                              (4) 

eşitsizliği sağlanır. 

(ii) Açıkça 𝑇𝐿 < 𝑇𝑃  olduğundan dört temel t- norm arasında 

         𝑇𝐷 < 𝑇𝐿 < 𝑇𝑃 < 𝑇𝑀                                                                                                    (5) 

bağıntısı vardır. 

        Tanım 1.31. [𝟐𝟔] (𝐿 ,∧,∨ ,0,1) sınırlı bir kafes ve 𝐼 lineer sıralı indeks kümesi olsun. 

𝐿 nin {(𝑎𝑖, 𝑏𝑖)}𝑖∈𝐼 𝐿 nin ikişer ikişer ayrık alt aralıklarının bir ailesi ve {𝑇[𝑎𝑖,𝑏𝑖]}𝑖∈𝐼 aralıkları 

üzerindeki t- normların bir ailesi olsun. 𝑇 = (< 𝑎𝑖 , 𝑏𝑖, 𝑇
[𝑎𝑖,𝑏𝑖] >)𝑖∈𝐼 ∶  L

2 → L  ordinal 

toplamı  

            𝑇(𝑥, 𝑦) = {
𝑇[𝑎𝑖,𝑏𝑖](𝑥, 𝑦) , 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎𝑖 , 𝑏𝑖]

𝑥 ∧ 𝑦 , 𝐴𝑘𝑠𝑖 𝑇𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒.
                                                         (6) 

ile verilir. 
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        Önerme 1.32. [𝟐𝟔] (𝐿 ,∧,∨ ,0,1) sınırlı bir kafes ve (𝐼, ≤) lineer sıralı indeks kümesi 

olsun. 

 𝐼 ≠ ∅ ve {(𝑎𝑖, 𝑏𝑖)}𝑖∈𝐼 𝐿 nin ikişer ikişer ayrık alt aralıklarının bir ailesi olsun. Bu takdirde 

aşağıdakiler denktir : 

(i) (6) ile tanımlı 𝑇: L2 → L ordinal toplamı [𝑎𝑖 , 𝑏𝑖]üzerinde tanımlı 𝑇[𝑎𝑖,𝑏𝑖] keyfi t- 

normları için bir t- normdur. 

(ii) Her 𝑥 ∈ 𝐿 ve her 𝑖 ∈ 𝐿 için aşağıdakiler sağlanır. 

(a) 𝑥, 𝑎𝑖 ile kıyaslanamaz ise; 𝑥, her 𝑢 ∈ [𝑎𝑖, 𝑏𝑖) ile de kıyaslanamazdır. 

(b) 𝑥, 𝑏𝑖 ile kıyaslanamaz ise; 𝑥, her 𝑢 ∈ (𝑎𝑖, 𝑏𝑖] ile de kıyaslanamazdır 

          Teorem 1.33. [𝟔] (𝐿 , ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes ve 𝑎 ∈ 𝐿\{0,1} olsun. 𝑉, 

[𝑎, 1] üzerinde bir t- norm olmak üzere aşağıdaki gibi tanımlanan 𝑇: 𝐿2 → 𝐿 fonksiyonu 𝐿 

üzerinde bir t- normdur. 

         𝑇(𝑥, 𝑦) = {

𝑥 ∧ 𝑦 , 𝑥 = 1 𝑣𝑒𝑦𝑎 𝑦 = 1
𝑉(𝑥, 𝑦) , 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 1)
𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑎 , 𝐴𝑘𝑠𝑖 𝑡𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒.

                                                              (7) 

𝐿 üzerinde bir t- normdur. 

Teorem 1.34. [4] (𝐿 , ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes ve 𝑎 ∈ 𝐿\{0,1} olsun. 𝑉 

[𝑎, 1] üzerinde bir t- norm ise 𝑇: 𝐿2 → 𝐿 fonksiyonu 𝐿 üzerinde bir t- normdur. 

         𝑇(𝑥, 𝑦) = {

𝑥 ∧ 𝑦 , 𝑥 = 1 𝑣𝑒𝑦𝑎 𝑦 = 1
𝑉(𝑥, 𝑦) , 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 1)
0 , 𝐴𝑘𝑠𝑖 𝑡𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒.

                                                                  (8)   

𝐿 üzerinde bir t- normdur. 

 



 

 

 

2. YAPILAN ÇALIŞMALAR  

  

Bu bölümde sınırlı kafeslerin alt aralıkları üzerinde tanımlı t- normlardan sınırlı kafes 

üzerinde bir t- norm elde etmek için bir yöntem araştırılmıştır. Literatür incelendiğinde 

[26] numaralı kaynakta bir kafesin bir alt aralığı üzerinde tanımlı bir t- normdan veya alt 

aralıkları üzerinde tanımlı t- normlardan kafes üzerinde bir t- norm inşa etme problemi 

üzerinde durulduğu görülür. Fakat önerilen yöntem her durumda bir t- norm 

üretmemektedir. Bahsi geçen çalışmada Saminger hangi özel kafesler üzerinde bu inşanın 

bir t- norm ürettiğini veya alt aralıklar üzerinde hangi özel t- normlar için metodun bir t- 

norm vereceği üzerinde çalışmıştır. Ardından Ertuğrul vd. leri çalışmasında (𝐿, ≤ ,0,1) 

sınırlı bir kafes 𝑎 ∈ 𝐿 olmak üzere [𝑎, 1] alt aralığı üzerinde tanımlı t- normu, ek bir şart 

olmaksızın 𝐿 üzerine genişletmek için bir metot vermişlerdir. Literatürde Ertuğrul vd.  

lerinin verdiği yöntemin modife edilmiş bir inşası daha mevcuttur [4]. Ertuğrul ve 

diğerlerinin çalışması göz önüne alındığında bu çalışmada [𝑎, 1] aralığındaki 𝑉 t- normu 

bir 𝑇 t- normuna genişletilmiştir. Bu yöntemden yola çıkılarak 𝑇1, [0, 𝑎] üzerinde bir t- 

norm 𝑇2, [𝑎, 1] üzerinde birer t- norm iken 𝐿 üzerinde 𝑇1 ve 𝑇2 t- normları yardımıyla 

hiçbir ek şarta gerek olmaksızın 𝑇 t- normu elde edilebilir mi problemi araştırılmıştır. 

Ardından daha genel olarak (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes 0 = 𝑎𝑛 ≤ 𝑎𝑛−1 ≤ ⋯ ≤ 𝑎1 ≤ 𝑎0 =

1 ve 𝑇𝑖 ler [𝑎𝑖 , 𝑎𝑖−1] (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛) olmak üzere 𝐿 üzerinde 𝑇𝑖 lerden bir t- norm inşası 

verilmiştir. 

Teorem 2.1.  (𝐿, ≤ ,0,1)  sınırlı bir kafes,  0 = 𝑎2 < 𝑎1 < 𝑎0 = 1  olacak şekilde 

𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐿 için  𝑇1 ve 𝑇2 sırasıyla 𝐿 nin [a1, a0] ve [a2, a1] alt aralıkları üzerinde tanımlı 

iki t- norm olsun. Bu takdirde, aşağıda verilen   𝑇: 𝐿2 → 𝐿  fonksiyonu 𝐿 üzerinde bir t- 

normdur. 

𝑇(𝑥, 𝑦) =

{
 
 

 
 

𝑇1(𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎1, 𝑎0)
2

𝑇2(𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎2, 𝑎1)
2

𝑥 ∧ 𝑦 , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎2, 𝑎1) × [𝑎1, 𝑎0) ∪ [𝑎1, 𝑎0) × [𝑎2, 𝑎1)

∪ 𝐿 × {1} ∪ {1} × 𝐿
𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1) , 𝐴𝑘𝑠𝑖 𝑇𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒.

                 (9) 

  İspat : i) Monotonluk: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 ve her 𝑧 ∈ 𝐿 için  𝑥 ≤ 𝑦 olacak şekilde      

 𝑇(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑇(𝑦, 𝑧) olduğu gösterilmelidir. İspatta 𝑥, 𝑦, 𝑧 elemanlarının tüm olası durumları 

aşağıda maddeler halinde verilmiştir. 
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1. x ∈ [𝑎2, 𝑎1) olsun. 

1.1. y ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

1.1.1.  𝑧 ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

         𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑇2(𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.1.2. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.1.3. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.1.4.  𝑧 = 1 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 𝑦 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.2. y ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

1.2.1. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.2.2. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 𝑇1(𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.2.3. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.2.4.  𝑧 = 1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 𝑦 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.3. y ∈ 𝐼𝑎1 

1.3.1. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.3.2. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.3.3. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.3.4.  𝑧 = 1 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 𝑦 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.4. y = 1 

1.4.1. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥, 𝑧) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 
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1.4.2. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.4.3. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.4.4.  𝑧 = 1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 1 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2. x ∈ [𝑎1, 𝑎0) olsun. 

2.1. y ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

2.1.1. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.1.2. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇1(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑇1(𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.1.3. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.1.4.  𝑧 = 1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 𝑦 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.2.  y = 1 

2.2.1. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.2.2. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇1(𝑥, 𝑧) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.2.3. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.2.4.  𝑧 = 1 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 1 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

3.  x ∈ 𝐼𝑎1olsun. 

3.1. y ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

3.1.1. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

3.1.2. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 𝑇1(𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 
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3.1.3. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

3.1.4.  𝑧 = 1 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 𝑦 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

3.2.  y ∈ 𝐼𝑎1 

3.2.1. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

3.2.2. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

3.2.3. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

3.2.4.  𝑧 = 1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 𝑦 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

3.3.  𝑦 = 1 

3.3.1. 𝑧 ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

3.3.2. 𝑧 ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

3.3.3. 𝑧 ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

3.3.4.  z = 1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 1 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

4.  𝑥 = 1 olsun. 

Bu durumda 𝑥 ≤ 𝑦 olduğundan 𝑦 = 1 olur. Bu durum açıktır. O halde T fonksiyonu 

monotondur. 

       ii) Asosyatiflik: Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 için 𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) eşitliğinin 

sağlandığı gösterilmelidir. 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 nin en az birinin 1 olması durumunda ispat açıktır. 

İspatta 𝑥, 𝑦, 𝑧 elemanlarının tüm olası durumları aşağıda maddeler halinde verilmiştir. 

1. x ∈ [𝑎2, 𝑎1) olsun. 

1.1. y ∈ [𝑎2, 𝑎1) 
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1.1.1. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦, 𝑧)) = 𝑇2(𝑥, 𝑇2(𝑦, 𝑧)) = 𝑇2(𝑇2(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

                                 = 𝑇(𝑇2(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

1.1.2. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑇2(𝑥, 𝑦) = 𝑇2(𝑥, 𝑦) ∧ 𝑧 

                                 = 𝑇(𝑇2(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

1.1.3. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) 

                                 = 𝑇2(𝑇2(𝑥, 𝑦) ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇2(𝑇2(𝑥, 𝑦), 𝑧 ∧ 𝑎1) 

                                    = 𝑇(𝑇2(𝑥, 𝑦), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

1.2. y ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

1.2.1. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

           𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥, 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑧) 

                                 = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

1.2.2. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇1(𝑦, 𝑧)) = 𝑥 ∧ 𝑇1(𝑦, 𝑧) = 𝑥 = 𝑥 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑥, 𝑧) 

                                = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

1.2.3. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) 

                                = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑥, 𝑧) 

                                   = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

1.3. y ∈ 𝐼𝑎1 

1.3.1. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) 

                                 = 𝑇2(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧 ∧ 𝑎1)                                                    

                                    = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

1.3.2. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) 

                                 = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1) ∧ 𝑧                                                  

                                    =  𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 
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1.3.3. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) 

                                 = 𝑇2(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧 ∧ 𝑎1) 

                                    = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2. 𝑥 ∈ [𝑎1, 𝑎0) olsun. 

2.1. y ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

2.1.1. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦, 𝑧)) = 𝑇2(𝑦, 𝑧) ∧ 𝑥 = 𝑇2(𝑦, 𝑧)=T(y,z) 

                                 = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.1.2. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑦 = 𝑦 ∧ 𝑧 =T(y,z) 

                                 = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.1.3. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑥 ∧ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 

                                 = 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

                                 = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.2. y ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

2.2.1. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 = z 

                                 = 𝑇1(𝑥, 𝑦) ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑇1(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.2.2. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇1(𝑦, 𝑧)) = 𝑇1(𝑥, 𝑇1(𝑦, 𝑧)) = 𝑇1(𝑇1(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

                                 = 𝑇(𝑇1(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.2.3. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑥 ∧ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 

                                 = 𝑧 ∧ 𝑎1 = 𝑇2(𝑇1(𝑥, 𝑦) ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) 

                                 = 𝑇(𝑇1(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.3. y ∈ 𝐼𝑎1 

2.3.1. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑥 ∧ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) 

                                 = 𝑇2(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧 ∧ 𝑎1) 
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                                 = T(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1),z)= 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.3.2. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑥 ∧ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) 

                                 =   𝑧 ∧ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)  

                                 = T(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1),z)= 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.3.3. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑥 ∧ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) 

                                 = 𝑇2(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧 ∧ 𝑎1) 

                                 = T(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1),z)= 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

3. x ∈ 𝐼𝑎1olsun. 

3.1. y ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

3.1.1. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦, 𝑧)) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑇2(𝑦, 𝑧)) 

                                 = 𝑇2(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧 ∧ 𝑎1) 

                                  = T(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1),z)= 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

 3.1.2. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

           𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1)                                       

                                      =   𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1) ∧ 𝑧 

                                  = T(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1),z)= 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

3.1.3. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) 

                                 = 𝑇2(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧 ∧ 𝑎1) 

                                 = T(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1),z) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

3.2. y ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

3.2.1. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑧) =  𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)     

                                 = 𝑇2(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧 ∧ 𝑎1) 

                                 = T(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1),z)  = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

3.2.2. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇1(𝑦, 𝑧)) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑇1(𝑦, 𝑧) ∧ 𝑎1) = 𝑥 ∧ 𝑎1 

                                = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1)   
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                                 = T(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1),z)=  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

3.2.3. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) 

                                 = 𝑇2(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧 ∧ 𝑎1) 

                                 = T(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1),z)= 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

3.3. y ∈ 𝐼𝑎1 

3.3.1. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) =  𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) 

                                = 𝑇2(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧 ∧ 𝑎1) 

                                 = T(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1),z)= 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

3.3.2. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) 

                                 = 𝑇2(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧 ∧ 𝑎1) 

                                  = T(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1),z)=  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

 3.3.3. z ∈ 𝐼𝑎1 

           𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) 

                                  = 𝑇2(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧 ∧ 𝑎1) 

                                  = T(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1),z)=  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

T nin komutatifliği ve 1 in T nin birim elemanı olduğu açıktır. 

         𝑇1 ve 𝑇2 yardımıyla elde edilen 𝑇 t- normu aşağıdaki gibi şematize edilebilir. 

 

   
   

   
   

 𝑎
1

   
   

   
   

  1
   

  𝐼
𝑎
1
 

𝑇2(∗2) 

𝑥 ∧ 𝑦 𝑇1 

𝑇2(∗2) 

𝑇2 𝑥 ∧ 𝑦 

           0                𝑎1              1     𝐼𝑎1 

Şekil 2.1. 𝑇 t- normu 
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Yukarıdaki şekilde (∗2) = (𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1) i ifade etmektedir. Çalışmanın bundan 

sonraki kısmında da (∗𝑛) = (𝑥 ∧ 𝑎𝑛−1, 𝑦 ∧ 𝑎𝑛−1) i ifade edecektir. 

Uyarı 2.2.  

(i) (9) formülü ile verilen inşa yöntemi (6) formülü ile verilen inşa yönteminden 

farklıdır (Bakınız Örnek 2.6). Dahası (6) formülü her kafes üzerinde bir t- norm 

üretmez (Bakınız Uyarı 2.4). 

(ii) (9) formülü ile verilen inşa yönteminde 𝑇2 = 𝑇∧ olarak seçilirse  

             𝑇(𝑥, 𝑦) = {

𝑥 ∧ 𝑦 , 𝑥 = 1 𝑣𝑒𝑦𝑎 𝑦 = 1
𝑇1(𝑥, 𝑦) , 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎1, 1)
𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑎1 , 𝐴𝑘𝑠𝑖 𝑇𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒.

               

elde edilir ve bu durumda (7) formülü ile çakışır. Fakat  𝑇2 ≠ 𝑇∧ olması durumunda eşit 

olmaları gerekmez (Bakınız Uyarı 2.5). Böylece (9) formülü ile verilen inşa metodunun (7) 

ile verilen inşa metodundan çok daha genel bir yöntem olduğu sonucuna ulaşılır. 

(iii) (9) formülü ile verilen inşa yöntemi (8) ile verilen inşa yönteminden farklıdır 

(Bakınız Örnek 2.6).  

(iv) (9) formülünde 𝑇2 = 𝑇𝐷 , [𝑎2, 𝑎1) × [𝑎1, 𝑎0) ∪ [𝑎1, 𝑎0) × [𝑎2, 𝑎1) üzerinde 0 

alınırsa (9) formülü yine bir t- norm üretir ve (8) formülü ile çakışır.  

(v) 𝐼𝑎1 = ∅ ise (9) formülü ile üretilen 𝑇 t- normu, (6) formülü ile üretilen  𝑇6 t- 

normu ile çakışır. Böylece (9) ile verilen inşa yönteminin (6) ile verilen inşa 

yönteminden daha genel olduğu anlaşılır. 

Teorem 2.1. in bir uygulaması olarak aşağıdaki örnek verilebilir.  

Örnek 2.3. (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı kafesi aşağıdaki gibi verilsin. 

Şekil 2.2. Kafes diyagramı 

 

0 

a b 

c 

d 

e 

1 

f 

g 
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Kafes diyagramından gözleneceği üzere 0 = 𝑎2 < 𝑎1 = 𝑐 < 𝑎0 = 1 dir. [0, 𝑐] 

üzerinde 𝑇2 = 𝑇𝐷, [𝑐, 1] üzerinde 𝑇1 = 𝑇∧ alınırsa Teorem 2.1. yardımıyla 𝐿 üzerinde bir T 

t- normu aşağıdaki şekilde elde edilir.  

 

                                   Tablo 1. T t- normu 

𝑇 0 a b c d e f g 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

a 0 0 0 a a a a 0 a 

b 0 0 0 b b b b 0 b 

c 0 a b c c c c b c 

d 0 a b c d d c b d 

e 0 a b c d e c b e 

f 0 a b c c c f b f 

g 0 0 0 b b b b 0 g 

1 0 a b c d e f g 1 

 

Uyarı 2.4. Örnek 2.3 de verilen 𝐿 sınırlı kafesi göz önüne alınsın. (6) formülü göz 

önüne alınarak elde edilen 𝑇6 operatörü aşağıda verilmiştir. 

 

                                   Tablo 2. 𝑇6 operatörü 

𝑇6 0 a b c d e f g 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

a 0 0 0 a a a a 0 a 

b 0 0 0 b b b b b b 

c 0 a b c c c c b c 

d 0 a b c d d c b d 

e 0 a b c d e c b e 

f 0 a b c c c f g f 

g 0 0 b b b b g g g 

1 0 a b c d e f g 1 
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0 

a e b 

c 

d 

1 

Fakat 0 = 𝑇6(𝑏, 𝑏) = 𝑇6(𝑏, 𝑇6(𝑐, 𝑔)) ≠ 𝑇6(𝑇6(𝑏, 𝑐), 𝑔) = 𝑇6(𝑏, 𝑔) = 𝑏 olduğundan 𝑇6, 𝐿 

üzerinde bir t- norm değildir.  

Uyarı 2.5. Örnek 2.3 de verilen 𝐿 sınırlı kafesi göz önüne alınsın. (7) formülü 

kullanılarak 𝑇7 t- normu aşağıdaki şekilde elde edilir. 

 

                                   Tablo 3. 𝑇7  t- normu 

𝑇7 0 a b c d e f g 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

a 0 a 0 a a a a 0 a 

b 0 0 b b b b b b b 

c 0 a b c c c c b c 

d 0 a b c d d c b d 

e 0 a b c d e c b e 

f 0 a b c c c f b f 

g 0 a b b b b b b g 

1 0 a b c d e f g 1 

 

𝑏 = 𝑇7  (𝑔, 𝑔) ≠ 𝑇(𝑔, 𝑔) = 0 olduğundan 𝑇7  ≠ 𝑇 dir. Uyarı 2.2 de belirtildiği gibi 

𝑇7 = 𝑇∧ seçilirse 𝑇7 = 𝑇 elde edilir. Bu örnek genelde (9) formülünün (7) formülü ile aynı 

t- normu üretmediğini ve dahası (9) formülünün çok daha genel olduğunu gösterir.  

Aşağıdaki örnek, Önerme 1.32 ile ifade edilen şartları sağlayan kafesler de dahi (6) 

ile üretilen 𝑇6   t- normunun ve  (8) formülü ile üretilen 𝑇8  t- normunun (9) formülü ile elde 

edilen 𝑇 t- normuna her zaman eşit olmadığına bir örnektir. 

Örnek 2.6. Kafes diyagramı aşağıdaki gibi olan (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı kafesi göz önüne 

alınsın. 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.3. (𝐿, ≤ ,0,1) kafes diyagramı 
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[0, 𝑐] üzerinde 𝑇2 = 𝑇𝐷 t- normu, [𝑐, 1] üzerinde 𝑇1 = 𝑇∧  t- normu alınsın. Açıkça 

𝐿 sınırlı kafesi [26] çalışmasında verilen inşa metodunun bir t- norm üretmesi için gerekli 

şartları sağlamaktadır (Bakınız Önerme 1.32). (6) ile üretilen  𝑇6   t- normu aşağıdaki 

şekilde elde edilir. 

 

                                          Tablo 4. 𝑇6  t- norm 

𝑇6 0 a b c d e 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 

a 0 0 0 a a 0 a 

b 0 0 0 b b 0 b 

c 0 a b c c 0 c 

d 0 a b c d 0 d 

e 0 0 0 0 0 e e 

1 0 a b c d e 1 

 

Teorem 2.1. ile elde edilen 𝑇 t- normu aşağıdaki şekilde elde edilir. 

 

                                           Tablo 5. 𝑇 t- normu 

𝑇 0 a b c d e 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 

a 0 0 0 a a 0 a 

b 0 0 0 b b 0 b 

c 0 a b c c 0 c 

d 0 a b c d 0 d 

e 0 0 0 0 0 0 e 

1 0 a b c d e 1 

 

𝑇(𝑒, 𝑒) = 0 ≠ 𝑒 = 𝑇6  (𝑒, 𝑒) olup 𝑇 ≠ 𝑇6  dir. Böylece 𝑇 ve 𝑇6  nın genelde eşit 

olmak zorunda olmayabileceği anlaşılır. (8) ile verilen inşa yöntemi ile elde edilen t- norm 

aşağıdaki gibidir.  
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                                          Tablo 6. 𝑇8   t- normu 

𝑇8   0 a b c d e 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 

a 0 0 0 0 0 0 a 

b 0 0 0 0 0 0 b 

c 0 0 0 c c 0 c 

d 0 0 0 c d 0 d 

e 0 0 0 0 0 0 e 

1 0 a b c d e 1 

 

0 = 𝑇8  (𝑏, 𝑐) ≠ 𝑇(𝑏, 𝑐) = 𝑏 dir. Dolayısıyla, 𝑇8 ≠ 𝑇 dir. Böylece genelde 𝑇8 ile 𝑇 

nin eşit olmayabileceği görülür.  

Teorem 2.1 göz önüne alınırsa 𝐿 nin alt aralıklarının sayısı arttırıldığında bu metot 

genişletilebilir mi düşüncesinden yola çıkarak sırasıyla [𝑎1, 𝑎0], [𝑎2, 𝑎1], [𝑎3, 𝑎2]  üzerinde 

tanımlı 𝑇1 , 𝑇2 ve 𝑇3 t- normları yardımıyla 𝐿 üzerinde bir t- norm elde etmek için aşağıdaki 

teorem verilir. 

         Teorem 2.7.  (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 0 = 𝑎3 < 𝑎2 < 𝑎1 < 𝑎0 = 1 olacak şekilde 

𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 ∈ 𝐿 için 𝑇1 , 𝑇2 ve 𝑇3 sırasıyla 𝐿 nin [a1, a0] , [a2, a1] ve [a3, a2] alt aralıkları 

üzerinde tanımlı üç t- norm olsun. Bu takdirde, aşağıda verilen T : 𝐿2 → 𝐿  fonksiyonu  

𝐿 üzerinde bir t- normdur. 

 𝑇(𝑥, 𝑦) =

{
 
 
 
 

 
 
 
 

𝑇1(𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎1, 𝑎0)
2

𝑇2(𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎2, 𝑎1)
2

𝑇3(𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎3, 𝑎2)
2

𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1) , (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑎1 × [𝑎2, 𝑎0) ∪ [𝑎2, 𝑎0) × 𝐼𝑎1 ∪ 𝐼𝑎1 × 𝐼𝑎1
𝑥 ∧ 𝑦 ,   (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎2, 𝑎1) × [𝑎3, 𝑎2) ∪ [𝑎3, 𝑎2) × [𝑎2, 𝑎1)

∪ [𝑎1, 𝑎0) × [𝑎3, 𝑎1) ∪ [𝑎3, 𝑎1) × [𝑎1, 𝑎0)

∪ 𝐿 × {1} ∪ {1} × 𝐿
𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) , 𝐴𝑘𝑠𝑖 𝑇𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒.

 

 

        İspat : i) Monotonluk: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿  ve ℎ𝑒𝑟 𝑧 ∈ 𝐿 𝑖ç𝑖𝑛  𝑥 ≤ 𝑦 olacak şekilde 𝑇(𝑥, 𝑧) ≤

𝑇(y, z)  olduğu gösterilmelidir. İspatta 𝑥, 𝑦, 𝑧 elemanlarının tüm olası durumları aşağıda 

maddeler halinde verilmiştir. 

1. 𝑥 ∈ [𝑎3, 𝑎2) olsun. 

1.1. 𝑦 ∈ [𝑎3, 𝑎2)  
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1.1.1. 𝑧 ∈ [𝑎3, 𝑎2)  

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑇3(𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.1.2. 𝑧 ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.1.3. 𝑧 ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.1.4.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.1.5.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.1.6.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.1.7. 𝑧 = 1 

          T(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 𝑦 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.2. y ∈ [𝑎2, 𝑎1)  

1.2.1. 𝑧 ∈ [𝑎3, 𝑎2)  

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.2.2. 𝑧 ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 𝑇2(𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.2.3. 𝑧 ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.2.4.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.2.5.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.2.6. 𝑧 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.2.7.  𝑧 = 1        

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 𝑦 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.3. y ∈ [𝑎1, 𝑎0)  

1.3.1. 𝑧 ∈ [𝑎3, 𝑎2)  

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 
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1.3.2. 𝑧 ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.3.3. 𝑧 ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 𝑇1(𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.3.4.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.3.5.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.3.6. 𝑧 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.3.7. 𝑧 = 1      

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 𝑦 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.4. y ∈ 𝐼𝑎1 

1.4.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2)  

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.4.2. 𝑧 ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.4.3. 𝑧 ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.4.4.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.4.5.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.4.6. 𝑧 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.4.7. 𝑧 = 1 

         𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 𝑦 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.5. y ∈ 𝐼𝑎2 

1.5.1. 𝑧 ∈ [𝑎3, 𝑎2)  

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.5.2. 𝑧 ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

         𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 
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1.5.3. 𝑧 ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

         𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.5.4.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.5.5.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.5.6. 𝑧 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.5.7. 𝑧 = 1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 𝑦 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.6. y ∈  𝐼𝑎1,𝑎2       

1.6.1. 𝑧 ∈ [𝑎3, 𝑎2)  

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.6.2. 𝑧 ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.6.3. 𝑧 ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.6.4.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.6.5.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎2 

            𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.6.6. 𝑧 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.6.7. 𝑧 = 1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 𝑦 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧)  

1.7. 𝑦 = 1 

1.7.1. 𝑧 ∈ [𝑎3, 𝑎2)  

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥, 𝑧) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.7.2. 𝑧 ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.7.3. 𝑧 ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 
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1.7.4.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.7.5.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎2 

            𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.7.6. 𝑧 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

1.7.7. 𝑧 = 1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 1 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2. 𝑥 ∈ [𝑎2, 𝑎1) olsun. 

2.1. 𝑦 ∈ [𝑎2, 𝑎1)  

2.1.1. 𝑧 ∈ [𝑎3, 𝑎2)  

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.1.2. 𝑧 ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑇2(𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.1.3. 𝑧 ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

             𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.1.4.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎1 

             𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.1.5.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎2 

             𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.1.6. 𝑧 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.1.7. 𝑧 = 1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 𝑦 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧)  

2.2. 𝑧 ∈ [𝑎1, 𝑎0)  

2.2.1. 𝑧 ∈ [𝑎3, 𝑎2)  

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.2.2. 𝑧 ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.2.3. 𝑧 ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 𝑇1(𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 
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2.2.4.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.2.5.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎2 

            𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.2.6. 𝑧 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.2.7.𝑧 = 1         

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 𝑦 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧 ) 

2.3. y ∈ 𝐼𝑎1 

2.3.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2)  

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.3.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.3.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.3.4.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.3.5.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎2 

            𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.3.6. 𝑧 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

            𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.3.7. 𝑧 = 1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 𝑦 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧)  

2.4. 𝑦 = 1 

2.4.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2)  

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.4.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥, 𝑧) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.4.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.4.4.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 
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2.4.5.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎2 

            𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.4.6. 𝑧 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

2.4.7. 𝑧 = 1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 1 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

3. 𝑥 ∈ [𝑎1, 𝑎0) olsun. 

3.1. 𝑦 ∈ [𝑎1, 𝑎0)  

3.1.1. 𝑧 ∈ [𝑎3, 𝑎2)  

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

3.1.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

3.1.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇1(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑇1(𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

3.1.4.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

3.1.5.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

3.1.6. 𝑧 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

3.1.7. 𝑧 = 1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 𝑦 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧)  

3.2. 𝑦 = 1 

3.2.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2)  

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

3.2.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

3.2.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇1(𝑥, 𝑧) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

3.2.4.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 
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3.2.5.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎2 

            𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

3.2.6. 𝑧 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

3.2.7. 𝑧 = 1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 1 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

4. 𝑥 ∈ 𝐼𝑎1olsun. 

4.1. 𝑦 ∈ [𝑎1, 𝑎0)  

4.1.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2)  

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

4.1.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

4.1.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 𝑇1(𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

4.1.4.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

4.1.5.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎2 

            𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧)  

4.1.6. 𝑧 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

4.1.7. 𝑧 = 1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 𝑦 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧)  

4.2. y ∈ 𝐼𝑎1 

4.2.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2)  

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

4.2.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

4.2.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

            𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

4.2.4.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎1 

            𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 
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4.2.5.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎2 

            𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

4.2.6. 𝑧 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

 4.2.7. 𝑧 = 1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 𝑦 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

4.3.  𝑦 = 1        

4.3.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2)  

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧)4.3.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

4.3.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

4.3.4.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

4.3.5.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎2 

            𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

4.3.6. 𝑧 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

4.3.7. 𝑧 = 1 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 1 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧)  

5. 𝑥 ∈ 𝐼𝑎2olsun 

5.1. 𝑦 ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

5.1.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2)  

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.1.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇2(𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.1.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.1.4.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.1.5.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎2 

 𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧)  
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5.1.6. 𝑧 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.1.7. 𝑧 = 1 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 𝑦 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.2. 𝑦 ∈ [𝑎1, 𝑎0)  

5.2.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2)  

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.2.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.2.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇1(𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.2.4.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.2.5.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.2.6. 𝑧 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.2.7. 𝑧 = 1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 𝑦 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧)  

5.3. 𝑦 ∈ 𝐼𝑎1 

5.3.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2)  

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.3.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.3.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.3.4.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.3.5.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎2 

            𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.3.6. 𝑧 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 
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5.3.7. 𝑧 = 1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 𝑦 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.4. y ∈ 𝐼𝑎2 

5.4.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2)  

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.4.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.4.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.4.4.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.4.5.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎2 

            𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.4.6. 𝑧 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.4.7. 𝑧 = 1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 𝑦 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧)  

5.5. y ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

5.5.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2)  

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.5.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.5.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.5.4.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.5.5.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎2 

            𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.5.6. 𝑧 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.5.7. 𝑧 = 1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 𝑦 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 
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5.6. 𝑦 = 1 

5.6.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2)  

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.6.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.6.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.6.4.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.6.5.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.6.6. 𝑧 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

5.6.7. 𝑧 = 1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 1 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧)  

6. 𝑥 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2olsun. 

6.1. 𝑦 ∈ [𝑎1, 𝑎0)          

6.1.1. 𝑧 ∈ [𝑎3, 𝑎2)  

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

6.1.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

6.1.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇1(𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

6.1.4.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

6.1.5.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎2 

            𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

6.1.6. 𝑧 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

6.1.7. 𝑧 = 1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 𝑦 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 
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6.2. y ∈ 𝐼𝑎1 

6.2.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2)  

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

6.2.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

6.2.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

6.2.4.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

6.2.5.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎2 

            𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

6.2.6. 𝑧 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

6.2.7. 𝑧 = 1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 𝑦 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧)  

6.3. y ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

6.3.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

6.3.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

6.3.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

6.3.4.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

6.3.5.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎2 

            𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

6.3.6. 𝑧 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

6.3.7. 𝑧 = 1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 𝑦 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

6.4. 𝑦 = 1 
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6.4.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2)  

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

6.4.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

6.4.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

6.4.4.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

6.4.5.  𝑧 ∈ 𝐼𝑎2 

            𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

6.4.6. 𝑧 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ≤ 1 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

6.4.7. 𝑧 = 1 

           𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 1 ≤ 1 ∧ 1 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

7.  𝑥 = 1 olsun. 

Bu durumda 𝑥 ≤ 𝑦 olduğundan 𝑦 = 1 olur. Bu durum açıktır. O halde 𝑇 fonksiyonu 

monotondur. 

       ii) Asosyatiflik : Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 için 𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) eşitliğinin 

sağlandığı gösterilmelidir. 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 nin en az birinin 1 olması durumunda ispat açıktır. 

İspatta 𝑥, 𝑦, 𝑧 elemanlarının tüm olası durumları aşağıda maddeler halinde verilmiştir. 

1. 𝑥 ∈ [𝑎3, 𝑎2) olsun. 

1.1. 𝑦 ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

1.1.1. 𝑧 ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦, 𝑧)) = 𝑇3(𝑥, 𝑇3(𝑦, 𝑧)) = 𝑇3(𝑇3(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

                                 = 𝑇(𝑇3(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

1.1.2.  𝑧 ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑇3(𝑥, 𝑦) = 𝑇3(𝑥, 𝑦) ∧ 𝑧 

                                 = 𝑇(𝑇3(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

1.1.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑦) 

                                 = 𝑇3(𝑥, 𝑦) = 𝑇3(𝑥, 𝑦)  ∧ 𝑧 

                                    = 𝑇(𝑇3(𝑥, 𝑦), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 
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1.1.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) 

                                    = 𝑇(𝑇3(𝑥, 𝑦), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

1.1.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) 

                                    = 𝑇(𝑇3(𝑥, 𝑦), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

1.1.6. z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) 

                                    = 𝑇(𝑇3(𝑥, 𝑦), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

1.2. 𝑦 ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

1.2.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥, 𝑧) 

                                 = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

1.2.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦, 𝑧)) = 𝑥 ∧ 𝑇2(𝑦, 𝑧) = 𝑥 = 𝑥 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑥, 𝑧) 

                                 = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

1.2.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑦) 

                                 = 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑥= 𝑥 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑥, 𝑧) 

                                    = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

1.2.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑥 ∧ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑥 

                                 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑥, 𝑧) 

                                    = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

1.2.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧)=𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = T(x,z) 

                                 = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 
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1.2.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = T(x,z) 

                                 = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

1.3. 𝑦 ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

1.3.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥, 𝑧) 

                                 = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

1.3.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 = 𝑥 = 𝑇(𝑥, 𝑧) 

                                 = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

1.3.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇1(𝑦, 𝑧)) = 𝑥 ∧ 𝑇1(𝑦, 𝑧) 

                                 = 𝑥= 𝑥 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑥, 𝑧) 

                                    = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

1.3.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑥 ∧ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑥 

                                 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑥, 𝑧) 

                                    = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

1.3.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = (𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = T(x,z) 

                                 = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

1.3.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = T(x,z) 

                                  = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

1.4. 𝑦 ∈ 𝐼𝑎1 

1.4.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) 



37 

 

 

 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

1.4.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑥 ∧ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑥 

                                 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                 = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

1.4.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑥 ∧ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑥 

                                 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                 = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

1.4.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑥 ∧ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑥 

                                 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                    = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

1.4.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2)                                             

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

1.4.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2)                              

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

1.5. 𝑦 ∈ 𝐼𝑎2 

1.5.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

1.5.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  
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1.5.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

1.5.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

1.5.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

1.5.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

1.6. 𝑦 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

1.6.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

1.6.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

1.6.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

1.6.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 
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                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

1.6.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

1.6.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2. 𝑥 ∈ [𝑎2, 𝑎1) olsun. 

2.1. 𝑦 ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

2.1.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦, 𝑧)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦, 𝑧) = 𝑇3(𝑦, 𝑧) 

                                 = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.1.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑦 = 𝑦 ∧ 𝑧 

                                 = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.1.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑦) 

                                 = 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑦 = 𝑦 ∧ 𝑧 

                                    = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.1.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

                                 = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.1.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

                                    = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

 



40 

 

 

 

2.1.6. z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

                                    = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.2. 𝑦 ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

2.2.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 = 𝑧 

                                 = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1) ∧ 𝑧 

                                      = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.2.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦, 𝑧)) = 𝑇2(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) 

                                 = 𝑇2(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) 

                                      = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.2.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇2(𝑥, 𝑦) 

                                 =   𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1)  ∧ 𝑧                       

                                    = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.2.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑇2(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) 

                                 = 𝑇2(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧 ∧ 𝑎1)                              

                                    = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.2.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

         𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑧 ∧ 𝑎2 

                                    = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.2.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

                    𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑧 ∧ 𝑎2 

                                    = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.3. 𝑦 ∈ [𝑎1, 𝑎0) 
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2.3.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 = 𝑧 

                                 = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.3.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥, 𝑧)                     

                                    = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.3.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇1(𝑦, 𝑧)) = 𝑥 ∧ 𝑇1(𝑦, 𝑧) 

                                 = 𝑥= 𝑥 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑥, 𝑧) 

                                    = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.3.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑇2(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) 

                                 = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑥, 𝑧) 

                                    = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.3.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑧 ∧ 𝑎2 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑥, 𝑧) 

                                    = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.3.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑧 ∧ 𝑎2 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑥, 𝑧) 

                                    = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.4. 𝑦 ∈ 𝐼𝑎1 

2.4.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) =  𝑧 ∧ 𝑎2 

                                     = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

2.4.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑇2(𝑥,𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) 

                                 = 𝑇2(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) 

                                 = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 
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2.4.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑇2(𝑥,𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) 

                                 = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1) ∧ 𝑧 

                                 = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.4.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑇2(𝑥,𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) 

                                 = 𝑇2(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧 ∧ 𝑎1) 

                                    = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.4.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)  

                                 =   𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑧 ∧ 𝑎2                                                            

                                 = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.4.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)  

                                 =   𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑧 ∧ 𝑎2                                                            

                                 =𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

2.5. 𝑦 ∈ 𝐼𝑎2 

2.5.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)  

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

2.5.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

2.5.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑦 ∧ 𝑎2 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  
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2.5.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

2.5.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑧 ∧ 𝑎2 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

2.5.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑧 ∧ 𝑎2 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

2.6. 𝑦 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

2.6.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)  

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

2.6.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

2.6.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑦 ∧ 𝑎2 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

2.6.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

2.6.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 
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                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑧 ∧ 𝑎2 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

2.6.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑧 ∧ 𝑎2 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

3. 𝑥 ∈ [𝑎1, 𝑎0) olsun. 

3.1. 𝑦 ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

3.1.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦, 𝑧)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦, 𝑧) = 𝑇3(𝑦, 𝑧) 

                                 = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

3.1.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑦 = 𝑦 ∧ 𝑧 

                                 = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

3.1.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑦) 

                                 = 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑦 = 𝑦 ∧ 𝑧 

                                    = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

3.1.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)=𝑇(𝑦, 𝑧) 

                                 = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

3.1.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

                                    = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

3.1.6. z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

                                    = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 
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3.2. 𝑥 ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

3.2.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 = 𝑧 

                                 = 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧) 

                                      = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

3.2.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦, 𝑧)) =  𝑥 ∧ 𝑇2(𝑦, 𝑧) = 𝑇2(𝑦, 𝑧) 

                                 = 𝑇2(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) 

                                      = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

3.2.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑦 

                                 = 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑇(𝑦, 𝑧)                       

                                    = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

3.2.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) =  𝑥 ∧ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) 

                                 = 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑇(𝑦, 𝑧)                              

                                    = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

3.2.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

         𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                    = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

3.2.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                    = 𝑇(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

3.3. 𝑦 ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

3.3.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 = 𝑧 

                                 = 𝑇1(𝑥, 𝑦)  ∧ 𝑧 

                                     = 𝑇(𝑇1(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 
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3.3.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 = 𝑧 

                                = 𝑇1(𝑥, 𝑦) ∧ 𝑧 

    = 𝑇(𝑇1(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

3.3.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇1(𝑦, 𝑧)) = 𝑇1(𝑥, 𝑇1(𝑦, 𝑧)) 

                                 = 𝑇1(𝑇1(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

                                    = 𝑇(𝑇1(𝑥, 𝑦), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

3.3.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) =  𝑥 ∧ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) 

                                 = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑧 ∧ 𝑎1 

                                    = 𝑇(𝑇1(𝑥, 𝑦), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

3.3.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑧 ∧ 𝑎2 

                                    = 𝑇(𝑇1(𝑥, 𝑦), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

3.3.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑧 ∧ 𝑎2 

                                    = 𝑇(𝑇1(𝑥, 𝑦), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

3.4. 𝑦 ∈ 𝐼𝑎1 

3.4.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) =  𝑧 ∧ 𝑎2 = 𝑧 = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1) ∧ 𝑧 

                                     = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

3.4.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) =  𝑥 ∧ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) 

                                 = 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)= 𝑇2(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) 

                                 = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

3.4.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑥 ∧ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) 
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                                 = 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) = 𝑦 ∧ 𝑎1= 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1) ∧ 𝑧 

                                 = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

3.4.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑥 ∧ 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) 

                                 = 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)= 𝑇2(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧 ∧ 𝑎1) 

                                 = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

3.4.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)  

                                 =   𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑧 ∧ 𝑎2                                                            

                                 = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

3.4.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)  

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑧 ∧ 𝑎2                                                            

                                 = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

3.5. 𝑦 ∈ 𝐼𝑎2 

3.5.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)  

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

3.5.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

3.5.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

3.5.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  
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3.5.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑧 ∧ 𝑎2 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

3.5.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑧 ∧ 𝑎2 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

3.6. y ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

3.6.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)  

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

3.6.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

3.6.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

3.6.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

3.6.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

3.6.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 
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                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

4. 𝑥 ∈ 𝐼𝑎1 olsun. 

4.1. 𝑦 ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

4.1.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦, 𝑧)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦, 𝑧))   

                                    = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧)                        

                                = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

4.1.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                 = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

4.1.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧                                  

                                    = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

4.1.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

4.1.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)  

                                    = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

4.1.6. z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)  

                                    = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

4.2. 𝑦 ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

4.2.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑧 = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1) ∧ 𝑧 

                                      = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 
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4.2.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦, 𝑧)) =  𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑇2(𝑦, 𝑧)) 

                                 = 𝑇2(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) 

 = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

4.2.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1)                                                    

                                    = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1) ∧ 𝑧 

                                     = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

4.2.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) =  𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) 

                                 = 𝑇2(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧 ∧ 𝑎1)                           

                                    = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

4.2.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

         𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑎2 

                                = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

4.2.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑥 ∧ 𝑎2 

                                = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

4.3. 𝑦 ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

4.3.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑧 ∧ 𝑎2 

                                     = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

4.3.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1) 

                                =   𝑇2(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧 ∧ 𝑎1)                                 

                                    = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

4.3.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇1(𝑦, 𝑧)) = 𝑥 ∧ 𝑎1 

                                 = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1) = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1) ∧ 𝑧 

                                    = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 
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4.3.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑇2( 𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) 

                                 = 𝑇2(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧 ∧ 𝑎1)                                     

                                      = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

4.3.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑧 ∧ 𝑎2 

                                    = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

4.3.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑧 ∧ 𝑎2 

                                    = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

4.4. 𝑦 ∈ 𝐼𝑎1 

4.4.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))                                 

                                     = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) =  𝑧 ∧ 𝑎2 = 𝑧 = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1) ∧ 𝑧 

                                     = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

4.4.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑇2( 𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) 

                                 = 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)= 𝑇2(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) 

                                 = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

4.4.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑇2( 𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1))                                            

                                     = 𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1) =  𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1) ∧ 𝑧 

                                 = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

4.4.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑇2( 𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) 

                                 =  𝑇2(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧 ∧ 𝑎1) 

                                 = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

4.4.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))  
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                                 =   𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑧 ∧ 𝑎2                                                            

                                 = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

4.4.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))  

                                 =   𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑧 ∧ 𝑎2                                                            

                                 = 𝑇(𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1,𝑦 ∧ 𝑎1), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

4.5. 𝑦 ∈ 𝐼𝑎2 

4.5.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))   

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

4.5.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))   

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑦 ∧ 𝑎2 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

4.5.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))   

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑦 ∧ 𝑎2 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

4.5.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))   

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑦 ∧ 𝑎2 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

4.5.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))   

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

4.5.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))   

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  
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4.6. 𝑦 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

4.6.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))  

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

4.6.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑦 ∧ 𝑎2 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

4.6.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑦 ∧ 𝑎2 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

4.6.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) = 𝑦 ∧ 𝑎2 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

4.6.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

4.6.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

5. 𝑥 ∈ 𝐼𝑎2 olsun. 

5.1. 𝑦 ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

5.1.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦, 𝑧)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦, 𝑧))   

                                    = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧)                        

                                = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 
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5.1.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                 = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

5.1.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧                                  

                                    = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

5.1.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

5.1.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)  

                                    = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

5.1.6. z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)  

                                    = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

5.2. 𝑦 ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

5.2.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑧) 

                                 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)   

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

5.2.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦, 𝑧)) =  𝑥 ∧ 𝑎2 

                                = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

5.2.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2)                                                    

                                    = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 
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5.2.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) =  𝑥 ∧ 𝑎2 

                                 = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

5.2.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

         𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                    = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                               = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

5.2.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                    = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

5.3. 𝑦 ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

5.3.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

5.3.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

           𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

5.3.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇1(𝑦, 𝑧)) = 𝑥 ∧ 𝑎2 

                                 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                      = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

5.3.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) =  𝑥 ∧ 𝑎2 

                                      = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

5.3.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                    = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 
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5.3.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                    = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

5.4. 𝑦 ∈ 𝐼𝑎1 

5.4.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))                                 

                                     =  𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                    = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

5.4.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑥 ∧ 𝑎2 

                                 =  𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2)= 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                 = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

5.4.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

         𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑥 ∧ 𝑎2 

                                 =  𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2)= 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                 = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

5.4.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑥 ∧ 𝑎2 

                                 =  𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

5.4.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))  

                                 =  𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2)                                                           

                                 = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

5.4.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))  

                                 =  𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2)                                                           

                                 = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 

5.5. 𝑦 ∈ 𝐼𝑎2 
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5.5.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))   

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2)                                                           

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

5.5.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))   

                                 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

5.5.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))   

                                 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

5.5.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))   

                                 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

5.5.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))   

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2)  

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

5.5.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))   

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

5.6. 𝑦 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

5.6.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))  

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

5.6.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 
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                                 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

5.6.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

5.6.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

5.6.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

5.6.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

6. 𝑥 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2olsun. 

6.1. 𝑦 ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

6.1.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦, 𝑧)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦, 𝑧))   

                                    = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧)                        

                                = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

6.1.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                 = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

6.1.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧                                  

                                    = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 
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6.1.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

6.1.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)  

                                    = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

6.1.6. z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)  

                                    = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

6.2. 𝑦 ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

6.2.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑧) 

                                 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)   

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

6.2.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦, 𝑧)) =  𝑥 ∧ 𝑎2 

                                = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

6.2.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2)                                                    

                                    = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

6.2.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) =  𝑥 ∧ 𝑎2 

                                 = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

6.2.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

         𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                    = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                               = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 
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6.2.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                    = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

6.3. 𝑦 ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

6.3.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2) 

= 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

6.3.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

           𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

6.3.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇1(𝑦, 𝑧)) = 𝑥 ∧ 𝑎2 

                                 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                      = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

6.3.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) =  𝑥 ∧ 𝑎2 

                                      = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

6.3.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                    = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

6.3.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                    = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

6.4. 𝑦 ∈ 𝐼𝑎1 
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6.4.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))                                 

                                     =  𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                    = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

6.4.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑥 ∧ 𝑎2 

                                 =  𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2)= 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                 = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

6.4.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

         𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑥 ∧ 𝑎2 

                                 =  𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2)= 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                 = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

6.4.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇2(𝑦 ∧ 𝑎1, 𝑧 ∧ 𝑎1)) = 𝑥 ∧ 𝑎2 

                                 =  𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                 = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

6.4.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))  

                                 =  𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2)                                                           

                                 = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

6.4.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

           𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))  

                                 =  𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2)                                                           

                                 = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2,𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) =  𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 

6.5. 𝑦 ∈ 𝐼𝑎2 

6.5.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))   

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2)                                                           

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

6.5.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))   
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                                 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

6.5.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))   

                                 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

6.5.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))   

                                 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

6.5.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))   

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2)  

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

6.5.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))   

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

6.6. 𝑦 ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

6.6.1. z ∈ [𝑎3, 𝑎2) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2))  

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

6.6.2. z ∈ [𝑎2, 𝑎1) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

6.6.3. z ∈ [𝑎1, 𝑎0) 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) ∧ 𝑧 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  
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6.6.4. z ∈ 𝐼𝑎1 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

6.6.5. z ∈ 𝐼𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

6.6.6.  z ∈ 𝐼𝑎1,𝑎2 

          𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑥, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) = 𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑇3(𝑦 ∧ 𝑎2, 𝑧 ∧ 𝑎2)) 

                                 = 𝑇3(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧 ∧ 𝑎2) 

                                     = 𝑇(𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2), 𝑧) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧)  

T nin komutatifliği ve 1 in T nin birim elemanı olduğu açıktır. 

𝑇1, 𝑇2 ve 𝑇3 yardımıyla elde edilen 𝑇 t- normu aşağıdaki gibi şematize edilebilir. 
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𝑇2(∗2) 

 

𝑇2(∗2) 

 

𝑇3(∗3)  

𝑥 ∧ 𝑦 𝑇1 

𝑇2(∗2) 

 𝑇2  

𝑇3 𝑥 ∧ 𝑦  

           0           𝑎2          𝑎1            1    𝐼𝑎2          𝐼𝑎1         𝐼𝑎1,𝑎2 

 

Şekil 2.4. 𝑇 t- normu 

  

Teorem 2.7. nin bir uygulaması olarak aşağıdaki örnek verilebilir.  
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Örnek 2.8.  (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı kafesi aşağıdaki gibi verilsin.  

Şekil 2.5. (𝐿, ≤ ,0,1) kafes diyagramı 

 

Kafes diyagramından da görüneceği üzere 0 = 𝑎3 < 𝑎2 = 𝑏 < 𝑎1 = 𝑒 < 𝑎0 = 1 

için [0, 𝑏] üzerinde 𝑇3 = 𝑇𝐷 ,  [𝑏, 𝑒] üzerinde  

 

                                                     Tablo 7. 𝑇2 t- normu 

𝑇2 b c d e 

b b b b b 

c b b b c 

d b b d d 

e b c d e 

 

t- normu, [𝑒, 1] üzerinde 𝑇1 = 𝑇∧ alınırsa, Teorem 2.7 yardımıyla 𝐿 üzerinde 𝑇 t- normu 

aşağıdaki gibi elde edilir. 

 

 

 

 

 

 

 

0 

a 

b 

c d 

h 

i 

f 

e 
g 

1 
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                            Tablo 8. 𝑇 t- normu 

T 0 a b c d e f g h i 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

a 0 0 a a a a a a 0 0 a 

b 0 a b b b b b b a 0 b 

c 0 a b b b c c b a 0 c 

d 0 a b b d d d d a 0 d 

e 0 a b c d e e d a 0 e 

f 0 a b c d e f d a 0 f 

g 0 a b b d d d d a 0 g 

h 0 0 a a a a a a 0 0 h 

i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 i 

1 0 a b c d e f g h i 1 

 

Teorem 2.9. (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 0 = 𝑎4 < 𝑎3 < 𝑎2 < 𝑎1 < 𝑎0 = 1 olacak 

şekilde 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4 ∈ 𝐿 için 𝑇1 , 𝑇2, 𝑇3 ve  𝑇4 sırasıyla 𝐿 nin [a1, a0] , [a2, a1] , [a3, a2] 

ve  [a4, a3] alt aralıkları üzerinde tanımlı dört t- norm olsun. Bu takdirde, aşağıda verilen  

T : L2 → L  fonksiyonu  𝐿 üzerinde bir t- normdur. 

 

𝑇(𝑥, 𝑦) =

{
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

𝑇1(𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎1, 𝑎0)
2

𝑇2(𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎2, 𝑎1)
2

𝑇3(𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎3, 𝑎2)
2

𝑇4(𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎4, 𝑎3)
2

𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1) , (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑎1 × [𝑎2, 𝑎0) ∪ [𝑎2, 𝑎0) × 𝐼𝑎1 ∪ 𝐼𝑎1 × 𝐼𝑎1
𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) , (𝑥, 𝑦) ∈ (𝐼𝑎2 ∪ 𝐼𝑎1,𝑎2) × [𝑎3, 𝑎0) ∪ [𝑎3, 𝑎0) × (𝐼𝑎2 ∪ 𝐼𝑎1,𝑎2)

∪ 𝐼𝑎1 × [𝑎3, 𝑎2) ∪ [𝑎3, 𝑎2) × 𝐼𝑎1 ∪ 𝐼𝑎2 × 𝐼𝑎2
∪ 𝐼𝑎1,𝑎2 × 𝐼𝑎1,𝑎2 ∪ 𝐼𝑎1 × 𝐼𝑎2 ∪ 𝐼𝑎2 × 𝐼𝑎1

∪ 𝐼𝑎1,𝑎2 × (𝐼𝑎1 ∪ 𝐼𝑎2) ∪ (𝐼𝑎1 ∪ 𝐼𝑎2) × 𝐼𝑎1,𝑎2
𝑥 ∧ 𝑦 ,   (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎1, 𝑎0) × [𝑎4, 𝑎1) ∪ [𝑎4, 𝑎1) × [𝑎1, 𝑎0)

∪ [𝑎2, 𝑎1) × [𝑎4, 𝑎2) ∪ [𝑎4, 𝑎2) × [𝑎2, 𝑎1)

∪ [𝑎3, 𝑎2) × [𝑎4, 𝑎3) ∪ [𝑎4, 𝑎3) × [𝑎3, 𝑎2)

∪ 𝐿 × {1} ∪ {1} × 𝐿
𝑇4(𝑥 ∧ 𝑎3, 𝑦 ∧ 𝑎3) , 𝐴𝑘𝑠𝑖 𝑇𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒.
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 İspat: Teorem 2.7 nin ispatına benzer şekilde yapılır. 

𝑇1, 𝑇2 , 𝑇3 ve 𝑇4 yardımıyla elde edilen 𝑇 t- normu aşağıdaki gibi şematize edilebilir. 

 
   

   
   

 𝑎
3

   
   

  𝑎
2

   
   

   
 𝑎
1

   
   

   
 1

   
  𝐼
𝑎
3
   

   
  𝐼
𝑎
2
   

   
  𝐼
𝑎
1
   

  𝐼
𝑎
2
,𝑎
3
   

 𝐼
𝑎
1
,𝑎
2
   
𝐼 𝑎
1
,𝑎
2
,𝑎
3
   

   
   

  

 

 

 

𝑇3(∗3) 

𝑇4(∗4) 

𝑇3(∗3)  𝑇3(∗3) 

  

  

𝑇2(∗2) 

 

𝑇2(∗2) 

 

𝑇3(∗3) 

𝑇3(∗3) 𝑇3(∗3) 

   

 𝑇1 

 

𝑇2(∗2) 

𝑇3(∗3) 𝑥 ∧ 𝑦 𝑇2  

 𝑇3 𝑥 ∧ 𝑦 𝑇3(∗3) 

𝑇4   

        0             𝑎3        𝑎2          𝑎1          1     𝐼𝑎3        𝐼𝑎2        𝐼𝑎1     𝐼𝑎2,𝑎3    𝐼𝑎1,𝑎2   𝐼𝑎1,𝑎2,𝑎3           

Şekil 2.6. T  t- norm 

 

Teorem 2.10. (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 0 = 𝑎5 < 𝑎4 < 𝑎3 < 𝑎2 < 𝑎1 < 𝑎0 = 1 

olacak şekilde 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4,, 𝑎5 ∈ 𝐿 için 𝑇1 , 𝑇2, 𝑇3 , 𝑇4 ve 𝑇5 sırasıyla 𝐿 nin [a1, a0] , 

[a2, a1] , [a3, a2], [a4, a3] ve [a5, a4]  alt aralıkları üzerinde tanımlı beş t- norm olsun. Bu 

takdirde, aşağıda verilen T : L2 → L  fonksiyonu  𝐿 üzerinde bir t- normdur. 

Şekil 2.7 de 𝑇1, 𝑇2 , 𝑇3, 𝑇4 ve 𝑇5 yardımıyla elde edilen 𝑇 t- normu aşağıda gösterilmiştir. 
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𝑇(𝑥, 𝑦 =

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑇1(𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎1, 𝑎0)
2

𝑇2(𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎2, 𝑎1)
2

𝑇3(𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎3, 𝑎2)
2

𝑇4(𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎4, 𝑎3)
2

𝑇5(𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎5, 𝑎4)
2

𝑇2(𝑥 ∧ 𝑎1, 𝑦 ∧ 𝑎1) , (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑎1 × [𝑎2, 𝑎0) ∪ [𝑎2, 𝑎0) × 𝐼𝑎1 ∪ 𝐼𝑎1 × 𝐼𝑎1
𝑇3(𝑥 ∧ 𝑎2, 𝑦 ∧ 𝑎2) , (𝑥, 𝑦) ∈ (𝐼𝑎2 ∪ 𝐼𝑎1,𝑎2) × [𝑎3, 𝑎0) ∪ [𝑎3, 𝑎0) × (𝐼𝑎2 ∪ 𝐼𝑎1,𝑎2)

∪ 𝐼𝑎1 × [𝑎3, 𝑎2) ∪ [𝑎3, 𝑎2) × 𝐼𝑎1 ∪ 𝐼𝑎2 × 𝐼𝑎2
∪ 𝐼𝑎1,𝑎2 × 𝐼𝑎1,𝑎2 ∪ 𝐼𝑎1 × 𝐼𝑎2 ∪ 𝐼𝑎2 × 𝐼𝑎1

∪ 𝐼𝑎1,𝑎2 × (𝐼𝑎1 ∪ 𝐼𝑎2) ∪ (𝐼𝑎1 ∪ 𝐼𝑎2) × 𝐼𝑎1,𝑎2
𝑇4(𝑥 ∧ 𝑎3, 𝑦 ∧ 𝑎3) , (𝑥, 𝑦) ∈ (𝐼𝑎3 ∪ 𝐼𝑎2,𝑎3 ∪ 𝐼𝑎1,𝑎2,𝑎3) × [𝑎4, 𝑎0)

∪ [𝑎4, 𝑎0) × (𝐼𝑎3 ∪ 𝐼𝑎2,𝑎3 ∪ 𝐼𝑎1,𝑎2,𝑎3)

∪ (𝐼𝑎1 ∪ 𝐼𝑎2 ∪ 𝐼𝑎1,𝑎2) × [𝑎4, 𝑎3) ∪ [𝑎4, 𝑎3) × (𝐼𝑎1 ∪ 𝐼𝑎2 ∪ 𝐼𝑎1,𝑎2)

∪ 𝐼𝑎3 × 𝐼𝑎3 ∪ 𝐼𝑎2,𝑎3 × 𝐼𝑎2,𝑎3 ∪ 𝐼𝑎1,𝑎2,𝑎3 × 𝐼𝑎1,𝑎2,𝑎3
∪ (𝐼𝑎2,𝑎3 ∪ 𝐼𝑎1,𝑎2,𝑎3) × (𝐼𝑎1 ∪ 𝐼𝑎2 ∪ 𝐼𝑎3)

∪ (𝐼𝑎1 ∪ 𝐼𝑎2 ∪ 𝐼𝑎3) × (𝐼𝑎2,𝑎3 ∪ 𝐼𝑎1,𝑎2,𝑎3)

∪ (𝐼𝑎1 ∪ 𝐼𝑎2 ∪ 𝐼𝑎1,𝑎2) × 𝐼𝑎3 ∪ 𝐼𝑎3 × (𝐼𝑎1 ∪ 𝐼𝑎2 ∪ 𝐼𝑎1,𝑎2)

∪ 𝐼𝑎1,𝑎2 × 𝐼𝑎2,𝑎3 ∪ 𝐼𝑎2,𝑎3 × 𝐼𝑎1,𝑎2
∪ 𝐼𝑎1,𝑎2,𝑎3 × (𝐼𝑎1,𝑎2 ∪ 𝐼𝑎2,𝑎3) ∪ (𝐼𝑎1,𝑎2 ∪ 𝐼𝑎2,𝑎3) × 𝐼𝑎1,𝑎2,𝑎3

𝑥 ∧ 𝑦 ,   (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎1, 𝑎0) × [𝑎5, 𝑎1) ∪ [𝑎5, 𝑎1) × [𝑎1, 𝑎0)

∪ [𝑎2, 𝑎1) × [𝑎5, 𝑎2) ∪ [𝑎5, 𝑎2) × [𝑎2, 𝑎1)

∪ [𝑎3, 𝑎2) × [𝑎5, 𝑎3) ∪ [𝑎5, 𝑎3) × [𝑎3, 𝑎2)

∪ [𝑎4, 𝑎3) × [𝑎5, 𝑎4) ∪ [𝑎5, 𝑎4) × [𝑎4, 𝑎3)

∪ 𝐿 × {1} ∪ {1} × 𝐿

𝑇5(𝑥 ∧ 𝑎4, 𝑦 ∧ 𝑎4) , 𝐴𝑘𝑠𝑖 𝑇𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒.

 

 

 

İspat: Teorem 2.7 nin ispatına benzer şekilde yapılır. 
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𝐼 𝑎
1
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2
,𝑎
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,𝑎
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𝑇4(∗4) 

 

𝑇4(∗4)  𝑇4(∗4)  𝑇4(∗4) 

 

  

 𝑇3(∗3)  𝑇3(∗3) 
 

 𝑇3(∗3) 

 

𝑇 4
(∗
4
) 

𝑇4(∗4) 𝑇4(∗4) 𝑇4(∗4) 

  

 

 𝑇2(∗2) 

 𝑇 3
(∗
3
) 𝑇2(∗2) 

 

𝑇 4
(∗
4
) 

𝑇 3
(∗
3
) 

 

𝑇 4
(∗
4
) 

𝑇3(∗3)  

𝑇4(∗4) 𝑇4(∗4)  

                                                                              𝑇5(∗5)  

 𝑇1 

 

 

𝑇 3
(∗
3
) 

𝑇 2
(∗
2
) 

 
𝑇 3
(∗
3
) 

 

𝑇 4
(∗
4
) 𝑥 ∧ 𝑦 𝑇2  

 𝑇3   

 𝑇4 𝑥 ∧ 𝑦 𝑇4(∗4)  𝑇4(∗4) 

𝑇5   

      0         𝑎4       𝑎3         𝑎2       𝑎1    1  𝐼𝑎4     𝐼𝑎3     𝐼𝑎2      𝐼𝑎1    𝐼𝑎3,𝑎4     𝐼𝑎2,𝑎3   𝐼𝑎1,𝑎2   𝐼𝑎2,𝑎3,𝑎4     𝐼𝑎1,𝑎2,𝑎3
  𝐼𝑎1,𝑎2,𝑎3,𝑎4      

 

Şekil 2.7. T t- normu 

 

Bu bulgulardan yola çıkarak 0 = 𝑎𝑛 < 𝑎𝑛−1 < ⋯ < 𝑎1 < 𝑎0 = 1 olacak şekilde 

𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛−1,, 𝑎𝑛 ∈ 𝐿 için 𝑇1 , 𝑇2,…,𝑇𝑛−1 ve 𝑇𝑛 sırasıyla 𝐿 nin [a1, a0] , [a2, a1] , …, 

[an−1, an−2], [an, an−1]  üzerinde tanımlı n tane t- norm verildiğinde 𝑇 t- normu aşağıdaki 

şekilde elde edilir. Böylece iki alt aralık için verilen inşa metodu genellenmiş olur. 

      Teorem 2.11. (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 0 = 𝑎𝑛 < 𝑎𝑛−1 < ⋯ < 𝑎1 < 𝑎0 = 1 olacak 

şekilde 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛−1,, 𝑎𝑛 ∈ 𝐿 için 𝑇1 , 𝑇2,…,𝑇𝑛−1 ve 𝑇𝑛 sırasıyla 𝐿 nin [a1, a0] , 

[a2, a1] , …, [an−1, an−2] , [an, an−1]  alt aralıkları üzerinde tanımlı t- normlar olsun. Bu 

takdirde, aşağıda verilen 𝑇𝑛
∗: 𝐿2 → 𝐿  fonksiyonu  𝐿 üzerinde bir t- normdur. 
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𝑇𝑛
∗(𝑥, 𝑦) =

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

𝑇𝑙+1(𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎𝑖+1, 𝑎𝑖)
2,     0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1

𝑇𝑙+1(𝑥 ∧ 𝑎𝑙 , 𝑦 ∧ 𝑎𝑙) , (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑎𝑘,𝑎𝑘+1…,𝑎𝑙 × [𝑎𝑝, 𝑎𝑟) ∪ [𝑎𝑝, 𝑎𝑟) × 𝐼𝑎𝑘,𝑎𝑘+1…,𝑎𝑙
(0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑝 ≤ 𝑙 + 1 ≤ 𝑛 ), (1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛 − 1) 

𝑇𝑚+1(𝑥 ∧ 𝑎𝑚, 𝑦 ∧ 𝑎𝑚) , (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑎𝑘,𝑎𝑘+1…,𝑎𝑙 × [𝑎𝑚+1, 𝑎𝑚) ∪ [𝑎𝑚+1, 𝑎𝑚) × 𝐼𝑎𝑘,𝑎𝑘+1…,𝑎𝑙
(2 ≤ 𝑚 + 1 ≤ 𝑛), ( 𝑙 < 𝑚)

𝑇𝑚𝑎𝑘{𝑟,𝑙}+1(𝑥 ∧ 𝑎𝑚𝑎𝑘{𝑟,𝑙}, 𝑦 ∧ 𝑎𝑚𝑎𝑘{𝑟,𝑙}) , (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑎𝑘,𝑎𝑘+1…,𝑎𝑙 × 𝐼𝑎𝑝,𝑎𝑝+1…,𝑎𝑟 ∪ 𝐼𝑎𝑝,𝑎𝑝+1…,𝑎𝑟 × 𝐼𝑎𝑘,𝑎𝑘+1…,𝑎𝑙
(1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛 − 1), (1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛 − 1)

𝑥 ∧ 𝑦 ,  (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎𝑖+1, 𝑎𝑖) × [𝑎𝑛 , 𝑎𝑖+1) ∪ [𝑎𝑛 , 𝑎𝑖+1) × [𝑎𝑖+1, 𝑎𝑖)

∪ 𝐿 × {1} ∪ {1} × 𝐿, (2 ≤ 𝑖 + 2 ≤ 𝑛)

𝑇𝑛(𝑥 ∧ 𝑎𝑛−1, 𝑦 ∧ 𝑎𝑛−1) , 𝐴𝑘𝑠𝑖 𝑇𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒.

                    (10) 

 

𝑇1, 𝑇2, …, 𝑇𝑛 yardımıyla elde edilen 𝑇 t- normu aşağıdaki gibi şematize edilebilir. 
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−
1
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𝑇𝑛−1(∗𝑛−1) 

 

… 𝑇𝑛−1(∗𝑛−1)  𝑇𝑛−1(∗𝑛−1) 

 

⋮ 

 

             ⋮ 
                                             ⋰ 

𝑇 𝑛
−
1
(∗
𝑛
−
1
) 

 

 

 𝑇2(∗2) 

 

⋱
 

𝑇2(∗2) 

 ⋱
 

 
⋰  

𝑇𝑛−1(∗𝑛−1) 𝑇𝑛−1(∗𝑛−1) 

                                                                              𝑇𝑛(∗𝑛)    

 𝑇1 

 

 ⋱
 𝑇 2
(∗
2
) 

 … 

 

𝑇 𝑛
−
1
(∗
𝑛
−
1
) 

 

𝑥 ∧ 𝑦 𝑇2  

 ⋰   

 𝑇𝑛−1 𝑥 ∧ 𝑦 𝑇𝑛−1(∗𝑛−1)  

𝑇𝑛   

      0         𝑎𝑛−1      𝑎𝑛−2 …  𝑎2       𝑎1     1 𝐼𝑎𝑛−1                 …      𝐼𝑎1    𝐼𝑎𝑛−2,𝑎𝑛−1                  …                    

 

 

Şekil 2.8. T t- normu 
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Yukarıdaki verilen formül yukarıda ispatı verilen tüm durumları kapsar. Yukarıdaki 

formüle alternatif olarak bu genelleme aşağıdaki şekilde de ifade edilir. Aşağıdaki formül 

𝑛 + 1 elamanlı bir zincir ile 𝑛 elemanlı bir zincir için elde edilen inşa arasında bir ilişkiyi 

verir. 

𝑇𝑛
∗(𝑥, 𝑦) =

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

𝑇𝑛−1
∗(𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎𝑖+1, 𝑎𝑖)

2,     0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 2

∪ 𝐼𝑎𝑘,𝑎𝑘+1…,𝑎𝑙 × [𝑎𝑝, 𝑎𝑟) ∪ [𝑎𝑝, 𝑎𝑟) × 𝐼𝑎𝑘,𝑎𝑘+1…,𝑎𝑙
(0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑝 ≤ 𝑙 + 1 ≤ 𝑛 − 1 ), (1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛 − 2)

∪ 𝐼𝑎𝑘,𝑎𝑘+1…,𝑎𝑙 × [𝑎𝑚+1, 𝑎𝑚) ∪ [𝑎𝑚+1, 𝑎𝑚) × 𝐼𝑎𝑘,𝑎𝑘+1…,𝑎𝑙
(2 ≤ 𝑚 + 1 ≤ 𝑛 − 1), ( 𝑙 < 𝑚)

∪ 𝐼𝑎𝑘,𝑎𝑘+1…,𝑎𝑙 × 𝐼𝑎𝑝,𝑎𝑝+1…,𝑎𝑟 ∪ 𝐼𝑎𝑝,𝑎𝑝+1…,𝑎𝑟 × 𝐼𝑎𝑘,𝑎𝑘+1…,𝑎𝑙
(1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛 − 2), (1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛 − 2)

  ∪ [𝑎𝑖+1, 𝑎𝑖) × [𝑎𝑛 , 𝑎𝑖+1) ∪ [𝑎𝑛 , 𝑎𝑖+1) × [𝑎𝑖+1, 𝑎𝑖)

∪ 𝐿 × {1} ∪ {1} × 𝐿  (2 ≤ 𝑖 + 2 ≤ 𝑛 − 1)

𝑇𝑛(𝑥 ∧ 𝑎𝑛−1, 𝑦 ∧ 𝑎𝑛−1) , 𝐴𝑘𝑠𝑖 𝑇𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒.

        (11)  

 

Uyarı 2.12. (11) formülü 𝑇𝑛
∗ t-normu ile 𝑇𝑛−1

∗  t-normu arasındaki ilişkiyi verir. 

 

Uyarı 2.13. Bu çalışmada t- normlar için yapılan tüm çalışmalar dual olarak t- 

conormlar için de yapılır. 



 

 

 

3. İRDELEME  

 

Bu çalışmada sınırlı kafesler üzerinde t- normlar için bir inşa yöntemi araştırılmıştır. Bu 

tezin amacı 𝐿 sınırlı kafesinin alt aralıkları üzerinde tanımlı 𝑇𝑖 t- normlarından, hiçbir ek şarta 

gerek kalmaksızın, 𝐿 üzerinde bir 𝑇 t- normu elde etmek için bir inşa metodu vermektir. Bu 

amaçla literatür incelendiğinde, 𝐿 sınırlı kafesinin [𝑎, 1] alt aralığı üzerinde tanımlı bir t- 

normdan 𝐿 üzerinde bir t- norm elde etmek için inşa metotlarının mevcut olduğu görülmüştür. 

Bu inşa metotlarının dışında, 𝐿 sınırlı kafesinin alt aralıkları üzerinde tanımlı t- normlardan 𝐿 

üzerinde bir t- norm elde etmek için hangi ek koşullara ihtiyaç duyulduğunun incelendiği bir 

çalışma da mevcuttur. Bu bilgiler ışığında, 𝐿 sınırlı kafesinin [0, 𝑎1], [𝑎1, 1] alt aralıkları 

üzerinde tanımlı t- normlardan hiçbir ek şart gerekmeksizin 𝐿 üzerinde bir t- norm elde etmek 

için bir inşa metodu araştırılmıştır. Bu metot [0, 𝑎1], [𝑎1, 𝑎2] , [𝑎2, 1]  alt aralıkları üzerinde 

tanımlı t- normlardan 𝐿 üzerinde bir t- norm elde edebilecek şekilde genişletilmiştir. Benzer 

fikirle çok daha genel bir form elde edilmiştir. Elde edilen inşa metodu mevcut yöntemlerle 

karşılaştırılmıştır. 

 



 

 

 

 4. SONUÇLAR 

 

Bu çalışmada elde edilen bazı sonuçlar şunlardır: 

1. 𝐿 nin [0, 𝑎1], [𝑎1, 1] alt aralıkları üzerinde tanımlı sırasıyla 𝑇1,  𝑇2 t- normlarından, 

hiçbir ek şarta gerek duymaksızın, 𝐿 üzerinde bir t- norm elde etmek için bir metot 

verilmiştir. 

2. Önerilen inşa metodunun (6), (7), (8) formülleri ile verilen inşa metotlarından 

farklı olduğu gösterilmiştir. Hangi durumlarda çakıştıkları araştırılmıştır. 

3. Önerilen inşa metodunun (6), (7) ile verilen inşa metotlarından daha genel olduğu 

gösterilmiştir. 

4. Önerilen metodun 𝐿 𝑛𝑖𝑛 [0, 𝑎2], [𝑎2, 𝑎1], [𝑎1, 1] ve [0, 𝑎3], [𝑎3, 𝑎2], [𝑎2, 𝑎1],[𝑎1, 1] 

alt aralıklarında tanımlı t- normlardan 𝐿 üzerinde bir t- norm elde etmek için nasıl modifiye 

edildiği gösterilmiş ve ispatlanmıştır. 

5. Verilen metot [𝑎𝑖, 𝑎𝑖−1] (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛,  𝑎0 = 1, 𝑎𝑛 = 0) aralıkları üzerinde tanımlı 

𝑇𝑖 t- normlarından 𝐿 üzerinde bir 𝑇 t- normu elde edilecek şekilde genelleştirilmiştir.  

6. 𝐿 nin 𝑛 + 1 elemanlı zinciri yardımıyla elde edilen t- norm ile 𝑛 elemanlı zincir 

yardımıyla elde edilen t- norm arasındaki ilişki ortaya koyulmuştur. 



 

 

 

 5. ÖNERİLER 

 

1. Benzer inşa metodu uninormlar için de araştırılabilir. 

2. 0 = 𝑎𝑛 ≤ 𝑎𝑛−1 ≤ ⋯ ≤ 𝑎1 ≤ 𝑎0 = 1 olmak üzere benzer inşa metodu [𝑎𝑘, 𝑎𝑘−1] 

 (𝑘 ∈ {1,2, … , 𝑛}) üzerinde tanımlı monoton, asosyatif, komutatif bir ∗ ikili işlemi ve 

[𝑎𝑖, 𝑎𝑖−1] (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑖 ≠ 𝑘) üzerinde 𝑇𝑖 t- normları alınarak verilebilir mi, araştırılabilir. 

3. İnşa metodunun üzerine kurulduğu 𝑇𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛) t-normlarının sağladığı cebirsel 

özelliklerin 𝑇 t- normu için de korunup korunmadığı araştırılabilir.  
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