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Yiiksek Lisans Tezi
OZET

BIYOKIMYASAL REAKSIYON MODELININ RASTGELE OZELLIKLERININ
FARKLI OLASILIK DAGILIMLARI iLE INCELENMESI

Giilsah KARAARSLAN

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Dog. Dr. Tillay KESEMEN
2019, 67 Sayfa

Bu calismada biyokimyasal reaksiyon modelinin rastgele kosullar altindaki
davraniglari farkli olasilik dagilimlari kullanilarak incelenmektedir. Kimyasal reaksiyonlarin
ger¢eklesme hizlarinda sicaklik ve basing gibi bazi dis etkenlere bagl olarak ortaya ¢ikan
degisimlerin denklem sisteminde modellenmesi icin rastgele degiskenler kullanilmaktadir.
Diferansiyel denklem sisteminde, reaksiyonlarin gergeklesme hizlarina bagli olarak
tanimlanan parametreler, rastgele etki terimleri ile yeniden tanimlanmis ve elde edilen
rastgele model ile biyokimyasal reaksiyon siireci incelenmistir. Normal dagilim, Simetrik
ticgensel dagilim, genellestirilmis Beta dagilimi ve Laplace dagilimi kullanilarak olusturulan
rastgele modeller olusturulmus ve simiilasyonlar1 araciligi ile bu modellere ait sayisal
karakteristikler elde edilmistir. Ayrica beklenen deger, varyasyon katsayist ve giiven
araliklar1 gibi rastgele davranist gosteren sonuglar deterministik sonuglarla da
karsilagtirilmigtir. Rastgele ve deterministik sonuclar kullanilarak hem farkli olasilik
dagilimlarinin sonuglar iizerindeki etkileri incelenmis hem de rastgele etkiler altindaki
sonugclar ile deterministik durum arasindaki farkliliklar analiz edilmistir. Rastgele sonuglarin
Biyokimyasal reaksiyonlarin ger¢eklesmesi siirecinde ne anlam ifade ettigi ve rastgele bir
incelemenin reaksiyon modelinin dinamikleri ile ilgili analizlerde yorumlanis1 sonuglara

iligkin karsilagtirmal1 grafik ve tablolarla sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Rastgele Diferansiyel Denklem, Normal Dagilim, Beta Dagilimi,
Simiilasyon, Uggensel Dagilim, Laplace Dagilimi, Biyokimyasal
Reaksiyon Modeli
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MSec. Thesis
SUMMARY

INVESTIGATION OF THE RANDOM PROPERTIES OF BIOCHEMICAL REACTION
MODEL WITH VARIOUS PROBABILITY DISTRIBUTIONS

Giilsah KARAARSLAN

Karadeniz Technical University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Assoc. Prof. Tiillay KESEMEN
2019, 67 Pages

In this study, the behavior of the biochemical reaction model under random effects is
studied with various probability distributions. Variations in the chemical reaction process
due to external factors such as pressure and temperature are modeled in the equation system
by using random variables. The parameters of the differential equation system, which have
been defined as dependent on reaction rates, have been redefined with random effect terms
and the biochemical reaction process has been investigated with the obtained random model.
Normal distribution, symmetrical triangular distribution, generalized Beta distribution and
Laplace distribution have been used to obtain the random models and simulations have been
performed to obtain numerical characteristics of these models. Additionally, results on the
random behavior such as the expected value, coefficient of variation and confidence intervals
of the expectation have been compared to the deterministic results. Random and
deterministic results have been used to investigate the effects of random probability
distributions on the results and analyze the differences between the deterministic case and
the results under random effects. The meaning of the random results for biochemical reaction
processes and the interpretation of the random investigation on the analyses about the model

dynamics for reactions have been presented with compared tables and graphs.

Keywords: Random Differential Equation, Normal Distribution, Beta Distribution,
Simulation, Triangular Distribution, Laplace Distribution, Biochemical
Reaction Model
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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Bu tez calismasinda Michaelis ve Menten tarafindan 1913 yilinda sunulmus olan
deterministik Biyokimyasal Reaksiyon Modeli (BRM) baz1 olasilik dagilimlarina sahip
rastgele etki terimleri kullanilarak incelenmektedir. Normal dagilim, simetrik Uggensel
dagilim, Laplace dagilimi ve genellestirilmis Beta dagilimi ile rastgele hale getirilen
Biyokimyasal Reaksiyon Modeli’nin sayisal karakteristikleri analiz edilerek bu dagilimlar
icin olusan rastgele davramislarin karsilastirilmasi yapilacaktir. Benzer degiskenlik
katsayisina sahip olacak sekilde eklenen rastgele etkilerin modelin sayisal
karakteristiklerinde sahip olduklar1 olasilik dagilimlarina gore bir farklilik olusturup
olusturmayacagi incelenerek rastgele etkiler i¢in olasilik dagilimi se¢imi ile ilgili sonuglarin
elde edilmesi amag¢lanmaktadir.

Calismanin birinci boliimiinde rastgele analiz ile ilgili genel bilgiler ve olasilik
kavramlar1 sunulmaktadir. Tez konusuyla ilgili giincel literatiir verilmekte ve ¢aligmanin
literatiire yapacagi katki ele alinmaktadir. Ek olarak rastgele etki i¢in kullanilacak olan
olasilik dagilimlari ile ilgili temel bilgiler ve rastgele-stokastik denklem sistemlerinin bazi
¢Ozlim yontemleri de bu boliimde islenmektedir.

Tezin ikinci boliimiinde deterministik model tanitilmakta ve modelin parametreleri,
degiskenleri ve akis semas: ile ilgili bilgiler verilmektedir. Ardindan rastgele denklem
sisteminin olusturulmasi icin eklenecek olan rastgele etki terimleri ve parametrelerin nasil
rastgele hale getirildigi sunulmaktadir. Son olarak farkli olasilik dagilimlar i¢in rastgele
etkilerin benzer degiskenlik katsayisina sahip olmalari i¢in saglanmasi gereken kosullar
belirtilmektedir.

Tez caligmasinin iiclincli kisminda modelin rastgele davraniglarinin incelenmesi i¢in
rastgele denklem sisteminin sayisal karakteristikleri analiz edilmektedir. Farkli olasilik
dagilimlar i¢in elde edilen beklenen deger, varyans, standart sapma, degisim katsayisi vb.
sayisal karakteristikler icin grafikler ve tablolar kullanilarak sonuglar verilmekte ve
kullanilan  dagilimlarin ~ sonuglara  etkisinin  yorumlanmasi i¢in bu sonuglar

karsilastirilmaktadir.



Bu calisma ile farkli olasilik dagilimlari kullanilarak deterministik matematiksel
modellerin rastgele davraniglarinin incelenmesi ve bu dagilimlarin kullanilmasi ile agiga
cikan farkliliklar incelenecektir. Biyokimyasal Reaksiyon Modeli 6zelinde yapilacak olan
incelemelerin farklit matematiksel modellere de genellestirilebilir olmasi gelecekte yapilmasi

muhtemel ¢aligmalara kaynak olusturulmasi agisindan énemlidir.

1.2. Matematiksel Modelleme

Matematiksel modelleme gergek hayattaki olaylarin ve sistemlerin matematiksel bir
sekilde temsil edilmesini temel alir. Miihendislik bilimleri, temel bilimler ve saglik
bilimlerinin yani sira ekonomi ve sosyal bilimler alanlarinda da bir¢ok olay denklem
sistemleri kullanilarak modellenmektedir. Incelenmekte olan sistemin yapis1 ve sistem
hakkinda sahip olunan bilgi miktar1 g6z dniinde bulundurularak sistemin en uygun sekilde
temsil edilmesini saglayan denklem veya denklem sistemi olusturulur. Adi diferansiyel
denklemler, kismi diferansiyel denklemler, stokastik diferansiyel denklemler ve kesirli
tiirevli diferansiyel denklemler ile bu denklemlerin yiiksek mertebeden halleri kullanilarak
birgok olayin analiz edilmesine imkan saglayan matematiksel modellerin olusturulmasi
miimkiindiir. Matematiksel modellemelerin bir olas1 siniflandirilmas: da rastgele olaylara
dayanir. Modellenen olay ya deterministik ya da olasiliksal yani olasiliga dayanan olabilir,
dolayisiyla modeller de deterministik veya rastgele olarak siniflandirilabilmektedir. Aym
kosullar altinda bir olay her denemede ayn1 sonucu veriyorsa bu olaya deterministik denir.
Saglik bilimlerinde ve tip alaninda kullanilan ¢ogu modeller deterministiktir. Fakat dogada
ayn1 kosullar altinda ayni sonuglar1 vermeyen bazi olaylar da vardir. Ornegin yazi tura
atmak: Paranin belli bir denemeden sonra yazi mi yoksa tura m1 gelecegi kesin olarak
bilinemez. Bazi olaylardaki rastgeleligi rastgele degiskenleri ya da stokastik (rastgele)
stirecleri kullanarak denklemlerle modelleyebilir. Bu sekilde olusturulan rastgele
denklemleri kapsayan stokastik modeller finans, sigorta ve benzeri alanlarda sik sik
kullanilir.

Bu c¢alismada kullanilan model, yani Biyokimyasal Reaksiyon Modeli (BRM) , 1913
yilinda Michaelis ve Menten tarafindan tanitildi. Biyokimyasal Reaksiyon Modeli substrat,
enzim, enzim—substrat karigimi ve iiriin miktarlarindaki degisimleri gdsteren lineer olmayan
diferansiyel denklemlerinden olusmaktadir. Denklemler lineer olmadiklarindan dolay:

sistemin sayisal ¢Oziimlerini elde etmek i¢in sayisal metotlar kullanilir. Biyokimyasal



Reaksiyon Modeli literatiirde basta salgin hastaliklar olmak iizere bir¢ok olayin

modellenmesinde kullanilan kompartmanli modellerin bir 6rnegidir.

1.3. Kompartmanh Modeller

Tez caligmasmin temelini olusturan Biyokimyasal Reaksiyon Modeli literatiirde
“Kompartmanli Modeller” olarak adlandirilan bir modelleme simifina dahildir.
Kompartmanli modeller bir sistemin zaman i¢indeki degisimlerinin sistemi olugturan birim
gruplarinin zaman i¢indeki degisimlerinin analizi araciligiyla yapilmasina dayanir.
Kompartmanli modellerin en bilinen ve temel 6rnegi 1927 yilinda Kermack ve Mckendrick
tarafindan sunulan SIR modelidir. Genellikle salgin hastaliklarin incelenmesinde kullanilan
SIR modeli toplam niifusu “hastaliga duyarli”, “hasta” ve “iyilesmis” insan gruplarina
ayrrarak hastalifin gidisatini bu gruplardaki insan sayilarinin degisimi ile analiz etmektedir
[21]. Biyokimyasal reaksiyon modeli i¢in ise bu siniflandirma “enzim”, “substrat”, “enzim-
substrat ara karisimi1” ve “iiriin” seklindedir. SIR modelinde hastaliga duyarli insanlarin
hasta grubuna ve daha sonra da iyilesmis insanlar grubuna gecislerini temel alan mantik
kullanilarak biyokimyasal reaksiyonlarda substratin 6nce enzimle karisarak ara-karigimi
olusturmasi ve daha sonra enzim ile ayrilmasi ve {riiniin olusmast modellenmistir.
Dolayisiyla biyokimyasal reaksiyonun gidisati BRM araciligiyla bu dort gruptaki
(kompartman) kimyasallarda yasanan degisimler kullanilarak incelenmektedir. Giliniimiizde
kompartmanli modeller tip, kimya ve miihendislik gibi bir¢ok alanda yaygin olarak

kullanilmaktadir.

1.4. Literatiir Ozeti

Tarihsel olarak miras paylasimi ve ticari alim satim islemlerini incelemek igin
matematiksel yontemlerin kullanilmasinin yiizyillar 6ncesine uzanan bir siire¢ oldugu
bilinmektedir. Gilinlimiizde matematiksel modelleme ¢alismalarinin en yogun olarak
kullanildig1 alanlardan biri de tiptir. Hastaliklarla ilgili olarak ilk matematiksel ¢alisma M.O.
430 tarihinde Atina sehrinde yasanan veba salgini iizerine yapilmustir. Yaklasik 100000
insanin hayatini kaybettigi bu salgin ile ilgili inceleme daha ¢ok hastaligin yayilmasi ve
hastalik dolayisiyla yasanan kayiplarla ilgili verilerden ibarettir [25]. Bu nedenle salgin

hastaliklarla ilgili ilk matematiksel modelleme ¢alismasi olarak genellikle Daniel Bernoulli



tarafindan 18. ylizyilda ¢icek hastaligi iizerine yapilan ¢alisma gosterilir. 1760 yilinda
Paris’teki Bilimler Akademisi’ne sundugu modelleme ¢alismasi ile Bernoulli o yillarda halk
tarafindan tam anlamiyla kabul gérmemis olan asilama yonteminin hastalik ile miicadelede
sagladig1 olumlu etkiyi 6n plana ¢ikarmaya ¢alismistir [3]. Ayn1 donemde Avrupa ¢apinda
etkili olan hastalikla ilgili basta D’Alembert olmak iizere bircok bilim insaninin da
matematiksel incelemeler yaptig1 bilinmektedir. Ilerleyen yiizyillarda bilim ve teknolojide
yasanan gelismeler hastaliklarin yayilma siireglerinin daha iyi anlasilmasina yol agmis ve
Ozellikle salgin hastaliklarin incelenmesi {izerine yapilan matematiksel modelleme
calismalarinin sayilarini artirmistir. Giiniimiizde Zika viriisii hastaligi, Kolera, SARS ve
Kirim-Kongo kanamali atesi gibi diinya capinda etkili olan salginlarin farkli yonlerini
inceleyen bircok modelleme c¢alismasi yapilmaktadir. Bilimde yasanan ilerlemeler
hastaliklarla birlikte miihendislik uygulamalari, niifus ve go¢ incelemeleri gibi konularin
yan1 sira kimyasal ve biyokimyasal reaksiyon siireglerinde ile ilgili modelleme
calismalarinin sayilarinin da artmasina neden olmustur.

Biyokimyasal reaksiyon modeli Alman Biyokimyaci Leonor Michaelis ve Kanadali
hekim Maud Menten’in “ Die Kinetik der Invertinwirkung” baslikli ¢aligsmalart ile literatiire
kazandirilmigtir. Bu model enzim kinetiklerinin anlagilmasi konusunda en basit ve en iyi
modellerden biri olmasi agisindan 6ncii kabul edilmektedir. Fransiz fizikokimyac1 Henri
tarafindan enzim reaksiyonlarinin yapilartyla ilgili gerceklestirilen kesfi kullanarak
olusturduklar1 bu model 1913 yilinda yayimlanmistir. Briggs ve Haldane’ in 1925 yilindaki
caligmalariyla agikliga kavusan model sonradan yapilan ¢aligsmalarla daha da gelistirilmistir.
George Edward Briggs ve John Burdon Sanderson Haldane enzim-substrat karisiminin hizl
bir sekilde duragan bir hale gectigini varsayarak daha genel bir formiilasyon
olusturmuslardir.  Bir  reaksiyonun  hizinin  tepkimeye  katilan  maddelerin
konsantrasyonlarinin ¢arpimu ile orantili oldugunu belirten “kiitle etkisi kanunu” nu temel
alarak olusturulmus olan biyokimyasal reaksiyon modeli (BRM) 1965 Nobel fizyoloji-tip
odiiliinti alan Fransiz Biyokimyager Jacques Monod’ un bakteriyel ¢cogalma kinetiklerini
aciklayan 1949 tarihli caligmasi gibi birgok 6nemli caligmaya da kaynak olmustur.
Michaelis-Menten modelinin  kurulusundaki bazi varsayimlarin temel alinmasiyla
olusturulan bir diger biyokimyasal reaksiyon modelleme yontemi de Quasi-Steady-State
Approximation (QSSA) olarak adlandirilir. Bu yontem sistemin tamamindansa yalnizca bazi
kisimlarinin duragan hale gelmesi nedeniyle bu sekilde adlandirilmistir. QSSA yaklagimi

son derece reaktif ara karisimin elimine edilmesi ve bu yolla reaksiyona giren maddeler ve



tirtinlerin  konsantrasyonlarmin Odl¢limleri ile belirlenemeyen biiyiikk oran sabitlerinin
modelden c¢ikarilmasini temel almaktadir [35]. QSSA yaklasimi ve Michaelis-Menten
modeli (BRM) literatiirde enzimlerin katalize ettigi biyokimyasal reaksiyonlarin
incelenmesinde kullanilan matematiksel modellerin en 6nemlilerindendir.

Literatiirdeki matematiksel modelleme ¢aligmalarinin yogunlukla deterministik olarak
gerceklestirdigi goriilmektedir. Ancak hastaliklarin yayilmasi, reaksiyonlarin gergeklesmesi,
go¢ hareketleri vb. olaylarin tam anlamiyla deterministik yapida olmadiklar1 bilinmektedir.
Hastaliklarin yayilmasi cografi ve insan yapisi kaynakli etkenlere gore farkli iilkelerde farkli
olarak gerceklesebilirken biyokimyasal reaksiyonlarin ger¢eklesme hizinin da basing ve
sicaklik gibi etkenlere bagli olarak farklilik gosterebildigi bilinmektedir. Modellenecek
olaylarin bu sekilde farkli ¢evresel etkenler altinda degisken davranis gosterebildigi
durumlarda deterministik yapida denklem sistemlerinin kullanilmasi1 bu degiskenligin
modellerde temsil edilememesi anlamina gelmektedir. Son yillarda benzer sekilde rastgele
yapidaki olaylarin rastgele diferansiyel denklem (RDD) sistemleri kullanilarak
modellenmesi git gide artan bir uygulamadir. 2005 yilinda Kegan ve West salgin
hastaliklarin modellenmesi i¢in deterministik diferansiyel denklemler ile rastgele baslangic
kosullarimin kullanildigi bir c¢alisma yaymlamislardir [20]. 2008 yilinda Merdan ve
Khaniyev kus gribinin matematiksel modellenmesi igin deterministik diferansiyel
denklemlerin parametrelerini rastgele etki terimleri kullanarak rastgele hale getirmislerdir
[29]. Bu ¢aligmanin 1s181nda rastgele parametreler kullanilarak bazi olaylarin modellenmesi
ile ilgili son yillarda literatiire yeni calismalar kazandirilmistir. Ornegin Merdan vd.
tarafindan 2017 yilinda yapilan “Comparison of stochastic and random models for bacterial
resistance” baslikli ¢alisma Dasbasi ve Oztiirk tarafindan 2016 yilinda yapilan
“Mathematical modelling of immune system response and bacterial resistance with
antibiotic therapy” baslikli ¢alisma rasgele parametreler kullanilarak incelenmesine
dayanmaktadir [14, 27]. Benzer sekilde Bekiryazici vd. tarafindan 2016 yilinda yapilan
“Mathematical modelling of dengue disease under random effects” baslikli calisma Esteva
ve Vargas tarafindan 1998 yilinda yapilan “ Analysis of a dengue disease transmission
model” baslikli ¢alisma rasgele parametreler ile incelenmesini igerir [8, 15]. Cortés vd.
tarafindan 2009 yilinda yapilan ¢aligma rastgele yapidaki matematiksel modellerin ¢éziim
yontemleri ile ilgili onemli inceleme ve uygulamalar icermektedir [13]. Rastgele yapiya

sahip olaylarin modellenmesi icin rastgele diferansiyel denklemlerin yami sira stokastik



diferansiyel denklemlerin ve stokastik stireclerin de yaygin olarak kullanildig: bilinmektedir
[19].

Biyokimyasal reaksiyon modeliyle ilgili rastgele modelleme ¢aligmalarinin sayisi ¢ok
azdir. 2016 yilinda Bekiryazici vd. tarafindan yapilan “Some Statistical Characteristics of
the Biochemical Reaction Model under Triangular Random Effects” baslikli ¢alisma
Michaelis ve Menten’in biyokimyasal reaksiyon modelinin iiggensel dagilimli rastgele
etkiler altinda incelenmesini igermektedir [7, 31]. Bekiryazici vd. 2016 yilinda
“Mathematical Modeling of Biochemical Reactions Under Random Effects” bagslhkl
calismada BRM i¢in model parametrelerinin farkli oranlarda standart sapmaya sahip olan
normal ve beta dagilimi ile inceleme yapilmistir. Bu ¢alismada literatiirden farkli olarak
biyokimyasal reaksiyon modeli her biri esit oranda degiskenlik katsayisina sahip olacak
sekilde ayarlanmis Laplace, (Simetrik) Uggensel, Normal ve (Genellestirilmis) Beta

dagilimli rastgele etkiler altinda incelenecektir.

1.5. Olasilik Teorisi ile Tlgili Temel Kavramlar

Bu boliimde tez calismasinda kullanilmakta olan bazi olasilik kavramlari ile ilgili
tanimlar verilmektedir.

Tammm 1.5.1. Bilimsel bir gerge§i gostermek, bir yasayr dogrulamak, bir varsayimi
kanitlamak amaci ile yapilan isleme deney denir [22].

Belirli kosullar altinda ayni1 sekilde sonug¢lanan olaylarla ilgili deneyler deterministik
deney olarak adlandirilmaktadir. Ornegin yeryiiziiniin belirli bir noktasindaki yer ¢ekiminin
Ol¢iilmesi deneyinde her zaman ayni sonug elde edilecektir. Bazi durumlarda ise ayni
kosullarda gerceklestirilen deneylerde farkli sonuglar elde edilebilmektedir.

Tamm 1.5.2. Sonuglariin kiimesi belli olan ancak hangi sonucun ortaya ¢ikacagi dnceden
sOylenemeyen bir isleme stokastik deney ya da rastgele deney denir [22].

Bir zar atilmasi deneyinde zarin {ist yliziinde gelecek sayi, bir para atig1 olayinda yazi
veya tura gelmesi olaylar1 rastgele deneylerin en bilinen 6rneklerindendir.

Tamm 1.5.3. Bir deneyin olas1 tiim sonuglarinin kiimesine drnek uzay denir. Ornek uzaym
her elemani bir basit olay, her alt kiimesi bir olay olarak adlandirilir [33]. Ornek uzay genel
olarak (1 ile gosterilir.

Tanim 1.5.4. Q # @ bir kiime ve U da Q iizerinde bir sinif olmak tizere U sinifi

. Q€U



ii. VA€eUicinAeU

iii. ABEU=>AUBEeU
kosullarini sagliyor ise U siifina bir cebir denir [33].
Tamm 1.5.5. X # @ keyfi bir kiime olsun. F ile X kiimesinin baz1 alt kiimelerininin sinifi
gosterilsin. F sinifi asagidaki ii¢c kosulu sagladiginda F sinifina sigma (o) cebir denir.

1. X € F olsun.

ii. Eger A € F ise A € F olsun.
iii. Eger A1, A, ..., Ay, ... € Fise U2, 4; € F olsun.
Sigma cebir sayilabilir sonsuz birlesimlere gore kapalidir ve her bir o-cebir ayn1 zamanda
bir cebirdir ancak her cebir g-cebiri olmayabilir [22].
Tanim 1.5.6. QO # @ ve F bu kiimenin ilizerinde tanimlanmis bir o-cebir, ayrica P: F — R
ye bir kiime fonksiyonu olsun. P fonksiyonunun asagidaki aksiyomlar1 (A.N. Kolmogrov
aksiyomlarini) saglamasi halinde olasilik 6l¢iisii veya kisaca olasilik olarak adlandirilir.
i. Her A € F olayi igin P(A) > 0,
i.P(Q) =1,
iii. Ay, Ay, ... € F olaylan ayrik olaylar (A; N A; = @,i # j) ise

() -3:re
1 i=1

i=
olsun.
Bu durumda (Q,F, P) Ugliisiine olasilik uzayr denir ve bu olasilik uzayr bir stokastik
(rastgele) deneyin olasilik modelini olusturur [22].
Tanim 1.5.7. (Q,F, P) bir olasilik uzay1 ve X: Q — R bir fonksiyon olmak iizere Vx € R
icin {x € R: X(w) < x} € F ise X fonksiyonuna rastgele degisken denir.
Bir bagka deyisle, rastgele degisken ) basit olaylar uzayinda tanimlanan ve o-cebire
gore Olciilebilen sinirli bir fonksiyondur [33].
Tanim 1.5.8. X rastgele degiskeninin alabilecegi degerler kiimesi £L(X) olmak {izere,
i. Eger L(X) reel sayilarin sayilabilir bir alt kiimesi ise X rastgele degiskenine kesikli
rastgele degisken
ii. Eger L(X) reel sayilarin sayllamayan bir alt kiimesi ise X rastgele degiskenine siirekli

rastgele degisken denir [22].



Tanmm 1.5.9. X degiskeni sonlu sayidaki x4, x5, ..., xy degerlerini p(x;) = P(X = x;), i =
1, N olasiliklari ile alabilen kesikli rastgele degisken oldugunda asagidaki kosullar1 saglayan
p(x) = f(x) fonksiyonuna X rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu denir [22]

i.p(x;)=20i=12,..,N

XY, px) = 1.
Tamm 1.5.10. Kesikli X rastgele degiskeninin miimkiin degerleri x degerine esit ya da daha
kiigiik olmas1 olasiligina X rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu denir ve Fy(x) ile
gosterilerek asagidaki gibi tanimlanir.

Fe(0) = P = ) p(xo).
x;=x

Tanmm 1.5.11. X rastgele degiskeni (—oo,00) araliginda tanimlanan siirekli bir rastgele
degisken olsun. Asagidaki kosullart saglayan fy(x) = f(x) fonksiyonuna X rastgele
degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu denir.

i fx(x)=20,—0<x <

i [” fr(Godx = 1.
Tanim 1.5.12. Siirekli rastgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu fy (x) oldugunda X

rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir:
X

Matematiksel modellerde rastgele yapidaki olaylarin temsili i¢in rastgele degiskenler
(veya stokastik siiregler) kullanilirken bu olaylarin belirli 6zelliklerinin 6l¢iilmesi igin
kullanilan  rastgele degiskenlerin sayisal (veya fonksiyonel) karakteristikleri
kullanilmaktadir. Tez calismalarinda en c¢ok kullanilacak olan sayisal karakteristiklerin
bazilar asagida verilmektedir.

Tanim 1.5.13. (Q,F, P) olasilik uzayinda X:Q — R bir rastgele degisken ve Fyx(x) bu

rastgele degiskenin dagilim fonksiyonu olsun. Eger,
j-oo |x|dFy(x) < o

ise
f ’ xdFy(x)

sayisina X rastgele degiskeninin beklenen deger denir. X rastgele degiskeninin beklenen

degeri iki durumda incelenebilir.



1. X rastgele degiskeninin dagilimi mutlak siirekli sinifa ait oldugunda X rastgele

degiskeninin beklenen degerini asagidaki gibi ifade etmek miimkiindiir:
foo |x|dFyx(x) < o0

ise
00 =[xt

olarak ifade edilir.
ii. X rastgele degiskeninin dagilimi kesikli smifa ait oldugunda beklenen degerini

asagidaki gibi ifade etmek miimkiindiir:

[ee]
z |x;| p; < o0
i=1

ise

EO =) xip
=1

olarak ifade edilir [22].

Tamm 1.5.14. E[X — E(X)]? sayisma X rastgele degiskeninin varyansi denir.
Beklenen deger kullanilarak varyans

Var(X) = E(X?) - [E(X)]?
seklinde de ifade edilebilir.

Rastgele degiskenin varyansi, rastgele degiskenin degerlerinin beklenen degerinin
etrafindaki yayilmasini belirten bir yayilim dl¢iisiidiir. Benzer sekilde varyansin karekokii
olarak tamimlanan standart sapma ile birlikte rastgele degiskenlerin degerlerinin
dagilimlarinin incelenmesinde en ¢ok kullanilan sayisal karakteristiklerdendir.

Tamim 1.5.15. Eger E(|X|") < oo ise
a, = E(X™)
sayisina X rastgele degiskeninin n. mertebeden (baslangi¢) momenti denir.

Tamm 1.5.16. Eger Vt € (—a,f); @ > 0,8 > 0 i¢in E(e**) < o ise
My (t) = E(eX) = f e X dFy(x)

ifadesine X rastgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu denir.

Moment ¢ikaran fonksiyon kullanilarak, |E(X™)| = |a,| < oo ise

M)((n)(t)|t=0 = E(Xn) = an)n = 1;2;3;
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seklinde bir X rastgele degiskeninin momentleri hesaplanabilmektedir [22].

Tez caligmasinda rastgele olaylarin Ozelliklerinin incelenmesi i¢in modellerde
kullanilacak rastgele degiskenlerin baz1 sayisal karakteristikleri belirlenecektir. Bu sayisal
karakteristiklerin  belirlenmesi i¢in rastgele modellerin ¢ok sayida simiilasyonu
kullanilacaktir. Bu simiilasyon sonucglarinin modelin rastgele sayisal karakteristiklerine
yakinsamasi ile ilgili rastgele degiskenler dizilerinin yakinsakliklar1 ve olasiligin bazi temel
teoremlerinin belirtilmesi gerekmektedir.

Tamm 1.5.17. Bir {X,, },,>; rastgele degiskenler dizisi ve bir X rastgele degiskeni verilmis
olsun. Ve > 0 sayist i¢in

lim P(|X, —X|>¢&)=0
n—>00

ise {X, }n>1 rastgele degiskenler dizisi X rastgele degiskenine olasiliga gore yakinsar denir
ve
X, 5 x
ile gosterilir [33].
Tamim 1.5.18. Bir {X,,},,; rastgele degiskenler dizisi ve bir X rastgele degiskeni verilmis

olsun.

P(limx, = x) =1
sartin1 saglayan {X,,},>; rastgele degiskenler dizisi X rastgele degiskenine 1-olasihig: ile
yakinsar denir [33].
Tamim 1.5.19. Bir {X,,},,; rastgele degiskenler dizisi ve bir X rastgele degiskeni verilmis
olsun.

lim||X,, = X[ =0

n—oo
kosulu saglanir ise {X,},», rastgele degiskenler dizisi n — oo iken X rastgele degiskenine
kuadratik orta anlaminda yakinsar denir ve

LimX, =X

n—>00
veya
m.s.
Xpn—X
ile gosterilir.
Tamim 1.5.20. Bir {X,, },,5, rastgele degiskenler dizisi verilmis olsun.

Xi+ 4+ Xy — E[Xg + -+ X,]
N
n

:1’00
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dizisi olasiliga gore sifira yakinsiyor ise {X,},-7e dizisi bilyiik sayilar kanununa uyuyor
denir [33].
Tamim 1.5.21. Bir {X,,},,51 rastgele degiskenler dizisi verilmis olsun.

Xi+ -+ X, —E[Xy + -+ X,]
N
n

:1'00

dizisi 1-olasiligi ile sifira yakinsiyor, yani

1 [ee]
P| lim — (&—E@ﬂﬁﬂ)=1

sart1 saglaniyor ise, {X,}n-1% dizisi gili¢lendirilmis biyiik sayilar kanununa uyuyor denir
[33].
Tamm 1.5.22. X4, X, ..., X,, rastgele degiskenleri u ortalamali ve 2 varyansli ayni olasilik
dagilimma sahip bagimsiz rastgele degiskenler olsun. X rastgele degiskeni Xi, X5, ..., X,
rastgele degiskenlerinin aritmetik ortalamasi olmak iizere

sz;#

Vn

ile tanimlanan Z rastgele degiskeni n’nin biiylik degerleri i¢in yaklasik olarak standart

normal dagilima sahiptir [1]. Merkezi limit teoremi olarak bilinen bu teoremin farkl

versiyonlar1 da literatiirde mevcuttur.

1.6. Bazi Olasihik Dagilimlar

Bu boliimde tez ¢alismasinda kullanilacak olan olasilik dagilimlariyla ilgili genel

bilgiler verilmektedir.

1.6.1. Normal Dagilim

Normal dagilimin olasilik ve istatistikte Gnemli bir yeri vardir. Normal dagilim, tim
olasilik dagilimlarinin en ¢ok kullanilanidir. Dagilim ilk kez 1733 te De Moivre, sonra 1809
da Gauss tarafindan bulundu. Normal dagilim, ayrica “ Gauss dagilimi “ olarak da bilinir.
Grafigine normal egri denir. Normal dagilimin kullanilis agisindan uygun matematiksel

ozellikleri vardir.
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Tanim 1.6.1.1. (Normal Dagilim) Siirekli bir X rastgele degiskeni i¢in olasilik yogunluk
fonksiyonu

3oy
e 2V ) ,—0o <x< o,—0< u<ow g2 >0

f(x):a\/ﬁ

ise X normal dagilima sahiptir denir [1]. Burada
1 = Normal dagilimin ortalamasi,
o = Normal dagilimin standart sapmasi
e=2,71828,
m=3,14159 dur.
Normal dagilim, ortalamasi: p ve varyanst: a2 olan X ~ N(u, 02) simgesiyle gdsterecegiz.
Beklenen deger (Ortalama deger) ve varyansin
E(X) = u, Var(X) = o2
oldugu asagidaki gibi hesaplanabilir:

2

E(X) = xe 2 o dx

a\/_

dir. t = % degisken doniisiimii yapilirsa:

_Ltz
EX) = (ot +pe 2" dt

1
oV2mJ_

_ 1 foo __tdt+—f e 2t dt
oVt J_w

1
gt) = te 2t tek fonksiyondur: g(t) = —g(—t) bagmtisin1 gergeklemektedir.

[o%e) _Ltz . 1 [o'e} _ltz .
Bu nedenle [~_te™2" dt = 0 olacaktir. Ote yandan = J_ ez dt=1dir.
Dolayistyla:

o
E(X)=—.04u =L
var o T HTH

Simdi E (X?) yi bulalim.
1,x— u

1
E(X?) = x2 e 205 Vdx
&) oV21m

dir. t = % degisken dontisiimii yapilirsa

2 —2t2
E(X*) = e 2 dt
o

=——| t% “tzdt+—f tezt dt +—f P
\/271.]‘_
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1
2¢72dt + u?

B V2 J_
sonucuna, E(X) in hesaplanmasinda karsilasilan integrallerin degerleri kullanilarak varilir.

En son integralin hesaplanmasinda ise kismi integrasyon yonteminden yararlanacagiz.
_Ltz _Ltz
u=tdv=te 2 dt olsunv=—e 2 ,du = dt olur.

12
J= Lf_oooo t2e72" dt olsun

1 _ltZ ——tz
—E(—tez )|_oo+—j dt=0+1=1

ve E(X?) = 0% + u? bulunur. Buradan da
x = EX) —[EX?)] = 0% +p? —p? = o?
elde edilir.
Teorem 1.6.1.1. X ~ N(u, 0?) normal dagilima sahipse, ¥ = ¢ X + d~ N(cu + d, c?a?)
normal dagilimina sahiptir.
Normal dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu:

X, ortalamasi1 u, varyansi ¢ olan normal dagilima sahip bir rastgele degisken olsun.

1
MX(t) 2 et,u+5 t2g2

oldugu asagidaki gibi hesaplanabilir:

My (£) = E(etX) = 36 dx

X ovV2mJ_

(x—p)?— thazl 4

= exp |- x

oV2rnJ_ P 207

O—th o 1 2t2
=exp |t ex [—— x —u—to? 2] dx = ™5
p[u Umf_m 14 202( I )

sonucu,

a\/_f p[ — k& —-u —taz)]dx—j_ooN(xu+ta 0¥dx =1

oldugu dikkate alinarak kolayca bulunur.

X in moment ¢ikaran fonksiyonunu kullanarak beklenen deger ve varyansini bulalim.
ag2t2
E(X) = My()|e=o = (u+toD)e" 2 |og = p
a2t?

E(XZ) = MJ,C,(t)lt=0 = [02 + (.u + Jzt)z]etuTltzo = O'2 + ,UZ
Var(X) = EX*)—[E(X)]* = 0® + p* — (0)* = o?
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Karakteristik fonksiyon, i sanal birim ile gosterilen exp(itX) ifadesinin beklenen degeri
olarak tanimlanmistir. Bu nedenle karakteristik fonksiyon, moment c¢ikaran fonksiyon
icindeki t teriminin it ile degistirilmesi ile elde edilir. Bir normal dagilimin karakteristik

fonksiyonu soyledir:

Px(t; 1, 0) = My (it) = E[exp(itX)] = exp (“‘t - 022t2>'

Normal dagilim i¢in birikimli dagilim fonksiyonu

1 [ (u—w? xX—U
CDH,Uz(x)—ij_wexp(—? du —<D( - ),xe]R

1.6.2. Standart Normal Dagilim

Normal dagilimin ortalamasi u = 0 ve varyans1 0 = 1 parametreli 6zel hali standart

normal dagilim olarak adlandirilir. Bir X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

x2
2

e 2, Xx € (—oo,0)

1
fx) = -
seklinde olan normal dagilima standart normal dagilim veya birim normal dagilim denir.
Standart normal dagilimi X ~ N(0,1) olarak kisaltiriz. Standart normal dagilim igin
beklenen deger ve varyans

EX)=u=0, Var(X) =02 =12 =1
seklindedir.

Teorem 1.6.2.1. X ~N(u, 6?) normal dagilima sahipse; Z = X??u degiskeni,

N (0, 1) standart normal dagilima sahiptir.
Standart normal dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu:
X, ortalamas1 p = 0, varyans1 62,0 = 1 olan normal dagilima sahip bir rastgele degisken

olsun.
My () = e
dir.
Karakteristik fonksiyon, moment c¢ikaran fonksiyon igindeki t teriminin it ile

degistirilmesi ile elde edilir. Bir standart normal dagilimin karakteristik fonksiyonu soyledir:

1
My (it) = e 2.
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Standart normal dagilim i¢in birikimli dagilim fonksiyonu

P(x) = Dy (x) = \/_f exp( 2)du xeR

1.6.3. Beta Dagilim

Bir X rastgele degiskeni,

(x=0)@V(c+d-—x)PVc<x<c+dab>0

f(x) = d(a+b_1)B(a, b)

seklinde olasilik yogunluk fonksiyonuna sahipse Genellestirilmis Beta dagilimina sahiptir.
Bu rastgele degisken X ~ Beta (c,d,a,b) ile gosterilir. Burada c rastgele degiskenin
(olasilik yogunluk fonksiyonunun) alabilecegi en kiigiik degeri, d rastgele degiskenin
alabilecegi degerlerin agikligini belirleyen parametreler iken a ve b ise sirasiyla sol ve sag
sekil parametreleridir. B(a, b) ise Beta fonksiyonunu gostermektedir. Genellestirilmis Beta

dagiliminin beklenen deger ve varyansi
a
EX) = d——-
X)) =c+ a+b
ab
(a+b)2(a+b+1)

Var(X) = c?

bigimindedir.

Beta dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu:

& a+r |tk
MX(t)_1+Z<1_[a+,8+r>k'

Beta dagiliminin birikimli dagilim fonksiyonu sudur:

B, («a,
F(x;a,p) = % =IL(a,p)

Burada B, (a,B) bir tamamlanmamis beta fonksiyonu ve I.(a, ), diizenlenmis beta
fonksiyonu olurlar.

Beta dagilimi, (0,1) araliginda degerler alan standart Beta dagiliminin herhangi bir
(c,c + d) araligina genellestirilmis halidir. Bir Y rastgele degiskeni

1
f) = Bab) y@=1 (1 —y)®D 3 e (0,1),a>0,b >0
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seklindeki olasilik yogunluk fonksiyonuna sahipse, standart Beta dagilimina sahiptir. Bu
rastgele degisken Y ~ Beta(a, b) ile gosterilir. Standart Beta dagilimi i¢in beklenen deger

ve varyans

ab
(a+b)’(a+b+1)

E(Y) = % Var(Y) =

bigimindedir.

1.6.4. Ucgensel Dagihm

Bir X rastgele degiskeni,

2(x—a)

—(b—a)(c— 2’ a<x<c
FO)=9" -«
b-ab-’ =

seklinde olasilik yogunluk fonksiyonuna sahipse genellestirilmis Ucgensel dagilima sahiptir.
Burada a ve b sirasiyla rastgele degiskenin (olasilik yogunluk fonksiyonunun) alabilecegi
en kiiciik ve en biiylik degerlerken, ¢ dagilimin mod degeridir.

X ~ Triangular (a, b, c) ile gosterilir. Beklenen deger ve varyansi

_(@a+ b+ 0) Var(x _a’+ b*+c?*—ab—ac—bc
ar(X) = 18

ile verilir.
Uggensel dagilimm moment ¢ikaran fonksiyonu:

(b —c)e® — (b —a)et + (c — a)e
(b—a)(c—a)(b—c)t?

Karakteristik fonksiyon, moment c¢ikaran fonksiyon igindeki t teriminin it ile

My (t) = 2

degistirilmesi ile elde edilir. Bir iiggensel dagilimin karakteristik fonksiyonu asagidaki
gibidir:
0 = —2 (b —c)e@ — (b — a)e'“t + (c — a)e't
Pxit) = (b —a)(c—a)(b—c)t?

Uggensel dagilim, (—1,1) araliginda degerler alan ve 0 mod degerine sahip olan

standart liggensel dagilimin herhangi bir (a, b) araligina genellestirilmis halidir. Simetrik
olan standart {iggensel dagilim, tepe deger ¢’nin se¢imine gore simetrik olmayacak sekilde

de genellestirilebilir. Bir Y rastgele degiskeni

1+ x, -1<x<0
f(y)—{1—x, 0<x<1
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seklindeki olasilik yogunluk fonksiyonuna sahipse, standart Ucgensel dagilima sahiptir.

Standart Uggensel dagilim icin beklenen deger ve varyans
1
E(Y)= 0,Var(Y) = g

seklindedir.

Standart ticgensel dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu:
(1-0)e " —(1+1e’ +(0+1e" e *—2+e
A+DO+1)(A—-0)t? t?

Bir standart tiggensel dagilimin karakteristik fonksiyonu soyledir:

(1-0) e —(1+1De +(0+De* e —-24e"

ox(8) = =2 1+ 10+ (1 —0)¢2 - t2

My (t) = 2

1.6.5. Laplace Dagilim

Bir X rastgele degiskeni,

f(x)=21—bexp<—|x;m>, X € R

seklinde olasilik yogunluk fonksiyonuna sahipse Laplace dagilimina sahiptir. Bu rastgele
degisken X ~ Laplace(u, b) ile gosterilir. Burada p dagilimin konumunu, b ise dagilma
6l¢egini belirten parametrelerdir. Laplace dagiliminin beklenen deger ve varyansi
E(X) =, Var(X) = 2b?
seklindedir.
Laplace dagilimm moment ¢ikaran fonksiyonu, X ortalamasi u ve varyansi 2b%olan
bir rastgele degisken olmak iizere asagidaki gibidir:

_exp(ut) 1

Karakteristik fonksiyon, i sanal birim ile gosterilen exp(itX) ifadesinin beklenen

degeri olarak tanimlanmistir. Bu nedenle karakteristik fonksiyon, moment ¢ikaran fonksiyon

icindeki t teriminin it ile degistirilmesi ile elde edilir. Bir Laplace dagilimin karakteristik

fonksiyonu soyledir:
_exp(uit) 1
ox(0) = Tz i<y

Laplace dagilimi, 4 = 0 konum ve b = 1 6lgek parametresine sahip olan standart

Laplace dagiliminin genellestirilmis halidir. Bir Y rastgele degiskeni
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1
f) = > exp (—lu]), ue€eR

seklindeki olasilik yogunluk fonksiyonuna sahipse, standart Laplace dagilimina sahiptir. Bu
rastgele degisken Y ~ Laplace (0,1) ile gosterilir. Standart Laplace dagilimi i¢in beklenen
deger ve varyans

E(Y)=0,Var(Y) =2
seklindedir.

Standart Laplace dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu, X ortalamasi u =0 ve
varyansi 2b% = 2 x 12 = 2 olan bir rastgele degisken olmak iizere asagidaki gibidir:
exp(0) 1
1-t2 1-t%
Bir standart Laplace dagilimin karakteristik fonksiyonu soyledir:
exp(0) 1
1 + 25 W He2’

My (t) = lt] <1

px(t) = lit] < 1

1.7. Rastgele ve Stokastik Diferansiyel Denklemler

Literatiirdeki matematiksel modelleme c¢alismalarinin 6nemli bir kismi deterministik,
yani rastgele olmayan, denklemler kullanilarak yiiriitiilmektedir. Adi, kismi, kesirli tiirevli
vb. tiirden diferansiyel denklem sistemlerindeki baslangic degerleri, katsayilar ve diger bazi
denklem bilesenlerinin rastgele yapiya sahip olma ihtimalini g6z ardi eden bu yaklasim
bircok durumda olayin tam anlamiyla modellenmesine engel olabilmektedir. Dogadaki
olaylarin rastgele yapilarinin denklem sistemlerinde temsilini imkan veren en dnemli araglar
ise rastgele degiskenler ve stokastik siireclerdir. Rastgele degiskenler kullanilarak
olusturulan rastgele diferansiyel denklemler ve stokastik siiregler ile olusturulan stokastik
diferansiyel denklemler, yapilar itibariyle olaylarin rastgele dinamiklerinin 6l¢limiine
imkan saglamaktadirlar.

Tez calismasinda kullanilan rastgele modeller, literatiirde var olan deterministik
diferansiyel denklem sistemlerine rastgele etki terimleri eklenmesi araciliiyla elde edilen
sistemlerdir. Temel olarak deterministik diferansiyel denklemler kullanilarak asagidaki ii¢
sekilde rastgele diferansiyel denklemler elde edilebilmektedir.

X'(t) = f(X(t),Y(t),0), teT; X(ty) =X,
seklindeki bir adi diferansiyel denklem g6z 6niinde bulundurulsun [37]. Bu adi diferansiyel

denklemi
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1. Rastgele baslangi¢ degerleri ile
X'(@®) =fX@),Y@®),0), teT; X(t) =X,
seklinde bir X, rastgele degiskeni kullanarak,
ii. Rastgele homojen olmayan terim ile
X' =fX®O,)+Y(@), teT; X(t) =X,
seklinde bir rastgele Y(t) siirecini kullanarak ve
1ii. Rastgele katsayilar ile
X'(t) = A®)X(t) + Y (b), teT; X(ty) =X,
seklinde bir rastgele A(t) ile ifade edilen bir rastgele siireci kullanarak bir rastgele
diferansiyel denklem haline getirebiliriz [37].

Tez c¢alismasinda kullanilacak olan denklem sisteminde katsayilar biyokimyasal
reaksiyonlarin gerceklesme hizlarima bagli olan ve reaksiyonlarin ozelliklerini belirten
parametrelerden olusmaktadir. Biyokimyasal reaksiyonlarin rastgele dinamiklerinin
incelenmesi i¢in bu parametrelerin rastgele degiskenler olarak ele alinmalar1 ¢alismanin
temelini olusturmaktadir. Bu nedenle (ii1) tipindeki gibi, deterministik diferansiyel
denklemlerin rastgele katsayilar ile birlikte kullanilmasiyla elde edilen rastgele diferansiyel
denklem tipi tercih edilmektedir.

Alternatif olarak stokastik siire¢ler kullanilarak bir rastgele modelleme yaklagimi da
kullanilmas1 miimkiindiir. Rastgele katsayili denklem sistemleri yalnizca olaylarin katsayilar
aracilig1 ile belirtilen yonlerindeki rastgele yapiin denklem sisteminde temsiline imkan
saglamaktadir. Ancak stokastik diferansiyel denklemler ile olaylarin bir¢ok yoniindeki
rastgele bilesenler denklemlere eklenecek stokastik giiriiltii terimlerinde temsil
edilebilmektedir. Stokastik diferansiyel denklemler bu acidan belirli bir avantaja sahip
olmalarima ragmen stokastik analizin yogun is yiikii ve stokastik tiirev-integrasyonun
deterministik islemlere gore ¢ok daha karmasik olmalar1 dolayisiyla rastgele diferansiyel
denklemlere gore daha zor bir yapiya sahiptirler. Bir stokastik diferansiyel denklem

dX; = a(t,X,)dt + b(t,X,)dW,
seklinde ifade edilmektedir [23]. Burada X(t) ile ifade edilen deterministik fonksiyonun
stokastik analizin terminolojisine uygun olarak X; seklinde ifade edildigine dikkat
edilmelidir. Denklemde W; ile Wiener siireci gosterilmektedir. a(t, X;) fonksiyonu stokastik
diferansiyel denklemin siiriiklenme (drift) katsayisi, b(t,X;) ise difiizyon (diffusion)

katsayis1 olarak adlandirilmaktadir. Dolayisiyla rastgele duruma benzer olarak
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X'(t) = fX(@),Y(®),0),t €T; X(to) = Xo
seklinde ifade edilen bir deterministik diferansiyel denklem

dX, = f(X(t),Y(t), t)dt + b(t,X;)dW;
seklinde bir stokastik diferansiyel denkleme doéntstiiriilebilir. Burada b(t,X;) diflizyon
katsayisinin yapisina gore toplamsal veya carpimsal, dogrusal veya dogrusal olmayan bir
giiriiltii kullanilarak deterministik diferansiyel denkleme eklenecek stokastik giiriiltiiniin
miktar1 ve yapisinin kontrol edilmesi miimkiindiir. (iii) tipinden rastgele diferansiyel
denklemler veya yukaridaki stokastik yapidaki diferansiyel denklemler, ayni1 t € T zaman
araligt ve X(t,) = X, baslangi¢c sartlar1 kullanilarak modellerin rastgele yapilarinin

incelenmesini saglayan 6nemli araglar gérevini iistlenmektedirler.



2. YAPILAN CALISMALAR

Bu boliimde biyokimyasal reaksiyon modeli tanitilmaktadir. Deterministik model

hakkinda bilgiler verildikten sonra rastgele modeller kurulacak ve incelenecektir.

2.1. Biyokimyasal Reaksiyon Modeli

Biyokimyada enzimler makromolekiiler biyolojik katalizorlerdir. Gorevleri kimyasal
reaksiyonlar1 katalize etmek, yani hizlandirmaktir. Substratlar ise enzimlerin etkisini
gosterdigi molekiillerdir. 1913 yilinda Michaelis ve Menten enzim siire¢lerini tanimlamak

i¢cin asagidaki semay1 kurdu.

k
S
E+ A ¥F— E-f X
—
k_y

Sekil 1. Biyokimyasal reaksiyon modelinin akis semasi [36]

Bu basit ancak ¢ok faydali sema temel enzimatik reaksiyonlarin modelini vermektedir.
Burada E enzimi, A substrati, Y enzim-substrat ara—karisimi ve X ise lriinii gostermektedir.
ki ,k_1 vek, sirastyla birinci adimdaki ileri ve geri reaksiyonlarin ve enzimin katalize
ettigi ikinci adimdaki ileri reaksiyonun pozitif hiz katsayilaridir. Bu semanin elemanlariin
zaman icindeki degisimi su adi diferansiyel denklemler sisteminin ¢dziimiinden

belirlenebilir:

dA
E = _klEA + k_1Y,

dE
E = _klEA + (k—l + kl)Y,

(1)

dY
E = klEA - (k—l + kl)Y,

ax

—=k,Y.
dt ~ ?
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burada baslangi¢ kosullari ise su sekilde verilmektedir:
A(0) = Ay, E(0) = E,, Y(0) =0, X0)=0
Bu sistem asagidaki  oOlgeklenmis  degiskenler (A',E’,X',Y’,t")  kullanilarak

boyutsuzlagtirilabilir:

A=A, E=EE, X=A4X, Y=EX, t= ( )t’
klEO

Boyutsuzlastirilan denklemler ve bunlara karsilik gelen baglangic degerleri (yeni

degiskenler ile) su hale gelir:

dA— EA+( )Y
dt p-ay,

i _ EA + BY
N BY,

79,4 (2)
— =qy,
ac ¢

dY—EA Y
Edt_ BY.

A(0) =E(0) =1, X(0)=Y0)=0
Burada kullanilmis olan li¢ boyutsuz parametre sdyle tanimlanir:

Tablo 1. BRM’nin parametreleri, tanimlar1 ve degerleri

Parametre Tanimi Baslangi¢ Degeri
_ e 0.375
o a = koA .
(kg + ky)
= 1
B B ko A
Eo
& &= A_O 1

Boyutsuzlagtirilmis denklem sisteminde

dE— EA + BY
NPT B

veE



23

v _ EA Y
“ar - p
denklemleri toplanip integral alinirsa
E+Y=1

esitligi elde edilir. Benzer sekilde

A
=—FA+ (B — @)Y,

dt

dX

a =aY
ve

dy

EE =FEA—- Y
denklemlerinden

A+X+e¥=1

sonucuna ulasilir. Bu kisitlar boyutsuzlastirilmis denklem sistemindeki iki denklemin

bagimsiz oldugunu igaret eder. Buna uygun olarak

dA
E=—EA+(,8—C¥)Y
ve
ay
SE:EA—ﬂY

denklemlerinde E yerine 1 —Y yazarak A ve Y igin su iki denklem alinir (4 yerine x, Y

yerine de y kullanarak):

dx

—=—x+B-ay+xy,

dt

g (3)
y_ 1o -

E_s(x By — xy).

Bu noktadan sonra son denklem sistemi ile A ve Y yani substrat ile enzim-substrat ara
karigimi i¢in ¢oziim elde edilerek, yukarida elde edilmis kisitlarla E ve X i¢in de ¢oziimler
bulunabilir. Dolayisiyla bu iki denklemden olusan daha az boyuta sahip sistemle ¢alismak

yeterlidir.
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2.2. Rastgele Modeller

(3) denklem sisteminin rastgele etkiler altindaki davranislarini incelemek i¢in a ve 8
parametreleri rastgele degiskenler olarak alinacaktir. € parametresi basitlik i¢in deterministik
olarak kullanilmaya devam edilecektir. Bu parametrelerde normal dagilim, genellestirilmis
beta dagilimi, simetrik licgensel dagilim ve laplace dagilimina sahip rastgele etkiler

kullanilarak BRM i¢in rastgele modeller olusturulacaktir.

2.2.1. Normal Dagilima Sahip Rastgele Etkiler

Y standart normal dagilima sahip bir rastgele degisken olsun. X ~ N(u, 0) normal

dagilima sahip rastgele degiskeninin

X=u+oaY
seklinde gosterilebildigi bilinmektedir. Bu 0Ozellikten yararlanarak yeni a*,f* rastgele
parametreleri 14,7, bagimsiz ve standart normal dagilma sahip rastgele degiskenler ile
asagidaki gibi tanimlanir.

a* =a+ciny,

B* =B+ cam2.
Burada cq,c, katsayilart a, B* rastgele parametrelerinin standart sapmalarini gosteren
bagimsiz sabitlerdir. «a”, " rastgele parametrelerinin beklenen degerleri «,f
parametrelerinin deterministik degerlerine esit olacak sekilde belirlenecektir.

E(a*) = a = 0.375,

EB") =B =1
Bu yontemin temelinde a,f parametrelerinin deterministik degerlerine ¢;n;,i =1,2
rastgele etkisinin eklenmesiyle a*, §* rastgele parametrelerin elde edilmesi bulunmaktadir.
c1 ve ¢, sabitlerinin degerleri deneysel verilerden elde edilen bilgiler ile belirlenebilecegi
gibi teorik varsayimlarla da belirlenebilmektedir. Bu ¢alismada ayn1 degisim katsayisina ve
farkl1 olasilik dagilimlarina sahip olan rastgele etkilerin modelde olusturduklar farkliliklar
incelendiginden tiim dagilimlar i¢in sapma miktarlar1 varsayimsal olarak belirlenecektir.

Herhangi bir X rastgele degiskeni i¢in degisim (varyasyon) katsayisi

std(X)
E(X)

CV =100 x
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seklinde gosterilmektedir. Tiim olasilik dagilimlart icin rastgele etkiler %5 degisim
katsayisina sahip olacak sekilde belirlenecektir. Herhangi bir X ~ N(u,02) rastgele
degiskeni %5 degisim katsayisina sahipse bu rastgele degisken i¢in

std(X) _ _EX)
E(X) = %5 = Std(X) = T

esitligi gegerlidir. Dolayisiyla a*, f* rastgele parametrelerinin standart sapmalari ¢, ve ¢, de

CV =100 x

bu parametrelerin beklenen degerlerinin (deterministik degerlerinin) %5’idir. Bu durumda

c1 ve ¢, degerleri asagidaki gibidir:

_@ 0375 _ o

“T20" 20 ’
g1

=2 — _— —0.05.

2750~ 20

O halde a*, B* rastgele parametreleri su hali alirlar:
a*=a+cn, = a+0.01875n;,,
B* =B+ camy = B + 0.057,.
Bu rastgele parametreler kullanilarak (3) denklem sisteminin normal dagilima sahip rastgele

etkiler altindaki hali olan rastgele model

dx

F= Xt —a)yt+ay

=—x+ (B + 0.05n, — a — 0.01875n,)y + xy,

dy 1 4)
dac ;(x—ﬁ*y—xy)

1
=~ (x = (B + 0.0572)y — x).

halini alir. (4) modeliyle biyokimyasal reaksiyonlarin, @ ve [ ile gosterilen reaksiyon
parametrelerinin normal dagilimina sahip olan rastgele davranis gosterdigi durumlardaki

gidisatt modellenmektedir.

2.2.2. Genellestirilmis Beta Dagilimina Sahip Rastgele Etkiler

Genellestirilmis Beta dagilimina sahip rastgele etkiler altindaki modelin kurulmasi igin

benzer sekilde (3) denklem sisteminin a ve [ parametreleri rastgele hale getirilecektir. X ~
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Beta(c,d,a, b) genellestirilmis beta rastgele degiskenin Y ~ Beta(a,b) standart beta
rastgele degiskeni ile

X=c+dY
seklinde gosterilebildigi bilinmektedir. Bu 6zellikten yararlanarak yeni o™, ™" rastgele
parametreleri Y;,Y, bagimsiz ve standart beta dagilimina sahip rastgele degiskenler ile
asagidaki gibi tanimlanir.

a™ =a+ Y,

B =L+ c,Ys.
Burada c3, ¢, katsayilari a™, ™ rastgele parametrelerinin standart sapmalarin1 gosteren
bagimsiz sabitlerdir. Tiim dagilimlarin sonuglara olan etkilerinin karsilagtirilabilmesi i¢in

her bir dagilimda %5 rastgele etki kullanilacaktir. Bir X ~ Beta(c, d, a, b) beta dagilimina
sahip rastgele degiskenin beklenen degerinin E(X) = ¢ + dﬁ oldugunu g6z Oniinde
bulundurarak a™, f** rastgele degiskenlerinin beklenen degerleri a, parametrelerinin

deterministik degerlerine esit olacak sekilde belirlenecektir. ™ ~ Beta(cy,dq, a4, by) ve

B** ~ Beta(cy, d,, a,, by) olmak tizere

a,
E(a*)=c, +d = 0.375,
(a™) =c, 1a1 ¥ b,
E(ﬁ**) - CZ + dz az = 1.
a, + b,

Paramatreler icin kullanilacak olan genellestirilmis beta dagiliminin olasilik yogunluk
fonksiyonunun normal dagilimla kiyaslanabilecek yapida olmasi i¢in simetrik ve ¢an
egrisine benzer yapida olmalidir. Simetrik olmasi i¢in a = b ve seklin benzerligi i¢in a, b >

3 se¢imi gerekmektedir. Bu ¢alismada a = b = 4 alinacaktir. X ~ Beta(c,d, a, b) rastgele

degiskeni i¢in varyansin Var(X) = ¢? oldugu g6z 6niinde bulundurularak %5

ab
(a+b)2(a+b+1)
degisim katsayisinin elde edilebilmesi i¢in a™*, f** rastgele degiskenleri asagidaki gibi
belirlenir.

a* =a+c3Y; =0.31875 + 0.1125Y;,

B =P + c,Y, = 0.85 + 0.3Y,.

Bu durumda rastgele model asagidaki gibi elde edilir.

—=—x —a X
dt yrxy )

= —x + (0.85 + 0.3Y, — 0.31875 — 0.1125Y,)y + xy,
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dy 1 .
PRI A Ao )

1
=~ (x — (0.85 + 0.3%,)y — xy).

(5) modeli biyokimyasal reaksiyonlarin genellestirilmis beta dagilimina sahip rastgele

etkiler altindaki reaksiyon parametreleri ile gidisatini modellemektedir.

2.2.3. Simetrik Ucgensel Dagilima Sahip Rastgele Etkiler

Y standart simetrik tiggensel dagilima sahip bir rastgele degisken olsun. Bir
X~Triangular(a, b, c) ticgensel dagilima sahip rastgele degiskeni
Y~Triangular(—1, 1, 0) rastgele degiskeni ile

X=m+nY
seklinde gosterilebilmektedir. Bu 0Ozellikten yararlanarak yeni o™, ™" rastgele
parametreleri m;, n;, i = 1,2 bagimsiz ve standart simetrik tiggensel dagilma sahip rastgele
Y3, Y, degiskenleri ile agagidaki gibi tanimlanir.

a*™ =my +nYs,

B =m, + n,Y,.
a™, B rastgele parametrelerinin beklenen degerleri «, f parametrelerinin deterministik

degerlerine esit olacak sekilde belirlenecektir. Bir X~Triangular(a, b, c) liggensel rastgele

a+b+c
3

degiskenin beklenen degeri E(X) = oldugu gbz oOniinde bulundurularak a*** ~

Triangular(as, bs, ¢cs5) ve f*** ~ Triangular(ag, be, ) olmak iizere

_as+bs+cs

E(a™) 3 = 0.375,
ac + bs + ¢
E(ﬂ***) _% 36 6 _

Ucgensel dagilima sahip durumda da yaklasitk %5 degisim katsayis1 elde edilmesi
gerekmektedir. Bu nedenle X~Triangular(a,b,c) rastgele degiskeni icin Var(X) =

a?+ b%+c%-ab-ac-bc
18

dikkate alinarak rastgele parametreler

a* = mq + n1Y3 = 0.375 + < X 0.375> Y3,

102
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7 =my+nY, =1+ <£> Y,.
10v2
seklinde tanimlanir.
Bu rastgele parametreler kullanilarak (3) denklem sisteminin simetrik {icgensel

dagilima sahip rastgele etkiler altindaki hali olan rastgele model

dx
dt

V3 V3
=—x+ (1 + (—) Y, —0.375— ( X 0.375> Y3>y + xy,
10v/2 10v2

dy 1

dt—;(x—ﬁ y —xy)

e )

halini alir. (6) modeliyle biyokimyasal reaksiyonlarin, @ ve [ ile gosterilen reaksiyon

(6)

parametrelerinin simetrik liggensel dagilima sahip olan rastgele davramis gosterdigi

durumlardaki gidisati modellenmektedir.

2.2.4. Laplace Dagilmina Sahip Rastgele Etkiler

Laplace dagilimina sahip rastgele etkiler altindaki modelin kurulmasi i¢in benzer
sekilde (3) denklem sisteminin @ ve [ parametreleri rastgele hale getirilecektir. X ~
Laplace(u, b) laplace rastgele degiskenin Y ~ Laplace(0,1) standart laplace rastgele
degiskeni ile

X=u+>bY

kKK

seklinde gosterilebildigi bilinmektedir. Bu 6zellikten yararlanarak yeni a™***, **** rastgele
parametreleri u;, b;, i = 6,7 bagimsiz ve standart laplace dagilma sahip rastgele Yg, Yo
degiskenleri ile agagidaki gibi tanimlanir.

@ = g + beYe,

BT = p7 + by Y.

a™**, B rastgele parametrelerinin beklenen degerleri a, f parametrelerinin deterministik

degerlerine esit olacak sekilde belirlenecektir. Bir X ~ Laplace(u, b) iigcgensel rastgele
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EE TS
~

degiskenin beklenen degeri E(X) = u oldugu goz oOniinde bulundurularak «
Laplace(ue, bg) ve f*** ~ Laplace(u;, b;) olmak lizere

E(a*™*) = ug = 0.375,

EB™)=u =1
Laplace dagilimima sahip durumda da yaklasik %5 degisim katsayis1 elde edilmesi
gerekmektedir. Bu nedenle X~Laplace(u,b) rastgele degiskeni icin Var(X) = 2b?

dikkate alinarak rastgele parametreler

Ol**** = Ug + b6Y8 = 0.375 + < X 0.375) Y8I

1
202
B =y + b, Yo =14+ <L> Y.

2012

seklinde tanimlanir.
Bu rastgele parametreler kullanilarak (3) denklem sisteminin laplace dagilimina sahip

rastgele etkiler altindaki hali olan rastgele model

dx
dt
B 1 1

=—x+ (1 + (m) Yo — 0.375 — (20\/§ X 0.375) Y8>y + xy,

dy 1

dt—;(x—ﬁ y —xy)

:%(x— (1 + (ﬁ)%)y—w)-

(7)

halini alir. (7) modeliyle biyokimyasal reaksiyonlarin, @ ve f ile gosterilen reaksiyon
parametrelerinin laplace dagilimmna sahip olan rastgele davranig gosterdigi durumlari

modellenmektedir.

2.3. Model Sonuc¢lar

Biyokimyasal Reaksiyon Modelinin (4) Normal dagilima sahip, (5) Genellestirilmis
Beta dagilimina sahip, (6) simetrik Uggensel dagilima sahip ve (7) Laplace dagilimina sahip
halleri i¢in sonuglar MATLAB programi ile incelenmistir. Rastgele sonuclarin

incelenmesinde referans olarak kullanilmak i¢in Oncelikle (3) deterministik modelinin
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sonuglar1 elde edilmistir. (3) modelinde x(t) ve y(t) degiskenlerinin ¢oziimleri sekilde

verilmektedir (Sekil 2).

—x
y(®)

09 —

Deterministik Gozimler
=3 o = o =1
b w =] ~ -3
T T T T |
| | | |

o
w
I

|

=
o
T

01 ¥

| | | | | T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Zaman (t)

Sekil 2. (3) deterministik modelinin ¢oziimleri

(3) modelinde sirasiyla Biyokimyasal Reaksiyon Modelinin A ve Y degiskenlerini, yani
substrat ve enzim-substrat ara karigimi oranlarini, temsil eden x(t) ve y(t) icin MATLAB
programinda hesaplanmustir. Sekil 2°de goriildiigii gibi deterministik model, x(t) degiskeni
aracilig1 ile substrat oraninin reaksiyon siirecinin basindan itibaren azaldigini ve siirecin
sonunda neredeyse sifira diistiiglinii, dolayisiyla reaksiyon siiresince substratin neredeyse
tamaminin reaksiyona girdigini gostermektedir. Benzer sekilde y(t) degiskeninin Once
artmasi ve sonra neredeyse sifira kadar diismesi, reaksiyonun gerceklesmesi i¢in substrat ve
enzimlerin birleserek ara karigimi olusturmasi ve reaksiyon gercgeklestikten iirliniin aciga
cikmasi ile ara karigimin azalmasini gostermektedir. x(t) ve y(t) degiskenleri icin
deterministik davraniglarin detaylar1 ve bu ¢ozlimlerdeki u¢ degerler asagida verilmektedir

(Sekil 3 ve Tablo 2).
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08
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x(t)
¥(t)

041

0.2
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Sekil 3. (3) deterministik modelinin degiskenlerinin ¢oziimleri

Tablo 2. (3) deterministik modelinde u¢ degerler ve zamanlari

Degisken | Minimum Zamani | Maksimum Zamani
x(t) 0.01054 20 1 0
y(t) 0 0 0.3421 1.36

x(t) degiskeni maksimum degeri olan 1 ile basladig1 (t = 0) siireci minimum degeri olan
0.01054 ile sonlandirmakta (t = 20), yani silire¢ boyunca substratlarin devamli reaksiyona
girmesi ile substrat oran1 azalmaktadir. y(t) degiskeni minimum degeri olan 0 ile bagladig:
(t = 0) siiregte maksimum degerini 0.3421 ile t = 1.36 aninda almakta ve buradan sonra
azalarak 0.01311 ile silireci tamamlamaktadir (¢ = 20), yani t = 1.36 animna kadar
enzimlerle subtratlarin ara karisiminin orani azalmakta, t = 1.36 ile t = 20 arasinda da
reaksiyon sonucunda iiriiniin olusmasi ile ara karisim miktar1 azalmaktadir.

(3) modeli aracilig1 ile reaksiyon siiresince substrat, enzim, ara karigim ve iiriin miktar
ve oranlarinda yasanan degisimlerin incelenmesi miimkiin olsa da rastgele degisen sicaklik,
basing vb. etkenlerin reaksiyonun gidisatinda yaratacagi etkinin yalnizca deterministik
model ile incelenmesi miimkiin degildir. Bu rastgele davraniglarin analizi i¢in (4), (5), (6)

ve (7) modellerinin sayisal karakteristikleri incelenmektedir.

2.3.1. Normal Parametreler ile Sayisal Karakteristikler

(3) modelinin parametrelerinin Normal dagilima sahip rastgele degiskenler olarak
degistirilmesi ile olusturulan (4) modelinin simiilasyonu MATLAB ile 10° tekrar
kullanilarak yapilmistir. x(t) ve y(t) degiskenlerinin rastgele durumdaki davranislarinin

beklentisi, E (x(t)) ve E(y(t)) beklenen degerleri ile agagida verilmektedir (Sekil 4).
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X(t)
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degiskenlerin beklenen degerleri
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Sekil 4. (4) rastgele modelinin beklenen degerleri

(4) rastgele modelinin biyokimyasal reaksiyonun gidisatini basarili sekilde temsil ettigi Sekil
2 ile wverilen deterministik model sonuglari ve Sekil 4 arasindaki benzerlikle
goriilebilmektedir. Beklenen degerlerin sayisal olarak da benzer oldugunun goriilebilmesi

icin u¢ degerler asagidaki gosterilmektedir (Sekil 5 ve Tablo 3).

1 04
E(x(1)) E@y(1)
5 08 So3f
- ~
506 5
5 502
2 04t 3
s £0.1
» 0.2 4 =
1 L 0 1 1 I
% 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Zaman Zaman

Sekil 5. (4) rastgele modelinin degiskenlerinin beklenen degerleri

Tablo 3. (4) rastgele modelinde beklenen degerlerin ug degerleri ve zamanlari

Degisken | Minimum Zamani | Maksimum Zamani
E(x(t)) 0.01094 20 1 0
E(y(t) 0 0 0.3419 1.4
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Tablo 2 ve Tablo 3 ile goriilebildigi gibi deterministik model ve Normal dagilima sahip
rastgele parametreli modelde degiskenlerin davraniglari yani sira u¢ degerleri ve bu ug
degerlerin zamanlamasi da olduk¢a yakin olarak elde edilmektedir. Ek olarak deterministik
modelde  y(20) = 0.01311 iken (4) modelinde E(y(20)) = 0.01347 oldugu
gorilmektedir. Dolayisiyla Normal dagilima sahip parametreler ile biyokimyasal reaksiyon
slireci sonunda substrat ve ara karisim oranlar1 da ¢ok yakin degerler olarak elde edilmistir.

Normal dagilima sahip parametrelerle elde edilen (4) modelinin varyanslar1 asagidaki

gibi elde edilmistir (Sekil 6).

x10™ |5 10"

| |

(=
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T
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-
T
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x(t)
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L 1 1 L 1 L
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Zaman Zaman

Sekil 6. (4) rastgele modelinin varyanslari
Biyokimyasal reaksiyon siireci i¢inde (t € [0,20]) reaksiyon bilesenlerindeki degiskenligin
oncelikle arttign ve daha sonrasinda diisiise gectigi goriilmektedir. Ug degerler tabloda

gorilmektedir (Tablo 4).

Tablo 4. (4) rastgele modelinde varyanslarin u¢ degerleri ve zamanlari

Degisken | Minimum Zaman1 | Maksimum Zamani
Var(x(t)) 0 0 0.0003129 5
Var(y(t)) 0 0 8.21 x 107° 8.6

Beklenen substrat ve ara karisim oranlarinin reaksiyon siiresi igerisinde degiskenliklerinin
sirastyla t =5 ve t = 8.6 aninda en {ist seviyeye ulastig1r goriilmektedir. Dolayisiyla
deterministik modelden elde edilen sonuglarin bu anlarda rastgele ger¢eklesen bir deneyde
daha farkli olarak gézlemlenme ihtimali daha yiiksektir. Ek olarak siire¢ sonunda (t = 20)

varyanslar i¢in Var(x(20)) = 9.613 x 107 ve Var(y(20)) = 9.811 x 107° degerleri

elde edilmistir.
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Varyanslara benzer sekilde, (4) modeli i¢in standart sapmalarin degisimleri de asagidaki

goriilmektedir (Sekil 7).

0.02 T 0.01 T
—std(x(t)) —std(y(t))
] [ ] 4
£ 0.015 E IR
b 2 0006+
= =
'g 0.01r 5
o % 0.004
e % 0002}
00 5 10 15 20 00 5 10 15 20
Zaman Zaman

Sekil 7. (4) rastgele modelinin standart sapmalar1

Tanim olarak standart sapma, varyansin karekokii oldugu i¢in bu iki sayisal karakteristigin
benzer davranis gostermesi beklenen sonugtur. Standart sapmalar i¢in u¢ degerler asagida

goriilmektedir (Tablo 5).

Tablo 5. (4) rastgele modelinde standart sapmalarin u¢ degerleri ve zamanlari

Degisken | Minimum Zamani | Maksimum Zamani
std(x(t)) 0 0 0.01796 5
std(y(t)) 0 0 0.009061 8.6

Reaksiyon sonunda degiskenlerin standart sapmalari igin std(x(ZO)) = 0.003101 ve

std(y(ZO)) = 0.003132 degerleri elde edilmistir.

Standart sapmalar ve beklenen degerler i¢in elde edilen sonuclar kullanilarak (4)
rastgele modelinde x(t) ve y(t) degiskenleri igin varyasyon katsayilar1 da asagidaki sekilde
hesaplanmistir (Sekil 8).

Varyasyon katsayis1 (Coefficient of Variation - CV) tanim itibariyle 100 X
std(x(t))/E (x(t)) seklinde hesaplanmaktadir ve (4) modelinin kurulumu i¢in rastgele a ve
B parametreleri %5 varyasyon katsayisina sahip olacak sekilde tanimlanmistir. Ancak
modelin incelenmesi sonucunda x(t) ve y(t) degiskenlerinin varyasyon katsayisinin daha
yiiksek oranlara ¢iktig1 goriilmektedir. Varyasyon katsayilarinin u¢ degerleri asagidaki

tabloda verilmektedir (Tablo 6).
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Sekil 8. (4) rastgele modelinin varyasyon katsayilari

Tablo 6. (4) rastgele modelinde varyasyon katsayilarinin u¢ degerleri ve zamanlari

Degisken | Minimum Zamani | Maksimum Zamani
CV(x(t)) 0 0 %?28.33 20
CV(y(t)) 0 0 %23.26 20

Parametrelerdeki %5 varyasyon katsayisina ragmen x(t) ve y(t) varyasyon oraninin
devamli arttig1 ve t = 20 aninda %28 — 23 seviyelerine ulastig1 goriilmektedir. Dolayisiyla
rastgele sonuclardaki degiskenligin kimyasal reaksiyon ilerledik¢e artti§i yorumu
yapilabilmektedir.

(4) modelinin beklenen degerleri icin elde edilen sonuglar asagidaki sekilde

verilmektedir (Sekil 9).

1
B 0.8 )
= =
S 0.6f %
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Sekil 9. (4) rastgele modelinin beklenen degerleri i¢in gliven araliklar

Sekilde verilen giiven araliklar1 CI = (E(x(t)) — 3.std(x(t)), E(x(t)) + 3.std(x(t)))

seklinde hesaplanmistir ve beklenen degerler icin {i¢ standart sapma i¢indeki degisim

araligin1 vermektedir. Normal dagilim i¢in bu aralik rastgele degiskenin degerlerinin
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yaklasik %99 unu icermektedir. Dolayisiyla bu araliklarda beklenen degerler i¢in elde edilen
uc degerler asagida verilmektedir (Tablo 7).

Tablo 7. (4) modelinde beklentilerin giiven araliginda u¢ degerleri ve zamanlari

Degisken | Minimum Zaman1 | Maksimum Zamani
E(x(t)) 0.001643 20 1 0
E(y(t)) 0 0 0.3617 1.4

Siirecin sonunda ti¢ standart sapmalik araliklar x(t) ve y(t) degiskenleri i¢in sdyle elde
edilmistir: E(x(20)) € (0.001643,0.02025) ve E(y(ZO)) € (0.00407,0.02286).
Buradan goriilebilecegi gibi deterministik sonu¢ x(20) = 0.01054 ile reaksiyon
siireci sonunda yaklasik %1.05 oraninda substrat kalacagini dngormektedir. Ancak (4)
modeli bu deger igin beklentinin E(x(20)) = 0.01094 yani yaklagik %1.09 oldugunu ve
beklenen yaklasik substrat oranmmin ¢t =20 aninda yaklasik %99 olasilikla
(9%0.1643, %?2.025) araliginda oldugunu belirtmektedir. Ara karisim i¢in de benzer sekilde
%1.311 deterministik sonucuna oranla yaklasik beklenen deger t = 20 icin %1.347
olmaktadir ve beklenti %99 olasilikla (%0.407, %2.286) araligindadir.
Rastgele model beklenen degerler i¢in deterministik sonuglarla neredeyse ayni sonuglari
veriyor olsa da varyans, standart sapma, varyasyon katsayisi ve giiven araliklar1 gibi farkl
araclar ile reaksiyonun gidisatindaki degiskenligi Ol¢ebilme imkani sunmaktadir. Bu
degiskenligin deterministik modellerle incelenemiyor olmasi rastgele modelleri daha

avantajli bir konuma getirmektedir.

2.3.2. Genellestirilmis Beta Parametreler ile Sayisal Karakteristikler

(3) modelinin parametrelerinin genellestirilmis Beta dagilimina sahip rastgele
degiskenler olarak degistirilmesi ile (5) modeli olusturulmustur. Bu modelin simiilasyonu
MATLAB ile 10° tekrar kullanilarak yapilmistir. x(t) ve y(t) degiskenlerinin rastgele
durumdaki davraniglarinin beklentisi, E(x(t)) ve E(y(t)) beklenen degerleri ile asagida
verilmektedir (Sekil 10).
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Sekil 10. (5) rastgele modelinin beklenen degerleri

Sekil 2 ile verilen deterministik model sonuglart ile Sekil 10 arasindaki benzerlikten de
anlasilacag1 lizere (5) rastgele modeli biyokimyasal reaksiyonun gidisatin1 basarili bir
sekilde ifade etmistir. Beklenen degerlerin sayisal olarak da benzer oldugunun goriilebilmesi

icin u¢ degerler asagidaki gosterilmektedir (Sekil 11 ve Tablo 8).
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Sekil 11. (5) rastgele modelinin degiskenlerinin beklenen degerleri

Tablo 8. (5) rastgele modelinde beklenen degerlerin ug degerleri ve zamanlari

Degisken | Minimum Zamani | Maksimum Zamani
E(x(t)) 0.01093 20 1 0
E(y(t) 0 0 0.3419 1.4
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Tablo 2 ve Tablo 8 ile goriilebildigi gibi deterministik model ve genellestirilmis beta
dagilimma sahip rastgele parametreli modelde degiskenlerin davranislari yani sira ug
degerleri ve bu u¢ degerlerin zamanlamas1 da oldukga yakin olarak elde edilmektedir. Ayrica
deterministik modelde y(20) = 0.01311 iken (5) modelinde E(yy(20)) = 0.01345 oldugu
gorilmektedir. Dolayisiyla genellestirilmis beta dagilimma sahip parametreler ile
biyokimyasal reaksiyon siireci sonunda substrat ve ara karigim oranlar1 da ¢ok yakin degerler
olarak elde edilmistir.

Genellestirilmis beta dagilimima sahip parametrelerle elde edilen (5) modelinin

varyanslar1 agagidaki gibi elde edilmistir (Sekil 12).
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Sekil 12. (5) rastgele modelinin varyanslari
Biyokimyasal reaksiyon siireci i¢inde (t € [0,20]) reaksiyon bilesenlerindeki degiskenligin
oncelikle arttig1 ve daha sonrasinda ise diisiise gectigi goriilmektedir. U¢ degerler tabloda

gorilmektedir (Tablo 9).

Tablo 9. (5) rastgele modelinde varyanslarin u¢ degerleri ve zamanlari

Degisken | Minimum Zaman1 | Maksimum Zamani
Var(x(t)) 0 0 0.0003104 5
Var(y(t)) 0 0 8.175 x 107> 8.6

Beklenen substrat ve ara karisim oranlarinin reaksiyon siiresi igerisinde degiskenliklerinin
sirastyla t =5 ve t = 8.6 aninda en iist seviyeye ulastig1 goriilmektedir. Ayrica siireg
sonunda (t = 20) varyanslar icin Var(x(20)) =9.428 x 107® ve Var(y(20)) =
9.642 x 107 degerleri elde edilmistir.
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Varyanslara benzer sekilde, (5) modeli i¢in standart sapmalarin degisimleri de asagidaki

goriilmektedir (Sekil 13).
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Sekil 13. (5) rastgele modelinin standart sapmalari
Tanim olarak standart sapma, varyansin karekokii oldugu i¢in bu iki sayisal karakteristigin
benzer davranig gostermesi beklenen durumdur. Standart sapmalar i¢in u¢ degerler asagida

goriilmektedir (Tablo 10).

Tablo 10. (5) rastgele modelinde standart sapmalarin u¢ degerleri ve zamanlari

Degisken | Minimum Zamani | Maksimum Zamani
std(x(t)) 0 0 0.01762 5
std(y(t)) 0 0 0.009041 8.6

Reaksiyon sonunda degiskenlerin standart sapmalar1 igin std(x(ZO)) = 0.00307 ve
std(y(20)) = 0.003105 degerleri elde edilmistir.

Standart sapmalar ve beklenen degerler i¢in elde edilen sonuclar kullanilarak (5)
rastgele modelinde x(t) ve y(t) degiskenleri igin varyasyon katsayilar1 da asagidaki sekilde
hesaplanmistir (Sekil 14).

Varyasyon katsayisi (Coefficient of Variation- CV) tanim itibariyle 100 X std (x(t))/
E(x(t)) seklinde hesaplanmaktadir ve (4) modelinin kurulumu i¢in rastgele a ve B
parametreleri %5 varyasyon katsayisina sahip olacak sekilde tanimlanmistir. Ancak modelin
incelenmesi sonucunda x(t) ve y(t) degiskenlerinin varyasyon katsayisinin daha yiiksek
oranlara ¢iktig1 gorilmektedir. Varyasyon katsayilarimin u¢ degerleri asagidaki tabloda

verilmektedir (Tablo 11).
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Sekil 14. (5) rastgele modelinin varyasyon katsayilari

Tablo 11. (5) rastgele modelinde varyasyon katsayilarimin ug¢ degerleri ve

zamanlari

Degigsken | Minimum Zaman1 | Maksimum Zamani
CV(x(t)) 0 0 %28.1 20
CV(y(t) 0 0 %23.09 20

Parametrelerdeki %5 varyasyon katsayisina ragmen x(t) ve y(t) varyasyon oraninin
devaml arttig1 ve t = 20 aninda %28 — 23 seviyelerine ulastig1 goriilmektedir. Dolayisiyla
rastgele sonuglardaki degiskenligin kimyasal reaksiyon ilerledik¢e arttigi yorumu
yapilabilmektedir.

(5) modelinin beklenen degerleri i¢in elde edilen sonuglar asagidaki sekilde

verilmektedir (Sekil 15).
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Sekil 15. (5) rastgele modelinin beklenen degerleri i¢in giiven araliklari

Sekilde verilen giiven araliklart CI = (E (x(t)) — 3.std(x(t)),E (x(t)) + 3.std(x(t)))

seklinde hesaplanmistir ve beklenen degerler icin ii¢ standart sapma igindeki degisim

araligim1 vermektedir. Normal dagilim i¢in bu aralik rastgele degiskenin degerlerinin
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yaklasik %99 unu icermektedir. Dolayisiyla bu araliklarda beklenen degerler i¢in elde edilen
uc degerler asagida verilmektedir (Tablo 12).

Tablo 12. (5) modelinde beklentilerin giiven araliginda ug¢ degerleri ve zamanlari

Degisken | Minimum Zaman1 | Maksimum Zamani
E(x(t)) 0.001717 20 1 0
E(y(t)) 0 0 0.3617 1.4

Rastgele model beklenen degerler icin deterministik sonuclarla neredeyse ayni sonuglari
veriyor olsa da varyans, standart sapma, varyasyon katsayis1 ve giiven araliklar1 gibi farkl
araglar ile reaksiyonun gidisatindaki degiskenligi Olgebilme imkani saglamaktadir. Bu
degiskenligin deterministik modellerle incelenemiyor olmasi rastgele modelleri daha

avantajli bir konuma getirmektedir.

2.3.3. Simetrik Ucgensel Parametreler ile Sayisal Karakteristikler

(3) modelinin parametrelerinin simetrik tiggensel dagilima sahip rastgele degiskenler
olarak degistirilmesi ile olusturulan (6) modelinin simiilasyonu MATLAB ile 10° tekrar
kullanilarak yapilmistir. x(t) ve y(t) degiskenlerinin rastgele durumdaki davranislarinin

beklentisi, E (x(t)) ve E(y(t)) beklenen degerleri ile asagida verilmektedir (Sekil 16).
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Sekil 16. (6) rastgele modelinin beklenen degerleri

Beklenen degerlerin sayisal olarak da benzer oldugunun goériilebilmesi i¢in u¢ degerler

asagidaki gosterilmektedir (Sekil 17 ve Tablo 13).
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Sekil 17. (6) rastgele modelinin degiskenlerinin beklenen degerleri

Tablo 13. (6) rastgele modelinde beklenen degerlerin ug¢ degerleri ve zamanlar1

Degisken | Minimum Zamani | Maksimum Zamani
E(x(t)) 0.01093 20 1 0
E(y(t) 0 0 0.3419 1.4

Simetrik iiggensel dagilima sahip parametrelerle elde edilen (6) modelinin varyanslari

asagidaki gibi elde edilmistir (Sekil 18).
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Sekil 18. (6) rastgele modelinin varyanslari
Biyokimyasal reaksiyon siireci i¢inde (t € [0,20]) reaksiyon bilesenlerindeki degiskenligin
oncelikle arttig1 ve daha sonrasinda azalmaya bagladig1 goriilmektedir. Ug degerler tabloda

gorilmektedir (Tablo 14).

Tablo 14. (6) rastgele modelinde varyanslarin u¢ degerleri ve zamanlari

Degisken | Minimum Zaman1 | Maksimum Zamani
Var(x(t)) 0 0 0.0003119 5
Var(y(t)) 0 0 8.208 x 107> 8.4

Beklenen substrat ve ara karisim oranlarinin reaksiyon siiresi igerisinde degiskenliklerinin
sirastyla £t =5 ve t = 8.4 aninda en st seviyeye ulastig1r goriilmektedir. Dolayisiyla
deterministik modelden elde edilen sonuglarin bu anlarda rastgele ger¢eklesen bir deneyde
daha farkli olarak gézlemlenme ihtimali daha yiiksektir. Bununla birlikte siire¢ sonunda (t =
20) varyanslar i¢in Var(x(20)) = 9.469 x 107% ve Var(y(20))=9.677 x 107°
degerleri elde edilmistir.

Varyanslara benzer sekilde, (6) modeli i¢in standart sapmalarin degisimleri de asagidaki

goriilmektedir (Sekil 19).
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Sekil 19. (6) rastgele modelinin standart sapmalari

Standart sapmalar i¢in u¢ degerler asagida goriilmektedir (Tablo 15).

Tablo 15. (6) rastgele modelinde standart sapmalarin u¢ degerleri ve zamanlari

Degisken | Minimum Zamani | Maksimum Zamani
std(x(t)) 0 0 0.01766 5
std(y(t)) 0 0 0.009060 8.4

Reaksiyon sonunda degiskenlerin standart sapmalari i¢in std(x(ZO)) = 0.003077 ve

std(y(ZO)) = 0.003111 degerleri elde edilmistir.

Standart sapmalar ve beklenen degerler i¢in elde edilen sonuclar kullanilarak (6)

rastgele modelinde x(t) ve y(t) degiskenleri igin varyasyon katsayilar1 da asagidaki sekilde

hesaplanmistir (Sekil 20).
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Sekil 20. (6) rastgele modelinin varyasyon katsayilari

Varyasyon katsayilarinin u¢ degerleri asagidaki tabloda verilmektedir (Tablo 16).




45

Tablo 16. (6) rastgele modelinde varyasyon katsayilarinin u¢ degerleri ve

zamanlari

Degisken | Minimum Zamani | Maksimum Zamani
CV(x(t)) 0 0 %?28.15 20
CV(y(t)) 0 0 %23.12 20

(6) modelinin beklenen degerleri

verilmektedir (Sekil 21).
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Sekil 21. (6) rastgele modelinin beklenen degerleri i¢in giiven araliklari

Sekilde verilen giiven araliklart CI = (E (x(t)) — 3.std(x(t)),E (x(t)) + 3.std(x(t)))

seklinde hesaplanmistir ve beklenen degerler icin {i¢ standart sapma i¢indeki degisim

araligin1 vermektedir. Bu araliklarda beklenen degerler icin elde edilen ug degerler asagida

verilmektedir (Tablo 17).

Tablo 17. (6) modelinde beklentilerin gliven araliginda u¢ degerleri ve zamanlar1

Degisken | Minimum Zamant | Maksimum Zamani
E(x(t)) 0.001698 20 1 0
E(y(t) 0 0 0.3618 1.4

Rastgele model beklenen degerler icin deterministik sonuclarla neredeyse ayni sonuglari

veriyor olsa da varyans, standart sapma, varyasyon katsayisi ve giiven araliklar1 gibi farkl

araglar ile reaksiyonun ilerleyisindeki degiskenligi 6l¢ebilme imkan1 saglamaktadir.
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2.3.4. Laplace Parametreler ile Sayisal Karakteristikler

(3) modelinin parametrelerinin laplace dagilimina sahip rastgele degiskenler olarak
degistirilmesi ile olusturulan (7) modelinin simiilasyonu MATLAB ile 10° tekrar
kullanilarak yapilmistir. x(t) ve y(t) degiskenlerinin rastgele durumdaki davranislarinin

beklentisi, E (x(t)) ve E(y(t)) beklenen degerleri ile asagida verilmektedir (Sekil 22).
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Sekil 22. (7) rastgele modelinin beklenen degerleri

Beklenen degerlerin sayisal olarak da benzer oldugunun goriilebilmesi i¢in u¢ degerler

asagidaki gosterilmektedir (Sekil 23 ve Tablo 18).
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Sekil 23. (7) rastgele modelinin degiskenlerinin beklenen degerleri




Tablo 18. (7) rastgele modelinde beklenen degerlerin ug¢ degerleri ve zamanlari
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Degisken | Minimum Zaman1 | Maksimum Zamani
E(x(t)) 0.01093 20 1 0
E(y(t) 0 0 0.3419 1.4

Laplace dagilimina sahip parametrelerle elde edilen (7) modelinin varyanslari asagidaki gibi

elde edilmistir (Sekil 24).
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Sekil 24. (7) rastgele modelinin varyanslari
Biyokimyasal reaksiyon siireci i¢inde (t € [0,20]) reaksiyon bilesenlerindeki degiskenligin
oncelikle arttign ve daha sonrasinda diisiise gectigi goriilmektedir. U¢ degerler tabloda

gorilmektedir (Tablo 19).

Tablo 19. (7) rastgele modelinde varyanslarin u¢ degerleri ve zamanlari

Degisken | Minimum Zaman1 | Maksimum Zamani
Var(x(t)) 0 0 0.0003119 5
Var(y(t)) 0 0 8.15 x 107° 8.6

Beklenen substrat ve ara karisim oranlarinin reaksiyon siiresi igerisinde degiskenliklerinin
sirastyla £t =5 ve t = 8.6 aninda en {iist seviyeye ulastig1r goriilmektedir. Dolayisiyla
deterministik modelden elde edilen sonuglarin bu anlarda rastgele ger¢eklesen bir deneyde

daha farkli olarak gozlemlenme ihtimali daha yiiksektir. Ek olarak siire¢ sonunda (t = 20)

varyanslar igin Var(x(20)) = 1 x 1075 ve Var(y(20)) = 1.019 x 1075 degerleri elde

edilmistir.



48

Varyanslara benzer sekilde, (7) modeli i¢in standart sapmalarin degisimleri de asagidaki

goriilmektedir (Sekil 25).
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Sekil 25. (7) rastgele modelinin standart sapmalari

Tanim olarak standart sapma, varyansin karekokii oldugu i¢in bu iki sayisal karakteristigin

benzer davranis gostermesi beklenen sonucgtur. Standart sapmalar i¢in u¢ degerler asagida

goriilmektedir (Tablo 20).

Tablo 20. (7) rastgele modelinde standart sapmalarin u¢ degerleri ve zamanlari

Degisken | Minimum Zamani | Maksimum Zamani
std(x(t)) 0 0 0.01766 5
std(y(t)) 0 0 0.009028 8.6

Reaksiyon sonunda degiskenlerin standart sapmalari igin std(x(ZO)) = 0.003163 ve

std(y(ZO)) = 0.003192 degerleri elde edilmistir.

Standart sapmalar ve beklenen degerler i¢in elde edilen sonuclar kullanilarak (7)

rastgele modelinde x(t) ve y(t) degiskenleri igin varyasyon katsayilar1 da asagidaki sekilde

hesaplanmistir (Sekil 26).

Varyasyon katsayilarinin ug¢ degerleri asagidaki tabloda verilmektedir (Tablo 21).

Tablo 21. (7) rastgele modelinde varyasyon katsayilarinin u¢ degerleri ve

zamanlari

Degisken | Minimum Zamant | Maksimum Zamani
CV(x(t)) 0 0 %28.94 20
CV(y(t)) 0 0 %23.73 20
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Sekil 26. (7) rastgele modelinin varyasyon katsayilari

Parametrelerdeki %5 varyasyon katsayisina ragmen x(t) ve y(t) varyasyon oraninin
devamli arttig1 ve t = 20 aninda %28 — 23 seviyelerine ulastig1 goriilmektedir. Dolayisiyla
rastgele sonuglardaki degiskenligin kimyasal reaksiyon ilerledik¢e arttigi yorumu
yapilabilmektedir.

(7) modelinin beklenen degerleri i¢in elde edilen sonuglar asagidaki sekilde

verilmektedir (Sekil 27).
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Sekil 27. (7) rastgele modelinin beklenen degerleri i¢in giiven araliklari

Sekilde verilen giiven araliklar1 CI = (E(x(t)) — 3.std(x(t)), E(x(t)) + 3.std(x(t)))
seklinde hesaplanmistir ve beklenen degerler icin {i¢ standart sapma i¢indeki degisim
araligin1 vermektedir. Bu araliklarda beklenen degerler icin elde edilen ug¢ degerler asagida

verilmektedir (Tablo 22).
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Tablo 22. (7) modelinde beklentilerin gliven araliginda u¢ degerleri ve zamanlar1

Degisken | Minimum Zamani | Maksimum Zamani
E(x(t)) 0.00144 20 1 0
E(y(t)) 0 0 0.3619 1.4

2.4. Dagihimlarin Karsilastirilmasi

Deterministik sonuglar ile 6ncelikle beklenen degerler, varyanslar, standart sapmalar
ve son olarak varyasyon katsayilar1 karsilastirilmistir. Bu sekilde hem rastgele modelin
deterministik modelle uyumlulugunu hem de farkli dagilimlarin kendi aralarindaki

tutarliliklar1 incelemeye firsatimiz olmustur.

2.4.1. Beklentilerin Analizi
Model degiskenleri, deterministik modeldeki sonuglar ile (4), (5), (6) ve (7) rastgele
modelindeki beklenen degerlerinin sonuglarinin benzer oldugu sekillerden goriilmektedir.

Sekil-2, 4, 10, 16 ve 22’nin benzerlikleri asagidaki sekilde goriilmektedir.

Tablo 23. x(t) degiskeni i¢in (3), (4), (5), (6) ve (7) modelindeki minimum degerler

Rastgele Model
Deterministik Genellestirilmis | Simetrik
Normal . Laplace
Model Beta Uggensel
Minimum 0.01054 0.01094 0.01093 0.01093 | 0.01093
Zaman 20 20 20 20 20

Bu durumda Biyokimyasal reaksiyondaki substrat oranini temsil eden x(t) i¢in (3),
(4), (5), (6) ve (7) ile ifade edilen deterministik ve rastgele modellerde ayn1 anlarda benzer
minimum degerler elde edilmistir (Tablo 23). Tablo 23, 24, 25 ve 26 i¢in rastgele

durumlardaki sonuglar beklenen degerlerin degerlerini géstermektedir.



51

Deterministik

Sekil 28. Deterministik sonuglar ile rastgele beklentilerin uyumu



Tablo 24. x(t) degiskeni i¢in (3), (4), (5), (6) ve (7) modelindeki maksimum degerler

Rastgele Model
Deterministik Genellestirilmis | Simetrik
Normal . Laplace
Model Beta Uggensel
Maksimum 1 1 1 1 1
Zaman 0 0 0 0 0

Goriildiigii izere Biyokimyasal reaksiyondaki substrat oranini temsil eden x(t) icin

(3), (4), (5), (6) ve (7) ile ifade edilen deterministik ve rastgele modellerde ayni1 anlarda

benzer maksimum degerler elde edilmistir (Tablo 24).

Tablo 25. y(t) degiskeni icin (3), (4), (5), (6) ve (7) modelindeki minimum degerler

Rastgele Model
Deterministik Genellestirilmis | Simetrik
Normal . Laplace
Model Beta Uggensel
Minimum 0 0 0 0 0
Zaman 0 0 0 0 0

Bu durumda Biyokimyasal reaksiyondaki enzim-substrat ara karigim oranini gosteren

y(t) icin (3), (4), (5), (6) ve (7) ile ifade edilen deterministik ve rastgele modellerde ayn1

anlarda benzer minimum degerler elde edilmistir (Tablo 25).

Tablo 26. y(t) degiskeni icin (3), (4), (5), (6) ve (7) modelindeki maksimum degerler

Rastgele Model
Deterministik Genellestirilmis | Simetrik
Normal . Laplace
Model Beta Ucggensel
Maksimum 0.3421 0.3419 0.3419 0.3419 0.3419
Zaman 1.36 1.4 1.4 1.4 1.4
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Yukaridaki tabloda goriildiigii tizere Biyokimyasal reaksiyondaki enzim-substrat ara karisim
oranini belirten y(t) i¢in (3), (4), (5), (6) ve (7) ile ifade edilen deterministik ve rastgele
modellerde ayn1 zamanlarda benzer maksimum degerler elde edilmistir (Tablo 26).

Genel olarak deterministik model ve rastgele modellerin hem beklenen deger grafikleri
(Sekil-4, 10, 16, 22) ile Sekil-2 arasindaki benzerlikler hem de Tablo 23,24,25 ve 26 ile
verilen u¢ degerlerdeki benzerliklerden de goriilecegi lizere deterministik model ve rastgele
modeller ¢ok yakin sonuglar vermistir. Bu durum rastgele modellerin tutarli oldugunun,
olayin modellenmesinde deterministik sistem yerine kullanilabileceginin, olaym akisinin
temsili agisindan ve olasilhik dagilimlar1 agisindan fark olmadigmmin gostergesidir.
Deterministik sonug ile rastgele sonuclar arasindaki kiigiik farkliliklar ise rastgele etkilerin

sonucudur.

2.4.2. Biyokimyasal Reaksiyon Modeli Bilesenlerinin Analizi

Bu kisimda (4), (5), (6) ve (7) rastgele modellerinde 6l¢iilen degiskenligin her olasilik

dagilimi i¢in benzer oldugu verilmektedir.

Tablo 27. x(t) i¢in (4), (5), (6), (7) rastgele modellerinde maksimum CV.

Genellestirilmis Simetrik
x(t) Normal . Laplace
Beta Ucgensel
Max CV 28.33 28.1 28.15 28.94
Zaman 20 20 20 20

t = 0 aninda her dagilim i¢in minimum varyasyon katsayilar1 0’dir.

Tablo 28. y(t) i¢in (4), (5), (6), (7) rastgele modellerinde maksimum CV.

Genellestirilmis Simetrik
y(t) Normal . Laplace
Beta Ucgensel
Max CV 23.26 23.09 23.12 23.73
Zaman 20 20 20 20
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Benzer sekilde y(t) i¢in de minimum CV 0 oldugundan sadece maksimum degerler i¢in
tablo yeterlidir. x(t) ve y(t) i¢in minimum CV’nin 0 olmasinin nedeni CV’nin

standart sapma

CV =100 x
beklenen deger

seklinde formiile sahip olmasidir. Ayrica minimum varyans ve standart sapmalar sifirdir.
x(t) ve y(t) icin normal ve laplace dagilimindaki maksimum varyasyon katsayilari
beta ve tliggensel dagilimlarin maksimum varyasyon katsayilarina goére biraz daha
yiiksektir(Sekil-8,14,20 ve 26). Bunun sebebi ise normal ve laplace dagilimlarinin tanim
araliginin R iken beta ve licgensel dagilimlarin sinirl1 bir aralikta tanimli olmasidir. Rastgele
parametreler tiim dagilimlar i¢in %5 CV’ye sahip olacak sekilde tanimlandigi i¢in x(t) ve
y(t) degiskenleri benzer varyasyon katsayilarma sahiptir. Ancak bu durum nedeniyle

varyasyon katsayilari arasinda kii¢iik farkliliklar olmustur (Sekil-8,14,20 ve 26).

2.4.3. Bilesenlerin Analizi

Bu boliimde x(t) ve y(t) icin varyasyon katsayilart araciligi ile degiskenligin
karsilastirilmasi yapilmistir.

Normal dagilimda x(t) i¢in maksimum varyasyon katsayis1 %28.33 iken y(t) i¢in
maksimum varyasyon katsayis1t %23.26’dir. Genellestirilmis beta dagiliminda x(t) i¢in
maksimum varyasyon katsayis1 %28.1 iken y(t) i¢in maksimum varyasyon katsayisi
%23.09°dur. Simetrik iiggensel dagilimda x(t) i¢in maksimum varyasyon katsayis1 %28.15
iken y(t) i¢cin maksimum varyasyon katsayist %23.12°dir. Laplace dagiliminda x(t) igin
maksimum varyasyon katsayisi %28.94 iken y(t) icin maksimum varyasyon katsayisi
%23.73 diir.

Her iki degisken icinde %5 varyasyon katsayisili parametreler kullanilmasina ragmen
x(t) daha yiiksek degiskenlige sahiptir. Bunun nedeni x(t) degiskeni icin rastgele (4), (5),
(6), (7) sistemlerinde hem a hem de  parametreleri varken, y(t) degiskenine karsi gelen
denklemde yalnizca [ rastgele parametresinin olmasidir.

Rastgele sistemlerde & parametresi rastgele hale getirilmemistir. Bu parametre de
rastgele hale getirilseydi x(t) ve y(t) i¢in varyasyon katsayisilarinda artis goriilmesi

muhtemeldir.
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%28 ve %23 maksimum varyasyon katsayisi degiskenler i¢in yaklasik olarak 4’te 1
orani kadar sapma anlamina gelir. Ayrica, x(t) ve y(t) i¢in deterministik model ile gercek
hayatta elde edilecek sonuglar arasinda 4°te 1 oraninda farklilik anlamina gelir.

a ve [ parametrelerinde %5 gibi az oranda bir rastgelelik modellenmesine ragmen
x(t) ve y(t)’nin %28 ve %23 rastgelelik gdstermesinin nedeni Biyokimyasal Reaksiyon
Modeli ile modellenen olayin gergekten de rastgele bir yapiya sahip olmasidir. Modelin
parametrelerindeki rastgeleligin daha fazla olmasi sonuclarda da daha biiylik oranda

varyasyon elde edilmesine neden olacaktir.

2.4.4. Modelin Yorumlanmasi

Bu béliimde elde edilen rastgele sonuglarin Biyokimyasal Reaksiyon Modeli i¢in ne
anlama geldigi belirtilmistir.
Modelde x(t) substrat oranini, y(t) enzim-substrat karigimi oranini gostermektedir.

Bu iki degisken icin elde edilen sonuglarin, Tablo 1’de parametre tanimlari,

A :A()A’,E S EoE,,x :on,,y S on’,t :( L )t’

k1to
degisken degisimi ve

A(0) = Ay, E(0) =E, y(0)=0, x(0)=0
baslangic degerleri ile herhangi bir reaksiyona genellestirilebilir.

Dolayisiyla bir Biyokimyasal reaksiyonda baslangicta kullanilan substrat miktar1 A,
enzim miktar1 Ey ve kq, k_q, k, reaksiyon oranlar1 ile herhangi bir reaksiyonun rastgele

davranislar1 bu sonuglar ile incelenebilir.

E ve Y degiskenleri i¢in
E+Y=1
ve
A+X+e¥ =1
oldugundan

x(t) yerine A, y(t) yerine Y yazarak E, 4, X, Y bilesenleri i¢in rastgele sonuglar bulunur.

Normal dagilim i¢in
E(x(20)) = 0.01094 = E(A(20)) = 0.0109
E(y(20)) = 0.01347 = E(Y(20)) = 0.01347
oldugundan
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AD+X®)+eY® =1 > E(A®)+EX@®)) +E(Y(®) =1
denkleminde t = 20 i¢in (¢ = 1 olmak lizere)

E(A(20)) + E(X(20)) + E(Y(20)) = 1ise

0.01094 + E(X(20)) 4+ 0.01347 =1 - E(X(20)) = 0.97559
olur. Yani (t = 20 ) reaksiyon sonunda {iriin oraninin (X (t)) beklenen degeri 0.97559 olur.
Bu baglangigta giren substratin tamamina yakininin iiriine doniismesi anlamina gelir ki dogal
gidisat ile uyumludur.

E@+Y®)=1=>EEW®)+EY@®)=1
denkleminde t = 20 i¢in

E(E(20)) + E(Y(20)) = 1ise

E(E(20)) +0.01347 =1 = E(E(20)) = 0.98653
olur. Yani (t = 20) reaksiyon sonunda enzim-substrat karisiminin (Y (t)) neredeyse bitmesi
(0.01347) ve enzimin neredeyse tamamen ( 0.98653) enzim-substrat ara karigimindan
ayrilarak reaksiyondan ayrilmasi beklenir. Biyokimyasal reaksiyonlarda enzimin sadece
reaksiyonu hizlandirdig1 ve sonunda kullanilmadan kaldigini diistiniirsek bu sonug da gercek
gidisatla uyumludur.
Genellestirilmis Beta dagilimi i¢in

E(x(20)) = 0.01093 = E(A(20)) = 0.01093

E(y(20)) = 0.01345 = E(Y(20)) = 0.01345
degerler aldigindan

A +XO +e¥() =1 =2EA®)+EX®) +eE(Y®) =1
denkleminde t = 20 i¢in (¢ = 1 olmak iizere)

E(A(20)) + E(X(20)) + E(Y(20)) = 1ise

0.01093 + E(X(20)) + 0.01345 = 1 = E(X(20)) = 0.97562
olur. Dolayisiyla (t = 20) reaksiyon sonunda iiriin oraninin (X (t)) beklenen degeri 0.97562
olur. Bu baslangigta giren substratin nerdeyse tamaminin {iriine doniismesi anlamina gelir ki

bu da dogal siire¢ ile uyumludur.
E@+Y®)=1=>E(E®)+EY@®)=1
denkleminde t = 20 i¢in
E(E(20)) + E(Y(20)) = 1 ise
E(E(20)) +0.01345 =1 = E(E(20)) = 0.98655
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olur. Yani (t = 20) reaksiyon sonunda enzim-substrat karisiminin (Y (t)) neredeyse bitmesi
(0.01345) ve enzimin neredeyse tamamen (0.98655) substrattan ayrilarak reaksiyondan
ayrilmasi beklenir. Biyokimyasal reaksiyonlarda enzimin sadece reaksiyonu hizlandirdigi ve
sonunda kullanilmadan kaldigini varsayarsak bu sonug da gergek gidisatla uyumludur.
Simetrik Uggensel dagilim igin

E(x(20)) = 0.01093 = E(A(20)) = 0.01093

E(y(20)) = 0.01345 = E(Y(20)) = 0.01345
elde edildiginden

AR+ XD +eY(®) =1 =2EA®)+EX®) +E(Y(®) =1
denkleminde t = 20 i¢in (¢ = 1 olmak {izere)

E(AQ20)) + E(X(20)) + E(Y(20)) = 1 ise

0.01093 + E(X(20)) + 0.01345 = 1 = E(X(20)) = 0.97562
olur. Bir bagka deyisle (t = 20 ) reaksiyon sonunda iiriin oraninin (X (t)) beklenen degeri
0.97562 olur. Bu baslangigta giren substratin nerdeyse tamaminin {riine doniismesi
anlamina gelir bu da gidisat ile uyumludur.

E®+Y®)=1=>EE®)+EY@®)=1
denkleminde t = 20 i¢in

E(E(20)) + E(Y(20)) = 1 ise

E(E(20)) +0.01345 =1 = E(E(20)) = 0.98655
olur. t = 20 aninda reaksiyon sonunda enzim-substrat karisiminin (Y (t)) neredeyse bitmesi
(0.01345) ve enzimin neredeyse tamamen ( 0.98655) substrattan ayrilarak reaksiyondan
ayrilmasi beklenir. Enzimin biyokimyasal reaksiyonlarda sadece reaksiyonu hizlandirdigi ve
sonunda degisiklige ugramadan kaldigin diisiiniirsek bu sonug da gergek siire¢le uyumludur.

Laplace dagilimi i¢in

E(x(20)) = 0.01093 = E(A(20)) = 0.01093

E(y(20)) = 0.01345 = E(Y(20)) = 0.01345
bulundugundan

AR +XO +eY(®) =1 =2EA®)+EX®) +E(Y(®) =1
denkleminde t = 20 i¢in (¢ = 1 olmak {izere)

E(A(20)) + E(X(20)) + E(Y(20)) = 1ise

0.01093 + E(X(20)) + 0.01345 = 1 = E(X(20)) = 0.97562
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olur. Yani (t = 20 ) reaksiyon sonunda {iriin oraninin (X (t)) beklenen degeri 0.97562 olur.
Bu baglangicta giren substratin tamamina yakininin iiriine doniismesi demektir ve bu durum
dogal gidisat ile uyumludur.

E@+Y®)=1=>EEW®)+EY®)=1
denkleminde t = 20 i¢in

E(E(20)) + E(Y(20)) = 1 ise

E(E(20)) +0.01345 =1 = E(E(20)) = 0.98655
olur. Dolayisiyla t = 20 reaksiyon sonunda enzim-substrat karigiminin (Y (t)) neredeyse
bitmesi (0.01345) ve enzimin neredeyse tamami ( 0.98655) substrattan ayrilarak
reaksiyondan ayrilmasi beklenir. Biyokimyasal reaksiyonlarda enzimin sadece reaksiyonu
hizlandirdig1 ve sonunda kullanilmadan kaldigini diisiintirsek bu sonug¢ da gercek gidisatla
uyumludur.

Bu rastgele 4 dagilim i¢in de reaksiyon sonucu E (X (20)) tiriin oraninin deterministik
X(20) = 0.01054 degeri ile uyumlu oldugunu ve bu sonucun rastgele modelin gercek
gidisat1 uygun bir sekilde temsil ediyor olmasinin bir gostergesidir.

Sekil-8, 14, 20, 26 ile goriildiigii gibi rastgele durumda degiskenligin reaksiyon
stiresince artmistir ve reaksiyonun daha uzun siirmesi durumunda belirsizligi daha da
artabilir.

Normal dagilim i¢in ¢t = 20 aninda substrat oraninin beklenen degeri igin
(0.001643,0.02025) giiven araligi elde edilmektedir. Giiven araliklari x(t) rastgele
degiskeni icin (E(X () — K.std(X (1)), E(X (1)) + K.std(X(t))) seklinde taniml1 oldugu
ve K =3 i¢in normal dagilimda yaklasik %99’luk araligi belirtmektedir. Dolayisiyla
stirecin sonunda (t = 20) substrat oraninin beklenen degeri i¢in “E (X (t)) %99 olasilikla
(0.001643,0.02025) araligindadir” denebilmektedir. Deterministik model X (t) igint = 20
aninda X(20) = 0.01054 sonucunu verirken, rastgele model t = 20 aninda E(X(20)) =
0.01094 beklentisi ile birlikte bu beklentinin %99 giivenle 0.001643 ile 0.02025 arasinda
olacag da belirtilmektedir.

Genellestirilmis beta dagilimi i¢in ¢ = 20 aninda substrat oraninin beklenen degeri
(0.001717,0.02014) araligindadir. Deterministik model X (t) igin t = 20 aninda X(20) =
0.01054 sonucunu verirken, rastgele model t = 20 aninda E (X (20)) = 0.01093 olur ve
bu deger (0.001717,0.02014) araligindadir.
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Simetrik ti¢ggensel dagilim icin substrat oraninin beklentisi ¢ = 20 aninda
(0.001698,0.02016) arasindadir.
Laplace dagilimi i¢in t = 20 aninda substrat oraninin beklenen degeri ise

(0.00144,0.02042) araligindadir.



BULGULAR

Tez caligmasinda 1913 yilinda Michaelis ve Menten tarafindan adi diferansiyel
denklemler kullanilarak olusturulan Biyokimyasal Reaksiyon Modeli (BRM) bir rastgele
diferansiyel denklem sistemi haline getirilerek incelendi.

Biyokimyasal reaksiyonlarin rastgele etkiler altindaki gidisatinin incelenmesi igin
Normal, Simetrik Uggensel, Laplace ve Genellestirilmis Beta dagilimlaria sahip rastgele
etki terimleri kullanilmistir.

Adi diferansiyel denklemlerin parametrelerinin bazilar1 bu dagilimlara sahip rastgele
degiskenlere  doniistiiriilerek  biyokimyasal reaksiyonlarin rastgele davranisinin
incelenmesini saglayan “Rasgele Biyokimyasal Reaksiyon Modeli” kurulmustur.

Rastgele modelin incelenmesi i¢in MATLAB bilgisayar yazilimi kullanilarak Monte
Carlo simiilasyonlar1 yapilmistir. Monte Carlo simiilasyonlarinin sonuclari kullanilarak dort
olasilik denklemi icin beklenen deger, varyans, standart sapma, varyasyon katsayisi ve
beklenen degerler i¢in giiven araliklar1 incelenmistir. Bu sayisal karakteristikler i¢in en
kiicik ve en biliylik degerler tablolarla gdsterilmis. Beklenen degerler birbirleri ve
deterministik sonuglarla karsilastirilmistir. Ayrica deterministik sonuglar ve dort dagilimin
her bir sayisal karakteristigi i¢in grafikler ¢izilmistir.

Rastgele dagilimlarin sonuglara etkisinin incelenmesi i¢in her bir dagilimda kullanilan
rastgele parametrelerin varyasyon katsayisi ile bu parametrelerle kurulan modelin
degiskenlerinin varyasyon katsayilar karsilastirilmisgtir.

Rastgele sonuglarin modelde etkisini gorebilmek icin elde edilen beklenen degerler
her bir dagilim igin reaksiyon sonundaki {iriin, enzim ve ara karigim miktarlarinin beklenen

deger ve gliven aralig1 gibi sayisal karakteristiklerinin incelenmesinde kullanilmistir.



IRDELEME

Rastgele modelden elde edilen sonuglar Michaelis ve Menten tarafindan verilen
deterministik modelin sonuglar1 ile uyumludur. Dort farkli dagilim iginde beklentiler
deterministik sonuglara paralel olarak elde edilmistir.

Biyokimyasal reaksiyonlarin gidisati i¢in temel bir analiz araci olan bu model, tezde
uygulanan yontemle dort farkli sekilde rastgele hale getirilmis ve reaksiyonun rastgele
kosullar altindaki gidisatinin rastgele incelenmesinin kolayca yapilmasi saglanmistir.

Biyokimyasal reaksiyon modelinin rastgele dinamikleri ilk kez Laplace ve Uggensel
rastgele etkilerle incelenmis, sinirli ve sonsuz aralikta degerler olan dort farkli dagilimin

sonuclara olan etkileri ilk kez karsilastirilmistir.



SONUCLAR

Bu c¢alismada Biyokimyasal reaksiyon modelinin farkli dagilimlara sahip rastgele
etkiler altinda incelenmesi verilmistir.

Normal dagilima sahip rastgele parametreler ile Biyokimyasal Reaksiyon Modeli i¢in
bir rastgele model kurulmustur. Bu model ile reaksiyon dinamikleri i¢in beklenen deger,
varyans, standart sapma, varyasyon katsayisi ve beklenen deger i¢in ug¢ standart sapmalik
giiven araliklar1 hesaplanmigtir. Hesaplamalar rastgele modelin simiilasyonlar1 kullanilarak
yapilmustir.

Deterministik modelin parametreleri genellestirilmis Beta dagilimina sahip rastgele
degiskenler haline getirilmis ve elde edilen rastgele modelin simiilasyonu yapilmistir.
Sonuglar kullanilarak model i¢in beklenen deger, varyans, standart sapma, varyasyon
katsayist ve giiven araliklar1 hesaplanmistir.

Benzer sekilde, deterministik modelin parametreleri laplace dagilimina sahip rastgele
degiskenler haline getirilip elde edilen rastgele modelin simiilasyonu yapilmistir. Sonuglar
kullanilarak model icin beklenen deger, varyans, standart sapma, varyasyon katsayisi ve
giiven araliklar1 hesaplanmustir.

Ayrica simetrik ticgensel dagilim i¢inde deterministik modelin parametreleri bu
dagilimina sahip rastgele degiskenler haline getirilip elde edilen rastgele modelin sonuglar1
kullanilarak model i¢in beklenen deger, varyans, standart sapma, varyasyon katsayisi ve
giiven araliklar1 hesaplanmustir.

Deterministik modelin sonuglari, normal, Laplace, genellestirilmis beta ve simetrik
ticgensel dagilimin beklenen degerleriyle karsilagtirllmis ve rastgele modellerin
deterministik durumuma uygun sonuglar verdigi goriilmistiir. Rastgele modeller siireg
sonunda substrat orani i¢in yaklagik 0.0109, enzim-substrat ara karigimi i¢in yaklasik olarak
en fazla 0.3419 beklenen deger (t = 1.4) vermistir.

Dort dagilim i¢in varyasyon katsayilart karsilastirilmis, her dagilim i¢in x(t) ve y(t)
parametreleri %5 varyasyon katsayisina sahip olacak sekilde tanimlanirsa da x(t) en fazla
yaklasik %28 y(t) icin en fazla yaklasik %23 varyasyon katsayisi elde edildigi goriilmiistir.
Bu oranlarda dagilimlarin 6zellikleri ve rastgele modelin yapisinin etkili oldugu

belirtilmistir.
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Rastgele parametreler i¢cin %5 lik kiigiik bir sapma orami1 kullanilmasina ragmen
simiilasyon sonuglarinin reaksiyon dinamikleri i¢in yaklasik olarak dortte bir oraninda
degiskenlik ongordiigii belirtilmis, ve bunun biyokimyasal reaksiyon rastgele yapisinin
gostergesi oldugu vurgulanmistir.

Beklenen degerler kullanilarak model sonuglart yorumlanmis, siire¢ sonunda (t =
20) yaklasik olarak 0.98 oraninda iiriin olusmasinin reaksiyonun gergek isleyisine uygun
olarak reaksiyonun tamamlanmasini gosterdigi belirtilmistir. Boylece rastgele modellerin
hem deterministik sonug¢lari hem de reaksiyonun gercek isleyis mantigiyla uyumlu

oldugunun alt1 ¢izilmistir.



ONERILER

Bu calismada kullanilan dagilimlar daha da c¢esitlendirilerek rastgele modelin
tizerindeki dagilim etkisi daha da detayli incelenebilir.

Rastgele isleyisi incelemek icin stokastik diferansiyel denklemler de kullanilabilir.

Parametrelerdeki sapma oranlar1 ger¢ek verilerden elde edilen sonuglara gore
belirlenebilir.

Ayni dagilimda farkli oranda sapma gosteren rastgele parametreler i¢in kiyaslama
yapilabilir.

Literatiirdeki farkli biyokimyasal reaksiyon modelleri kullanilarak sonuglar

dogrulanabilir.
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