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Bu tezde esas amag¢ koseleri rasyonel degerli alt yoriingesel graflarin minimal
uzunluklu yollarini incelemek ve bu yollardaki koseleri karakterize etmektir. Bu ¢alisma ile
genel amagc ayrik gruplarin simgelerini bulma problemine, alt yoriingesel graflardaki devre
uzunluklari ile ¢6ziim bulmaktir.

Birinci boliimde konu ile ilgili genel bilgilerden bahsedildi ve sirasi ile graf teorisi,
hiperbolik geometri ve siirekli kesir kavramlari ile ilgili temel bilgiler agiklayici 6rnekler ile
verilmigtir.

Ikinci boliimde Fy grafindaki bu minimal uzunluklu yollar igin sag ve sol
yonlendirme iligkisi kurulmus ve daha sonra bu yollardaki koseler i¢in siirekli kesirlerin

yinelenme bagintilar1 kullanilarak bazi 6nemli sonuglar elde edilmistir.
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Major aim of the present thesis is to investigate paths of minimal length of the
suborbital graphs which has rational valuable vertices and to characterize the vertices of
these paths. General aim with the study is to find solution to finding problem of signatures
of discrete groups with circuit lengths on suborbital graphs.

In the first chapter, general informations about the subject were discussed and basic
informations about the concepts of graph theory, hyperbolic geometry and continued
fractions were given respectively with revealing examples.

In the second chapter, the right and left direction connection were established for these
paths of minimal length on the graph F, , and then using recurrence relations for continued

fractions, some important results were obtained for the vertices of these paths.
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SEMBOLLER DiZiNi

Gy > x in G yoriingesi
A : x noktasinin sabitleyeni
r : Modiiler grup

Ih(n) : Modiiler grubun ¢ = 0 (mod n) olan alt grubu
Q : Rasyonel sayilar kiimesi
Q - Genisletilmis rasyonel sayilar kiimesi
H : Ust yar1 diizlemi
R - Reel sayilar kiimesi
Z : Tam sayilar kiimesi
00 . sonsuz
[ : oo un I' Modiiler grubundaki sabitleyeni

PSL(2,R) : Reel katsayili lineer kesirli doniisiimlerin grubu

SL(2,7) : Katsayilari tamsayi olan lineer matrislerin grubu
[a] . Alfa blogu
F : Farey grafi
| O : Farey dizisi

O(a,B) . (a, B) nin yoriingesi

y—0 .y dan § ya (yonlendirilmis) bir kenar
K . Stirekli kesirler i¢in toplam sembolii

by, + K(a,,/bm) - Siirekli kesirin toplamsal sembol ile gosterimi
bo ¥ b, + = i) . . ) .
1 b, + as : Siirekli kesirin klasik gosterimi

In - Stirekli kesir i¢in klasik yaklagim
F, : n. Fibonacci sayis1
~ : G-invaryant denklik bagintisi

[G,X] : Topolojik doniisiim grubu



1. GENEL BiLGILER
1.1. Giris

Jones, Singerman ve Wicks [1] T’ modiiler grubunun I, (N) Kongiiriians alt grubu igin
Sims [2] tarafindan tanimlanan sonlu permiitasyon gruplarinin alt graflari fikrini kullandilar.
Alt yoriingesel graflari kullanarak Q :== Q U {oo} rasyonel projektif dogrusu iizerinde ' nin
hareketini calistilar. Bu graflar kose kiimesi Q ve kenar kiimesi Q? kartezyen ¢arpimi
tizerinde olacak sekilde I' Modiiler grubunun ydriingelerini olusturan, I'- invaryant
yonlendirilmis graflardir. Her N > 1 tamsayisi ve her bir @(N), mod(N) ye gore u birimi

i¢in, (o0, u/N) ciftini igeren yoriinge olan kenar kiimesi ile G,, y alt yoriingesel grafi vardur.

[2] de, G,y grafinin bazi ozellikleri verilmistir ve yazarlar G,y nin bir orman
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartin higbir licgen icermemesi gerektigini varsaymislardir.
Bir grafin higbir {icgen icermemesi icin gerek ve yeter sart u® +u + 1 Z mod(N)
olmasidir. Bu varsayim [3] de ispatlanmistir. Alt yoriingesel graflar iizerindeki baglantili
gruplar [4,5] de yayinlandi. Genel olarak yazarlar bu makalede bulunan biitiin alt yoriingesel
graflardaki devreleri incelediler. Agikca grafin devre icerip igermemesi u Ve N nin se¢imine
bagl degildir. Baz: altgraf aileleri hiperbolik yollara sahiptir. Boyle altgraflar1 arastirmak
faydalidir, cilinkii bazi sayilar teorisi sonuglarinin Fucshian gruplarinin hareketinden
meydana geldigi ¢ok iyi bilinir. Bu hareketle " nin alt yoriingesel graflarini inceleyerek alt
yoriingesel graflarin hiperbolik yollar1 ve siirekli kesirler arasindaki baglant1 hakkinda bazi
sonuglar elde edilmistir [6]. Bu tez calismasinda siirekli kesirler teoreminde kullanilan

yinelenme bagintilarint kullanarak bu sonuglar genisletildi.

Ayrica [17-23] ¢aligmalarinda yazarlar Modiiler grubun farkli alt gruplarini kullanarak

olusturulan alt yoriingesel graflardaki devre uzunluklarini incelediler.

Bu calisma graf teorisi, hiperbolik geometri, siirekli kesirler, grup teorisi ve sayilar
teorisinin sonuglart kullanilarak olusturulmustur. Dolayist ile bu konular hakkinda giris

bilgileri verilmesi uygun goriilmiistir.



1.2. Graf Teorisi

Graf teorisi, ¢izge kurami veya ¢izit kurami, graflari inceleyen matematik dalidur.
Graf, diiglimler ve bu diigiimleri birbirine baglayan kenarlardan olusan bir tiir ag yapisidir.
Bir graf, cizge veya ¢izit, digiimlerden (koseler) ve bu digimleri birbirine
baglayan kenarlardan  (yaylardan, bagintilardan) olusur.  Graf  teorisinin  temeli
1736'da Leonhard  Euler tarafindan  atilmistir.  Leonhard  Euler tarafindan, 1736
yilinda, Konigsberg'in yedi kopriisii adinda giiniimiizde hala popiilerligini koruyan bir

problem ile ilgili olarak yazilan bir makale, graf teorisinin kesin baslangi¢ tarihidir.

Konisberg simdi Rusya’da yer alan ve giiniimiizde bati Rusya’nin biiyiik bir endiistri
ve ticaret merkezi olan simdiki ad1 Kalingrad olan bir zamanlar dogu Prusya’nin baskenti
olan bir sehirdir. Sehir baska bir nehir ile birlesen Pregel nehrinin etrafinda kurulmustur.
Kniephof adindaki ada iki nehrin birlestigi yerin ortasinda yer almaktadir. Aday1 ve
nehirlerin iki tarafindaki sehrin farkli bolgelerini birlestiren yedi tane kopri vardir. 18.
yiizyilda Konisberg’in belediye baskani her giin sehri gezmektedir. Ancak her seferinde bir
kopriiden iki defa gegmektedir. Her kopriiden yalniz bir defa gegmek suretiyle biitiin sehri

dolagmas1 miimkiin olmamaktadir. Bu problem Euler’in dikkatini ¢eker.

1736 da Euler “Konigsberg kopriileri problemi” olarak bilinen problemi ¢ozer.
Matematiksel olarak yedi kdpriiden her birini yalniz bir kere gegmek kaydiyla yiirtimenin

miimkiin olmadigin1 ispat eder.

5 ‘rm‘%ﬁé

-g:. ‘w

Sekil 1. Konisberg kopriilerinin bir semasi [7]


https://tr.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
https://tr.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
https://tr.wikipedia.org/wiki/K%C3%B6nigsberg%27in_yedi_k%C3%B6pr%C3%BCs%C3%BC

Konisberg’deki kara parcalarin1 noktalarla ve kopriileri egri pargalar ile gosterirsek

asagidaki sekli elde ederiz.

Sekil 2. Konisberg graf modeli [7]

Birbirine bagli egriler veya dogrular ile noktalardan olusan sekle bir grafik denir.
Simdi problem, bir ¢izgiden bir daha ge¢meksizin ve kalemi kagittan kaldirmaksizin bu sekli
¢izme problemine doniismiis olur. Eger bir grafikte bir noktaya tek sayida egri bagli ise bu

noktaya tek mertebeden bir nokta denir aksi takdirde ¢ift mertebeden nokta denir.

Euler’in Konisberg kopriileri probleminin ¢dziimiinde grafigi ¢izerken islemin
ortasinda bir noktaya gelindiginde bu noktaya bir tane gelen bir tane de bu noktadan giden
egri olmali boylece noktanin mertebesi ¢ift olmalidir. Bu biitiin noktalar i¢in dogru olmal
fakat biri ¢izime basladigimiz digeri de ¢izimi bitirdigimiz nokta olmak tizere iki nokta
disinda her noktanin mertebesi ¢ift olmalidir ve boylece ilgili grafigin ¢izilebilir olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul en fazla iki tane tek mertebeden noktasinin olmasidir.(Baslangi¢ ve bitis
noktasinin ayni olabilir ki bu durumda her noktanin mertebesinin ¢ift olmasi gerekiyor.)
Simdi yukaridaki grafige baktigimizda ikiden fazla tek mertebeden nokta oldugunu
goriilyoruz ve boylece grafik cizilemez yani Konisberg deki yiiriiylis turu imkansizdir.
Burada ¢izimden kastimiz bir ¢izgi ya da kenardan ( veya egri parcasindan) bir daha
gecmeksizin  ¢izimin yapilmasi anlamindadir. Eulerin dislincesi ¢06ziilebilir olan
problemlerde baslangi¢ noktasi tek ve bitis noktasinin tek mertebeden olmasi gerektigini

vermektedir.



Tanim 1.2.1.

Kavramsal olarak; bir graf koseler ve koselerle baglanan kenarlardan olusur.

Ornek 1.2.2.

Sekil 3. Graf 6rnegi [8]

Bir graf ; V koselerin kiimesi ve E kenarlarin kiimesi olmak tizere (V, E) kiimesinin bir
parcasidir. Burada E bir ¢oklu kiimedir, bagka bir deyisle her elemani ikililerden olusur.
Koseleri harflerle (a, b, c, ... yada vy, v, ... ) ya da numaralarla (1,2, ...) ifade ederiz. V nin

elemanlarini bu sekilde belirleyecegiz.
Ornek 1.2.3.

Ornek 1.2.2 teki graftan koseleri asagidaki gibi gosterecegiz.

Sekil 4. Graf 6rnegi [8]



Koseler igin V = {v,, vy, ..., v5}, kenarlar igin
E= {(vll UZ)! (UZ,US)J (175, v5)l (USJ 174), (USI 7.74)}
dir.

Ayni sekilde kenarlar1 harflerle (a, b, c, ... yada ey, e,, ... ) ya da numaralarla (1,2, ...)

ifade ederiz.

Not 1.2.4.

(u,v) , (v,u) kenarlar1 aynidir. Yani sirali degillerdir.
Ornek 1.2.5.

Kenarlar1 asagidaki gibi alalim:

Sekil 5. Graf 6rnegi [8]

Boylece E = {ey, ... es}olur.



Asagidaki terimlere bakalim;

. u ve v koseleri (u, v) kenarinin son koseleridir.
. Ayni1 son koselere sahip kenarlar paraleldir.
(v, v) seklindeki bir kenara diigiim ad1 verilir.

Paralel kenarlar1 ya da diigiimleri olmayan graflara basit graf denir.

1

2

3

4

5. Higbir kenar1 olmayan graf bos graftir.

6. Hicbir kosesi olmayan graf sifir graftir.

7. Sadece bir kosesi olan grafa asikar graf denir.

8. Ortak bir son kosesi olan kenarlar komsudur.

9. Eger u ve v koseleri bir kenarla baglantyorsa; diger bir degisle (u, v) bir kenarsa bu
koseler komsudur.

10. v kosesinin derecesi d(v) ile gosterilir ve v nin son kose oldugu kenarlarinin
sayisidir.

11. Derecesi 1 olan kose asili kosedir.

12. Son kosesi asili kdse olan kenara asili kenar denir.

13. Derecesi sifir olan kose tekil kosedir.
Ornek 1.2.6.

Kenarlar1 asagidaki gibi gosterelim;

Sekil 6. Graf 6rnegi [8]



¢ v, Ve vg ; es in son koseleridir.

% es ve e, paraleldir.

¢ e5 bir digliimdiir.

¢ Graf basit degildir.

¢ e; ve e, komsudur.

% v, ve v, komsudur.

*¢ v, in derecesi | dir; boylece asili kosedir.
¢ e, asili kenardir.

¢ s in derecesi 5 tir.

¢ v, Uin derecesi 2 dir.

¢ w3 Uin derecesi sifirdir; boylece tekil kosedir.
Graflar1 G = (V, E) ile gosterecegiz.

Bir G grubunda koselerin minimum derecesi 6(G) ile gosterilir.( Eger G de tekil bir
kose varsa §(G) = 0 dir. ). Aymi sekilde G de koselerin maksimum derecesi A(G) ile

gosterilir.
Ornek 1.2.7.
Ornek 1.2.6 daki graficin; §(G) = 0 ve A(G) = 5 dir.
Not 1.2.8.
Biz burada sonlu graflari ele aliyoruz. Yani V ve E sonlu kiimelerdir.
Her kenar iki son koseye sahip oldugundan asagidaki teorem elde edilir:
Teorem 1.2.9. [8]

G=,E),V={v,,v,, .., v} Ve E = {ey, €5, ..., e} grafi igin

Zn: d(v;)) =2m



dir. m
Sonuc 1.2.10. [8]
Her grafta tek dereceli kose sayisi ¢ifttir.

Ispat. Eger v, vy, ..., vy koseleri tek dereceye, Vj11, ..., y, koseleri ¢ift dereceye sahipse, 0

zaman ( Teorem 1.2.9)

d(vy) + -+ d(y) = 2m — d(Wggq) — - — d(vyn)
cifttir. Boylece k ¢ifttir. m
Ornek 1.2.11.
Ornek 1.2.6 daki graf i¢in dereceleri toplayalim;
1+2+0+2+5=10=2-5
bulunur. v,ve vy tek dereceye sahip iki kosedir.

Biitiin koseleri arasinda miimkiin bir kenar olan bir basit graf tam graf olarak

adlandirilir. n kdseye sahip bir tam graf K,, ile gosterilir. Asagida dort tam graf vardir.

K K
~ K A ’
O o——0

Sekil 7. Tam graflar [8]

Eger asagidaki sartlar saglanirsa G; = (V4, E;) grafi; G, = (V,, E;) grafinin alt

grafidir.



i. V,cV,

ii.  Gp in her kenar1 ayn1 zamanda G, nin de kenaridir.

Ornek 1.2.12.

Sekil 8. Graf 6rnegi [8]

Bu grafin bazi alt graflart;

G

G

e

Sekil 9. Alt graflar [8]
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dir.
E, € E kenar kiimesi tarafindan olusturulan G = (V, E') nin altgrafi
G, = (V, Ey) = def(Ey)

dir. Burada V; ; E; deki her kenarin son koselerini igerir.

Ornek 1.2.13.

Ornek 1.2.12 teki G orijinal grafindan e,, e Ve es kenarlar1 asagidaki altgrafi olusturur.

Sekil 10. Alt graf [8]

V, € V kose kiimesi tarafindan olusturulan G = (V, E) nin altgrafi
Gy = (Vy, Ey) = def(V;)

dir. Burada E; ; V; deki her kose arasindaki kenarlar igerir.

Ornek 1.2.14.

Ornek 1.2.12 teki G orijinal grafindan v, v5 Ve vs koseleri asagidaki altgrafi olusturur.
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Sekil 11. Alt graf [8]

G nin bir tam altgrafi G nin bir takim1 olarak adlandirilir.
Not 1.2.15.

Asagida verilen terimlerin bir¢ok farkli ¢esidi vardir. Biz burada verilen tanimlara bagl

kalacagiz.

Tanim 1.2.16.

G = (V,E) de bir ylirliyiis G nin kenar ve koselerini igeren
Vigr€,s Viys €jys s €, Vi,

seklindeki sonlu bir dizidir. Yirtiytis bir kosede baglar. v;,_ ve v;, koseleri ;, (t = 1, ..., k)
nin son kogeleridir. v;, ilk kose ve v; son kosedir. k yiiriylisin uzunlugudur. Sifir
uzunlugundaki bir yiirliylis yalmz bir v;, kosesidir. Bu yiiriiylste bir koseye gitmeye yada
birden fazla bir kenar boyunca gitmeye izin verilir. v, # v;, ise bu agik yiirliyiistiir. Aksi

takdirde kapalidir.
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Ornek 1.2.17.

Sekil 12. Graf 6rnegi [8]

Yukaridaki grafta

V3, €7, Vs, €g, V1, €g,Us, €g, Vy, €5, V4, €5, Vy
yiirliyiisii agiktir. Diger taraftan

V4, €5, Vy, €3, V3, €2, V3, €7, Vs, €¢, Uy
yiirtiyiisii kapalidir.

Eger her kenar en fazla bir kere gecilirse bu yiiriiyiis bir yoldur. O zaman bir yolda u,v
kose ciftinin ardisik kose olarak en ¢ok goriinebilme sayist u ve v yi baglayan paralel

kenarlarin sayisidir.
Ornek 1.2.18.

Ornek 1.2.17 deki graftan

V1, €g, Vs, €9, V1, €1, Uy, €7, Us, €6, Vs, €5, Uy, €4, Uy



13

yiirliylisii bir yoldur.

Eger ilk ve son kdselerin ayni olma ihtimali haricinde her kose en fazla bir kere ziyaret
edilirse o zaman bir yol iz dir. Kapali bir ize tur denir. ileride bir turun bos olmadigini baska
bir degisle uzunlugunun birden biiyiik oldugunu farzedecegiz. izleri ve turlari onlarmn

kenarlariyla olusturulan alt graflarla gosteririz.
Ornek 1.2.19.
Ornek 1.2.17 deki graftan
V2,€7,Vs, €6, V4, €3, V3
yiirliylsii bir izdir.
Vy, €7, Vs, €, Uy, €3, V3, €3, Uy
yiirliylist bir turdur.

u da baslayip v de biten bir yiiriiylis u — v yiiriiylisii olarak adlandirilir. Eger grafta
bir u — v yiirliyiisii varsa u ve v baglantilidir. ( O zaman hem de bir u — v izi vardir.) Eger
u ve v, v ve w baglantili ise o zaman u ve w da baglantilidir, baska bir degisle orada u — v
yiiriiyiisii ve v — w yiirllylisii varsa o zaman u — w ylriiylsi de vardir. Eger biitiin koseler

birbirleriyle baglantili ise o zaman bu graf baglantilidir.

Ornek 1.2.20.

Sekil 13. Baglantisiz graf [8]
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Graf1 baglantili degildir.
Eger

1. G, baglantilidir,
2. Gq ne asikar ne de asikar degil ve G; , G; de bir son kdseye sahip G nin kenarlari

tarafindan tiretilen altgraftir,
sartlar1 saglanirsa G nin G, (sifir olmayan) altgrafi G nin bir bilesenidir.
Ayni grafin farkli bilesenleri asagidaki teoremden ortak koseye sahip degildir.
Teorem 1.2.21. [8]

Eger G grafi G nin G; bileseninin bir kosesi ile baglantili bir v kdsesine sahipse o0 zaman v,

G, in de bir kosesidir.

Ispat. Eger v, G, in v’ kosesi ile baglantili ise o zaman G de bir yiiriiyiis vardir

!

v = vio,ejl,vil,ejz, ...,vik_l,ejk, Uik =7V.

v’, Gy in bir kosesi oldugundan (yukaridaki 2 sartindan) e;, , G in bir kenari ve v;,_ Gy in

bir késesidir. Bu isleme devam ederek v nin G; in bir kosesi oldugunu goriiriiz. m

Ornek 1.2.22.

Sekil 14. Graf bilesenleri [8]
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G4, G,, G5 ve G4 G nin bilesenleridir.
Teorem 1.2.23. [8]

G nin her kosesi G nin bir bilesenine aittir. Benzer sekilde G nin her kenar1 da G nin bir

bilesenine aittir.

Ispat. G de bir v kosesi segelim. V; = {v} ile baslayarak miimkiin oldugu kadar ¢ok kez

asagidakini yazalim:

% v', V; in baz1 koseleri ile baglantili ve v’ & V; olacak sekilde G nin bir kdsesi ise, o

zaman V; « V; U {v'} olur.

G de koselerin sayisi sonlu oldugundan, islem en sonunda durur. Son V;, G nin G, altgrafin
olusturur, dyle ki G; v yi igeren G nin bilesenidir. G; in kenarlar1 v ye baglantili, boylece
birbirleriyle baglantilidir. Bu yiizden G; baglantilidir. (*) tekrar edilemediginden 2 sarti

saglanir. Teorem 1.2.21 den v herhangi bir bilesene ait degildir. m
Grafin kenarlar1 bilesenlerin son kdselerine baglidir.

Teorem 1.2.23 grafi farkli bilesenlere boler. Teoremin ispati bunu yapmak i¢in bir algoritma
verir. Herhangi bir bilesene ait olmayan kdoselere sahip olmamiz durumunda ispatta
yaptigimizi tekrar etmek zorundayiz. Her asili kose kendi bilesenini olusturur. Bir baglantili

graf sadece bir bilesene sahiptir ki bu da kendisidir.
n koseli, m kenarly, k bilesenli bir G grafi
p(G)=n—k

rankina sahiptir. Grafin sifirlilig
uG) =m-n+k

dir. p(G) = 0 ve p(G) + u(G) = m oldugu goriiliir. Ayrica asagidaki teoremden u(G) = 0
dir.
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Teorem 1.2.24. [8]
p(G) < mdir.

Bu tip kombinasyonel sonuglar bircok sonug dogurur. Ornegin;
Teorem 1.2.25. [8]

Eger G bir baglantili bir graf ve k > 2 maksimum iz uzunlugu ise, o zaman G de k uzunluga

sahip her iki iz en az bir ortak kose paylasir.

Ispat. izlerin tur olmadig1 durumlari diisiinelim. (Diger durumlar benzer bir yolla ispat

edilebilir.) O zaman G de k uzunluga sahip iki iz alalim:
Vig» €jys Viys €jyr e €0 Vi, (12D1)

ve
Vit s €)1 Vit S €)1y wees €)1, Vit (izpy).

sayma hipotezi diisiiniiliirse: p; ve p, izleri ortak bir kdseye sahip olmaz. G baglantili

oldugundan, bir v;; — v, izi vardir. O zaman hem bu izde hem de p, izinde bulunan bir
son kose bulunabilir ki bu kdse v;, ile gosterilsin. Hem p; izinin hem de v;, — vy, izinin ilk

kosesi bulanabilir ki bu kdse de vy _ile gosterilsin. Boylece bir v;, — v;s_izi elde edilir :
vit’ ejlll, ey ej//l, vils_ [ |

Asagidaki durum yazilir:
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Uigs €43 Vg s v < sU4 5 €50 g0 - - -2 € Uy,
(?.jflr
(?j;’
- ‘. . I o Y 27,
L,{),(.’J;, l""x’ cae .l,,;,CJ;"’l., sse ,(’,)L, b"L

Buradan v; — v, ve vy, — vy, izleri elde edilir. Iki durum vardr:

e t2=s!v — vy, izininuzunlugu = k + 1.

e t<sivy — v izinin uzunlugu = k + 1.
Eger grafta hicbir tur yoksa bu graf tursuzdur.
Teorem 1.2.26. [8]

Verilen her iki kose arasinda en fazla bir iz oldugu ve hicbir diiglim olmadigi zaman graf

tursuzdur.
1.3. Hiperbolik Geometri

Geometri Euclidean ve non- Euclidean olmak fizere ikiye ayrilir. Bu iki geometri
arasidaki fark ise dogrularin paralellik 6zelligindendir. Euclid ( M.0.300) “The Elements”

adli kitabinda Euclidean geometrinin kaynag olan bes aksiyomu verdi.

(1) iki noktadan bir dogru geger.

(2) Dogru pargalart iki ucundan sonsuza dogru bir dogru boyunca uzatilabilir.
(3) Merkezi ve yarigap1 verilen cember ¢izilebilir.

(4) Tim dik agilar denktir.

(5) Bir dogruya disindaki bir noktadan bir tek paralel dogru ¢izilebilir.



18

Ancak besinci aksiyom matematikgileri tatmin etmedi ve ilk ciddi ¢alismay1 1697°de
Girolamo Saccheri yapti. Bu aksiyomu ispatlamak i¢in dikdoértgenlerin mevcut oldugunu
gosteremediginde, farkli bir hipotez olarak, giiniimiizde Hiperbolik Paralel Postiilat1 olarak
bilinen coklu paraleller hipotezini bularak baslamaya karar verdi. Saccheri’nin amaci
buldugu bu hipotezin ilk dort aksiyomdan veya bunlardan ¢ikan teoremlerden biri ile
celiskisi oldugunu gdstermekti. Ancak bunu gosteremedi. Bir siire sonra Jonas Bolyai, Karl
Friedrich Gauss ve Nicolai Lobachevski birbirlerinden bagimsiz olarak ““ verilen bir dogru
lizerinde olmayan bir noktadan gecen ve dogruya paralel olan birden fazla dogrunun

bulundugu yeni bir geometri, hiperbolik geometri” lizerindeki ¢aligmalar1 yayimladilar. [9]

Gauss bu kadarla yetinmeyip evrenin hem Euclid geometrisi ile hem de Euclid
olmayan bir geometri ile temsil edilebilecegini sdyledi. Bunun anlami sudur: bir geometri,
icinde yasadigimiz uzay hakkindaki dogrulari degil, kuramsal olarak miimkiin uzaylar
hakkindaki gergekleri inceler. Farkli iki geometrinin ayni evreni temsil etmemesi i¢in de hig
bir neden yoktur. Buna 6rnek olarak Gauss' un 6grencisi olan Riemann tarafindan kurulan

ve kendi adiyla anilan geometriyi diisiinelim:

Riemann, Euclid' in paraleller aksiyomunu soyle degistiriyor: " Paralel dogrular
yoktur." Boylece Euclid olmayan baska dogrular ortaya cikiyor. Bu geometri ile i¢inde
yasadigimiz uzay1 temsil edebiliriz. Ornegin; diinyay1 bir kiire olarak diisiiniirsek, diinya
tizerindeki biiyiik gemberler ( yani merkezden gecen diizlemlerin yer yiizeyi ile ara kesitleri
) Riemann geometrisinin dogrularin1 olusturacaktir. Dolayisiyla bu geometride dogrular
stnirhidir. Oysa Euclid geometrisinde dogrular her iki uglarindan sonsuza uzanirlar. Simdi
yeryiizii iizerinde A, B, C noktalarini alalim. Euclid geometrisinde ABC {i¢geni yer kiiresi
icinde kalan diizlemsel ABC iiggenidir. Riemann geometrisindeki ABC iiggeni ise, yer
yiizeyi lizerindeki kiiresel ABC ti¢genidir. Euclid geometrisinde ABC {i¢geninin i¢ agilar
toplami1 180 derecedir ama Riemann geometrisinde ABC kiiresel iicgeninin i¢ agilar1 toplami
180 derece ile 540 derece arasinda degisebilir. Goriildiigl gibi i¢inde yagsadigimiz uzay bile
degisik geometrilerle temsil edilebilir. Bu geometrilerde sonuglar ¢elisik olabilir ama boyle

olmasi birisinin ya da her ikisinin uzay1 temsil yetenegini yok etmez.

Euclid olmayan geometrilerin kendi sistemleri i¢indeki degerleri evrenin degisik

amaclar i¢in temsil etme yetenekleri yaninda matematige devrimci bir goriis getirmislerdir.
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Gauss ve Riemann dan sonra Euclid olmayan geometrilerin gelisiminde Lobacevski, Ricci,

Weyl gibi {inliilerin katkilar1 biiyiik olmustur.

Euclid olmayan geometrilerden birincisi, besinci postiilat1 " bir dogruya disindaki bir

'

noktadan hig bir paralel cizilemez " seklinde alan Eliptik geometridir. Ikincisi de; " bir

'

dogruya disindaki bir noktadan birden fazla paralel ¢izilebilir " seklindeki paralellik

versiyonunu kullanan Hiperbolik geometridir.

Her geometri kendisine bazi modeller seger. Hiperbolik geometri de kendisine
paralellik versiyonu nedeniyle pek ¢ok model edinmistir. Burada Hiperbolik geometrinin {ist

yar1 diizlem modelini ele alacagiz .
Tamm 1.3.1.
Karmasik sayilar kiimesinin

H := {z € C: Imz > 0}

olarak tanimlanan alt kiimesine {ist yar1 diizlem denir.

Sekil 15. Hiperbolik iist yr1 diizlem modeli [10]
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Tanim 1.3.2.

C de R ye dik Oklid dogrularmin H ile arakesiti olan yar1 Oklid dogrularma ve R ye dik
bilinen Oklid ¢emberlerinin H ile arakesitlerine hiperbolik dogrular adi verilir. Kisaca R
eksenine dik olan ¢emberlerin H da kalan yay parcalarina hiperbolik dogrular denir. Burada
reel eksene dik H da kalan yar1 dogrulari sonsuz yarigapli gemberler veya merkezi sonsuzda

olan ¢emberler olarak aliyoruz.

Dikkat edilirse Hiperbolik ¢cemberler merkezi R iizerinde bulunan ¢gemberlerdir. Soyle
Ki;

Sekil 16. Hiperbolik dogru [10]

Reel eksene dik herhangi bir cember alalim. Cembere reel ekseni kestigi noktada bir teget
cizelim. Bir merkezden gecen dogrunun tegete degme noktasinda dik oldugunu biliyoruz.
Cizdigimiz teget degme noktasinda reel eksene dik oldugundan merkez reel eksen

uzerindedir.
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Tanim 1.3.3.

Ortak bir u¢ noktas1 olan iki hiperbolik dogruya paralel dogrular denir. Buna gore
hiperbolik bir dogruya disindaki bir noktadan sekilde oldugu gibi £ dogrusuna bir P

noktasindan P; ve P, gibi iki paralel ¢izilmistir.

P

Sekil 17. H da paralel dogrular [10]

Tanim 1.3.4.

Ortak bir hiperbolik noktast olan ( u¢ noktalar hari¢ ) iki dogruya, kesisen dogrular denir.

Ug noktalar1 da dahil hi¢ ortak noktasi olmayan dogrulara kesismeyen dogrular denir.
Tamm 1.3.5.

C,, := C U {o} olmak tizere n kenarl1 hiperbolik bir poligon, n tane hiperbolik dogru pargasi

tarafindan sinirlanan ve H nun C,, daki kapanisinda bulunan bir kapali kiimeye denir.

Ug kenarli poligonlara hiperbolik iiggen denir. Eger herhangi iki hiperbolik dogru pargasi

kesisiyorsa bu kesim noktasina kdse denir.

Sekil 18. Hiperbolik iiggen [10]
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Uggenin késeleri V,,, Vy, V. ile gosterilir.

A

Sekil 19. Koseleri sonsuzda olan H-iiggen [10]

Onerme 1.3.6. [11]

p, q € H farkli noktalar olsun. Bu takdirde; p ve g yu birlestiren bir tek
hiperbolik dogru vardir. m

Tamm 1.3.7.

C deki bir Oklid gemberi veya C deki bir Oklid dogrusu ile {co} kiimesinin

birlesimine C de bir gember denir.
1.4. Siirekli Kesirler [12]

Tanim 1.4.1.

a;

b, + 2 = )
bot —p

ifadesine bir siirekli kesir denir. Burada a,, ve b,, kompleks sayilar ve her m i¢in a,,, # 0
dir. Uygunluk acisindan, ¢ok yakin gegmiste ayni siirekli kesiri temsil eden diger farkli

sembollerde kullanildi. Bu semboller;
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a;| ap| = as| 2
bo+— +— +— +
® “lby  |by  |bs

a, a, a
P 2 3 3)

by + by + by + ...

ve
(0]
Am (4)
we K (G2)
m=1"T

veya kisaca

by + K (a—m) (%)

b,

dir.

(4) ve (5). (sonsuz) kesirlerdeki K sembolii bir Almanca kelime olan Kettenbruch (siirekli
kesir) den gelir ve (sonsuz) toplamlar i¢in verilen £ semboliine benzerdir. Buna bagli olarak

stirekli kesir i¢in n. yaklagim, f,, semboliiyle gosterilir ve

a;
fa=bo + a
b, + ‘T
b, + BT (6)
an
+3
a,| ay| as| an| @)
=by+— F ——
Jo = ot 5 1, ey T
_ G Q@ In (8)
E_b“+m+b2+m+bn
n a 9
fa=Dbo + K (b_m> 9)
m=1 ™

ile ifade edilir.
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Tanim 1.4.2.

C sembolii ile kompleks diizlemi ve C :== C U {0} sembolii ile de genisletilmis kompleks

diizlemi gosterelim. Ayrica N := {1,2,3, ...} ve N, :={0,1,2,3, ...} olsun.

m > 1 i¢in a,, # 0 olmak tizere bir ({a@m }men » {DmImen, ) siralt kompleks dizi ¢ifti;

to(w) :==bg+w, t,(w):= bafw, n=123,.. (10)
Tow) = tow),  Tu(W) = Toor(tx(W)), =123, ... (1)
(12)

=T, (0)EC n=123..

olmak iizere, lineer kesirli doniisiimlerin {t,(W)}nen, Ve {T,,(W)}nen, dizileri ile bir {f;}

dizisini olusturur.

((am}, ), (£) (13)

strali ¢ifti (1),(2),(3),(4) ve (5) ile verilen siirekli kesire karsilik gelir.
Tanim 1.4.3.

., Ve by, sayilarina sirastyla siirekli kesirin kismi pay1 ve kismi paydasi denir. f,, degerine
ise n. yaklasim ad1 verilir ve (6),(7),(8) ve (9) ile gosterilir. Baz1 yazarlar yaklasim yerine

yakinsak terimini de kullanirlar. Kismi pay ve kismi paydaya ortak isim olarak eleman denir.

T,,(w) lineer kesirli doniistimii

Tn(W) = bO +

(14)

ile veya daha uygun bir sekilde
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S dn-1 _Gn (15)
b1 +b2 +b3++ bn—l +bn+W

Tn(W) = bO +

ile gosterilir. Denk olarak "o" ifadesi bileske islemini gostermek tizere

T,(w) =tyotiotyo..0t,(w), (16)
olarak ifade edilir. Burada t, o t;(w): = to( t;(w)) dir. Ozellikle

t"(w):=toto..ot(w)

ndefa
dir.
Tanim 1.4.4.
Verilen bir {wy, }nep, dizisi igin
(17)

T, (w,) € C

sayisina n. degistirilmis yaklasim denir.
Tamm 1.4.5.

Bir by + K (a,/b,,) stirekli kesirine yakinsakur denir ;< {f,,} = {T,,(0)} yaklasimlar
dizisi f € € limitine yakimsaktir.Bu durumda f ye bu siirekli kesirin degeri denir. Burada

o a yakinsama kabul edilir. Eger bu siirekli kesir f ye yakinsiyor ise bu durumda
(1),(2),(3),(4) ve (5) sembolleri hem (13) sirali ¢iftini ve hem de f yi temsil eder. Buradan
> (a 18
f=1imT,(0) =bhy+ K (—m> (18)
n—->oo

m=1 bm

yazilabilir. (18) ifadesine klasik yakinsaklik da denir.
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Ornek 1.4.6.
-1 3 1
3+ -1 3 - !
3+ 1 3 - !
3+ 3 -
-1 1
T3 3
siirekli kesri i¢in
7,0
3—T,,(00 ™
= T,(0)[3-T,-1(0)] =1
dir. Buradan
lim T,,_; (0) = lim T, (0) == f
n—-oo n—oo
oldugundan
3++/5
fB-fH=1>f2-3f+1=0=>f= _2

elde edilir. Buradan ise |f| < 1 olup bu siirekli kesir igin

f=3_£=7{iggoTn(0)

degeri bulunur.

Tanim 1.4.7. ( Yinelenme Bagintilari)

Bir by + K (a,,/b,,) strekli kesirinin n. payt A, ve n. paydasi B, degerleri asagidaki

yinelenme bagintilar1 (ikinci mertebeden lineer fark denklemleri) ile bulunur;
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A An- Ap_
[B:] = b, [Bn 1] + a, [Bn 2]’ n=123,.. (19)

n-—1 n-2

Burada baslangi¢ kosullari ise

A_yi=1,B_, =0, Ay = by, By = 1 (20)
olarak tanimlanir.
(17) ile verilen T,,(w,,) degistirilmis yaklagimi
To(wy) = m—:ix, n=0123,.. 21)
olarak yazilabilir ve boylece f,, n. yaklagimi
Ap—q (22)

Ay
fo = T.(0) = B_, fo-1= T () =

"
Bn—l
olarak elde edilir.

1.5. Grup Topolojisi

Tamm 1.5.1. [13]
(G,”) bir grup ve ayn1 zamanda bir topolojik uzay olsun. Bu takdirde her g, h € G i¢in

) miGXG—G
(g h) - g.h

i) i:G— G
g-g!

doniistimleri siirekli ise G ye bir topolojik grup denir.
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Tamm 1.5.2. [13]

G bir topolojik grup ve X bir topolojik uzay olsun. Bu takdirde
ANGxXX — X
A(g,x) = gAx =: gx

stirekli bir doniisiim ve her g4, g, € G ve her x € X igin

) 9192x = g1(g2x)
i) ex =x (e G’ nin birimi)

sartlar1 saglaniyorsa [G, X, A] t¢liisiine veya [G, X] iKilisine bir topolojik doniisiim grubu adi

verilir. Bu durumda G ye X iizerinde bir hareket grubu denir.

Tanim 1.5.3.

[G, X] bir topolojik doniisiim grubu ve x, y € X olsun. Bu takdirde
x~y & 3dg € Gy = gx

olarak tanimlanirsa ~ bagintis1 X lizerinde bir denklik bagintisidir. Bu denklik bagintis1 X

topolojik uzayini denklik siniflarina pargalar. Her bir denklik sinifina bir G — ydriinge veya
kisaca yoriinge ad1 verilir. x € X noktasini igeren yoriinge Gx = {gx|g € G} dir. Eger X in
biitiin noktalar bir denklik sinifina ait ise, yani bir tek yoriinge ( 3x, € X oyle ki X = Gx,)

varsa, [G, X] topolojik doniisiim grubuna transitiftir ya da gegislidir diyecegiz.
Tamm 1.5.4.
[G, X] bir topolojik doniisiim grubu ve x € X olsun. Bu takdirde
Sy =19 € G| gx = x}

kiimesine x noktasinin sabitleyeni denir.
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Tanim 1.5.5.

[G, X] bir topolojik doniisiim grubu ve gh = hg olsun. Bu takdirde g, h nin sabit nokta

kiimesini kendi {izerine resmeder.
1.6. I’ Modiiler Grubu
H: = {z € C| Im(z) > 0} kiimesi ile C kompleks uzaymin iist yar1 diizlemini temsil

edelim. Determinant1 1 olan (Ccl Z) matrislerinin grubunu da SL(2,R) ile gosterelim.

Buradan SL(2, R) grubunda bir g = (? Z) elemani ve z € C := C U {oo} olmak iizere,

SL(2,R) grubu C genisletilmis karmasik diizlemi iizerinde

_az+b (23)
Ccz+d

gz

seklinde hareket eder. PSL(2,R) ile SL(2,R)/{xI} b6lim grubunu g6z Oniine alalim.
Buradan SL(2,Z) grubu, katsayilar1 tamsay1 olan matrislerden olusan SL(2, R) nin ayrik bir

alt grubudur. Boylece I' modiiler grubu, H {ist yar1 diizlemindeki

a b\, _ _ (24)
J_r(c d). ab,c,d €7, ad—bc=1
elemanlar tarafindan
az+b (25)
7Z =
cz+d

doniisiimii ile hareket eden Mdbiiis doniigiimlerinin bir grubudur. Burada + sembolii gézardi

edilip herbir matris negatifi ile es alinacaktir. Dolayisiyla

SL(2,2)/{#1} == {(+DA: A € SL(2,Z)} (26)

boliim grubu olmak iizere
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[:=PSL(2,Z) = SL(2,Z) / {+]} (27)

dir. Ayrica

= ( D = QT

dir [14]. Yani, I’ modiiler grubu X ve Y matrisleri tarafindan iiretilir. Burada X? =Y3 =1
dir. Buradan (25) doniistimii T' nin diger kiimelerdeki hareketini tanimlamak igin de
kullanilabilir. En uygun se¢im rasyonel projektif dogrusu olan Q := Q U {00} genisletilmis

rasyonel sayilar kiimesidir.

Burada a # 0 olmak {izere %, oo a karsilik getirilecektir. oo un (25) dontisiimii

altindaki goriintlisiinii siireklilik ile tanimlayacagiz. Yani, A(z) = % olmak iizere

olarak bulunur. ad — bc # 0 oldugundan a ve ¢ den en az biri sifirdan farklidir. Yani, A(co)

iyi tanimlidir. Buradan A() =0 & ¢c=0ve A(0) =0 b = 0.

PSL(2,Z) ‘nin elemanlar1 (a,b,c,d) € Z* olarak gdz oOniine almirsa ve ayrica

PSL(2,7Z) tizerinde 6zdeslestirme ile (a, b, c,d) ile (—a, —b, —c, —d) Ozdeslestirilerek bir

topoloji tanimlanabilir. Bu durumda A(z) = ZIZ

dontisimiine +(a, b, c,d) dortliisii
karsilik gelir. M := {(a,b,c,d) € Z* | ad — bc = 1} kiimesini tanimlarsak PSL(2,Z)

tizerindeki topolojiyi M/ _ iizerindeki topoloji olarak alacagiz. Yani, (a, b, c,d) € M olmak
tizere (a, b,c,d)~(—a,—b, —c,—d) dir

p: M - M/
(a,b,c,d) - [a,b,c,d]={x(ab,c,d)}

projeksiyon doniisiimiinii goz oniine alalim. Burada

UcM/_agktir & p~1(U) € M agiktir.
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Dolayisi ile p dontisiimii siireklidir ve bu topoloji ile PSL(2,Z) bir topolojik gruptur.
Boylece de [PSL(2,Z), H] bir topolojik doniisiim grubudur.
—-X

{§ |x,y €Z, (x,y)=1 } olarak tanimlansin. Burada co = % = — % dir. % =5

Q:

oldugundan @ ‘ nin elemanlarinin gosterimi tek degildir. Boylece I' Q iizerinde + (Ccl Z) :

a,b,c,d € Z, ad — bc = 1 elemanlar tarafindan

(a b)_ x a§+b_ax+by

P - =
c d/ vy c§+d cx +dy

doniisiimii ile hareket eder.
Lemma 1.6.1. [1]

i. T mn Q tizerindeki hareketi transitiftir.

ii.  Bir noktanin sabitleyeni sonsuz devirlidir. m

Simdi I''nin Q tizerindeki imprimitif hareketini goz 6niine alalim. [G, Q] G grubunun
Q) kiimesi lizerindeki hareketi ile olusan permiitasyon grubu ve " = " () {izerinde bir denklik

bagintis1 olsun. Bu takdirde
“YgeGvevVa,fEQisina=pf = gla) = gB)”

bagmtisina Q tizerinde bir G-invaryant denklik bagintisi adi verilir. Bu bagintinin denklik

siniflarina ise bloklar denir. Ayrica, [G, Q] ikilisine impirimitiftir denir :< Q tizerinde

Q) a=pf © a=pf (6zdeslik bagintisi)
b) Va,B € Qi¢in @ = f (evrensel baginti)

bagintilar1 disinda bir " = " G-invaryant denklik bagintis1 vardir.

Aksi halde [G, Q] ya primitiftir denir.
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Lemma 1.6.2. [1]

[G, 2] bir transitif permiitasyon grubu olsun. Bu takdirde [G, Q] primitiftir & bir a € Q
noktasinin sabitleyeni olan G, = {g € G | g(@) = a }, Va € Q igin G nin bir maksimal bir

alt grubudur. m

Burada bir « € Q i¢in G, £ H £ G ise [G, Q] permiitasyon grubu primitif degildir. Ayrica
G, G’nin bir maksimal alt grubudur :< G, = H = G oldugunda H = G, veya H = G dir.
G, < H < G oldugunu farzedelim. G transitif olarak hareket ettiginden () kiimesinin her

elemani bir g € G igin g(a) bigimindedir
Lemma 1.6.3.

[G, Q] permiitasyon grubu verilsin. Bu takdirde, eger hareket transitif ise tek yoriinge vardir.

]
Lemma 1.6.4.

() Uzerinde

g@)~g'(a) © g € gH (28)

ile verilen “~” denklik bagintis1 iyi taniml1 bir G-invaryant denklik bagintisidir. m
Lemma 1.6.5.

G, = H oldugundan (28) bagintis1 6zdeslik veya evrensel bagint1 degildir. m
Sonug¢ 1.6.6.

Lemma 1.6.5den " = " bagmtis1 G-invaryant denklik bagintis1 olup 6zdeslik veya evrensel

bagint1 degildir. Buradan (G, Q) imprimitiftir. m



33

Sonug¢ 1.6.7.

Eger BEQ ise g € G Oyleki B =g(a) dir. Boylece B y1 igeren [B] blogu
M = {gh(a) | h € H} kiimesi ile verilir. m

Ozellikle de [a] blogu H(a) = {h(a) | h € h} H-yériingesidir. Gergekten, a = e(a)
alinirsa [a] = [e(a)] = {eh(a) | h€ H} = {h(a) | h € H} = H(a).

Eger {l; | i € I}, H’nin G’deki sol yan smuf gosterimlerinin bir kiimesi ise, buradan
i € I olmak tizere bloklar, H(a)’nin [;H (a) gorintiileridir. Boylece bloklarin sayist H’nin
G’deki |I|:=|G:H| indeksine esittir. Bloklarin Q/ ~ kiimesi tizerinde, G’nin apagik

indirgenmis bir hareketi vardir. [@] blogunun sabitleyeni H alt grubunu meydana getirir.

Simdi G :==T ve = Q olmak iizere Lemma 1.6.2’yi kullanalim. (Ccl Z) € I' keyfi

alinsin. Buradan co = ((1)) olup (Ccl Z) ((1)) = ((1)) esitliginden a = 1 ve ¢ = 0 elde edilir.

Dolayisiyla d = 1 dir ve boylece (é l;) € I, olur. Sonug¢ olarak co un I' Modiiler

11
0 1

iceren (veya denk olarak Z’yi iceren) I' nin H alt gruplarmi bularak Q iizerinde T'-invaryant

1 1
0 1

grubundaki T, sabitleyeni I', = (Z := ( )) olarak elde edilir. Boylece I, sabitleyenini

denklik bagintilar iiretebiliriz. Z = ( ) oldugundan, H i¢cinn € N olmak iizere

Iy (N) = {(Z Z) €T :c=0(mod N))

kongriians alt gruplar1 uygun bir se¢imdir. A¢ik¢a N € N ig¢in I, < T[((N) <T ve N > 1

ise T, <Ty(N) <T dir. = (veya basitge =) ile Ty(N)nin Q iizerinde indirgenmis TI'-
n

invaryant denklik bagintisim1 gésterelim. Bu durumda Q iizerinde bir T-invaryant denklik

bagintis1 agagidaki gibi verilebilir:

1

I' Modiiler grubu Q iizerinde transitif oldugundan EE Q olmak iizere §= T (5)

olacak sekilde bir TE€ T' vardir. Boylece Q iizerinde
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~
=

T(e0) = = S(w0) & T71S € H := TH(N) (29)

©l =
<R

dir. Dolayisi ile kolayca goriilebilir ki

(30)

~
~

vil=

X
;(:)ry—stO(modN)

dir. Gergekten;

~
=

“ =

g@ T'SeL(N) & (_*S :) (;C, I) = (ry i ox :) €T,(N) © N|ry — sx

©ry—sx =0 (modN)
elde edilir. Bir bagka ifade ile E ve 5 denktir & ayni1 modn kisaltmasina sahiptirler. Yani,

Jue U, ={ul|(u,N) =1, u<N}: x =ur (mod N) vey = us (mod N) (31)

Bunu gérmek icin, (30) ve (31) ile verilen iki denklemin de Q iizerinde T-invaryant

denklik  bagintisi  olarak  tanimlandigina  dikkat  ediniz. o©’u  igeren,

[0] = {% €EQ|y=0(modN )} ile verilen blok her iki durumda da aynidir. Bdylece bu iki

bagint1 esittir. Dolayisiyla 0 Lemma ve 0 Lemma’dan [F, @] imprimitiftir. Yani, T Q

tizerinde imprimitif olarak hareket eder.

Bloklarin sayis1 ise

Y(N): = [T:Ty(N)] =Nn<1+%) (32)

p|N

kadardir.

Ozellikle N degeri p asal sayisina esit ise Y (p) = p + 1 tane blok vardir ve bu bloklar

U1 ={x/y € Q| x = jy (modp)},j # oo
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[0] = {x/y € Q| y = 0 (nod p)}

olmak iizere [0], [1], -, [p — 1][o°] dur. Ornegin, p = 2 icin bu bloklar

o1= i} =g e = (5
seklindedir.

Tamm 1.6.8.
m € PSL(2,R), m(z) = % olsun. Bu taktirde,

i. |a+d| < 2isem ye eliptik eleman,
ii. |a+d|=2isem ye parabolik eleman,

iii. |a+d|> 2ise m ye hiperbolik eleman adi verilir.
1.7. T Modiiler Grubunun Q Uzerindeki Alt Yoriingesel Graflar

[G, 2] bir transitif permiitasyon grubu olsun. Buradan [G, £2] bir topolojik doniisiim

grubudur. Bu takdirde G, 2x02 iizerinde “g € G ve a, f € {2 olmak lizere

A Gx(Qx2) - (2x02) (33)
(9.(@B) - (g (ap):=gnap)=(g(a)g(B)

seklinde hareket eder. Bu hareketin yoriingelerine G nin Alt Yoriingeleri denir ve (a, 8) y1

iceren yoriinge ((a, ) nin yoriingesi) O(a, B) ile gosterilir.(0(a, B) == {g(a,B) | g € G}).
Buradan,

(x,y) €0(a,p) e 3geiG: (x,y) =g(aB) = (g9(a),g(B))

dir. O(a, B) dan hareketle G(a, B) alt yoriingesel grafini olusturacagiz. Burada G(a, ) nin
koseleri 2 nin elemanlari ve (y, §) € O(a, B) ise y dan § ya (yonlendirilmis) bir kenar vardir

denir ve bu durum y — § ile gosterilir.



36

Acikca O(B, a) da bir yoriingedir ve ya O(a, B) ya esittir ya da O(a, ) dan farklidir.
Bu takdirde; O(a, B) # O(B, @) ise G(B, a), G(a, B) nin kenarlar1 ters yonlendirilmisinden
ibarettir ve bu durumda G(ea, B) ile G(B, @) ya eslesmis alt yoriingesel graflar denir. Eger
O(a,B) =0(B,a) ise G(B,a) =G(a,B) dir ve bu graf karsilikli yo6nlendirilmis
kenarlardan olusur. Bu durumda G(a,f) yonlendirilmis olmayan bir graf olarak
diistiniilebilir ve G(a, B) ya kendisiyle eslesmis alt yoriingesel graf denir. Yani, y — & ise

d - yveyabudurumy S § © y — § ile gosterilir.
Onerme 1.7.1. [1]
G bir bir (G, 2) transitif permiitasyon grubu igin bir alt yoriingesel graf olsun. Bu takdirde;

(1) G, G'nin otomorfizmalarinin bir grubu olarak hareket eder;

(i) G, G'nin koseleri tizerinde transitif olarak hareket eder;
(iii)  Eger G kendisiyle eslesmis ise bu takdirde G, G‘nin ardisik koselerinin sirali ¢iftleri
uizerinde transitif olarak hareket eder;
(iv)  Gkendisiyle eslesmis degil ise bu takdirde G, G*nin kenarlari izerinde transitif olarak

hareket eder. m

0(a,a) = {(y,y) | ¥ € Q} Q X Q nin késegenidir. Her a € Q kosesi igin G(a, o) alt
yoriingesel grafi sadece bir diigiim icerir. Bu graf kendisiyle eslesmistir. Buna agsikar alt

yoriingesel graf denir. Biz genel olarak asikar olmayan alt yoriingesel graflar ile ¢calisacagiz.

Simdi I’nin Q iizerindeki hareketi igin alt yoriingesel graflari inceleyelim. ', Q
lizerinde transitif olarak hareket ettiginden, herbir alt yoriinge, bir v € Q icin (oo, v) ciftini
icerir; n > 0 ve (u, N) = 1 olmak iizere v = % seklinde yazarsak, bu alt yoriingeyi O, y Ve
buna karsilik gelen G(o, v) alt yoriingesel grafin1 da G,, y ile gosterecegiz. Eger v = oo ise

bu, G; o = G_1 asikar alt yoriingesel grafidir. Boylece v € Q oldugunu kabul edebiliriz.
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Lemma 1.7.2.
Eger v' € Q ise bu takdirde O(oo,v) = 0(o0,v") © vve v’ T, un aym yoriingesindedir;
o , Z:v—=v+1 ile iretildiginden, bu durum u = u’ (mod N) olmak {lizere v’ = %
ifadesine denktir. m

Boylece,

Gyn =Gy yr © N =N'veu =u' (mod N)
dir. Dolayisiyla VN > 1 tamsayisi igin ®(N) = |Uy| = N (1 + %) (Euler fonksiyonu) tane

farkli G, y alt yoriingesel grafi vardir. Bunlardan biri her u € Uy birimi i¢indir.

Eger G,%) € O(u,N) yani, G, y’de g den § ye yonlendirilmis (veya eger Gy y

kendisiyle eslesmis ise yonlendirilmemis) bir kenar varsa, G,, y de g - 5 yazilir.

Teorem 1.7.3. [1]

T X .
575 € Gy y ‘de bir kenardir &

a) x =ur (mod N),y = us (mod N) very — sx = N veya,

b) x = —ur (mod N),y = —us (mod N) very —sx = —N. m
Sonug¢ 1.7.4. [1]

u,utt = 1 (mod N) kongriians denklemini saglamak tizere, G, y ile eslesmis alt yoriingesel

graf G_g ’ dir. m
Sonug¢ 1.7.5.

G, v kendisiyle eslesmistir & u® = —1 (mod N) m
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Sonug 1.7.6.

G, v en az Y(N) tane baglantili bilesene sahiptir; 6zellikle eger N > 1 ise G,, y baglantili

degildir. m
1.8. Farey Grafi

Gy ; grafinin koselerinin kiimesi Q dir. Sonug 1.7.5 ten kendisiyle eslesmistir, boylece
Gy i yonlendirilmemis bir graf olarak kabul edebiliriz. Teorem1.7.3 ten E ve % koseleri
komsudur & ry — sx = F1 dir. Ornegin o0’a komsu olan koseler tamsayilardir. Onerme
1.7.1 den T, koseler ve kenarlar {iizerinde transitif olarak hareket eden Gj;’in

otomorfizmalarinin bir grubudur. Aslinda gosterebiliriz ki AutG, ; (24)’deki ad — bc = +1

kosulunu saglayan elemanlarin olusturdugu PGL (2, Z) genisletilmis modiiler grubudur.

Gy ; 1 Farey dizileriyle olan iliskisinden dolay1 Farey grafi olarak adlandiracagiz ve F
ile gosterecegiz. Her m > 1 tamsayisi i¢in m mertebeli F,,-Farey dizisi, |y| < m olmak

lizere kesin artan bir sekilde siralanan biitiin % € Q rasyonel sayilarindan olusur. Ornegin,

4
I3F

1 U

F :.'.!__I__I I_F_F_I_F_I]'F
4 3 4°3’2°3°4

dir. Burada kolaylik agisindan F,,-Farey dizisinin elemanlar1 [0,1] veya [-m,m] c R

kapali araliklarina kisitlanabilir. A¢ik¢a, F; € F, c F; c ---ve U F,, = Q ‘dur.

mz1

Lemma 1.8.1. [1]

-
< IR

€ Q indirgenmis rasyoneller olsun. Bu takdirde asagidaki ii¢ kosul denktir;

J

a) £ ve 5’ F’de komsu koselerdir;
b) ry —sx = +1,

¢) Birm € Nigin g ve 5 , Fy de komsu terimlerdir
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Ispat. u = n = 1 oldugundan ve Teorem 1.7.3 ten a) ve b) denktir. b) ve c) nin denkligi

sayilar teorisinin standart bir neticesidir. m nin uygun degerleri
max(|sl, [y]) < m <|s| + |y
ile verilir. m

Buradan artik F nin basit bir yapisin1 olusturmak miimkiindiir. Herbir terime hemen
oncesindeki ve sonrasindaki terimleri ekleyerek, herbir F,, , 2 degerli bir aga¢ olur;
yukaridaki Lemma’dan bu agaglarin birlesimi F nin Q {izerinde indirgenmis alt grafidir.
Boylece oo ile isaretlenmis bir kose ekleyerek ve bunu tamsayilar ile birlestirerek F yi

olusturabiliriz.

Sekil 20. m = 4 ‘e karsilik gelen F = Gy ; Farey grafi

Bu yap1 Sekil 20 de gosterilmistir. Sekil, kenarlarin oo ile ortak oldugunu veya F, iin
elemanlarinin birlesmesiyle meydana geldigini gosterir. Bu 6rnek 1 periyotlu olup
periyodiktir. Yani, x - y [0,1] araliginda ise Vk €Z i¢in x+k -y +k [k k+ 1]
araligindadir. Gorsel uygunluk agisindan F nin kenarlarmi H = {z € X | Im(z) > 0} iist yar1
diizlemindeki Oklid yari-cemberleri veya R’ye dik olan Oklid yari-dogrular1 seklindeki

hiperbolik geodezikler olarak gosterebiliriz. Alisildigi iizere, yari-dogrular1 “co ile
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birlesmis” olarak kabul edecegiz. (25) i H nin hiperbolik izometrilerinin bir grubu olarak,
[" ile bir hareketi tanimlamak i¢in kullanabiliriz. Bu hareket altinda geodezikler geodeziklere

resmedilir. Boylece H daki F gosterimimiz I altinda invaryanttir.
Sonu¢ 1.8.2.
F nin kenarlar1 H da kesismez.

Ispat. Farzedelim ki iki kenar H da kesissin. Onerme 1.7.1 iii. den bunlardan bir tanesinin

0 ve oo’u birlestiren Re(z) = 0 kenar1 ve boylece digerinin
r X
vi=-<0<w:i=—
S y

olacak sekilde v ve w rasyonellerini birlestiren kenar oldugunu kabul edebiliriz. Lemma
1.8.1 den herhangi bir F,,, de v ve w ardisiktir. Fakat, 0 arada bulunacagi i¢in bu imkansizdir.
Ciinkii, ry —sx = +1 ve x < 0,7,y,5s > 0 oldugundan 1 =ry — sx = 2 c¢eliskisi elde

edilir. m
1.9. Gy ve F,y Graflan

Simdi F=G;; in Ozelliklerinin diger G,y alt yoriingesel graflarina nasil
genisletilebilecegine bakalim. Her bir G, en az ¥ (N) tane alt grafin ayrik birlesimi

oldugundan; her bir alt grafin kdseleri 7y — sx = 0 (mod N) ile tanimlanan ~ [-invaryant

denklik bagintisina gére tek blok olusturur. T' Q iizerinde transitif oldugundan, bu bloklari

transitif olarak permiite eder. Boylece alt graflarin hepsi izomorfiktir.

F, v , koseleri oo u igeren
x
[o0] ={;EQ:yEO(mOdN)}

blogundan olusan G, , nin bir alt grafi olsun. Béylece G, y, F,y Nin Y(N) tane ayrik

kopyasindan olugur. Teorem 1.7.3 ten asagidaki teorem elde edilir:
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Teorem 1.9.1.

r X .
575 € F, y de bir kenardir &

ur (mod N) very — sx = N veya,

a) x

b) x=—-ur (mod N)very —sx =—N.m

Yukarida incelenen I' mn @ iizerinde imprimitif hareketinin genel olarak
irdelenmesinden, I nin F, y yi invaryant birakan alt grubu, =y i¢in Q iizerinde sonug veren

I, (V) kongriians alt grubudur. Boylece, I,(N) < AutF, y dir.
Teorem 1.9.2. [1]
[o(N), F, y nin koselerini ve kenarlarini transitif olarak permiite eder. m

Lemma 1.9.3. [1]

(i)  F, y nin biitiin v koseleri i¢in v —» —v ile verilen F, y — F_,, y izomorfizmi vardir;

(if)  Eger m|N ise buradan, F, y nin biitiin v koseleri i¢in F,, 5 den bir F, ), alt grafina,

Nv . . . :
v ile verilen F, y — F, ), izomorfizmi vardir. m

ii. ‘de M = 1 alinirsa asagidaki sonug elde edilir:

Sonuc¢ 1.9.4. [1]

F, v nin biitlin v koseleri igin f: v — Nv ile verilen, F, y den bir F alt grafina, F, y — F_,

izomorfizmi vardir. m
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Sekil 21. G4 , Grafi [1]

Simdi Sekil 21 de gosterilen G, , grafina bakalim. s ¢ift, r ¢ift veya her ikisi tek olmak
iizere,g € Q elemanlarini igeren, [o0], [0] ve [1] bloklarmi gosteren sirasiyla kesik olmayan,

kesik ve noktali (H daki hiperbolik geodezikler ile gosterilen) bigimindeki kenarlar ile F, ,
nin ¥ (2) = 3 tane izomorfik kopyasindan olusur. Sonu¢l1.7.5 den G, , ve boylece de F ,

yonlendirilmemistir.
Sekil 22’te gosterilen bu graf, s ¢ift olmak lizere r /s kdselerine sahiptir:
r/s ve x/y arasinda bir kenar vardir & ry — sx = +2’

dir.
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5 oo
1 333393 st 481 & taltid

Sekil 22. F , grafi [1]

Simdi F, y grafindaki devreleri diisiinelim. F = F; ; Farey grafi tiggenler igerirken

(bkz. Sekil 20), F; 3 yonlendirilmis grafi

1 2

0> —=—>—=—> 0
3 3
seklinde yonlendirilmis iiggenler igerir.

Teorem 1.9.5.

(i)  F,y yonlendirilmemis tiggen igerire u® + u + 1 = 0 (mod N);

(if)  Eger N > 1 ise bu takdirde F, y ters yonlendirilmis iiggen icermez. m

Kendisiyle eslesmis bir G,y alt yoriingesel grafi u®+ 1= 0 (mod N)’yi

sagladigindan Teorem 1.9.5 e gére N > 1 i¢in iicgen icermez.
Teorem 1.9.6.

N > 1ise bu durumda tiim kendisiyle eslesmis G,, y alt yoriingesel graflari birer ormandir. m
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Sonug¢ 1.9.7.

G , bir ormandir. m

Sonug¢ 1.9.8.

Eger N ¢ift ise Gy, y bir ormandir
Teorem 1.9.9. [1]

N > 1 herhangi bir tamsay1 olsun. Bu takdirde G, y bir ormandir & G, y licgen i¢ermez;

yani, u?+u+1# 0 (mod N). m

Sonug¢ 1.9.10. [15]

(u,N) = 1ise u? + ku + 1 = 0 (mod N) olan bir k € Z vardir. m
Teorem 1.9.11. [15]

F, y grafiigcin u? + ku + 1 = 0 (mod N) ve 1 < k < N olsun. Buradan;

. U . <. .. u+% ku+1 U j o
LS kosesinin gidecegi en uzak kose ~ = Ve kosesinin gittigi en yakin
kose yoktur;
1
u+—=
’ uts k- (kK2=1)u+k

—= kosesinin gidecegi en uzak kdse

M s esinin oittis
N e — Kkosesinin gittigi

N  (k2-1N

en yakin kdse yoktur. m
Teorem 1.9.12. [15]
Asagidaki sonuglar birbirine denktir:

(i)  F,y grafinda bir K kapali egrisi vardir
(i) K kapali egrisi bir iggendir
(iii) u>+u+1=0(modN). =
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Teorem 1.9.13. [15]
k €N ve u? + ku + 1 = 0 (/mod N) olsun. Bu takdirde;

I. 1<k <N i¢in F, y grafindaki her yol minimal uzunlukludur;

ii. k= 1i¢inF, y grafindaki herhangi bir yolun minimal uzunluklu olmasi gerekmez. m



2. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR
2.1. Temel Tanimlar

Tanim 2.1.1.

Vg, V1, Uz, «o, Uy Fy v grafinin farkli koselerinin bir dizisi olsun. m = 2 oldugunda vy, -
vy — -+ = U, bigimi yonlendirilmis devre (kapal1 yol) olarak adlandirilir. Eger bu bi¢imde
en az bir ok (hepsi degil) geri doniiyorsa, bu yonlendirilmemis (ters yonlendirilmis) devre
olarak adlandirilir. m = 2 durumunda devre yonlendirilmis olsun yada olmasin tiggen olarak
adlandirilir. m = 1 durumunda ise vy, —» v; = v, bigimleri kendine eslesmis bir kenar olur.
Vo = Vg = = Uy Ve vy > vy — -+ bigimleri F,, i de sirastyla bir yol ve bir sonsuz yol

olarak adlandirilir.
Tanim 2.1.2.
Eger

r < x x <r
575 EFun (YadaZ < S €F,y)
ise, en uzak kose Teorem1.9.1 deki sartlar1 saglayan F, y alt grafinda g kdsesinin gittigi %

den daha biiytik degere sahip hicbir kdse olmadig1 anlamina gelir.
Tamm 2.1.3.

Vg = V; = **+ = Uy, yolunun minimal uzunluklu olarak adlandirilmasi i¢in gerek ve yeter
sarti <j—1,i €{0,1,2,3,..,m—2},j € {2,3, ..., m} olacak sekilde v; «» v; Ve v;,1, Fy

de v; kosesinin gittigi en uzak kose olmasidir.
Tamm 2.1.4.

Eger F, y hicbir devre i¢ermezse orman olarak adlandirilir. Eger F, y baglantili, bos

olmayan, devre icermeyen bir grafsa aga¢ olarak adlandirilir.
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2.2. Temel Hesaplamalar

_ u?+ku+1
u!+ku+1=0(mod N)vegp = ( u N > € I (N) olmak iizere, ¢ (00) = v,
-N u+k

»(vy) = vy, @(v1) = v, ve bu sekilde devam edilirse ¢ doniisimii F, 5 grafindaki sag

yonlendirme i¢in minimal uzunluklu yoldaki koseleri

seklinde verir.

Sonug¢ 2.2.1.

u
Eger Ty, E, y grafindaki minimal uzunluklu yolda bir kose ise, onun gittigi en uzak kose,
q pozitif tamsayilar1 ve vy = % icin v, = @9(vy) olmak lizere

X Yy
u+y u+ky—x

P\ T n

y
ky—x

u+

X
u+=
dir. Burada Ty kosesinin gittigi sonsuz sayida kose vardir, fakat kosesi en uzak

olanidir. m
Sonug¢ 2.2.2.
(u,N) = 1lise u? — lu+ 1 = 0 (mod N) olan bir [ € Z vardur.

Ispat. (u, N) = 1 oldugundan ux + Ny = 1 olan x,y € Z vardir. Buradan ux = 1 (modN)
elde edilir. Boylece ux(—u?—1) = —u? — 1 (modN) olur. [:=x(u?+ 1) alnirsa

u? — lu+ 1 = 0 (modN) bulunur. m
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Teorem 2.2.3.

1<kl<N, kJl€Z icin u>*+ku+1=0(modN) ve u?—1Ilu+1=0(modN)
kongriianslart verilsin. Bu durumda eger F, y kendisi ile eslesmis ise k =1 = N, aksi
taktirde [ = N — k dur.

Ispat. 1 < k,I < N olmak iizere
u?+ku+1=0(modN)veu?—lu+1=0(modN)
kongriians denklemlerinden
ku+lu =0 (mod N)

elde edilir. (u, N) = 1 oldugundan k = —1 (modN) dir. Béylece k = Ny — [ olacak sekilde
bir y tamsayisi vardir. N > 1i¢in 2 < k + [ < 2N esitsizliginden 2 < Ny < 2N buradan da

% < y < 2 elde edilir. Boylece N > 1 oldugundan, y tamsayisinin degeri 1 ya da 2 olabilir.

Diger taraftan, eger F,, y kendisi ile eslesmis bir graf ise Sonug 1.7.5 ten
u?+1 =0 (mod N)

olup ku = 0 (mod N) ve —lu = 0 (modN) dir. (u, N) = 1 oldugundan
k=0(mod N)ve—l=0(modN)

olup k — I = 0 (mod N) elde edilir. Boylece
k—1=Nt

olacak sekilde bir t tamsayisi mevcuttur. Eger k = [ = N ise agik bir sekilde ¢t = 0 olur.
Gergekten, eger 1 < k,I<Nisel-N<k—-I<N-—-1olupl—-N<Nt<N-—1dir.

N > 1 oldugundan [t| <1 —% ve buradan da t = 0 olmalidir. Boylece k = [ olur. Ote

yandan eger graf kendisi ile eslesmis bir graf ise 1<k <N ve ku =0 (modN)

oldugundan k = N olmalidir. Boylece k = [ = N bulunur. Sonug olarak eger F, 5 grafi
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kendisi ile eslesmis ise y = 2 olup k = | = N ve aksi taktirde ise y =1 dolupl =N — k

elde edilir. m
Teorem 2.2.4.

F, v grafinda u? — lu + 1 = 0 (mod N) ve 1 < I < N olsun. Bu halde;

1
. u . . .. . - . U7 lu-1 . U, .. .. e
LS ile kosesinin gidecegi en uzak kose Tl = dir ve ¥ kosesinin gittigi en yakin

kose yoktur.
1
.. u—% Késesinin sidecedi K ké u_r%_(lzq)u—ld. u—%k., PO
il.  —= kosesinin gidecegi en uzak kose = “qa_py Jirve -~ kosesinin gittigi en
yakin kdse yoktur.
Ispat.

I. u?—lu+1=0(modN) ve%e@ noktas1[00]={§EQ:dEO(m0dN)}

blogunda oldugundan, % F, y grafinda bir kosedir. Bu halde;

olsun. Bu taktirde F,, y grafi i¢in Teorem 1.9.1 deki kenar sartindan;
bu —a = u? (mod N) ve ubN — (bu —a)N = N
yazilir. Buradan a = 1 elde edilir. Bu durumda

u>bhu—a
—>
N bN

kenar1 i¢in, Teorem 1.9.1 deki kenar sartindan elde edilen a = 1 degerini yerine yazarsak,
bu — 1 = u? (mod N) olup u? — bu + 1 = 0 (mod N) elde edilir. Boylece buradan sonug

olarak u? + 1 = lu (mod N) kongriians denklemi ile birlikte bu — lu = 0 (mod N) ve
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buradan da (u, N) = 1 olup b = L (mod N) elde edilir. Dolayisi ile b :=1+ Nx,x € NU
{0} dir. Boylece de

a 1
b |+ Nx

dir. Bu taktirde;

1
Uu——"7 —
Nx +1 uNx +lu—1
N U R, f(x) = -
fiNU{0} =R, f(x) N N2x + IN

seklinde tanimlanan f fonksiyonu kesin artan bir fonksiyondur. Gergekten, bu fonksiyonun
tiirevine bakacak olursak

1

f'(x)=m>

0

dir. Bu yiizden f fonksiyonunun alabilecegi en kiiciik deger x = 0 noktasindaki degerdir ki
bu deger de

u-7
N

dir. Yani

dir. Ayrica burada (lu — 1,IN) = 1 dir. Gergekten, (lu — 1,1) = 1 oldugu agiktir. Diger
taraftan u? — lu + 1 = 0 (mod N) ve (u, N) = 1 oldugundan (lu — 1,IN) = 1 elde edilir.
1

Dolayist ile % F, v grafinda bir kosedir ve % kosesinin gittigi en uzak kosedir. Ayrica

1
u_—
: o Nx+1[_U
Jim () = lim N N
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oldugundan % kosesinin gittigi en yakin kdse s6z konusu olamaz. Ciinkii, % kosesinin gittigi

koseden daha biiyiik sonsuz kose vardir.

1
i, u? = lu+1=0(mod N) oldugundan ve i. sikkindan —L =" F,  de bir

kosedir. Bu halde;

1 p
u_Tzlu—liu_az

N IN N gN

olsun. Bu taktirde F,, y grafi i¢in Teorem 1.9.1 deki kenar sartindan;
qu—p =u(lu—1) (mod N) ve (lu —1)gN —IN(qu —p) = N
dir. Buradan g = pl — 1 elde edilir. Bu durumda

lu—1>qu—p
ﬁ
IN qgN

kenar1 igin, Teorem 1.9.1 deki kenar sartindan u(pl — 1) — p = u(lu — 1) (mod N) elde

edilir. Buradan da
p(lu — 1) — lu? = 0 (modN)

olur. Boylece buradan sonug olarak lu — 1 = u? (modN) kongriians denklemi ile birlikte
pu? — lu? = 0 (modN) ve buradan da (u?%,N) =1 olup p =1 (modN) elde edilir.
Dolayistile p :== [ + Nx,x € N U {0} dir. Boylece de

p_ 1+Nx
g I(I+Nx)—-1

dir. Bu taktirde;

" — [+ Nx
[(l+Nx)—1
N

f:NU{0} >R, f(x) =
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seklinde tanimlanan f fonksiyonu kesin artan bir fonksiyondur. Gergekten bu fonksiyonun

turevine bakacak olursak

1
[{(l + Nx) — 1]

f'(x) = >>0

dir. Bu yiizden f fonksiyonunun alabilecegi en kiiciik deger x = 0 noktasindaki degerdir ki

bu deger de
T 2-1
dir. Yani

1
u—-1>U"p2—7 (*-Du-I
- =
IN N (Z— )N

dir. Ayrica burada
(P=Du-L(*=1N)=1

dir. Gergekten ilk once ((l2 —Du-1L1%- 1) = 1 oldugunu gosterelim. Varsayalim ki
(1?=Du—-112—1)=m olsun. Buradan m|l?—1 oldugundan m|(I> — Du ve
m|(l*> — 1) — [ oldugundan m| — [ elde edilir. m|l?> — 1 oldugundan m| — 1 olup m = +1
dir.

Simdi ((l2 —Du — l,N) =1 olup olmadigm kontrol edelim. N, # 0 olmak {izere

((1?2 = 1)u—L,N) = N, olsun. Buradan

(?—1Du—1=1(lu—1) —u =0 (mod Ny); N = 0 (mod Ny) (%)

ve lu — 1 = u?(mod N) oldugundan
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lu—1=u?+ Nt = u? (modN,) (36)

olacak sekilde t € Z mevcut olup (35) den elde edilen [(u?) — u = 0 (mod N,) kongriians
denklemi kullanilarak lu — 1 = 0 (mod N,) bulunur ve bu bir ¢eliskidir ¢iinkii, (35) ve (36)
den u? = 0 (modN,) denklemi elde edilir. Bu durumda N,|u? ve (u, N) = 1 oldugundan
N, = 1 dir. Boylece

(P-Du—-L*-1N)=1
u—( L

12-1)
N

=1 . . . ..
olup F, v grafinda bir késedir ve ayn1 zamanda L;Tl kosesinin gittigi en uzak

kosedir. Ayrica

N [+ Nx 1
. - Il+Nx)—1 UY—7
im0 = Jim —— =

oldugundan hj—;]l kosesinin gittigi en yakin kdse sdz konusu olamaz. Ciinkii, boyle bir en

yakin kose yoktur. Ciinkii “;—;,1 kosesinin gittigi koseden daha biiyiik sonsuz ¢oklukta kose

vardir. m

u?-lu+1
w(o) = vy, w(vy) = v; ve bu sekilde devam edilerek w = (—u N ) € IH(N)
-N u-1

dontistimii tanimlansin. Bu halde bu doniistim F,, yy grafindaki sol yonlendirme i¢in minimal

uzunluklu yoldaki koseleri verir.
Sonug¢ 2.2.5.

X
u—=

Eger Ty F, x grafindaki minimal uzunluklu yolda bir kose ise bu kosenin gittigi en uzak

u

kose, g pozitif tamsayilar1 ve v, = ¥ i¢in v, = w(v,) olmak iizere
w =

N N
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X y
u—
dir. Burada —y kosesinin gittigi sonsuz sayida kose vardir, fakat

— kdsesi en uzak

olanidir. m
Sonug 2.2.6.
u?-lu+1
w = (‘u N ) € I'H(N) doniisiimii, [ = 1 ise 3. mertebeden eliptik, [ = 0 ise 2.
-N u-I

mertebeden eliptik ve [ = 2 ise paraboliktir. Gergekten 0 < iz?w < 4 olup w doniisiimii

eliptik ve iz2w = 4 olup w paraboliktir. m
Sonug 2.2.7.

Eger u?—u+1=0 (modN) ise F,y grafinda % « uT_l « % « % seklinde bir liggen

vardir. m
Sonug 2.2.8.

Egeru? —lu+1=0 (mod N) ve 1 < < N ise F, y grafinda kiseleri

O{u — 1w LT, = totity by, te(2) =2, t,(2) = t(z) = _: Z} U {oo = %}

kiimesinde olan

-7 u-—7 (37)

minimal uzunluklu sonsuz hiperbolik yolu vardir. m
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2.3. Alt Yoriingesel Graflarin Késeleri Icin Yinelenme Bagintilari ile Siirekli
Kesirler

Bir stirekli kesirin Mobiiis doniisiimlerinin bir dizisi ile ifade edilebilecegi bilinir. M
kiimesindeki kdselerin Mdbiiis doniisiimlerinin bdyle bir dizisi tarafindan iiretildigi goriiliir.
Boylece burada bu koseler ile bu diziler arasinda dogal olarak bir baglanti vardir. Bu
boliimiin amaci bu baglantiyr kullanarak alt yoriingesel graflarin koselerini daha pratik bir

sekilde veren bazi formiiller saglamaktir.

F, v grafindaki minimal uzunluklu yoldaki kdselerin sol yonlendirmesi igin, n > 1
olmak tizere a,, == —1 # 0 ve b,, := =1 < —2 aliirsa B, = —A,, elde edilir. Gergekten

M kiimesinden, T,,(z) = t™(z) olmak iizere

T,(2) = ——— Ty(2) = ———— Ty(2) =
12) =——T@) =—7,T3(2) = — Lo
& -+ T
_l+_
—l+z

dir. Dolayist ile (19) ve (20) yinelenme bagmtilarindan

A =bAg+aA_ = (-D.0+(-1).1=-1

By =bBy+a;B_; = (-1.1+(—1).0 = -1

Ay = byA; + ayAg = (=1).(-1) + (-1).0 =1

B, = byB, + a,By = (=D. (=) + (-1).1 =12 -1

Az = b3A, +azA; = (D.1+ (-1).(-1)=-1?+1

B; =b3B, + a3B; = (=D).(1? =1+ (-1).(=) = -13+ 21

Ay =bAs + a4, = (VD.(-P+1D)+(-D.(?-1)=13-21

By =byBs;+a,B, = (-D).(-34+2D+(-1).(1*’=-1)=1*+31>-1

olarak bulunur. Buradan her n > 1 igin
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By, = —Ansq

olur. Boéylece Vn > 1 igin f,, = T,,(0) = 2—" olmak tizere F,, y grafindaki minimal uzunluklu

yoldaki sol yonlendirme i¢in bir kdse %"(0) seklindedir. Dolayist ile (37) hiperbolik yolu
icin n. kose
u-—- Tn(o) _ Apiu+ 4y (38)
N AN

olur. Benzer sekilde sag yonlendirme igin (19) ve (20) yinelenme bagintilarindan yola

cikilarak F, 5 grafindaki minimal uzunluklu hiperbolik yoldaki n. kése ise, ¥n > 1 i¢in

a, = —1ve b, := —k olmak iizere
u+ Tn(O) B An+1u B An (39)
N ApiiN
ile verilir.

F, v grafindaki sol yonlendirmeye gore minimal uzunluklu yoldaki n. kose

x y
u-= U——=—
ile verildiginden ve w <Ty> = ;3"’5 bagintis1 kullanilarak x = A, ve y = B, = —A, 41

olmak tizere bu kdsenin gittigi en uzak kose olan (n + 1). kose

An _ An+1
ut An+1 u lAn+1 + An _ ulAn+1 + uAn - An+1

NN |7 N Ni4,., + NA,

ile verilir. Diger bir taraftan (38) esitliginden bu kose

An+2u + An+1
Ans2N



57

ile verilebilir. Boylece yukaridaki her iki ifadeden ve Vn =0 igin A,,, # 0,1 > 2

oldugundan

ulAn+1 + UAn - An+1 — An+2u + An+1
NlA,., + NA, AN

olur. Bu esitlikten ise

UINAn+1An+2 + uNAnAn+2 - NAn+1An+2
= UlNAp41Ansz + UNARAnyr + NU(Apy1)? + NApAniq

elde edilir. Buradan ise

UApas + Ansg + Ay = 0 “0)

bulunur. Bu elde edilen esitlik (19) ve (20) yinelenme bagintilarini saglar.

Sonug¢ 2.3.1.

F, y grafindaki minimal uzunluklu yoldaki sag yonlendirme igin k > 2 olmak {izere
kApi1 +Aniz + 4, =0

seklindedir. m

Teorem 2.3.2.

Egerk =2ise 4, = (—1)"n ve eger k > 2 ise

n

A= 02y (ke —4) (ke ViE—4) (41)

t=1

dir.
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Ispat. Sonugtan 2.3.1 den

Ay =~k = Ancy )
yinelenme bagmtisini elde edilir. Eger k = 2 ise (20) baslangig sartlar1 kullanilarak

A, +24, 1+A4,,=0
yinelenme bagintisi ¢oziilmelidir. Bu baginti igin karakteristik denklem s = —1 seklinde tek

bir koke sahip s? + 2s + 1 =0 denklemidir. O zaman (42) denkleminin herhangi bir

¢ozumi

Ay = a(=1)" + n(—1)" (43)

seklindedir. Boylece
AO =a = 0
Ai=—a—-p=-1

dir. Bu sistemi ¢ozerek @ = 0 ve f = 1 bulunur. Boylece (43) esitliginden 4,, = (—1)™n

elde edilir.
Simdi eger k > 2 ise (20) baslangi¢ sartlar1 kullanilarak
A, +kA,_1—A,_,=0
yinelenme bagintis1 ¢oziilmelidir. Bu esitlik i¢in karakteristik denklem

—k+Vk2-4 —k—Vk%-4
S = - ves = ——

2

olacak sekilde iki farkl gergel koke sahip s2 + 2s + 1 = 0 denklemidir. Bu halde (42)

esitligini herhangi bir ¢6ziimii
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<—k + m>“ (—k - m>" (44)
Ay=a|————) +p|————

seklindedir. Boylece

Ay=a+p=0
Ay =a(—k+vk2—4)+p(—k— k2 —4) = -2

: . - 1 1 . e
dir. Bu sistemi ¢ozerek a = — T Ve B = N bulunur. Boylece (44) esitliginden

t=(-3) o=+ V=) - (k- VT ) “

elde edilir. Ote yandan (k + Vk2 —4)" — (k —Vk? —4)" yerine
Ty (1) (1) 6)
=1
alinirsa (45) ve (46) den
A, = (—~1)n2in Zn: (k+ M)H (k- \/m)t_1
=1

elde edilir. m
Sonug 2.2.8 ve (40) esitligi kullanilarak asagidaki sonug benzer sekilde elde edilir.
Sonug¢ 2.3.3.

Egerl = 2ise, A, = (—1)"nveegerl > 2 ise

n

Anz(_%) =1

(0473 - 1=V “
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olup
& n—t t—1 (48)
Ay = (D2 Y (14 E=4)" (1-4/E=a)
t=1
dir. m
Lemma 2.3.4.

N =u+ 1veb € NU {0} olmak iizere F,,py (p+1)n grafi i¢in sag yonlendirmeye gore

minimal uzunluklu sonsuz yol

1 u+bN u+N@2b+1) u+N@Bb+2) u+N(4b+3)

- - - - -

0 NObh+1 2N(b+1) 3N(b+1) AN(b + 1)
olarak verilir.

Ispat. Eger N = u+ 1 ise, Fyipnpe1)n graft b € NU{0} ve a = u(1+ b) + b olmak

uzere

Fa,a+1
olarak verilir. Boylece
a?+ka+1=0 (mod(a+1))

kongriians denklemini saglayan en kiigiik pozitif tamsay1 k = 2 dir. Boylece Fyypn,b+1)n

alt yortingesel grafinin minimal uzunluklu sonsuz yolu

1 u+bN+;1
u+bN+—7 2——
1 u+bN utbN+s5 2—5 2-5
- - -
0 NOB+1) N(+1) N(+1) N( +1)

olur. Buradan bu yoldaki rasyonel degerli koseler i¢in her bir paydaki bir tek u degeri sabit

birakilir ve diger kalan u degeri yerine de u = N — 1 yazilirsa
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1 u+ bN 2u+2bN+1 3u+3bN+2 4u+4bN +3
- > - - -
0 NObh+1 2N(b+1) 3N(b+1) AN(b+1)

elde edilir. m
Sonug 2.3.5.
Eger | = 2 veya k = 2 ise F, y grafindaki % kosesi ile baglayan minimal uzunluklu yoldaki

(n+1)u-n n+Du+n .
dir.
(n+1)N (n+1)N

n. kose sol ve sag yonlendirme igin sirasi ile

Ispat. vn > 0 igin b,, = —I = —2 ve a, = —1 oldugundan Sonug 2.3.3 den
A, = (=1)™n

dir. Boylece (38) den sol yonlendirme icin F, y grafindaki minimal uzunluklu yolun n.

kosesi

D™"(n+Du+ (—-1)"n
D™ (n+ DN

(n+u-n

et DN elde edilir.

dir. Boylece buradan istenen kdse olarak

Sag yonlendirme igin benzer sekilde Vn >0 i¢in b, = -k =-2 ve a, = -1

oldugundan Teorem 2.3.2 den
A, =(-1"n

dir. Boylece (39) dan sag yonlendirme i¢in F,y grafindaki minimal uzunluklu yolun n.

kosesi

D™"™(n+Du—-(-D"n
—D™(n + DN

(n+Du+n

dir. Boylece buradan istenen kdse olarak elde edilir. m
(n+1)N
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Sonug¢ 2.3.6.

Eger | = 3 veya k = 3 ise, m. Fibonacci sayisi

. . <1 + \/§>m (1 - \/§>m

: m= 2 o

E, = 1, m=1 = (49)
Fpy+Fpp  m>1 V5

oldugundan, F, y grafindaki % kosesi ile baslayan minimal uzunluklu yoldaki n. kose sol ve

Fon—F. u Fon+F; u -
2n—I2n+2 ve 2nTi2n+2 d|r.

sag yonlendirme i¢in sirast ile
Fan4aN Fong2N

Ispat. vn > 0 i¢in b,, = —1 = —3 ve a,, = —1 oldugundan Sonug 2.3.3 den
Ap=(D"F,y

dir. Gergekten, (47), (49) esitliginden ve [ = 3 oldugundan

1+ @)2” B <1 . @)Z"
2 2

2

( 1)n%((3 +5)" = (3-V5)") = (-1)" < =

=0

1+v5\"" [1-v5\"
=) (%)

1 n n
= ((3+V8)" - (3-V5) )-<
=2"((3+v5) = (3-v5)") - [(6+2V5)" - (6-2v5) | =0
=2"((3+v5) = (3-v5)")-2"(3+V5) - (3-V5)") =0
elde edilir.

Boylece (38) den sol yonlendirme igin F,, y grafindaki minimal uzunluklu yolun n. kosesi

(_1)n+1F2(n+1)u + (_1)nFZ(n+1)—2
(_1)n+1FZ(n+1)N
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Fon—Fon4au

dir. Boylece buradan istenen kdse elde edilir.

2n+2

Sag yonlendirme i¢in benzer sekilde Vn > 0 i¢in b, = —k = —3 ve a,, = —1 oldugundan
Teorem 2.3.2 den

Ay = (_1)11 Fop

dir. Boylece (39) dan sag yonlendirme i¢in F, 5 grafindaki minimal uzunluklu yolun n.

kosesi

(—1)"+1F2(n+1)u - (—1)nF2(n+1)—2
(_1)n+1F2(n+1)N

Fon+Foniau

dir. Boylece buradan istenen kdse olarak elde edilir. m

2n+2

Sag yonlendirme i¢in yinelenme bagintilarinin matris baglantisindan

(An—l A, ):(0 —1)" (50)
_An _An+1 1 -k

verilebilir. Bu halde F, y grafindaki minimal uzunluklu yolun n. kosesi % olup ayni
n+1

zamanda bu kose (50) matris esitliginden de bulunabilir.

Benzer sekilde sol yonlendirme igin de n. kose A’T—MA“ olup bu kose

n+1N
(An—l An )=(0 —1)"
_An _An+1 1 -l
matris baglantisi kullanilarak bulunabilir.

2.4. Alt Graflarin Olgiisii ve Karmasikhg

F,; ile temsil edilen F- Farey grafi baglantili ve ti¢gensel devreler iceren

yonlendirilmemis bir graftir. [1] deki baglantililik tanimindan, vy, v, € Q olmak iizere
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herhangi iki kose arasindaki d(v,, v,) Farey uzakligi, v, den v, ye F grafinda herhangi bir
yol iizerindeki kenarlarm minimum sayis1 olarak verilir. Béylece d, Q iizerinde bir metriktir.
Ayrica [1] den, F Farey grafinda, oo dan herhangi bir v késesine olan en kisa yol, v yi bir

stirekli kesir ile ifade ederek bulunabilir. Bu siirekli kesir ¢; € Z,i = 1,2, ..., m olmak iizere;

Cm

dir. Buradan d (o, v) = m olarak verilir. Béylece d (oo, v), v nin karmasikliginin bir 6l¢iisti
olarak kabul edilebilir. Dolayisiyla F de p + g (p, q € Z, |q| = 2) kesirlerinin karmasiklig1

2 oldugunda, tam kisimlarin ki 1 olur.

[16] calismasinda yazarlar, F;, alt yoriingesel grafi ile ilgili olan F;, diye
adlandirdiklar1 yeni bir stirekli kesir tanimladilar. b bir tek tam sayi, a;, a,, ... pozitif tam

sayilar ve €4, €,, ... € {11} olmak {izere;

1 2 € ¢ €n
O+b+a,+a,+ "a,

formunun sonlu siirekli kesiri ya da

1 2 € ¢ €n
O+b+a,+a,+ "a,

formunun sonsuz siirekli kesiri bir F; , —siirekli kesiri olarak adlandirilir. F, , alt yoriingesel
grafi ve bu siirekli kesirler arasinda bir baglant1 vardir. Her sonlu F; , —siirekli kesiri, F; ,
grafindaki oo kosesinden bu siirekli kesir degerine giden bir yola karsilik gelir. Ayni
zamanda minimal uzunluklu yoldaki F; , alt yoriingesel grafinin koseleri ve Fy , siirekli

kesiri ile F; , grafindaki minimal uzunluklu yollarin koseleri arasinda da bir baglant: vardur.

[16] daki Sonug 2.8. den, eger F; , grafinin kdse kiimesi
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Xz{z%:p,q €7Z,q>0,(p,2q) = 1}U{00}

ise, 0 zaman oo dan X kiimesindeki her noktaya (F, , grafindaki kenarlarin olusturdugu) bir

tek yol vardir.
Teorem 2.4.1. ([16], Teorem 3.1.)

A) oo dan x € X eolan F, , (F —Farey grafinin alt grafi) alt yoriingesel grafindaki yol,
x in sonlu bir F, , siirekli kesirini tanimlar.
B) X kiimesindeki her bir sonlu F, , siirekli kesirinin degeri ve bu siirekli kesir F;

grafinda oo dan bu degere yakinsak olarak koseler ile bir yol tanimlar.
Teorem 2.4.2. ([16], Teorem 4.1.)
Verilen Vx € X igin F, , siirekli kesirinin agilim1

1 2 & g €n
" 0+b+a, ta,+ a,

X

asagidaki sekilde elde edilir:

b=2|x|+1vel<i<nigin, y; = 2x — 1 olmak iizere,

L oa =2[3(1 +|yi|)]

2. €; =sign(y;),

1
3. Yir1 = v a;.

Aslinda n, her y,,; = 0 igin negatif olmayan en kiigiik tamsayidir.

Ornek 2.4.3.

3363 . . . ..
x=-—F€ X olsun. Teorem 2.4.2 den x in Fy , —siirekli kesiri
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03363 1 2 —1-1-1-1-1-1-1-1-1 (51)
YT 9512 0+1+4+2+4+2+4442+4+2+ 4

seklindedir. Gergekten Teorem 2.4.2 den,

3363
bZZlXJ-Fl:b:Zlm +1=1
1393
72
1 1
a1=2§ 1+W 4
|_4756
__ 1, __ 86
y2_|_1393_ - 71393
4756
1 1
a2=25 1+W =2
|_1393
_ 1 5= 239
S TCY e
1393
1 1
Cl3=2§ 1+W =4
|‘m
1 140
Vs | @ ﬁ
816
1 1
ay=2|5| 1+ 750 || =2

130
235
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140 __m
~ 235
) B (S, |
R AR
140
_1 o,
NN
140
) [ PP, |
a6— E +|_ﬁ -
41
RNy 4
G
41
1 1
a7=2§<1+ 7>‘=4
|-l
1 4
Yo = 4=~z
Z
1
a8=2—<1+—4>‘=2
R
1 1
Vg = 4—2:—1
7

67
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1
Y10:—1—4:0
=

dir. Boylece (51) F; , —siirekli kesiri elde edilir. Bu siirekli kesirden F; , alt yoriingesel

grafinda sol yonlendirmeye gore co dan x e bir yol olarak

1 1 1 1
«— “— «— «— — —
0+ 2 0+ 2 0+—2- 0+2
1 1 1 1
1- 1—— 1-—2=
1 1 4
4 — 1 4 — =
2
2- T
4= T
2- 1
4= T
2= T
&
2__
4
yani
3363 985 577 169 99 29 17 5 3 1 1
«— “— «— «— e — e — e — e = —
9512 2786 1632 478 280 82 48 14 8 2 0
yazilir.

Ote yandan (38) ve (48) den F; g grafinda sol yonlendirmeye gdre minimal uzunluklu

yoldaki 4. kése v,, | = 6 olmak iizere

1
345+ 4, 6—% 3363
V4T84, 8 ~ 9512

olup buradan F3 g grafinda oo dan x e en kisa yol olarak
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yani
3363 577 9 17 3 1
«— «— - — ¢ — 00 =—
9512 1632 280 48 8 0
yazilir.
o

Sekil 23. Kendisi ile eslesmis graf

Sag ve sol yonlii sonsuz kdseli minimal uzunluklu yollar vy = % olmak tizere

[0.8]

A

v CWE(W) < W(vo) « v = @) = 9*(vy) =

Sekil 24. Minimal uzunluklu sonsuz yollar

Sekil 24 bi¢cimindedirler. Ag¢ik¢a goriildiigii izere, minimal uzunluklu bir yol, 6nciil ve ardili
ile birleserek 2 valansh (bulugma sayisi) koselerden meydana gelen bir agacgtir. Her iki yone

dogru olan bu aga¢larin birlesimi F,, y altgrafidir.

Dogal olarak, F, y baglantilidir ve F,, )y deki minimal uzunluklu yollarin koseleri

K, = {%Tn(o):neN} ve K, = {u_TTn(O):nE N}
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olmak iizere; K; U K, c Q kiimesidir. Béylece v; ve v; arasindaki kenar sayisini veren

=i, i#j

d. K, xK, >N (yadad. K, xK, > N),d.(v;,v) ={j+1 b = oo
) ]_

aym zamanda v;, v; € K; (ya da K3) , i,j = 0,1,2, ... koseleri igin bir metriktir. Burada her

kosenin karmagikligi d, (oo, v;) = i + 1 sayisina esittir.

F, v kendine eslesmis oldugundan alt grafin sag ve sol yondeki bi¢imleri Teorem 2.2.3
den Sekil 23 de goriilecegi tlizere simetriktir. Bigimler 6zdes oldugundan, alt graf yon-

bagimsiz (scale-free) olarak kabul edilebilir.

Asagida ozel F, y alt yoriingesel graflarinda sag ve sol yonlendirme i¢in minimal uzunluklu

sonsuz yollar1 irdelenmistir.

F, 9 Durumu: oo - % - 15—8 — --- yolu F, 4 grafinda asla bir devre olmaz [3]. Aslinda bunun

ayni zamanda minimal uzunluklu bir yol oldugunu kolaylikla gosterebiliriz. u =2 ve N =
9 icin u?+ ku+ 1= 0 (modN) den k = 2 oldugu elde edilir. Bu deger bize minimal

uzunluklu yolun sag yonde oldugunu verir.

L et
2 245 2—5
ool 2_ 2_8
9 9 18 9 27
olur. Simetrik sekilde
4 3 2
—— ¢ — ¢ —¢
27 18 9

Teorem 1.9.1 e gore sol yonde bir yol degildir. Teorem 2.2.3 ten [ = 7 igin sol yonde

minimal uzunluklu yol,
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00
)
89 2_7i1 13 2—l 2 5 2+1 g 2+2il
432 9 63 9 9 18 9 27 9

dir.

F; , Durumu: u? = —1(modN) oldugundan F, , alt yoriingesel grafi kendisi ile eslesmistir.
u=1veN = 2i¢in u? + ku + 1 = 0 (modN) den k = 0 (mod2) olur. Teorem 2.2.3 den

k =1 = 2 dir. Boylece her iki yonde de minimal uzunluklu yol;

olur.



3. iIRDELEME

Jones, Singerman ve Wicks modiiler grubun genellestirilmis rasyonel sayilar kiimesi
tizerindeki transitif ve imprimitif hareketi neticesinde olusan altyoriingesel graflar

incelediler [1] :

* G, ; grafinin, literatiirde bilinen Farey grafi oldugu gosterildi.
* F,, v altgraflarmin hangi kosul altinda tiggen devre(circuit) igerdigi gosterildi ve G, ,,
grafi iggen devre igermiyorsa orman(forest) oldugu konjektiir olarak verildi.

» F, v altgraflarmin koselerinin siirekli kesir olarak ifade edilebilecegi gosterildi.

Akbas [3], [1] deki ayn1 imprimitif ve transitif hareket i¢in ilgili konjektiiriin dogru oldugunu
kanitladi. Alt graflardaki devrelerle, imprimitif harekette calisilan grubun eliptik elemanlari

arasindaki iliskiyi ortaya koydu.

Deger, Besenk ve Giiler [6], [1] deki ayn1 imprimitif ve transitif hareket i¢in devre icermeyen
altgraflar1 yani agaglari(trees) incelediler. Agaglardaki minimal uzunluklu yollarin

Pringsheim siirekli kesiri oldugunu gosterip, en uzak koseyi hesapladilar.

Sarma, Kushwaha ve Krishnan [16], [1] deki agaclardan biri olan F; , alt grafinin yeni bir
tiir stirekli kesir olarak tanimlanabilecegini ve keyfi irrasyonel saymin da bu siirekli kesir

cinsinden tek bir gosterime sahip oldugunu gosterdiler.

Bu tez calismasinin motivasyonu, literatiirde bilinen “siirekli kesirlerin yineleme bagintilari

yardimiyla ele alinabilecegi” bilgisi olmustur. Bu baglamda;

®*[1] deki aymi imprimitif ve transitif hareket i¢in yine aga¢ olan alt graflar ele
alinmustir.

» Kendisiyle eslesmis graflar disindaki graflarin yonlenmis-graflar (directed graphs)
oldugu bilinmektedir [1]. [6] da segilen yoniin tersi alinarak elde edilen sonuglar (Yapilan
calismalar 2.2), [6] daki sonuglarla kiyaslanmistir (Yapilan ¢alismalar 2.4) .

= Siirekli kesirler i¢in yazilan yineleme bagintilariyla, bazi alt graflarda Fibonacci

dizisi bulunmustur (Yapilan ¢aligmalar 2.3).


https://www.researchgate.net/researcher/2071363149_S_Kushwaha
https://www.researchgate.net/researcher/2071378508_R_Krishnan

4. SONUCLAR

Bu tezde elde edilen baslica 6nemli sonuglar su sekilde verilebilir:

1. [ = x(u? + 1) tamsayist bulundu (Sonug 2.2.2).

2. u?!+ku+1=0(modN) ve u?—1Ilu+1=0(modN) kongriians
bagintilarindan k ile [ arasindaki iliski ¢ikarildi (Teorem 2.2.3).

3. u*—lu+1=0(modn) ve 1 <l <N olmak iizere F, grafindaki sol
yonlendirme i¢in bir kdsenin gidebilecegi en uzak kdsenin belirlenmesi amaci ile 6nemli bir
teorem verildi (Teorem 2.2.4).

4, u®* +u+1=0(modn) olmak iizere F,, grafinda bir iiggenin mevcut
oldugu bulundu (Teorem 2.2.3) Yinelenme bagintilart ve [ tamsayisi kullanilarak
lA, + Apyq + A,_q = 0 sonucu bulundu.

S. Yinelenme bagintilari [ ve k i¢in ¢oziilerek A, degerleri i¢in birer formiil
verildi(Teorem 2.3.2, Sonug 2.3.3).

6. b € NU {0} olmak iizere F, pyp+1)y grafl icin sag yonlendirmeye gore
minimal uzunluklu sonsuz yol verildi (Lemma 2.3.4).

7. Yinelenme bagmntilar1 kullanilarak F,  grafindaki minimal uzunluklu
yollardaki koseler belirlendi. Ozel olarak k,I =2 ve k,l = 3 durumlan igin koselerin

bulunmasi ile ilgili formiiller verildi ve 6zel diziler ile baglantilar1 ¢ikarildi (Sonug 2.3.5,
Sonug 2.3.6).



5. ONERILER

1. F, y grafindaki minimal uzunluklu yollarin kdselerini tam olarak karakterize

etmek amaci ile algoritmalar gelistirilerek bilgisayar yardimi alinabilir.

2. Bu minimal uzunluklu yollarin kdseleri ile Fibonacci dizisinin ¢ift numarali

elamanlari arasinda bir iligki kurulmustur ve bu iligki gelistirilebilir.

-t t-1
3. Eger k> 2 ise A, = (—1)"21 " Y, (k+Vk? —4) (k +VkZ—4)
elde edilmistir. Bu baginti daha basit bir sekle getirilmek suretiyle bu koselerin

karakterize edilmesi kolaylastirilabilir.

4. [16] da tanimlanan F, , siirekli kesirlerinin 6zellikleri ile bu tezde ¢alisilan
F, v grafindaki minimal uzunluklu yollar arasindaki iliskiler daha detayli bir sekilde

incelenebilir.

5. F, y grafindaki minimal uzunluklu yollarin koselerini veren I'y(N) kongriians

alt grubunun elemanlarinin Mobiiis doniisiimlerinin 6zellikleri incelenebilir.
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