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Bu ¢alismada ikinci mertebeden kendine es

@y) +As—qy=0
denkleminin katsay1 fonksiyonlariin belirli varsayimlari saglamas1 durumunda yardimer 6zdeger
problemi kullanilarak kararsizlik araliklarinin uzunluklari i¢in bazi asimptotik sonuglar elde
edilmistir.

Katsay1 fonksiyonlar1 p’'(x) ve s''(x) mevcut ve pargali siirekli kabul edilmistir. Potansiyel
fonksiyonu g (x) ¢ift (veya tek), [0, a] lizerinde integrallenebilen a periyodlu bir fonksiyondur.
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In this thesis we obtain some asymtotic results for the length of the instability intervals for
the second order differential equation
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are derived by means of an auxiliary eigenvalue problem under various assumptions on the
coefficient fuctions.
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SEMBOLLER DiZiNi

: periyodik ve yar1 periyodik 6zdegerler

: yardimci 6zdegerler

: kararsizlik araliginin uzunlugu

: A, 0 a yaklagirken

: asimptotik davranislari tarif etmek i¢in kullanilan simgeler
: X’e gore birinci tiirev

: q(x) fonksiyonunun x’e gore r. mertebeden tiirevi



1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Ikinci mertebeden

y) +(As—qy=0 1)

denklemi; p"(x) ve s'(x) mevcut ve pargali siirekli olmasi durumunda uygun

doniistimler yardimiyla

y'+(A-q@y=0 (2)

denklemine indirgenebilir[4]. A reel bir parametre ve q(x) ise reel degerli bir

fonksiyondur. (2) denkleminin lineer bagimsiz y; ve y, ¢oziimleri

y1(0,1) = y;(0,1) =1, y1(0,1) = ,(0,4) =0

kosullarin1 saglamas1 durumunda diskriminant fonksiyonu

D(A) = y1(a,A) + yz(a, A)

olarak tanimlanir. D(A) — 2 = 0 denkleminin sifir yerleri Ay, A4, 4, .... ile gosterilirse bu
degerler (2) denkleminin periyodik sinir kosullarimi saglamasi durumunda periyodik
ozdegerler olarak bilinmektedir[4]. Benzer sekilde D(A) + 2 = 0 denkleminin sifir yerleri
Uo» U1, Ug, ... 1le gosterilirse, bu degerler de (2) denkleminin yar1 periyodik sinir kosullarini
saglamasi durumunda yar1 periyodik 6zdegerler olarak adlandirilir.

Genel olarak A,, ve u,, degerleri

/10<‘U.0S,U-1</11S12<,UZH..



bagintisina sahiptir[4]. A € R ve 1 € (A2p, Uam) Y (U2ma1, A2me1) Olmasi durumunda (2)
denkleminin trivial olmayan tiim ¢oziimleri (—oo, 00) araliginda sinirhdir.

A€ (—00,10) U (Uoms Uom+1) YU (Aama1, A2msz) olmast  durumunda ise (2)
denkleminin tiim sifirdan farkli ¢6ziimleri (—oo, 00) araliginda siirlidir. ((y5,, Uomse1) VE
(A2m+1, A2ma2) araliklarn sirasiyla (2m + 1).ci ve (2m + 2).ci kararsizlik araliklart,
(=00, Ap) ise sifirinct kararsizlik araligr olarak adlandirilir.

Kararsizlik araliklarinin bilinmesi durumunda q potansiyel fonksiyonu hakkinda bazi
sonuglarin elde edilmesi miimkiindiir. Genel olarak bu tiir problemler ** ters problemler’’
olarak adlandirilir ve bu konuda yapilan ¢aligmalardan en 6nemlisi 1946 yilinda G. Borg
tarafindan ispatlanmistir[6]. Benzer caligmalar ve alternatif sonuglar Hochstadt[7] ve
Ungar[8] tarafindan yiiriitiilmiuistiir.

Bu c¢alismada, (2) denklemindeki q(t) fonksiyonu reel degerli, [0,a] tizerinde

integrallenebilen, a periyoduna sahip ve ayrica

q(t) = q(a —t) veya (q(t) = —q(a — 1))

kosulunu saglayan bir fonksiyon olarak kabul edilmistir. Bu kosullar altinda (2)
denkleminin y(t) = y(t + a) = 0 siur kosullarini saglayan ve yardimci 6zdegerler olarak
adlandirilan A, (7) Ozdegerleri hesaplanarak A, ve u, i¢in asimptotik sonuglar elde
edilmistir. Analitik olarak yapilan ¢alismalar sonucunda elde edilen asimptotik tahminler
kullanilarak kararsizlik araliklani ile ilgili [, = F(n) + O(n™%) seklinde sonuclar elde
edilmistir. Bu sonuglar farkli 6rneklere uygulanmis ve niimerik yaklagimlar kullanilarak
kararsizlik araliklarinin uzunluklar1 hesaplanmistir.

Ikinci boliimde genel bir ¢dziim formu elde edebilmek amaciyla asagida tanimi
verilen biiyiikk “O” ve kiiciik “0” notasyonu kullanilacaktir:

““xo noktasinin herhangi bir g, civarindaki tiim x’ler i¢in
[f )] < Mlg()l, x € g0, x # xo

esitsizligini saglayan bir M > 0 sayis1 varsa X, X’ a yakinsadiginda f (x) fonksiyonu, g(x)

fonksiyonuna gore siirlidir” denir ve



flx) = 0((gx)),x - x, seklinde yazilir. ”

“f(x) ve g(x) fonksiyonlar1 x,noktasinin herhangi bir g, civarinda tanimlanmis ve

g(x) # 0 olmak tizere
lim G 0
x—-x0 9(x)

esitliginin saglanmasi1 durumunda f(x) fonksiyonuna g(x) fonksiyonundan asimptotik

olarak kiiciiktiir” denir ve

fO) =0(gx)), x-x

seklinde yazilir.” [1].

1.2. Periyodik ve Yar1 Periyodik Ozdeger Problemleri
{p()y' ()} +{2s(x) —q()}y(x) =0 (1.1)

denkleminde p(x), q(x) ve s(x) fonksiyonlar1 a periyoda sahip; A ise reel bir parametre
olsun.

(1.1) denklemi igin iki Ozdeger problemi ele alinacaktir. Bu problemler (1.1)
denklemi i¢in temel olusturmaktadir. Burada bahsedilen o6zellikler boliim 1.3'deki D(4)
icin A’nin incelenmesinde kullanilacaktir.

I. Periyodik Problem: [0, a] aralig1 izerinde taniml

Py ()} + {As(x) —q()}y(x) =0

denklemi ile

y(@) =y(0), y'(a)=y'(0) (1.2)

periyodik sinir kosullarini saglayan problemdir.



D = d/dx olmak lizere L := D[p(x)D] — q(x) operatorii verilsin.
(1.2) problemi

Lly] + As(x)y =0

seklinde ifade edilir. Simdi bu operatoriin simetrikligi asagidaki gibi gdsterilsin. Verilen
aralik tlizerinde siirekli, ikinci mertebe tiireve sahip ve verilen sinir kosullarini saglayan her

u, v fonksiyonu i¢in

Llul = {D[p(x)D] — q(x)}u
= [pu'l —q()u
=p' (u’ + p(u” —q(x)u
Liv] ={D[p(x)D] — q(x)}v
=[Pl —q()v
=p' (v +p()v" —qx)v

ve u(a) = u(0), u'(a) = u'(0),v(a) = v(0),v'(a) = v'(0) kullanilirsa

J, L[] = vL[u])dx
= foa[u p'()v +up(x)v" — q(x)uv —vp'(x)u’ —vp(x)u" + q(x)uv]dx

= foa p'(uv' —vu')dx + foap(x)(uv” —vu'")dx
J1 J2

seklindedir. Buradaki J; ve J, integralleri hesaplanirsa

Ji = v’ —vu)pl§ — [, puv’ —vu') dx

!

=— foap(u’v’ +uv” —v'u’ —vu'")dx

= — foap(uv” —vu'")dx
=/

>L1+/,=0

= [uL[v] - vL[uDdx =0,



bulunur. Yani operator verilen sinir kosullarina gore [0, a] tizerinde simetriktir.

(1.2) problemi kendine estir ve sayilabilir sayida 6zdegerlere sahiptir yani;
AL A,<...ven—-o, 1, > [2] (1.3)

saglanir. A1, (n=0,1,2,. . .) Ozdegerlerine karsilik gelen O6zfonksiyonlar v, (x) ile

gosterilirse bunlar da asagidaki 6zellige sahiptirler.

1, (m=n)

Jo GG = |

Burada v, (x) a periyotlu stirekli diferansiyellenebilen fonksiyonlar olmak tizere reel
eksenin tamamina genisletilebilir. Bu nedenle bu fonksiyonlar 4,, 6zdegerine karsilik gelen

(1.1) probleminin ¢oziimleridir.

I. Yar1 Periyodik Problemi: [0, a] aralig1 iizerinde tanimli

Py ()} +{As(x) —q()}y(x) =0

denklemi ile

y(a) = —y(0), y'(a) =-y'(0) (1.4)

yar1 periyodik sinir kosullarini saglayan problemdir.
Bu problem de benzer sekilde kendine estir ve verilen sinir kosullarina gore

simetriktir, bu nedenle sayilabilir sayida 6zdegerlere sahiptir. Yani;
Uo< U< Uy <... Ve pyn-—-o ,n-oo (1.5)

dir. Yar1 periyodik 6zdeger probleminin 6zdegerleri u, (n =0,1,. . .), bu 6zdegerlere
karsilik gelen 6zfonksiyonlar da &, (x) ile gosterilir.
Ornek 1.1: p(x) =s(x)=1,q(x) =0, x € [0,a] olmasi durumunda, (1.1)

denklemi y"" + Ay = 0 denklemine indirgenir.



A =0 igin ¢Ozim

y:C1+C2x

dir. Sinir degerleri kullanildiginda ise

y(0) =c;, y(a) =c; +ca

ve buradan

1 = C1+C2a

olur. Tiirev alinir, a da hesaplanir ve y'(0) = y'(a) kullanilirsa

y'(0) =c; =y'(a)
y ve y' den
c,a=0

c; =0,cq keyfi

elde edilir. Burada ¢, 6zel olarak 1 alinirsa

Ao = 0 6zdegerine kars1 Py(x) = 1 bir 6zfonksiyondur.
A =k? > 0i¢in ¢dziim
Yy = ¢yc08kx + c,sinkx
dir. Sinir degerleri kullanildiginda ise
y(0) = ¢;, y(a) = cycoska + cysinka

ve buradan

¢1 = cycoska + cysinka



olur. Tiirev alinir, a da hesaplanir ve y'(0) = y'(a) kullanilirsa

y'(a) = —kcysinka + kcycoska = ke, = y'(0)
y vey'den
¢, (1 — coska) — c,sinka = 0

cisinka + ¢, (1 — coska) = 0

elde edilir ve sifirdan farkli ¢6zlim icin katsayilar determinanti kullanilirsa

1-coska —sinka | _ _ 2 )
sinka  (1-coska) = (1 — coska)“ + sin“ka

=1 — 2coska + cos? ka + sin? ka
=0

= (2 — 2coska) =0

= 1=coska=ka=2(m+ 1n

2(m+1)m
a

> k=

bulunur ve

4(m + 1)%n?
Aym+1 = Aamsz = B E—

seklinde olur.

A = —k? < 0 igin ¢dziim

y = cycoshkx + c;sinhkx
dir. Sinir degerleri kullanildiginda ise
y(0) =¢;, y(a) = cycoshka + c,sinhka

ve buradan



c1 = cycoshka + cysinhka
olur. Tiirev alinir, a da hesaplanir ve y'(0) = y'(a) kullanilirsa

y'(a) = kcysinhka + kcycoshka = kc, = y'(0)
y ve y'den

c1(coshka — 1) + c,sinhka = 0

cisinhka + c,(coshka —1) =0

elde edilir. Sifirdan farkli ¢6zlim i¢in katsayilar determinant1 kullanilirsa

(coshka-1)  sinhka | _ N2 w2
sinhka (coshka—1)| — (coshka — 1) sinh“ka

= 1 — 2coshka + cosh? ka — sinh? ka
=0

= (2 — 2coshka) =0

= 1 = coshka

>ka=0

bulunur. Yani,

A = —k? < 0 6zdeger degildir.
Benzer sekilde

y'+Ay=0

y(a) = —y(0),y'(a) = —y'(0)

yar1 periyodik probleminin 6zdegerleri i¢in

u =0 icin

y=citcx,y =c

y(@ =-y(0)=c +ca=—¢
y'(@==y'"(0)=c,=—c

oldugundan ¢; = 0, ¢, = 0 dir. Buradan u = 0 6zdeger degildir.



u=k%>0 icincdziim

Yy = cyc08kx + cysinkx
dir. Sinir degerleri kullanildiginda ise
—y(0) = ¢y, y(a) = cicoska + c,sinka
ve buradan
—c; = cycoska + c,sinka
olur. Tiirev alinir, a da hesaplanir ve —y’(0) = y'(a) kullanilirsa
y'(a) = —kcysinka + kcycoska = —kc, = —y'(0)
y ve y'den
¢1(1 + coska) + c,sinka = 0

—cysinka + c,(coska+1) =0

elde edilir. Cozlim i¢in katsayilar determinant1 kullanilirsa

1+coska sinka _ 2 P10 2
“sinka  (1+coska)| = (1 + coska)® + sin“ka

= (1 + 2coska + cos? ka + sin? ka)
=0
= 2+ 2coska =0

= —1=coska = ka=02m+ Dn

m+1)7m
>k =—-—
k a
bulunur. Yani,
_ _ (2m+1)2n?
HUom = Uom+1 = a2

seklinde olur.
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u = —k? < 0 igin ¢dziim
Yy = cycoshkx + c;sinhkx
dir. Sinir degerleri kullanildiginda ise
—y(0) = —¢;, y(a) = cicoshka + cysinhka
ve buradan
—c; = cycoshka + cysinhka

olur. Tiirev alinir, a da hesaplanir ve —y'(0) = y'(a) kullanilirsa

y'(a) = kcysinhka + kcycoshka = —kc, = —y'(0)
y ve y'den

c1(coshka + 1) + c,sinhka = 0

ciSinhka + c,(coshka +1) =0

elde edilir. Cozlim i¢in katsayilar determinant1 kullanilirsa

(coshka+1) sinhka _ 2 _ cinh?2
cinhka (coshka+1)| = (coshka + 1) sinh“ka

= 1+ 2coshka + cosh? ka — sinh? ka
=0
= (2 + 2coshka) = 0

= —1 = coshka
bulunur.
Bu esitligi saglayan bir k degeri yoktur. Yani,

u = —k? < 0 dzdeger degildir.
Ornek 1.2: p(x) =1,q(x) =0,

s(x) =1 (—%a<x£0), s(x)=9 (0<x£%a)

olmak iizere,
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y" 4+ Asy = 0 denklemi iki ayr1 aralik i¢in;
y'+y=0 —%a<x£0

y'+9y =0 0<x£%a

seklinde olur.
Periyodik problem: A = 0 6zdegerine kars1 ¥,(x) = 1 6zfonksiyonun oldugu agiktir.

A > 0 i¢in denklemin genel ¢6ziimii asagidaki forma sahiptir.

Acosx VA + BsinxVA (—%a <x< O)
2 Ccos3x\VA + Dsin3xVA (O < x < %a)

Y1 —

ve

vi_ { — AV2sinxVA + BVAcosxV2
Z —3CV2sin3xVA + 3DVAcos3xVA

dir. Burada A,B,C,D sabitlerdir. Coziimiin stirekliligi kullanilir ve x = 0’daki tiirevi

alinirsa

A =C,B=3Ddir.

[— % a, % a] araligina iliskin periyodik sinir sartlari, yani

V1 (— %) =Y (%) V1 (— %) =Yy, (g) kullanlirsa;

C {cos G a\/Z) — COS G a\/z)} +D {sin (S a\ﬁ) + 3sin G aﬁ)} =0

C {3sin G aﬁ) + sin G a\/z)} - 3D {cos G a\/I) — COS G aﬁ)} =0
bulunur.

C ve D ayni anda sifir olmaksizin, sifirdan farkli ¢6ziim elde etmek i¢in katsayilar

determinant1 hesaplanirsa
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cos(%aﬁ)—cos(%a\/i) sin(;a\/z)+3 sin(%a\/i)
3sin(2a\/z)+sin(%a\/z) —3cos(ga\/z)+3 cos(%a\/z)

—3 cos? G a\/z) + 6 cos G a\/z) cos G a\/I) — 3 sin? (3 a\/I) — 3 cos? (% a\/i) —
3 sin? G a\/z) —10 sin (Z a\/z) sin G a\/I) =0

= 8cos2avA — 2cosaVA—6=10

= 8cos?aVA— cosaVA—7=0 (1.6)

=0

esitligi elde edilir. (1.6) i¢in iki durum s6z konusudur. Birinci durum;

7

COSa\/Z = _E

dir. Bu durumda 6zdegerler basittir. ikinci durum ise

cosavi =1

dir. Bu durumda ise 6zdegerler iki kathdur.

Bu nedenle 1, = 0 ve m = 0 igin

2

1 1 32
1 _ 4(mn+5a) 1 _ 4{(m+1)n’—§a}
im+1 — a2 ) am+2 — a2 )
4(m+1)%n?
/14m+3 - A4m+4 - a2

olur. Burada
0<a< %nve a = cos~ ! (—g)
dir.

Yar1 periyodik problem: [— % a, % a] araligina iliskin yar1 periyodik sinir sartlar1 yani

(-9 =€) i (-2) = - &) ki
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C {—cos G a\/z) — COoS G a\/z)} —-D {sin G a\/z) — 3sin G aﬁ)} =0
C {—BSin (g a\/z) + sin G a\/z)} + 3D {cos G a\/z) + cos G aﬁ)} =0

bulunur.

C ve D ayni anda sifir olmaksizin, sifirdan farkli ¢6ziim elde etmek i¢in katsayilar

determinant1 hesaplanirsa

—cos(%a\/i)—cos(%a\/i) —sin(ga\/i)+3 sin(%aﬁ)

—3sin(§a\/7)+sin(%a\/1) 3cos(§a\/7)+3 cos(%a\/i)

= —3cos? G a\/I) — 6c0s (% aﬁ) cos G a\/I) — 3 sin? (% aﬁ) —
3 cos? G a\/I) — 3 sin? G a\/I) + 10 sin G a\/I) sin G aﬁ) =0

= 8cos2aVA — 2cosavi+6 =0

= 8cos?aVA— cosavi—1=0

=0

esitligi elde edilir. Bu durumda 6zdegerler ise;

cosavA = (1 ++/33)/16

olur.

Yar1 periyodik problemin 6zdegerlerinin tiimii basittir ve

4 L5 4 1)
Ham = —(WHZ ) » Ham+1 = —(WHZY)

a? a?

4{(m+1)n—§y}2 4{(m+1)rt—%ﬁ}2

Ham+2 = a2 ) Ham+3 = a?

olur. Burada

f = cos™1 {H\/ﬁ}, y = cos™{(1 —V33)/16}

16

dir.
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1.3. Priifer Doniisiim Formiilleri

Bu bolimde

)y ()} +{As(x) —q(x)}y(x) =0

probleminin 6zdegerleri olan A4,, ve u, (n = ) igin asimptotik tahminler elde edilecektir.

Bunun i¢in eger p''(x) ve s’ (x) mevcut ve pargali siirekli ise

{p()y' ()} +{2s(x) —q()}y(x) =0

probleminin ¢6ziimii i¢in asagida verilen Liouville doniistimii ve doniistliriilmiis denklemi

kullanilir.

e= [ q, 20 = s

p(w)
Doniistiiriilmiis denklem,;

d?z(t)

— +t{1-0®3z(1) =0, (1.7)
Q) =q(x) — p%(x)s_%(x) :—xp(x) :—x {p(x)s(x)}_% (18)
seklindedir.

A parametresi degismez. Ayrica x-aralig1 [0,a] lizerinde periyodik ve yar1 periyodik
sinir kosullarina karsilik gelen t-araligi icin ayni tipte smir kosullarina dontstiiriliir.

Bundan dolay1 (1.7) esitligi i¢in periyodik ve yar1 periyodik 6zdegerler olan 4,, ve u,,

Py ()} + {As(x) — q()}y(x) =0

problemindeki 6zdegerler ile aymdir. g7 (x), pT+?(x) ve sT*?(x) in tiimii meveut ise

Q(t) r defa tiirevlenebilirdir.
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p"'(x) ve s"(x) mevcut degil ve {p(x)y'(x)} + {As(x) — q(x)}y(x) = 0 problemi
oldugu gibi uygulanamazsa bu durumda Liouville doniisiimii kullanilamaz. Asagidaki

denklem gbz Oniine alinsin.

{C)y' ()} +D)y(x) =0 (% Sx <x3) (1.9)

Burada C(x) ve D(x) reel degerli, periyodik olmasi gerekmeyen ve tiirevleri pargali
siirekli fonksiyonlar olmak iizere; C(x) ve D(x) pozitif ve R(x) = {C(x)D(x)}” olarak
tanimlansin.

Eger y(x) (1.9) esitliginin sifirdan farkli reel degerli bir ¢éziimii ise

R(x)y(x) = p(x)sinf(x), C(x)y'(x) = p(x)cosh(x) (1.10)
dir. Burada

p(x) = {R*()y*(x) + C*(x)y"* (x)}”
6(x) = tan" " {R(x)y(x)/C(x)y'(x)}

ile verilir.
(1.10) deki ilk denklemden y'(x),

{R()y()} = {p(x)sinb (x)}'

= R'(x)y(x) + y'(x)R(x) = p'(x)sind(x) + 6'(x)cosO(x)p(x)

o' (x)sinB(x)+8' (x)cosB(x)p(x)—Rr(x)y(x)
R(x)

=>y'(x) =

olarak bulunur. Bu deger (1.10) deki ikinci denklemde yerine yazilirsa

p' (x)sinB (x)+0' (x)cosO(x) p(x)—Rr(x)y(x)
C(x) [ 0O ] = p(x)cos6(x)

P(X)C(:'(OXS)G(X)R(X) + P(X)I:(in)e(x)Rr(x) _ p'(x)sin@(x) — HICOSQ(X)p(X)
= 0'(x)cosf(x) = — L iC P X in 0(x) + co s0(x) + SLnH(x) (1.12)

p(x)

elde edilir. Daha sonra (1.10) de ki C(x)y’'(x) ve y(x) ifadeleri (1.9) da yerine yazilirsa
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{p(x)cosO(x)} + D(x )M 0
’ R(x)

)sinf(x)

= p'(x)cosO(x) — 0'(x)sinb(x)p(x) + D(x) p(xR(x) =0

)co 6(x) + sm 0(x)

= 0'(x)sinf(x) = =

elde edilir. Sartlar yeniden diizenlenir ve p(—) ifadesi yok edilirse asagidaki esitlik saglanir.

e _ (PEOY% | 1 {c@D®Y .
') = (33) +7 ama-sin(20(x) (1.12)

0 < 6(ay) < molan bir a, € R gbz 6niine alimsin.

ag < a; < x, olmak tizere y(ay) = 0 kosulunu saglayan y(x), (ay, a;] de N tane
sifir yerine sahip ise

Nt <6(a,) <(N+ m (1.13)
olur.

Lemma 1.1 [3]: q(t) fonksiyonu [0, a] lizerinde integrallenebilir bir fonksiyon

olmak tzere

T<x;<x<1t+a,t€][0,a]icin

f;lz q(t) i;’z (co(t,7))dt = 0(1)
dir. Ozel olarak

[a@® 3 (co(®))dt = o(1)

seklindedir.
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1.4. Asimptotik Tahminler
Literatiirde mevcut olan asagidaki teoremler, A,,,.1 V€ Ay, icin asimptotik

tahminleri verir. Ayn1 tahmin ve ispatlar p,,, Ve Uym,4q i¢in de gecerlidir. Yalnizca iy,

Ve Uzmeq de 2(m + 1) in yerine (2m + 1) yazilir. I asagidaki sekilde tanimlansin.

1
I= [ {s()/p()}edx
Teorem 1.1 [4]: m — oo iken Aym4q V€ Aymao asagidaki esitligi saglar.
VA =2(m+ DIt + o(m) (1.14)

Teorem 1.2 [4]: s'(x) mevcut ve pargal siirekli olsun. m — o iken A, .1 Ve

Aom+2 asagidaki esitligi saglar.
VA=2(m+ Drl™t +0(1) (1.15)
Bundan sonra p(x) = s(x) = 1 oldugunu varsayalim.

Teorem 1.3 [4]: p(x) =s(x) = 1olsun. m — oo iken Aypmiq V€ Aymyo asagidaki

esitligi saglar.

\/Z — 2(m+1)w + i(m + 1)—17.[_1 foa q(x)dx + O(m_l) (116)

a

Teorem 1.4 [4]: p(x) = s(x) = 1 olsun. g™ (x) mevcut ve pargali siirekli olsun.

Aom+1 V& Aomso asagidaki esitligi saglar.

VA = B4 S A 20m + D/a} ™ + o(m ™) (1.17)

a

Burada A, m den bagimsiz g ve onun g"~* e kadar tiirevlerini icerir.
Ozellikle;
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1 1
A = zfoaq(x)dx, A, =0, A3 = gfoa q%(x)dx — A,* (1.18)

seklindedir.
Teorem 1.5 [4]: p(x) = s(x) = 1 ve q(x) pargal1 siirekli olsun. m — oo iken A,,,41

Ve A,m4o sirasiyla eksi ve arti isaretiyle asagidaki esitligi saglar.

3
Y7 = Hmiom %(m + 1) g7t foa q(x)dx + %m‘ln‘laCZmH + 0(m™)

a

Burada c, = (aZ + b,")?, a,ve b, ise q(x) in [0,a] da tamiml Fourier

katsayilaridir, yani

a, = EfC”a q(t) cos (277” t) dt

a

ve
2 rct+a q 2nm
b, = 2 fc q(t) sin (T t) dt
seklindedir.

1.5. Kararhlik ve Kararsizlik Araliklar

{p()y' ()} + {As(x) — q()}y(x) =0 (1.19)
denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri ¢, (x, 1) ve ¢, (x, 1) ile gosterilsin, dyle ki

$.(0) =1, ¢1’(0) =0,¢,(0) =0, ¢2’(0) =1
saglansin.

Bu durumda ¢, (x, 1) ve ¢p,(x, 1) analitik fonksiyonlardir [4].

(1,19) denklemin diskriminanti
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olarak tanimlanir. D(A), A'nin siirekli fonksiyonu oldugundan |D(1)| < 2 sartin1 saglayan
A degerleri reel x ekseninde agik bir kiime olustururlar. Bu kiime ayrik agik araliklarin
sayilabilir birlesimi ve bostan farkli bir kiimedir.[4] Bu araliklar (1.19) denkleminin
kararlilik araliklaridir. Benzer sekilde |D(A)| > 2 sartini saglayan araliklar (1.19)’in
kararsizlik araliklaridir. Kararlilik araliklarinin kapaniglari olan |D(A)| <2  sartim

saglayan araliklar (1.19) denkleminin kosullu kararlilik araliklaridir.

1.6. D(4) Fonksiyonu

An Ve Uy, (1.3) ve (1.5) de tanimlandigi gibi sirasiyla periyodik ve yari periyodik
Ozdegerler olmak tizere D (A) fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir.

Teorem 1.6 [4]: A,, ve u, yukarida tanimlandig1 gibi olmak tizere

(1) A, ve u, asagidaki esitsizligi saglar.

A <Up S <UL S <puySu <3<, <. ..

(i) [Aym , Uom | araliginda D(A) 2’ den -2’ ye azalir.

(il)) [ Mame1»A2mer | araliginda D(A) -2° den 2’ ye artar.

(iv) (=0, 1) Ve (A2ms1  Azm+2) araliklarinda D(A) > 2 dir.

(V) (Uom ,HMzms1) araliginda D(A) < -2 dir.

Sonug olarak (1.19) probleminin kararlilik araliklart (Ay, , Uom) » (Uame1 » A2me1)
ve bu araliklarin kapanislar1 da kosullu kararlilik araliklaridir.

(1.19) probleminin kararsizlik araliklar1 ise (—,4¢) , (Aams1,A2ms2) V€
(Uom » M2m+1) seklindedir.

(Uam » Hom+1) » (Aoma1 » Adamaz) sirastyla (2m+1) ve (2m+2) nci kararsizlik araligi,
(—o0, Ap) ise sifirinci kararsizlik araligi olarak adlandirilir.

n. ci kararsizlik araliginin uzunlugu ise [,, ile gosterilir.

n=2m+1i¢in lyms1 = Uom1 — Hom V& N =2m+2 i¢in by = Aoy —

/12m+1

ile hesaplanir.
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{p()y ()Y +{As(x) —q(x)}y(x) =0 problemi; 0<t<a olmak iizere

asagidaki siir kosullariyla gbz 6niine alinsin.

y@=y@+a)=0,y (@) =y(+a)=0 (1.21)

Bu problemin 6zdegerleri A, (7) ile gosterilsin. Bu 6zdegerler yardimci 6zdegerler
olarak adlandirilsin.
Teorem 1.7 [4]: T € [0,a] olmak iizere A,,,(7) Ve A,,41(7) fonksiyonlarinin

gorintiileri sirasiyla [tom , Uom+1] V€ [A2ma1 » A2ma2] il€ Verilir yani;

Uom < Aom(T) < lome1 > Aamar < Aomer(T) < Ao (1.22)

dir.

Sonug olarak

mindym(7) = om maxAym(T) = fams1 (1.23)

ve benzer sekilde

Mindzms1(t) = Aamer s, MaxAzpme1(T) = Aoy (1.24)

dir.

1.7. Kararsizlik Araliklarinin Uzunlugu

{p(xX)y'(x)} + {As(x) — q(x)}y(x) = 0 probleminin n.nci kararsizlik araliginin
uzunlugu olan [, i¢in asagidaki tahminler mevcuttur.

Teoreml.8 [4]: n — oo iken [, asagidaki 6zellikleri saglar.

i. 1, =o0(n?;

ii. Eger s'(x) mevcut ve pargali siirekli ise 1, = o(n);

iii. Eger sT+2(x), pT*2 (x) ve ¢ (x) mevcut ve pargali siirekli ise I,, = o(n™")

dir.
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Teorem1.9 [4]: n — oo iken [, asagidaki ozellikleri saglar.

i. Egers(x) pargali diizgiin ise [,, = 0(n);

ii. Eger s’'(x) mevcut, s'(x) ve p'(x) pargal1 diizgiin ise [,, = 0(1);

iii. Eger sT*2(x), pT*? (x) ve ¢ (x) mevcut ve parcal diizgiin ise
l,=0(n7"1) dr.



2. YAPILAN CALISMALAR, BULGULAR VE IRDELEME
2.1. Asimptotik Tahminlerle lgili Literatiirde Mevcut Bazi Sonuclar

Bu boliimde 1. boliimdeki tanim, teorem ve yontemlerden faydalanarak asagidaki

diferansiyel denklemin spektral yapist incelenmektedir.

y' @)+ (2A—qt+D)y(®) =0 (2.1)

Burada q(t) reel degerli ve [a, b] araliginda lebesque anlaminda integrallenebilir bir

fonksiyon; te[0, a] ve A spektral parametredir.

2.2. Ozdegerler Icin Asimptotik Coziimler

q(t) reel degerli ve [a,b] araliginda lebesque anlaminda integrallenebilir bir

fonksiyon ve te[0, a] olmak iizere;

y' (@) +(A—qt+D)y) =0 (2.2)
diferensiyel denklemi
y(0)=y(a) =0 (2.3)

sinir kosullar1 ile goz Oniine alinsin. (2.2) denklemi (2.3) sinir degerleri ile asagidaki

probleme denktir [5].

y' +(A-q®O)y®) =0 (2.9)

y@=y@+a)=0 (2.5)



23

(2.1)-(2.3) ozdeger probleminin n — o igin A,(t) Ozdegerlerinin asimptotik

yaklasimlarinin

Ap(t) = F(n) + o(n™K) (2.6)
oldugu bilinmektedir. Burada K, q(t) fonksiyonunun diizgiinliigline bagl olarak hata
teriminde bulunan bir sabittir. g potansiyel fonksiyonunun diizgiinliigii arttikga K sabiti de

daha biiyiik degerler alacaktir.

Asagida tanimlanan priifer doniisiimii goz ontine alinsin.

— q1/2 Y&
tanf(t, A, 7)== A Sen t €lr,t+a] (2.7)

(2.5) smir degerleri kullanilirsa
0(t) =0, 0(t+a)=n+1)mr (mEN)

elde edilir.
(2.2) a karsilik gelen 6 denklemi

1 1
0'(t,7) = A2 — %A_Eq(t) + %A_Eq(t) cos 20(t, 7) (2.8)
ile verilir. (2.8) denkleminin [z, x] tizerinde integrali alinirsa
1
0(x,7) = A2(x — T) — %A‘l/z [Fq(®dt + §A-1/2 7 q(®) cos(26(¢, D)) dt  (2.9)

bulunur.
(2.8) denkleminde ki 6(t, t) fonksiyonu i¢in, [6] de tanimlandigi gibi asagidaki dizi

g0z Oniline alinsin. k = 1,2,3. . .i¢in

6,(t,7) = Ao(t — 1) — 2 47V2 [ q(s)ds (2.10)
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Oe1(t,7) = 0:(6,7) + 5472 [ q(s)cos( 20, (s, 7)) ds (2.11)
seklindedir.

Lemma 2.1 [7]: q(t), t € [t,T + a] igin integrallenebilen bir fonksiyon ve x; ,x,:

T < X1 < Xy < T+ a olmak iizere

f;“f q(®) % (cB(t,T))dt = o(1)

dir.
Lemma2.2[8]: t € [r,T + a] ve g € L*[0, a] verilsin. A - o igin;
f: q(s) cos(260(s, 7)) ds = o(1)

seklindedir.

Ispat: yu :==m/ (2/1%) seklinde tanimlansin. Ayrica
xrtusavex, —x;=u
kosullar1 verilsin.
Xot+U

I := f;lz q(s) cos(ZH(s, T)) dsvel == q(s) cos(ZG(s, T)) ds

xX1+u
seklinde tanimlansinlar.
' + +
[—1 = f: “q(s) cos(26(s, 7)) ds + f;; “q(s) cos(26(s, 1)) ds
olur. Her iki tarafin mutlak degeri alinirsa

I -1 = |f:+”q(s) cos(20(s,1))ds + f;zzwq(s) cos(26(s, 1)) ds|

< [;"a(s)llcos(20(s, )lds + [7 " lq(s)lIcos(26 (s, 7)) ds
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—1 < cosx < 1veq € L}[0,a] ve u = 0(1) oldugundan
I—1'"=0(1) (2.12)
olur.

X2+ U

[+1 = f;lz q(s) cos(26(s, 1)) ds + [

ot q(s) cos(26(s, 1)) ds

esitligine u = x — p doniistimii uygulanirsa

I[+1' = fx)iz[q(s) cos(ZH(s, T)) ds + q(s + u)cos(20(s + p, ‘L'))] ds
=f;12 q(s){cos(26(s, 7)) + cos(26(s + p, 7)) }ds

+ f;lz cos(20(s + w1, 7)) {q(s + 1) — q(s)}ds

bulunur. g € L0, a] oldugundan

Sy ats +m) = q(s)lds = o(1)

saglanir. Bu durumda esitligin son terimi o(1) olur. Ayrica

cos(29(s, T)) + cos(29(s +u, T)) = 2cos{O(s +u,7v) +6(s,7)}
cos{0(s + u,t) — 0(s,7)}

dir. Ek olarak 0 < x; < x, < ave § > 0 olmak iizere x, — x; < §4~/2 verilsin.

Bu taktirde A4 — o i¢in

6(x,) — (xy) = A2, — x1) + 0(1)
dir (Lemma 4.1.[7]). Buradan
O(s+ut)—06(s,1) = §+ o(1)

bulunur. Bu durumda I + I’ esitliginin ilk terimi de o(1) olur. Sonug olarak
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I+1' =0(1) (2.13)
elde edilir. (2.12)-(2.13) esitlikleri ile
I =0(1)

olur. Ozel olarak x; = T ve x, = t alinirsa ispat tamamlanir.

Lemma2.3[8]: t € [t,7+ a] ve (k = 1,2,...) olmak lizere A - o igin;

th q(s) S (26, (s,7))ds = o(1)
seklindedir.

Ispat: Lemma 2.2 in ispatia benzer sekilde yapilir.

Lemma2.4[8]:t € [r,T+ a]ve (k =1,2,...) olmak lizere A - o igin;

k
Ok+1(t,7) = 6, (8, 1) = 0(172)
esitligi saglanir.
Ispat: k iizerinde indiiksiyon yontemi uygulanmalidir. k = 1 olsun. (2.10)-(2.11)
esitlikleri ile

0,(t,T) — 0,(t, 1) = %/1‘1/2 frtq(s) cos(26,(s,7)) ds

dir. Lemma 2.3 ile integral terimi o(1) olur. Buradan da

02(t) — 01(t) = 0(172)
elde edilir. k — 1 i¢in

k—

0 (6) — O_1(6) = 0™ 7 )

olsun. k igin de dogru oldugu gosterilsin. (2.10)-(2.11) esitlikleri ile
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Op41(t, ) — 0, (t,T) = %A‘l/z f:q(s) {cos(26,(s, 7)) — cos(26,_1(s,T)}ds
=—A"1/2 f:q(s) sin(@k(s, T) — Op_1(s, T)) sin(@k (s,T) + 0_1(s, T)) ds
bulunur. Buradan
1 k
81 (6,0) = (6, D] < 47222 16,(6,0) = B4 (6.0 [yla(s)lds = o (17%)

olur.

Lemma25([8]: t € [t,T +a] ve (k =1,2,...) olmak lizere A — o i¢in;

0(t,7) — 0, (t,T) = 0(/1_5)

seklindedir.
Ispat: k iizerinde indiiksiyon yontemi uygulanmalidir. k = 1 olsun. (2.10)-(2.7)
esitlikleri ile

1, _ t
o(t,7) —6,(t,7) = -4 L fT q(s) cos(26(s, 1)) ds
bulunur. Lemma 2.2 ile integral terimi o(1) olur. Buradan da
1
0(t,t) —0,(t,7) = 0(12)
bulunur. k i¢in dogru olsun. k + 1 i¢in dogru

O(t,T) — Oy (t,T) = %A‘l/z thq(s){cos(ZH(s, 1)) — cos(26,(s,7))}ds
= —A"1/2 th q(s) sin(6(s,7) — 0, (s,7)) sin(0(s,7) + O, (s, 7)) ds
olmak iizere indiiksiyon hipotezi ile

1

10(t,7) = Oraa (T < A72 2 10(t,7) — 0,(¢, D] []q(®)]de = o (/1_1(%)("“))

0<t=<a

bulunur.
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Teorem 2.1 [8]: V n pozitif tamsayisi,, 0 <t < aveq € L'[t,7+ a] igin; 4 = o

0(t+a) = A/?a — %A—l/2 fTT+“q(t)dt + %/1—1/2 fTHaq(t) cos(26,(t,7)) dt

1
+o(A7zMHY)

dir.
Ispat: (2.9) esitligi x = T + a igin yazilirsa

0(t+a) = A/?a — %A_l/z f:+aq(t)dt + %A_l/z frﬁaq(t) cos(26(t,1)) dt

ve cos260 = cos20, + cos20 — cos20,

seklinde yazilirsa

0(t + a) = AY2q — %./1‘1/2 f:” q(t)dt + %A‘l/z fTHa q(t) cos(26,(t, 7)) dt

+ %A_l/z fTHa q(t){cos(20(t, 7)) — cos(26,(t, 7))}dt

olur.

1
Lemma 2.5 kullanilirsa son terim 0(/1_5(”1)) olur ve ispat tamamlanir.
2.3. Elde Edilen Sonuclar

y'"(t) + (/'l —q(t+ T))y(t) =0, y(0)=y(a)=0 ozdeger probleminin A,
0zdegerlerinin asimptotik tahminlerini elde etmek ic¢in n=1 durumunda teorem 2.1 goz
Oniine alinsin.

Lemma 2.6: Eger f(t + a) = f(t) ise

[Ff®ade = [ f©dt

esitligi saglanir.

Lemma 2.6 agagida verilen teorem ve sonugta kullanilacaktir.
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Teorem 2.2 : 1 - oo, foaq(t)dt = 0 varsayimi igin;

— A1/2 a 2(n+)m Tta 2(n+)m
(n+ Dm = AY2a2 + ey cos(=———1) J. " q(®) cos (—a t) dt +

a . a T+a . 2n+D)m -1
2(n+1)nsm(2(n+1)nr) [ q®)sin=E 6yde + 047

seklindedir.

Ispat: Teoremin ispat1 i¢in teorem 2.1 de n = 1 alinirsa,

9(t + a) = AV?q — %A‘l/z fT”“ q(t)dt + %11—1/2 fr”“ q(t) cos(260,(t, 1)) dt

+o(A ) (2.14)

olur. Denklemde bulunan 6; degeri (2.10) da tanimlandig lizere,
1
01(t,7) = Az(t — 1) — 3 47Y/? JLq(s)ds
seklindedir.

20,(t,7) = 243(t — ) — A73/2 " q(s)ds
cos(26,(t, 1)) = cos[ZA%(t —-7)— A3 f: q(s)ds]
= cos(ZA%(t — r))cos(/l_% f: q(s)ds)

+sin(2/1%(t - r))sin(/l_% f: q(s)ds)

olur. cos(/l_% f:q(s)ds) =1-—0(1) ve sin(/l_% f:q(s)ds) — A f:q(s)ds +

0o(A™1) oldugu goz oniine alinirsa

cos(26,(t, 7)) = cos[ZA%(t —-17) — A7z th q(s)ds]

= cos(Z/I%(t —-17))+ A_%Sin(Z/l%(t - 1)) f: q(s)ds + o(171)

bulunur.
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T+a

é./l‘l/2 JE7 q() cos(26,(t, 7)) dt = %A‘l/z L. a(® [cos(242(t — 1))
+/1_%sin(2A%(t - 1)) f: q(s)ds]dt
+o(A71)
S q(t)cos(Z/l%(t —17))dt+o0(171)
2 T
= %A‘l/z f:+aq(t)cos(2/1%t — 2AY21)dt + 0o(A71)

1
= %/1_1/2 [T q(©)[cos(24zt)cos(2AY/21)

T
1 1
+sin(2Azt)sin(2Az1)]dt + 0(A71)
1 1
= %A‘l/zcos (ZAET) f:+a q(t) cos (ZAEt) dt
1 1 1
+ %A_Esin (ZAET) f:+a q(t) sin (ZAEt) dt
oY) (2.15)

olur. f:+aq(t)dt degeri lemma 2.6 ile foaq(t)dt degerine esit ve teoremde verilen

varsayim ile bu deger de sifira esit olur.

(2.14) esitligi (2.15) ile

0(t +a) = A?a + %A‘l/zcos (ZA%‘E) fTHa q(t) cos <2A%t) dt

+3 A7zsin (20e1) [T q(t) sin (24%) dt + 0(A7) (2.16)

1 1
bulunur ve 8(tr+a)=Mm+1mr (n€N) ve Az = (”:1)” +o (/1—5) _ (n+Dm

a

o(n™1) oldugu kullanlirsa ispat tamamlanir.

Yukaridaki teoremde yer alan /1:1/ 2 (7) degeri ¢oziiliirse

1
A; (T) _ (n+)mw _ 1 cos (2(n:1)n T) fTT+a C[(t) cos (2(n+1)n t) dt —

a 2(n+1)m a

in (Z(nzl)n T) f:+a q(t) sin (Z(n“)n t) dt + o(n™?)

a

2(n+1)m

bulunur.
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Sonug 2.1:

1
HOEE S

2(n+Dm a 2(n+m
2+l 0S ( a T) fo q(t) cos ( t) dt

—— sin (2(n+1)" )f q(t)s n(z(nﬂ)7r )dt+o(n‘2)

2(n+)m

bulunur.
Ispat: Lemma 2. 6 kullanilarak elde edilir.
Sonug 2.1 de bulunan esitlik i¢in;

11:=f q(t) co (Mt)dt

I, = f q(t) si (Mt) dt

ve

F(n,1) = cos (2(n:1)n T) I; + sin (Z(HZI)E T) I,

olarak tanimlanirsa

1
A;(T) _ (n+1)n’

2
2(n+1) F(n,7) +o(n™°)

seklinde yazilir.

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

Yukaridaki sonuglar kullanilarak [0, a] {izerinde tanimli potansiyel fonksiyonunun

periyodik ve ¢ift olmas1 durumunda yardimci 6zdegerler hesaplanabilir.

Teorem 2.3: q(t) € L'[0,a], q(t + a) = q(t) ve foaq(t)dt = 0 olmak tizere

qt) =qla—1t) (veya q (— - t) =q (g + t) 0<t< ) 6zelligini saglayan reel

degerli fonksiyonlar i¢in

y' +(A-q@®))y®) =0



32

y(©0)=y(@)=0 , T€][o,a]

probleminin A, (t) yardimci 6zdegerleri

1 a
A% (1) = (nti)e 1 cos (Z(nzl)" T) fOEq(t) cos (Z(nzl)n t) dt + o(n™?)

a (n+1)m

ile verilir.
1

Ispat: (2.17) ile verilen A%(T) g6z Oniline alinsin. (2.18) ile verilen I; ve I,

integralleri

2(n+1)m

I —f q(t) cos (M )dt+f/2q(t)cos(

L _f 2 q(0) si (M )dt + /ZCI(t)Sln(Z(n+1)nt)dt

t)dt

seklinde yazilsin.
Burada hesaplamalarin daha iyi anlasilabilmesi i¢in (2.18) ile verilen I; ve I,

integralleri i¢in agsagidaki notasyonlar tanimlansin:

2(n+ i

f s q(t)cos( t)dt

= Jo,a(®sin(

2(n+1)1‘t

t)dt

[k olarak I, ve I, degerleri ayr1 ayr1 hesaplansin. I; igin

I, = foa/z q(t) cos (2("21)" t) dt + I,

seklindedir.
I, esitliginin sag tarafindaki integral i¢in u = a —t doniisiimii ve trigonometrik

Ozdeslikler kullanilirsa

2(n+)m

I, = f;/z q(a — u)cos [( ) (a — u)] (—du)
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= foa/z q(a —u)cos2(n+ 1) mcos (@u) du

olur. g fonksiyonu i¢in teoremde verilen q(a —u) = q(u) varsayimi kullanilirsa u=t

doniigiimii i¢in

I;; =cos2(n+ Dm foa/z q(u) cos (Z(nzl)” u) du

=cos2(n+ Dm foa/z q(t) cos (Z(nzl)" t) dt

bulunur. Ayrica cos2(n+ 1)mr =1, (n € N) oldugu gbz 6niine alinirsa

11 = foa/z CI(t) CcoSs (Z(lel)n' t) dt + foa/z q(t) R oS (2(7’1:1)1'[ t) dt

b Zf q(t) (2(n+1)n’ )dt

seklinde bulunur.
Benzer sekilde I, esitligi i¢in u = a — t doniisiimii ve trigonometrik 6zdeslikler

kullanilirsa

= 1, 4@ —wsin [(z(n”)”) a— u)] (—du)

= foa/ q(a —u)(—cos2(n+ 1) m) sin (2(11:1)7'[ u) du

olur. g fonksiyonu igin teoremde verilen q(a —u) = q(u) varsayimi kullanilirsa u=t

doniigiimii i¢in

I, = —cos2(n + 1)7Tf q(u) (Mu) du

= —cos2(n + 1)7Tf “q(®)si (M t) dt

bulunur. Ayrica cos2(n + 1)mr =1, (n € N) oldugu gbz 6niine alinirsa

I, = foa/Z q(t) sin (Z(nzl)n t) dt — foa/Z q(t) sin (2(n:1)n t) dt

=0

seklinde bulunur. Buradan (2.19) ile tanimlanan F(n, t) esitligi
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F(n,7) = 2cos (@ ) fa/z q(t) co (Z(nﬂ)” t) dt

olarak bulunur. Son olarak F(n, t) (2.20) de yerine yazilirsa

1
A (T) = (nti)e 1 cos (Z(nzl)" T) foa/z q(t) cos (—Z(nzl)" t) dt + o(n™?%)

a (n+1)m

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug¢ 2.2 : n = 00 i¢in;
(n+1)°m? +1)2 2 2 2(n+1) a/2 2(n+1) _
A (1) = = —Zcos(¥ )f q(t) co (u )dt+o(n D)

bulunur.

Ispat: Teorem 2.3 ile bulunan A;/ 2 (7) degeri kullanilirsa

: 2
An(7) = lAi (T)l

_ [(n+1)n _ 1 cos (Z(nzl)n ) fa/z q(t) (2(11:1)1-[ t) dt + o(n_z)]z

a (n+)m
_ (n+1)%n? o, (D) 1 2(n+1)m a/2 2(n+w 1
= 2= wion cos( - ‘L') Jy " q(t) cos (—a t) dt + o(n™1)
(n+1)%mn2 2 2n+Dm a/2 2(n+m _
= S = eos (FET) [ g cos (R ) de + o(n7)
olur.
(n+1)2n2 2 _
Ay (1):==2 ~ L —ZFZ(n,T) +o(n™1) (2.21)

olarak tanimlansin. Burada

F,(n,7) = cos (—Z(nzl)” ) fa/z q(t) co (Z(nﬂ)” t) dt

seklindedir.
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Lemma 2.7:

F,(n,t) = cos (Z(nzl)" ) fa/z q(t) co (Z(nzl)" t) dt

‘= cOS (2(n+1)n’ ) (a Tl)

olarak tanimlanirsa, 7€[0, a] olmak {izere

min F,(n,t) = —y(a,n) ve max F,(n,7) = y(a,n)
T T

dir.

Ispat: F,(n, ) asagidaki sekilde ifade edilsin.

F,(n,t) =+/y%(a,n) sin( (+m 4 gb)

y(an)
ly(an)l

Oyle ki sin¢g = ve cos ¢ = 0 seklinde yazilabilir, yani

F,(n,7) = |y(a,n)|sin (@T + (,b)

olur. Bu yazim kullanilarak min F, (n, 7) ve max F, (n, 7) kolaylikla bulunabilir.
T T

in (2(n+1)n + ¢) = —1 oldugundan

2(n+1)m

(_ - ¢) VE 74, max(n) (_ - ¢)

T+¢ = 77T = Tl,min(n)

2(n+1)1‘t 2(n+1)rr

dir. Bu durumda

2(n+1)7m

min Fy(n,7) = Fy (1, Tmin) = ly(@,m)] sin (0, + )

2(n+1) y(an)
= |y(a,n)|cos( - ”Tmin) lv(an)|
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_ 2(n+1)m a 3n
o y(a, n) cos < a 2(n+Dm ( d)))

=y(a,n).(—1).sin¢g

= (r(am L = —y(an)

ve

. 2(n+1)
mle F,(n,7) = F,(N, Tiay) = ly(a,n)| Sm( na nTmax + ¢)

2(n+)m y(an)
= [y(an)] cos (F 1y, ) LEI.

_ 2(n+1)m a T
™ Y(a' n) cos ( a 2n+Dm (2 d)))

=y(a,n).(1).sing

) y(a,n)

=v@n) o

=vy(a,n)

olarak bulunur.

Teorem 2.4: n - oo iken 7 €[0,a] i¢in q(t) € L'[0,a], q(t +a) = q(t) ve

foaq(t)dt = 0 olmak tizere q(t) = q(a —t) (veya q (—— t) =q (% + t) 0<t< %)

Ozelligini saglayan reel degerli fonksiyonlar i¢in

(n+1) T2

max A, (1) = + = fa/ q(t) cos (M ) dt + o(n™ 1)
T

ve

mln/l 2(0) = (n+1) m_ —fa/z (t) co (2(n:1)n t) dt + o(n™1)

seklindedir.

Ispat: Sonug 2.2 ile bulunan A, (7) nun maksimum ve minimum degerini elde

etmek i¢in A, (t) degeri (2.21) seklinde yeniden yazilsin.

2.2
A, (1) = (n+;3 T _ %Fz (n,7) + o(n™ 1) oldugundan
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D' 2 hin F,(n,7) +o(n™h)

max A,(1) =

1€[0,a] a? a ze[0,a]
ve
(n+1)?n® 2 -1
Trer[léré] A, (1) = = aTrEr%gl’g] F,(n,t) +o(n™")

oldugundan 6nceki lemma kullanilirsa

(n+1)?n% 2 _
max A, (7) = === =2 (=y(@m) +o(n™)
+1)2n2 2 -
= E 4 2y (en) +o(n )
2 2
(n+1) f q(t) (2(n+1)17: )dt + o(n_l)
elde edilir.
Benzer sekilde

P 2
min_A, (1) = % — %y(a, n) +o(n1)

T€[0,a]

_ (n+1)%n?

a?

fa/z q(t)cos (M ) dt +o(n™1)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 2.5: q(t) € L'[0,a],q(t + a) = q(t) ve foaq(t)dt = 0 olmak tizere

qt) =qla—1t) (veya q (— - t) q (g + t) 0<t< g) ozelligini saglayan reel

degerli fonksiyonlar i¢in

y' +(A—q@®))y®) =0
y(0) =y(a) ,y'(0) =y'(a)

probleminin periyodik 6zdegerleri 4,, (n — o0)

4(m+1)27t
a2

fz q(t) cos (“mﬂ)ﬂ ) dt + o(m™1)

I Aams1 =
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. 4(m+1)?n? | 2 ra/2 4(m+1) -
. Aymio =T+2fo q(t)cos( ma 7Tt)dt%—o(m b

ile verilir.

Ispat: Teorem 2.5 in ispat1 igin (1.24) ve teorem 2.4 kullanilarak

Azme1 = Mindym,1(7)

2
= Gl D2 50 (1) cos (R g 4 o((2m + 1))

a2

2,2
_ 4(m+1)*m fa/Z q(t) (4(m;-1)7r t) dt + o(m‘l)

aZ
Aamrz = maxAymi1(7)
(2m+2)%n? 2 ra/2 2(2m+2) .
~_ Zfo q(t)cos (Tn t) dt+o(2m+ 1™

__ 4(m+1)2n?
e — U

2 ra/2 4(m+1)m -1
+Zf0 q(t)cos( ” t)dt+o(m )

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 2.6: q(t) € L'[0,alq(t + a) = q(t) ve foa q(t)dt = 0 olmak iizere

q(t) =qla—1t) (veya q (— - t) =q ( + t) 0<t< %) ozelligini saglayan reel

degerli fonksiyonlar i¢in

¥y +(2=q@®))y®) =0
y(a) = -y(0) ,y'(a) = —y'(0)

probleminin yar1 periyodik 6zdegerleri u,, (n — o0)

2.2
om = EE =2 (42 (6) cos (BT ¢) de + o(m ) (222)
(2m+1)?2 2 ra/2 22m+1) _
Upmsr1 = % + Zfoa q(t) cos (% t) dt + o(m™1) (2.23)

ile verilir.
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Ispat: Teoremin ispati igin (1.23) ve teorem 2.4 kullanilirsa

(2m+1)?n?

. 2 ra/2
Hom = MiNdyy (T) = ———— gfoa q(t) cos

(—2(2";“)” t) dt + o(m™b)

q(t) cos t)dt +o(m™1)

(2m+1)%n% 2 ra/2
Hom+1 = Maxlym (1) = ———+ Zfo

(2(2n;+ D )

olur ve ispat tamamlanir.
Teorem 2.7: n. ci kararsizlik araliginin uzunlugu L, ile gosterilirse (n — ) i¢in

(2(2n:1+1)n' )

Lymaq = ifoa/z q(t) cos t)dt+o(m™1)

lamsz =3 Jy"* 4(8) cos (*

4(m+D1

t)dt+o(m™)

seklindedir.
Ispat: 2m + 1.nci kararsizhk araligi (Upm » Home1) QT fom VE fomeq SITasiyla

(2.22) ve (2.23) de ki gibi olmak tizere (Uyy, , Uoms1) araligin uzunlugu ise

lym+1 = Ham+1 — Uzm

esitligi ile saglanir.

Teorem 2.6 ile verilen iy, Ve Uym4q in degerleri kullanilirsa

lymsr = @ + = f q(t) cos (w t) dt

(2m+1)2n?
="

2 [2q(¢) cos (22D ) dt] +o(m™)

_ 4 a/2 22m+1)mw -1
= afo q(t) cos (—a t) dt + o(m™)

bulunur.

2m + 2.nci kararsizlik araligt (A,p,41, A2ms2) dir. Bu araliginin uzunlugu

lom+2 = domez — Aamat

esitligi ile saglanir. Teorem 2.5 ile verilen A,,,41 Ve 45,42 kullanilirsa
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4 1)%m? 4 1
lymsz = —(mzz) f Q(t) (—(m+ i )dt
4(m+1)?m? 2 = 4(m+1) _
— [% - = foz q(t) cos( m: nt) dt)] +o(m™1)

=2 [;" a(®) cos (%) de + o(m ™)

olur ve ispat tamamlanir.
Teorem 2.8: q(t) € L'[0,a],q(t + a) = q(t) ve foaq(t)dt = 0 olmak iizere

q(t) = —q(a — t) ozelligini saglayan reel degerli fonksiyonlar igin

y' +(A—q@®)y®) =0
y(0)=y(@)=0 , t€]o,qa]

probleminin A, (t) yardimci 6zdegerleri

1 a
A7) = @71 §in (Z(nzl)” T) JZq@®) sin (Z(n:n” t) dt + o(n™?)

a (n+)m

ile verilir.
1

ispat: (2.17) ile verilen Ai(r) g6z Oniline alinsin. (2.18) ile verilen I; ve I,

integralleri

I = foa/z q(t) cos (2(11:1)11’ ) dt + f a2 q(t)cos(z(nﬂ)n t)dt

I, = foa/zq(t) sin (2("”)” )dt+f/2q(t) (2("“)” t)dt

seklinde yazilsin.
Burada hesaplamalarin daha iyi anlasilabilmesi i¢in (2.18) ile verilen I; ve I,

integralleri i¢in agagidaki notasyonlar tanimlansin:

2(n+1)7t t)dt

= [, a(t)cos(

f/zq(t) 1n(2(n+1)” t)dt
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Ik olarak I, ve I, degerleri ayr1 ayr1 hesaplansin. I, i¢in

L = f q(t) (M ) dt + 114

dir.l;; esitliginin sag tarafindaki integral icin u = a —t donlisimii ve trigonometrik

Ozdeslikler kullanilirsa

2(n+1)m

I, = f;/z q(a —u)cos [( ) (a — u)] (—du)

= a/zq(a—u)COSZ(Tl+1)T[COS 2040 du
0 a

olur. g fonksiyonu igin teoremde verilen q(a — u) = —q(u) varsayimi kullanilirsa ve u=t

doniisiimii igin

I;; =cos2(n+ Dm foa/z[—q(u)] cos (@ u) du

= —cos2(n + 1)7rf q(t) cos (M t) dt

bulunur. Ayrica cos2(n+ 1)t =1, (n € N) oldugu goz 6niine alinirsa

I = foa/z q(t) cos (Z(nzl)" t) dt — foa/z q(t) cos (Z(n-al-l)n t) dt

seklinde bulunur.
Benzer sekilde 1,7 esitligi i¢in u = a — t donilisiimii ve trigonometrik 6zdeslikler

kullanilirsa

- o= wysn (22222 -]

= foa/ q(a —u)(—cos2(n + 1) m) sin (2(n+1)”u) du

olur. g fonksiyonu igin teoremde verilen —q(a —u) = q(u) varsayimi kullanilarak u=t

doniisiimii i¢in
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I,; = —cos2(n+ m fa/z[—q(u)] sin (Z(n:)n u) du

= cos2(n + 1)7'tf q(t) si (M )dt

bulunur. Ayrica cos2(n+ 1)mr =1, (n € N) oldugu goz oniine alinirsa

I, = foa/z q(t) sin (Z(n:nn t) dt

olur ve buradan

12 _f q(t)s n(w )dt"‘f q(t)s n(Z(Tl+1)T[t) dt

b Zfoa (t) (2(n+1)7r )dt

seklinde bulunur. Buradan (2.19) ile tanimlanan F(n, 7) esitligi

F(n,7) = 2sin (Z(n-la-l)rt )fa/ZCI(t) (2(n+1)n’ t) dt

olarak bulunur. Son olarak F(n, ) (2.20) de yerine yazilirsa

1 a
H(r) =T L in (X220 [z g (0 sin (222t dt + o(n?)

a (n+)m

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug¢ 2.3 : n — oo i¢in;

2.2
Ay (T) = (n+:2 T _ Ssin (—z(n:m" r) foa/z q(t) sin (—Z(n:)” t) dt +o(n™1)

bulunur.

. : 1/2 o
Ispat: Teorem 2.8 ile bulunan An/ () degeri kullanilirsa

Ap(7) = l/él (T)l
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_ [(n+1)n_ 1 sin (2(11:1)11 )f q(t) (2(n+1)n )dt + o(n_z)]z

a (n+1)m

2.2
_ (n+1)*m _9 (n+1)m 1 sin (Z(nzl)n )J-a/Z q(t) (2(n+1)7r

a? a (n+m

2.2
_ (n+1)*n —Ssin (2(n:1)n )f (t) (2(n+1)7r )dt+0(n‘1)

a2

seklindedir.

(n+1) 2

A (1):= —2F(n,1) +o(n™)

olarak tanimlansin. Burada
. 2(n+1)m a/2 2(n+1)m
Fa(n 1) = sim (22227 1) (972 ) i (2507 g

seklindedir.

Lemma 2.8:

F;(n, 1) = sin (Z(nzl)” T) foa/z q(t) sin (@ t) dt

N, (2(n+1)n )ﬁ( Tl)

olarak tanimlanirsa, t€[0, a] olmak iizere

mTin F;(n,7) = —f(a,n) ve mTax F;(n,7) = B(a,n)

dir.
Ispat: F5(n, 7) asagidaki sekilde ifade edilsin.

F3(n,7) =/B?(a,n)sin (2(n+1)" + ¢)

Blan

o ve sin ¢ = 0 seklinde yazilabilir, yani

Oyle ki cos ¢ = IB(

t)dt+o(n™?)

(2.24)
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2(n+)m

F3(n,7) = |(a,m)] sin (7 + )

olur. Bu yazim kullanilarak min F3(n, T) ve max F3(n, 7) kolaylikla bulunabilir.
T T

in (2(n+1)7t + qb) = —1 oldugundan

2(n+1)m

T+ ¢ =221 () = (G = $) Ve Ty max(n) = C-¢)

2(n+1)n 2(n+1)1r

dir. Bu durumda

(M Tmin T ¢)

min F3(n, t) = Fs(, Tpin) = |B(a,n)|.sin
T

2(n+)m B(an)
Iﬁ(a n)l Sln ( Tmm) . Iﬁ(a,n)l

A <Z(n-|a-1)1r e (Z- ¢)>

= B(a,n).(—1).cos¢p

= (B@n) £ = —pla,n)

ve

(2(n+1)1‘t T + ¢)

max F;(n,7) = F3(n, Tyhay) = |B(a,n)|.sin
T

2(n+1) B(an)
= 1B(am)l.sin (T 1y, ) 20T

_ . 2(n+1)m a T
o 'B(a' n) S < a 2(n+Drw (2 ¢)>

= f(a,n).(1).cos¢

_ Blan)
= Bla,m) 5E8. = p(a,n)

olarak bulunur.
Teorem 2.9: n — oo iken, 7 € [0,a] i¢in q(t) € L'[0,a], q(t + a) = q(t) ve
foaq(t)dt =0 olmak tizere q(t) = —q(a—t) Ozelligini saglayan reel degerli

fonksiyonlar i¢in
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2

2
max An(T) — M f q(t) (M )dt + O(n—l)
T a
ve

min A (1) = %— f 2q(t) si (M )dt +o(n™1)

seklindedir.
Ispat: Sonug 2.3 ile bulunan A,(r) nun maksimum ve minimum degerini elde

etmek i¢in A, (7) degeri (2.24) seklinde yeniden yazilsin.

2.2
A, (1) = OH; LA §F3 (n,7) + o(n™ 1) oldugundan

_ (n+1)?n? 2, -1
max, A (1) = —5——— Tl (n,7) +o(n™")

ve

—% nE x F3(n,7) + o(n™ 1)
oldugundan 6nceki lemma kullanilirsa

max_ A, (1) = (nt# - % (—B(a,n)) +o(n™)

t€el0,a]
= ("J’;Zznz + %ﬁ(a, n) + o(n™1)
= O 2 12 q(sin (B 1) de + o(n)
olur.
Benzer sekilde
min An(®) = (ntgznz —2Ban) +o(m™)

_ (n+1)’m® 2 ra/2 . (2n+Dm _1
= afo q(t)sin (—a t) dt + o(n™1)

a?
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elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 2.10: q(t) € L'[0,a],q(t + a) = q(t) ve foaq(t)dt = 0 olmak tizere
q(t) = —q(a — t) 6zelligini saglayan reel degerli fonksiyonlar igin
y'+(A=q®)y®) =0

y(0) =y(a) ,y'(0) =y'(a)

probleminin periyodik 6zdegerleri 4,, (n — o)

I Aymsr = Hma P Zf q(t) sin (4(m+1)” )dt +o(m™1)

a

2.2
i Ay = T 4 2 192 ) sin (2 1) de + o(m )

ile verilir.
Ispat: Teorem 2.9 ve (1.24) kullanilarak

22
i /12m+1 r 2m+1+1)“m fa/Z (t)S (2(2m-;1+1)nt) dt+0((2m+ 1)_1)

a2

2 2
— 4(m+1)“m fa/z q(t) (4-(m+1)n’ ) dt + O(m_l)

a?

2 2
il Aypgn = % + = f q(t)sin (@ t) dt + o(2m+ 1)1

_ 4(m+1)2n% | 2 ra/2 . (4(m+D7m 1
==+ Zfo q(t)sin (T t) dt + o(m™)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 2.11: q(t) € L'[0,a], q(t + a) = q(¢t) Ve [, q(t)dt = 0 olmak iizere
q(t) = —q(a — t) ozelligini saglayan reel degerli fonksiyonlar i¢in

vy +(A—q@®))y®) =0
y(a) = -y(0) ,y'(a) =-y'(0)

probleminin yar1 periyodik 6zdegerleri u,, (n — o0)
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2m+1)?n? 2 ra/2 . (2(2m+1) _
Uom = %—;fo q(t) sin (%t) dt + o(m™1) (2.25)
(2m+1)?n? | 2 ra/2 . (2(2m+1) _
Upms1 = % + Zfo q(t) sin (% t) dt + o(m™) (2.26)
ile verilir.

Ispat: (1.23) den

Ham = MinAypy (T) Ve Uamir = MaxAym(T)

oldugu bilinmektedir.

1.23) ve teorem 2.9 kullanilarak

2.2 a
Hom = MinAg (1) = E2 — 2 [ (6 sin (222201 ) de + o(m ™)

a?

(2m+1)?n% 2 ra/2 . (2(2m+1) _
Upms1 = MaxAy, (T) = % + Zfoa q(t) sin (% t) dt + o(m™1)

bulunur.

Teorem 2.12: n. ci kararsizlik araliginin uzunlugu [,, ile gosterilirse (n — o0) i¢in

4 2 . 2(2 1) -
lymer = ;foa/ q(t) sin (% t) dt + o(m™1)

4 ra/2 . (4(m+1) -
lymsz = Zfo q(t) sin (%t) dt + o(m™1)
seklindedir.
Ispat: 2m + 1.nci kararsizlik araligt (fopm,MUome1) Oir. Hom V€ Hamsq Sirasiyla

(2.25) ve (2.26) da ki gibi olmak tizere(tym Uam+1) araligin uzunlugu ise

lym+1 = Ham+1 — Uzm

esitligi ile saglanir.
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Teorem 2.11 ile verilen u,,, Ve Uym,41 degerleri kullanilirsa

2 2
lym1 _(2m+—1)+ fz (t)sin(wt) dt
2 2
_ [(Zm-;) f q(t) sin (2(2m+1)n )dt] +o(m1)

__fa/z (t) (2(2m+1)n )dt+0(m_1)

olur. 2m + 2.nci kararsizlik araligl (Azm41, A2me2) dir. Bu araligiimn uzunlugu

lam+z = domez — Aamat

esitligi ile saglanir. Teorem 2.10 ile verilen A,,,,,1 V€ 4,4, degerleri kullanilirsa

4(m+1)2n? | 2 ra/ 4(m+1
Lomiz = (ma%+ = fo g(t) sin (M )dt

4(m+1)%n?
Y

a 2 fOEq(t) sin (@ t) dt)] +o(m™)

_4i fa/ZCI(t) (4(m+1)n' )dt+0(m‘1)

olur ve ispat tamamlanir.
Teorem 2.13: q(t) fonksiyonu; ortalama degeri sifir olan reel degerli bir fonksiyon

olsun ve

iq(t+a)=q()
ii. q(t) = q(a —t) Ozelliklerini saglasin.

Eger Iy = o(m™1) ise
f q(t) co (—2(2m+1)” )dt =o(m™)
Ve lymys = o(m™1) ise

foa/z q(t) cos (WTH)” t) dt = o(m™)

saglanir.
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Ispat: Teorem 2.7 den

lymsr = %foa/z q(t) cos (@ t) dt + o(m™) = o(m™?1) olmasi i¢in
a/2 2(2m+1) _
Jy " q(t) cos (#t) dt = o(m™1) ve

Limsz = 2 fa/z q(t) cos (w t) dt + o(m™1) = o(m™?1) olmasi i¢in

a “0 a

foa/z q(t) cos (4(m:1)n t) dt = o(m™)

olmalidir.
Teorem 2.14: q(t) fonksiyonu ortalama degeri sifir olan reel degerli bir fonksiyon

ve

i.q(t+a)=q(t)
ii. q(t) = —q(a — t) Ozelliklerini saglasin.
Eger 12m+1 = O(m_l) ISE
a/2 . 22m+1)m
J, " q()sin (T
Ve lymys = o(m™1) ise

fa/z q(t) sin (—4(m+1)n t) dt = o(m™)

0 a

t)dt = o(m™)

saglanir.

Ispat: Teorem 2.12 den

Lymi1 = gfoa/z q(t) sin (—z(zn;ﬂ)” t) dt + o(m™1) = o(m™1) olmasi igin
a/2 . (2(2m+1) -

J, " q(®)sin (% t) dt = o(m™1) ve

lymaz = 2 foa/z q(t) sin (@ t) dt + o(m™1) = o(m™1) olmast i¢in

foa/z q(t) sin (@ t) dt = o(m™)

olmalidir.
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Bu tiir sonuclar ters problemler sinifina aittir; yani kararsizlik araliklarinin
uzunluklariyla ilgili bilinen bazi tahminler q(t) potansiyel fonksiyonuyla ilgili sonuglar
bulunmasini saglar.

Nitekim bu c¢aligmada elde edilen sonuglar ters problemler i¢in bir zemin teskil

etmektedir.

2.4. Ornekler ve Bazi Niimerik Sonuclar

Ornek 2.1: q(t) = cost, [a,b] = [0,27]

i.fozn costdt =sintlf" =0 = foaq(t)dt =0
ii. cos(t + 2m) = costcos2m — sintsin2n = cost = q(a+t) = q(t)

iii. cos(2m — t) = cos2mcost + sin2nsint = cost = q(a —t) = q(t)

oldugundan sonug 2.2 ile

2.2
A, () = )®" 2 s (—Z(nﬂ)n T) f27r/2 t)dt +o(n 1)

2(n+)m )
412 2T 2T 0 27

coSt cos (
_ (n+1)?

= %cos((n + 1)) f; cost cos((n + Dt) dt + o(n™")

I

olur.

I = [ costcos((n+1t)dt
= %[f cos(t + (n+ Dt) dt + f cos(t — (n + 1)t)dt]
= %[f cos(n + 2) tdt + f cos(—nt)dt|
=%[—sm(n+2)10 + - sm(nt)lo]—o = =0

A, (7) = m +o(n™ Y

(2m+2)

Agmy1(7) = +o(m™)
minA2m+1(T) = /12m+1 = (m + 1)2 + O(m_l)

maXA2m+1(T) = Aamaz = (m+ 1)2 + O(m_l)
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_ _ -1
= lymez = domez — Aomar = 0(M™7)

(2 +1)
Ay (T) = ==+ o(m™1)
. 2 +1)2
mlnAZm(T)zﬂZm— = + (m 1)
(2m+1)2 1
maxAy, (1) = Uamir = +o(m™)

= lmt1 = Hams1 — Hom = o(m™1)

olur.

Ornek 2.2: q(t) = sint, [a,b] = [0,27]

I. foznsintdt =—(cost)IZ"=-(1-1)=0 = foaq(t)dt =0
ii. sin(t+ 2m) = sintcos2m + costsin2m = sint = q(a +t) = q(t)
iii. - [sin(2m — t)] = —[sin2mcost — cos2msint] = sint

= —qla—1t) =q(t)

oldugundan sonug 2.4 ile

2.2
An(T) _ (n+1)*m —%sin (2(n+1)7r T) IZTE/Z

2(n+1)m
412 27 0 27

sint sin ( t) dt +o(n™1)
_ (n+1)?
T4

— %sin((n + 1)7) fon sint sin((n + 1)t) dt + o(n™?)
]

olur.

J = Jy sintsin((n+ Dt) dt

[f cos(t + (n+ 1)t) dt — f cos(t — (n + 1)t)dt]

= —%[f cos(n + 2) tdt —f cos(—nt)dt]
:

[—sm(n +2) I} — —sm(nt) IO] 0 = /=0

(2m+2)

A1 (T) =

minA2m+1(T) = /12m+1 = (m + 1)2 + O(m_l)

+o(m™1)

maXA2m+1(T) = Aamaz = (m+ 1)2 + O(m_l)



52

_ _ -1
= lymez = domez — Aomar = 0(M™7)

(2m+ 1)2

Ay (1) = ——+o(m™)
. 2 +1)2
mlnAZm(T) = Uym = = + (m 1)
(2m+1)2

maxAy, (1) = Uamir = +o(m™)

= lmt1 = Hams1 — Hom = o(m™1)

olur.

-/, ,0<st<m

Ornek 2.3: q(t) = [a, b] = [0,27]

31/, —t ,m<t<2m’

i [ (t="/y)dt + [T(3T/, — t)dt = glg R R L pzm
2 2

2 2 2
=”__”_+3n2_3l_(4l_”_)=0
2 2

= [fq®dt =0

t+2m—"/, ,0<st+2mr<m
. q(t+2m) =
q( ) 3”/2—(t+2n) , T<t+2n <2m
_ t+37T/2 , 2T <t< —m
= T/, —t ,—nm<t<0
t_T[/Z ,0<t<m
= 37r/2_t ,T<t<2m
= qa+t) =qt)
Zn—t—”/z , 0<2n—t<m
i q(2m —t) = ;
q(2m ) 37'[/2—(27r—t) , T<2m—t<2m
~ 37T/2_t ,T<t<2m
- —7T/2-|-t ,0<t<m

= qa—1t) =q(t)

oldugundan sonug 2.2 ile

(n+1)*m 2 2(n+1)m 2m/2 2(n+)m _
A, (1) ———Ecos(—m )f (t——) ( )dt +o(n™1)
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_ (n-lé—}l)2 _ %COS((n + 1)1-) fon(t — g) cos((n + 1)t) dt +o(n™1)

K

olur. K esitligi icin u =t —g ve dv = cos((n + 1)t)dt alinir ve kismi integrasyon
uygulanirsa

K= fon (t - g) cos((n+ 1)t) dt
_ (t _ E) (; sin((n + 1)t)) 17 — J7 —=sin((n + Dt)dt

1
- m ﬁcos((n + D)7 = cos((n + Dr) — m

(n+1)2 [cos((n + Dr) — 1]

0 ; n tek
:>K:{ _2/(n+1)2 4 n(;lft

(n+1)2

+o(n™Y) ) n tek
Ay(7) = * (n+1)? 2 1 .
o eos((+ Dr) +o(™) , nift
2
@m+2)” | o(m™) ,2m+ 1) tek
Ayms1(T) = (2m+2)?

2 _ .
” VeI 7Tcos((Zm +2)7) + o(m™), (2m + 1) cift
minA2m+1tek(T) = Aams1 = (m+1)* +o(m™)

minA2m+1cift(T) = Aoms1 = (m + 1)2 m +o(m” 1)

maXA2m+1tek(T) = Aamsz = (m+1)* + o(m™)

maXA2m+lcift(T) = /12m+2 = (m + 1)2 W + O(m 1)

_ _ -1
= bmi2,er = domez — Azmer = 0(Mm7™7)

1 _
l2m+2§ift = 12m+2 - 12m+1 = (m+1)27'l' + O(m 1)
2
(ZmT“) +o(m™) , (2m) tek
Aom(D) =9 GGy

2 - .
2 G L? ncos((Zm + 1)1) +o(m™Y), (2m)cift
; (2m+1)2
minAyp, , (T) = tom = L +o(m™1)

_ _ _ (2m+1)?2 2
mlnAngift(T) = Hom = 4 (em+D? @

+o(m™)
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(2m+1)? -
maxAzm,,, (T) = fams1 = m4 +o(m™h)
_ _ (2m+1)? 2 -1

maXAngift (T) - u2m+1 - 4 (2m+1)2 T + O(m )

= lymt1,,, = Hom+1 — Ham = 0(m™1)

4 _
Lom+1gp = Hame1 — Hom = Gminz 2 o(m™h)
olur.
) t—l/z—% ,0<t<m
Ornek 2.4: q(t) = " , [a, b] = [0,27]
(27r—t)‘1/2—\/—E , T<t<2m

i [ (t—l/2 —%)dt+ [ [(27‘[— oy /> — %] dt =0

-1/2 _ 2 <
ii. q(t+2m) = (£ +2m) il O=sttimsm
(271—(t+27t))"1/2—\/—E , T<t+2m<2m
(t+27t)‘1/2—\/iE ,—2n<t<-m
| or-L —m<e<o
t—l/z—% 0<t<m
- (2n—t)‘1/2—\/% ,T<t<2m
= qla+t) =q)
— -2 2 < —t<
i g2 — 1) = 2m —1t) = ,0<2m—t<mw

2n— 2m —t)"/? - \/% , T<2m—t<2m

1
{ (2ﬂ—t)‘5—% , 2 < —t<-m

= qla-t)=q(®)

oldugundan sonug 2.2 ile
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2.2
) = B2 s (00 ) 202 2 2) o ()

+o(n™1)

_ (m+1)?2 1
- 4 T

cos((n + 1)7) fon (t‘1/2 - \/2_5) cos((n+ 1)t)dt + o(n™1)

L

olur. L esitligiicinu = (n + 1)t , t = (n + 1) !u ddniisiimii uygulanirsa

L= fO(nH)”[(n + 1) tu] Y2 cosudu — \/%fo(nﬂ)n cosudu
= fo(nﬂ)n((n + 1)) Y2y Y2cosudu
=+ D2 fo(nﬂ)nu_l/zcosudu

= (n+ 1)1/2 [fooo u~2cosudu — f(o;l)n u‘l/zcosudu]

olur. [ u=2cosudu = |/, oldugu bilinmektedir. Yani

L=(mn+1)? /”/2 — (n+1)Y? f(:10+1)n u~2cosudu  seklindedir. M integraline

M

kismi integrasyon uygulanirsa

1 00

_3/2 .
> +1)nu sinudu

M= f(::ﬂ)nu‘l/zcosudu = u"2sinu I3, 41y, +

1 (oo =
= - 2
~Joe 1y W 2Sinudu

olur.

M esitligine tekrar kismi integrasyon uygulanirsa,

3 3 -
M = %[u 2(—cosu) 141y — Ef(:ﬂ)nu 5/2 cosudu] olur.
1 _3 3 oo _E
“uz—=f u zcosudu , mntek
M = 2 4 (n+1)7m
o 1 -3 3, _5 d .
—-u Z_Zf(n+1)nu zcosudu , ngift

olur.
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oS _5 . .
Ayrica ortalama deger teoremi ile —% ) menrt 2 cosudu = o(n~>/?) seklindedir.

Yani
3
Zuz+o(n5?) , ntek
M={2
—%u_E +o(n%?%) , mngift
olur.
Sonug olarak,
3
((n + 1)1/2 T/y—(n+ 1)1/2 %u“f +o(n=%%) , mntek
L=
3
|+ 1)1/2 /”/2 +(n+ 1)1/2%11_5 +o(n™5%) |, ngift
=+ 12 /”/2 +o(n7?) ve
2 (n+1)1/2 TL’/
A, (7)) = (nzl) — - Jicos((n + 1)’[) +o0(n7?)
seklindedir.

@m+2y? GV
3

A2m+1(T) = 2

cos((2m + 2)7) + o(m™?)
1
(2m+2)z |/,
MinAzm41(7) = Agmer = (M + D? - # +o(m™?)

1
(2m+2)z |/,
MaxXAzp41(7) = Agmaz = (M +1)% + 7\/_ +o(m™?)

1
22m+2)2 /”/2
—— "4+ o(m™?)

= lym+2 = domez — Aamar = -

@m+n? @MDYV,
A

Ay (1) ==, cos((2m + 1)t) + o(m™?2)
1
. em+1?  @mrDZ T/ _
minA;m (1) = Uom = m4 - T \[7+ o(m 2)
/2 [m
(2m+1)? (2m+1)*t /2 ~
maxAyy (T) = pomer = ——— + \[7 +o(m™?)

4 T
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1
2(2m+1)2 /”/2
—— " +o(m™?

= lym+1 = Hams1 — Hom = -

olur.
Bu boliimdeki o6rnekler; sembolik hesaplama paketi olan MAXIMA

yardimiyla,belirli [0,2m] araligi ve spesifik q(t) fonksiyonlar1 igin yazilan kodlar
yardimiyla tekrar hesaplanmis ve sonuclar birbiriyle Ortiismiistiir. Ayrica yazilan kodlar

son kisimda verilmistir.

maxmintau():=block([tau,{],declare(n,integer),declare(m,integer),assume(tau=>0,tau+%pi=0),
q:readonly("q(t)="),
a:readonly("a="),
T1:g-cos((2-(n+1)-%pila)-t),
terim1:integrate(T1,t,0,a),
T2:q-sin((2-(n+1)-%pila)-t),
terim2:integrate(T2,t,0,a),
display([terim1,terim2]),
define(f(tau),(n+1)-%pifa=1/(2-(n+1)-%pi)-cos((2-(n+1)-%pi/a)-%tau)-(terim1)=1/(2-(n+1)- %pi)-sin((2-(n+1)-%pila)- %tau)-(terim2)),
display(f(tau)),
fp:(f(tau))r2,
display(fp),
define(maxfp(tau),((n+1)*2-%pir2/ar2)+2/a-integrate(T1,t,0,a/2)),
display(maxfp(tau)),
define(minfp(tau),((n+1)*2-%pi*2/a*2)-2/a-integrate(T1,1,0,a/2)),
display(minfp(tau)),
T3:q-cos((4-(m+1)-%pi/a)-t),
define(AM(t),(4-(m+1)"2-%pir2/ar2)-2/a-integrate(T3,t,0,a/2)),
display(M(t)),
define(A2(t),(4-(m+1)*2-%pir2/a*2)+2/a-integrate(T3,t,0,a/2)),
display(A2(t)),
T4:q-cos((2-(2-m+1)-%pila)-t),
define(u1(t),((2-m+1)"2-%pi*2/a*2)-2/a-integrate(T4,t,0,a/2)),
display(u1(1),
define(u2(t),((2-:m+1)*2-%pi*2/ar2)+2/a-integrate(T4,t,0,a/2)),
display(u2(t)),
define(_1(t),A2(t)-A1(t)),
display(i_1(t)),
define(_2(t),p2(t)-p1(t)),
display(1_2(t)))$

Sekil 1. Cift fonksiyon i¢in yazilan kod
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maxmintaus():=block([tau,t],declare(n,integer),declare(m,integer),assume(tau>0,tau+%pi>0),
g:readonly("q(t)="),
a:readonly("a="),
T1:g-cos((2-(n+1)-%pila)-t),
terim1:integrate(T1,t,0,a),
T2:q-sin((2-(n+1)-%pila)-t),
terim2:integrate(T2,t,0,a),
display([terim1,terim2]),
define(f(tau),(n+1)-%pifa—=1/(2-(n+1)-%pi)-cos((2-(n+1)-%pila)- %tau)-(terim1)=1/(2-(n+1)-%pi)-sin((2-(n+1)-%pi/a)- Y%tau)-(terim2)),
display(f(tau)),
fp:(f(tau))r2,
display(fp),
define(maxfp(tau),((n+1)*2-%pi"2/a*2)+2/a-integrate(T2,t,0,a/2)),
display(maxfp(tau)),
define(minfp(tau),((n+1)"2-%pi*2/a*2)-2/a-integrate(T2,t,0,a/2)),
display(minfp(tau)),
T3:q-sin((4-(m+1)-%pila)-t),
define(A1(t),(4-(m+1)*2-%pir2/a*2)-2/a-integrate(T3,t,0,a/2)),
display(A1(t)),
define(A2(t),(4-(m+1)72-%pir2/ar2)+2/a-integrate(T3,t,0,a/2)),
display(A2(t)),
T4:q-sin((2-(2:m+1)-%pi/a)-t),
define(u1(t),((2-m+1)"2-%pi*2/a*2)-2/a-integrate(T4,t,0,a/2)),
display(u1(t)),
define(u2(t),((2-:m+1)*2-%pi*2/ar2)+2/a-integrate(T4,t,0,a/2)),
display(u2(t)),
define(_1(t),A2(t)-A1(t)),
display(i_1(t)),
define(_2(t),p2(t)-p1(t)),
display(1_2(t)))$

Sekil 2. Tek fonksiyon i¢in yazilan kod
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maxmintau();

q(t)= cos(t+2-%pi);

a= 2-%pi;
[terim1,terim2] =[0,0]

n+1
f(1) =

(n+1)?
4

(n+1)2
4
(n+1)2
4
M(t)=(m+1)?
AN2(t) =(m+1)?
(2m+1)2

4
(2m+1)?
4

maxfp(7) =

minfp(7) =

u1(t) =

u2(t) =

I1(t) =0
I>(t) =0
done

Sekil 3. Ornek 1
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maxmintaus();
q(t)= sin(t+2-%pi);
a= 2-%pi;
[terim1,terim2] =[0,0]

n-+1
f(1) ==

_(n+1)2
4

fo

(n+1)?
4

(n+1)2
4

M(t)=(m+1)?

A2(t) =(m+1)?

(2m+1)>2
4

(2m+1)?
4

maxfp(7) =

minfp(7) =

ui(t) =

w2(t) =
I1(t) =0

Ip(t) =0
done

Sekil 4. Ornek 2



3. SONUCLAR

Bu c¢aligmanin literatiire katkilar1 asagidaki sekilde 6zetlenebilir.

1. g(t) potansiyel fonksiyonu [0,a] fizerinde periyodik olmak iizere q(t) =

qgla—t) veya ( q(%— t) = q(%+ a) 0<t< g) veya (q(t) = —q(a—1))
ozelligini saglamasi durumunda yardimeir 6zdegerler olan A, (t) hesaplanmistir.
(Teorem 2.3)

2. Potansiyel fonksiyonun ¢ift olmasi durumunda; yardimeci ozdegerler A, ()
yardimiyla, [0, a] {izerinde tanimli periyodik ve yar1 periyodik 6zdegerler olan
A, Ve U, ler hesaplanmistir. (Teorem 2.5-2.6)

3. Literatiirdeki sonuglardan farkli olarak kararsizlik araligi [, agik olarak
verilmistir. Yani [, = F(n) + o(n™%). (bknz Teo 1.8- Teo 1.9)

4. Sembolik hesaplama yardimiyla A, (7) nun minimum ve maksimum degerleri
bulunmustur.

5. Literatiirde ters problemler olarak bilinen kararsizlik araliklarinin uzunluklarinin
bilinmesi durumunda potansiyel fonksiyonu ile ilgili bazi sonuglar elde edilmistir.

6. Potansiyel fonksiyonunun mevcut varsayimlart saglamasi durumunda elde edilen

teorik sonuclarin uygulanabilirligi olusturulan 6rneklerle dogrulanmaigtir.



. ONERILER

. A\, (1) lar gelistirilebilr.

. Ay(7) larin minimum ve maksimum degerleri uygun program kodlariyla
hesaplanarak spectrum incelenebilir.

. Kararsizlik araliklar iizerine elde edilen sonuglar daha da genisletilebilir.

. Kararsizlik araliklarinin uzunluklarinin asimptotik olarak bilinmesi durumunda
ters problemler ile ilgili sonuglar elde edilebilir. Bunun igin [,, = F(n) + o(n™%)
kullanilir.

. Potansiyel fonksiyonu farkli varsayimlarla dikkate alinabilir.
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