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SEMBOLLER DİZİNİ 

 

𝜆, 𝜇      : periyodik ve yarı periyodik özdeğerler 

Λ𝑛(𝜏)  : yardımcı özdeğerler 
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𝑞𝑟(𝑥)  : q(x) fonksiyonunun x’e göre r. mertebeden türevi 



 

 

 

1. GENEL BİLGİLER 

 

1.1. Giriş 

 

İkinci mertebeden 

 

           (𝑝𝑦′)′ + (𝜆𝑠 − 𝑞)𝑦 = 0                              (1) 

 

denklemi;  𝑝′′(𝑥) ve 𝑠′′(𝑥) mevcut ve parçalı sürekli olması durumunda uygun 

dönüşümler yardımıyla  

 

𝑦′′ + (𝜆 − 𝑞)𝑦 = 0                                                                        (2) 

 

denklemine indirgenebilir[4]. 𝜆 reel bir parametre ve 𝑞(𝑥) ise reel değerli bir 

fonksiyondur. (2) denkleminin lineer bağımsız 𝑦1 ve 𝑦2 çözümleri  

 

𝑦1(0, 𝜆) = 𝑦2
′(0, 𝜆) = 1, 𝑦1

′(0, 𝜆) =  𝑦2(0, 𝜆) = 0  

 

koşullarını sağlaması durumunda diskriminant fonksiyonu  

 

𝐷(𝜆) = 𝑦1(𝑎, 𝜆) + 𝑦2
′(𝑎, 𝜆)  

 

olarak tanımlanır. 𝐷(𝜆) − 2 = 0 denkleminin sıfır yerleri 𝜆0, 𝜆1, 𝜆2, …. ile gösterilirse bu 

değerler (2) denkleminin periyodik sınır koşullarını sağlaması durumunda periyodik 

özdeğerler olarak bilinmektedir[4]. Benzer şekilde 𝐷(𝜆) + 2 = 0 denkleminin sıfır yerleri 

𝜇0, 𝜇1, 𝜇2, …. ile gösterilirse, bu değerler de (2) denkleminin yarı periyodik sınır koşullarını 

sağlaması durumunda yarı periyodik özdeğerler olarak adlandırılır. 

Genel olarak 𝜆𝑛 ve 𝜇𝑛 değerleri 

 

𝜆0 < 𝜇0 ≤ 𝜇1 < 𝜆1 ≤ 𝜆2 < 𝜇2….  
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bağıntısına sahiptir[4]. 𝜆 ∈ ℛ ve 𝜆 ∈ (𝜆2𝑚, 𝜇2𝑚) ∪ (𝜇2𝑚+1, 𝜆2𝑚+1) olması durumunda (2) 

denkleminin trivial olmayan tüm çözümleri (−∞,∞) aralığında sınırlıdır. 

𝜆 ∈ (−∞, 𝜆0) ∪ (𝜇2𝑚, 𝜇2𝑚+1) ∪ (𝜆2𝑚+1, 𝜆2𝑚+2) olması durumunda ise (2) 

denkleminin tüm sıfırdan farklı çözümleri  (−∞,∞) aralığında sınırlıdır. (𝜇2𝑚, 𝜇2𝑚+1) ve 

(𝜆2𝑚+1, 𝜆2𝑚+2) aralıkları sırasıyla (2𝑚 + 1).ci ve (2𝑚 + 2).ci kararsızlık aralıkları,  

(−∞, 𝜆0) ise sıfırıncı kararsızlık aralığı olarak adlandırılır.  

Kararsızlık aralıklarının bilinmesi durumunda 𝑞 potansiyel fonksiyonu hakkında bazı 

sonuçların elde edilmesi mümkündür. Genel olarak bu tür problemler ‘‘ ters problemler’’ 

olarak adlandırılır ve bu konuda yapılan çalışmalardan en önemlisi 1946 yılında G. Borg 

tarafından ispatlanmıştır[6]. Benzer çalışmalar ve alternatif sonuçlar Hochstadt[7] ve 

Ungar[8] tarafından yürütülmüştür.  

Bu çalışmada, (2) denklemindeki 𝑞(𝑡) fonksiyonu reel değerli, [0, 𝑎] üzerinde 

integrallenebilen, 𝑎 periyoduna sahip ve ayrıca   

 

 𝑞(𝑡) = 𝑞(𝑎 − 𝑡) 𝑣𝑒𝑦𝑎 (𝑞(𝑡) = −𝑞(𝑎 − 𝑡))  

 

koşulunu sağlayan bir fonksiyon olarak kabul edilmiştir. Bu koşullar altında (2) 

denkleminin 𝑦(𝜏) = 𝑦(𝜏 + 𝑎) = 0 sınır koşullarını sağlayan ve yardımcı özdeğerler olarak 

adlandırılan Λ𝑛(𝜏) özdeğerleri hesaplanarak 𝜆𝑛 ve 𝜇𝑛 için asimptotik sonuçlar elde 

edilmiştir. Analitik olarak yapılan çalışmalar sonucunda elde edilen asimptotik tahminler 

kullanılarak kararsızlık aralıkları ile ilgili 𝑙𝑛 = 𝐹(𝑛) + 𝑂(𝑛
−𝑘) şeklinde sonuçlar elde 

edilmiştir. Bu sonuçlar farklı örneklere uygulanmış ve nümerik yaklaşımlar kullanılarak 

kararsızlık aralıklarının uzunlukları hesaplanmıştır. 

İkinci bölümde genel bir çözüm formu elde edebilmek amacıyla aşağıda tanımı 

verilen büyük  “O”  ve küçük “o” notasyonu kullanılacaktır: 

‘‘𝑥0 noktasının herhangi bir 𝜀0 civarındaki tüm x’ler için 

 

|𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀|𝑔(𝑥)|, 𝑥 ∈ 𝜀0, 𝑥 ≠ 𝑥0  

 

eşitsizliğini sağlayan bir 𝑀 > 0 sayısı varsa 𝑥, 𝑥0’ a yakınsadığında 𝑓(𝑥) fonksiyonu, 𝑔(𝑥) 

fonksiyonuna göre sınırlıdır” denir ve 
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𝑓(𝑥) = 𝑂((𝑔𝑥)), 𝑥 → 𝑥0  şeklinde yazılır. ” 

 

“f(x) ve g(x) fonksiyonları 𝑥0 noktasının herhangi bir 𝜀0 civarında tanımlanmış ve 

g(x) ≠ 0 olmak üzere 

 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= 0   

 

eşitliğinin sağlanması durumunda f(x) fonksiyonuna g(x) fonksiyonundan asimptotik 

olarak küçüktür” denir ve  

 

𝑓(𝑥) = 𝑜(𝑔(𝑥)),    𝑥 → 𝑥0  

 

şeklinde yazılır.” [1]. 

 

1.2. Periyodik ve Yarı Periyodik Özdeğer Problemleri 

 

{𝑝(𝑥)𝑦′(𝑥)}′ + {𝜆𝑠(𝑥) − 𝑞(𝑥)}𝑦(𝑥) = 0                 (1.1)           

 

denkleminde 𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥) ve 𝑠(𝑥) fonksiyonları 𝑎 periyoda sahip; 𝜆 ise reel bir parametre 

olsun.  

(1.1) denklemi için iki özdeğer problemi ele alınacaktır. Bu problemler (1.1) 

denklemi için temel oluşturmaktadır. Burada bahsedilen özellikler bölüm 1.3'deki 𝐷(𝜆) 

için 𝜆’nın incelenmesinde kullanılacaktır. 

i. Periyodik Problem:  [0, 𝑎] aralığı üzerinde tanımlı 

 

{𝑝(𝑥)𝑦′(𝑥)}′ + {𝜆𝑠(𝑥) − 𝑞(𝑥)}𝑦(𝑥) = 0  

 

denklemi ile 

 

𝑦(𝑎) = 𝑦(0),     𝑦′(𝑎) = 𝑦′(0)                                                    (1.2) 

 

periyodik sınır koşullarını sağlayan problemdir. 
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𝐷 = 𝑑/𝑑𝑥 olmak üzere 𝐿 ≔ 𝐷[𝑝(𝑥)𝐷] − 𝑞(𝑥) operatörü verilsin.  

(1.2) problemi 

 

𝐿[𝑦] + 𝜆𝑠(𝑥)𝑦 = 0  

 

şeklinde ifade edilir. Şimdi bu operatörün simetrikliği aşağıdaki gibi gösterilsin. Verilen 

aralık üzerinde sürekli, ikinci mertebe türeve sahip ve verilen sınır koşullarını sağlayan her 

 𝑢 , 𝑣 fonksiyonu için 

 

𝐿[𝑢] = {𝐷[𝑝(𝑥)𝐷] − 𝑞(𝑥)}𝑢  

= [𝑝(𝑥)𝑢′]′ − 𝑞(𝑥)𝑢  

= 𝑝′(𝑥)𝑢′ + 𝑝(𝑥)𝑢′′ − 𝑞(𝑥)𝑢  

𝐿[𝑣] = {𝐷[𝑝(𝑥)𝐷] − 𝑞(𝑥)}𝑣  

= [𝑝(𝑥)𝑣′]′ − 𝑞(𝑥)𝑣  

= 𝑝′(𝑥)𝑣′ + 𝑝(𝑥)𝑣′′ − 𝑞(𝑥)𝑣  

 

ve 𝑢(𝑎) = 𝑢(0), 𝑢′(𝑎) = 𝑢′(0), 𝑣(𝑎) = 𝑣(0), 𝑣′(𝑎) = 𝑣′(0) kullanılırsa 

 

∫ (𝑢𝐿[𝑣] − 𝑣𝐿[𝑢])𝑑𝑥  
𝑎

0
  

= ∫ [𝑢 𝑝′(𝑥)𝑣′ + 𝑢𝑝(𝑥)𝑣′′ − 𝑞(𝑥)𝑢𝑣 − 𝑣𝑝′(𝑥)𝑢′ − 𝑣𝑝(𝑥)𝑢′′  + 𝑞(𝑥)𝑢𝑣]𝑑𝑥
𝑎

0
  

= ∫ 𝑝′(𝑢𝑣′ − 𝑣𝑢′)𝑑𝑥
𝑎

0⏟              
𝐽1

+ ∫ 𝑝(𝑥)(𝑢𝑣′′ − 𝑣𝑢′′)𝑑𝑥
𝑎

0⏟              
𝐽2

  

 

şeklindedir. Buradaki  𝐽1 ve 𝐽2 integralleri hesaplanırsa 

 

𝐽1 = (𝑢𝑣
′ − 𝑣𝑢′)𝑝|0

𝑎 − ∫ 𝑝(𝑢𝑣′ − 𝑣𝑢′)′
𝑎

0
𝑑𝑥  

= −∫ 𝑝(𝑢′𝑣′ + 𝑢𝑣′′ − 𝑣′𝑢′ − 𝑣𝑢′′)𝑑𝑥
𝑎

0
  

= −∫ 𝑝(𝑢𝑣′′ − 𝑣𝑢′′)𝑑𝑥                           
𝑎

0
  

= −𝐽2                                                                  

⇒ 𝐽1 + 𝐽2 = 0  

⇒ ∫ (𝑢𝐿[𝑣] − 𝑣𝐿[𝑢])𝑑𝑥 = 0 ,
𝑎

0
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bulunur. Yani operatör verilen sınır koşullarına göre [0, 𝑎] üzerinde simetriktir. 

(1.2) problemi kendine eştir ve sayılabilir sayıda özdeğerlere sahiptir yani; 

 

𝜆0 ≤ 𝜆1 ≤ 𝜆2 ≤ .  .  .  ve  𝑛 → ∞  , 𝜆𝑛 → ∞  [2]         (1.3) 

 

sağlanır. 𝜆𝑛  (𝑛 = 0,1,2, .  .  . ) özdeğerlerine karşılık gelen özfonksiyonlar 𝜓𝑛(𝑥) ile 

gösterilirse bunlar da aşağıdaki özelliğe sahiptirler. 

 

∫ 𝜓𝑛(𝑥)𝜓𝑚(𝑥)𝑠(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

0
= {
1, (𝑚 = 𝑛)
0, (𝑚 ≠ 𝑛)

  

 

Burada 𝜓𝑛(𝑥) a periyotlu sürekli diferansiyellenebilen fonksiyonlar olmak üzere reel 

eksenin tamamına genişletilebilir. Bu nedenle bu fonksiyonlar 𝜆𝑛 özdeğerine karşılık gelen 

(1.1) probleminin çözümleridir. 

 

i. Yarı Periyodik Problemi:  [0, 𝑎] aralığı üzerinde tanımlı 

 

{𝑝(𝑥)𝑦′(𝑥)}′ + {𝜆𝑠(𝑥) − 𝑞(𝑥)}𝑦(𝑥) = 0  

 

denklemi ile 

 

𝑦(𝑎) = −𝑦(0),     𝑦′(𝑎) = −𝑦′(0)                                                (1.4) 

 

yarı periyodik sınır koşullarını sağlayan problemdir. 

Bu problem de benzer şekilde kendine eştir ve verilen sınır koşullarına göre 

simetriktir, bu nedenle sayılabilir sayıda özdeğerlere sahiptir. Yani; 

 

𝜇0 ≤ 𝜇1 ≤ 𝜇2 ≤ .  .  .   ve   𝜇_𝑛 → ∞  , 𝑛 → ∞                 (1.5) 

 

dır. Yarı periyodik özdeğer probleminin özdeğerleri 𝜇𝑛  (𝑛 = 0,1, .  .  . ), bu özdeğerlere 

karşılık gelen özfonksiyonlar da 𝜉𝑛(𝑥) ile gösterilir.  

Örnek 1.1: 𝑝(𝑥) = 𝑠(𝑥) = 1, 𝑞(𝑥) = 0 , 𝑥 ∈ [0, 𝑎] olması durumunda, (1.1) 

denklemi 𝑦′′ + 𝜆𝑦 = 0 denklemine indirgenir. 
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𝜆 = 0  için çözüm 

 

𝑦 = 𝑐1 + 𝑐2𝑥  

 

dir. Sınır değerleri kullanıldığında ise  

 

𝑦(0) = 𝑐1 , 𝑦(𝑎) = 𝑐1 + 𝑐2𝑎  

 

ve buradan 

 

𝑐1 = 𝑐1 + 𝑐2𝑎  

 

olur. Türev alınır, 𝑎 da hesaplanır ve 𝑦′(0) = 𝑦′(𝑎) kullanılırsa 

 

𝑦′(0) = 𝑐2 = 𝑦′(𝑎)  

𝑦 ve 𝑦′ den 

𝑐2𝑎 = 0  

𝑐2 = 0 , 𝑐1 𝑘𝑒𝑦𝑓𝑖  

 

elde edilir. Burada 𝑐1 özel olarak 1 alınırsa  

 

𝜆0 = 0 özdeğerine karşı  𝜓0(𝑥) = 1 bir özfonksiyondur. 

𝜆 = 𝑘2 > 0 için çözüm  

𝑦 = 𝑐1𝑐𝑜𝑠𝑘𝑥 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛𝑘𝑥  

 

dir. Sınır değerleri kullanıldığında ise 

 

𝑦(0) = 𝑐1,    𝑦(𝑎) = 𝑐1𝑐𝑜𝑠𝑘𝑎 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛𝑘𝑎  

 

ve buradan 

 

𝑐1 = 𝑐1𝑐𝑜𝑠𝑘𝑎 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛𝑘𝑎  
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olur.  Türev alınır, 𝑎 da hesaplanır ve 𝑦′(0) = 𝑦′(𝑎) kullanılırsa 

 

𝑦′(𝑎) = −𝑘𝑐1𝑠𝑖𝑛𝑘𝑎 + 𝑘𝑐2𝑐𝑜𝑠𝑘𝑎 = 𝑘𝑐2 = 𝑦′(0)  

𝑦  ve 𝑦′ den  

𝑐1(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑘𝑎) − 𝑐2𝑠𝑖𝑛𝑘𝑎 = 0  

𝑐1𝑠𝑖𝑛𝑘𝑎 + 𝑐2(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑘𝑎) = 0  

 

elde edilir ve sıfırdan farklı çözüm için katsayılar determinantı kullanılırsa 

 

|1−𝑐𝑜𝑠𝑘𝑎  
𝑠𝑖𝑛𝑘𝑎

  −𝑠𝑖𝑛𝑘𝑎
(1−𝑐𝑜𝑠𝑘𝑎)

| = (1 − 𝑐𝑜𝑠𝑘𝑎)2 + 𝑠𝑖𝑛2𝑘𝑎  

= 1 − 2𝑐𝑜𝑠𝑘𝑎 + cos2 𝑘𝑎 + sin2 𝑘𝑎  

= 0  

⇒ (2 − 2𝑐𝑜𝑠𝑘𝑎) = 0  

⇒ 1 = 𝑐𝑜𝑠𝑘𝑎 ⇒ 𝑘𝑎 = 2(𝑚 + 1)𝜋  

⇒ 𝑘 =
2(𝑚+1)𝜋

𝑎
   

 

bulunur ve 

 

𝜆2𝑚+1 = 𝜆2𝑚+2 =
4(𝑚 + 1)2𝜋2

𝑎2
 

 

şeklinde olur. 

 

𝜆 = −𝑘2 < 0 için çözüm 

                         𝑦 = 𝑐1𝑐𝑜𝑠ℎ𝑘𝑥 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛ℎ𝑘𝑥  

 

dir. Sınır değerleri kullanıldığında ise 

 

𝑦(0) = 𝑐1,    𝑦(𝑎) = 𝑐1𝑐𝑜𝑠ℎ𝑘𝑎 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛ℎ𝑘𝑎  

 

ve buradan 
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𝑐1 = 𝑐1𝑐𝑜𝑠ℎ𝑘𝑎 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛ℎ𝑘𝑎  

 

olur.  Türev alınır,  𝑎 da hesaplanır ve 𝑦′(0) = 𝑦′(𝑎) kullanılırsa 

 

𝑦′(𝑎) = 𝑘𝑐1𝑠𝑖𝑛ℎ𝑘𝑎 + 𝑘𝑐2𝑐𝑜𝑠ℎ𝑘𝑎 = 𝑘𝑐2 = 𝑦′(0)  

𝑦  ve 𝑦′ den  

𝑐1(𝑐𝑜𝑠ℎ𝑘𝑎 − 1) + 𝑐2𝑠𝑖𝑛ℎ𝑘𝑎 = 0  

𝑐1𝑠𝑖𝑛ℎ𝑘𝑎 + 𝑐2(𝑐𝑜𝑠ℎ𝑘𝑎 − 1) = 0  

 

elde edilir. Sıfırdan farklı çözüm için katsayılar determinantı kullanılırsa 

 

|(𝑐𝑜𝑠ℎ𝑘𝑎−1)  
𝑠𝑖𝑛ℎ𝑘𝑎

  𝑠𝑖𝑛ℎ𝑘𝑎
(𝑐𝑜𝑠ℎ𝑘𝑎−1)

| = (𝑐𝑜𝑠ℎ𝑘𝑎 − 1)2 − 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑘𝑎  

= 1 − 2𝑐𝑜𝑠ℎ𝑘𝑎 + cosh2 𝑘𝑎 − sinh2 𝑘𝑎  

= 0  

⇒ (2 − 2𝑐𝑜𝑠ℎ𝑘𝑎) = 0  

⇒ 1 = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑘𝑎  

⇒ 𝑘𝑎 = 0   

 

bulunur. Yani, 

 

𝜆 = −𝑘2 < 0 özdeğer değildir. 

 Benzer şekilde 

𝑦′′ + 𝜆𝑦 = 0  

𝑦(𝑎) = −𝑦(0), 𝑦′(𝑎) = −𝑦′(0)  

 

yarı periyodik probleminin özdeğerleri için 

 

𝜇 = 0  için 

𝑦 = 𝑐1 + 𝑐2𝑥  , 𝑦
′ = 𝑐2  

𝑦(𝑎) = −𝑦(0) ⇒ 𝑐1 + 𝑐2𝑎 = −𝑐1  

𝑦′(𝑎) = −𝑦′(0) ⇒ 𝑐2 = −𝑐2  

 

olduğundan  𝑐1 = 0 , 𝑐2 = 0 dır. Buradan 𝜇 = 0 özdeğer değildir. 



9 

 

𝜇 = 𝑘2 > 0   için çözüm 

𝑦 = 𝑐1𝑐𝑜𝑠𝑘𝑥 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛𝑘𝑥  

 

dir. Sınır değerleri kullanıldığında ise 

 

−𝑦(0) = 𝑐1,    𝑦(𝑎) = 𝑐1𝑐𝑜𝑠𝑘𝑎 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛𝑘𝑎  

 

ve buradan 

 

−𝑐1 = 𝑐1𝑐𝑜𝑠𝑘𝑎 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛𝑘𝑎  

 

olur.  Türev alınır,  𝑎 da hesaplanır ve −𝑦′(0) = 𝑦′(𝑎) kullanılırsa 

 

𝑦′(𝑎) = −𝑘𝑐1𝑠𝑖𝑛𝑘𝑎 + 𝑘𝑐2𝑐𝑜𝑠𝑘𝑎 = −𝑘𝑐2 = −𝑦′(0)  

𝑦  ve 𝑦′ den  

𝑐1(1 + 𝑐𝑜𝑠𝑘𝑎) + 𝑐2𝑠𝑖𝑛𝑘𝑎 = 0  

−𝑐1𝑠𝑖𝑛𝑘𝑎 + 𝑐2(𝑐𝑜𝑠𝑘𝑎 + 1) = 0  

 

elde edilir. Çözüm için katsayılar determinantı kullanılırsa 

 

|1+𝑐𝑜𝑠𝑘𝑎  
−𝑠𝑖𝑛𝑘𝑎

  𝑠𝑖𝑛𝑘𝑎
(1+𝑐𝑜𝑠𝑘𝑎)

| = (1 + 𝑐𝑜𝑠𝑘𝑎)2 + 𝑠𝑖𝑛2𝑘𝑎  

= (1 + 2𝑐𝑜𝑠𝑘𝑎 + cos2 𝑘𝑎 + sin2 𝑘𝑎)  

= 0  

⇒ 2+ 2𝑐𝑜𝑠𝑘𝑎 = 0  

⇒ −1 = 𝑐𝑜𝑠𝑘𝑎 ⇒ 𝑘𝑎 = (2𝑚 + 1)𝜋  

⇒ 𝑘 =
(2𝑚+1)𝜋

𝑎
   

 

bulunur. Yani, 

 

𝜇2𝑚 = 𝜇2𝑚+1 =
(2𝑚+1)2𝜋2

𝑎2
  

 

şeklinde olur. 



10 

 

𝜇 = −𝑘2 < 0 için çözüm 

𝑦 = 𝑐1𝑐𝑜𝑠ℎ𝑘𝑥 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛ℎ𝑘𝑥  

 

dir. Sınır değerleri kullanıldığında ise 

 

−𝑦(0) = −𝑐1,    𝑦(𝑎) = 𝑐1𝑐𝑜𝑠ℎ𝑘𝑎 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛ℎ𝑘𝑎  

 

ve buradan 

 

−𝑐1 = 𝑐1𝑐𝑜𝑠ℎ𝑘𝑎 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛ℎ𝑘𝑎  

 

olur.  Türev alınır, 𝑎 da hesaplanır ve −𝑦′(0) = 𝑦′(𝑎) kullanılırsa 

 

𝑦′(𝑎) = 𝑘𝑐1𝑠𝑖𝑛ℎ𝑘𝑎 + 𝑘𝑐2𝑐𝑜𝑠ℎ𝑘𝑎 = −𝑘𝑐2 = −𝑦′(0)  

𝑦  ve  𝑦′ den  

𝑐1(𝑐𝑜𝑠ℎ𝑘𝑎 + 1) + 𝑐2𝑠𝑖𝑛ℎ𝑘𝑎 = 0  

𝑐1𝑠𝑖𝑛ℎ𝑘𝑎 + 𝑐2(𝑐𝑜𝑠ℎ𝑘𝑎 + 1) = 0  

 

elde edilir. Çözüm için katsayılar determinantı kullanılırsa 

 

|(𝑐𝑜𝑠ℎ𝑘𝑎+1)  
𝑠𝑖𝑛ℎ𝑘𝑎

  𝑠𝑖𝑛ℎ𝑘𝑎
(𝑐𝑜𝑠ℎ𝑘𝑎+1)

| = (𝑐𝑜𝑠ℎ𝑘𝑎 + 1)2 − 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑘𝑎  

= 1 + 2𝑐𝑜𝑠ℎ𝑘𝑎 + cosh2 𝑘𝑎 − sinh2 𝑘𝑎  

= 0  

⇒ (2 + 2𝑐𝑜𝑠ℎ𝑘𝑎) = 0  

⇒ −1 = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑘𝑎  

 

bulunur. 

Bu eşitliği sağlayan bir 𝑘 değeri yoktur. Yani, 

𝜇 = −𝑘2 < 0 özdeğer değildir. 

Örnek 1.2:    𝑝(𝑥) = 1, 𝑞(𝑥) = 0, 

 

𝑠(𝑥) = 1   (−
1

2
𝑎 < 𝑥 ≤ 0) ,     𝑠(𝑥) = 9   (0 < 𝑥 ≤

1

2
𝑎)  

 

olmak üzere, 
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𝑦′′ + 𝜆𝑠𝑦 = 0 denklemi iki ayrı aralık için; 

𝑦′′ + 𝜆𝑦 = 0        −
1

2
𝑎 < 𝑥 ≤ 0 

𝑦′′ + 9𝜆𝑦 = 0         0 < 𝑥 ≤
1

2
𝑎 

 

şeklinde olur.  

Periyodik problem: λ = 0 özdeğerine karşı 𝜓0(𝑥) = 1 özfonksiyonun olduğu açıktır. 

𝜆 > 0 için denklemin genel çözümü aşağıdaki forma sahiptir. 

 

𝑦1
𝑦2
= {

    𝐴𝑐𝑜𝑠𝑥√𝜆 + 𝐵𝑠𝑖𝑛𝑥√𝜆        (−
1

2
𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 0)

   𝐶𝑐𝑜𝑠3𝑥√𝜆 + 𝐷𝑠𝑖𝑛3𝑥√𝜆     (0 ≤  𝑥 ≤  
1

2
𝑎)

  

 

ve  

 

𝑦1
′

𝑦2
′ = {

  − 𝐴√𝜆𝑠𝑖𝑛𝑥√𝜆 + 𝐵√𝜆𝑐𝑜𝑠𝑥√𝜆       

  −3𝐶√𝜆𝑠𝑖𝑛3𝑥√𝜆 + 3𝐷√𝜆𝑐𝑜𝑠3𝑥√𝜆     
  

 

dir. Burada A, B, C, D sabitlerdir. Çözümün sürekliliği kullanılır ve x = 0’daki türevi 

alınırsa 

 

A = C , B = 3D dir. 

[−
1

2
𝑎,
1

2
𝑎] aralığına ilişkin periyodik sınır şartları,  yani  

 

𝑦1 (−
𝑎

2
) = 𝑦2 (

𝑎

2
) , 𝑦1

′ (−
𝑎

2
) = 𝑦2 (

𝑎

2
) kullanlırsa; 

𝐶 {𝑐𝑜𝑠 (
3

2
𝑎√𝜆) − cos (

1

2
𝑎√𝜆)} + 𝐷 {𝑠𝑖𝑛 (

3

2
𝑎√𝜆) + 3 sin (

1

2
𝑎√𝜆)} = 0  

𝐶 {3𝑠𝑖𝑛 (
3

2
𝑎√𝜆) + sin (

1

2
𝑎√𝜆)} − 3𝐷 {𝑐𝑜𝑠 (

3

2
𝑎√𝜆) − cos (

1

2
𝑎√𝜆)} = 0  

 

bulunur. 

𝐶 ve 𝐷 aynı anda sıfır olmaksızın, sıfırdan farklı çözüm elde etmek için katsayılar 

determinantı hesaplanırsa  
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|
𝑐𝑜𝑠(

3

2
𝑎√𝜆)−cos(

1

2
𝑎√𝜆)

3𝑠𝑖𝑛(
3

2
𝑎√𝜆)+sin(

1

2
𝑎√𝜆)

 
      𝑠𝑖𝑛(

3

2
𝑎√𝜆)+3sin(

1

2
𝑎√𝜆)

             −3𝑐𝑜𝑠(
3

2
𝑎√𝜆)+3cos(

1

2
𝑎√𝜆)

| = 0  

−3 cos2 (
3

2
𝑎√𝜆) + 6 cos (

1

2
𝑎√𝜆) 𝑐𝑜𝑠 (

3

2
𝑎√𝜆) − 3 sin2 (

3

2
𝑎√𝜆) − 3 cos2 (

1

2
𝑎√𝜆) −

3 sin2 (
1

2
𝑎√𝜆) − 10  𝑠𝑖𝑛 (

3

2
𝑎√𝜆) sin (

1

2
𝑎√𝜆) = 0  

⇒   8𝑐𝑜𝑠2𝑎√𝜆 − 2𝑐𝑜𝑠𝑎√𝜆 − 6 = 0  

⇒    8𝑐𝑜𝑠2𝑎√𝜆 − 𝑐𝑜𝑠𝑎√𝜆 − 7 = 0                (1.6)          

 

eşitliği elde edilir. (1.6) için iki durum söz konusudur. Birinci durum; 

 

𝑐𝑜𝑠𝑎√𝜆 = −
7

8
    

 

dır. Bu durumda özdeğerler basittir. İkinci durum ise  

 

𝑐𝑜𝑠𝑎√𝜆 = 1  

 

dır. Bu durumda ise özdeğerler iki katlıdır. 

Bu nedenle  𝜆0 = 0 ve 𝑚 ≥ 0 için 

 

𝜆4𝑚+1 =
4(𝑚𝜋+

1

2
𝛼)
2

𝑎2
,         𝜆4𝑚+2 =

4{(𝑚+1)𝜋−
1

2
𝛼}
2

𝑎2
,          

𝜆4𝑚+3 = 𝜆4𝑚+4 =
4(𝑚+1)2𝜋2

𝑎2
  

 

olur. Burada  

 

0 < 𝛼 <
1

2
𝜋 ve  𝛼 = 𝑐𝑜𝑠−1 (−

7

8
)  

 

dır. 

 

Yarı periyodik problem: [−
1

2
𝑎,
1

2
𝑎]  aralığına ilişkin yarı periyodik sınır şartları yani 

𝑦1 (−
𝑎

2
) = −𝑦2 (

𝑎

2
) , 𝑦1

′ (−
𝑎

2
) = −𝑦2 (

𝑎

2
) kullanılırsa 
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𝐶 {−𝑐𝑜𝑠 (
3

2
𝑎√𝜆) − cos (

1

2
𝑎√𝜆)} − 𝐷 {𝑠𝑖𝑛 (

3

2
𝑎√𝜆) − 3 sin (

1

2
𝑎√𝜆)} = 0    

𝐶 {−3𝑠𝑖𝑛 (
3

2
𝑎√𝜆) + sin (

1

2
𝑎√𝜆)} + 3𝐷 {𝑐𝑜𝑠 (

3

2
𝑎√𝜆) + cos (

1

2
𝑎√𝜆)} = 0  

 

bulunur. 

 

𝐶 ve 𝐷 aynı anda sıfır olmaksızın, sıfırdan farklı çözüm elde etmek için katsayılar 

determinantı hesaplanırsa  

 

|
−𝑐𝑜𝑠(

3

2
𝑎√𝜆)−cos(

1

2
𝑎√𝜆)

−3𝑠𝑖𝑛(
3

2
𝑎√𝜆)+sin(

1

2
𝑎√𝜆)

 
    −𝑠𝑖𝑛(

3

2
𝑎√𝜆)+3sin(

1

2
𝑎√𝜆)

        3𝑐𝑜𝑠(
3

2
𝑎√𝜆)+3cos(

1

2
𝑎√𝜆)

| = 0  

⇒ −3cos2 (
3

2
𝑎√𝜆) − 6 cos (

1

2
𝑎√𝜆) 𝑐𝑜𝑠 (

3

2
𝑎√𝜆) − 3 sin2    (

3

2
𝑎√𝜆) −

3 cos2 (
1

2
𝑎√𝜆) − 3 sin2 (

1

2
𝑎√𝜆) + 10  𝑠𝑖𝑛 (

3

2
𝑎√𝜆) sin (

1

2
𝑎√𝜆) = 0  

⇒   8𝑐𝑜𝑠2𝑎√𝜆 − 2𝑐𝑜𝑠𝑎√𝜆 + 6 = 0  

⇒    8𝑐𝑜𝑠2𝑎√𝜆 − 𝑐𝑜𝑠𝑎√𝜆 − 1 = 0      

 

eşitliği elde edilir. Bu durumda özdeğerler ise; 

 

𝑐𝑜𝑠𝑎√𝜆 = (1 ± √33)/16  

 

olur.  

Yarı periyodik problemin özdeğerlerinin tümü basittir ve 

𝜇4𝑚 =
4(𝑚𝜋+

1

2
𝛽)

2

𝑎2
,     𝜇4𝑚+1 =

4(𝑚𝜋+
1

2
𝛾)
2

𝑎2
      

𝜇4𝑚+2 =
4{(𝑚+1)𝜋−

1

2
𝛾}
2

𝑎2
,       𝜇4𝑚+3 =

4{(𝑚+1)𝜋−
1

2
𝛽}
2

𝑎2
    

 

olur. Burada  

 

𝛽 = 𝑐𝑜𝑠−1 {
1+√33

16
} ,          𝛾 = 𝑐𝑜𝑠−1{(1 − √33)/16}  

 

dır.  
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1.3. Prüfer Dönüşüm Formülleri 

 

Bu bölümde 

 

{𝑝(𝑥)𝑦′(𝑥)}′ + {𝜆𝑠(𝑥) − 𝑞(𝑥)}𝑦(𝑥) = 0  

 

probleminin özdeğerleri olan 𝜆𝑛 ve 𝜇𝑛 (𝑛 → ∞) için asimptotik tahminler elde edilecektir. 

Bunun için eğer  𝑝′′(𝑥) ve 𝑠′′(𝑥) mevcut ve parçalı sürekli ise 

 

{𝑝(𝑥)𝑦′(𝑥)}′ + {𝜆𝑠(𝑥) − 𝑞(𝑥)}𝑦(𝑥) = 0  

 

probleminin çözümü için aşağıda verilen Liouville dönüşümü ve dönüştürülmüş denklemi 

kullanılır. 

 

𝑡 = ∫ {
𝑠(𝑢)

𝑝(𝑢)
}
½

𝑑𝑢,    𝑧(𝑡) =
𝑎

0
{𝑝(𝑥)𝑠(𝑥)}½𝑦(𝑥)   

 

Dönüştürülmüş denklem; 

 

𝑑2𝑧(𝑡)

𝑑𝑡2
+ {𝜆 − 𝑄(𝑡)}𝑧(𝑡) = 0,             (1.7) 

 

𝑄(𝑡) = 𝑞(𝑥) − 𝑝
1

4(𝑥)𝑠−
3

4(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥
𝑝(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
{𝑝(𝑥)𝑠(𝑥)}−

1

4            (1.8) 

 

şeklindedir. 

λ parametresi değişmez. Ayrıca x-aralığı [0,a] üzerinde periyodik ve yarı periyodik 

sınır koşullarına karşılık gelen t-aralığı için aynı tipte sınır koşullarına dönüştürülür. 

Bundan dolayı (1.7) eşitliği için periyodik ve yarı periyodik özdeğerler olan 𝜆𝑛 ve 𝜇𝑛,  

 

{𝑝(𝑥)𝑦′(𝑥)}′ + {𝜆𝑠(𝑥) − 𝑞(𝑥)}𝑦(𝑥) = 0  

 

problemindeki özdeğerler ile aynıdır. 𝑞𝑟(𝑥),  𝑝(𝑟+2)(𝑥) ve 𝑠(𝑟+2)(𝑥) in tümü mevcut ise 

Q(t) r defa türevlenebilirdir. 
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𝑝′′(𝑥) ve 𝑠′′(𝑥) mevcut değil ve {𝑝(𝑥)𝑦′(𝑥)}′ + {𝜆𝑠(𝑥) − 𝑞(𝑥)}𝑦(𝑥) = 0 problemi 

olduğu gibi uygulanamazsa bu durumda Liouville dönüşümü kullanılamaz. Aşağıdaki 

denklem göz önüne alınsın. 

 

{𝐶(𝑥)𝑦′(𝑥)}′ + 𝐷(𝑥)𝑦(𝑥) = 0     (𝑥1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥2)                           (1.9) 

 

Burada C(x) ve D(x) reel değerli, periyodik olması gerekmeyen ve türevleri parçalı 

sürekli fonksiyonlar olmak üzere; C(x) ve D(x) pozitif ve 𝑅(𝑥) = {𝐶(𝑥)𝐷(𝑥)}½  olarak 

tanımlansın. 

 Eğer  𝑦(𝑥) (1.9) eşitliğinin sıfırdan farklı reel değerli bir çözümü ise 

 

𝑅(𝑥)𝑦(𝑥) = 𝜌(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝜃(𝑥) ,    𝐶(𝑥)𝑦′(𝑥) = 𝜌(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝜃(𝑥)         (1.10) 

 

dır. Burada  

 

𝜌(𝑥) = {𝑅2(𝑥)𝑦2(𝑥) + 𝐶2(𝑥)𝑦′2(𝑥)}½ 

𝜃(𝑥) = 𝑡𝑎𝑛−1{𝑅(𝑥)𝑦(𝑥)/𝐶(𝑥)𝑦′(𝑥)} 

 

ile verilir. 

(1.10) deki ilk denklemden 𝑦′(𝑥), 

 

{𝑅(𝑥)𝑦(𝑥)}′ = {𝜌(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝜃(𝑥)}′  

⇒ 𝑅′(𝑥)𝑦(𝑥) + 𝑦′(𝑥)𝑅(𝑥) = 𝜌′(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝜃(𝑥) + 𝜃′(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝜃(𝑥)𝜌(𝑥)  

⇒ 𝑦′(𝑥) =
𝜌′(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝜃(𝑥)+𝜃′(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝜃(𝑥)𝜌(𝑥)−𝑅′(𝑥)𝑦(𝑥)

𝑅(𝑥)
  

 

olarak bulunur. Bu değer  (1.10) deki ikinci denklemde yerine yazılırsa 

 

𝐶(𝑥) [
𝜌′(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝜃(𝑥)+𝜃′(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝜃(𝑥)𝜌(𝑥)−𝑅′(𝑥)𝑦(𝑥)

𝑅(𝑥)
] = 𝜌(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝜃(𝑥)  

⇒
𝜌(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝜃(𝑥)

𝐶(𝑥)
𝑅(𝑥) +

𝜌(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝜃(𝑥)

𝑅(𝑥)
𝑅′(𝑥) − 𝜌′(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝜃(𝑥) = 𝜃′𝑐𝑜𝑠𝜃(𝑥)𝜌(𝑥)  

⇒ 𝜃′(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝜃(𝑥) = −
𝜌′(𝑥)

𝜌(𝑥)
𝑠𝑖𝑛𝜃(𝑥) +

𝑅(𝑥)

𝐶(𝑥)
cos θ(𝑥) +

𝑅′(𝑥)

𝑅(𝑥)
𝑠𝑖𝑛𝜃(𝑥)             (1.11) 

 

elde edilir. Daha sonra (1.10) de ki 𝐶(𝑥)𝑦′(𝑥) ve 𝑦(𝑥) ifadeleri (1.9) da yerine yazılırsa 
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{𝜌(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝜃(𝑥)}′ + 𝐷(𝑥)
𝜌(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝜃(𝑥)

𝑅(𝑥)
= 0  

⇒ 𝜌′(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝜃(𝑥) − 𝜃′(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝜃(𝑥)𝜌(𝑥) + 𝐷(𝑥)
𝜌(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝜃(𝑥)

𝑅(𝑥)
= 0  

 ⇒ 𝜃′(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝜃(𝑥) =
𝜌′(𝑥)

𝜌(𝑥)
𝑐𝑜𝑠𝜃(𝑥) +

𝐷(𝑥)

𝑅(𝑥)
sin θ(𝑥)  

 

elde edilir. Şartlar yeniden düzenlenir ve 
𝜌′(𝑥)

𝜌(𝑥)
 ifadesi yok edilirse aşağıdaki eşitlik sağlanır. 

 

𝜃′(𝑥) = (
𝐷(𝑥)

𝐶(𝑥)
)
½

+
1

4
 
{𝐶(𝑥)𝐷(𝑥)}′

𝐶(𝑥)𝐷(𝑥)
𝑠𝑖𝑛{2𝜃(𝑥)}                               (1.12) 

 

0 ≤ 𝜃(𝑎0) < 𝜋 olan bir 𝑎0 ∈ 𝑅 göz önüne alınsın. 

𝑎0 < 𝑎1 ≤ 𝑥2 olmak üzere  𝑦(𝑎0) ≥ 0 koşulunu sağlayan 𝑦(𝑥), (𝑎0, 𝑎1] de N tane 

sıfır yerine sahip ise 

 

𝑁𝜋 ≤ 𝜃(𝑎1) < (𝑁 + 1)𝜋   (1.13) 

 

olur. 

Lemma 1.1 [3]:  𝑞(𝑡) fonksiyonu [0, a] üzerinde integrallenebilir bir fonksiyon 

olmak üzere 

 

𝜏 ≤ 𝑥1 < 𝑥2 ≤ 𝜏 + 𝑎 , 𝜏 ∈ [0, 𝑎] için  

∫ 𝑞(𝑡) 𝑠𝑖𝑛
𝑐𝑜𝑠
(𝑐𝜃(𝑡, 𝜏))𝑑𝑡 = 𝑜(1)

𝑥2

𝑥1
  

 

dır. Özel olarak 

 

∫ 𝑞(𝑡) 𝑠𝑖𝑛
𝑐𝑜𝑠
(𝑐𝜃(𝑡))𝑑𝑡 = 𝑜(1)

𝑎

0
  

 

şeklindedir. 
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1.4. Asimptotik Tahminler 

 

Literatürde mevcut olan aşağıdaki teoremler,  𝜆2𝑚+1 ve  𝜆2𝑚+2 için asimptotik 

tahminleri verir. Aynı tahmin ve ispatlar  𝜇2𝑚  ve  𝜇2𝑚+1 için de geçerlidir. Yalnızca  𝜇2𝑚 

ve  𝜇2𝑚+1 de  2(m + 1) in yerine (2m + 1) yazılır. 𝐼 aşağıdaki şekilde tanımlansın. 

 

𝐼 = ∫ {𝑠(𝑥)/𝑝(𝑥)}
1

2𝑑𝑥
𝑎

0
    

 

Teorem 1.1 [4]:  𝑚 → ∞ iken  𝜆2𝑚+1 ve  𝜆2𝑚+2 aşağıdaki eşitliği sağlar. 

 

√𝜆 = 2(𝑚 + 1)𝜋𝐼−1 + 𝑜(𝑚)                                                   (1.14) 

 

Teorem 1.2 [4]: 𝑠′(𝑥) mevcut ve parçalı sürekli olsun. 𝑚 → ∞ iken 𝜆2𝑚+1 ve 

 𝜆2𝑚+2  aşağıdaki eşitliği sağlar. 

 

√𝜆 = 2(𝑚 + 1)𝜋𝐼−1 + 𝑜(1)                                                (1.15) 

 

Bundan sonra p(x) = s(x) = 1  olduğunu varsayalım. 

Teorem 1.3 [4]:  p(x) = s(x) = 1 olsun. 𝑚 → ∞ iken  𝜆2𝑚+1 ve  𝜆2𝑚+2 aşağıdaki 

eşitliği sağlar. 

 

√𝜆 =
2(𝑚+1)𝜋

𝑎
+
1

4
(𝑚 + 1)−1𝜋−1 ∫ 𝑞(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑜(𝑚−1)

𝑎

0
                  (1.16) 

 

Teorem 1.4 [4]:  p(x) = s(x) = 1 olsun. 𝑞(𝑟)(𝑥) mevcut ve parçalı sürekli olsun. 

 𝜆2𝑚+1 ve  𝜆2𝑚+2 aşağıdaki eşitliği sağlar. 

 

√𝜆 =
2(𝑚+1)𝜋

𝑎
+ ∑ 𝐴𝑘{2(𝑚 + 1)𝜋/𝑎}

−𝑘𝑟+1
𝑘=1 + 𝑜(𝑚−𝑟−1)         (1.17) 

 

Burada 𝐴𝑘 m den bağımsız 𝑞 ve onun 𝑞𝑟−1 e kadar türevlerini içerir. 

Özellikle; 
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 𝐴1 =
1

2𝑎
∫ 𝑞(𝑥)𝑑𝑥, 𝐴2 = 0, 𝐴3 =

1

8𝑎
∫ 𝑞2(𝑥)𝑑𝑥 − 𝐴1

2       
𝑎

0

𝑎

0
 (1.18) 

 

şeklindedir. 

Teorem 1.5 [4]:  p(x) = s(x) = 1 ve q(x) parçalı sürekli olsun. 𝑚 → ∞ iken  𝜆2𝑚+1 

ve  𝜆2𝑚+2 sırasıyla eksi ve artı işaretiyle aşağıdaki eşitliği sağlar. 

 

√𝜆 =
2(𝑚+1)𝜋

𝑎
+
1

4
(𝑚 + 1)−1𝜋−1 ∫ 𝑞(𝑥)𝑑𝑥 ±

1

8
𝑚−1𝜋−1𝑎𝐶2𝑚+2 + 𝑂(𝑚

−
3

2)
𝑎

0
           

 

Burada 𝑐𝑛 = (𝑎𝑛
2 + 𝑏𝑛

2)1/2, 𝑎𝑛 ve 𝑏𝑛 ise 𝑞(𝑥) in [0, 𝑎]  da tanımlı Fourier 

katsayılarıdır, yani 

 

𝑎𝑛 =
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) cos (

2𝑛𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑐+𝑎

𝑐
  

 

ve  

 

𝑏𝑛 =
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) sin (

2𝑛𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑐+𝑎

𝑐
  

 

şeklindedir. 

 

1.5. Kararlılık ve Kararsızlık Aralıkları 

 

{𝑝(𝑥)𝑦′(𝑥)}′ + {𝜆𝑠(𝑥) − 𝑞(𝑥)}𝑦(𝑥) = 0                (1.19) 

 

denkleminin lineer bağımsız çözümleri 𝜙1(𝑥, 𝜆) 𝑣𝑒 𝜙2(𝑥, 𝜆) ile gösterilsin, öyle ki  

 

𝜙1(0) = 1, 𝜙1
′(0) = 0, 𝜙2(0) = 0, 𝜙2

′(0) = 1   

 

sağlansın. 

 

Bu durumda  𝜙1(𝑥, 𝜆) 𝑣𝑒 𝜙2(𝑥, 𝜆) analitik fonksiyonlardır [𝟒]. 

(1,19)  denklemin diskriminantı 
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𝐷(𝜆) = 𝜙1(𝑎, 𝜆) + 𝜙2
′ (𝑎, 𝜆)                                                      (1.20) 

 

olarak tanımlanır. 𝐷(𝜆), 𝜆′nın sürekli fonksiyonu olduğundan |𝐷(𝜆)| < 2 şartını sağlayan 

𝜆 değerleri reel 𝑥 ekseninde açık bir küme oluştururlar. Bu küme ayrık açık aralıkların 

sayılabilir birleşimi ve boştan farklı bir kümedir.[𝟒] Bu aralıklar (1.19) denkleminin 

kararlılık aralıklarıdır. Benzer şekilde |𝐷(𝜆)| > 2 şartını sağlayan aralıklar (1.19)’in 

kararsızlık aralıklarıdır. Kararlılık aralıklarının kapanışları olan |𝐷(𝜆)| ≤ 2  şartını 

sağlayan aralıklar (1.19) denkleminin koşullu kararlılık aralıklarıdır.  

 

1.6. 𝑫(𝝀) Fonksiyonu 

 

𝜆𝑛 ve  𝜇𝑛 (1.3) ve (1.5) de tanımlandığı gibi sırasıyla periyodik ve yarı periyodik 

özdeğerler olmak üzere 𝐷(𝜆) fonksiyonu aşağıdaki özelliklere sahiptir. 

Teorem 1.6 [4]: 𝜆𝑛 ve 𝜇𝑛 yukarıda tanımlandığı gibi olmak üzere 

(i)    𝜆𝑛 ve  𝜇𝑛  aşağıdaki eşitsizliği sağlar. 

𝜆0 < 𝜇0 ≤ 𝜇1 < 𝜆1 ≤ 𝜆2 < 𝜇2 ≤ 𝜇3 < 𝜆3 ≤ 𝜆4 < .  .  .                                            

 (ii)   [ 𝜆2𝑚 , 𝜇2𝑚 ] aralığında D(λ)   2’ den  -2’ ye azalır. 

(iii)   [  𝜇2𝑚+1 , 𝜆2𝑚+1 ] aralığında D(λ)   -2’ den  2’ ye artar. 

(iv)  (−∞, 𝜆0) ve (𝜆2𝑚+1 , 𝜆2𝑚+2) aralıklarında D(λ) > 2 dir. 

(v)   (𝜇2𝑚 , 𝜇2𝑚+1)   aralığında  D(λ) < -2 dir. 

Sonuç olarak (1.19) probleminin kararlılık aralıkları (𝜆2𝑚 , 𝜇2𝑚) , ( 𝜇2𝑚+1 , 𝜆2𝑚+1) 

ve bu aralıkların kapanışları da koşullu kararlılık aralıklarıdır. 

(1.19) probleminin kararsızlık aralıkları ise (−∞, 𝜆0) , (𝜆2𝑚+1 , 𝜆2𝑚+2) ve 

(𝜇2𝑚 , 𝜇2𝑚+1) şeklindedir. 

(𝜇2𝑚 , 𝜇2𝑚+1) , (𝜆2𝑚+1 , 𝜆2𝑚+2) sırasıyla (2m+1) ve (2m+2) nci kararsızlık aralığı,  

(−∞, 𝜆0) ise sıfırıncı kararsızlık aralığı olarak adlandırılır. 

𝑛. 𝑐𝑖 kararsızlık aralığının uzunluğu ise 𝑙𝑛 ile gösterilir. 

 

𝑛 = 2𝑚 + 1 için 𝑙2𝑚+1 = 𝜇2𝑚+1 − 𝜇2𝑚 ve  𝑛 = 2𝑚 + 2  için 𝑙2𝑚+2 = 𝜆2𝑚+2 −

𝜆2𝑚+1  

 

ile hesaplanır. 
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{𝑝(𝑥)𝑦′(𝑥)}′ + {𝜆𝑠(𝑥) − 𝑞(𝑥)}𝑦(𝑥) = 0  problemi; 0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑎 olmak üzere 

aşağıdaki sınır koşullarıyla göz önüne alınsın. 

 

𝑦(𝜏) = 𝑦(𝜏 + 𝑎) = 0 ,  𝑦′(𝜏) = 𝑦′(𝜏 + 𝑎) = 0     (1.21) 

 

Bu problemin özdeğerleri 𝛬𝑛(𝜏) ile gösterilsin. Bu özdeğerler yardımcı özdeğerler 

olarak adlandırılsın.  

Teorem 1.7 [4]: 𝜏 ∈ [0, 𝑎] olmak üzere 𝛬2𝑚(𝜏) ve 𝛬2𝑚+1(𝜏) fonksiyonlarının 

görüntüleri sırasıyla [𝜇2𝑚 , 𝜇2𝑚+1] ve [𝜆2𝑚+1 , 𝜆2𝑚+2] ile verilir yani; 

 

 𝜇2𝑚 ≤ 𝛬2𝑚(𝜏) ≤ 𝜇2𝑚+1   ,    𝜆2𝑚+1 ≤ 𝛬2𝑚+1(𝜏) ≤ 𝜆2𝑚+2            (1.22) 

 

dır. 

Sonuç olarak  

 

𝑚𝑖𝑛𝛬2𝑚(𝜏) = 𝜇2𝑚  ,       𝑚𝑎𝑥𝛬2𝑚(𝜏) = 𝜇2𝑚+1                      (1.23) 

 

ve benzer şekilde 

 

𝑚𝑖𝑛𝛬2𝑚+1(𝜏) = 𝜆2𝑚+1 ,      𝑚𝑎𝑥𝛬2𝑚+1(𝜏) = 𝜆2𝑚+2           (1.24) 

 

dır. 

 

1.7. Kararsızlık Aralıklarının Uzunluğu 

 

{𝑝(𝑥)𝑦′(𝑥)}′ + {𝜆𝑠(𝑥) − 𝑞(𝑥)}𝑦(𝑥) = 0 probleminin n. nci kararsızlık aralığının 

uzunluğu olan 𝑙𝑛 için aşağıdaki tahminler mevcuttur. 

Teorem1.8 [4]:  𝑛 → ∞ iken  𝑙𝑛 aşağıdaki özellikleri sağlar. 

i.  𝑙𝑛 = 𝑜(𝑛
2); 

ii.  Eğer 𝑠′(𝑥) mevcut ve parçalı sürekli ise 𝑙𝑛 = 𝑜(𝑛); 

iii.  Eğer 𝑠(𝑟+2)(𝑥), 𝑝(𝑟+2)(𝑥) 𝑣𝑒 𝑞(𝑟)(𝑥) mevcut ve parçalı sürekli ise 𝑙𝑛 = 𝑜(𝑛
−𝑟)  

dir. 
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Teorem1.9 [4]:  𝑛 → ∞ iken  𝑙𝑛 aşağıdaki özellikleri sağlar. 

i.  Eğer s(x)  parçalı düzgün ise 𝑙𝑛 = 𝑂(𝑛); 

ii.  Eğer 𝑠′(𝑥) mevcut , 𝑠′(𝑥) ve 𝑝′(𝑥) parçalı düzgün ise 𝑙𝑛 = 𝑂(1); 

iii.  Eğer 𝑠(𝑟+2)(𝑥), 𝑝(𝑟+2)(𝑥) 𝑣𝑒 𝑞(𝑟)(𝑥) mevcut ve parçalı düzgün ise  

 𝑙𝑛 = 𝑂(𝑛
−𝑟−1) dır. 

 

 

 



 

 

 

2. YAPILAN ÇALIŞMALAR, BULGULAR VE İRDELEME 

 

2.1. Asimptotik Tahminlerle İlgili Literatürde Mevcut Bazı Sonuçlar 

 

Bu bölümde 1. bölümdeki tanım, teorem ve yöntemlerden faydalanarak aşağıdaki 

diferansiyel denklemin spektral yapısı incelenmektedir. 

 

𝑦′′(𝑡) + (𝜆 − 𝑞(𝑡 + 𝜏))𝑦(𝑡) = 0                (2.1) 

 

Burada 𝑞(𝑡) reel değerli ve [𝑎, 𝑏] aralığında lebesque anlamında integrallenebilir bir 

fonksiyon;  𝜏𝜖[0, 𝑎] ve 𝜆 spektral parametredir. 

 

2.2. Özdeğerler İçin Asimptotik Çözümler  

 

𝑞(𝑡) reel değerli ve [𝑎, 𝑏] aralığında lebesque anlamında integrallenebilir bir 

fonksiyon ve 𝜏𝜖[0, 𝑎] olmak üzere; 

 

𝑦′′(𝑡) + (𝜆 − 𝑞(𝑡 + 𝜏))𝑦(𝑡) = 0                               (2.2)                                                                      

 

diferensiyel denklemi 

 

𝑦(0) = 𝑦(𝑎) = 0               (2.3) 

 

sınır koşulları ile göz önüne alınsın. (2.2) denklemi  (2.3) sınır değerleri ile aşağıdaki 

probleme denktir [5]. 

 

𝑦′ + (𝛬 − 𝑞(𝑡)𝑦(𝑡)) = 0           (2.4) 

 

𝑦(𝜏) = 𝑦(𝜏 + 𝑎) = 0                      (2.5) 
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 (2.1)-(2.3) özdeğer probleminin 𝑛 → ∞ için 𝛬𝑛(𝜏) özdeğerlerinin asimptotik 

yaklaşımlarının 

 

𝛬𝑛(𝜏) = 𝐹(𝑛) + 𝑜(𝑛
−𝐾)      (2.6) 

 

olduğu bilinmektedir. Burada 𝐾, 𝑞(𝑡) fonksiyonunun düzgünlüğüne bağlı olarak hata 

teriminde bulunan bir sabittir.  𝑞 potansiyel fonksiyonunun düzgünlüğü arttıkça 𝐾 sabiti de 

daha büyük değerler alacaktır. 

Aşağıda tanımlanan prüfer dönüşümü göz önüne alınsın. 

 

𝑡𝑎𝑛𝜃(𝑡, 𝛬, 𝜏) ≔ 𝛬1/2
𝑦(𝑡,𝛬)

𝑦′(𝑡,𝛬)
 ,        𝑡 ∈ [𝜏, 𝜏 + 𝑎]               (2.7) 

 

(2.5) sınır değerleri kullanılırsa 

 

𝜃(𝜏) = 0  , 𝜃(𝜏 + 𝑎) = (𝑛 + 1)𝜋      (𝑛 ∈ 𝑁)  

 

elde edilir. 

(2.2) a karşılık gelen 𝜃 denklemi 

 

𝜃′(𝑡, 𝜏) = Λ1/2 −
1

2
𝛬−

1

2𝑞(𝑡) +
1

2
𝛬−

1

2𝑞(𝑡) cos 2𝜃(𝑡, 𝜏)    (2.8) 

 

ile verilir. (2.8) denkleminin [𝜏, 𝑥] üzerinde integrali alınırsa 

 

𝜃(𝑥, 𝜏) = 𝛬
1

2(𝑥 − 𝜏) −
1

2
𝛬−1/2 ∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡 +

1

2
𝛬−1/2 ∫ 𝑞(𝑡) cos(2𝜃(𝑡, 𝜏)) 𝑑𝑡

𝑥

𝜏

𝑥

𝜏
    (2.9) 

 

bulunur. 

(2.8) denkleminde ki 𝜃(𝑡, 𝜏) fonksiyonu için, [6] de tanımlandığı gibi aşağıdaki dizi 

göz önüne alınsın. 𝑘 = 1, 2, 3 .  .  . için 

 

𝜃1(𝑡, 𝜏) ≔ 𝛬
1

2(𝑡 − 𝜏) −
1

2
𝛬−1/2 ∫ 𝑞(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝜏
         (2.10) 
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𝜃𝑘+1(𝑡, 𝜏) ≔ 𝜃1(𝑡, 𝜏) +
1

2
𝛬−1/2 ∫ 𝑞(𝑠)cos ( 2θk(𝑠, 𝜏))𝑑𝑠

𝑡

𝜏
     (2.11)     

 

şeklindedir. 

Lemma 2.1 [7]:  q(t), 𝑡 ∈ [𝜏, 𝜏 + 𝑎] için integrallenebilen bir fonksiyon ve  𝑥1 , 𝑥2: 

𝜏 ≤ 𝑥1 < 𝑥2 ≤ 𝜏 + 𝑎 olmak üzere  

 

∫ 𝑞(𝑡) 𝑐𝑜𝑠
𝑠𝑖𝑛
(𝑐𝜃(𝑡, 𝜏))𝑑𝑡 = 𝑜(1)

𝑥2

𝑥1
  

 

dır. 

Lemma 2.2 [8]:  𝑡 ∈ [𝜏, 𝜏 + 𝑎] ve 𝑞 ∈ 𝐿1[0, 𝑎] verilsin. 𝛬 → ∞ için; 

 

∫ 𝑞(𝑠) cos(2𝜃(𝑠, 𝜏)) 𝑑𝑠 = 𝑜(1)
𝑡

𝜏
  

 

şeklindedir. 

İspat: 𝜇 ≔ 𝜋/(2𝛬
1

2) şeklinde tanımlansın. Ayrıca  

 

𝑥1 + 𝜇 ≤ 𝑎 ve 𝑥2 − 𝑥1 ≥ 𝜇 

 

koşulları verilsin. 

 

𝐼 ≔ ∫ 𝑞(𝑠) cos(2𝜃(𝑠, 𝜏)) 𝑑𝑠 
𝑥2

𝑥1
ve 𝐼′ ≔ ∫ 𝑞(𝑠) cos(2𝜃(𝑠, 𝜏)) 𝑑𝑠 

𝑥2+𝜇

𝑥1+𝜇
 

 

şeklinde tanımlansınlar. 

 

𝐼 − 𝐼′ = ∫ 𝑞(𝑠) cos(2𝜃(𝑠, 𝜏)) 𝑑𝑠 +
𝑥1+𝜇

𝑥1
∫ 𝑞(𝑠) cos(2𝜃(𝑠, 𝜏)) 𝑑𝑠
𝑥2+𝜇

𝑥2
  

 

olur. Her iki tarafın mutlak değeri alınırsa 

 

|𝐼 − 𝐼′| = |∫ 𝑞(𝑠) cos(2𝜃(𝑠, 𝜏)) 𝑑𝑠 +
𝑥1+𝜇

𝑥1
∫ 𝑞(𝑠) cos(2𝜃(𝑠, 𝜏)) 𝑑𝑠
𝑥2+𝜇

𝑥2
|  

≤ ∫ |𝑞(𝑠)||cos (2𝜃(𝑠, 𝜏))|𝑑𝑠 + ∫ |𝑞(𝑠)||cos (2𝜃(𝑠, 𝜏))|𝑑𝑠
𝑥2+𝜇

𝑥2

𝑥1+𝜇

𝑥1
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−1 ≤ 𝑐𝑜𝑠𝑥 ≤ 1 ve 𝑞 ∈ 𝐿1[0, 𝑎] ve 𝜇 = 𝑜(1) olduğundan 

 

𝐼 − 𝐼′ = 𝑜(1)                                                                  (2.12) 

 

olur. 

 

𝐼 + 𝐼′ = ∫ 𝑞(𝑠) cos(2𝜃(𝑠, 𝜏)) 𝑑𝑠 +
𝑥2

𝑥1
∫ 𝑞(𝑠) cos(2𝜃(𝑠, 𝜏)) 𝑑𝑠
𝑥2+𝜇

𝑥2+𝜇
  

 

eşitliğine 𝑢 = 𝑥 − 𝜇 dönüşümü uygulanırsa 

 

 𝐼 + 𝐼′ = ∫ [𝑞(𝑠) cos(2𝜃(𝑠, 𝜏)) 𝑑𝑠 + 𝑞(𝑠 + 𝜇)cos (2𝜃(𝑠 + 𝜇, 𝜏))]
𝑋2

𝑥1
𝑑𝑠 

=∫ 𝑞(𝑠){cos(2𝜃(𝑠, 𝜏)) + cos (2𝜃(𝑠 + 𝜇, 𝜏))}𝑑𝑠
𝑥2

𝑥1
 

+∫ cos(2𝜃(𝑠 + 𝜇, 𝜏)) {𝑞(𝑠 + 𝜇) − 𝑞(𝑠)}𝑑𝑠
𝑥2

𝑥1
  

 

bulunur. 𝑞 ∈ 𝐿1[0, 𝑎] olduğundan 

 

∫ |𝑞(𝑠 + 𝜇) − 𝑞(𝑠)|𝑑𝑠 = 𝑜(1)
𝑎−𝜇

0
  

 

sağlanır. Bu durumda eşitliğin son terimi 𝑜(1) olur. Ayrıca  

 

cos(2𝜃(𝑠, 𝜏)) + cos(2𝜃(𝑠 + 𝜇, 𝜏)) = 2𝑐𝑜𝑠{𝜃(𝑠 + 𝜇, 𝜏) + 𝜃(𝑠, 𝜏)}  

𝑐𝑜𝑠{𝜃(𝑠 + 𝜇, 𝜏) − 𝜃(𝑠, 𝜏)}  

 

dır. Ek olarak 0 ≤ 𝑥1 < 𝑥2 ≤ 𝑎 ve 𝛿 > 0 olmak üzere 𝑥2 − 𝑥1 ≤ 𝛿𝛬
−1/2 verilsin. 

Bu taktirde 𝛬 → ∞ için 

 

𝜃(𝑥2) − 𝜃(𝑥1) = 𝛬
1

2(𝑥2 − 𝑥1) + 𝑜(1)  

 

dır (Lemma 4.1.[7]). Buradan  

 

𝜃(𝑠 + 𝜇, 𝜏) − 𝜃(𝑠, 𝜏) =
𝜋

2
+ 𝑜(1)  

 

bulunur. Bu durumda 𝐼 + 𝐼′ eşitliğinin ilk terimi de 𝑜(1) olur. Sonuç olarak  
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𝐼 + 𝐼′ = 𝑜(1)                                     (2.13) 

 

elde edilir. (2.12)-(2.13) eşitlikleri ile  

 

𝐼 = 𝑜(1)  

 

olur. Özel olarak 𝑥1 = 𝜏 ve 𝑥2 = 𝑡  alınırsa ispat tamamlanır. 

Lemma 2.3 [8]:  𝑡 ∈ [𝜏, 𝜏 + 𝑎] ve (𝑘 = 1,2, . . . ) olmak üzere 𝛬 → ∞ için; 

 

∫ 𝑞(𝑠)
𝑡

𝜏
𝑠𝑖𝑛
𝑐𝑜𝑠
(2𝜃𝑘(𝑠, 𝜏))𝑑𝑠 = 𝑜(1)  

 

şeklindedir. 

İspat: Lemma 2.2 in ispatına benzer şekilde yapılır. 

Lemma 2.4 [8]: 𝑡 ∈ [𝜏, 𝜏 + 𝑎] ve (𝑘 = 1,2, . . . ) olmak üzere 𝜆 → ∞ için; 

 

𝜃𝑘+1(𝑡, 𝜏) − 𝜃𝑘(𝑡, 𝜏) = 𝑜(𝜆
−
𝑘

2)  

 

eşitliği sağlanır. 

İspat:  𝑘 üzerinde indüksiyon yöntemi uygulanmalıdır. 𝑘 = 1 olsun.  (2.10)-(2.11) 

eşitlikleri ile 

 

𝜃2(𝑡, 𝜏) − 𝜃1(𝑡, 𝜏) =
1

2
𝛬−1/2 ∫ 𝑞(𝑠) cos(2𝜃1(𝑠, 𝜏)) 𝑑𝑠

𝑡

𝜏
  

 

dır. Lemma 2.3 ile integral terimi 𝑜(1) olur. Buradan da 

 

𝜃2(𝑡) − 𝜃1(𝑡) = 𝑜(𝜆
−
1

2)  

 

elde edilir. 𝑘 − 1 için 

 

𝜃𝑘(𝑡) − 𝜃𝑘−1(𝑡) = 𝑜(𝜆
−
(𝑘−1)

2 )  

 

olsun. 𝑘 için de doğru olduğu gösterilsin. (2.10)-(2.11) eşitlikleri ile 
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𝜃𝑘+1(𝑡, 𝜏) − 𝜃𝑘(𝑡, 𝜏) =
1

2
𝛬−1/2 ∫ 𝑞(𝑠)

𝑡

𝜏
{cos(2𝜃𝑘(𝑠, 𝜏)) − cos (2𝜃𝑘−1(𝑠, 𝜏)}𝑑𝑠  

= −𝛬−1/2 ∫ 𝑞(𝑠) sin(𝜃𝑘(𝑠, 𝜏) − 𝜃𝑘−1(𝑠, 𝜏)) sin(𝜃𝑘(𝑠, 𝜏) + 𝜃𝑘−1(𝑠, 𝜏)) 𝑑𝑠
𝑡

𝜏
   

 

bulunur. Buradan  

 

|𝜃𝑘+1(𝑡, 𝜏) − 𝜃𝑘(𝑡, 𝜏)| ≤ 𝛬
−
1

2
𝑠𝑢𝑝
0≤𝑡≤𝑎

|𝜃𝑘(𝑡, 𝜏) − 𝜃𝑘−1(𝑡, 𝜏)| ∫ |𝑞(𝑠)|𝑑𝑠
𝑎

0
 = 𝑜 (𝜆−

𝑘

2)  

 

olur. 

Lemma 2.5 [8]:  𝑡 ∈ [𝜏, 𝜏 + 𝑎]  ve (𝑘 = 1,2, . . . ) olmak üzere 𝛬 → ∞ için; 

 

𝜃(𝑡, 𝜏) − 𝜃𝑘(𝑡, 𝜏) = 𝑜(𝜆
−
𝑘

2)  

 

şeklindedir. 

İspat:  𝑘 üzerinde indüksiyon yöntemi uygulanmalıdır. 𝑘 = 1 olsun. (2.10)-(2.7) 

eşitlikleri ile 

 

𝜃(𝑡, 𝜏) − 𝜃1(𝑡, 𝜏) =
1

2
𝛬−1/2 ∫ 𝑞(𝑠) cos(2𝜃(𝑠, 𝜏)) 𝑑𝑠

𝑡

𝜏
  

 

bulunur. Lemma 2.2 ile integral terimi 𝑜(1) olur. Buradan da  

 

𝜃(𝑡, 𝜏) − 𝜃1(𝑡, 𝜏) = 𝑜(𝜆
−
1

2)  

 

bulunur. 𝑘 için doğru olsun. 𝑘 + 1 için doğru 

 

 𝜃(𝑡, 𝜏) − 𝜃𝑘+1(𝑡, 𝜏) =
1

2
𝛬−1/2 ∫ 𝑞(𝑠){cos(2𝜃(𝑠, 𝜏)) − cos(2𝜃𝑘(𝑠, 𝜏))}𝑑𝑠

𝑡

𝜏
 

= −𝛬−1/2 ∫ 𝑞(𝑠) sin(𝜃(𝑠, 𝜏) − 𝜃𝑘(𝑠, 𝜏)) sin(𝜃(𝑠, 𝜏) + 𝜃𝑘(𝑠, 𝜏)) 𝑑𝑠
𝑡

𝜏
  

 

olmak üzere indüksiyon hipotezi ile 

 

|𝜃(𝑡, 𝜏) − 𝜃𝑘+1(𝑡, 𝜏)| ≤ 𝛬
−
1

2
𝑠𝑢𝑝
0≤𝑡≤𝑎

|𝜃(𝑡, 𝜏) − 𝜃𝑘(𝑡, 𝜏)| ∫ |𝑞(𝑡)|𝑑𝑡
𝑎

0
= 𝑜 (𝜆−1(

1

2
)(𝑘+1))   

 

bulunur. 
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Teorem 2.1 [8]: ∀ 𝑛 pozitif tamsayısı, 0 ≤ 𝜏 < 𝑎 ve 𝑞 ∈ 𝐿′[𝜏, 𝜏 + 𝑎] için ; 𝛬 → ∞ 

 

𝜃(𝜏 + 𝑎) = 𝛬1/2𝑎 −
1

2
𝛬−1/2 ∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡 +

1

2
𝛬−1/2 ∫ 𝑞(𝑡) cos(2𝜃𝑛(𝑡, 𝜏)) 𝑑𝑡

𝜏+𝑎

𝜏

𝜏+𝑎

𝜏
  

+𝑜(𝜆−
1

2
(𝑛+1))      

 

dır. 

İspat:  (2.9) eşitliği 𝑥 = 𝜏 + 𝑎 için yazılırsa  

 

𝜃(𝜏 + 𝑎) = 𝛬1/2𝑎 −
1

2
𝛬−1/2 ∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡 +

1

2
𝛬−1/2 ∫ 𝑞(𝑡) cos(2𝜃(𝑡, 𝜏)) 𝑑𝑡

𝜏+𝑎

𝜏

𝜏+𝑎

𝜏
  

ve 𝑐𝑜𝑠2𝜃 = 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑛 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑛  

 

şeklinde yazılırsa 

 

𝜃(𝜏 + 𝑎) = 𝛬1/2𝑎 −
1

2
𝛬−1/2 ∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡 +

1

2
𝛬−1/2 ∫ 𝑞(𝑡) cos(2𝜃𝑛(𝑡, 𝜏)) 𝑑𝑡

𝜏+𝑎

𝜏

𝜏+𝑎

𝜏
  

+
1

2
𝛬−1/2 ∫ 𝑞(𝑡){cos(2𝜃(𝑡, 𝜏)) − cos (2𝜃𝑛(𝑡, 𝜏))}𝑑𝑡

𝜏+𝑎

𝜏
  

 

olur. 

Lemma 2.5 kullanılırsa son terim 𝑜(𝛬−
1

2
(𝑛+1)) olur ve ispat tamamlanır. 

 

2.3. Elde Edilen Sonuçlar 

 

𝑦′′(𝑡) + (𝜆 − 𝑞(𝑡 + 𝜏))𝑦(𝑡) = 0,  𝑦(0) = 𝑦(𝑎) = 0 özdeğer probleminin 𝛬𝑛 

özdeğerlerinin asimptotik tahminlerini elde etmek için n=1 durumunda teorem 2.1 göz 

önüne alınsın. 

Lemma 2.6: Eğer 𝑓(𝑡 + 𝑎) = 𝑓(𝑡) ise 

 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑎

0

𝜏+𝑎

𝜏
  

 

eşitliği sağlanır. 

Lemma 2.6 aşağıda verilen teorem ve sonuçta kullanılacaktır. 
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Teorem 2.2 : 𝜆 → ∞,  ∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡 = 0
𝑎

0
 varsayımı için;     

 

(𝑛 + 1)𝜋 = 𝛬1/2𝑎2 +
𝑎

2(𝑛+1)𝜋
cos(

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏) ∫ 𝑞(𝑡) cos (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 +

𝜏+𝑎

𝜏

𝑎

2(𝑛+1)𝜋
sin (

𝑎

2(𝑛+1)𝜋
𝜏) ∫ 𝑞(𝑡)sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡

𝜏+𝑎

𝜏
)𝑑𝑡 + 𝑜(𝜆−1)  

 

şeklindedir. 

İspat: Teoremin ispatı için teorem 2.1 de 𝑛 = 1 alınırsa, 

 

𝜃(𝜏 + 𝑎) = 𝛬1/2𝑎 −
1

2
𝛬−1/2 ∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡 +

1

2
𝛬−1/2 ∫ 𝑞(𝑡) cos(2𝜃1(𝑡, 𝜏)) 𝑑𝑡

𝜏+𝑎

𝜏

𝜏+𝑎

𝜏
  

+𝑜(𝜆−1)                                                                                                 (2.14) 

 

olur. Denklemde bulunan 𝜃1 değeri (2.10) da tanımlandığı üzere, 

 

𝜃1(𝑡, 𝜏) = 𝛬
1

2(𝑡 − 𝜏) −
1

2
𝛬−1/2 ∫ 𝑞(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝜏
   

 

şeklindedir. 

 

2𝜃1(𝑡, 𝜏) = 2𝛬
1

2(𝑡 − 𝜏) − 𝛬−1/2 ∫ 𝑞(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝜏
  

cos (2𝜃1(𝑡, 𝜏)) = cos [2𝛬
1

2(𝑡 − 𝜏) − 𝛬−
1

2 ∫ 𝑞(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝜏
]  

= cos (2𝛬
1

2(𝑡 − 𝜏))cos (𝛬−
1

2 ∫ 𝑞(𝑠)𝑑𝑠)
𝑡

𝜏
  

+sin (2𝛬
1

2(𝑡 − 𝜏))sin (𝛬−
1

2 ∫ 𝑞(𝑠)𝑑𝑠) 
𝑡

𝜏
  

 

olur.  𝑐𝑜𝑠 (𝛬−
1

2 ∫ 𝑞(𝑠)𝑑𝑠)
𝑡

𝜏
= 1 − 𝑜(𝜆−1) ve sin (𝛬−

1

2 ∫ 𝑞(𝑠)𝑑𝑠) 
𝑡

𝜏
= 𝛬−

1

2 ∫ 𝑞(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑡

𝜏

𝑜(𝜆−1)  olduğu göz önüne alınırsa  

 

 cos (2𝜃1(𝑡, 𝜏)) = cos [2𝛬
1

2(𝑡 − 𝜏) − 𝛬−
1

2 ∫ 𝑞(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝜏
] 

= cos (2𝛬
1

2(𝑡 − 𝜏)) + 𝛬−
1

2sin (2𝛬
1

2(𝑡 − 𝜏)) ∫ 𝑞(𝑠)𝑑𝑠 + 𝑜(𝜆−1) 
𝑡

𝜏
  

 

bulunur. 
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1

2
𝛬−1/2 ∫ 𝑞(𝑡) cos(2𝜃1(𝑡, 𝜏)) 𝑑𝑡

𝜏+𝑎

𝜏
=
1

2
𝛬−1/2 ∫ 𝑞(𝑡)

𝜏+𝑎

𝜏
[cos (2𝛬

1

2(𝑡 − 𝜏))  

+𝛬−
1

2sin (2𝛬
1

2(𝑡 − 𝜏)) ∫ 𝑞(𝑠)𝑑𝑠]𝑑𝑡
𝑡

𝜏
  

+𝑜(𝜆−1)  

=
1

2
𝛬−1/2 ∫ 𝑞(𝑡)cos (2𝛬

1

2(𝑡 − 𝜏))dt + o(𝜆−1)
𝜏+𝑎

𝜏
  

=
1

2
𝛬−1/2 ∫ 𝑞(𝑡)cos (2𝛬

1

2𝑡 − 2Λ1/2τ)dt + o(𝜆−1)
𝜏+𝑎

𝜏
  

=
1

2
𝛬−1/2 ∫ 𝑞(𝑡)[cos (2𝛬

1

2𝑡)cos (2Λ1/2τ)
𝜏+𝑎

𝜏
  

+𝑠𝑖𝑛(2Λ
1

2t)𝑠𝑖𝑛(2Λ
1

2τ)]dt + 𝑜(𝜆−1)  

=
1

2
𝛬−1/2𝑐𝑜𝑠 (2Λ

1

2τ)∫ 𝑞(𝑡)
𝜏+𝑎

𝜏
𝑐𝑜𝑠 (2Λ

1

2t) dt  

+
1

2
𝛬−

1

2𝑠𝑖𝑛 (2Λ
1

2τ)∫ 𝑞(𝑡)
𝜏+𝑎

𝜏
𝑠𝑖𝑛 (2Λ

1

2t) dt  

+𝑜(𝜆−1)                                        (2.15) 

 

olur. ∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡
𝜏+𝑎

𝜏
 değeri lemma 2.6 ile  ∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡

𝑎

0
 değerine eşit ve teoremde verilen 

varsayım ile bu değer de sıfıra eşit olur. 

(2.14)  eşitliği (2.15) ile 

 

𝜃(𝜏 + 𝑎) = 𝛬1/2𝑎 +
1

2
𝛬−1/2𝑐𝑜𝑠 (2Λ

1

2τ)∫ 𝑞(𝑡)
𝜏+𝑎

𝜏
𝑐𝑜𝑠 (2Λ

1

2t) dt  

+
1

2
𝛬−

1

2𝑠𝑖𝑛 (2Λ
1

2τ)∫ 𝑞(𝑡)
𝜏+𝑎

𝜏
𝑠𝑖𝑛 (2Λ

1

2t) dt + 𝑜(𝜆−1)            (2.16) 

 

bulunur ve 𝜃(𝜏 + 𝑎) = (𝑛 + 1)𝜋   (𝑛 ∈ 𝑁) ve   𝛬−
1

2 =
(𝑛+1)𝜋

𝑎
+ 𝑜 (𝜆−

1

2) =
(𝑛+1)𝜋

𝑎
+

𝑜(𝑛−1)  olduğu kullanılırsa ispat tamamlanır. 

Yukarıdaki teoremde yer alan 𝛬𝑛
1/2
(𝜏) değeri çözülürse 

 

𝛬𝑛

1

2 (𝜏) =
(𝑛+1)𝜋

𝑎
−

1

2(𝑛+1)𝜋
cos (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏) ∫ 𝑞(𝑡) cos (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 −

𝜏+𝑎

𝜏

1

2(𝑛+1)𝜋
sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏) ∫ 𝑞(𝑡) sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑛−2)

𝜏+𝑎

𝜏
  

 

bulunur.  
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Sonuç 2.1:   

 

𝛬𝑛

1

2 (𝜏) =
(𝑛+1)𝜋

𝑎
  

−
1

2(𝑛+1)𝜋
cos (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏) ∫ 𝑞(𝑡) cos (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎

0
  

−
1

2(𝑛+1)𝜋
sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏) ∫ 𝑞(𝑡) sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑛−2)

𝑎

0
  (2.17)                        

 

bulunur.  

İspat: Lemma 2. 6 kullanılarak elde edilir. 

Sonuç 2.1 de bulunan eşitlik için; 

 

𝐼1: = ∫ 𝑞(𝑡) cos (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎

0
  

𝐼2 ≔ ∫ 𝑞(𝑡) sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎

0
          (2.18) 

 

ve 

 

𝐹(𝑛, 𝜏) ≔ cos (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏) 𝐼1 + sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏) 𝐼2              (2.19) 

 

olarak tanımlanırsa 

 

𝛬𝑛

1

2 (𝜏) =
(𝑛+1)𝜋

𝑎
−

1

2(𝑛+1)𝜋
𝐹(𝑛, 𝜏) + 𝑜(𝑛−2)         (2.20) 

 

şeklinde yazılır. 

Yukarıdaki sonuçlar kullanılarak [0, 𝑎] üzerinde tanımlı potansiyel fonksiyonunun 

periyodik ve çift olması durumunda yardımcı özdeğerler hesaplanabilir. 

Teorem 2.3:  𝑞(𝑡) ∈ 𝐿′[0, 𝑎], 𝑞(𝑡 + 𝑎) = 𝑞(𝑡) ve ∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡 = 0
𝑎

0
 olmak üzere 

 

 𝑞(𝑡) = 𝑞(𝑎 − 𝑡)   (𝑣𝑒𝑦𝑎 𝑞 (
𝑎

2
− 𝑡) = 𝑞 (

𝑎

2
+ 𝑡)   0 ≤ 𝑡 ≤

𝑎

2
) özelliğini sağlayan reel 

değerli fonksiyonlar için  

 

𝑦′′ + (𝛬 − 𝑞(𝑡))𝑦(𝑡) = 0  
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𝑦(0) = 𝑦(𝑎) = 0    ,   𝜏 ∈ [𝑜, 𝑎]  

 

probleminin 𝛬𝑛(𝜏)  yardımcı özdeğerleri 

 

𝛬𝑛

1

2 (𝜏) =
(𝑛+1)𝜋

𝑎
−

1

(𝑛+1)𝜋
cos (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏) ∫ 𝑞(𝑡) cos (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑛−2)

𝑎

2
0

  

 

ile verilir. 

İspat: (2.17) ile verilen  𝛬𝑛

1

2 (𝜏) göz önüne alınsın. (2.18) ile verilen 𝐼1 ve 𝐼2 

integralleri 

 

𝐼1 = ∫ 𝑞(𝑡) cos (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + ∫ 𝑞(𝑡)cos (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎

𝑎

𝑎/2

𝑎/2

0
𝑡)𝑑𝑡   

𝐼2 = ∫ 𝑞(𝑡) sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + ∫ 𝑞(𝑡)sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎

𝑎

𝑎/2

𝑎/2

0
𝑡)𝑑𝑡  

 

şeklinde yazılsın.  

Burada hesaplamaların daha iyi anlaşılabilmesi için (2.18) ile verilen 𝐼1 ve 𝐼2 

integralleri için aşağıdaki notasyonlar tanımlansın: 

 

𝐼11: = ∫ 𝑞(𝑡)cos (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎

𝑎

𝑎/2
𝑡)𝑑𝑡  

𝐼21: =  ∫ 𝑞(𝑡)sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎

𝑎

𝑎/2
𝑡)𝑑𝑡  

 

İlk olarak 𝐼1 ve 𝐼2 değerleri ayrı ayrı hesaplansın. 𝐼1 için 

 

𝐼1 = ∫ 𝑞(𝑡) cos (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝐼11

𝑎/2

0
  

 

şeklindedir. 

𝐼11 eşitliğinin sağ tarafındaki integral için 𝑢 = 𝑎 − 𝑡 dönüşümü ve trigonometrik 

özdeşlikler kullanılırsa 

 

𝐼11 = ∫ 𝑞(𝑎 − 𝑢)𝑐𝑜𝑠 [(
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
) (𝑎 − 𝑢)] (−𝑑𝑢)

0

𝑎/2
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= ∫ 𝑞(𝑎 − 𝑢) cos 2(𝑛 + 1) 𝜋 cos (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑢) 𝑑𝑢

𝑎/2

0
  

 

olur. 𝑞 fonksiyonu için teoremde verilen 𝑞(𝑎 − 𝑢) = 𝑞(𝑢) varsayımı kullanılırsa u=t 

dönüşümü için 

 

𝐼11 = 𝑐𝑜𝑠2(𝑛 + 1)𝜋 ∫ 𝑞(𝑢) cos (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑢)𝑑𝑢

𝑎/2

0
  

= 𝑐𝑜𝑠2(𝑛 + 1)𝜋 ∫ 𝑞(𝑡) cos (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
  

 

bulunur. Ayrıca 𝑐𝑜𝑠2(𝑛 + 1)𝜋 = 1  , (𝑛 ∈ 𝑁) olduğu göz önüne alınırsa 

 

 𝐼1 = ∫ 𝑞(𝑡) cos (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + ∫ 𝑞(𝑡) cos (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0

𝑎/2

0
 

     = 2 ∫ 𝑞(𝑡) cos (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
 

 

şeklinde bulunur.  

Benzer şekilde  𝐼21 eşitliği için   𝑢 = 𝑎 − 𝑡 dönüşümü ve trigonometrik özdeşlikler 

kullanılırsa 

 

𝐼21 = ∫ 𝑞(𝑎 − 𝑢)𝑠𝑖𝑛 [(
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
) (𝑎 − 𝑢)] (−𝑑𝑢)

0

𝑎/2
  

= ∫ 𝑞(𝑎 − 𝑢)(−cos 2(𝑛 + 1) 𝜋) sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑢) 𝑑𝑢

𝑎/2

0
  

 

olur. 𝑞 fonksiyonu için teoremde verilen 𝑞(𝑎 − 𝑢) = 𝑞(𝑢) varsayımı kullanılırsa u=t 

dönüşümü için 

 

𝐼21 = −𝑐𝑜𝑠2(𝑛 + 1)𝜋 ∫ 𝑞(𝑢) sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑢) 𝑑𝑢

𝑎/2

0
  

= −𝑐𝑜𝑠2(𝑛 + 1)𝜋 ∫ 𝑞(𝑡) sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
  

 

bulunur. Ayrıca 𝑐𝑜𝑠2(𝑛 + 1)𝜋 = 1  , (𝑛 ∈ 𝑁) olduğu göz önüne alınırsa 

 

𝐼2 = ∫ 𝑞(𝑡) sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 − ∫ 𝑞(𝑡) sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0

𝑎/2

0
  

= 0  

 

şeklinde bulunur. Buradan (2.19) ile tanımlanan  𝐹(𝑛, 𝜏) eşitliği 
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𝐹(𝑛, 𝜏) = 2cos (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏) ∫ 𝑞(𝑡) cos (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
  

 

olarak bulunur. Son olarak 𝐹(𝑛, 𝜏) (2.20) de yerine yazılırsa 

 

𝛬𝑛

1

2 (𝜏) =
(𝑛+1)𝜋

𝑎
−

1

(𝑛+1)𝜋
cos (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏) ∫ 𝑞(𝑡) cos (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
 + 𝑜(𝑛−2)  

 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Sonuç 2.2 : 𝑛 → ∞  için; 

 

Λ𝑛(𝜏) =
(𝑛+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
cos (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏) ∫ 𝑞(𝑡) cos (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
 + 𝑜(𝑛−1)  

 

bulunur. 

İspat: Teorem 2.3 ile bulunan Λ𝑛
1/2
(𝜏) değeri kullanılırsa 

 

Λ𝑛(𝜏)  = [Λ𝑛

1

2 (𝜏)]

2

  

= [
(𝑛+1)𝜋

𝑎
−

1

(𝑛+1)𝜋
cos (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏) ∫ 𝑞(𝑡) cos (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡  + 𝑜(𝑛−2)

𝑎/2

0
]
2

  

=
(𝑛+1)2𝜋2

𝑎2
− 2

(𝑛+1)𝜋

𝑎
  

1

(𝑛+1)𝜋
cos (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏) ∫ 𝑞(𝑡) cos (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
+ 𝑜(𝑛−1)  

=
(𝑛+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
cos (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏) ∫ 𝑞(𝑡) cos (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
+ 𝑜(𝑛−1)  

 

olur. 

 

𝛬𝑛(𝜏):=
(𝑛+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
𝐹2(𝑛, 𝜏) + 𝑜(𝑛

−1)          (2.21) 

 

olarak tanımlansın. Burada  

 

𝐹2(𝑛, 𝜏) = cos (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏) ∫ 𝑞(𝑡) cos (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
  

 

şeklindedir. 
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Lemma 2.7:  

 

𝐹2(𝑛, 𝜏) = cos (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏) ∫ 𝑞(𝑡) cos (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
  

≔ cos (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏) 𝛾(𝑎, 𝑛)                                

 

olarak tanımlanırsa,  𝜏𝜖[0, 𝑎] olmak üzere  

 

min
𝜏
𝐹2(𝑛, 𝜏) = −𝛾(𝑎, 𝑛) ve max

𝜏
𝐹2(𝑛, 𝜏) = 𝛾(𝑎, 𝑛) 

 

dır. 

 

İspat:  𝐹2(𝑛, 𝜏) aşağıdaki şekilde ifade edilsin. 

 

𝐹2(𝑛, 𝜏) = √𝛾2(𝑎, 𝑛) sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏 + 𝜙)  

 

öyle ki sin𝜙 =
𝛾(𝑎,𝑛)

|𝛾(𝑎,𝑛)|
 ve  cos𝜙 = 0 şeklinde yazılabilir, yani 

 

𝐹2(𝑛, 𝜏) = |𝛾(𝑎, 𝑛)| sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏 + 𝜙)  

 

olur. Bu yazım kullanılarak min
𝜏
𝐹2(𝑛, 𝜏) ve max

𝜏
𝐹2(𝑛, 𝜏) kolaylıkla bulunabilir. 

 

sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏 + 𝜙) = −1 olduğundan 

 
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏 + 𝜙 =

3𝜋

2
⇒ 𝜏1,𝑚𝑖𝑛(𝑛) =

𝑎

2(𝑛+1)𝜋
(
3𝜋

2
−𝜙) ve 𝜏1,𝑚𝑎𝑥(𝑛) =

𝑎

2(𝑛+1)𝜋
(
𝜋

2
− 𝜙)  

 

dır. Bu durumda 

 

min
𝜏
𝐹2(𝑛, 𝜏) = 𝐹2(𝑛, 𝜏𝑚𝑖𝑛) = |𝛾(𝑎, 𝑛)| sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏𝑚𝑖𝑛 + 𝜙)   

= |𝛾(𝑎, 𝑛)| cos (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏𝑚𝑖𝑛) 

𝛾(𝑎,𝑛)

|𝛾(𝑎,𝑛)|
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= 𝛾(𝑎, 𝑛) cos (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
.

𝑎

2(𝑛+1)𝜋
(
3𝜋

2
− 𝜙))  

= 𝛾(𝑎, 𝑛) . (−1). 𝑠𝑖𝑛𝜙  

= (−)𝛾(𝑎, 𝑛)
𝛾(𝑎,𝑛)

|𝛾(𝑎,𝑛)|
= −𝛾(𝑎, 𝑛)  

 

ve 

 

max
𝜏
𝐹2(𝑛, 𝜏) = 𝐹2(𝑛, 𝜏𝑚𝑎𝑥) = |𝛾(𝑎, 𝑛)| sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏𝑚𝑎𝑥 + 𝜙)   

= |𝛾(𝑎, 𝑛)| cos (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏𝑚𝑎𝑥) 

𝛾(𝑎,𝑛)

|𝛾(𝑎,𝑛)|
   

= 𝛾(𝑎, 𝑛) cos (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
.

𝑎

2(𝑛+1)𝜋
(
𝜋

2
− 𝜙))  

= 𝛾(𝑎, 𝑛) . (1). 𝑠𝑖𝑛𝜙  

= 𝛾(𝑎, 𝑛)
𝛾(𝑎,𝑛)

|𝛾(𝑎,𝑛)|
= 𝛾(𝑎, 𝑛)  

 

olarak bulunur. 

Teorem 2.4:  𝑛 → ∞ iken 𝜏 ∈ [0, 𝑎] için 𝑞(𝑡) ∈ 𝐿′[0, 𝑎], 𝑞(𝑡 + 𝑎) = 𝑞(𝑡) ve 

∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡 = 0
𝑎

0
 olmak üzere 𝑞(𝑡) = 𝑞(𝑎 − 𝑡)   (𝑣𝑒𝑦𝑎 𝑞 (

𝑎

2
− 𝑡) = 𝑞 (

𝑎

2
+ 𝑡)   0 ≤ 𝑡 ≤

𝑎

2
)   

özelliğini sağlayan reel değerli fonksiyonlar için  

 

max
𝜏
𝛬𝑛(𝜏) =

(𝑛+1)2𝜋2

𝑎2
+
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) cos (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑛−1)

𝑎/2

0
  

 

ve  

 

min
𝜏
𝛬𝑛(𝜏) =

(𝑛+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) cos (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑛−1)

𝑎/2

0
  

 

şeklindedir.  

İspat: Sonuç 2.2 ile bulunan  Λ𝑛(𝜏)   nun maksimum ve minimum değerini elde 

etmek için 𝛬𝑛(𝜏) değeri (2.21) şeklinde yeniden yazılsın. 

 

𝛬𝑛(𝜏) =
(𝑛+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
𝐹2(𝑛, 𝜏) + 𝑜(𝑛

−1) olduğundan  
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max
𝜏𝜖[0,𝑎]

𝛬𝑛(𝜏) =
(𝑛+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
min
𝜏𝜖[0,𝑎]

𝐹2(𝑛, 𝜏) + 𝑜(𝑛
−1)  

ve 

 

min
𝜏𝜖[0,𝑎]

𝛬𝑛(𝜏) =
(𝑛+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
max
𝜏𝜖[0,𝑎]

𝐹2(𝑛, 𝜏) + 𝑜(𝑛
−1)  

 

olduğundan önceki lemma kullanılırsa 

 

max
𝜏𝜖[0,𝑎]

𝛬𝑛(𝜏) =
(𝑛+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
(−𝛾(𝑎, 𝑛)) + 𝑜(𝑛−1)  

=
(𝑛+1)2𝜋2

𝑎2
+
2

𝑎
𝛾(𝑎, 𝑛) + 𝑜(𝑛−1)  

=
(𝑛+1)2𝜋2

𝑎2
+
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡)𝑐𝑜𝑠 (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑛−1)

𝑎/2

0
  

 

elde edilir. 

Benzer şekilde  

 

min
𝜏𝜖[0,𝑎]

𝛬𝑛(𝜏) =
(𝑛+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
𝛾(𝑎, 𝑛) + 𝑜(𝑛−1)  

=
(𝑛+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡)𝑐𝑜𝑠 (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑛−1)

𝑎/2

0
  

 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Teorem 2.5: 𝑞(𝑡) ∈ 𝐿′[0, 𝑎], 𝑞(𝑡 + 𝑎) = 𝑞(𝑡) ve ∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡 = 0
𝑎

0
 olmak üzere 

 

 𝑞(𝑡) = 𝑞(𝑎 − 𝑡)  (𝑣𝑒𝑦𝑎 𝑞 (
𝑎

2
− 𝑡) = 𝑞 (

𝑎

2
+ 𝑡)   0 ≤ 𝑡 ≤

𝑎

2
) özelliğini sağlayan reel 

değerli fonksiyonlar için  

 

   𝑦′′ + (𝜆 − 𝑞(𝑡))𝑦(𝑡) = 0 

  𝑦(0) = 𝑦(𝑎)   , 𝑦′(0) = 𝑦′(𝑎) 

 

probleminin periyodik özdeğerleri  𝜆𝑛    (𝑛 → ∞) 

 

i. 𝜆2𝑚+1 =
4(𝑚+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) cos (

4(𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑚−1)

𝑎

2
0
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ii. 𝜆2𝑚+2 =
4(𝑚+1)2𝜋2

𝑎2
+
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) cos (

4(𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑚−1)

𝑎/2

0
 

 

ile verilir. 

İspat: Teorem 2.5 in ispatı için (1.24) ve teorem 2.4 kullanılarak 

 

𝜆2𝑚+1 = 𝑚𝑖𝑛𝛬2𝑚+1(𝜏)           

=
(2𝑚+1+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) cos (

2(2𝑚+1+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜((2𝑚 + 1)−1) 

𝑎

2
0

  

=
4(𝑚+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡)𝑐𝑜𝑠 (

4(𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑚−1)

𝑎/2

0
  

𝜆2𝑚+2 = 𝑚𝑎𝑥𝛬2𝑚+1(𝜏)               

=
(2𝑚+2)2𝜋2

𝑎2
+
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡)𝑐𝑜𝑠 (

2(2𝑚+2)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜((2𝑚 + 1)−1)

𝑎/2

0
  

=
4(𝑚+1)2𝜋2

𝑎2
+
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡)𝑐𝑜𝑠 (

4(𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑚−1)

𝑎/2

0
  

 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Teorem 2.6: 𝑞(𝑡) ∈ 𝐿′[0, 𝑎]𝑞(𝑡 + 𝑎) = 𝑞(𝑡) ve ∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡 = 0
𝑎

0
 olmak üzere 

 

 𝑞(𝑡) = 𝑞(𝑎 − 𝑡) (𝑣𝑒𝑦𝑎 𝑞 (
𝑎

2
− 𝑡) = 𝑞 (

𝑎

2
+ 𝑡)   0 ≤ 𝑡 ≤

𝑎

2
)   özelliğini sağlayan reel 

değerli fonksiyonlar için  

 

𝑦′′ + (𝜆 − 𝑞(𝑡))𝑦(𝑡) = 0  

𝑦(𝑎) = −𝑦(0)   , 𝑦′(𝑎) = −𝑦′(0)  

 

probleminin yarı periyodik özdeğerleri  𝜇𝑛    (𝑛 → ∞) 

 

𝜇2𝑚 =
(2𝑚+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) cos (

2(2𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
+ 𝑜(𝑚−1)               (2.22) 

 

𝜇2𝑚+1 =
(2𝑚+1)2𝜋2

𝑎2
+
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) cos (

2(2𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
+ 𝑜(𝑚−1)                  (2.23) 

 

ile verilir. 
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İspat: Teoremin ispatı için (1.23) ve teorem 2.4  kullanılırsa 

 

𝜇2𝑚 = 𝑚𝑖𝑛𝛬2𝑚(𝜏) =
(2𝑚+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) cos (

2(2𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
+ 𝑜(𝑚−1)  

𝜇2𝑚+1 = 𝑚𝑎𝑥𝛬2𝑚(𝜏) =
(2𝑚+1)2𝜋2

𝑎2
+
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) cos (

2(2𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
+ 𝑜(𝑚−1)   

 

olur ve ispat tamamlanır. 

Teorem 2.7: 𝑛. ci kararsızlık aralığının uzunluğu 𝑙𝑛 ile gösterilirse (𝑛 → ∞) için 

 

𝑙2𝑚+1 =
4

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) cos (

2(2𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑚−1)

𝑎/2

0
  

𝑙2𝑚+2 =
4

𝑎
 ∫ 𝑞(𝑡) cos (

4(𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑚−1)

𝑎/2

0
  

 

şeklindedir. 

İspat:  2𝑚 + 1. 𝑛𝑐𝑖 kararsızlık aralığı (𝜇2𝑚 , 𝜇2𝑚+1)  dır. 𝜇2𝑚 ve 𝜇2𝑚+1 sırasıyla 

(2.22) ve (2.23) de ki gibi olmak üzere  (𝜇2𝑚 , 𝜇2𝑚+1) aralığın uzunluğu ise  

 

𝑙2𝑚+1 = 𝜇2𝑚+1 − 𝜇2𝑚  

 

eşitliği ile sağlanır. 

Teorem 2.6 ile verilen  𝜇2𝑚 ve 𝜇2𝑚+1  in değerleri kullanılırsa 

 

𝑙2𝑚+1 =
(2𝑚+1)2𝜋2

𝑎2
+
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) cos (

2(2𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎

2
0

  

−[
(2𝑚+1)2𝜋2

𝑎2
− 

2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) cos (

2(2𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎

2
0

] + 𝑜(𝑚−1)    

=
4

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) cos (

2(2𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑚−1)

𝑎/2

0
  

 

bulunur. 

2𝑚 + 2. 𝑛𝑐𝑖  kararsızlık aralığı (𝜆2𝑚+1, 𝜆2𝑚+2)  dir. Bu aralığının uzunluğu 

 

𝑙2𝑚+2 = 𝜆2𝑚+2 − 𝜆2𝑚+1  

 

eşitliği ile sağlanır. Teorem 2.5 ile verilen  𝜆2𝑚+1 ve 𝜆2𝑚+2 kullanılırsa 
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𝑙2𝑚+2 = 
4(𝑚+1)2𝜋2

𝑎2
+ 

2

𝑎
 ∫ 𝑞(𝑡) cos (

4(𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
  

−[
4(𝑚+1)2𝜋2

𝑎2
− 

2

𝑎
 ∫ 𝑞(𝑡) cos (

4(𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡)

𝑎

2
0

] + 𝑜(𝑚−1)  

=
4

𝑎
 ∫ 𝑞(𝑡) cos (

4(𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑚−1)

𝑎/2

0
  

 

olur ve ispat tamamlanır. 

Teorem 2.8: 𝑞(𝑡) ∈ 𝐿′[0, 𝑎], 𝑞(𝑡 + 𝑎) = 𝑞(𝑡) ve ∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡 = 0
𝑎

0
 olmak üzere 

 

𝑞(𝑡) = −𝑞(𝑎 − 𝑡) özelliğini sağlayan reel değerli fonksiyonlar için  

𝑦′′ + (𝛬 − 𝑞(𝑡))𝑦(𝑡) = 0  

𝑦(0) = 𝑦(𝑎) = 0    ,   𝜏 ∈ [𝑜, 𝑎]  

 

probleminin 𝛬𝑛(𝜏) yardımcı özdeğerleri  

 

𝛬𝑛

1

2 (𝜏) =
(𝑛+1)𝜋

𝑎
−

1

(𝑛+1)𝜋
sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏) ∫ 𝑞(𝑡) sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑛−2)

𝑎

2
0

  

 

ile verilir. 

İspat: (2.17) ile verilen  𝛬𝑛

1

2 (𝜏) göz önüne alınsın. (2.18) ile verilen 𝐼1 ve 𝐼2 

integralleri 

 

𝐼1 = ∫ 𝑞(𝑡) cos (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + ∫ 𝑞(𝑡)cos (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎

𝑎

𝑎/2

𝑎/2

0
𝑡)𝑑𝑡   

𝐼2 = ∫ 𝑞(𝑡) sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + ∫ 𝑞(𝑡)sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎

𝑎

𝑎/2

𝑎/2

0
𝑡)𝑑𝑡  

 

şeklinde yazılsın.  

Burada hesaplamaların daha iyi anlaşılabilmesi için (2.18) ile verilen 𝐼1 ve 𝐼2 

integralleri için aşağıdaki notasyonlar tanımlansın: 

 

𝐼11: = ∫ 𝑞(𝑡)cos (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎

𝑎

𝑎/2
𝑡)𝑑𝑡  

𝐼21: =  ∫ 𝑞(𝑡)sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎

𝑎

𝑎/2
𝑡)𝑑𝑡  
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İlk olarak 𝐼1 ve 𝐼2 değerleri ayrı ayrı hesaplansın. 𝐼1 için 

 

𝐼1 = ∫ 𝑞(𝑡) cos (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝐼11

𝑎/2

0
  

 

dır.𝐼11 eşitliğinin sağ tarafındaki integral için 𝑢 = 𝑎 − 𝑡 dönüşümü ve trigonometrik 

özdeşlikler kullanılırsa 

 

𝐼11 = ∫ 𝑞(𝑎 − 𝑢)𝑐𝑜𝑠 [(
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
) (𝑎 − 𝑢)] (−𝑑𝑢)

0

𝑎/2
  

= ∫ 𝑞(𝑎 − 𝑢) cos 2(𝑛 + 1) 𝜋 cos (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑢) 𝑑𝑢

𝑎/2

0
  

 

olur. 𝑞 fonksiyonu için teoremde verilen 𝑞(𝑎 − 𝑢) = −𝑞(𝑢) varsayımı kullanılırsa ve u=t 

dönüşümü için 

 

𝐼11 = 𝑐𝑜𝑠2(𝑛 + 1)𝜋 ∫ [−𝑞(𝑢)] cos (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑢)𝑑𝑢

𝑎/2

0
  

= −𝑐𝑜𝑠2(𝑛 + 1)𝜋 ∫ 𝑞(𝑡) cos (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
  

 

bulunur. Ayrıca 𝑐𝑜𝑠2(𝑛 + 1)𝜋 = 1  , (𝑛 ∈ 𝑁) olduğu göz önüne alınırsa 

 

𝐼1 = ∫ 𝑞(𝑡) cos (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 − ∫ 𝑞(𝑡) cos (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0

𝑎/2

0
  

= 0  

 

şeklinde bulunur.  

   Benzer şekilde  𝐼21 eşitliği için   𝑢 = 𝑎 − 𝑡 dönüşümü ve trigonometrik özdeşlikler 

kullanılırsa 

 

𝐼21 = ∫ 𝑞(𝑎 − 𝑢)𝑠𝑖𝑛 [(
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
) (𝑎 − 𝑢)] (−𝑑𝑢)

0

𝑎/2
  

= ∫ 𝑞(𝑎 − 𝑢)(−cos 2(𝑛 + 1) 𝜋) sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑢) 𝑑𝑢

𝑎/2

0
  

 

olur. 𝑞 fonksiyonu için teoremde verilen −𝑞(𝑎 − 𝑢) = 𝑞(𝑢) varsayımı kullanılarak u=t 

dönüşümü için 
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𝐼21 = −𝑐𝑜𝑠2(𝑛 + 1)𝜋 ∫ [−𝑞(𝑢)] sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑢) 𝑑𝑢

𝑎/2

0
  

= 𝑐𝑜𝑠2(𝑛 + 1)𝜋 ∫ 𝑞(𝑡) sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
  

 

bulunur. Ayrıca 𝑐𝑜𝑠2(𝑛 + 1)𝜋 = 1  , (𝑛 ∈ 𝑁) olduğu göz önüne alınırsa 

 

𝐼21 = ∫ 𝑞(𝑡) sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
  

 

olur ve buradan 

 

𝐼2 = ∫ 𝑞(𝑡) sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + ∫ 𝑞(𝑡) sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0

𝑎/2

0
  

= 2∫ 𝑞(𝑡) sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
  

 

şeklinde bulunur. Buradan (2.19) ile tanımlanan  𝐹(𝑛, 𝜏) eşitliği 

 

𝐹(𝑛, 𝜏) = 2sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏) ∫ 𝑞(𝑡) sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
  

 

olarak bulunur. Son olarak 𝐹(𝑛, 𝜏) (2.20) de yerine yazılırsa 

 

𝛬𝑛

1

2 (𝜏) =
(𝑛+1)𝜋

𝑎
−

1

(𝑛+1)𝜋
sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏) ∫ 𝑞(𝑡) sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎

2
0

+ 𝑜(𝑛−2)  

 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Sonuç 2.3 : 𝑛 → ∞  için; 

 

Λ𝑛(𝜏) =
(𝑛+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏) ∫ 𝑞(𝑡) sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
 +𝑜(𝑛−1)  

 

bulunur. 

İspat: Teorem 2.8 ile bulunan Λ𝑛
1/2
(𝜏) değeri kullanılırsa 

 

Λ𝑛(𝜏) = [Λ𝑛

1

2 (𝜏)]

2
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= [
(𝑛+1)𝜋

𝑎
−

1

(𝑛+1)𝜋
sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏) ∫ 𝑞(𝑡) sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡  + 𝑜(𝑛−2)

𝑎/2

0
]
2

  

=
(𝑛+1)2𝜋2

𝑎2
− 2

(𝑛+1)𝜋

𝑎
  

1

(𝑛+1)𝜋
sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏) ∫ 𝑞(𝑡) sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
+ 𝑜(𝑛−1)  

=
(𝑛+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏) ∫ 𝑞(𝑡) sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
+ 𝑜(𝑛−1)  

 

şeklindedir. 

 

𝛬𝑛(𝜏):=
(𝑛+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
𝐹3(𝑛, 𝜏) + 𝑜(𝑛

−1)                            (2.24) 

 

olarak tanımlansın. Burada  

 

𝐹3(𝑛, 𝜏) = sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏) ∫ 𝑞(𝑡) sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
  

 

şeklindedir. 

Lemma 2.8:  

 

𝐹3(𝑛, 𝜏) = sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏) ∫ 𝑞(𝑡) sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
  

≔ sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏) 𝛽(𝑎, 𝑛)                                

 

olarak tanımlanırsa, 𝜏𝜖[0, 𝑎] olmak üzere   

 

min
𝜏
𝐹3(𝑛, 𝜏) = −𝛽(𝑎, 𝑛) ve max

𝜏
𝐹3(𝑛, 𝜏) = 𝛽(𝑎, 𝑛) 

 

dır. 

İspat: 𝐹3(𝑛, 𝜏) aşağıdaki şekilde ifade edilsin. 

 

𝐹3(𝑛, 𝜏) = √𝛽2(𝑎, 𝑛) sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏 + 𝜙)  

 

öyle ki cos𝜙 =
𝛽(𝑎,𝑛)

|𝛽(𝑎,𝑛)|
 ve  sin𝜙 = 0 şeklinde yazılabilir, yani 
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𝐹3(𝑛, 𝜏) = |𝛽(𝑎, 𝑛)| sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏 + 𝜙)  

 

olur. Bu yazım kullanılarak min
𝜏
𝐹3(𝑛, 𝜏) ve max

𝜏
𝐹3(𝑛, 𝜏) kolaylıkla bulunabilir. 

 

 sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏 + 𝜙) = −1 olduğundan 

 

 
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏 + 𝜙 =

3𝜋

2
⇒ 𝜏1,𝑚𝑖𝑛(𝑛) =

𝑎

2(𝑛+1)𝜋
(
3𝜋

2
−𝜙) ve 𝜏1,𝑚𝑎𝑥(𝑛) =

𝑎

2(𝑛+1)𝜋
(
𝜋

2
− 𝜙)  

 

dır. Bu durumda 

 

min
𝜏
𝐹3(𝑛, 𝜏) = 𝐹3(𝑛, 𝜏𝑚𝑖𝑛) = |𝛽(𝑎, 𝑛)|. sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏𝑚𝑖𝑛 + 𝜙)   

= |𝛽(𝑎, 𝑛)|. sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏𝑚𝑖𝑛) .

𝛽(𝑎,𝑛)

|𝛽(𝑎,𝑛)|
   

= 𝛽(𝑎, 𝑛). sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
.

𝑎

2(𝑛+1)𝜋
(
3𝜋

2
− 𝜙))  

= 𝛽(𝑎, 𝑛) . (−1). 𝑐𝑜𝑠𝜙  

= (−)𝛽(𝑎, 𝑛)
𝛽(𝑎,𝑛)

|𝛽(𝑎,𝑛)|
= −𝛽(𝑎, 𝑛)  

 

ve 

 

max
𝜏
𝐹3(𝑛, 𝜏) = 𝐹3(𝑛, 𝜏𝑚𝑎𝑥) = |𝛽(𝑎, 𝑛)|. sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏𝑚𝑎𝑥 + 𝜙)   

= |𝛽(𝑎, 𝑛)|. sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝜏𝑚𝑎𝑥) .

𝛽(𝑎,𝑛)

|𝛽(𝑎,𝑛)|
   

= 𝛽(𝑎, 𝑛) sin (
2(𝑛+1)𝜋

𝑎
.

𝑎

2(𝑛+1)𝜋
(
𝜋

2
− 𝜙))  

= 𝛽(𝑎, 𝑛) . (1). 𝑐𝑜𝑠𝜙  

= 𝛽(𝑎, 𝑛)
𝛽(𝑎,𝑛)

|𝛽(𝑎,𝑛)|
= 𝛽(𝑎, 𝑛)  

 

olarak bulunur. 

Teorem 2.9:  𝑛 → ∞ iken, 𝜏 ∈ [0, 𝑎] için 𝑞(𝑡) ∈ 𝐿′[0, 𝑎], 𝑞(𝑡 + 𝑎) = 𝑞(𝑡) ve 

∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡 = 0
𝑎

0
 olmak üzere 𝑞(𝑡) = −𝑞(𝑎 − 𝑡) özelliğini sağlayan reel değerli 

fonksiyonlar için  
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max
𝜏
𝛬𝑛(𝜏) =

(𝑛+1)2𝜋2

𝑎2
+
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑛−1)

𝑎/2

0
  

 

ve  

 

min
𝜏
𝛬𝑛(𝜏) =

(𝑛+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) sin (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑛−1)

𝑎/2

0
  

 

şeklindedir.  

İspat: Sonuç 2.3 ile bulunan  Λ𝑛(𝜏)   nun maksimum ve minimum değerini elde 

etmek için 𝛬𝑛(𝜏) değeri (2.24) şeklinde yeniden yazılsın. 

 

𝛬𝑛(𝜏) =
(𝑛+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
𝐹3(𝑛, 𝜏) + 𝑜(𝑛

−1) olduğundan  

 

max
𝜏𝜖[0,𝑎]

𝛬𝑛(𝜏) =
(𝑛+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
min
𝜏𝜖[0,𝑎]

𝐹3(𝑛, 𝜏) + 𝑜(𝑛
−1)  

 

ve 

 

min
𝜏𝜖[0,𝑎]

𝛬𝑛(𝜏) =
(𝑛+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
max
𝜏𝜖[0,𝑎]

𝐹3(𝑛, 𝜏) + 𝑜(𝑛
−1)  

 

olduğundan önceki lemma kullanılırsa 

 

max
𝜏𝜖[0,𝑎]

𝛬𝑛(𝜏) =
(𝑛+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
(−𝛽(𝑎, 𝑛)) + 𝑜(𝑛−1)  

=
(𝑛+1)2𝜋2

𝑎2
+
2

𝑎
𝛽(𝑎, 𝑛) + 𝑜(𝑛−1)  

=
(𝑛+1)2𝜋2

𝑎2
+
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡)𝑠𝑖𝑛 (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑛−1)

𝑎/2

0
  

 

olur.  

Benzer şekilde  

 

min
𝜏𝜖[0,𝑎]

𝛬𝑛(𝜏) =
(𝑛+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
𝛽(𝑎, 𝑛) + 𝑜(𝑛−1)  

=
(𝑛+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡)𝑠𝑖𝑛 (

2(𝑛+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑛−1)

𝑎/2

0
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elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Teorem 2.10: 𝑞(𝑡) ∈ 𝐿′[0, 𝑎], 𝑞(𝑡 + 𝑎) = 𝑞(𝑡) ve ∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡 = 0
𝑎

0
 olmak üzere 

 

 𝑞(𝑡) = −𝑞(𝑎 − 𝑡) özelliğini sağlayan reel değerli fonksiyonlar için 

 

𝑦′′ + (𝜆 − 𝑞(𝑡))𝑦(𝑡) = 0  

𝑦(0) = 𝑦(𝑎)   , 𝑦′(0) = 𝑦′(𝑎)  

probleminin periyodik özdeğerleri  𝜆𝑛    (𝑛 → ∞) 

 

i. 𝜆2𝑚+1 =
4(𝑚+1)2𝜋2

𝑎
−
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) sin (

4(𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑚−1)

𝑎/2

0
 

ii. 𝜆2𝑚+2 =
4(𝑚+1)2𝜋2

𝑎
+
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) sin (

4(𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑚−1)

𝑎/2

0
 

 

ile verilir. 

İspat:  Teorem 2.9 ve (1.24) kullanılarak  

 

i. 𝜆2𝑚+1 =
(2𝑚+1+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡)𝑠𝑖𝑛 (

2(2𝑚+1+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜((2𝑚 + 1)−1)

𝑎/2

0
 

=
4(𝑚+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡)𝑠𝑖𝑛 (

4(𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑚−1)

𝑎/2

0
  

ii. 𝜆2𝑚+2 =
(2𝑚+2)2𝜋2

𝑎2
+
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡)𝑠𝑖𝑛 (

2(2𝑚+2)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜((2𝑚 + 1)−1)

𝑎/2

0
 

=
4(𝑚+1)2𝜋2

𝑎2
+
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡)𝑠𝑖𝑛 (

4(𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑚−1)

𝑎/2

0
  

 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Teorem 2.11: 𝑞(𝑡) ∈ 𝐿′[0, 𝑎], 𝑞(𝑡 + 𝑎) = 𝑞(𝑡) ve ∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡 = 0
𝑎

0
 olmak üzere 

 

𝑞(𝑡) = −𝑞(𝑎 − 𝑡) özelliğini sağlayan reel değerli fonksiyonlar için 

 

𝑦′′ + (𝜆 − 𝑞(𝑡))𝑦(𝑡) = 0  

𝑦(𝑎) = −𝑦(0)   , 𝑦′(𝑎) = −𝑦′(0)  

 

probleminin yarı periyodik özdeğerleri  𝜇𝑛    (𝑛 → ∞) 
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𝜇2𝑚 =
(2𝑚+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) sin (

2(2𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
+ 𝑜(𝑚−1)               (2.25) 

 

𝜇2𝑚+1 =
(2𝑚+1)2𝜋2

𝑎2
+
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) sin (

2(2𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
+ 𝑜(𝑚−1)        (2.26) 

 

ile verilir. 

İspat:  (1.23) den  

 

𝜇2𝑚 = 𝑚𝑖𝑛𝛬2𝑚(𝜏) ve 𝜇2𝑚+1 = 𝑚𝑎𝑥𝛬2𝑚(𝜏) 

olduğu bilinmektedir. 

 

1.23) ve teorem 2.9 kullanılarak  

 

𝜇2𝑚 = 𝑚𝑖𝑛𝛬2𝑚(𝜏) =
(2𝑚+1)2𝜋2

𝑎2
−
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) sin (

2(2𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎

2
0

+ 𝑜(𝑚−1)               

𝜇2𝑚+1 = 𝑚𝑎𝑥𝛬2𝑚(𝜏) =
(2𝑚+1)2𝜋2

𝑎2
+
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) sin (

2(2𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
+ 𝑜(𝑚−1)           

 

bulunur. 

Teorem 2.12: 𝑛. ci kararsızlık aralığının uzunluğu 𝑙𝑛 ile gösterilirse (𝑛 → ∞) için 

 

𝑙2𝑚+1 =
4

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) sin (

2(2𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑚−1)

𝑎/2

0
  

 

𝑙2𝑚+2 =
4

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) sin (

4(𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑚−1)

𝑎/2

0
  

 

şeklindedir. 

İspat: 2𝑚 + 1. 𝑛𝑐𝑖 kararsızlık aralığı (𝜇2𝑚,𝜇2𝑚+1)  dir. 𝜇2𝑚 ve 𝜇2𝑚+1 sırasıyla 

(2.25) ve (2.26) da ki gibi olmak üzere(𝜇2𝑚,𝜇2𝑚+1) aralığın uzunluğu ise  

 

𝑙2𝑚+1 = 𝜇2𝑚+1 − 𝜇2𝑚  

 

eşitliği ile sağlanır. 
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Teorem 2.11 ile verilen 𝜇2𝑚 ve 𝜇2𝑚+1 değerleri kullanılırsa 

 

𝑙2𝑚+1 =
(2𝑚+1)2𝜋2

𝑎2
+
2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) sin (

2(2𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎

2
0

  

−[
(2𝑚+1)2𝜋2

𝑎2
− 

2

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) sin (

2(2𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎

2
0

] + 𝑜(𝑚−1)  

=
4

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) sin (

2(2𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑚−1)

𝑎/2

0
  

 

olur. 2𝑚 + 2. 𝑛𝑐𝑖  kararsızlık aralığı (𝜆2𝑚+1, 𝜆2𝑚+2)  dir. Bu aralığının uzunluğu 

𝑙2𝑚+2 = 𝜆2𝑚+2 − 𝜆2𝑚+1  

 

eşitliği ile sağlanır. Teorem 2.10 ile verilen  𝜆2𝑚+1 ve 𝜆2𝑚+2  değerleri kullanılırsa 

 

𝑙2𝑚+2 = 
4(𝑚+1)2𝜋2

𝑎2
+ 

2

𝑎
 ∫ 𝑞(𝑡) sin (

4(𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡

𝑎/2

0
  

    − [
4(𝑚+1)2𝜋2

𝑎2
− 

2

𝑎
 ∫ 𝑞(𝑡) sin (

4(𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡)

𝑎

2
0

] + 𝑜(𝑚−1) 

=
4

𝑎
 ∫ 𝑞(𝑡) sin (

4(𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑚−1)

𝑎/2

0
  

 

olur ve ispat tamamlanır. 

Teorem 2.13: 𝑞(𝑡) fonksiyonu; ortalama değeri sıfır olan reel değerli bir fonksiyon 

olsun ve 

 

i 𝑞(𝑡 + 𝑎) = 𝑞(𝑡) 

ii. 𝑞(𝑡) = 𝑞(𝑎 − 𝑡)  özelliklerini sağlasın. 

Eğer 𝑙2𝑚+1 = 𝑜(𝑚
−1) ise 

 

∫ 𝑞(𝑡) cos (
2(2𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑜(𝑚−1)

𝑎/2

0
  

 

ve 𝑙2𝑚+2 = 𝑜(𝑚
−1) ise 

 

∫ 𝑞(𝑡) cos (
4(𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑜(𝑚−1)

𝑎/2

0
  

 

sağlanır. 



49 

 

İspat: Teorem 2.7 den 

 

𝑙2𝑚+1 =
4

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) cos (

2(2𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑚−1)

𝑎/2

0
= 𝑜(𝑚−1) olması için 

∫ 𝑞(𝑡) cos (
2(2𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑜(𝑚−1)

𝑎/2

0
 ve  

𝑙2𝑚+2 =
4

𝑎
 ∫ 𝑞(𝑡) cos (

4(𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑚−1)

𝑎/2

0
= 𝑜(𝑚−1) olması için 

∫ 𝑞(𝑡) cos (
4(𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑜(𝑚−1)

𝑎/2

0
   

 

olmalıdır. 

Teorem 2.14: 𝑞(𝑡) fonksiyonu ortalama değeri sıfır olan reel değerli bir fonksiyon 

ve 

 

i. 𝑞(𝑡 + 𝑎) = 𝑞(𝑡) 

ii. 𝑞(𝑡) = −𝑞(𝑎 − 𝑡)  özelliklerini sağlasın. 

Eğer 𝑙2𝑚+1 = 𝑜(𝑚
−1) ise 

 

∫ 𝑞(𝑡) sin (
2(2𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑜(𝑚−1)

𝑎/2

0
  

ve 𝑙2𝑚+2 = 𝑜(𝑚
−1) ise 

∫ 𝑞(𝑡) sin (
4(𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑜(𝑚−1)

𝑎/2

0
  

 

sağlanır. 

İspat: Teorem 2.12 den 

 

𝑙2𝑚+1 =
4

𝑎
∫ 𝑞(𝑡) sin (

2(2𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑚−1)

𝑎/2

0
= 𝑜(𝑚−1) olması için 

∫ 𝑞(𝑡) sin (
2(2𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑜(𝑚−1)

𝑎/2

0
 ve  

𝑙2𝑚+2 =
4

𝑎
 ∫ 𝑞(𝑡) sin (

4(𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜(𝑚−1)

𝑎/2

0
= 𝑜(𝑚−1) olması için 

∫ 𝑞(𝑡) sin (
4(𝑚+1)𝜋

𝑎
𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑜(𝑚−1)

𝑎/2

0
   

 

olmalıdır. 
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Bu tür sonuçlar ters problemler sınıfına aittir; yani kararsızlık aralıklarının 

uzunluklarıyla ilgili bilinen bazı tahminler 𝑞(𝑡) potansiyel fonksiyonuyla ilgili sonuçlar 

bulunmasını sağlar. 

        Nitekim bu çalışmada elde edilen sonuçlar ters problemler için bir zemin teşkil 

etmektedir. 

 

2.4. Örnekler ve Bazı Nümerik Sonuçlar 

 

 Örnek 2.1:  𝑞(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠𝑡,     [𝑎, 𝑏] = [0,2𝜋] 

 

i.∫ 𝑐𝑜𝑠𝑡𝑑𝑡 =
2𝜋

0
𝑠𝑖𝑛𝑡𝛪0

2𝜋 = 0    ⟹ ∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡 = 0
𝑎

0
 

ii. 𝑐𝑜𝑠(𝑡 + 2𝜋) = 𝑐𝑜𝑠𝑡𝑐𝑜𝑠2𝜋 − 𝑠𝑖𝑛𝑡𝑠𝑖𝑛2𝜋 = 𝑐𝑜𝑠𝑡 ⟹   𝑞(𝑎 + 𝑡) = 𝑞(𝑡) 

iii. 𝑐𝑜𝑠(2𝜋 − 𝑡) = 𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑠𝑖𝑛𝑡 = 𝑐𝑜𝑠𝑡 ⟹   𝑞(𝑎 − 𝑡) = 𝑞(𝑡) 

 

olduğundan sonuç 2.2 ile 

 

Λ𝑛(𝜏) =
(𝑛+1)2𝜋2

4𝜋2
−

2

2𝜋
cos (

2(𝑛+1)𝜋

2𝜋
𝜏) ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑡 cos (

2(𝑛+1)𝜋

2𝜋
𝑡) 𝑑𝑡

2𝜋/2

0
 +𝑜(𝑛−1)  

=
(𝑛+1)2

4
−
1

𝜋
cos((𝑛 + 1)𝜏) ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑡 cos((𝑛 + 1)𝑡) 𝑑𝑡

𝜋

0⏟                
𝐼

+ 𝑜(𝑛−1)  

 

olur. 

 

𝐼 = ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑡 cos((𝑛 + 1)𝑡) 𝑑𝑡
𝜋

0
  

=
1

2
[∫ cos(𝑡 + (𝑛 + 1)𝑡) 𝑑𝑡 + ∫ cos (𝑡 − (𝑛 + 1)𝑡)𝑑𝑡

𝜋

0

𝜋

0
]  

=
1

2
[∫ cos(𝑛 + 2) 𝑡𝑑𝑡 + ∫ cos (−𝑛𝑡)𝑑𝑡

𝜋

0

𝜋

0
]  

=
1

2
[
1

𝑛+2
sin(𝑛 + 2) 𝐼0

𝜋 +
1

𝑛
sin(𝑛𝑡) 𝐼0

𝜋] = 0       ⟹    𝐼 = 0  

Λ𝑛(𝜏) =
(𝑛+1)2

4
+ 𝑜(𝑛−1)  

Λ2𝑚+1(𝜏) =
(2𝑚+2)2

4
+ 𝑜(𝑚−1)  

minΛ2𝑚+1(𝜏) = 𝜆2𝑚+1 = (𝑚 + 1)
2 + 𝑜(𝑚−1)  

maxΛ2𝑚+1(𝜏) = 𝜆2𝑚+2 = (𝑚 + 1)
2 + 𝑜(𝑚−1)  
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         ⟹ 𝑙2𝑚+2 = 𝜆2𝑚+2 − 𝜆2𝑚+1 = 𝑜(𝑚
−1) 

Λ2𝑚(𝜏) =
(2𝑚+1)2

4
+ 𝑜(𝑚−1)  

minΛ2𝑚(𝜏) = 𝜇2𝑚 =
(2𝑚+1)2

4
+ 𝑜(𝑚−1)  

maxΛ2𝑚(𝜏) = 𝜇2𝑚+1 =
(2𝑚+1)2

4
+ 𝑜(𝑚−1)  

         ⟹ 𝑙2𝑚+1 = 𝜇2𝑚+1 − 𝜇2𝑚 = 𝑜(𝑚
−1) 

 

olur. 

Örnek 2.2:  𝑞(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛𝑡,     [𝑎, 𝑏] = [0,2𝜋] 

 

i. ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑡𝑑𝑡 =
2𝜋

0
− (𝑐𝑜𝑠𝑡)𝛪0

2𝜋 = −(1 − 1) = 0    ⟹ ∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡 = 0
𝑎

0
 

ii.      𝑠𝑖𝑛(𝑡 + 2𝜋) = 𝑠𝑖𝑛𝑡𝑐𝑜𝑠2𝜋 + 𝑐𝑜𝑠𝑡𝑠𝑖𝑛2𝜋 = 𝑠𝑖𝑛𝑡 ⟹   𝑞(𝑎 + 𝑡) = 𝑞(𝑡)    

iii.  – [𝑠𝑖𝑛(2𝜋 − 𝑡)] = −[𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑐𝑜𝑠𝑡 − 𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑠𝑖𝑛𝑡] = 𝑠𝑖𝑛𝑡 

⟹ −𝑞(𝑎 − 𝑡) = 𝑞(𝑡) 

olduğundan sonuç 2.4 ile 

 

Λ𝑛(𝜏) =
(𝑛+1)2𝜋2

4𝜋2
−

2

2𝜋
sin (

2(𝑛+1)𝜋

2𝜋
𝜏) ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑡 sin (

2(𝑛+1)𝜋

2𝜋
𝑡) 𝑑𝑡

2𝜋/2

0
 +𝑜(𝑛−1) 

=
(𝑛+1)2

4
−
1

𝜋
sin((𝑛 + 1)𝜏) ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑡 sin((𝑛 + 1)𝑡) 𝑑𝑡

𝜋

0⏟                
𝐽

+ 𝑜(𝑛−1)  

 

olur. 

 

𝐽 = ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑡 sin((𝑛 + 1)𝑡) 𝑑𝑡
𝜋

0
  

= −
1

2
[∫ cos(𝑡 + (𝑛 + 1)𝑡) 𝑑𝑡 − ∫ cos (𝑡 − (𝑛 + 1)𝑡)𝑑𝑡

𝜋

0

𝜋

0
]  

= −
1

2
[∫ cos(𝑛 + 2) 𝑡𝑑𝑡 − ∫ cos (−𝑛𝑡)𝑑𝑡

𝜋

0

𝜋

0
]  

= −
1

2
[
1

𝑛+2
sin(𝑛 + 2) 𝐼0

𝜋 −
1

𝑛
sin(𝑛𝑡) 𝐼0

𝜋] = 0       ⟹    𝐽 = 0  

Λ𝑛(𝜏) =
(𝑛+1)2

4
+ 𝑜(𝑛−1)  

Λ2𝑚+1(𝜏) =
(2𝑚+2)2

4
+ 𝑜(𝑚−1)  

minΛ2𝑚+1(𝜏) = 𝜆2𝑚+1 = (𝑚 + 1)
2 + 𝑜(𝑚−1)  

maxΛ2𝑚+1(𝜏) = 𝜆2𝑚+2 = (𝑚 + 1)
2 + 𝑜(𝑚−1)  
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         ⟹ 𝑙2𝑚+2 = 𝜆2𝑚+2 − 𝜆2𝑚+1 = 𝑜(𝑚
−1) 

Λ2𝑚(𝜏) =
(2𝑚+1)2

4
+ 𝑜(𝑚−1)  

minΛ2𝑚(𝜏) = 𝜇2𝑚 =
(2𝑚+1)2

4
+ 𝑜(𝑚−1)  

maxΛ2𝑚(𝜏) = 𝜇2𝑚+1 =
(2𝑚+1)2

4
+ 𝑜(𝑚−1)  

         ⟹ 𝑙2𝑚+1 = 𝜇2𝑚+1 − 𝜇2𝑚 = 𝑜(𝑚
−1) 

 

olur. 

Örnek 2.3:    𝑞(𝑡) = {
𝑡 − 𝜋 2⁄                , 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋

                  3𝜋
2⁄ − 𝑡             , 𝜋 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋  

,   [𝑎, 𝑏] = [0,2𝜋] 

 

i. ∫ (𝑡 − 𝜋 2⁄ )𝑑𝑡 + ∫ (3𝜋 2⁄ − 𝑡)𝑑𝑡 =
𝑡2

2
𝐼0
𝜋 −

𝜋

2
𝑡𝐼0
𝜋 +

3𝜋

2
𝑡𝐼𝜋
2𝜋 −

𝑡2

2
𝐼𝜋
2𝜋2𝜋

𝜋

𝜋

0
 

=
𝜋2

2
−
𝜋2

2
+ 3𝜋2 −

3𝜋2

2
− (

4𝜋2

2
−
𝜋2

2
) = 0  

⟹ ∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡 = 0
𝑎

0
  

ii.  𝑞(𝑡 + 2𝜋) = {
𝑡 + 2𝜋 − 𝜋 2⁄                , 0 ≤ 𝑡 + 2𝜋 ≤ 𝜋

                  3𝜋
2⁄ − (𝑡 + 2𝜋)            , 𝜋 ≤ 𝑡 + 2𝜋 ≤ 2𝜋                   

  

= {
𝑡 + 3𝜋 2⁄                , −2𝜋 ≤ 𝑡 ≤ −𝜋

                 −𝜋
2⁄ − 𝑡            , −  𝜋 ≤ 𝑡 ≤ 0                   

  

= {
𝑡 − 𝜋 2⁄                , 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋

                 3𝜋
2⁄ − 𝑡            , 𝜋 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋                   

  

                                                    ⟹   𝑞(𝑎 + 𝑡) = 𝑞(𝑡)    

iii. 𝑞(2𝜋 − 𝑡) = {
2𝜋 − 𝑡 − 𝜋 2⁄                , 0 ≤ 2𝜋 − 𝑡 ≤ 𝜋

                  3𝜋
2⁄ − (2𝜋 − 𝑡)            , 𝜋 ≤ 2𝜋 − 𝑡 ≤ 2𝜋                   

 

= {
3𝜋

2⁄ − 𝑡              , 𝜋 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋
               −𝜋

2⁄ + 𝑡            , 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋                 
  

⟹  𝑞(𝑎 − 𝑡) = 𝑞(𝑡) 

 

olduğundan sonuç 2.2 ile 

 

Λ𝑛(𝜏) =
(𝑛+1)2𝜋2

4𝜋2
−

2

2𝜋
cos (

2(𝑛+1)𝜋

2𝜋
𝜏) ∫ (𝑡 −

𝜋

2
) cos (

2(𝑛+1)𝜋

2𝜋
𝑡) 𝑑𝑡

2𝜋/2

0
 +𝑜(𝑛−1) 
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=
(𝑛+1)2

4
−
1

𝜋
cos((𝑛 + 1)𝜏) ∫ (𝑡 −

𝜋

2
) cos((𝑛 + 1)𝑡) 𝑑𝑡

𝜋

0⏟                
𝐾

+ 𝑜(𝑛−1)  

 

olur. K eşitliği için 𝑢 = 𝑡 −
𝜋

2
  ve 𝑑𝑣 = cos ((𝑛 + 1)𝑡)𝑑𝑡 alınır ve kısmi integrasyon 

uygulanırsa 

 

𝐾 = ∫ (𝑡 −
𝜋

2
) cos((𝑛 + 1)𝑡) 𝑑𝑡

𝜋

0
  

= (𝑡 −
𝜋

2
) (

1

𝑛+1
sin((𝑛 + 1)𝑡)) I0

𝜋 − ∫
1

𝑛+1
sin ((𝑛 + 1)𝑡)𝑑𝑡

𝜋

0
  

=
1

𝑛+1
.
1

𝑛+1
cos((𝑛 + 1)𝑡) I0

𝜋 =
1

(𝑛+1)2
cos((𝑛 + 1)𝜋) −

1

(𝑛+1)2
  

=
1

(𝑛+1)2
[cos((𝑛 + 1)𝜋) − 1]  

⟹𝐾 = {
0                 ,                  𝑛 𝑡𝑒𝑘      
−2

(𝑛 + 1)2    ⁄ ,      𝑛 ç𝑖𝑓𝑡   

Λ𝑛(𝜏) = {
   
(𝑛+1)2

4
+ 𝑜(𝑛−1)                                                              ,          𝑛 𝑡𝑒𝑘      

(𝑛+1)2

4
+

2

(𝑛+1)2    𝜋
cos((𝑛 + 1)𝜏) + 𝑜(𝑛−1)      , 𝑛 ç𝑖𝑓𝑡

  

Λ2𝑚+1(𝜏) = {
   
(2𝑚+2)2

4
+ 𝑜(𝑚−1)                                                         , (2𝑚 + 1)  𝑡𝑒𝑘      

 
(2𝑚+2)2

4
+

2

(2𝑚+2)2    𝜋
cos((2𝑚 + 2)𝜏) + 𝑜(𝑚−1), (2𝑚 + 1) ç𝑖𝑓𝑡

  

minΛ2𝑚+1𝑡𝑒𝑘(𝜏) = 𝜆2𝑚+1 = (𝑚 + 1)
2 + 𝑜(𝑚−1)  

minΛ2𝑚+1ç𝑖𝑓𝑡(𝜏) = 𝜆2𝑚+1 = (𝑚 + 1)
2 −

1

2(𝑚+1)2𝜋
+ 𝑜(𝑚−1)  

maxΛ2𝑚+1𝑡𝑒𝑘(𝜏) = 𝜆2𝑚+2 = (𝑚 + 1)
2 + 𝑜(𝑚−1)  

maxΛ2𝑚+1ç𝑖𝑓𝑡(𝜏) = 𝜆2𝑚+2 = (𝑚 + 1)
2 +

1

2(𝑚+1)2𝜋
+ 𝑜(𝑚−1)  

       ⟹   𝑙2𝑚+2𝑡𝑒𝑘 = 𝜆2𝑚+2 − 𝜆2𝑚+1 = 𝑜(𝑚
−1) 

              𝑙2𝑚+2ç𝑖𝑓𝑡 = 𝜆2𝑚+2 − 𝜆2𝑚+1 =
1

(𝑚+1)2𝜋
+ 𝑜(𝑚−1) 

Λ2𝑚(𝜏) = {
   
(2𝑚+1)2

4
+ 𝑜(𝑚−1)                                                       ,    (2𝑚) 𝑡𝑒𝑘      

(2𝑚+1)2

4
+

2

(2𝑚+1)2    𝜋
cos((2𝑚 + 1)𝜏) + 𝑜(𝑚−1),     (2𝑚) ç𝑖𝑓𝑡

  

minΛ2𝑚𝑡𝑒𝑘(𝜏) = 𝜇2𝑚 =
(2𝑚+1)2

4
+ 𝑜(𝑚−1)  

minΛ2𝑚ç𝑖𝑓𝑡(𝜏) = 𝜇2𝑚 =
(2𝑚+1)2

4
−

2

(2𝑚+1)2    𝜋
+ 𝑜(𝑚−1)  



54 

 

maxΛ2𝑚𝑡𝑒𝑘(𝜏) = 𝜇2𝑚+1 =
(2𝑚+1)2

4
+ 𝑜(𝑚−1)  

 maxΛ2𝑚ç𝑖𝑓𝑡(𝜏) = 𝜇2𝑚+1 =
(2𝑚+1)2

4
+

2

(2𝑚+1)2    𝜋
+ 𝑜(𝑚−1) 

         ⟹   𝑙2𝑚+1𝑡𝑒𝑘 = 𝜇2𝑚+1 − 𝜇2𝑚 = 𝑜(𝑚
−1) 

                𝑙2𝑚+1ç𝑖𝑓𝑡 = 𝜇2𝑚+1 − 𝜇2𝑚 =
4

(2𝑚+1)2    𝜋
+ 𝑜(𝑚−1) 

 

olur. 

 

Örnek 2.4:    𝑞(𝑡) = {
𝑡−1/2 −

2

√𝜋
               , 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋

  (2𝜋 − 𝑡)−1/2 − 
2

√𝜋
            , 𝜋 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋        

, [𝑎, 𝑏] = [0,2𝜋] 

 

i. ∫ (𝑡−1/2 −
2

√𝜋
 ) 𝑑𝑡 + ∫ [(2𝜋 − 𝑡)−1/2 − 

2

√𝜋
]

2𝜋

𝜋
 𝑑𝑡 =

𝜋

0
0 

 

ii.  𝑞(𝑡 + 2𝜋) = {
(𝑡 + 2𝜋)−1/2 −

2

√𝜋
              , 0 ≤ 𝑡 + 2𝜋 ≤ 𝜋

       (2𝜋 − (𝑡 + 2𝜋))−1/2 − 
2

√𝜋
     , 𝜋 ≤ 𝑡 + 2𝜋 ≤ 2𝜋                   

 

= {
    (𝑡 + 2𝜋)−1/2 −

2

√𝜋
        , −2𝜋 ≤ 𝑡 ≤ −𝜋

       (−𝑡)−1/2 −
2

√𝜋
       , −  𝜋 ≤ 𝑡 ≤ 0                   

  

= {
𝑡−1/2 −

2

√𝜋
               , 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋

     (2𝜋 − 𝑡)−1/2 − 
2

√𝜋
       , 𝜋 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋                   

  

⟹   𝑞(𝑎 + 𝑡) = 𝑞(𝑡)     

iii. 𝑞(2𝜋 − 𝑡) = {
(2𝜋 − 𝑡)−1/2 −

2

√𝜋
    , 0 ≤ 2𝜋 − 𝑡 ≤ 𝜋

(2𝜋 − (2𝜋 − 𝑡))−1/2 − 
2

√𝜋
      , 𝜋 ≤ 2𝜋 − 𝑡 ≤ 2𝜋                   

 

= {
(2𝜋 − 𝑡)−

1

2 −
2

√𝜋
      , −2𝜋 ≤ −𝑡 ≤ −𝜋

𝑡−
1

2 −
2

√𝜋
                           , −𝜋 ≤ −𝑡 ≤ 0                 

  

= {
𝑡−1/2 −

2

√𝜋
               , 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋

  (2𝜋 − 𝑡)−1/2 − 
2

√𝜋
            , 𝜋 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋                   

  

⟹  𝑞(𝑎 − 𝑡) = 𝑞(𝑡) 

 

olduğundan sonuç 2.2 ile 
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Λ𝑛(𝜏) =
(𝑛+1)2𝜋2

4𝜋2
−

2

2𝜋
cos (

2(𝑛+1)𝜋

2𝜋
𝜏) ∫ (𝑡−1/2 −

2

√𝜋
) cos (

2(𝑛+1)𝜋

2𝜋
𝑡) 𝑑𝑡

2𝜋/2

0
 

+𝑜(𝑛−1)  

=
(𝑛+1)2

4
−
1

𝜋
cos((𝑛 + 1)𝜏) ∫ (𝑡−1/2 −

2

√𝜋
) cos((𝑛 + 1)𝑡) 𝑑𝑡

𝜋

0⏟                    
𝐿

+ 𝑜(𝑛−1)  

 

olur. L eşitliği için 𝑢 = (𝑛 + 1)𝑡  , 𝑡 = (𝑛 + 1)−1𝑢  dönüşümü uygulanırsa 

 

    𝐿 = ∫ [(𝑛 + 1)−1𝑢]−1/2 cos 𝑢 𝑑𝑢 −
2

√𝜋

(𝑛+1)𝜋

0
∫ 𝑐𝑜𝑠𝑢𝑑𝑢
(𝑛+1)𝜋

0
 

= ∫ ((𝑛 + 1)−1)−1/2𝑢−1/2𝑐𝑜𝑠𝑢𝑑𝑢
(𝑛+1)𝜋

0
  

= (𝑛 + 1)1/2 ∫ 𝑢−1/2𝑐𝑜𝑠𝑢𝑑𝑢
(𝑛+1)𝜋

0
  

= (𝑛 + 1)1/2 [∫ 𝑢−1/2𝑐𝑜𝑠𝑢𝑑𝑢 − ∫ 𝑢−1/2𝑐𝑜𝑠𝑢𝑑𝑢
∞

(𝑛+1)𝜋

∞

0
]  

 

olur. ∫ 𝑢−1/2𝑐𝑜𝑠𝑢𝑑𝑢
∞

0
= √𝜋 2⁄  olduğu bilinmektedir. Yani 

 

𝐿 = (𝑛 + 1)1/2√𝜋 2⁄ − (𝑛 + 1)1/2 ∫ 𝑢−1/2𝑐𝑜𝑠𝑢𝑑𝑢
∞

(𝑛+1)𝜋⏟            
𝑀

   şeklindedir. 𝑀 integraline 

kısmi integrasyon uygulanırsa 

 

𝑀 = ∫ 𝑢−1/2𝑐𝑜𝑠𝑢𝑑𝑢
∞

(𝑛+1)𝜋
= 𝑢−1/2𝑠𝑖𝑛𝑢 I(𝑛+1)𝜋

∞ +
1

2
∫ 𝑢−3/2𝑠𝑖𝑛𝑢𝑑𝑢
∞

(𝑛+1)𝜋
  

=
1

2
∫ 𝑢−

3

2𝑠𝑖𝑛𝑢𝑑𝑢
∞

(𝑛+1)𝜋
    

 

olur. 

𝑀 eşitliğine tekrar kısmi integrasyon uygulanırsa,  

 

𝑀 =
1

2
[𝑢−

3

2(−𝑐𝑜𝑠𝑢) I(𝑛+1)𝜋
∞ −

3

2
∫ 𝑢−5/2
∞

(𝑛+1)𝜋
𝑐𝑜𝑠𝑢𝑑𝑢] olur. 

𝑀 = {

1

2
𝑢−

3

2 −
3

4
∫ 𝑢−

5

2
∞

(𝑛+1)𝜋
𝑐𝑜𝑠𝑢𝑑𝑢        ,      𝑛 𝑡𝑒𝑘

−
1

2
𝑢−

3

2 −
3

4
∫ 𝑢−

5

2
∞

(𝑛+1)𝜋
𝑐𝑜𝑠𝑢𝑑𝑢      ,      𝑛 ç𝑖𝑓𝑡

     

 

olur. 
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Ayrıca ortalama değer teoremi ile  −
3

4
∫ 𝑢−

5

2
∞

(𝑛+1)𝜋
𝑐𝑜𝑠𝑢𝑑𝑢 = 𝑜(𝑛−5/2)  şeklindedir. 

Yani 

 

𝑀 = {

1

2
𝑢−

3

2 + 𝑜(𝑛−5/2)       ,      𝑛 𝑡𝑒𝑘

−
1

2
𝑢−

3

2 + 𝑜(𝑛−5/2)     ,      𝑛 ç𝑖𝑓𝑡
  

 

olur. 

Sonuç olarak, 

 

𝐿 =

{
 

 (𝑛 + 1)1/2√𝜋 2⁄ − (𝑛 + 1)1/2
1

2
𝑢−

3

2 + 𝑜(𝑛−5/2)       ,      𝑛 𝑡𝑒𝑘

(𝑛 + 1)1/2√𝜋 2⁄ + (𝑛 + 1)1/2
1

2
𝑢−

3

2 + 𝑜(𝑛−5/2)     ,      𝑛 ç𝑖𝑓𝑡

  

= (𝑛 + 1)1/2√𝜋 2⁄ + 𝑜(𝑛−2)  ve 

Λ𝑛(𝜏) =
(𝑛+1)2

4
−
(𝑛+1)1/2√𝜋 2⁄

𝜋
cos((𝑛 + 1)𝜏) + 𝑜(𝑛−2)    

 

şeklindedir. 

 

Λ2𝑚+1(𝜏) =
(2𝑚+2)2

4
−
(2𝑚+2)1/2√𝜋 2⁄

𝜋
cos((2𝑚 + 2)𝜏) + 𝑜(𝑚−2)  

minΛ2𝑚+1(𝜏) = 𝜆2𝑚+1 = (𝑚 + 1)
2 −

(2𝑚+2)
1
2√𝜋 2⁄

𝜋
+ 𝑜(𝑚−2)  

maxΛ2𝑚+1(𝜏) = 𝜆2𝑚+2 = (𝑚 + 1)
2 +

(2𝑚+2)
1
2√𝜋 2⁄

𝜋
+ 𝑜(𝑚−2)  

         ⟹ 𝑙2𝑚+2 = 𝜆2𝑚+2 − 𝜆2𝑚+1 =
2(2𝑚+2)

1
2√𝜋 2⁄

𝜋
+ 𝑜(𝑚−2)  

Λ2𝑚(𝜏) =
(2𝑚+1)2

4
−
(2𝑚+1)1/2√𝜋 2⁄

𝜋
cos((2𝑚 + 1)𝜏) + 𝑜(𝑚−2)  

minΛ2𝑚(𝜏) = 𝜇2𝑚 =
(2𝑚+1)2

4
−
(2𝑚+1)

1
2√𝜋 2⁄

𝜋
+ 𝑜(𝑚−2)  

maxΛ2𝑚(𝜏) = 𝜇2𝑚+1 =
(2𝑚+1)2

4
+
(2𝑚+1)1/2√𝜋 2⁄

𝜋
+ 𝑜(𝑚−2)  
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         ⟹ 𝑙2𝑚+1 = 𝜇2𝑚+1 − 𝜇2𝑚 =
2(2𝑚+1)

1
2√𝜋 2⁄

𝜋
+ 𝑜(𝑚−2) 

 

olur. 

Bu bölümdeki örnekler; sembolik hesaplama paketi olan MAXİMA 

yardımıyla,belirli [0,2𝜋] aralığı ve spesifik q(t) fonksiyonları için yazılan kodlar 

yardımıyla tekrar hesaplanmış ve sonuçlar birbiriyle örtüşmüştür. Ayrıca yazılan kodlar 

son kısımda verilmiştir. 

 

 
 

Şekil 1. Çift fonksiyon için yazılan kod 
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Şekil 2. Tek fonksiyon için yazılan kod 
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Şekil 3. Örnek 1 
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Şekil 4. Örnek 2  

 

 

 

 



 

 

 

3. SONUÇLAR 

 

Bu çalışmanın literatüre katkıları aşağıdaki şekilde özetlenebilir. 

1. 𝑞(𝑡) potansiyel fonksiyonu [0, 𝑎] üzerinde periyodik olmak üzere 𝑞(𝑡) =

𝑞(𝑎 − 𝑡)  𝑣𝑒𝑦𝑎 (  q (
a

2
− t) = q (

a

2
+ a) ,0 ≤ t ≤

a

2
) 𝑣𝑒𝑦𝑎 (𝑞(𝑡) = −𝑞(𝑎 − 𝑡)) 

özelliğini sağlaması durumunda yardımcı özdeğerler olan Λ𝑛(𝜏) hesaplanmıştır. 

(Teorem 2.3) 

2. Potansiyel fonksiyonun çift olması durumunda; yardımcı özdeğerler Λ𝑛(𝜏) 

yardımıyla,  [0, 𝑎] üzerinde tanımlı periyodik ve yarı periyodik özdeğerler olan 

𝜆𝑛  ve 𝜇𝑛 ler hesaplanmıştır. (Teorem 2.5-2.6) 

3. Literatürdeki sonuçlardan farklı olarak kararsızlık aralığı 𝑙𝑛 açık olarak 

verilmiştir. Yani 𝑙𝑛 = 𝐹(𝑛) + 𝑜(𝑛
−𝑘). (bknz Teo 1.8- Teo 1.9) 

4. Sembolik hesaplama yardımıyla  Λ𝑛(𝜏) nun minimum ve maksimum değerleri 

bulunmuştur. 

5. Literatürde ters problemler olarak bilinen kararsızlık aralıklarının uzunluklarının 

bilinmesi durumunda potansiyel fonksiyonu ile ilgili bazı sonuçlar elde edilmiştir. 

6. Potansiyel fonksiyonunun mevcut varsayımları sağlaması durumunda elde edilen 

teorik sonuçların uygulanabilirliği oluşturulan örneklerle doğrulanmıştır. 

  

 

 

 



 

 

 

4. ÖNERİLER 

 

1. Λ𝑛(𝜏) lar geliştirilebilr. 

2. Λ𝑛(𝜏) ların minimum ve maksimum değerleri uygun program kodlarıyla 

hesaplanarak spectrum incelenebilir. 

3. Kararsızlık aralıkları üzerine elde edilen sonuçlar daha da genişletilebilir. 

4. Kararsızlık aralıklarının uzunluklarının asimptotik olarak bilinmesi durumunda 

ters problemler ile ilgili sonuçlar elde edilebilir. Bunun için 𝑙𝑛 = 𝐹(𝑛) + 𝑜(𝑛
−𝑘) 

kullanılır. 

5. Potansiyel fonksiyonu farklı varsayımlarla dikkate alınabilir. 
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