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DANG HUMMASI HASTALIGININ RASTGELE ETKIiLER ALTINDA MATEMATIKSEL
MODELLENMESI
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Fen Bilimleri Enstitls
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Dog. Dr. Tiillay KESEMEN
2016, 73 Sayfa, 11 Ek Sayfa

Bu c¢alismada Dang Hummasi hastaliginin deterministik matematiksel modeli ¢ift tarafli
iistel (Laplace) dagilima sahip rastgele etkiler altinda incelenmektedir. Dang Hummas1 6zel bir
cesit sivrisinek tarafindan yayilan tropik bir atesli hastaliktir. Literatiirde var olan ¢aligmalarda
Dang Hummasi hastalig1 lineer olmayan deterministik diferansiyel denklemler kullanilarak
modellenmektedir. Ancak Dang Hummas: hastaliinin modellenmesinde kullanilan bazi
parametrelerin gercekte dis etkenlere bagli olduklar1 bilinmektedir. Bu nedenle Dang Hummasi
hastaliginin yayilimini modelleyen denklem sisteminin bazi parametreleri rastgele etki terimleri
kullanilarak rastgele hale getirilmektedir. Bu sekilde rastgele hale getirilen parametrelerin tasvir
ettigi olaylarin rastgele davraniglari da denklem sisteminde modellenmektedir. Deterministik
parametrelerin rastgele hale getirilmesi i¢in Laplace dagilimina sahip rastgele degiskenler
kullanilmaktadir. Bu yontemle dogrusal olmayan rastgele diferansiyel denklemlerden olusan
modeli kurulan Dang Hummasi hastaliginin davranislari incelenmektedir. Bu denklem sisteminin
sayisal ¢oziimlerinin Monte-Carlo metodlari ile simiilasyonlar1 yapilmakta ve elde edilen sonuglar
kullanilarak hastalikla ilgili yorumlar yapilmaktadir. Simiilasyonlar sonucunda Dang Hummasi
hastaliginin modelinin bilesenlerinin beklenen deger, varyans, standart sapma, giiven araligi ve
momentleri yanmi sira carpiklik ve basiklik katsayilarinin hesaplanmasinin ardindan model
bilesenlerinin rastgele davranislar1 hakkinda yorumlar1 yapilmaktadir. Deterministik modelden
elde edilen ¢oziimler ile rastgele modelden elde edilen ¢oziimler karsilastirarak, rastgele modelin
hastalikla ilgili matematiksel ¢alismalara katkisinin ne oldugu ile ilgili ¢ikarimlar yapilmaktadir.
Uygulanan rastgele modelleme ¢alismalari Dang Hummasi hastaligi i¢in 6zglndir ve Dang

Hummas: {izerine yapilan matematiksel analizlere katki saglayacaktir.

Anahtar Kelimeler: Matematiksel Model, Rastgele Etki, Simiilasyon, Laplace Dagilimi.
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In this study, the deterministic mathematical model of Dengue disease is examined under
Laplacian random effects. Dengue disease is a tropical disease transmitted by a special type of
mosquitoes. Dengue disease is modeled bu using nonlinear deterministic differential equations in
the literature. However, it is known that some of the parameters used in the mathematical modeling
of Dengue disease are dependent on external factors. Hence, the parameters of the equation system
used for the modeling the transmission of dengue fever should be randomized by using random
effect terms. This way, the randomness in the events described by the randomized parameters can
be modeled in the equation system. Random variables with Laplace distribution are used for
randomizing the deterministic parameters. The behavior of dengue fever disease is examined with
a model consisting of nonlinear random differential equations. Simulations of the numerical results
of the equation system are made with Monte-Carlo methods and the results are used for
commenting on the disease. Comments are made on the random behavior of the components of the
model after calculating their numerical characteristics like the expected value, variance, standard
deviation, confidence interval and moments along with the coefficients of skewness and kurtosis
from the results of the simulations. Results from the deterministic model are compared with the
results from the random model to point out the possible contribution of random modeling to the
mathematical analysis studies on the disease. The used random modeling studies are innovative for

dengue fever and will contribute to the mathematical studies on dengue fever.

Key Words: Mathematical Model, Random Effect, Simulation, Laplace Distribution.
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1. GENEL BiLGILER
1.1. Giris

Bu tez ¢alismas1 Dang Hummasi hastaliginin yayilmasii modelleyen bir deterministik
denklem sisteminin katsayilarina rastgele etki terimleri eklenmesi ile olusturulan rastgele
modelin incelenmesinden olusmaktadir. incelenen niifusun ii¢ gruba ayrilmasi ve gruplardaki
degisimlerin matematiksel analizi ile hastaligin gidisat1 hakkinda yorumlar yapilmasina olanak
saglayan SIR modelinin Dang Hummas: hastalifinda uygulamalar1 literatiirde mevcuttur.
Hastaligin  yayilmasi probleminin rastgele kosullar altinda ne gibi degisimler
gosterebileceginin incelenmesi i¢in literatiirdeki deterministik caligmalarin aksine bu model
iizerinde bir ¢alisma yapilmas1 amag¢lanmistir. Bu amacla model bir dogrusal olmayan rastgele
diferansiyel denklem sistemi haline getirilecek ve bu sistemin sayisal c¢oziimlerinin
simiilasyonlar1  yapilacaktir. Simiilasyon sonuclarindan hastalik modelinin  sayisal
karakteristikleri hesaplanacak ve bu sekilde hastaligin rastgele kosullar altina davraniglarinin

ne sekilde olacag ile ilgili yorumlar yapilacaktir.

Tezin birinci boliimiinde yapilan ¢alismanin genel hatlari belirtilmektedir. Calismanin
ikinci boliimiinde kurulacak olan rastgele diferansiyel denklem sistemi i¢in gerekli olan olasilik
teorisine ait kavramlar ele alinmaktadir. Olasilik teorisindeki aksiyomlar, rastgele degisken,
dagilim fonksiyonu, rastgele degiskenlerin karakteristikleri ve yakinsaklik cesitleri gibi bazi
temel kavramlarin verilmesinin ardindan stokastik siireglerle ilgili bazi1 kavramlara da
deginilmektedir. Modelin rastgele hale getirilmesi i¢in gerekli olan Laplace dagilim, iistel
dagilim ve normal dagilim gibi olasilik dagilimlarina ait bilgiler de bu boliimde verilmektedir.
Ek olarak stokastik siirecler ile ilgili tanimlar ve sayisal karakteristiklerle ilgili bilgiler de bu

boliime dahil edilmistir.

Uclincti bolim diferansiyel denklemler ile ilgili kavramlar1 icerir. Bu béliimde
diferansiyel denklemlerin siniflandirilmalar1 ile genel ve 6zel ¢oziimleri verilmekte ve
diferansiyel denklem cesitleri oOrneklendirilmektedir. Dogrusal olmayan diferansiyel
denklemlerinin sayisal ¢oziimlerinin elde edilmesi i¢in kullanilan Runge-Kutta yontemi de bu
boliime islenmektedir. Dordiincii mertebeden Runge-Kutta yontemi ile ilgili formillerin

verilmesinden sonra bir 6rnek ile metodun isleyisi agiklanmaktadir.

Dordiincii boliimde de benzer sekilde rastgele diferansiyel denklemler ele alinmaktadir.

Diferansiyel denklemlerin baslangi¢ degerleri, parametreleri ve homojen olmayan kisimlarinin



rastgele alinmasi ile kurulan rastgele diferansiyel denklemlerle ilgili bilgiler de verilmektedir.
En son olarak stokastik diferansiyel denklemler ve stokastik hesap ile ilgili kavramlar da bu

bolimde bulunmaktadir.

Besinci boliimde Dang Hummasi hastaligi ilgili bilgiler verildikten sonra, hastaliklarin
matematiksel modellenmesi ve genel hastalik modelleri hakkinda bilgiler sunulmaktadir.
Deterministik modelin ifade edilmesi ve isleyisinin agiklanmasindan sonra bu modelin nasil

rastgele hale getirildigi anlatilmakta ve rastgele denklem sistemi ile ilgili bilgiler verilmektedir.

Altinc1 bolimde rastgele parametrelerin sagladigi farklilikla ilgili agiklamalar
yapildiktan sonra modelin simiilasyonundan elde edilen sayisal sonuglar verilmekte ve
hastaligin yayiliminin rastgele davranislari hakkinda sonuglar sunulmaktadir. Bu baglamda
modelin ¢oziim egrileri, beklenen degerleri, varyanslari, giiven araliklar ile carpiklik ve
basiklik katsayilart ile ilgili grafikler verilmis ve simiilasyonda elde edilen u¢ degerlere
deginilmistir. Yedinci boliimde elde edilen matematiksel veriler hastalikla iliskilendirilmekte

ve deterministik sonuglar ile rastgele sonuglarin karsilastiriimas: yapilmaktadir.

Tez calismast sonucunda literatiirde deterministik modellenmesi var olan Dang
Hummasi hastaligt ic¢in rastgele model kurulumu ve karakteristiklerinin incelenmesi
caligmalar1 yapilmistir. Bu ¢aligsmalar farkli hastaliklarin modellemenlerinde de kullanilabilme
potansiyeline sahiptir. Dang Hummas ile ilgili yapilan matematiksel ¢alismalara farkli bir

bakis acis1 kazandiracak bu ¢alisma benzer konulara da kaynak olusturacaktir.

1.1. Matematiksel Modelleme

Matematiksel model bir sistemin matematik diliyle ifade edilmesidir. Bu matematiksel
modelin olusturulma siirecine matematiksel modelleme denir. Fizik, kimya, doga bilimleri ve
miihendislik alanlarmin yani sira psikoloji, sosyoloji gibi sosyal bilim dallarinda da

matematiksel modellere rastlanmaktadir.

Matematiksel modeller kullanilarak bir sistemin farkli bilesenlerinin etkileri
incelenebildigi gibi gelecekteki davramislari hakkinda tahminler de yapilabilir. Model
bilesenlerinin sistematik analizi aracilifiyla ilgilenilen olaym optimizasyonu saglanabilir,

yiiriitiilecek tahminler ve olayin akis ile ilgili planlar yapilabilir.



Bu nedenle oncelikle modellenecek olay ile ilgili bilgiler toplanir. Olay hakkinda sahip
olunan bilgi miktarina gore kullanilacak model tipi belirlenir ve modelin bilesenlerini etkileyen
parametrelerin degerlerinin belirlenmesi ile ilgili calismalar yapilir. Dinamik ve statik
modeller, dogrusal ve dogrusal olmayan modeller ile deterministik ve stokastik modeller bu

alanda kullanilan matematiksel model tiplerinden sadece birkagidir.

Matematiksel modellenmesi yapilacak olan olaylar1 deterministik ve stokastik olarak
iki gruba ayirmak miimkiindiir. Deterministik olaylarda sonug¢ tam olarak belirlenebilmekte ve
kosullar degismedigi siirece ayni sonuglar elde edilmektedir. Stokastik olaylarda ise ayni
kosullar altinda farkli sonuglar elde edilebilmektedir. Ozellikle hastaliklarla ilgili yapilan
incelemelerde rastgele model kullanilmasiyla deterministik modelleme ¢aligsmalarina kiyasla

olusacak farkliliklar incelenmelidir.

1.1.2. Literatiir Ozeti

Her ne kadar dogadaki olaylarin ayni kosullarda farkli sonuglar vermesi denklemlerde
stokastik siiregler ve rastgele degiskenler kullanilarak temsil edilebilse de, matematiksel

modelleme ¢aligmalarinda genel olarak stokastik modellemenin kullanildig1 goriillmektedir.

Stokastik matematiksel modeller Imran M., Hassan M., Dur-E-Ahmad M. ve Khan A.
tarafindan yapilan “A comparison of a deterministic and stochastic model for Hepatitis C with
an isolation stage” isimli ¢aligmada oldugu gibi, stokastik giiriiltii olarak adlandirilan terimler
icermektedir (Imran vd., 2013). Bu calisma ayrica deterministik ve stokastik modellerin
sonuglarinin karsilastirilmasini igermesi bakimindan da 6rnek gosterilebilir. Hastaliklarla ilgili
stokastik modelleme ¢alismalarina Tan W. ve Wu H. tarafindan yapilan “Stochastic modeling
of the dynamics of CD4" T-cell infection by HIV ad some Monte Carlo studies” isimli
caligmas1 Ornek gosterilebilir (Tan ve Wu, 1997). Pang L., Zhao Z., Liu S. ve Zhang X.
tarafindan yapilan “A mathematical model approach for tobacco control in China” baglikli
caligmada oldugu gibi, stokastik modeller sadece saglik alaninda degil farkli bilim dallarinda
da kullanilmaktadir (Pang vd., 2015). Stokastik modelleme ¢alismalarinda Lahrouz A., Omari
L., Kiouach A. ve Belmaati A. tarafindan yapilan “Deterministic and stochastic stability of a
mathematical model of smoking” baglikli ¢alismada oldugu gibi kararlilik analizleri veya
duyarlilik analizleri de yapilarak, incelenilen olay hakkinda daha detayl bilgiler de elde
edilebilmektedir (Lahrouz vd., 2011).

Stokastik modelleme ile ilgili yukaridaki gibi giiriiltii terimleri iceren model 6rneklerine

literatiirde sik¢a rastlanmaktadir. Ancak bu ¢alismada kullanilacak olan rastgele diferansiyel



denklemlerden olusan rastgele modellere dair 6rnekler, stokastik modellere oranla neredeyse
yok denecek kadar azdir. Bu modellere Merdan, M. ve Khaniyev T. tarafindan yapilan “On the
Behaviour of Solutions under the Influence of Stochastic Effect of Avian-Human Influenza
Epidemic Model” adli calisma 6rnek gosterilebilir (Merdan ve Khaniyev, 2008). Bu ¢alismada
kus gribi hastalig1 i¢in kullanilan deterministik modelin parametreleri normal ve {liggensel
dagilimli etkiler ile rastgele hale getirilmis ve bir rastgele diferansiyel denklem sistemi
olusturulmustur. Rastgele etkiler kullanilarak hastalik modellemeleri ile ilgili Merdan M.,
Bekiryazici Z. ve Kesemen T. tarafindan yapilan “Stochastic and Deterministic Stability of

Models for Hepatitis C” isimli ¢alisma da 6rnek gosterilebilir (Merdan vd., 2015).

Dang Hummasi hastalig1 ile ilgili yapilan matematiksel model calismalarina kaynak
olarak Esteva, L. ve Vargas C. tarafindan yapilan “Analysis of a dengue disease transmission
model” baslikli ¢alisma, Yacoob Y. tarafindan yapilan “Analysis of a dengue disease
transmission model without immunity” baglikli ¢alisma ve Phaijoo G.R. ve Gurung D.B.
tarafindan yapilan “Mathematical study of biting rates of mosqutioes in transmission of dengue
disease” baslikli ¢alisma gosterilebilir (Esteva ve Vargas, 1998; Yacoob, 2007; Phaijoo ve
Gurung, 2015).



1.2. OLASILIK ve STOKASTIK SURECLER TEORISININ BAZI TEMEL
KAVRAMLARI
1.2.1. Olasilik Teorisinin Baz1 Temel Kavramlari

Tez calismasinda kullanilacak olan olasilik teorisi ve stokastik siireclerin bazi

kavramlar1 asagida verilmektedir.

Tammim 1.2.1.1. Bilimsel bir gergegi gostermek, bir yasayr dogrulamak, bir varsayimi

kanitlamak amaci ile yapilan isleme deney denir.

Bir deney yapildiginda olabilecek biitiin sonuglarin kiimesine 6rnek uzay1 denir ve S

veya Q ile gosterilir. Ornek uzaymn her alt kiimesi bir olaydir.

Tamim 1.2.1.2. Sonlu veya sayilabilir sonsuz sayida elemana sahip 6rnek uzayin her bir alt

kiimesine rastgele olay denir.

Kiime kavrami1 matematigin (ve bir ¢ok bilim dalinin) en temel kavramlarindan birisi

olmasina ragmen, tanimi net olarak yapilmayan bir kavramdir.

Olasilikta 6rnek uzayi, lizerinde ¢alisacagimiz kiimeyi gostermektedir. Bu 6rnek uzaya

bazen evrensel kiime de denir.
Tamim 1.2.1.3. Hig eleman1 olmayan kiimeye bos kiime denir ve @ ile gosterilir.

Tamm 1.2.1.4. A kiimesine ait olan her eleman B kiimesine de ait ise A kiimesi B’nin alt

kiimesidir denir ve A € B ile gosterilir.

Tamm 1.2.1.5. Bir kiimenin kendisinden ve bos kiimeden farkli her alt kiimesine bir 6zalt

kiimesi veya has alt kiimesi denir ve A c B ile gosterilir.

Tanim 1.2.1.6. A kiimesinin her elemani1 B kiimesinin de elemani ve B kiimesinin her elemani

A kiimesinin de elemani ise A = B dir.

Tanim 1.2.1.7. A ve B kiimelerinin her ikisinde ortak olan elemanlarin olusturdugu kiimeye

A ile B’nin arakesiti veya kesisimi denir ve A N B ile gosterilir.
ANB={x|x€AAx€EB}.
AyricaANB c Ave AnB c Bdir.

Tamm 1.2.1.8. A ve B kiimesinden en az birine ait olan elemanlarin olusturdugu kiimeye A

ile B nin birlesimi denir ve A U B ile gosterilir.



AUB ={x|x€AVxEB}
AyricaAc AUBve B c AU B dir.
Tanim 1.2.1.9. Arakesitleri bos kiime olan kiimelere (A N B = @) ayrik kiimeler denir.

Tammm 1.2.1.10. E evrensel kime ve A c E olmak tzere bir A kiimesinin timleyeni A’da

olmayan fakat evrensel kiimede olan elemanlarin kiimesidir.
A=A°={x|x¢&A,x €EE}.
AyricaANA=@¢ve AU A =E dir.

Tanmmm 1.2.1.11. A ve B iki kiime olsun. A’ya ait fakat B’ye ait olmayan elemanlarin

olusturdugu kiimeye A ile B’nin fark kiimesi denir ve
AB=A-B={x|x€eAvexe¢B}={x|x€EAvexe€B}=ANB
seklinde ifade edilir.

Tamm 1.2.1.12. A ve B iki kiime olsun. AAB = (A\B)U (B\A)=(ANnB)u (BnA)

kiimesine A4 ile B’ nin simetrik farki denir.

Tanim 1.2.1.13. Q 6rnek uzayinin bazi alt kiimelerinin olusturdugu bir kiimeye (kolleksiyona)

sinif denir.

Tamm 1.2.1.14. Bir Q, Q # @, kiimesinin biitiin alt kiimelerinin olusturdugu sinifa o

kiimenin kuvvet kiimesi denir, P(Q) veya a(Q) ile gosterilir.

Not: R’deki sayilarin kiimesi
(ab)={x € R|a < x < b} olmak Uzere Bi= {(a,b) |[a<b;abeR}
(@bl ={x € R|a < x < b} olmak izere B.= {(a,b]|a<b;ab e R}
[ab)={x € R|a < x < b} olmak Uzere Bs= {[a,b) |a<b;ab e R}
[ab]={x € R|a < x < Db} olmak iizere Bs={[a,b]|a<Db;abe R}
(-0,8) ={x € R | x < a} olmak Uzere Bs= {(—,a) |a € R}
(-0,a] ={x € R| x < a} olmak lizere Bs= {(—,a] |a € R}

(a,+0) ={x € R | x > a} olmak lUzere B7= {(a, +») |a € R}



[a,+00) = {x € R | x > a} olmak lizere Bs= {[a, +0) |a € R}

seklinde gosterilebilir ve bu kiimeler R’de birer siniftir.
= {ULS=1 Bi} U {R} kiimesi de bir siiftir. T kiimesine R’deki araliklarin kiimesi denir.

Tanmm 1.2.1.15. Q # @ bir kiime ve ‘U da Q {lizerinde bir sinif olmak tizere U smifi;

1) Qeu
2) VAEUicinA€eU
3) ABEU=>AUBEU

kosullarini sagliyor ise U sinifina bir cebir denir.
Tamm 1.2.1.16. Q # @ bir kiime ve F de Q {izerinde bir sinif olmak {izere F siifi

1) QeF

2) VAEFIiGinA€eF

3) A, €F icin n=1,23,.. i¢in Uy-, 4, EF
(F’deki her {4,,} , n € N ; dizisi i¢cin Up~, 4, € F)

Ozelliklerine sahip ise F sinifina ’da bir a-cebir denir.
Teorem 1.2.1.1. F, Q ’da bir o-cebir olmak Uzere
a) ¢EF
b) {A,},F’debirdiziVnicinA, € F = N1 4, €F
c) ;€ F,i=1n,neN = UL, 4 EF
d A4, € F,i=1n,neN=>NL,4EF
e) A BEF =A\B=ANB € Fdir.

Not: Buradan goriilmektedir ki bazi cebirler o-cebir degildir. Ancak () sonlu sayida elemana

sahip oldugunda her cebir ayn1 zamanda sigma cebiridir.

Tamm 1.2.1.17. Q’daki F; ve F, sigma cebirleri icin VA € F; = A € F, oluyorsa, yani

F, € F, ise F, sigma cebri F, sigma cebirinden kiiguktlr denir.

Teorem 1.2.1.2. 1+ @ indis kiimesi, Va € Z igin F, bir sigma cebir olmak lzere F =

Ngez F, snifi da bir g-cebiridir.



Teorem 1.2.1.3. F, Q’da bir siif olsun. F’yi kapsayan en kiigiik bir sigma cebiri vardir. Bu

sigma cebiri a(F) ile gosterilir.

Tanim 1.2.1.18. R’deki agik araliklarm simifim F; = {(a,b)| a < b; a,b € R} kapsayan en
kiglk o-cebirine Borel cebiri denir ve B, By veya B(R) ile gosterilir. Borel cebirine bazen

reel sayilardaki agik araliklarin tirettigi o-cebiri de denir.

Borel cebiri acik araliklarin sinifin1 kapsayan en kiiglik sigma cebir olmasi nedeniyle
acik araliklar Borel cebirinin elemanlaridir. Diger bir ifadeyle Borel cebiri R’de agik araliklar

tarafindan uretilen o-cebirdir.

Tamim 1.2.1.19. (Olasiik Ol¢iisii) F sinifi, Q’da bir o-cebir olsun. F o-cebirinde tanimlanmis
P:F — [0,1] c R fonksiyonu
A — P(4)
1) VAEFicinP(4) =0,
2) P(Q) =1,
3) VA, €EF, n=12,..; A;NA; =0,i+ jigin,

p <CJ An) = i P(4y),
n=1 n=1

Ozelliklerine sahipse P fonksiyonuna F iizerinde bir olasilik 6l¢iisii denir. P(A) degerine A’ nin

olasilik 6l¢iisii veya kisaca A’nin olasilig: denir.

Tamm 1.2.1.20. (Olasihk Uzay1) ( bos olmayan bir kiime, F, Q’da bir ¢ — cebiri ve P ise
F’de tanimlanmis bir olasilik Ol¢iisii olmak iizere (Q,F,P) lgliisiine olasilik uzay1 denir.

Olasilik uzay1 bir stokastik deneyin matematiksel modelini ifade eder.

Tamm 1.2.1.21. (Rastgele Degisken) (Q,F, P) bir olasilik uzay1 ve £: Q@ — R olmak Uzere,
Vx € Rigin {w € Q : {(w) < x} € F ise & fonksiyonuna bir rastgele degisken denir.

Not: Bir rastgele degiskene ait dagilim fonksiyonunun matematiksel gosterimi ise asagidaki

tanimda verildigi gibidir.
Tamim 1.2.1.22. (Q,F, P) bir olasilik uzay1 ve ¢ bir rastgele degisken olmak tizere

P:(B) = P{¢ € B}



olasiligina ¢ rastgele degiskeninin dagilimi denir. P;(B) dagiliminin tamm kiimesi B Borel

cebirdir. Bir rastgele degiskenin dagiliminda B = (—o0, x] ve x € R alinirsa

Fe(x) = P(§ € (—oo,x]) = P(§ < x)

fonksiyonuna ¢ rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu denir.

Tamim 1.2.1.23. (Kesikli Dagilimlar Sinifi) (€, F, P) bir olasilik uzayi, é: Q — R bir rastgele
degisken olsun. &’nin degerler kiimesi sonlu veya sayilabilir sonsuz ise ¢ rastgele degiskenine
kesikli rastgele degisken, onun dagilimima kesikli dagilim, dagilim fonksiyonuna kesikli
dagilim fonksiyonu denir. Bagka bir deyisle kesikli dagilimlar bir elemanli Borel kiimeleri
tizerinde tanimlanabilirler. Yani, ¢ rastgele degiskeninin deger kiimesi {xq,x,,...} ise bu
durumda P{w:¢(w) = x;}, i =1, olasiliklarmi vermek, bu rastgele degiskeninin tiim

dagilimlarini tanimlamak i¢in yeterlidir.

P{w: & (w) = x;} olasiliklarma ¢ kesikli rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu denir

ve genellikle p; semboli ile gosterilir.

pi = P{lw:é(w) = x;}, i =1, 00.
Olasilik fonksiyonu tanimindan da goriildiigii gibi asagidaki iki kosulu saglamalidir.

1) Vi=1,2,.. icin p; = 0 olmalidir.
2) Y2, pi = 1 olmahdur.

1) ve 2) kosullarii saglayan py,p,, ..., pn pozitif sayilari i¢in olasilik fonksiyonu {p;}

sayilari ile verilmis olan bir & kesikli rastgele degiskeni insa etmek her zaman mimkiindur.
VB € B icin P;(B) = P{w:§(w) € B} = Y(ixepypi @ B = (—o,x],x ER

kabul edilirse, Fz(x) = X(i.x;<x} P; bigiminde kesikli rastgele degiskenin dagilim fonksiyonu
yazilabilir.

Not: Bagka bir deyisle, kesikli rastgele degisken icin olasilik modelini insa etmek, bu rastgele
degiskeninin degerlerini ve bu degerlere uygun gelen olasilik fonksiyonlarim1 tanimlamak

anlamina gelir.
Tanim 1.2.1.24. (Mutlak Siirekli Dagilimlar Sinifi)

(Q, F, P) bir olasilik uzayr olmak tizere £: Q — R, F;(x) dagilim fonksiyonu ve £(¢),

¢ rastgele degiskeninin deger kiimesi olsun.
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1) 3 A= (@, B): A< L(&) olsun.
2) Opyle bir 3 f(x) = 0 olsun ki, Vx € R i¢in &’nin dagilim fonksiyonu

Fe(x) = [ f(wdu seklinde yazilabilsin.

Yukardaki iki kosul saglandiginda ¢ rastgele degiskenine siirekli rastgele degisken,
onun dagilimina mutlak siirekli dagilim ve dagilim fonksiyonuna ise mutlak siirekli dagilim

foksiyonu denir.
Not: Tezde kullanilacak baz1 siirekli dagilimlar asagida belirtilmektedir.

Tamm 1.2.1.25. ¢ rastgele degiskeni A parametreli iistel dagilima sahip oldugunda olasilik

yogunluk fonksiyonu

(e x>0, 1>0
ff(x)_{ 0  x<0

olur. & rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu

1— e x>0

Fs‘(x):{o . x<0

dir.

Tamm 1.2.1.26. ¢ rastgele degiskeni (u, 0%) parametreli normal dagilima sahip ise olasilik

yogunluk fonksiyonu:

1 R UER,c>0
e 20 , X E , U E ,0 >
o #

fe(x) =
dir. f_xooe_uz du integralini almak miimkiin olmadigindan (u,o?) parametreli normal

dagilimin dagilim fonksiyonu

_(u—p)?
e 20° du

seklinde kalir.

Ozellikle u = 0 ve o = 1 oldugunda ¢ rastgele degiskeni standart normal dagilima

sahiptir ve olasilik yogunluk fonksiyonu

2

fe(x) = o(x) = \/%_n e_xT,x ER
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dir.
¢ rastgele degiskeninin standart normal dagilim fonksiyonu

2

Fr(x) = @(x) = e 2 du

8-
S
%X

—00
dir.

Tanmmm 1.2.1.27. ¢ rastgele degiskeni (44, 4,) parametreli iki tarafli iistel (Laplace) dagilimina
sahip oldugunda dagilim foksiyonu,

M

Arx
e’z x<0
A A ’ -
Fe(x) = 1+/12
2 —A1x
1-— X >0
A+ A, x

ve olasilik yogunluk fonksiyonu;

_ 1 2
ff(x) - /'{112

1, + 4,

e~ Mhx x>0

dir. Ozel olarak A; = A, = A alinirsa;

A
Ee", x<0
ff(x): 2
— —Ax >O
28 , X
A
=—e M xeR
2e , X

burada A,,4, ve A > 0 dur.

Tamim 1.2.1.28. £ ve n bagimsiz rastgele degiskenleri [0,1] araliginda siirekli diizgiin dagilima
sahip olduklarinda { = n + & rastgele degiskeni [0,2] araliginda tiggensel dagilima sahip olur
ve { rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

0, x<0
X, x € (0,1]

2—x, x € (1,2)
0, x =2

fe(x) =
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dir.

Ayrica ( rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu

( 0, x<0
X2
7 , X € (0,1]
Rw=1 7,
1- > x € (1,2)
1, X =2
seklinde yazilabilir.

Tamm 1.2.1.29. (Lebesgue Integrali) (Q,F,P(.)) olasihik uzaymnda reel degerli &(w)

rastgele degiskeni ve g(x) Borel fonksiyonu verildiginde

[ 9@y peaw 1)

integrali gézoniine alinsin, bu integral bir Lebesgue integraldir. é(w) rastgele degiskeni reel

degerli oldugundan (1) formilinde é(w) = x € R olarak alinirsa,
P(dw) = P{w: &é(w) € [x,x + dx)}
= P{lw:x < é(w) < x + dx}
= P{w: ¢ (w) < x + dx} — P{w: é(w) < x}
= Fe(x +dx) — Fe(x) = dFe(x)
elde edilir. Burada F¢(x), ¢ (w) rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonudur. Buna gore (1)

integrali,

(o]

[ 9c@)r@n) = [ gearw

Q —o0
seklini alir (Nasirova vd.,2009).

Tamim 1.2.1.30. (Beklenen Deger) (Q,F, P(.)) olasilik uzayinda reel deger alan bir é(w)
rastgele degiskeni verildiginde eger | 0$ (w)P(dw) integrali varsa, bu integralin degerine & (w)

rastgele degiskeninin beklenen degeri denir ve

E(¢(w)) = j £(0)P(dw)
Q
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seklinde ifade edilir (Nasirova vd.,2009). Ozel halde beklenen deger asagidaki gibidir:

¢ bir rastgele degisken ve g:R — R, VB € B(R) i¢in {x:g(x) € B} € B(R)

ozelligine sahip bir foksiyon olmak iizere, E(g(§)) degerine g(&) fonksiyonunun beklenen

degeri denir. Kesikli ve siirekli rastgele degisken i¢in asagidaki gibidir:

1.

& kesikli bir rastgele degisken ve

DIg@IF@ < o

oldugunda,

dir.

2.

E(9(9) = ) 9@ ()

¢ siirekli bir rastgele degisken ve

f 9GOIf () <

oldugunda,

dir.

E(g(8)) = f 900f (X)dx

Beklenen Degerin Ozellikleri:

. P{lw:é(w) =c}=1ise E(w: E(w)) = c dir.
. Egeré(w) =0ve E(E(w)) = 0ise h.h.h.y. é(w) = 0 dur.
. a < &(w) < biseave b birer sabit olmak lizere, a < E(¢(w)) < b olur.

1
2
3
4.
5
6

¢ bir sabit olmak tzere, E(c&(w)) = cE(&(w)) olur.

. a ve b birer sabit olmak tzere, E(a(w) + b) = aE(&(w)) + b olur.

. &(w) ve n(w) beklenen degerleri mevcut iki rastgele degisken ise toplamlarinin da

beklenen degeri vardir ve bu beklenen deger, beklenen degerlerin toplamina esittir.

Yani,
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E(§(w) +n(w)) = E(§(0)) + E(M(w)) dur.

7. Herhangi bir A olaymin olasiligi, bu olaymn goéstergesinin (indikat6riiniin) beklenen
degerine esittir. Yani P(A) = E(I4(w)) dir (Nasirova vd., 2009).

Ozel halde beklenen degerin 6zellikleri asagida verildigi gibi ifade edilir:

1) a ve b sabitler ve ¢ rastgele degisken ise E(aé + b) = aE (&) + b dir, 6zel olarak

dir.

2)

a. a=0ise E(b) = b,

b. a=1ise E((+b)=E(&)+ b dir. Yani bir rastgele degiskenin bir sabitle
toplaminin beklenen degeri, rastgele degiskenin beklenen degeri ile ayni sabitin
toplamina esittir.

c. b=0ise E(a&) = aE (&) dir. Yani bir rastgele degiskenin sabitle ¢arpiminin
beklenen degeri, sabit degerle rastgele degiskenin beklenen degerinin ¢arpimina
esittir.

d a=1,b=—-E()=—uise E[§ —E(¢)] = E(§ — u) = 0 dir. Yani ¢ rastgele
degiskeninin kendi ortalamasindan sapmasinin ortalamasi sifirdir. (&, p) iki

boyutlu rastgele degisken ve { = g(¢, u) olarak alinsin.
dy. (€, u) kesikli rastgele degisken ve p(x,y) = P(§ = x;, u = yj),

i=12,.m; j=12,..,nise
m n
EQ) = Zzg(xilyj)p(xi'yj)
i=1 1

j=

d,. (&, 1) siirekli rastgele degisken ve olasilik yogunluk fonksiyonu f(x,y) ise

E() = j f 900 y)f (x, y)dxdy

—00 —O00

Beklenen degerleri E (§) ve E(n) olan & ve n rastgele degiskenlerinin ortak olasilik
foksiyonu f(x;,y;) ;i = 1,2,...,m; j = 1,2, ..., n olsun. Bu takdirde
EG+n=E@+EMm

dir. Yani iki rastgele degiskenin toplaminin beklenen degeri onlarin beklenen

degerlerinin toplamina esittir.
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3) Beklenen degerleri E(&) ve E(n) olan & ve n bagimsiz rastgele degiskenlerinin
ortak olasilik foksiyonu f(xl-,yj) ;i=1,2,..,m;j = 1,2,..,nolsun. Bu takdirde

E(@n) = EE@m)

dir. Yani bagimsiz rastgele degiskenin carpiminin beklenen degeri, beklenen

degerlerin ¢carpimina esittir (Akdeniz, 2010).

Tamm 1.2.1.31. (n. Mutlak Moment) (Q,F, P(.)) olasilik uzayinda reel deger alan bir ¢
rastgele degiskeni verildiginde, E(|¢|") < oo ise E(|¢]™) sayisina ¢ rastgele degiskeninin n.

mertebeden mutlak momenti denir.

Tanim 1.2.1.32. (n. Baslangic Momenti) (Q,F, P(.)) olasilik uzayinda reel deger alan bir &
rastgele degiskeni verildiginde, E (|§|") < «oise a, = E (&)™ sayisina ¢ rastgele degiskeninin

n. mertebeden baslangic momenti denir.

Tamm 1.2.1.33. (n. Merkezi Moment) (Q,F, P(.)) olasilik uzayinda reel deger alan bir &
rastgele degiskeni verildiginde, E (|&]|™) < o ise u, = E(§ —a)",n = 2 sayisina ¢ rastgele

degiskeninin merkezi momenti denir. Burada a = E(§) ’dur.

Tanim 1.2.1.34. (Faktoriyel veya Carpimsal Moment) (Q,F, P(.)) olasilik uzayinda reel
deger alan bir ¢ rastgele degiskeni verildiginde
E(I§I") <ooise fy =E[(E -D(E -2)..(§—n+1D],n=1,

sayisina rastgele degiskenin n. mertebeden faktoriyel (carpimsal) momenti denir.

Tanmm 1.2.1.35. (Q,F,P(.)) olasilik uzayinda reel deger alan bir ¢ rastgele degiskeni
verildiginde V(&) = E(§ — E§)? = E(§%) — [E(§)]? sayisina & rastgele degiskeninin

varyansi denir.

Bir bagka deyisle varyans, rastgele degiskenin aldig1 degerlerin beklenen degerden

sapmasinin derecesini gosterir.
Varyansin Ozellikleri:

1. V() =0 dur.

2. V(&) = 0 yanliz ve yanliz ¢ = ¢ (hemen hemen her yerde) oldugunda olur. Burada c
bir sabittir.

3. V(cé) = c?V(§) dr.

4. & ven bagimsiz rastgele degiskenleri ise V(& + 1) =V(&) + V()



16

Tanmm 1.2.1.36. (Q,F,P(.)) olasilik uzayinda reel deger alan bir ¢ rastgele degiskeni
verildiginde, u; = E[§ — E(&)]3, 3. merkezi moment ve ¢ = ,/V(&) standart sapma olmak

Uzere a = % sayisina ¢arpiklik (skewness), asimetrilik veya egiklik 6l¢iisii denir.

Tanmm 1.2.1.37. (Q,F,P(.)) olasilik uzayinda reel deger alan bir ¢ rastgele degiskeni
verildiginde, p, = E[§ — E(&)]* 4. merkezi moment ve ¢ = /V(§) standart sapma olmak

Uzere g = B _3 sayisina rastgele degiskenin basiklik (kurtosis), diklik veya sivrilik katsayisi

o4

denir.

Tamm 1.2.1.38. Uzerinde ¢alisilan tiim gruba ya da sonuglarin genellestirilebilecegi gruba

kitle (y181in) denir.

Tanmm 1.2.1.39. Bir kitlenin belli bir 6zelligini incelemek {izere bu kitleden rastgele secilen

birimler topluluguna 6rneklem (6rnek) denir.

Tammm 1.2.1.40. ¢ bir rastgele degisken olmak iizere aldigi degerler &;,¢&,,&5, ..., &, ile

gosterilirse 6rneklem ortalamast:

(182,83 -+, én)

n

§=
olur.

Tanim 1.2.1.41. (Merkezi Limit Teoremi) (Q, S, P(.)) olasilik uzayinda ayni dagilima sahip
{& n=1 bagimsiz rastgele degiskenleri verilsin. ®(x) ile (0,1) parametreli standart normal

dagilim fonksiyonu ve E (&) = a; , V(&) = a2 olmak lizere

X
Sn - Z%:l ag 1 f _u_z
—_— o = — 2 d
o/\n = P) V2 ¢ o

— 00

(e =

dir.

Tanmmm 1.2.1.42. (Merkezi Limit Teoremi) &,,&,,¢&5, ..., &, ler u ortalamali ve o2 varyanslh

ayni olasilik dagilimma sahip bagimsiz rastgele degiskenler olsun. ¢ rastgele degiskeni

E—u
o/Jn

degiskeni n’nin biiyiilk degerleri i¢in (n > 30) yaklasik olarak standart normal dagilima

$1,€5, &3, ..., &y leri aritmetik ortalamasi olmak lizere 1 = ile tamimlanan 7 rastgele

sahiptir. Burada n 6rneklem hacmidir.
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Tamm 1.2.1.43. Bilinmeyen bir kitle parametresini tahmin etmek i¢in kullanilan 6rneklem

istatistigine tahmin edici denir. Bir tahmin edicinin bir tek degerine ise nokta tahmin denir.

Tamim 1.2.1.44. Kitle sonsuz elemanl oldugunda ve (i, 0?) parametreli normal dagilimli
(N (u, 02)) bir kitlenin varyans1 bilindiginde kitle ortalamasi  icin 1 — a gliven diizeyli giiven

araligy:

o — o
— —<u<é+ —
§oMg S p<itn g
dir. Burada n 6rneklem hacmidir.

Tamm 1.2.1.45. Kitle sonlu elemanh oldugunda ve (u,0?) parametreli normal dagilimh
(N (u, 02)) bir kitlenin varyans bilindiginde kitle ortalamasi  icin 1 — a glven diizeyli gliven

araligt:

N—n
N-1

o
N 1<M<f+’71 =

dir. Burada < 0,05 oldugunda \/%T terimi giiven sinirlarini ¢ok az etkilemektedir. Ayrica
burada n 6rneklem hacmi, N Kitlenin hacmidir.
Tamm 1.2.1.46. (Olasihga Gore Yakinsakhk)

Her e > 0 icin 111_1)1010 P{w: &, — &| = €} = 0 oldugunda “¢,, rastgele degisken dizisi &,
rastgele degiskenine olasiliga gore yakinsar” denir. Kisaca n — oo iken &, 5 &, ile gosterilir.
Tamim 1.2.1.47. (Ortalamaya Gore Yakinsaklik)

Herr > 0icin E(|&,|") < oo olsun. Eger

lim E([&, —¢17) =0

ise, {&,}nen rastgele degisken dizisi, ¢ rastgele degiskenine “r. mertebeden orta manada
yakimsak”tir denir. Ozel olarak lim E(|&, — &|?) = 0 ise, {&,}nen rastgele degisken dizisi, &
n—->oo

rastgele degiskenine “Ortalama karesel manada yakinsak”tir denir ve lLim.§, =¢& ile
n—>0oo

gosterilir.
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Tamm 1.2.1.48. (Dagilima Goére Yakinsakhk)
F(x)’in siirekli oldugu noktalar igin lim F,(x) = F(x) ise {&,}nen rastgele degisken
n—>0oo

d
dizisi, ¢ rastgele degiskenine “Dagilima goére yakinsak™tir denir ve &, = &,n — oo seklinde

yazilir. Literatiirde bu yakinsaklik ¢esidi, zayif yakinsaklik olarak da bilinmektedir.

Tamm 1.2.1.49. (1 Olasihig Ile Yakinsakhik) Olgiisii sifir olan bir kiimenin disinda
P{ii_r)lgofn =¢} =1 veya P{Tllggofn # &} =0 ise, {&, nen rastgele degisken dizisi, ¢ rastgele
degiskenine “1 olasilig1 ile yakinsak™tir denir ve &, 5 &, n — oo ile gosterilir.

Tanmm 1.2.1.50. (Q,3,P) olasilik uzayinda {&,,n = 1,2,...} rastgele degiskenler dizisi

verilmis olsun. Bu dizinin yardimiyla asagidaki rastgele degiskenler dizisi ele alinsin

1+ 8+ +8) —E[§1 + &+ +8]
n

;m=1,00 (2)

Eger (2) dizisi, olasiliga gore sifira yakinsiyorsa {&,, ,n = 1,2, ... } dizisi “biiyiik sayilar

kanununa uyuyor” denir.

Eger (2) dizisi, 1 olasihigi ile sifira yakinsiyorsa {&,, ,n = 1,2, ... } dizisi “gii¢lendirmis
biiyiik sayilar kanununa uyuyor” denir. Bu asagidaki sekilde gosterilebilir:

P(lim > (5~ E() =0} =1
k=1

1.2.2. Stokastik Surecler
Tamm 1.2.2.1. (Q,F, P) bir olasilik uzay1 ve T c R keyfi kime olsun.
X QXT->R, weQ,teT

icin {(w,t): X; € B} € o(F X By), B € By, kosulu saglasin. Burada B ; By uygun olarak T
ve R’nin alt kiimeleri lizerinde tanimlanmis Borel cebiridir, (F X By),F ve By sigma
cebirlerinin kartezyen carpimini igeren en kii¢iik o-cebirdir. Bu sekilde tanimlanmis X,

fonksiyonuna “rastgele fonksiyon™ denir.
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Eger T = R* ise yani t parametresi zaman roliine sahip ise bu durumda rastgele
fonksiyona “stokastik siire¢” denir. Bu tanimdan da goriiniiyor ki rastgele degiskenden farkli

olarak stokastik siire¢ hem de zamana bagh bir fonksiyondur.

Not: Bir stokastik stre¢c X(t,w), X;(w), X;, X(t) notasyonlarinin herhangi biriyle

gosterilebilir.

Buradan goruluyor Ki sabit bir t, € T zamani i¢in X (t,,"): (Q,F, P) — R 6lgulebilir bir
fonksiyondur bu da X (t,, w) nin bir rastgele degisken oldugunu gosterir. Buradan goriliir ki

stokastik siire¢ aslinda rastgele degiskenlerin bir ailesidir.

Eger bir w, € Q sabitlenirse X(*,wy): T = R zamanin bir fonksiyonu olur. Rastgele
olmayan bir fonksiyon, bir stokastik siirecin drnek yolu, ger¢eklesmesi veya yoriingesi olarak

adlandirilir.

Rastgele degiskenlerde oldugu gibi stokastik siire¢lerde de dagilim ve dagilim

fonksiyonu 6nemli rol oynar.

Tamim 1.2.2.2. X(w, t) bir stokastik siire¢olsun. 0 < t; <t, <...<t, <o, n=1,2,3,..

dizisi ve By, By, ..., B,, € By Borel kiimeleri ele alinsin. Bu takdirde,

P t,..tn(B1, B2, ., By) = Piw: X(w, t1) € By, X(w, t;) € By, ..., X(W, t,) € By)}
olasiliklarma X (w, t) stokastik stirecinin n boyutlu dagilimlar denir.
Yukaridaki tanimda B, = (=0, x,], x, € R,k = 1,n olsun. Bu takdirde

Fi tgtn (X1, X2, oo, X)) = PIW: X (W, t1) < x0, X(W, t3) < Xg, ., X(W, ) < X))}

fonksiyonuna X (w, t) stokastik strecinin n boyutlu dagilim fonksiyonu denir.

1.2.3. Stokastik Sureglerin Baz1 Karakteristikleri

Tanmm 1.2.3.1. Verilmis bir X, sireci icin uy:T - R,V t € T olmak lzere uy(t) = E[X;]

olarak tanimlanan fonksiyona X; nin beklenen deger fonksiyonu denir.

Tamim 1.2.3.2. Verilmis bir X, sureci i¢in Cx:T X T = R,V t,s € T olmak Uizere

Cx(t,s) = cov(Xy, X,) = E[(Xt - Hx(t))(xs - .UX(S))]

olarak tanimlanan fonksiyona X, nin kovaryans fonksiyonu denir.
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Eger t = s ise kovaryans fonksiyonu X, nin varyans fonksiyonuna doniisiir.

Tamm 1.2.3.3. Bir X = (X;,t € T c R) siireci verilsin. Eger t;,t,, ..., t, € T ’lerin her bir
secimivet, + h,t, + h, ..., t, + h € T olacak sekilde Vh icin ;

d
(thJthJ ""th) - (Xt1+h'Xt2+h' "'Ith+h)

d
oluyorsa X siirecine kesin duragan siire¢ denir. Burada = sembolU iki rastgele vektorin

dagilim fonksiyonlarinin esit olmasi anlamina gelir.

Tamim 1.2.3.4. Bir X = (X;,t € T c R) siireci verilsin. EgerVt,s € TveVt+h,s+h€T
olacak sekilde V h igin

d
Xt - Xs - Xt+h ~ Xs+h

oluyorsa X siirecine duragan artislara sahiptir denir.

Tamm 1.2.3.5. Bir X = (X;,t € T < R) siireci verilsin. Eger t; < t, <...< t, olacak sekilde

bir t;,t,, ..., t, € T ’lerin her bir se¢imi
Xe, = Xepo Xey — Xeyr oo Xy — Xep

rastgele degiskenleri bagimsizlarsa X siirecine bagimsiz artiglara sahip siire¢ denir.
1.2.4. Wiener Stureci

Tanmm 1.2.4.1. Bir W(t,w):[0,0) X Q > R stokastik siireci eger asagidaki kosullari

sagliyorsa W silirecine Brown hareketi ya da Wiener stireci denir.

1) P(w:W(0,w) =0) =1 dir. Diger bir deyisle bir olasilikla Wiener siireci sifir
noktasinda sifir degerini alir.

2) Duragan ve bagimsiz artislara sahiptir.

3) Vt>0icin W(t,w) Wiener siireci, (0, t) parametreli normal dagilima sahiptir.

4) P(w:W(-,w) strekli) =1 dir. Bir baska deyisle Wiener siirecinin hemen her

gerceklesmesi stireklidir.

Teorem 1.24.1. VO <s <t igin W, —W; artis1 (0,t —s) parametreli normal dagilima
(N(0,t — s)) sahiptir.
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Teorem 12.42. W = (W,t € [0,)) Wiener siirecinin beklenen deger ve varyans

fonksiyonu
EW,) =0veVar(W,) =t
dir.
Teorem 1.243. W = (Wt, t €0, oo)) Wiener siirecinin kovaryans fonksiyonu
Cyw (s,t) = min(s, t)
dir.
Teorem 1.2.4.4. Wiener siirecinin hemen her ger¢eklesmesi hi¢c bir yerde

diferansiyellenemezdir. Matematiksel ifadeyle ;

. Wt_Wto
P W:hmsup—t=oo =1
0

t—)to t e

dir.
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1.3. DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Diferansiyel denklemler ilk defa Ingiliz fizik¢i Isaac Newton tarafindan 17. yiizyilin
sonlarinda yazilan ve 1744 yilinda yaymlanan “Methodus fluxionum et serierum infinitarum”
isimli ¢alisma ile kullanilmaya baslanmistir. Isaac Newton’in bu yillarda “fluxional equations
(degisken denklemler)” olarak adlandirdig li¢ diferansiyel denklemi ve ¢oziimlerini anlattig
caligmasindan (Newton, 1744) kisa siire sonra basta Avrupalt matematik¢ilerin benimsedikleri
“diferansiyel yontem” c¢alisilmaya baslanmistir. Bu calismalarla literatiire kazandirilan
diferansiyel denklem kavrami giinlimiizde bir ¢ok ¢esitleriyle miihendislik, fizik, ekonomi ve

biyoloji gibi alanlardaki olaylarin modellenmesinde yaygin olarak kullanilmaktadir.
1.3.1. Diferansiyel Denklemler ile Tlgili Bazi Temel Kavramlar

Tanmm 1.3.1.1. Bir veya daha fazla bagimli degiskenin bir veya birden fazla bagimsiz
degiskene gore tiirevlerini igeren denkleme diferansiyel (diferensiyel) denklem adi verilir

(Coskun, 2002).

y,y',...,y™ ifadeleri y fonksiyonunun bagimli oldugu bagimsiz degiskene gore sirasiyla
birinci, ikinci,..., n-inci tiirevlerini gostermek icin kullanilir. Bahsedilen bagimsiz degisken x
ise

A R S

Y T ax? Taxr Y T

anlamma gelir. Farkli kaynaklarda, ozellikle bagimsiz degisken olarak t kullamildiginda

tiirevler nokta kullanilarak y, y, ... seklinde de gosterilmektedir.

Tammm 1.3.1.2. Bir diferansiyel denklemin mertebesi denklemde bulunan en yuksek

mertebeden tirevin mertebesi olarak alinir.

x reel (gergel) degiskeninin bir bilinmeyen fonksiyonu y = y(x) olmak lzere n. mertebeden

bir diferansiyel denklem
F(x, v, v,y .., y(n)) =0
seklinde gosterilebilir.

Diferansiyel denklemler cesitli 6zellikleri g6z Oniine alinarak birgok farkli sinifa
ayrilmaktadirlar. Ornegin igerdikleri tiirevlere gére “adi” ve “kismi” seklinde iki ayr1 grup

altinda siniflandirilir ve incelenirler.
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Tamm 1.3.1.3. Bir diferansiyel denklem tek degiskenli fonksiyonlarin tlirevlerini iceriyorsa

“Adi Diferansiyel Denklem” olarak adlandirilir.

Dolayistyla y = y(x) seklinde yalnizca x bagimsiz degiskenine bagli olan bilinmeyen

fonksiyonlar1 ve bu fonksiyonlarin tiirevlerini i¢ceren

dy
a—SX‘I’S

denklemi bir adi diferansiyel denklem 6rnegidir.

Tanim 1.3.1.4. Bir diferansiyel denklem i¢inde en az iki bagimsiz ve bir bagimli degisken ile
bagimlt degiskenin bagimsiz degiskenlere gore farkli mertebelerden tiirevlerini

bulunduruyorsa “kismi diferansiyel denklem” olarak adlandirilir.

Bu durumda y = y(x,t) seklinde x ve t bagimsiz degiskenlerinin bir fonksiyonu ve bu

fonksiyonun tirevlerini igeren

0?2 0?2
%y oy _ .

9tz " ax?
denklemi bir kismi diferansiyel denklem 6rnegi olarak gosterilebilir (Bronson, 1994). Kismi

diferansiyel denklemlerde farkli bagimli degiskenlere gore tiirevler ic¢in kullanilan d

gosterimine dikkat edilmelidir.

Diferansiyel denklemler bilinmeyenlerinin birbirleri ve katsayilar1 ile durumlarina gore
“dogrusal (lineer)” ve “dogrusal olmayan (nonlineer)” diferansiyel denklemler olarak da iki

siifa ayrilir.

Tamm 1.3.1.5. F (x, v,y ., y(")) = 0 seklinde verilen diferansiyel denklem x degiskeni
ve ona bagli y fonksiyonu ile bu fonksiyonun tiirevlerinin bir polinomu seklinde verilmis ise
dogrusaldir. ay, a4, ..., a,, f fonksiyonlar1 bir I araligi lizerinde tanimlanis fonksiyonlar olmak

Uzere

ap()y™ + a; ()Y + -+ ay )y + an,(D)y = f(x)

seklinde verilen diferansiyel denklem bir “dogrusal (lineer)” diferansiyel denklemdir (Dernek
ve Dernek, 2001). Burada ay(x), ..., a,(x), f(x) fonksiyonlari sifir ve sifirdan farkli, sabit
veya sabit olmayan, dogrusal veya dogrusal olmayan fonksiyonlar olabilir. Diferansiyel

denklemin dogrusal olmas1 yalnizca y(x) ve tlrevlerinin durumlarina baghdir.
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O halde
y'+3y=3x

esitligi ile verilen diferansiyel denklem bir dogrusal diferansiyel denklemdir. Denklemin
yalnizca x degiskeni ve bu degiskene bagimli y fonksiyonu ile bu fonksiyonun tiirevini igerdigi
g6z Onlinde bulundurularak dogrusal adi diferansiyel denklem olarak da belirtmek
mimkiindiir. Ancak aksi belirtilmedigi slirece bu ¢calisma boyunca adi diferansiyel denklemler

kavramindan bahsederken diferansiyel denklem kavrami kullanilacaktir.
Tamm 1.3.1.6. Bir diferansiyel denklem ay, ay, ..., a,, f fonksiyonlar1 bir I aralig1 iizerinde
tanimlanmis fonksiyonlar olmak iizere
ao()y™ + a; )y + e+ @y ()Y + an()y = £ (%)
formunda yazilamiyorsa “dogrusal olmayan (nonlineer)” bir diferansiyel denklemdir.
Ornegin
y' +3y?=3x

seklinde verilen diferansiyel denklem dogrusal olmayan bir diferansiyel denklemdir.
Bilinmeyen fonksiyonun karesi veya daha blyuk kuvvetleri ile bu fonksiyonun tirevleri ile
kendinin sifirdan farkli kuvvetlerinin carpimini iceren denklemler en sik goriilen dogrusal

olmayan diferansiyel denklem 6rnekleridir.

Lineer diferansiyel denklemler de ¢ozumleri igin izlenecek yolun belirlenebilmesi
agisindan  “homojen” ve “homojen olmayan” diferansiyel denklemler olarak

siniflandirilmaktadirlar.

Tamim 1.3.1.7. n. mertebeden bir lineer diferansiyel denklem ay, ay, ..., a,, f fonksiyonlari bir

I aralig1 lizerinde tanimlanmis fonksiyonlar olmak iizere

ap()y™ + a3 )y + -+ a1 () + an(x)y = f(x)

biciminde verilsin. Burada f(x) ve a;(x),j = 0,1, ...,n katsayilar1 yalmzca x degiskenine

baglidir. Dolayisiyla y fonksiyonuna veya y’nin herhangi bir tiirevine bagli degildir. Eger
burada f(x) =0 ise bu denkleme “homojendir” denir; aksi takdirde denklem “homojen

olmayan” seklinde siniflandirilir (Bronson, 1994).

O halde
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y'+y' =3y=0

seklinde verilen denklem bir homojen ikinci mertebeden dogrusal diferansiyel denklemdir.

Aksi durumda
y'+y' —3y=2x

seklinde verilen denklem ise bir homojen olmayan ikinci mertebeden dogrusal diferansiyel

denklemdir.

Benzer sekilde denklemler katsayilarinin durumlaria gore sabit katsayili ve degisken
katsayili olarak da smiflandirilir. Diferansiyel denklemlerin birgok ¢6zim yontemleri
bulunmaktadir ve bir diferansiyel denklemin hangi sekilde ¢oziilebilecegini bulmak igin
oncelikle diferansiyel denklemin ait oldugu sinifi belirlemek gerekmektedir. Hangi sinifa ait
oldugu belirlenen diferansiyel denklem, bu sinifa uygun ¢6ziim yontemleri kullanilarak

cozuldr.

Tammm 1.3.1.8. Bir x bagimsiz degiskenine bagli y bilinmeyen fonksiyonunu igeren bir
diferansiyel denklemin herhangi I araligi iizerinde bir ¢6ziimi, I araligindaki her x igin

diferansiyel denklemi 6zdes olarak saglayan bir y fonksiyonudur (Erkip, 1992).

Bir diferansiyel denklemin “6zel ¢6ziimii” herhangi bir ¢6ziimdiir. Bir diferansiyel

denklemin genel ¢ozimu tim ¢ozimlerin kiimesidir.

Not: n. mertebeden bir diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii sabitlere baghdir ve tanimli
oldugu bolgede farkl: sabitler i¢in farkli fonksiyonlar: temsil edebilir. Diferansiyel denklemin
0zel ¢6ziimii ise genel ¢oziimlerden diferansiyel denklem ile verilen diger kosullar1 da saglayan

fonksiyondur.
Ornegin
y=y+2

diferansiyel denkleminin genel ¢o6zimi y(x) = e* + ¢, ¢ sabit seklindedir ve y;(x) = e*,
Yo (x) = e* + 2 ve y;(x) = e* — 2 fonksiyonlarinin tamami bu denklemin ¢6ziimiidiir. Bu
denkleme ait bir “6zel ¢Oziim” belirlenebilmesi i¢in “yardimci kosullara” ihtiyag

duyulmaktadir.

Ornek 1.3.1.1. yy’ = e* diferansiyel denkleminin ¢éziimii incelensin.
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Coziime ait herhangi bir kosul verilmedigine gore ancak genel ¢oziime ulasilabilir.

Bunun i¢in denklem su sekilde yeniden yazilsin:

dy X
yd—x—e .

Bu durumda denklem su hale gelecektir:
ydy = e*dx.

Her iki tarafin integrali alinirsa:

]ydy=fexdx.

:>1y2=ex+c
2

= y% =2e* +2c
elde edilir.
O halde verilen denklemin genel ¢ozimii k = 2¢ iken y? = 2e* + k olarak bulunur.

Diferansiyel denklemlerin 6zel ¢oziimlerinin bulunmasi i¢in denklemlerin yani sira
bazi kosullarin da belirtildigi problemler “Baslangic Deger Problemleri” ve “Sinir Deger

Problemleri” olarak ikiye ayrilirlar.

Tamm 1.3.1.9. Bir diferansiyel denklem, bilinmeyen fonksiyon ve tirevleri tzerinde timu
bagimsiz degiskenin ayni degerinde en yiiksek mertebeden tlirevin mertebesi sayisinca verilen
kosullar ile bir baslangi¢c deger problemi olusturur. Burada yardimci kosullar “baglangic

kosullar1” olarak adlandirilir.
Ornegin

y'+3y' =eXy(m) =1,y'(m) =2
bir baslangi¢ deger problemidir.

Tamim 1.3.1.10. Bir diferansiyel denkleme ek olarak verilen yardimci kosullar bagimsiz
degiskenin birden fazla degerinde verilirse bu bir sinir deger problemi olusturur ve kosullar da

“sinir kosullar1” adini alir. Ornegin

y'+3y' =e%y(0)=1,y(1)=1
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bir sinir deger problemidir.
Ornek 1.3.1.2. yy' = e*,y(0) = 1 baslangi¢ deger problem ele alinsin.

Bu baslangi¢ deger problemine ait diferansiyel denklemin yukaridaki denklemle ayni
olduguna dikkat edilmelidir. Dolayisiyla denklemin genel ¢oziimii y? = 2e* + k seklindedir.
Denklemin y(0) = 1 baslangi¢ kosulunu da saglayan 6zel ¢oziimii de bulunmalidir. Bunun

icin baslangi¢ kosulu genel ¢oziimde dikkate alinirsa:

y2=2e"+k=>y=V2e*+k

oldugundan
y©0) =2+ k=Vk+2=1

olmalidir. Bu durumda k = —1 olarak elde edilir ve baslangi¢ deger probleminin 6zel ¢oziimii:
y(x) =V2e* -1

olarak bulunur.
1.3.2. Diferansiyel Denklemlerin Sayisal Cozumleri

Her ne kadar diferansiyel denklemlerin analitik ¢Oztmleri Uzerine birgok yontem
mevcutsa da, uygulamada kullanilan diferansiyel denklemlerin ve diferansiyel denklem
sistemlerinin bu sekildeki kesin ¢oziimlerine ulasmak her zaman miimkiin olmamaktadir.
Boyle durumlarda sayisal (niimerik) yontemlerin kullanilmasi ile denklemlerin sayisal
¢oziimlerinin incelenmesi yoluna gidilmesi miimkiindiir. Ozellikle giiniimiizde gelisen
bilgisayar teknolojisi ile birlikte sayisal ¢oziimler ig¢in gereken hesap yiiki hafiflerken bu

cOziimlerin hassasiyeti de gitgide artmaktadir.
Gergek Deger = Yaklasik Deger + Hata

Sayisal yontemlerde elde edilen sayisal ¢6ziim, denklemin analitik ¢oziimiiniin belli bir
noktadaki sayisal degeri veya bu degere yakin bir degerdir. Sayisal ¢6ziimiin hesaplanmasinda
hesaplama, kesme, yuvarlatma gibi nedenlerle olusan hatalar elde edilen sayisal degerin

¢Oziimiin gercek degerinden uzaklasmasina yol agabilmektedir.
1.3.2.1. Runge-Kutta Metodu

Diferansiyel denklemlerin sayisal ¢coziimleri igin gelistirilmis yontemlerden birisi de

Runge-Kutta metodudur. Birinci mertebeden adi diferansiyel denklemlere uygulanabilen
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Runge-Kutta metodu 1900’1 yillarda Alman matematik¢iler C. Runge ve M. W. Kutta
tarafindan gelistirilmistir. Diger birgok sayisal yontemin aksine ¢oziimiin bulunmasi i¢in tlirev
gerektirmediginden tiirev hesabi zahmeti ve zaman kaybi acisindan olduk¢a avantajli bir
yontemdir. Bircok farkli versiyonu olan Runge-Kutta metodlarini en bilinen hali olan 4.

mertebe Runge-Kutta kullanilan bir 6rnek ile asagidaki gibi agiklanabilir.

4. mertebeden Runge-Kutta metodu Z—f;= f(x,y(x)) seklindeki bir diferansiyel

denklemde verilen y(x,) = y, kosulu ile su sekilde uygulanir (burada y,,.; = y(x,41) V€

Xn41 = X, + h olmak lizere):
1
Yn+1 =Yn t+ E(Kl + K, + K5 + Ku)h,
Kl = f(xn' yn):

1 1
KZ :f<xn +Eh,yn +EhK1),

K = f (2 +%h,yn +%hK2),

Ky = f(xn + h,yn + hK3)
dir.
Ornek: Z—z =—2y+x+4, y(0) =1 baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimiiniin y(0.2)
noktasindaki degeri h = 0.2 ile belirlensin.

Dolayisiyla h = 0.2 adim boyu ile y(0) = 1 kosulunu kullanarak y(0.2) degerindeki

sayisal ¢oziim 4. mertebe Runge-Kutta metodu ile bir adimda elde edilebilir. Verilen drnekte

dy_ _
a—f(x,y(x)) =-2y+x+4

oldugundan artiglar s6yle bulunur:

Ki = f(x0,y0) = f(0,1) ==2(1)+ 0+ 4 =2,

1 1
K,=f (xo +5h Yo + Ehkl) = £(0.1,1.2) = —2(1.2) + 0.1 + 4 = 1.7,

1 1
Ki=Ff <x0 +5hyo+ Eth) = £(0.1,1.17) = —=2(1.17) + 0.1 + 4 = 1.76,
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K, = f(xo + h, yo + hK3) = £(0.2,1.352) = —2(1.352) + 0.2 + 4 = 1.496.

Son olarak da bu artiglar formiilde yerine yazilirsa,

1 1
3@=y0+gmy+&4ﬁg+KQh=1+EQ+17+176+LMMX&D
= 1.3472.

Z—z = —2y + x + 4,y(0) = 1 ile verilen baslangi¢ deger probleminin kesin ¢6ziimii

(x) = Sy Lt 17s
y(x) = 4e 2x .

seklindedir ve x = 0.2 noktasindaki degeri y(0.2) = 1.3472599 ... olarak bulunur.
Dolayisiyla 4. mertebe Runge-Kutta yontemi ile elde edilen ¢bziimiin bu degere ne denli yakin

oldugu goriilebilmektedir (Huang, 2011).


http://www.public.asu.edu/~hhuang38/MAE384-2011.html
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1.4. STOKASTIK DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Stokastik denklemler ile ilgili bilgilerden 6nce ikinci boliimde deginilen “stokastik”
kelimesinin anlamina vurgu yapilmasi faydali olacaktir. Fiziksel, ekonomik, tibbi vs. olaylarin
incelenmesi icin kurulan denklemler genellikle deterministik, yani rastgele olmayan
denklemlerdir. Deterministik denklemlerde ¢6ziim, baslangi¢ degeri ve parametreler ile tam
olarak belirlenebilmektedir ve bu ¢6zlim olayin her tekrari i¢in ayn sekilde elde edilmektedir.
Ancak dogada aymi kosullar altinda farkli sonuglanan olaylar da gozlemlenir. Olusan bu
farkliligin denklemlerde temsil edilebilmesi i¢in denklemler rastgele etki terimleri ve stokastik
stirecler kullanilarak kurulabilmektedir (Merdan, 2015).

Diferansiyel denklemlere rastgele etkilerin eklenmesi iki denklem siifi
olusturmaktadir. Bu siniflarin ilki ve daha basit olan1 “rastgele diferansiyel denklemler” olarak
adlandirilirlar ve ¢dziimleri adi diferansiyel denklem ¢oziimlerine benzerdir. Ikinci ve daha
karmasik olan sinif ise stokastik giiriiltii terimlerinin etkisi altindaki stokastik diferansiyel
denklemlerdir. Bu denklemlerle sembolik olarak stokastik diferansiyel denklem olarak
yazilsalar da kullanilan stokastik integral ¢esidine goére (Ito, Stratonovich vs.) integral

denklemler olarak yazilip yorumlanirlar (Kloden ve Platen, 1995).
1.4.1. Rastgele Diferansiyel Denklemler

Dogadaki olaylarin modellenmesi, analizi ve davraniglarinin tahmininde olasiliksal
yontemlere gitgide daha fazla 6nem verilmeye baslanmistir. Gergek hayattaki fiziksel
problemlerin bir¢ogu adi diferansiyel denklemler ile incelenmektedir ancak bazi durumlardaki
olasi rastgele sonuglar goz Oniine alinirsa rastgele diferansiyel denklemlerin kullanilmasinin

daha uygun olacagi goriilmektedir (Soong, 1973).
Rastgele diferansiyel denklemler {i¢ sekilde siniflandirilmaktadir:

I Rastgele baslangi¢ degerlerine sahip diferansiyel denklemler
ii. Homojen olmayan kisimlari rastgele olan diferansiyel denklemler

iii. Katsayilar1 rastgele olan diferansiyel denklemler.

Rastgele diferansiyel denklemlerin stokastik diferansiyel denklemlere kiyasla daha
basit olmalarmin yaninda ozellikle ilk iki siiftaki (rastgele baglangi¢ degeri ve homojen
olmayan kisimlilar) denklemlerin ¢6ziim yontemleri bu denklemlerin insasinda kullanilan

deterministik diferansiyel denklemlerin ¢6ziim yontemleri ile gok benzerdir.
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1.4.1.1. Rastgele Baslangi¢ Degerine Sahip Diferansiyel Denklemler

Tanim: Birinci mertebeden bir adi diferansiyel denklemi, a(x), f (x) fonksiyonlar bir I aralig

iizerinde tanimli fonksiyonlar olmak tizere

vy +ax)y=fx), y(xo) =yo

seklinde ele alinsin. Bu diferansiyel denklemi kullanarak rastgele baslangic degerine sahip bir
diferansiyel denklem olusturmak i¢in y(x,) = y, baslangi¢ degerinin bir rastgele degisken

olarak alinmasi gerekir.

Ornek: y'(x) + ay(x) =0,x >0 seklinde verilen bir birinci mertebeden dogrusal
diferansiyel denklem y(x,) =Y, baslangi¢ kosuluna sahip olsun. Y, baslangi¢ kosulu m
ortalamas1 ve 2 varyansina sahip bir normal dagiliml rastgele degisken olarak alinarak birinci

tip rastgele diferansiyel denklem elde edilebilir.

Bu denklemin ¢6zimi olan y(x) fonksiyonu Y, baslangi¢ degerine bagli olarak elde
edileceginden bir rastgele degisken olacaktir. Dolayisiyla rastgele diferansiyel denklemin

¢coziimii de bir rastgele degiskendir.

Ornek: y'(x) = —ay?,a > 0,0 < x < oo seklinde bir Riccati diferansiyel denklemi verilmis
olsun. Bu denkleme ek olarak y(0) =Y, baslangi¢ degeri, Y, bir rastgele degisken olacak

sekilde verilmis olsun. Oncelikle denklem ¢oziilecek olursa:

y'(x) = —ay?
= b _ —ay?
dx Y

1
= J7dy = —adx

elde edilir. Buradan integrasyon ile

1
j?dy= f—adx

= —— = —ax + ¢, c sabit

=>y(x)=ax_c
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bulunur. Baslangic¢ degeri kullanilarak,

1 1 1
y(0) 0 =yx) 20 — ¢ c 0=>¢C Y,

bulunur ve denklemin ¢6zim

) = —2
yix CaxYy +1

olarak elde edilir. Bu denklem kullanilarak

__J
1—axy

Yo

elde edilir. Burada Y, rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu ve yukaridaki esitlik
kullanilarak y(x) ¢oziim fonksiyonunun dagilimmnin elde edilmesi miimkiindiir. Bu sekilde
¢oziim fonksiyonu hakkinda birgok istatistiksel inceleme yapilabilir ve denklemin temsil ettigi

olay hakkinda yorumlar yapilabilir (Soong, 1973).
1.4.2. Rastgele Homojen Olmayan Terimli Diferansiyel Denklemler

Tamm: Birinci mertebeden bir adi diferansiyel denklemi, a(x), f (x) fonksiyonlari bir I aralig

iizerinde tanimli fonksiyonlar olmak tizere

vy +ax)y=fx), y(xo) =yo

seklinde ele alinsin. Bu diferansiyel denklemi kullanarak rastgele homojen olmayan terimlere
sahip bir diferansiyel denklem olusturmak igin f(x) baslangi¢c degerinin bir rastgele degisken

olarak alinmasi gerekir.
1.4.3. Rastgele Katsayil Diferansiyel Denklemler

Tamm: Birinci mertebeden bir adi diferansiyel denklemi, a(x), f (x) fonksiyonlari bir I aralig1

iizerinde taniml1 fonksiyonlar olmak tizere

vy +ax)y=fx), vy =yo

seklinde ele alinsin. Bu diferansiyel denklemi kullanarak rastgele katsayili bir diferansiyel
denklem olusturmak icin a(x) degisken katsayisinin bir rastgele degisken olarak alinmasi

gerekir.
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1.4.2. Stokastik Diferansiyel Denklemler

Diferansiyel denklemlerin 6zellikle 20. ylizyilin sonlarina dogru yaygin olarak
calisilmaya baslanan bir dali da “stokastik diferansiyel denklemler” olmustur. Denklemdeki
terimlerin bir veya daha fazlasinin bir stokastik siire¢ olmasi nedeniyle bu denklemlerin
¢oziimii de bir stokastik siire¢ olmaktadir. Ozellikle ekonomik modellemelerde yaygin olarak
kullanilan stokastik diferansiyel denklemler genellikle Ito integrali icerirler ve durumda “Ito

stokastik diferansiyel denklemleri” olarak da belirtilirler.
1.4.2.1. Stokastik Hesap

Stokastik hesap 1940’larda Japon matematik¢i K. Ito tarafindan tanitilmistir. Bu sekilde
o ana kadar yetersiz bir sekilde ele alinabilen stokastik diferansiyel denklemler igin
matematiksel bir formiilasyon gelistirilmistir. Stokastik diferansiyel denklemlerin ifadesinde
ac1ga c¢ikacak olan giiriiltii terimi Wiener siirecinin tlirevinin hesabini igerir, yani

Tdt ¢

dW,
Bu ifade ile verilen tiirev ise
t

dWs(w)

to

seklindeki integral olarak yorumlanir. Ancak buradaki ikinci integral W; Wiener slrecinin
gergeklesmeleri herhangi bir sinirli zaman aralifinda sinirli varyasyona sahip olmadigindan

Riemann-Stieltjes anlaminda alinamaz.

Tamm: Bir f € L2 fonksiyonunun Ito stokastik integrali

j+1

fOTf(t, w)dt = Li. m.jznlf(tj(n),w) {Wt(") (w) — Wt](_n) (W)}

seklinde tek tiirlii olarak belirli olan ortalama-kare anlamindaki limittir. f € L% fonksiyonunun
Ito integrali, stokastik diferansiyel denklemlerin hesab1 igin ¢ok faydali olan su 6zelliklere

sahiptir;
f,g € L2 ve herhangi a, B € R icin I(f) ile f fonksiyonunun Ito integrali gosterilsin

1. I(f),A; —o6lcllebilirdir,
2. EU()) =0,
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3. EU(HD = [ B(F(£)2)dt,

4. EU(OI9) = [ E(Ft)gt))adt,
5. 1lolasihgiile, I(af + Bg) = al(f) + BI(g)

dir.

Tamm: Bir f € L% fonksiyonunun Stratonovich stokastik integrali

fOTf(t, w)odt=Lim i {W m W) =W e (W)}

]+1

seklinde tek tiirlii olarak belirli olan ortalama-kare anlamindaki limittir. Burada Tj(n) ile her bir

[ t™ t](+i] araliginm orta noktasi T](n) = (tj(") + t](fi) ile temsil edilmektedir.

Not: Burada o notasyonu Stratonovich stokastik integralini Ito stokastik integralinden ayirt

etmek icin kullanilmaktadir.

Not: Stratonovich stokastik integrali baz1 durumlarda deterministik integrale yakin 6zelliklere
sahip olmasindan dolay1 daha faydali oldugundan Ito integrali ile birlikte en ¢ok kullanilan
stokastik integral tipidir. Bu stokastik integraller disinda bagka stokastik integral cesitleri de

vardir.

Ornek: W, Wiener siireci goz &niine alinirsa bu stokastik siirecin Stratonovich integrali
T 1
f W, o dW, = = W;>
0 2

seklinde iken aynu siirecin Ito integrali

fTWdW—lw2 1T

seklindedir.
1.4.2.2. Stokastik Diferansiyel Denklem
Tamm: Bir stokastik diferansiyel denklem

dXt = a(t,Xt)dt + b(t,Xt)th
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formundadir. Burada a(t, X, ) katsayisi stokastik diferansiyel denklemin siiriiklenme katsayisi
(drift coefficient) olarak adlandirilirken b(t, X;) de difiizyon katsayis1 (diffusion coefficient)
olarak adlandirilir. Bu iki fonksiyon i¢in siiriiklenme katsayisindaki degisimler daha yavag iken
difiizyon katsayisindaki degisimler daha hizli olmaktadir. Stokastik diferansiyel denklemdeki
W, ise bir Wiener surecidir (Brown Hareketi olarak da adlandirilir). Stokastik diferansiyel
denklemlerin ifadesinde kullanilan X, teriminin aslinda X(w,t) stokastik siirecinin kisa bir

gosterimi olduguna dikkat edilmelidir.

Stokastik diferansiyel denklemler her ne kadar diferansiyel denklem formunda ifade

edilse de genellikle integral denklem formunda yazilarak yorumlanirlar.

Xy =Xy + fta(s,Xs)ds + tb(s,Xs)dWS
to to
seklinde ifade edilen stokastik integral denklemde ilk integral bir Lebesgue (veya Riemann)
integrali iken ikinci integral bir stokastik integraldir. Stokastik integrasyon islemi Ito hesabina
gore yapilirsa bu islem bir Ito integrali olarak adlandirilir ve bu durumda stokastik diferansiyel
denklem bir “Ito stokastik diferansiyel denklemi” adini alirken integral denklem de “Ito
stokastik integral denklemi” adin1 alir. Stokastik integrasyon hesabinda Ito integralinden farkl
integral hesaplar1 da oldugundan (Stratonovich integrali vs.) stokastik denklem igerdigi

integrale gore isimlendirilir.

Stokastik denklemin bir {X;,t € [t,,T]} ¢6zimi de bir stokastik surectir ve bu
¢Oziimiin var olmast i¢in ¢Oziimiin stokastik integrali anlamli kilacak (belirsiz hale
getirmeyecek) ozelliklere sahip olmas1 gerekmektedir (Cyganowski vd., 2001). Ornek olarak
basit bir stokastik diferansiyel denklem ve ¢6zimi ile bu denklemler ve ¢goziimlerinin stokastik

stirecler oldugu goriilebilir.

Ornek: dX, = (1 + X)(1 + X;*)dt + (1 + X,*)dW, Ito stokastik diferansiyel denkleminin

¢6zUmu olan stokastik stire¢
X¢ =tan(t + to + W, — W, + arctan(X,,))

seklinde bulunur (Kloeden ve Platen, 1995). Burada W, Wiener slrecinin ozellikleri
bilindiginden, X, baslangi¢ degeri de bilindigi durumda ¢oziim siireci X; hakkinda daha

detayl1 bilgi sahibi olmak miimkiin olacaktir.



2. YAPILAN CALISMALAR
2.1. DANG HUMMASI HASTALIGININ RASTGELE MODELLENMESI

Bu boliimde Dang Hummasi hastaligi hakkinda genel bilgiler verilmektedir. Yapilacak
caligmalarda temel alinan deterministik model tanitildiktan sonra rastgele etkiler altindaki

model kurulmaktadir.
2.1.1. Dang Hummasi1 Hastalig:

Dang Hummas1 (dengue fever) dang viriisiinlin (dengue virus) sebep oldugu tropik bir
hastaliktir. Hastaligin baglica yayilma yolu “Aedes” sivrisineklerinin 6zellikle “Aedes aegypti”
tiriinin 1sirmasidir. Disi Aedes aegypti sivrisineklerinin 1sirmasi ile bulasan hastalik
sivrisineklerin kesin olarak 6liimiine sebep olsa da insanlarda hayati risk olusturma orani ¢ok
diisiiktiir. Kas ve kemik agrisi, cilt kizarikliklar1 ve bas agrisi hastaligin belirtilerinden

bazilaridir (Esteva ve Vargas, 1998; Yacoob, 2007).

Hastalik 6zellikle 1960’11 yillardan sonra iki tehlikeli formu olan “Dang hemorojik atesi
(DHF - Dengue hemorrhagic fever)” ve “Dang soku sendromu (DSS — Dengue shock
syndrome)” ile Giineydogu Asya’da biiyiik bir saglik problemi haline gelmistir. Amerika,
Afrika ve Akdeniz iilkelerinde de karsilasilan bu hastalik 6zellikle tropik iklime sahip Bati
Pasifik, Giineydogu Asya ve Amerika bolgelerinde en ciddi seviyede agiga ¢ikmaktadir (World
Health Organization, 2015). Sivrisinek 1sirigina bagl olarak yayilan hastalik, 6zellikle muson
oncesi ve sonrasi sivrisineklerin ve sivrisineklerin tireme alanlarinin artigina bagli olarak salgin
hale doniismektedir. 1970 oncesinde yalnizca 9 iilkede goriilen siddetli dang vakalar1 (DSS-
DHF) giintimiizde 100’den fazla iilkede goriilmektedir. Son yillarda yapilan ¢alismalar dang
viriistiniin yillik yaklasik 390 milyon yeni enfeksiyona neden oldugunu (Shatt vd., 2013) ve
bunlarin yaklagik 96 milyonunun ciddi seviyede goriildiigiinii belirtmektedir. Bir baska
caligmada ise diinya ¢apinda toplam 128 iilkedeki 3.9 milyar insanin dang viriisii tehlikesiyle

yiiz ylize oldugu goriilmektedir.

Dang viriisiiniin ilk defa tanimlanmasi 18. yiizyilin sonlarina dayansa da gilinlimiizde
bu virlsin birbirleriyle yakin olsa da 4 farkli tiirintin oldugu bilinmektedir. DEN 1, DEN 2,
DEN 3 ve DEN 4 olarak tanimlanan bu viriislerin sebep oldugu dang hummasinin belirli bir
tedavisi olmasa da sivrisineklerle miicadele, erken teshis ve dogru miidahale ile hastaligin 6liim
oranlarini %1’in altina diisiirmektedir (Phaijoo ve Gurung, 2015; World Health Organization,

2015). Viriis ¢esidinin birisinin neden oldugu enfeksiyondan iyilesmek bu viriis tipine karsi
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kalict bagisiklik kazandirsa da, diger ¢esit dang viriislerine karsi bagisiklik saglamamaktadir.
Son yillarda Diinya Saglik Orgiitii’niin kontroliindeki iilkelerin ¢ogunda goriilmeye baslanan
ve artik diinyanin yarisindan fazlasimi tehdit eden dang virlisiiniin yayilma hizi oldukca

artmaktadir.
2.1.2. Hastahklarin Matematiksel Modellenmesi

Hastaliklarin matematiksel modellerinin kurularak incelenmesi iizerine yapilan
caligmalarin temeli Daniel Bernoulli’nin 1766 yilinda yaptigi “Essai d’une nouvelle analyse de
la mortalite causee par la petite verole” baslikli ¢alismaya dayanir. Unli matematikci bu
calismasinda ¢igek hastaligini incelemis ve ¢igek hastaliginin 6liim orani, yayilim orani ve
asmin hastalik {izerindeki etkileri incelemek igin istatistiksel bir analiz yapmistir. Bu
calisgmanin ardindan hastaliklarin matematiksel modeller aracilifiyla incelenmesi {izerine
caligmalar baslamis ve bu calismalar ozellikle 19. yiizyilin baslarinda bakteriyolojinin

gelismesi ile hiz kazanmistir (Martcheva, 2015).

Hastaliklarin yayilmasi ve seyri hakkindaki calismalarda giiniimiizde kullanilan
matematiksel modellerin birgogu McKermack ve Kendrick tarafindan 1927°de yapilan “A
contribution to the mathematical theory of epidemics” adli incelemede tanitilan SIR modelini
taban almaktadir. Hastalarin gruplandirilmasi ve bu gruplardaki degisimin incelenerek
hastaligin gidisatinin analizine dayanan modeller (SIR, SIS, SEIR, vs.) ozellikle HIV
hastaligindan sonra ¢ok yogun olarak calisilmaktadir (McKermack ve Kendrick, 1927).

2.1.3. SIR Modeli

McKermack ve Kendrick tarafindan 1927°de tanitilan ve giliniimiizde kullanilan
gruplandirilmis modellerin (compartmental models) tabanini olusturan SIR modeli ii¢

denklemden olusur.
N =5(t)+1(t) +R(t)

seklindeki denklemde N degiskeni toplam niifusu temsil eder ve toplam niifusun sabit oldugu
varsayilir. t degiskeni zaman olmak izere S(t) popiilasyondaki hastaliga meyilli insanlari, I(t)
enfekte (hastalik bulagmis) insanlar1 ve R(t) ise bagisiklik kazanan insanlar1 temsil eder. Bu

modelin akis semasi
S->I1-R

seklinde gosterilebilir. Modeli olusturan denklem sistemi
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s psi
dt N
ar_ps1__
ac N 7
R _
a7

seklinde verilir. Burada 8 parametresi bir kisinin hastaliga yakalanma oranini gosterir ve tim

bireyler igin esit oldugu varsayilir. y parametresi ise ortalama iyilesme/6liim siiresini temsil

eder. Boylece sistem S(t) degiskenini zaman iginde % oraninda azalan bir degisken olarak

modeller; ilk denklemin anlami hastaliga meyilli insanlarin % miktarinca azalmasi (yani

hastalanmasi) seklindedir. Benzer sekilde ikinci denklem I(t) degiskenini zaman iginde %

. S . s
miktarinca artarken yI oraninda azaltir; ikinci denklem hastalikli insanlarin sayisinin % kadar

insanin hasta olmasiyla arttigini ancak yI kadar insanin 6lmesi/iyilesmesi ile azaldigini belirtir.
Son denklem ise R(t) degiskenini zaman iginde yI miktarinca artirir; yani iyilesen/6len
insanlar zaman i¢inde hastalikli insanlardan ayrilan yI miktar1 kadar artmaktadir (McKendrick

ve Kermack, 1927).

SIR modeli zaman iginde daha fazla parametre ve denklem eklenmesi ve farkli
durumlar i¢in bu parametrelerin degistirilmesi ile ¢ok farkli haller almistir. SEIR, SIS, SEIRS
gibi modeller SIR modeline degisken eklenmesi ve insanlarin farkli gruplandirilmasini temel
alan incelemeler sonucunda olusturulmustur. Bu modeller mesela iyilesmeyi temsil eden
parametrenin goz ardi edilmesi ile tedavisi olmayan hastaliklara uygulanmasi 6rnegindeki gibi

farkli durumlara optimize edilerek bircok hastaliga uygulanmaktadir.
2.2. Dang Hummasi1 Hastaliginin Deterministik Modeli

Dang hummasi hastaliginin matematiksel incelemesi i¢in kullanilan model SIR
modelinin hem insanlar hem de sivrisinekleri i¢in bir arada ele alindig1 bir denklem sistemidir.

Bu denklem sistemi kurulurken su varsayimlarda bulunulmustur:

e Hastaliktan 1yilesen bir insan hastaliga kars1 bagisiklik kazanir.
e Insan popiilasyonu sabittir, dolayisiyla insanlarin 6liim oranmmi temsil eden py aym

zamanda insanlarin dogum oranini da temsil eder.
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dN =0
dt 47 7

e Sivrisinek (vektor/tagiyici) popiilasyonunun degisimi

ile gosterilir. Burada sivrisineklerin artis (dogum, katilim, vs.) temsil eden A
parametresi sivrisinek yumurtalarinin yalnizca belli bir oran1 yetiskin sivrisinek haline
geldigi i¢in sivrisinek niifusundan bagimsizdir. p,, parametresi ise sivrisineklerin 6lim
oranini temsil eder.

e Sivrisinek populasyonu t — oo iken A/uy denge noktasina yakinsar.

Bu varsayimlar altinda insan popiilasyonu ii¢ boliime ayrilmistir (gruplandirilmistir-
compartmented): Hastaliga duyarl insanlar (Sy), Hasta (enfekte) insanlar (I;) ve lyilesmis
(Bagisiklik kazanmis) insanlar (Ry). Sivrisinek (vektor) popiilasyonu ise yasam siireleri cok
kisa oldugu ve hastaliktan iyilesemedikleri i¢in iki boliime ayrilmistir: Hastaliga duyarl
sivrisinekler (Sy) ve Hasta (enfekte) sivrisinekler (I;). Bu kabuller ve gruplandirmalar ile
Esteva ve Vargas tarafindan 1998 yilinda SIR modeli kullanilarak olusturulan deterministik

dang hummasi hastalig1 modeli sdyle verilir:

d Bub

ESH = puyNy — N_HSHIH — UuSH,

d Bub

EIH = NLHSHIH — (up + vy,

d

ERH = Yuly — uuRy, )
Bvb

ESV =A- N_HSVIH — HySy,

d Byb

aIV = N_HSVIH — pvly.
Denkem sistemi iki kosula sahiptir:
NH:SH+IH+RH' NV:SV+IV'

Bu denklem sisteminin iyi tanimhi oldugu, Ny =Sy + Iy + Ry, Sy + 1, = A/uy
denklemlerinin belirttigi T altkiimesinde invaryant oldugu ve Ny degiskeninin sabit olmasi ile

Ny — A/uy olmasi dolayistyla asimptotik davraniglarinin incelenebilecegi Castillo-Chavez ve
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Thieme, 1995 ile Esteva ve Vargas, 1998 c¢alismalarinda gosterilmistir (Esteva ve Vargas,
1998).

(3) denklem sistemindeki parametrelerin temsil ettigi degerler soyle verilir:

Tablo 1. (3) modelinin degiskenleri ile parametrelerinin agiklamalari

Ny | Insan (konak) niifusunun toplam sayis1

Sy Hastaliga duyarli insanlarin toplam sayisi

Iy Hasta insanlarin toplam sayist

Ry Bagisiklik kazanan insanlarin toplam sayist

Ny Vektor (sivrisinek) populasyonunun toplam sayisi

Sy Vektor popiilasyonundaki hastaliga duyarli sivrisineklerin toplam sayisi

Iy Vektor popiilasyonundaki hasta sivrisineklerin toplam sayisi

Uy Konak (insan) popiilasyonunun dogum/6liim orani

Uy Vektor (sivrisinek) popllasyonunun 6liim orani

Bu Hastaligin sivrisinekten insana bulagsma olasilig1

By Hastaligin insandan sivrisineklere bulagsma olasilig1

Yy Insanlarin hastaliktan iyilesme orani

b Sivrisineklerin 1sirma orant

Bu denklem sistemi ve parametreler ile agiklanan Dang Hummasi hastaligi modelinin

akis semasi sOyle gosterilebilir (Phaijoo ve Gurung, 2015):

Dogum T Olim T Olim
N I . R g
Ol ML Hastalanma i Iyilesme B Insal?- (Konak)
im Sk BubSyly /Ny i Varls Ry Popiilasyonu
_MuSH >
Hastahiga  ~~~o_ / Hasta Hastaliktan
S 7 s i
duyarlhilar R olanlar 1yilesenler
KatlhmA\L III \~\~\\
i Hastalanma Olim Sivrisinek (Vektor)
Olim Sy I
BybSyly/Ny Uy Iy, Popiilasyonu
Uy Sy S >
Hastaliga Hasta
duyarlilar olanlar

Sekil 1. Dang Hummas1 Hastaliginin Matematiksel Modelinin Akis Semast

(3) denklem sistemi goriildiigii gibi 5 diferansiyel denklemden olusmaktadir. Bu

sistemde populasyonlar T altkiimesinde sabit oldugundan model
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SH IH RH
Sy=="I =~ Ry =—,5 =
H — NH NH H NH 14

SV N IV
— I = —
Aluy Aluy
seklinde gruplarin popiilasyon i¢indeki oranlarini temsil eden yeni degiskenler kullanilarak da
calisilabilir (Ny = Sy + Iy + Ry, Sy + Iy = A/uy kosullart géz 6niinde bulunduruldu). Yeni

degiskenlerin kullanilirsa,

Ny Sy+Iy+R
A=A A1 =8+ +R}

Ny Ny
ve
Svy+I, Aluy
- =S+l =1
Aluy Aluy v v

olacaktir. Buradan

Ry =1-S;-1;
Ve

Sy =1+1I;

olarak alinirsa (3) denklem sistemi su sekilde 3 denklemden olusan yeni bir denklem sistemine

indirgenebilir:
d ., /u
ESH = uy(1=S5) —bfy—— d SHIV'
d Alu .
dt — Iy = bfy HH Sply — (ug +vlf, 4)

d
dt —1I; = bBy (1 — 1)l — pyly.

(4) denklem sistemi vector-host (vektor-konak) modellerinde Bailey ve Dietz
tarafindan kullanilmistir (Bailey, 1975; Dietz, 1975). Bu denklem sisteminin Dang Hummasi
hastalig1 lizerine detayli bir incelemesi Esteva ve Vargas tarafindan deterministik durumda

verilmistir (Esteva ve Vargas, 1998).

Denklem sisteminin sayisal ¢oziimiiniin yapilabilmesi ve rastgele etki ¢aligmalarinda
eklenecek rastgele miktarin hesaplanabilmesi i¢in model parametrelerinin sayisal degerlerine

ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu degerler asagidaki tabloda verilmistir:
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Tablo 2. (4) denklem sistemindeki parametrelerin degerleri

Parametre Tanimi Degeri
Uy Konak dogum/6liim orani 3.97 x 1075
Uy Vektor 6liim orani 7.1429 x 1072
Yy Konak iyilesme orani 1.4286 x 1071
b Vektor 1sirma orani* Degisken
Ny Toplam konak populasyonu 50000
A Vektor katilim sayisi 5000
Bu Vektorden konaga bulagsma olasiligi 0.75
By Konaktan vektore bulasma olasiligi 1

(*): Sivrisineklerin 1sirma orani kaynak alinan ¢aligmalarda farkli degerlerle kullanilmistir. Bu
calismada b = 0.25 degeri kullanilacak olsa da  {0.25,0.45,0.50,0.68} degerleri de

kullanilabilir.
Sayisal hesaplama i¢in gerekli olan baslangic degerleri ise
S3(0) = 0.9999,1;(0) = 1 x 1074, 1;;(0) = 5.71432 x 1075

olarak belirtilmistir. Parametre degerleri ve baslangi¢ degerleri deterministik modelin kaynak
alindig1 caligmalarda verilen degerler baz alinarak belirlenmistir (Esteva ve Vargas, 1998;

Phaijoo ve Gurung, 2015).
2.3. Dang Hummasi Hastahi@inin Rastgele Modeli

Dang Hummasi hastaliginin rastgele modelinin kurulmasi (4) denklem sistemindeki
diferansiyel denklemlerin katsayilarina rastgele etki terimleri eklenerek bir rastgele
diferansiyel denklem sistemi kurulmasi aracilifiyla yapilacaktir. Diferansiyel denklem
sistemine eklenecek rastgele terimler Laplace dagilimina sahip rastgele degiskenlerdir. Bu
rastgele degiskenlerin eklenecekleri parametrenin sayisal degerine uygun bir 0Olgekte
olabilmeleri icin her bir rastgele degisken belli bir katsayiyla carpilarak parametreye eklenir.
Bu sekilde parametreleri rastgele hale gelen denklem sistemi de bir rastgele diferansiyel

denklem sistemi haline gelmis olur.

(u,0) parametreli Laplace dagilimina sahip bir X rastgele degiskeninin olasilik

yogunluk fonksiyonu
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| — ul

1
v(x) = —exp|— L XER UER,0>0
20

seklindedir. MATLAB programinda (0, o) parametreli Laplace dagilimina sahip bir rastgele
degisken (1/0) parametreli iistel dagilima sahip iki bagimsiz rastgele degiskenin farki alinarak
olusturulabilir. Dolayistyla MATLAB kullanarak (0, ) parametreli Laplace dagilimina sahip
n;,i = 1,5 rastgele degiskenleri olusturulur. Modeldeki denklemlerin rastgele diferansiyel
denklemler haline getirilisini agiklamak i¢in (4) denklem sisteminden

d
alg; =bBy(1 — Il — uyly

denklemi ele alinsin. Bu denklemde b, Sy, uy, parametreleri rastgele hale getirilerek denklem

bir rastgele diferansiyel denklem halini alir.
b* = b + C1M1,

Uy* = py + Cany

seklinde yazilan yeni b*,pu,"* parametreleri b, u, parametrelerinin degerlerine n;, i = 1,2
rastgele degiskenlerinin eklenmesiyle olusturulmustur ve bu agidan birer rastgele degiskendir.

Yeni parametreler kullanilarak yazilan

d
EI; =b"By(1 —Ip)Ig — Iy

d
= alf; = (b +cin)Bv(1 = I — (uy + c3n3)ly

denklem bir rastgele diferansiyel denklemdir.

Not: Tek parametreli Laplace dagilimina sahip bir X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk

fonksiyonu Tanim 1.2.1.27°de

A
Ee’lx, x<0
fX(x) = /1
Ee‘lx, x>0
= %e’”’”, x€ER

seklinde verilmistir. Bu tanim, g = 0 konum parametreli ve o = 1/1 6lcek parametreli Laplace

dagilima sahip olan bir X rastgele degiskenine aittir.
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(x) =—exp|— L XERUER,0>0
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seklinde verilen yogunluk fonksiyonu tanimi ise tek parametreli Laplace dagiliminin yogunluk
fonksiyonunun genel seklidir. Burada 6l¢ek parametresi i¢in o = 1/4 seklinde bir degisken
degistirme kullanilmasinin sebebi ise (0, 1) parametreli Laplace dagilimina sahip bir rastgele
degiskenin iki 1/A parametreli tstel dagilima sahip rastgele degiskenin farki olarak
yazilabiliyor olmasindan faydalanmaktir. Simiilasyonlarda iiretilecek (0,4) parametreli
Laplace dagilimina sahip rastgele degerleri bu sekilde 1/A4 parametreli tistel dagilimli rastgele

cokluklarin ikisinin farki olarak iretileceginden, bu bolimde Laplace dagiliminin olasilik

yogunluk fonksiyonu i¢in f(x) = i exp (— |x+‘u|) tanimu1 tercih edilmistir.

(4) denklem sistemindeki tiim denklemler benzer sekilde rastgele hale getirilecektir. Bu

amagla kullanilacak yeni rastgele parametreler bu sekilde tanimlanir:
b* = b+ ciny,
wy" = Uy + 212,
Uu™ = ptu + C3M3,
Yu" =Vu t Calla

Bu" = Bu + cs1s,

(4) denklem sistemi yeni parametreler kullanilarak rastgele hale getirilir:

A/(uy + c3n3)
Ny

d
ES;; = (uy + c3n3)(A = S;) — (b + 1) (By + ¢s75) Sply,

A/(uy + c3n3)

N Sply — (uy + c3n3 + vu + cana)ly, (5)
H

d
alf-; = (b+c1m)(Bu + csns)

d
i lv =0+ em)by (1= 1)1 = (uy + cn2)ly.

Bu sekilde olusturulan (5) denklem sistemi ile Dang Hummasi hastaliginin Laplace
dagilimli rastgele etkiler altinda ne tiir davraniglar gosterdigi ve davraniglarinin deterministik

modelin sonuglari ile ne tiir farkliliklar gésterecegi incelenecektir.

Rastgele modelin olusturulmasinda dikkat edilmesi gereken bir nokta da c¢;, i = 1,5
katsayilaridir. ;, i = 1,5 rastgele degiskenleri bagimsiz ve aynm1 dagilima sahip olduklarindan

bu dagilima gore olusturulacak sayilarin benzer biiyiikliikte olmas1 muhtemeldir. Ancak Sy =
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0.75 ve py =3.97 x107° arasindaki durumdan da goriilebilecegi gibi bu rastgele
biiytikliiklerin eklenecegi parametrelerin degerleri arasinda ¢ok biiyiik farklar olabilmektedir.
Dolayisiyla c¢;,i = 1,5 katsayilart da b, uy, uy, Vi, By parametrelerinin degerlerine uygun
olarak secilir. Bu ¢calismada rastgele etkinin parametre degerine oranla az olmasi igin eklenecek
etkilerde c;,i = 1,5 degerleri parametre degerlerinin %5’i olacak sekilde segilmistir. Bu
degerlerin secilmesinin kullanilacak Laplace dagiliminin 6lgek parametresi ile iliskisi de

bulunmaktadir. O halde katsayilar i¢in su degerler uygundur:
c; = 0.05 x0.25 =0.0125
c, = 0.05 X% 7.1429 x 1072 = 3.57145 x 1073
c3 = 0.05x3.97 x 107> = 1.985 x 107°
cs = 0.05x 1.4286 x 107! = 7.143 x 1073
cs = 0.05 % 0.75 = 0.0375

(4) denklem sisteminin parametrelerinden bazilarinin rastgele hale getirilerek (5)
rastgele modeli olusturulurken bazi parametrelere rastgele etki eklenmemistir. Rastgele hale
getirilmeyen parametreler Ny, A, By parametreleridir. Burada Ny ve A parametreleri sirasiyla
toplam insan niifusu sayis1 ve sivrisineklerin sabit katilim oranini temsil ettiklerinden modelin
olusturulmasinda sabit kabul edilerek belirlenmis degerlerdir ve dolayisiyla bu parametrelere
rastgele etki uygulanmamistir. Hastaligin insanlardan sivrisineklere bulasma olasiligini temsil
eden B, parametresinin degerinin 1 olmasi ise bu olayin bir “kesin olay” oldugunu
belirtmektedir. Dolayisiyla bu parametreye de rastgele etki uygulanmamistir (Merdan vd,

2015).

Deterministik model kullanilarak bir rastgele model olusturmanin tek yolu yukarida
anlatilan yol olmadig1 gibi, bu yolu kullanirken parametrelerin rastgele hale getirilmesinin de
tek yolu bu degildir. Parametrelere eklenecek farkli biiyiikliikte ve farkli dagilimlarda rastgele
etkilerle de benzer rastgele modeller kurulabilir. Ancak yukarida kurulan rastgele model dang
hummasi hastaliginin rastgele etkiler altinda sergiledigi davraniglarin gbzlenmesi i¢in uygun
sonuclart verme kabiliyetine sahiptir. Model sonuglarinin incelenmesi ile Sy, Iy, Ry
degiskenlerinin rastgele hareketleri incelenecek ve bu sonuclardan Dang Hummasi hastalig
sliresince goriilen rastgele davranislarin ne gibi sonuglar dogurabilecegi hakkinda yorumlar

yapilacaktir.



3. BULGULAR
3.1. RASTGELE MODEL ANALIiZi

Bu boéliimde Dang Hummasi hastaliginin rastgele etkili dogrusal olmayan diferansiyel
denklemlerden olugsan matematiksel modelinin sayisal ¢dziimlerinin Monte-Carlo metotlari ile
simiilasyonu yapilmakta ve elde edilen sonuglar kullanilarak hastaligin rastgele etkiler

altindaki davraniglar1 yorumlanmaktadir.
3.1.1. Rastgele Davraniglarin Ol¢iimii

Modelin similasyonu o6ncesinde rastgele etki terimlerinin parametrelerde ne gibi
degisikliklere yol agacagi ve rastgele etki altindaki modelden nasil sonug elde edilecegi ile ilgili

bazi bilgiler verilecektir.
3.1.1.1. Rastgele Terimlerin Parametrelere Etkisi

Laplace dagiliminin u = 0 ve o0 = 1 parametreleri i¢cin dagilim fonksiyonu sekildeki
gibidir (Sekil 2). Dolayisiyla bu dagilima sahip bir rastgele degiskenin herhangi bir
parametreye eklenmesi, o parametrenin orijinal degerinin civarinda degisik degerler almasina

yol acacaktir.

Laplace dagiliminin yogunluk fonksiyonu
0.5¢ T T T T r T T 5 5

n=0,c=1
0.45 |- T p=0,0=2 ||

0.4 f

0.35 - / \ -

0.3 / i

> 0.25- / \ -
/#

0.2} | ANRY -

0.15 - -
0.1~ m
~ AN
0.05 —~ 7 ,// NG _
" 7 ~
L P
ot r r r r F r r r S
-5 -4 -3 2 1 (0] 1 2 3 4 5

Sekil 2. Laplace dagiliminin yogunluk fonksiyonunun farkli parametreler i¢in sekli
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Ornegin deterministik modelde S = 0.75 olarak alinan parametre rastgele modelde
B’ = By + csns seklinde rastgele etkiler altinda alininca simiilasyonlar sirasinda alacagi

degerler su sekilde olacaktir:
By~ = 0.7540,0.8240,0.6799,0.7753,0.7503,0.8182, 0.7245, ...

Gortldiigii gibi bu degerler By = 0.75 degerinden az veya ¢ok olabilecek sekilde bu
noktanin etrafinda dagilmaktadir. Deterministik sistemdeki parametreler benzer sekilde
rastgele hale getirilerek temsil ettikleri model bilesenlerinin dogada farkl sekilde gerceklesme

ihtimalleri modele yansitilmistir.
3.1.1.2. Monte Carlo ile Analiz

Monte Carlo metotlar1 sayisal sonuclar elde edebilmek igin tekrarlanan rastgele
orneklemelere dayanan genis bir bilgisayar algoritmalar1 sinifin1 belirtir. Genellikle fizik ve
matematikte 6zellikle diger matematiksel metotlarin kullanimi zor veya imkénsiz oldugunda

en ¢ok ise yararlar.

A/(puy + c31m3)
Ny

d

ESITI = (uy + c3m3)(1 = Sp) — (b + c1m1)(Bu + ¢57s) Suly
denklemi ile verilen S;; degiskeninin teorik olarak beklenen degerinin hesaplanmasi g¢ok
zordur. Ancak Monte-Carlo metodu ile bu beklenen degerin sayisal olarak hesaplanmasi

mUmkdndir.

¢ 1. Asama: Bu denklemden Runge-Kutta metodu ile Sy, i¢in bir sayisal ¢oziim elde edilir.
Elde edilen sayisal ¢oziim artik bir rastgele degisken olan S;’in almasi olasi olan
degerlerden biridir.

e 2. Asama: Ik adim bir¢ok kez (en az 10°) tekrarlanir. Boylece S}; rastgele degiskeninin
alabilecegi bircok deger elde edilir.

e 3. Asama: Biiyiik sayilar kanunundan yararlanilarak 2. asamada elde edilen degerlerin
ortalamasi alinir ve Sj; rastgele degiskeninin beklenen degeri i¢in yaklasik bir deger
elde edilmis olur. Tekrar sayis1 ne kadar fazla ise elde edilen deger de gercek degere o
kadar yakimn olacaktir (Gergek degere ortalama %90 yakinlik igin en az 10° tekrar
yapilmalidir).

Bu yontem ile modelin tiim degiskenleri ve bu degiskenlerin farkli karakteristikleri igin

elde edilen sonuglar soyledir:
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3.1.2. Coziim Egrileri

(5) denklem sisteminin incelenmesi sonucunda Sj,I5, I, i¢in ¢oziim egrileri
sekillerdeki gibi elde edilmistir (Sekil 3, 4, 5).

SH‘nin cozim edrisi

0.8} 1

0.6 1

04} 1

U 1 L
] 50 100 150
T zaman

Sekil 3. Hastaliga duyarli insanlarin oraninin zaman i¢indeki degisimi

IH‘nin czim egrisi
0.5 T T

04} .

02r .

1] L L
0 g0 100 150
T zaman

Sekil 4. Hasta insanlarin oraninin zaman igindeki degisimi
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o Min ¢ozdm egrisi

07

0.6

04t

0.3

0.2
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Sekil 5. Hasta sivrisineklerin oraninin zaman i¢indeki degisimi

Sekillerden de goriildiigli gibi hastaliga duyarli olan insanlar ile hasta olan insan ve

sivrisineklerin toplam niifustaki oranlari belli bir siire i¢inde sifira inmektedir. Bu da hastaligin

yok olmas1 anlamina gelmektedir.

Sayisal analizlerden elde edilen sonuglarda Sy, Iy ve I, degiskenleri i¢in en yiiksek ve

en diistik degerler tablodaki gibi elde edilmistir (Tablo 3).

Tablo 3. Coziim egrilerinde elde edilen en yiiksek ve en diisiik degerler.

Sy Iy I,
Maksimum Deger / 0.9999 0.4288 0.6787
Zamant 0 27 315
Minimum Deger / 0.0003003 0.8408 x 107° 5.714 x 107°
Zamani 55.5 150 0

Sy, Iy ve I, degiskenlerinin ¢6ziim egrilerinin daha iyi incelenmesi ve bu sekilde

hastaligin rastgele davranislar1 hakkinda daha saglikli yorumlanabilmesi i¢in bu egrilerin ayn1

sekil iizerinde goriilebildigi grafik incelenebilir (Sekil 6).
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Sekil 6. Hasta duyarl: insanlar ile hasta insan ve sivrisineklerin niifus oranlarinin degisimleri

Bu grafikler ve ug¢ degerler tablosu géz oniinde bulundurularak hastalikla ilgili su
cikarimlar yapilabilir. Hastalik agiga ¢iktiktan belli bir siire sonra (yaklasik 9-10 guin) hastaliga
duyarli insanlarin sayisinda hizi bir azalma goriiliirken hasta insanlarin ve sivrisineklerin sayisi
da benzer bir hizla artmaktadir. Insan ve sivrisinek niifusunun sabit oldugu kabulii géz 6niine
almirsa degisimler hastaligin toplum i¢inde hizla yayildigina isaret eder. Hasta insanlarin
oraninin 27. giinde (t = 27) maksimum degerine (0.4288) ulastiktan sonra azalmaya
baslamasindan kisa bir siire sonra 34. giinde (t = 31.5) bu defa hasta insanlarin orani
maksimum degerine ulasir (0.6787) ve ardindan diislise geger. Bu da hastaligin insanlarda
gerilemeye baslamasinin sivrisineklerdeki hastaligi etkilemesinin ve hastaligin sivrisineklerde
de gerilemeye baslamasinin isaretidir. Bu evreden sonra hasta insan sayis1 ve sivrisinek sayisi
cok hizla azalir, hastaliga duyarli insan sayisi ise bu diisiisiin basladig1 nokta zaten sifira ¢ok
yaklagsmustir. Bu da niifusun hastaliga bagisiklik kazanmis insanlardan olusan kisminin git gide
arttigina yani hastaligin toplumdan silinmeye bagladigina isaret eder. Bu sekilde ¢6ziim
egrilerinden hastaligin insanlarin belli bir oranina bulastiktan sonra dnce sivrisineklerde daha
sonra da insanlarda azalmaya basladigi ve yaklagik 100 gilin sonra neredeyse tamami ile

nifustan silindigi yorumu yapilabilir.
3.1.3. Beklenen Degerler

(5) denklem sisteminin incelenmesi sonucunda Sy, Ij;, Iy degiskenleri i¢in beklenen

degerlerdeki degisim sekillerdeki gibi olusur (Sekil 7, 8, 9).
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Sekil 7. Hastaliga duyarli insanlarin oraninin beklenen degerinin degisimi

IH‘nin beklenen degeri
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Sekil 8. Hasta insanlarin oraninin beklenen degerinin degisimi
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Sekil 9. Hasta sivrisineklerin oraninin beklenen degerinin degisimi

Grafiklerde de goriildiigii tizere, hastalifa duyarli insanlar ile hasta insan ve
sivrisineklerin oranlarinin beklenen degerleri bu degiskenlerin ¢6ziim egrilerine benzer
degisimler gostermektedir. Rastgele degiskenlerin beklenen degerlerinin bu degiskenlere ait
¢oziim egrileriyle uyumlu egriler olusturmasi beklenen bir durumdur.
Sayisal analizlerden elde edilen sonuglarda E (Sy), E(Iy) ve E(I,) degiskenleri i¢in en yiiksek
ve en diisiik degerler tablodaki gibi elde edilmistir (Tablo 4).

Tablo 4. Beklenen degerler igin elde edilen en yiiksek ve en diisiik degerler

E(Sw) E(Iy) E(ly)
Maksimum Deger / 0.9999 0.3568 0.6264
Zamani 0 30 36
Minimum Deger / 0.0006801 1.157 x 107° 5.714 x 107°
Zamani 73.5 150 0

Sy, Iy, Iy degiskenlerine ait ¢oziim egrileri ile bu degiskenlerin beklentilerine ait ¢6ziim
egrileri arasinda sekil olarak benzerlik olsa da u¢ degerler tablolar1 incelendiginde beklenen
degerler ile ¢6ziimlerdeki degerler arasinda sayisal farkliliklar oldugu goriilebilir. Bu durumda
modele ait ‘beklenen deger’ sayisal karakteristiginin, hastaligin rastgele davraniglarini temsil
etme konusunda bagarili oldugu ancak davranislara ait sayisal verilerin tahmininde hatalarin
olustugu gibi bir yorum yapilir. Beklenen deger ile ¢oziime ait degerler arasinda var olan
farkliliklarin ortadan kaldirilmasi i¢in simiilasyon sayisinin artirilmasi ve bu sekilde sayisal

karakteristiklerdeki kesinlik payinin artirilmasi diigiiniilebilir.
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3.1.4. Varyans
(5) denklem sisteminin incelenmesi sonucunda Sj,I;, I, degiskenlerinin

varyanslarindaki degisim sekillerdeki gibi olusur (Sekil 10, 11, 12).
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Sekil 10. Hastaliga duyarli insanlarin oraninin varyansinin degisimi

IH‘nin varyansi
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Sekil 11. Hasta insanlarin oraninin varyansinin degisimi
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Sekil 12. Hasta insanlarin oraninin varyansinin degisimi

Grafiklerde hastaliga duyarli insanlar ile hasta insan ve sivrisineklerin oranlarinin
varyanslarinin benzer donemlerde artis gosterdigi yine benzer sekilde azaldig1 goriilmektedir.
Hasta insan ve sivrisinek oranlarinin varyanslarindaki azalmadan sonra kiiciik bir artis gosterse
de, tiim varyanslarin belli bir siire sonra sifira yaklastigi gézlemlenir.
Sayisal analizlerden elde edilen sonuglarda Var(Sy), Var(ly) ve Var(ly) degiskenleri i¢in en

yiiksek ve en diisiik degerler tablodaki gibi elde edilmistir (Tablo 5).

Tablo 5. Varyanslarda elde edilen en yiiksek ve en diisiik degerler.

Var(Sy) Var(ly) Var(ly)
Maksimum Deger / 0.04304 0.01191 0.02326
Zamani 27 24 27
Minimum Deger / 8.931 x 10725 9.936 x 10733 1.432 x 10733
Zamani 0 0 0

Sty Iy, Iy degiskenlerine ait varyanslarin degisiminin benzer sekiller gostermesi bu
degiskenlerin ¢oziim egrileri de géz Oniine alinarak degiskenlerdeki varyansin 6zellikle t = 15
ile t = 50 arasinda hastaligin diisiise gectigi donemde arttigin1 gosterir. Hastaligin arttig1 ve
daha sonra en yaygin oldugu zamana ulasip diisiise gectigi donemlerde varyansin yiliksek
olmas1 bu déonemde hastalikla ilgili oranlarin beklentiden sapmalarinin fazla oldugu anlamina
gelmektedir. Hastaligin duragan olmadigi bu donemde varyansin en yliksek noktada olmasi
normal olsa da, hastalikla ilgili beklenen degerlerde daha bagarili tahminlerin elde edilmesi ile

bu degerlerin de azalmas1 s6z konusu olacaktir.
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3.1.5. Standart Sapma
(5) denklem sisteminin incelenmesi sonucunda Sy, Iy, I, degiskenlerinin standart

sapmalarindaki degisim sekillerdeki gibi olusur (Sekil 13, 14, 15).
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Sekil 13. Hastaliga duyarli insanlarin oraninin standart sapmasinin degisimi

IH”nin standart sapmasi
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Sekil 14. Hasta insanlarin oraninin standart sapmasinin degisimi
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Sekil 15. Hasta sivrisineklerin oraninin standart sapmasinin degisimi

Grafiklerde hastaliga duyarli insanlar ile hasta insan ve sivrisineklerin oranlarinin
standart sapmalarinin varyanslarindaki degisimlere paralel olarak benzer donemlerde artis
gosterdigi yine benzer sekilde azaldig1 goriilmektedir. Yine varyanslardaki degisimlere benzer
sekilde hasta insan ve sivrisinek oranlarinin standart sapmalarindaki azalmanin ardindan kiigiik
bir artig gosterse de, tiim standart sapmalarin belli bir siire sonra sifira yaklastigi
gozlemlenmektedir. Standart sapmalar tanim olarak varyans degerinin karekokii alinarak
hesaplandigindan, degisimlerin grafiklerindeki bu benzerlikler de normaldir.
Sayisal analizlerden elde edilen sonuclarda std(Sy), std(Iy) ve std(ly) degiskenleri i¢in en
yiiksek ve en diislik degerler tablodaki gibi elde edilmistir (Tablo 6).

Tablo 6. Standart sapmalarda elde edilen en yiiksek ve en diistik degerler

std(Sy) std(ly) std(ly)
Maksimum Deger / 0.2075 0.1092 0.1525
Zamani 27 24 27
Minimum Deger / 9.45 x 10713 9.968 x 10717 3.785 x 10717
Zamani 0 0 0

Standart sapmalardaki degisimler i¢in de varyanslardaki degisimler igin yapilan
yorumlarin benzeri yapilabilir. Buradaki ug¢ degerler tablosu da g6z 6ntinde bulundurularak yer
yer elde edilen beklenen degerlerde fazla denebilecek sapmalarin goriildiigiine dikkat

edilmelidir.
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3.1.6. Giiven Araliklar
(5) denklem sisteminin incelenmesi sonucunda Sj,I;,I; degiskenlerinin giiven
araliklarindaki degisim sekillerdeki gibi olusur (Sekil 16, 17, 18).

SH‘nin glven araliklar
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Sekil 16. Hastaliga duyarli insan oraninin giiven araliginin degisimi

IH”nin giwven araliklan

0.8 T T

_D_E I 1
0 50 100 150

Sekil 17. Hasta insan oraninin giiven araliginin degisimi
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Sekil 18. Hasta sivrisineklerin oraninin giiven araliginin degisimi

Hastaliga duyarli insanlar ile hasta insan ve sivrisineklerin oranlarina ait degisimleri
gosteren grafikler de bu degiskenlerin beklenen degerleri ve varyans-standart sapmalarindaki
degisimlere uygun olarak elde edilmistir (mavi ¢izgiler giiven araliklarinin iist siniri, yesil
cizgiler alt sinir1). Bu asama elde edilen ug degerler asagidaki tablodadir (Tablo 7).

Tablo 7. Giiven araliklarinda elde edilen en yiiksek ve en diigiik degerler

E(Sy) £ K.std(Sh) | E(Iy) £ K.std(I) | E(Iy) £ K.std(Iy;)
Maksimum Deger / 1.212 0.6132 0.9372
Zamani 22.5 27 30
Minimum Deger / —0.3025 —0.1248 —0.1583
Zamani 30 21 22.5

Burada giiven araliklari

[E(Sy) — K.std(S;p), E(Sf) + K.std(Sy)],

[E(1};) — K.std(Iy), E(I;) + K.std(I5)],

[E(I;) — K.std(I;), E(I;) + K.std(I};)]
formiilleri kullanilarak elde edilmistir. Incelenen giiven araliklart K = 3 degeri kullanilarak
hesaplandigindan bu araliklar S, I}, ve I;; degiskenlerininin degerlerini %99 olasilikla iceren
araliklardir. K = 2 degeri kullanilarak %95 olasilikli giiven araliklarinin da hesaplanmasi
mumkdndur.

Hastaligin en hareketli donemi olan t = 15 ile t = 50 beklenen deger hesaplari gergek

degerden uzak kaldigi icin bu sapma varyanslar1 ve dolayisiyla da standart sapmalar1 da
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etkilemistir. Standart sapmalarin bu donemdeki artiglarindan otiirii giiven araliklarindaki
genigleme grafiklerde goriilmektedir.

3.1.7. Uglincti Merkezi Momentler

(5) denklem sisteminin incelenmesi sonucunda Sj;, I, I; degiskenlerinin tgiinci

merkezi momentleri sekillerdeki gibi olusur (Sekil 19, 20, 21).

a S, nin dcincd merkezi momenti
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Sekil 19. Hastaliga duyarli insanlarin oraninin ii¢lincli merkezi momentinin degisimi
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Sekil 20. Hasta insanlarin oraninin iigiincii merkezi momentinin degisimi
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Sekil 21. Hasta sivrisineklerin oraninin ii¢iincii merkezi momentinin degigimi

Model degiskenlerinin 3. merkezi momentlerindeki degisimler incelendiginde elde edilen ug

degerler asagidaki sekildedir (Tablo 8).
Tablo 8. Ugiincii merkezi momentlerde elde edilen en yiiksek ve en diisiik degerler

E((si - EGi)”)

E((15 - EU)Y)

E((1y —Ea))’)

Maksimum Deger / 0.007172 0.008774 0.002073
Zamani 30 21 22.5

Minimum Deger / —0.004844 —0.008039 —0.002634
Zamani 22.5 27 30

3.1.8. Dorduncu Merkezi Momentler

(5) denklem sisteminin incelenmesi sonucunda Sy, I, I, degiskenlerinin dordiincii

merkezi momentleri sekillerdeki gibi olusur (Sekil 22, 23, 24).
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Sekil 22. Hastaliga duyarli insanlarin oraninin dérdiincii merkezi momentinin degisimi
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Sekil 23. Hasta insanlarin oraninin dordiincii merkezi momentinin degisimi
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Sekil 24. Hasta sivrisineklerin oraninin dordiincii merkezi momentinin degisimi

Model degiskenlerinin 4. merkezi momentlerindeki degisimler incelendiginde elde

edilen ug degerler asagidaki sekildedir (Tablo 9).

Tablo 9. Dorduinct merkezi momentlerde elde edilen en yiiksek ve en diisiik degerler

E((sy—E6)Y) | E(a-Eup)’) | E((-E@)Y)
Maksimum Deger / 0.9996 0.01683 0.1557
Zamani 0 30 36
Minimum Deger / 2.893 x 10710 1x 10716 1.066 x 1077
Zamani 150 0 0

3.1.9. Carpiklik Katsayilar: (Skewness)

(5) denklem sisteminin incelenmesi sonucunda Sy, Ij;, I, degiskenlerinin ¢arpiklik
katsayilar1 sekillerdeki gibi olusur (Sekil 25, 26, 27).
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Sekil 25. Hastaliga duyarli insanlarin oraninin ¢arpiklik katsayisinin degisimi
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Sekil 26: Hasta insanlarin oraninin ¢arpiklik katsayisinin degisimi
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Sekil 27. Hasta sivrisineklerin oraninin ¢arpiklik katsayisinin degisimi

Model degiskenlerinin carpiklik katsayilarindaki degisimler incelendiginde elde edilen

uc degerler asagidaki sekildedir (Tablo 10).

Tablo 10. Carpiklik katsayilarinda elde edilen en yiiksek ve en diisiik degerler

Skew(Sy) Skew(Iy) Skew(I;,)
Maksimum Deger / 215.6 263.7 2.626 x 10%°
Zamani 96 144 0
Minimum Deger / —1.088 x 10%° —8.256 x 10%* —5.436
Zamani 0 0 36

3.1.10. Basiklik Katsayilar: (Kurtosis)

(5) denklem sisteminin incelenmesi sonucunda Sy, I, Iy degiskenlerinin basiklik
katsayilar1 sekillerdeki gibi olusur (Sekil 28, 29, 30).
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Sekil 28. Hastaliga duyarli insanlarin oraninin basiklik katsayisinin degisimi
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Sekil 29. Hasta insanlarin oraninin basiklik katsayisinin degisimi
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Sekil 30. Hasta sivrisineklerin oraninin basiklik katsayisinin degisimi

Model degiskenlerinin basiklik katsayilarindaki degisimler incelendiginde elde edilen
ug degerler su sekildedir (Tablo 11).

Tablo 11. Basiklik katsayilarinda elde edilen en yiiksek ve en diisiik degerler

Kurt(Sy) Kurt(ly) Kurt(ly)
Maksimum Deger / 1.253 x 108 1.013 x 10%8 5.198 x 10%8
Zamani 0 0 0
Minimum Deger / 6.184 10.22 11.83
Zamani 30 21 21




4. IRDELEME ve SONUCLAR

3. bolimde Dang Hummas1 hastaliginin rastgele modelindeki degiskenlerin ¢6ziim
egrileri, beklenen degerleri, varyanslari, standart sapmalar1 ve giiven araliklar igin ¢izilen
grafikler verilmistir. Bu degiskenler i¢in elde edilen u¢ degerler ve bu degerlerin hangi anlarda
elde edildigini belirten tablolar, grafiklerdeki egrilerin davraniglari ile birlikte sunulmustur. Bu
grafiklerden yapilabilecek matematiksel ¢ikarimlarin hastalik agisindan yorumlanmasi ve
deterministik sonuglarin rastgele sonuglarla kiyaslanarak hastalik modellenmesinde rastgele

etkinin katkisinin tartisilmasi gerekmektedir.
4.1. Sonuclari Hastalik Uzerine Yorumlanmasi

Bu ¢alismada Dang Hummasi hastaliginin deterministik matematiksel modeli olan (4)
denklem sistemi parametrelerinin rastgele hale getirilmesi ile (5) rastgele dogrusal olmayan
denklem sistemine doniistiiriildii. 3. boliimde (5) denklem sisteminin sayisal ¢oziimlerinin
simiilasyonu ile elde edilen grafiklerden hastalikla ilgili ¢ikarimlar yapmadan 6nce modelin iki
Oonemli varsayiminin hatirlanmasi gerekir.

d
NH=SH+IH+RHI aNH:O

A
NV:SV-I_IV' NV_)_'
HH

Grafiklerde incelenen degiskenler Sy, Ij; Ve I; seklindeydi yani hastaliga duyarli (hasta
olma potansiyeli olan) insanlar ile hasta insanlar ve sivrisinekler. Ny = Sy + Iy + Ry

kosulundan
Sy+Ig+Ry=1

elde edildiginden, Sy, I;; oranlari i¢in yaptigimiz ¢ikarimlar kolaylikla Rj; i¢in de yapilabilir.

Benzer sekilde grafiklerden I;; igin yapilan ¢ikarimlar ayni yaklasimla Sy, i¢in de yapilir.

Asama I: S, I; ve I, degiskenlerinin ¢oziim egrilerini gosteren sekil incelendiginde,
hastaligin ilk donemde cok yavas ilerledigi degiskenlerdeki degisimin ¢ok az olmasi goz
oniinde bulundurularak soylenebilir. t = 10 noktasina kadar bu sekilde yavas bir ilerleme
icinde olan hastalik bu noktadan itibaren ilerlemesini hizlandirir. Hasta insan ve sivrisineklerin
sayisinin ilk donemdeki artisi iistel bir davranig gosterdiginden, hastaligin ilk donemde yavas

ilerlemesinin ve daha sonra hizlanmasmin sebebinin Dang Hummas1 viriisiiniin ilk anda
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popllasyonda cok az miktarda (I;;(0) = 5.71432 x 10~>) olmas olarak diisiiniilebilir. Virus
poplilasyonda yayildik¢a, dogada benzer bakteri ve canlilarin tiremelerinde de goriildiigii gibi

iistel bir artis grafigiyle hastalik da artis gostermektedir.
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Sekil 31. Coziim egrileri grafiginin analiz edildigi adimlar

Asama II: Grafiklerden ¢ikarim yapilacak ikinci nokta ise hastaligin diisiise gegmesidir. I;; ve
I, degiskenlerinin egrileri incelendiginde ilk olarak I, yani hasta insanlarin maksimum
noktasina ulagip sonra diigiise gectigi goriilir. Bunun hemen ardindan da Ij;, yani hasta
sivrisinekler maksimum degerine ulasip inise gegmektedir. Hastaligin akis semasindan ve (5)
denklem sisteminin incelenmesinden Ij; ve I degiskenlerinin birbiri ile bagimli oldugu
gorilmektedir, dolayisiyla hasta insanlarin oraninin azalmaya baslamasinin hasta
sivrisineklerin sayisinda da azalmaya sebep oldugu yorumu yapilabilir. Bu agsamadan sonra Sy
ve [y oranlarinin sifira inmesi Ry oranmin 1’e yaklastigini yani toplumdaki insanlarin
tamaminin hastaliga bagisiklik kazanmis bireyler haline geldigini gosterir. Benzer sekilde I,
oraninin da sifira girmesi hastaligin sivrisinek popiilasyonunda da etkisini yitirdigi anlamina

gelir.
4.2. Deterministik ve Stokastik Modellerin Karsilastirilmasi

Hastaligin seyri ve virlis dinamiklerinin rastgele durumda analizi yapildiktan sonra
rastgele etkiler altinda deterministik duruma goére ne gibi farkliliklarin goriildiiglinti incelemek
icin Phaijoo ve Gurung tarafindan 2015 yilinda yapilan “Mathematical Study of Biting Rates
of Mosquitoes in Transmission of Dengue Disease” adli ¢alismadaki sonuglara goz atilabilir.
Rastgele modelin tabani olan deterministik sistemin incelenmesi sonucunda bu c¢alismada su

grafik elde edilmistir (Phaijoo ve Gurung, 2015):
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Sekil 32. b = 0.45 degeri i¢in deterministik ¢oziim egrileri (Phaijoo ve Gurung, 2015)

Cézim Efrileri

S,

Konak va Vektdr Nifus Qranlan

Tzaman

Sekil 33. Ayn1 parametre degerlerinin rastgele etkiler altinda incelenmesi ile elde edilen
sonuclar

Burada dikkat edilmesi gereken ilk nokta deterministik ve rastgele analizler sonucunda
Si, Iy ve I; degiskenlerinin ¢ok benzer davranislar gosterdigidir. Bu da rastgele incelemeler
icin kullanilan yontemin gergek dis1 sonuclara yol agmadiginin kanitidir. Rastgele durum ile
deterministik durum arasinda goze c¢arpan ilk fark rastgele durumda hastalifin yayilmaya
baslamas1 i¢in belli bir siire gegerken deterministik durumda incelemenin baslangicindan
itibaren hizli bir yayilma goriiliiyor olmasidir. Ozellikle rastgele durumda t = 10 a kadar

oldukca yavas olan ilerleme deterministik durumda goriilmemektedir. Siirecin baslangicindaki
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bu duragan donem deterministik sonuglarin tepe noktasina ulastigi ve neredeyse sifira vardigi

noktalarin da rastgele duruma oranla yaklasik ayni oranda erken olmasina neden olmustur.

Deterministik ve rastgele durumlardaki sonuglar arasinda fark edilebilecek farklardan
bir digeri ise hasta insanlarin ve sivrisineklerin orani Iy ve I; degiskenlerinin ulastiklari
maksimum degerleridir. Deterministik durumda 0.6 degerini ¢ok az asabilen I, degiskeni
rastgele durumda 0.7 degerine oldukg¢a yaklasmisken, deterministik durumda 0.40 degerine

varan Iy; degiskeni rastgele durumda ise bu degeri agsmustir.

Yukarida en belirginlerinden iki tanesi sayilan deterministik ve rastgele durumlarin
arasindaki farklar hastalikla ilgili yapilacak calismalarda onemli farkliliklara yol agabilme
potansiyeline sahiptir. Ornegin hastaligin insan popiilasyonundan neredeyse tamamen yok
olmasi1 deterministik durumda yaklasik 50 giin icinde gerceklesmekte iken rastgele durumda
yaklagik 75 giinde gergeklesir. Benzer sekilde rastgele durumda insan popiilasyonunun en kotii

halde %40’1 hastaliga yakalanirken, deterministik durumda bu yiizde daha azdir.

Matematiksel modellerin hastalikla miicadele kilavuz gorevi iistelenecek sonuglar
vermesi, tedavi caligmalarina yol gostermesi ve saglik politikalarina yon vermesi
beklenmektedir. Farkli iilkelerde model parametrelerinde yasanabilecek ‘cok kiigiik’
degisiklikleri gbz oniinde bulundurmayan deterministik modellerden elde edilecek sonuglarin,
rastgele modellerden elde edilecek sonuglara oranla ne denli farkli olabilecegi bu iki 6rnekten
de acgik sekilde goriilmektedir. Bu nedenle hastaliklarla ilgili modellemelerde rastgele
caligmalarin yapilmasi gerekliligi ve rastgele analizlerin yaratacagi avantajlar Dang

Hummasi 6rnegi lizerinde de goriilmiis olur.



5. ONERILER

Hastaliklarin rastgele modellenmesi ve rastgele modelleme ile ilgili yapilacak ek
analizler elde edilecek sonuglarin daha verimli kullanilabilmesi ve daha iyi sonuglarin elde
edilebilmesi agisindan faydali olacaktir. Ornek olarak Phaijoo ve Gurung’un 2015 yilindaki
caligmalarinda yapilan analizlere benzer sekilde parametrelerin farkli degerlerinin sonuglarda
olusturdugu etkilerin incelenmesi rastgele durum i¢in de yapilarak bu parametrelerin hastalik
iizerindeki etkileri rastgele durum i¢in de analiz edilebilir. Bu sekilde hastalikla miicadelede

neye onem verilmesi ve hangi yollarin izlenebilecegi ile ilgili sonuglar elde edilebilir.

Rastgele modellenmenin bir bagka tiirli olarak stokastik diferansiyel denklemlerin
kullanilarak stokastik modelleme yapilmasinin da hastalikla ilgili ¢aligmalara daha etkin katki

saglama noktasinda faydali olacagi diisiiniilmektedir.

Ozellikle rastgele modelin simiilasyon sonuglari incelendiginde beklenen deger ve
varyans gibi karakteristiklerin daha kesin sekilde hesaplanabilmesi adina simiilasyon sayisinin
artirtlmas1 yoluna bagvurulabilir. Simiilasyon sayisinin ¢ok daha fazla olmasi ile

karakteristikler i¢in gercek degere ¢ok daha yakin degerlerin elde edilmesi miimkiin olacaktir.

Rastgele modellenme ve stokastik modelleme calismalarinda denge noktalarinin
hesabi, bu noktalardaki kararlilik analizinin yapilmasi da hastaligin seyri hakkinda

matematiksel olarak farkli bir bakis acis1 saglayabilir ve faydali sonuglar sunar.

Son olarak rastgele modelleme caligmalarinda kullanilacak dagilimlarla ilgili de
caligmalar yapilmas1 diisiiniilebilir. Rastgele etki i¢in farkli dagilimlar kullanilmasi, bu
dagilimlarin ayn1 anda farkli parametrelere uygulanmasi veya farkli dagilimlar i¢in yapilan
analiz sonuglarmin karsilastirllmas1 gibi calismalar, rastgele modelleme ¢alismalarina

zenginlik katacak ve rastgele modellemenin matematiksel caligmalara katkisin1 artiracaktir.
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