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Yiiksek Lisans Tezi
OZET

GENELLESTIRILMIS FUZZY ALT HYPER KAFESLER

Sinan BAKIRTAS

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Prof. Dr. Osman KAZANCI
2015, 44 Sayfa

Bu tezde; fuzzy kiimeler ile hyper kafesler arasindaki iliski arastirilmistir. ilk 6nce
fuzzy kiimelerde fuzzy noktanin yarigakisik kavramimnin bir genellemesi olan fuzzy
kiimelerde ‘‘aitolma (€)”’ ve ‘‘k-yarigakisik (qy)’’ kavramlari tanimlanmis. Bu yeni
kavram kullanilarak fuzzy alt hyper kafesin (hyper idealin) genellemesi olan (€,evqy)-
fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) kavramlarinin cebirsel 6zellikleri géz oniine alinarak
(€,evqy)-fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) ile fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal)
arasindaki iliski arastirilmistir.

Hyper kafes kavrami, kafes kavraminin bir genellemesi oldugundan birinci boliimde
tezin temelini teskil eden kafes ve hyper kafesin temel 6zellikleri tizerinde durulmustur.
Ayrica, fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) kavrami tanmitilmis ve fuzzy alt hyper kafesin
(hyper idealin) cebirsel yapilari incelenmistir.

Tezin ikinci bolimii iki kistmdan olusmustur. Birinci kisimda, fuzzy kiimelerde
fuzzy noktanin ‘‘aitolma (€)’’ ve “‘k-yarigakisik olma (qy)’’ kavramlari kullanilarak fuzzy
alt hyper kafesin (hyper idealin) genellemesi olan (€,evqy)-fuzzy alt hyper kafes (hyper
ideal) kavramlar1 verilmistir. Ikinci kistmda, fuzzy hyper kafeslerde implikasyonlara bagl
fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) kavramlari goz Oniine alinmis ve implikasyon

operatorlerinden Lukasiewciz lojik’e gore fuzzy alt hyper kafesler aragtirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hyper kafes, Alt hyper kafes, Hyper ideal, Aitolma, k-yarigakisik,
Fuzzy Nokta, (€,evqy)- Fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal).

Vi
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GENERALIZED FUZZY SUB-HYPERLATTICES

Sinan BAKIRTAS
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Supervisor: Prof. Dr. Osman KAZANCI
2015, 44 Pages

In this thesis, we consider a relationship between fuzzy sets and hyperlattices. We
first introduce the concept of “belongingness” (€) and “k-quasi-coincidence” (qi) of a
fuzzy point within a fuzzy set. This concept is a generalized concept of quasi-coincidence
of a fuzzy point within a fuzzy set. By using this new idea, we consider algebraic structure
(€,evqy)-fuzzy sub-hyperlattice (hyperideal) of a hyperlattice, and hence, a generalization
of a fuzzy sub-hyperlattice (hyperideal) is given. Some related properties of fuzzy sub-
hyperlattices (hyperideals) are described.

Since the structure of hyperlattice is a generalized of the structure of lattice, in the
first section of the thesis we explored the basic properties of the hyperlattice and lattice.
Also, the concept of fuzzy sub-hyperalattice (hyperideal) is introduced and algebraic
structures of the fuzzy sub-hyperalattices (hyperideals) are examined.

The second section of this thesis consist of two part. In the first part, using the notions
“belongingness (€)” and “k-quasi-coincidence (qy)” of fuzzy points within fuzzy sets, the
concept of an (€,evqy)-fuzzy sub-hyperlattice (hyperideal) generalization of the concept
a fuzzy sub-hyperlattice (hyperideal) is given. In the second part, we consider the concept
of implication-based fuzzy sub-hyperlattice (hyperideal) of hyperlattices and research the

implication operators in Lukasiewicz system of continuous-valued logic.

Key Words: Hyperlattice, Subhyperlattice, Hyperideal, Belongingness, k-quasi-
coincidence, Fuzzy point, (€,evqy)-Fuzzy sub-hyperlattice (hyperideal).
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SEMBOLLER DiZIiNi

: Dogal sayilar kiimesi,

: A kiimesinin gii¢ kiimesi,
: B nin st sinirlarinin kiimesi,
: B nin alt smirlarinin kiimesi,
: B nin en kiigiik tist sinir1,

: B nin en biiyiik alt sinir1,

: Kismi sirali bir kiime,

: Kafes,

: Kafes,

: En biiylik elemant 1, en kiigiik eleman1 0 olan kafes,
: Hyper kafes,

: L nin tiim fuzzy kiimesi,

. 1 fuzzy kiimesinin seviye kiimesi,

. 1 fuzzy kiimesinin gii¢lii seviye kiimesi,

. 1 fuzzy kiimesinin alt seviye kiimesi,

. 1 fuzzy kiimesinin gii¢lii alt seviye kiimesi,
: I nin karakteristik fonksiyonu,

. 1 niin resim kiimesi,

: fuzzy nokta,

: fuzzy 6nerme,

: P nin dogruluk degeri,

: Early Zadeh implikasyon oparatorii,

: Lukasiewicz implikasyon operatdrii,

: Standard star (Godel) implikasyon operatorti,

: Contraposition of Godel implikasyon operatorii,
: Gaines-Rescher implikasyon operatorii,
- Kleene-Dienes implikasyon operatoril,

: Goguen implikasyon operatdrii,



1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Cebirsel hyper yapilar (Kiime degerli yapilar) teorisi Fransiz Matematik¢i Marty F.
tarafindan ilk olarak 1934 yilinda ortaya atilmistir [33]. Bu teori Corsini P. [5] Mittas J. ve
Konstantinidou, M. [28], Davvaz B. ve Leoreanu-Fotea V. [12], Ameri R. ve Zahedi M.M
[1], Vougiouklis T. [42] tarafindan gelistirilmistir. Cebirsel hyper yapilar klasik cebirsel
yapilarin uygun bir genellemesidir. Klasik cebirsel yapilarda iki elemanin bir ikili islem
altindaki goriintiisii yine elaman olmasina karsin cebirsel hyper yapilarda iki elamanin
hyper islem altindaki goriintiisii bir kiimedir. Bu noktadan haraketle bir¢ok arastirmaci
cebirsel hyper yapilar konusuna yogunlasmistir. Ozellikle hypergroup [23] hyperring [32],
hypermodiil [31] kavramlar: incelenmistir. Corsini, P. ve Leoreanu-Fotea V. [6], Davvaz
ve Leoreanu-Fotea V. [12] ve Vougiouklis T. [42] tarafindan yazilan kitaplar bu teorinin
gelismesine biiylik Olgiide katkida bulunmustur. Bu giinlerde ise hyper yapilar teorisi
matematigin cesitli alanlarinda teorik fizikte kontrol miihendisliginde bilgi sistemlerinde
ve bilgisayar bilimlerinde bir¢ok uygulama alani bulmustur. Bu gelismelere paralel olarak
birgok arastirmaci gesitli kavramlari ve sonuglar1 yorumlayarak teorinin gelismesine biiyiik
dlgiide katkida bulunmuslardir [7, 8, 9, 16, 17, 21, 22, 43]. Ozellikle hyper kafesler ilk
olarak Konstantinidou ve Mittas tarafindan ele alinmistir [30]. Distribiitif hyper kafesler ve
hyper kafeslerin hyper idealleri Rahnamai-Barghi, [35-36], Guo, Xin [21] tarafindan
calistlmis ve bu calismalarla birlikte hyper kafes teorisi biiyiik Olgliide gelisme
kaydetmistir. Ozellikle Rasouli ve Davvaz [37-38] hyper kafesler teorisi konusunda ilging
aragtirmalar yaparak bu teorinin gelismesini zenginlestirmiglerdir.

Zadeh L. A., [44] tarafindan ilk olarak 1965 yilinda 6nerilen fuzzy kiimeler teorisi
temel cebirsel kavramlarinin genellestirilmesinde biiyiik katki saglamistir. Dolayisiyla
fuzzy cebirsel yapilar matematikte énemli bir role sahip olup bir ¢ok alanda uygulama
alan1 bulmustur. Bu temel alanlardan bazilari: teorik fizik, bilgisayar bilimleri, kontrol
miihendisligi, enformasyon bilimleri, lojik, kiime teori, grup teori, reel analiz ve 6l¢iit teori.
Fuzzy kiime teorisi Rosenfeld [39] tarafindan fuzzy cebirsel yapilara taginarak bir grubun
fuzzy alt grubu tanimlanmistir. Das [10] seviye alt gruplan iizerine ¢alismistir. Fuzzy

gruplarin yeni bir genellemesi olan (€, €vq)-fuzzy alt grup ilk olarak Bhakat ve Das [2-3]



tarafindan fuzzy noktalarin ait olma ve g¢akisik kavramlart kullanilarak arastirilmistir.
Gergekte, (€, €vq)-fuzzy alt gruplar Rosenfeld tarafindan literatiirde yer alan fuzzy alt
gruplarin 6nemli ve kullanigh bir genellemesidir. Bu kavram [1, 3, 4, 6, 14, 18, 19, 20]
calismalarda ele alinmis hatta Rosenfeld ve Das tarafindan arastirilan fuzzy grup
kavraminin bir genellemesi [41] verilmistir.

Fuzzy kiime teorisinin 6nemli aragtirma konularindan biri de fuzzy hyper cebirsel
yapilardir. Fuzzy kiime teorisi ile hyper cebirsel yapilar arasinda oldukca fazla ¢alismalar
mevcuttur. ilk olarak fuzzy kavrami Zahedi [43] tarafindan fuzzy hyper gruplara
genisletilmis bu teori daha sonra Corsini [7], Corsini ve Leoreanu-Fotea V. [8], Leoreanu-
Fotea V. [31], Davvaz [16], Davvaz ve Corsini [17] ve bir¢ok arastirmaci tarafindan ele
alimmustir. [39- 45]. Fuzzy nokta kavrami kullanilarak fuzzy hyper cebirsel yapilar Davvaz
ve Corsini [13, 15], Kazanci, Davvaz ve Yamak [24-26] Kazanci ve Davvaz [27]
tarafindan arastirilmistir.

Bu tezde ise hyper kafesler fuzzy hyper kafesler ve (€, evqy)-fuzzy hyper kafeslerin
cebirsel yapisi arastirilmistir. Birinci boliimde kafeslerin, hyper kafeslerin ve fuzzy hyper
kafeslerin cebirsel yapisi incelenmistir. Ikinci kisimda fuzzy nokta kavrami fuzzy kiimeler
ile kullanilarak (€, €vqy)-fuzzy hyper kafesleri arastirilmistir. Genel olarak (€, €Vqy)-
fuzzy hyper kafesler (€, evq)-fuzzy hyper kafeslerin ve de fuzzy hyper kafeslerin bir
genellemesidir. Ayrica implikasyonlara bagli fuzzy hyper kafesler tanimlanmis ve
(e, evq)-fuzzy hyper kafesler (€, €vqy)-fuzzy hyper kafeslerin 6zel bir hali oldugu
goriilmiistiir. Son olarak implikasyonlara bagl fuzzy hyper kafesler ile fuzzy hyper

kafesler arasindaki iliski verilmistir.
1.2 Sirali Kiimeler Anlaminda Kafesler

Bu boliimde tezin ana konusuna kaynak teskil edecek olan temel bilgiler [4, 11, 29

35, 36, 40] kaynaklar1 baz alinarak verilmistir.

Tanmmm 1.2.1 L # @ olan bir kiime ve ‘<’ L {lizerinde tanimli bir bagint1 olsun. “’<”’
bagintisina L {izerinde bir kismi siralama bagintisi denir. <V a, b, ¢ € L igin,

) a<a,

i) a<bveb<aisea=Dh,

liija<bveb<cise a<c

dir . Bu durumda (L , <) ikilisine bir kismi sirali kiime denir.



Tamm 1.2.2 (L, <) kismi siral1 bir kiime ve Bc L ve ¢, d € L olsun.
1) V b €Bigin ¢ <bise c elemanmna B kiimesinin bir alt sinirt denir.

i) V b € Bigin b <d ise d elemanma B kiimesinin bir iist sinirt denir.

Tanmm 1.2.3 (L, <) kismi siral1 bir kiime, B L ve ay € B olsun.
i) Vb €Bigin ag< b ise ap elemanina B kiimesinin en kii¢iik elemani denir,

i) Vb €Bi¢in b <apise apelemanina B kiimesinin en biiyiik elemani denir.

Eger L nin en kii¢iik (en biiylik) elemani mevcut ise, bu eleman 0 (1) ile gosterilir.

Tammm 1.2.4 (L, <) kismi sirali bir kiime ve B < L olsun. B nin tiim alt sinirlarinin

olusturdugu kiime B ve tiim iist simirlarmin olusturdugu kiime B ile gosterilsin. Bu taktirde,

1) B# @ olan bir kiime ve bu kiimenin en biiyiik eleman1 mevcut ise bu elemana B

kiimesinin en biiyiikk alt smir1 (infimumu) denir ve infB, AB, Apcs
notasyonlarindan biri ile gosterilir.

ii) B# @ olan bir kiime ve bu kiimenin en kii¢iik eleman1 mevcut ise bu elemana B

kiimesinin en kiigik st smirt (supremumu) denir ve supB, VB, Vpesp

notasyonlarindan biri ile gosterilir.

Eger B = 0 ise agik olarak V@ = 0 ve AQ =1 dir.

Tamim 1.2.5 (L, <) kismi sirali bir kiime olsun.
1) Vab € Ligininf {a,b} mevcut ise L’ye bir A-yarikafes,
ii) V a,b € L igin sup{a,b} mevcut ise L’ye bir V-yarikafes,
iii) V a,b € L i¢in inf{a,b}ve sup {a,b}mevcut ise L’ye bir kafes,

denir.

Teorem 1.2.6 (L, <) kismi siral1 bir kiime ve a;, a,, by, b, € L olsun. Bu taktirde, a; < a,

ve b1 < bz ise a1V b1 < azv bz dir.

Tamm 1.2.7 (L, <) bir kafes, @ # H < L olmak {izere, V a, b€ H i¢in avbeH ve aAbeH

ise, H’ye L’nin bir alt kafesi denir.



Tamm 1.2.8 (L, <) bir kafes olsun.
1) Eger L kafesinin en kiigiik elemani mevcut ise L ye alttan sinirli bir kafes denir
ve (L, <, 0) ile gosterilir.
i) Eger L kafesinin en biiyiik elemani mevcut ise L ye tisten sinirli bir kafes denir
ve (L, <, 1) ile gosterilir.
1ii) L kafesine sinirlidir denir <> L alttan ve tstten sinirlidir. Eger L sinurlt bir kafes

ise bu (L, <, 0, 1) ile gosterilir.

Tamm 1.2.9 (L, <) bir kafes olsun. L sonlu bir kiime ise (L, <) kafesine sonlu kafes denir.

Ozellikle her sonlu kafes sinirlidir.

Onerme 1.2.10 (L, <) kismi siral1 bir kiime olsun. (L, <) sinirh bir kafestir. <> L nin her

sonlu alt kiimesi supremum ve infimuma sahiptir.

Teorem 1.2.11 (L, <) kismi siral1 bir kiime ve A, B L sonlu kiimeler olmak {izere,
V(AUB) = (VA) v (vB)
A(AUB) = (AA) A (AB) dir.

Tamim 1.2.12 (L, <) bir kismi sirali kiime ve a, b € L olsun. Eger a < b veya b < a
kosullarindan biri saglaniyorsa, a ve b elemanlarina kiyaslanabilir elemanlar denir. Aksi

halde kiyaslanamaz elemanlar denir.

Tamm 1.2.13 (L, <) bir kismi sirali olsun. L nin herhangi iki eleman1 kiyaslanabilir ise L

ye tam siral1 veya zincir denir.

Tamm 1.2.14 (L;, <

0, 1;) ve (L, & 0,, 1,) bir smirli kafes olmak iizere,
(X1, ¥1) < (X2, ¥2) ©X1 < X3 Vey; Sy,
kismi siralamasi ile tanimh (L; X Ly, <, (04, 05), (14, 1)) smurh kafesine L, ve L,

kafeslerinin (kartezyen) ¢arpimi denir.



1.3 Cebirsel Yapilar Anlaminda Kafesler

Tanmm 1.3.1 L # @ olan bir kiime A ve V, L iizerinde tanimli ikili islemler olsun. (L, A, V)
cebirine bir kafes denir. < V a, b, ¢ € L i¢in

i) aAb=bAa avb=bVva (komutatif),

i) (@aAb)Ac=aA(bAc),(avb)vc=aVv(bvc)/(asosyatif),

iii) ana=a,aVa=a (idempotent),

iv) an(avb)=aav(aAb)=a,

dir. Bu durumda L kafesi ( L, A, V) ile gosterilir.

Tamm 1.3.2 (L, A, V, 0, 1) cebirsel kafesine sinirli kafes denir. <> L’nin “‘V’’ ve ““A”’

ikili iglemlerinin birim eleman1 mevcuttur.

Kafeslerin cebirsel yorumu evrensel cebirde 6nemli bir rol oynar. Kafesler grup-
benzeri cebirsel yapilar ailesi ile bazi baglantilara sahiptir. Ciinkii infimum ve supremum
ikili islemleri komutatif ve asosyatiftir. Bu durumda bir kafesin , tanim kiimeleri ayni olan
iki komutatif yar1 gruptan olustugu gorilebilir. Kafesi 6zellikle sinirli alirsak, bu taktirde

bu yar1 gruplar komutatif manoidler olur.

Komutatif ve asosyatiflikten dolayi, supremum ve infimum ikili islemlerinin iki
eleman yerine bostan fakli sonlu kiimeler ig¢in tanimlanabilecegi diisiiniilebilir. Teorem
1.2.11 ile v© = 0 ve A@Q = 1 oldugundan sinirl kafesler genel kafeslerden daha 6zeldir.

Dolayisiyla birgok yazar biitiin kafeslerin sinirli olmasini arzu eder.

Tanim 1.3.3 (L A, V1 04, 1;) ve (Ly, Az, V5 0, 1,)  iki siirh kafes olsun. Ly X Ly,
tizerindeki infimum ve supremum , sirastyla, V (X4, y; ), (X2, ¥2) € Ly X L, igin

(X1, ¥1) A (X2, ¥2) = (X1 A1 X2, 1 A2 ¥2)

(X1, Y1) V (X2, ¥2) = (X1 V1 X2 ,¥1 V2 ¥2)
islemleri ile taniml1 (L; X L, A, V, (04,0,), (14, 1,)) smirh kafesine L; ve L, kafeslerinin

(kartezyen) carpimi denir.

Siralt kiimeler anlaminda kafesler ile cebirsel yapilar anlaminda kafesler arasindaki

iliski asagidaki teorem ile verilir.



Teorem 1.3.4 (L, A, V) bir kafes olsun. L {izerinde ‘‘<’’ siralama bagmtista<b < avb=Db
olarak tanimlasin. Bu takdirde (L, <), Tanim 1.2.5 ile bir kafestir ve V a, b € L igin,
avb=sup{a b}veanb=inf{a, b}dir.

Ornekler 1.3.5

1. A bir kiime olmak tlizere (P(A), <) kismi sirali bir kiimedir. Her X, Y € P(A)
icin, < XAY = XNY, XVY = XUY *’ ikili islemleri ile birlikte smirl1 bir kafestir. Ozellikle
A={a,b,c} i¢in (2(A), S) kafesinin kafes diyagrami Sekil 1 de verilmistir.

A

/

{a,b} {a,c} {b,c}

{a} {0} {c}

0

Sekil 1. A={a,b,c} kafes diyagrami

2. N dogal sayilar kiimesi dogal siralamasi ile birlikte bir kafestir. Burada 0 en kiigiik

elemandir, ancak en biiyiik eleman yoktur.

3. N dogal sayilar kiimesi {izerinde “<” bagintis1 “a <b <> a|b” olarak tanimlanirsa,
(N, <) smurh bir kafestir. Bu siralama bagintisina gore, (N, <) kafesinin en biiylik ve en

kiigiik elemanlari, sirasiyla, 0 ve 1 dir.

Tanim 1.3.6 L bir kafes ve @ # [ L olsun. I ‘ya L ’nin bir ideali denir. <>
)Vabeligcinavbel,
i)Vael,xeLliginx<aisex €l

dir.



1.4 Hyper Kafesler, Idealler ve Homomorfiler

Tamim 1.4.1 [21] L#O olan bir kiime ve P*(L)={ A | 92A <L} olsun. "0o” : LXxL —P*(L)
doniisimiine L iizerinde bir hyper islem veya kiime degerli islem denir.Va, b € L ve
A, B € P*(L) igin;

1) a0A={a}0A= Uyep aox,

i) Aoa= Ao{a}= Uyea X0a,

i) AOB =Uyep, yep X0y ,

olarak tanimlanir.

Tamim 1.4.2 [21] L#0 olan bir kiime ve ““@,®”’ L iizerinde tanimli iki hyper islem olsun.
Asagidaki kosullar gergekleyen (L, @, &) t¢liisiine bir hyper kafes denir.va, b, ¢ € L i¢in
")) acada, aca®a,
")) a®b = bPa, a®b = bRa,
"3) (aPh)Bc = ad (bdc), a®(bQc) = (a®b)Rc,
") aca®(a®b), aca® (abb)
dir.

Ornekler 1.4.3
1) L={a,b} olsun. L iizerinde € ve @ hyper islemleri asagidaki gibi tanimlansin.

EBI a b X | a b
a| {a,b} {b} a| {ab} {ab}
bl {b} {b} b| {ab} {b}

Sekil 2. (L, @, ®) Hyper kafes

Acik olarak (L, @, ®) bir hyper kafestir.

2) L# @ olan bir kiime ve L {izerinde ‘@@, @’ islemleri asagidaki gibi tanimlansin.

a, beL i¢in a@b={a, b}, a®b={a, b}. Bu taktirde olarak (L, @, ®) bir hyper kafestir.



3) (L, <, 0, 1) kismi sirali bir kiime ve L tizerinde ‘@, ®’’ islemleri asagidaki gibi
tamimlansin. a, beL i¢in, a@b={x | X < a, X < b}, a®b={x | a < x, b < x}. Bu taktirde
(L, @, ®) bir hyper kafestir.

Bu oOrnekte goriildiigii gibi kismi sirali bir kiime iizerinde hyper kafes yapisi

aciklanabiliyor.

4) (L, A, V) bir kafes ve ““@”’ ve ““®”’ islemleri asagidaki gibi tanimlansin. a, beL
a@b={anb}, aQb={avb}. Bu taktirde, (L, @, Q) bir hyper kafestir.

Bu 6rnekte goriildiigii gibi hyper kafesler kafeslerin bir genellemesidir.

Onerme 1.4.4 [21] L# @ olan bir kiime ve ““@®, ®’’ L iizerinde taniml1 iki hyper islem
olsun. Bu taktirde, (L, @, &) bir hyper kafestir. <A, BEP*(L) i¢in asagidaki kosullar
gerceklenir.

1) ACADA, ACARA

2) AOB=BDA, AQ B=BRA

3) (ADB)BC=AB(BOC), (AQB)QC=AR(BKC)

4) ACAD(ARB), ACARQ(ADB)
dir.

Tamm 1.4.5[37] L; = (L, @1, ®,) ve L, = (L, B,, &) iki hyper kafes ve ¢:L; — L,
bir doniisiim olsun.
i) @ ye zayif hyper kafes homomorfisi denir <> Vv a, b € L; igin,
¢(@d1b) € p (@)D ¢(b) ve p(a®1b) S (a) &, ¢(b).
i) @ ye giigli hyper kafes homomorfisi denir < V a, b € L; igin,
¢(aD1b)= ¢(a) B2 ¢(b) ve p(a®1b)= ¢(a) &, ¢(b).
@: L1 — Ly hyper kafes homomorfisi, 6rten ise ¢ ye epimorfi, 1-1 ise ¢ ye monomorfi,

1-1 ve orten ise ¢ ye izomorfi denir.

Tamm 1.4.6 [37] L; = (L, @4, ®;) ve L, = (L, ®,, &) iki hyper kafes ve p:L;—> L,
bir hyper kafes homomorfisi olsun. Cekp={(a,b) € L1 XL, | ¢(a)= ¢(b)}< L; XL, kiimesine

¢ homomorfisinin ¢ekirdegi denir.



Tamim 1.4.7 [37] L#O olan bir kiime ve @, @ L lizerinde tanimli iki hyper islem olsun.
V a, b €Li¢in a@b=L ve aQb=L olarak tanimlanirsa (L, @, ®) bir kafes olup bu kafese

trivial hyper kafes denir.

Tamm 1.4.8 [37] L= (L, @, &) hyper kafes ve A € P*(L) olsun. V a, b € A i¢in a@b,
a®b € P*(L) ise A’ya L’nin alt hyper kafesi denir. Bir baska deyisle A, L nin bir alt hyper
kafesidir. <> A, @ ve ® hyper isleme kapalidir.

Ornek 1.4.9 L={ a)b,c.d } ve L iizerinde @ ve ® islemleri asagidaki gibi tanimlansin.

| a b C d D| a b ¢ d
a | a a a a a a b {cd} d
b | a b a {ab} b b b d d
c| a a ¢ c c |{cd} d {cd} d
d| a {ab} c d d d d d d

Sekil 3. (L, @, ®) Hyper kafes.

(L,8,Q) nin hyper kafes oldugu kolaylikla gosterilebilir. S;={ a,d}<L, S,={c,d }<L alt
hyper kafestir. S3={ a,c }SL i¢in ac={ c,d } & { a,c } oldugundan S; alt hyper kafes
degildir.

Onerme 1.4.10 [37] L=(L, @, ®) hyper kafes, S; ve S, iki alt hyper kafes olsun. Eger
S1NS,#0 ise S; NS, alt hyper kafestir.

Uyar 1.4.11 Iki alt hyper kafesin birlesiminin alt hyper kafes olmas1 gerekmez.
Ornek 1.4.12 Omek 1.4.9 da tammlanan hyper kafesi goz oniine alalim. S;={b},

S,={c}<L i¢in S;, S; L nin alt hyper kafesidir. S;US,={b,c}<L alt hyper kafes degildir.
Ciinkii b@c={a}<£S;US; dir.
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Onerme 1.4.13 [37] L; = (L, @,, ®,) veL; = (L, B,, &®,) iki hyper kafes ve ¢: L-L,
strong hyper kafes homomorfisi olsun. Bu taktirde,

1) A € P*(Ly) alt hyper kafes ise @(A) € P*(L,) alt hyper kafes,

2) B € P*(L,) alt hyper kafes ise ¢ ~1(B) € P*( L;) alt hyper kafestir.

Tamm 1.4.14 L; = (L, &,, ®,) ve L; = (L, @,, ®,) iki hyper kafes olsun. LixL,
tizerinde *
v (a,b), (c,d) € Ly XL, igin,
(a,b) e(c,d)={ (e,f) |ecaPp,c,febP,d}
(a,b) o(c,d)={(m,n) |[m € a®,c, n € b®,d}

Bu taktirde, (LiXxLy,e,o) hyper kafes olup bu kafese L; ve L, hyper kafeslerinin direkt

‘e ve o” iki hyper islem asagidaki gibi tanimlansin.

carpimi denir.

Teorem 1.4.15 [37] L, = (L, @4, ®1) ve L; = (L, P,, ®,) iki hyper kafes olsun. Bu
taktirde, LyxL,= (L1XL; e,0) hyper kafestir.

Onerme 1.4.16 [37] L; = (L, ®;, ®,) veL; = (L, @®,, ®,) iki hyper kafes A€P*( Ly)
alt hyper kafes BEP*( L,) alt hyper kafes olsun. Bu taktirde, AxB alt hyper kafestir.

Tamm 1.4.17 L=(L, @, ®) hyper kafes @ =1 < L olsun. | ya hyper ideal denir. <
Va€el, x €L igin,

Na®xep ()

ia®xep (I)
dir.

Bu tanim ile her hyper idealin alt hyper kafes oldugu agiktir. Ama bunun tersi her

zaman dogru degildir.

Ornek 1.4.18 Ornek 1.4.9 da tanimlanan L={a,b,c,d} hyper kafesini goz oniine alalim.
A={a,d}< L alt hyper kafestir. x=ceL i¢in a@pc={c,d}ZA oldugundan A hyper ideal
degildir. B={c,d}< L i¢in B alt hyper kafes olup beL i¢in b@d={a,b}£B oldugundan B
hyper ideal degildir.
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1.5. Fuzzy Cebirsel Yapilar

Tanmm 1.5.1 [29] L bir kiime olmak iizere, bir p:L — [0,1] fonksiyonuna L iizerinde bir

fuzzy kiime denir. x € L i¢in p(x), L nin tiyelik derecesini temsil eder.

Bu calismada L nin tiim fuzzy kiimesi F(L) ile gosterilecek.

Tamim 1.5.2 [29] , 9 € F(L) olsun.

1) Herx € Ligin u(x) < 9(x)ise u ye, 9 niin bir fuzzy alt kiimesi denir ve p € 9
ile gosterilir.

ii) Her x € L i¢in u(x) = 9(x) ise u ve 9 fuzzy alt kiimelerine esittir denir ve p =9
yazilir.

iii) p fuzzy alt kiimesinin timleyeni p¢, Vx € L i¢in p°(x) = 1 — p(x) olarak
tanimlanir.

iv) i ve 9 niin kesigimi p N 9 ile gosterilir, Vx € L igin (u N 9)(x) = inf{u(x),9(x)}
olarak tanimlanir.

V) p ve 9 niin birlesimi p U 9 ile gosterilir, Vx € L i¢in(n U 9)(x) = sup{u(x),9(x)}
olarak tanimlanir.

vi) {i(x)| i € I} fuzzy alt kiimeleri igin,

( U m) (0 = sup{uselie 1} =\ /1 9

i€l i€l
(ﬂ m) (0 = inf(wCliet} = [\ w9
i€l i€l

tanimlidir.

Tamim 1.5.3 L, ve L, iki kiime f: L; = L, herhangi bir fonksiyon ve pu € F(L,),9 € F(L,)
olsun. Bu durumda,
i) u nin f altindaki goriintisii f(p), Vy € L, i¢in,

sup -1
(W (y) = { et L () # 0

0 ,diger durumlarda
ile tanimli L, nin fuzzy alt kiimesidir.
ii) 9 niin f altindaki ters goriintiisii f~1(9); Vx € L; icin f~1(9)(x) = 9(f(x))

seklinde tanimli L, in fuzzy alt kiimesidir.
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Tamm 1.5.4 L=(L, @, ®) bir hyper kafes ve p € F(L) olsun. u ye L nin fuzzy alt hyper

kafesi denir. < V x,y € L igin,
i) min{ uGO, )} < ok {n(@)},

if) min{ p(), k(Y < ,oxg, (@),
dir.

Ornek 1.5.5 Ornek 1.4.9 da tanimhi L=(L, @, ®) hyper kafesini goz oniine alalim.
wL - [0,1], u(@) = 0.7, u(b) = 0.5, u(c) = pu(d) = 0.3 olarak tanimlansin.

0.7 = min{u(a), n(@)} < , ot u(z) = p(a) = 0.7,
0.5 = min{p(a), p(b)} < L, n(z) = p(a) = 0.7,
0.3 = min{p(a), p()} < Lcapu(z) = p(a) = 0.7,
0.3 = min{p(a), W(d)} < ,eapai(z) = p(a) = 0.7,
0.5 = min{u(b), u(b)} < ,ebippi(z) = u(b) = 0.5,
0.3 = min{p(b), 1(0)} < Lehpci(z) = u(a) = 0.7,
0.3 = min{p(b), w(d)} < Lehipan(z) = p(b) = 0.5,
0.3 = min{p(c), p(0)} < ,mb m(z) = u(c) = 0.3,
0.3 = min{pu(c), w(d)} < e qm(z) = p(c) = 0.3,
0.3 = min{p(d), W(d)} < ,egipan(z) = n(d) = 0.3, ve
0.7 = min{u(a), (@)} < , ¢, u(@) = n@) = 0.7,
0.5 = min{u(a), u(b)} < ,ehgpi(z) = u(b) = 0.5,
0.3 = min{p(a), p()} < ,emgch(z) = p(c) = 0.3,
0.3 = min{pu(a), p(d)} < ,eigqn(z) = p(d) = 0.3,
0.5 = min{u(b), u(b)} < ,ebpi(z) = u(b) = 0.5,
0.3 = min{u(b), K(0)} < Lep@h(z) = p(d) = 0.3,
0.3 = min{u(b), u(d)} < ,epgpah(z) = u(d) = 0.3,
0.3 = min{p(c), p(0)} < i m(z) = u(c) = 0.3,
0.3 = min{u(c), p(d)} < ,erpan(z) = u(d) = 0.3,

0.3 = min{u(d), 1(d)} < ,edpat(z) = u(d) = 0.3,
Buradan Tanim 1.5.4 ile p L nin fuzzy alt hyper kafesidir.
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Onerme 1.5.6 L=(L, @, ®) bir hyper kafes, { pi; | i € I} L nin fuzzy alt hyper kafeslerinin
bir ailesi olsun. Bu taktirde, A;¢ w; fuzzy alt hyper kafestir.

Ispat: x,y € L ve {y; | ie I} L nin herhangi bir fuzzy alt hyper kafeslerinin bir ailesi olsun.

oyl Nieth(@) } = &g, {inf (i(2)| ie1}}

= inf{, Qg { m@)iel}}

= inf { min{ p;(x), wi(y) [iel}}

= min{ inf{p;(x)|iel}, inf{p;(y)|iel}}

= min{ Aie; 1 (%), Aies (¥} 1)
oyl Niet (@) } = ,ixe, {inf {ui(a)| ie1}}

= inf{, o {m(@)]iel}}

> inf { min{ p;(x), p;(y) [iel}}

= min{ inf{p;(x)|iel}, inf{p;(y)|iel}}

= min{ Ajer i (%), Ajer 1i(y)} (2)
(1), (2) ve Tanim 1.5.4 ile Ajerp; fuzzy alt hyper kafestir.

Uyan 1.5.7 y,, p, fuzzy alt hyper kafes ise p; U p, nin fuzzy alt hyper kafes olmasi

gerekmez.

Ornek 1.5.8 Omek 1.4.9 da tanimhi L hyper kafesini géz oniine alalim. p,:L — [0,1],
Wo:L = [0,1], py(@) =0.7, py(b) =0.5,p1(c) = py(d) = 0.3 ve py(a) = p(b) =03
Hy(c) = 0.7, u,(d) = 0.5 seklinde tanimlansin. Agik olarak py,p, € F(L) alt hyper
kafestir.
min{(p; U p2) (@), (11 U p2) ()} = min{sup{p, (a), u, ()}, sup{p; (c), n2(c)3}
= min{sup{0.7,0.3}, sup{0.3,0.7}}
= min{0.7,0.7} = 0.7
seatoe {(1 U 12) (2)} = inf{(1y U 15)(0), (g U pz)(d)}
= inf{sup{p, (c), u2 ()}, sup{ps (d), p2 () }}
= inf{sup{0.3,0.7}, sup{0.3,0.5}}
= inf{0.7,0.5} = 0.5
min{(p; U pz)(@), (1 U pp)(©)} = 0.7 £ zeianéc {(ny U p2)(z) = 0.5 oldugundan py Uy,
L nin fuzzy alt hyper kafesi degildir.
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Teorem 159 L=(L, @, ®) bir hyper kafes, p,,p, € F(L) alt hyper kafes oyle ki
1, S u,Vveya p, Sy, olsun. Bu taktirde, py; U u, € F(L) alt hyper kafestir.

Ispat: puy, p, € F(L) iki alt hyper kafes, p; € p, ve X, y € L keyfi olsun. Bu takdirde
sy (1 U)@} = 0o {sup{iy (2), 12 (2)} )
= senmy (H2(2) } = min{ u(), 1)}
sty (1 U )@} =, 0 {sup{i; (2), 12(2)} }

= o (12(2) } = min{ p(x), p(y)} dir.

Buradan Tanim 1.5.4 ile p; U p, € F(L) alt hyper kafestir.

Onerme 1.5.10 L=(L, @, ®) bir hyper kafes ve p € F(L) alt hyper kafes olsun. Bu
taktirde, f={x € L|u(x) =1} # @ ise p alt hyper kafestir.

Ispat: it # @, x, y € i1 keyfi olsun. Bu takdir de p(x)= 1, p(y)= 1 ve p € F(L) alt hyper
kafes = 1 = min{u(x), n(y)} < ,55 {n(@)} ve 1 = min{u(x), p(y)} < & { u(2)} dir.
OhaldeVzex®@y ve zexQ®yicin pu(z) =1 oldugundan xPy S, xQyC
dirr= x®@yeP (i) , xQy € P (i) dir. Tamim 1.4.8 ile  alt hyper kafestir.

Teorem 1.5.11 L=(L, @, ®) bir hyper kafes @ =1 < L olsun. Bu takdirde,
x1 fuzzy alt hyper kafestir <> | alt hyper kafestir .

Ispat: “=” x; fuzzy alt hyper kafes ve x,y €I keyfi olsun. Bu taktirde, x;(x) =1,
x1(y) = 1 ve x; fuzzy alt hyper kafes oldugundan,

1 =min{y; ), ()} < vyt @}, 1 =min{; X, x1 (N} < ey x1 (@)} dir.
Ohaldevzex@y ve zexQyicin u(z) = 1loldugundanx Py <1, xQy < Idir.
Buradan, x@y e P*(1), x®y € P*(1) dir. Tanim 1.4.8 ile 1 alt hyper kafestir.

“<” lalt hyper kafes, x,y € L keyfi olsun.
Egerx € L\Iveya y € L\ Tisey; (x) =0veyayx;(y) =0 oldugundan

ey (@)} = 0 =min{ x;(X), X1} . Lyl X1(@} = 0 = min{ (), x:(y) } dir.(1)
Egerx,yel isex@ycSI,xQy <1, x1(x) =x:(y) = 1 oldugundan

inf inf

zexayt X1(2)} = 1=min{ x;(x), x1(¥)} , zex@yl X1(@)} = 1 = min{ x;(%), x:(y)} dir.(2)
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(1), (2) ve Tanim 1.5.4 ile y; fuzzy alt hyper kafestir.

Onerme 1.5.12 L=(L, @, ®) bir hyper kafes @ #1< L ve peF(L) olsun.

(x) = { t1, x €l
HAX) = t, , diger durumlarda

Bu taktirde, p fuzzy alt hyper Kkafestir <> | alt hyper kafestir.

, 4> t, €[0,1]

Ispat: “=" u fuzzy alt hyper kafes ve x,y € I keyfi olsun. Bu takdirde, p(x)=t;, p(y)=t,
ve u fuzzy alt hyper kafes oldugundan,

t; = min{u(x), u(y)} < ,om A 1@} ve t; = min{ux), n()} < 0k n(@)}dir. O
halde Vzex@Py ve zexQyigin u(z) =t; oldugundan xPy €1, xQy < I dir.
=> xPyePdA), x®y € P*(1)dir. Tamim 1.4.8 ile | alt hyper kafestir.

“«=” lalt hyper kafes ve x,y € L keyfi olsun.

Egerx € L\ Iveya y € L\ lise u(x) =t, veya u(y) = t, oldugundan
AL W@} 2t = min{ p®), 1}, 88 1@} =t = min{ k@, @)} Q)
dir.

Egerx,yel isex@ycI,x@®y <1, ux) = u(y) = t; oldugundan
AL A W@} =t = min{ kX, )}, A5, (1@} =t = min{pE), 1)} @)
dir.
(1), (2) ve Tanim 1.5.4 ile p fuzzy alt hyper kafestir.

Teorem 1.5.13 L=(L, @, ®) bir hyper kafes, p € F(L) 6yleki Im(p) = {tq, ..., t,}, i>]
icint; <tj,lp € I; &+ &I, = L, L nin alt hyper kafeslerinin bir zinciri 6yleki

() =tg, g =0\ Ixq, IL; =0, k=0,..,n olsun.
Bu taktirde, p fuzzy alt hyper kafestir.

Ispat: x,y €L keyfi olsun. Eger x,y €l ise u(x)=u(y)=tx ve x@y Sy
x @y € Iy dir. Boylece,

oy L@} =t =min{ p(x), ny} . &gy 1@} =t =min{p), ply)} dir.
Simdi i#j i¢in x€lj ve y€l olsun. Genelligi bozmaksizin i jolsun.
> ux) =t <t=uly)ve x@y<cl, x®y < Idir. O halde

ey (@)} =t = min{ p(x), u(y) } , gyl 1@} = t; = min{ u(x), u(y) } dir.
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Tamim 1.5.14 L=(L, @, ®) bir hyper kafes ve p € F(L) olsun.

i) pe={x€L|ukx) =t}, te[0,1] kiimesine p fuzzy kiimesinin seviye kiimesi
denir.

i)ug ={x€L|ux) >t}, te[0,1) kiimesine u fuzzy kiimesinin giiclii seviye
kiimesi denir.

liypuf ={xel|ukx <t}, te[0,1] kimesine p fuzzy kiimesinin alt seviye
kiimesi denir.

V) it = {xeL|ux) <t}, te(0,1] kiimesine p fuzzy kiimesinin giicli alt

seviye klimesi denir.

Lemma 1.5.15 p € F(L) ve t, = supyer,i(x) olsun. Bu taktirde,

He = ﬂ Uy LV t € [0,to] dir.

osr<t

Teorem 1.5.16 p € F(L) olsun. Bu taktirde, asagidaki kosullar birbirine denktir.
1) p fuzzy alt hyper kafestir.
2) uy alt hyper kafestir. (uf # @)
3) . alt hyper kafestir. (u; # @)

Ispat: (1) = (2). uyg #® ve x,y € y olsun. Buradan, u(x) > t, u(y) > t dir. O halde
u fuzzy alt hyper kafes oldugundan,

dxpyl K@)} 2 min{ p(), kM I>t, Al n@} = min{pGx), (3>t  dir
Vzex@Pyvezex®y i¢gin pu(z) >tolupx@y < puf ve xQy C ug dir. Boylece
x@By€eP (), xRy € P (1Y) elde edilir ki bu bize u nin alt hyper oldugunu gosterir.
(2) = (3). Lemma 1.5.15 ile agiktir.

B) = (). ue#0 ve t:=min{pux),u(y)} olsun. x,y € p; keyfi olsun. Buradan
u(x) =t ve u(y) =t dir. y, alt hyper kafes oldugundan x @y € p; ve x Q@ y € , dir.
>VzeExPyvezexQ®y i¢inz€ y olup p(z) =t dir. Dolayisiyla V zEx @Dy,
z € X @y i¢in t = min{ u(x), u(y)} < u(z) oldugundan,

rexy (@)} = min{ u(x), 1)}, ey M2} = min{ p(x), u(y)} dir.
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Sonu¢ 1.5.17 L=(L, @, &) bir hyper kafes, p € F(L) ve t, = sup;fi) olsun. Bu taktirde,
asagidaki kosullar birbirine denktir.

1) p fuzzy alt hyper kafestir.

2) Her t € [0,t,] igin p, alt hyper kafestir.

3) Her t € [0,t,] igin pg alt hyper kafestir.

4) Her t € Im( ) igin p, alt hyper kafestir.

5) Her te Im( )\ {ty} icin pg alt hyper kafestir.

6) Her t€ [0, 1], # @ igin p alt hyper kafestir.

7) Her t€[0,1),u7 # @ icin ug alt hyper kafestir.

Teorem 1.5.18 L; = (L1, B, ®), L, = (L,, B, &) iki hyper kafes ve f:L; — L, giiglii
hyper kafes homomorfisi olsun.

1) u € F(L,) alt hyper kafes ise f(n) € F(L,) alt hyper kafestir.

2) n € F(L,) alt hyper kafes ise f=1(n)) € F(L,) alt hyper kafestir.

Ispat :
1) vy, y, € L, keyfiolsun. f=1(y,) = @ veya f~1(y,) = @ ise
min{f(1) (y1), f(1) (y2)} = 0 < e, %y { n(2)}

ve  min{f() (y1), f(0) (y2)} = 0 < L, %, { n(2)} dir.
V1<i<2iginf1(y;) # 0 olsun.

min{f(u)(yl),f(u><yz>}=min{ \/ oweo \/ u(x2)}
f(x1)=y1 f(x2)=y2

=/ minffe0 0, 0 6))
f(xj)=y; 1<i<2
< {Z € Xliré;xz{ H(Z)}}
f(x;)=y; 1<i<2
< wey By, LWV i)=w MW} = ey By (W)}

Benzer sekilde,

min{f(u)(yl),f(quz)}:min{ \/ e \/ f(u)(xZ)}

f(x1)=y1 f(x2)=y>
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=/ (i), K6

f(x;)=y; 1<i<2

\/ { A u(Z)}
f(x)=y; \z €%, Dxs

< Weyligafyz{ U(W)}{Vf(z)=w IJ-(W)} = waliIéafyz{ IJ-(W)} .

= f(p) € f(L,) fuzzy alt hyper kafestir.

IA

2) n € F(L,) fuzzy alt hyper olsun x,, x, € L, igin,
min{ f~2()(x,), £ 1 () (x,)} = min{n(f(x,)),n(f(x2))}
< wef(x1>iéif(xz){n<w>} = wetcamop MW}
< sexit AN(f@)} = 2l E M@} ve
min{ f~2 () (x,), £ 1 () (x,)} = min{n(f(x,)),n(£(x2))}
< wef(xﬂiéif(xz){n(w)} = we el NW)}
< e, (N(F2)} = sedi,x, (7 (D)} dir.

Buradan, f~1(n) € F(L,) alt hyper kafestir.

Teorem 1519 L; = (L4, 1, ®1), L, =(L,, B, ®,) hyper kafes, p, € F(L;),
U, € F(L,) iki alt hyper kafes olsun. Bu taktirde, p; X p, € F(L; X L) alt hyper kafestir.

ispat:
X = (X1,X3), ¥ = (y1,¥2) € L; X L, keyfi olsun.
/\ (1 X pp) () = /\ (1 X po) (0, )
o € Xy (0,02 E(x1 Dy1,%2Dy2)

= /\ (g X pp) (o, ap)

a1 €x1Dy1,02EX, Dy

— /\ min{p, (ay), pp (o)}

o1 EX1By1,0,EX, Py
> min{Aq, ex, @y, M1(01) ) Agyex, @y, H2(02) }
> min{min{p, (x,), u1 (y1)}, min{p, (x2), 12 (y2)}}
= min{min{y; (x1), 12 (x2)}, min{p, (y1), u2 (y2)}}
= min{(py X Kz)(X1,%2), (1 X p2) (¥1,¥2)}
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= min{(py X pz) (%), (1 X p2) (M} -
Benzer sekilde,

N\ wx @

AEXQyY (ot1,02)EX1 ®Y1,X2 QY2

(H1 X pp)(oy, az)

= /\ (ng X pp) (o, az)

01€X1QY1,02€X2QY2

- /\ miny, (), 1z ()}

01€X1QY1,02€X2QY2

= min /\ uy(aq), /\ Ho (0z)

a1 EX1 DY, a2€X,®Yy2
= min{min{ujL (x1), w1 (y1)}, min{p, (x2), 1y (YZ)}}

= min{min{ul (x1), 2 (x2)}, min{py (y1), W2 (YZ)}}

= min{(p; X pz) (%), (g X p2)(¥)} .
Boylece, py X u, € F(L; X L) alt hyper kafestir.

Tanmm 1.5.20 L=(L, @, @) bir hyper kafes, p € F(L) olsun. p ye fuzzy hyper ideal
denir. <

i) p fuzzy alt hyper kafes,

i) Vx, a€Licin n(a) < ,eugpx (z) ve p(a) < zenge i(z) dir.

Ornek 1.5.21 Ornek 1.4.9 da tanimhi L=(L, @, ®) hyper kafesini gbz oniine alalim.
w:L — [0,1], vx € Ligin u(x) = 0.5 olarak tanimlansin. Buradan agik olarak p bir fuzzy
hyper idealdir.

Onerme 1.5.22 L=(L, @, ®) bir hyper kafes ve { ; | i € I} L nin fuzzy hyper ideallerinin
bir ailesi olsun. Bu taktirde, A;epw; fuzzy hyper idealdir.

Ispat: Onerme 1.5.6 ile A p; fuzzy alt hyper Kafestir. a,b,x € L ve {p; |iel} L nin

herhangi bir fuzzy hyper ideallerinin bir ailesi olsun.
o Ner (@) } = &gl inf{wi(2)] ie1}}
= inf{, &, (@) ie 1}
> inf{p(a)|iel}}
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= Nier b4 (@) . (1)
sabexl Niet () } = eyl inf {1 (2)] ie1}}

= inf{, gl 1@ ie1}}

> inf { y;(b) | ie1}}

= Nier i (b) . (2)
(1), (2) ve Tanim 1.5.20 ile Aje 1y fuzzy hyper idealdir.

Uyan 1.5.23 y,, yu, fuzzy hyper ideal ise p; U p, nin fuzzy hyper ideal olmasi gerekmez.
Gergekten, Omek 1.49 da tanimhi L = (L,®,®) hyper kafesini goz Oniine alalim.
Uy, Up: L = [0,1] ve Vx € L igin py (x) = 0.5 ve p,(x) = 0.2 olarak tanimlayalim. Buradan
Wy, Wy fuzzy hyper ideal olup a € L igin (p; U py)(@) = 0.5 % Zeggga (U U py)(z) =0.2
oldugundan p; U p, fuzzy hyper ideal degildir.

Teorem 1.5.24 L=(L, 6@, ®) bir hyper kafes, p,, u, € F(L) hyper ideal ve p; S p, veya
1, € g olsun. Bu taktirde, u; U p, € F(L) hyper idealdir.

Ispat: Teorem 1.5.9 ile u; U p, € F(L) alt hyper kafestir. y;, p, € F(L) iki hyper ideal,
W € W, ve X,y € L keyfi olsun. Bu takdirde
oty L U o (@} = 1 {sup{iy (2), 12 (2)} }
= exy 12(2)} = 12(2)
e, (U (@)} =, 0 {sup{u; (), 1 (2)} )
= Zei::éy {u,(z2) } = py(z) dir. Buradan Tamm 1.5.20 ile
1y, U u, € F(L) hyper idealdir.

Onerme 1.5.25 L=(L, @, ®) bir hyper kafes ve p € F(L) hyper ideal olsun. Bu taktirde,
p={x€eL|pux) =1} 0 ise phyper idealdir.

Ispat: Onerme 1.5.10 ile i alt hyper kafestir. it # @, a € fi keyfi olsun. fi nin tanimi ile
u(a) = 1 dir. Diger yandan p fuzzy hyper ideal oldugundan V x € L i¢in,
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1= pa)< Zé‘;f@x{ w(z)} ve 1= p(a) < Zégfg)x{ u(z)}dir. O halde Vv zea@x ve
z€a@®xi¢in u(z) =1 oldugundan a @ x Cp,a@x < pdirr = a@PxeP*(u) ve
a®x e P (i) dir. Tanim 1.4.17 ile it hyper idealdir.

Teorem 1.5.26 L=(L, @, ®) bir hyper kafes, @ #1< L olsun. Bu takdirde,
x; fuzzy hyper idealdir <> | hyper idealdir.

Ispat: “=” Teorem 1.5.11 ile | alt hyper Kkafestir. x; fuzzy hyper ideal, 1+ @ ve a €1
keyfi olsun. x; nin tanimu ile x; () = 1 dir. Diger yandan y; fuzzy hyper ideal oldugundan
Vx €L igin, 1=x(a) < e d 0@} ve 1= x@ < Sgdx@}dir. O halde
Vzea@Pxve z€a®x i¢cin x;(z) =1oldugundan a@Px €1 ve a@Qx < I dir.
Buradan,a @ x € P*(1) vea® x € P*(1) dir. Tanim 1.4.17 ile | hyper idealdir.

“«<=” Teorem 1.5.11 ile x; fuzzy alt hyper kafestir. I hyper ideal, a,x € L keyfi olsun. I
hyper ideal oldugundan a@ x € P*(1 ), a®x€eP (I ) ve Vzea@Px z €a@xicin
xi(z) = 1 dir.

Egerx € L\I1ve a€L\lisex (x) =0vex(a) =0 oldugundan

eamx (@)} 2 0= x1(a), hed x1(2)} 2 0 = x(2) dir. (1)
Egerx € L\ Ive a€lisey (x) =0vex(a) =1 oldugundan
@} =121= @), Sedx@}=121=x@ dir )
Egerx €lve ae L\ lisey (x) =1vey(a) =0 oldugundan
(@} =120= @), Aol x@}=120=x@ dir 3)
Egerx,a €1 isex; (x) = 1vex(a) =1 oldugundan
Aodn@}=121= @), dedxn@}=121=x@) dir ©)

1), (2, (3), (4) ve Tamim 1.5.20 ile y; fuzzy hyper idealdir.

Onerme 1.5.27 L=(L, @, ®) bir hyper kafes, @ # IS L ve ueF(L) olsun.

u(x)={t1' x €l

t, , diger durumlarda ’ ti > t; €[0,1]

Bu taktirde, p fuzzy hyper idealdir. < | hyper idealdir.

Ispat: “=" Onerme 1.5.12 ile | alt hyper kafestir. u(x) fuzzy hyper ideal,1 # @ ve a €
keyfi olsun. p nin tanimi ile p(a) = t; dir. Diger yandan p fuzzy hyper ideal oldugundan
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vx €L icin, t; =p@) <, 25 (u@}ve t = pG@) <, {u@}dir. O halde
Vzea@xve z€a®x igin p(z) =t; oldugundan a@x €I, a®@x < I dir.
Buradan,a@ x € P*(I) vea @ x € P*(1) dir. Tanim 1.4.17 ile | hyper idealdir.
“«<" Onerme 1.5.12 ile p fuzzy alt hyper kafestir | hyper ideal, a,x € L keyfi olsun. |
hyper ideal oldugundan a @ x€P*(1),a@xeP*(I)vevVzeaP xvez € aQ Xi¢in
u(z) = 1 dir.

Egerx € L\Ive a€L\Ilisepu(x) =0vepu(a) =0 oldugundan

eapxH(@)} 2 0 = p(@) , ,ehgd 1@} = 0 = p(a) dir. 1)
Egerx € L\ Ive a€lise u(x) = 0ve p(a) = 1 oldugundan
e h@}=121= p@), Aol n@}=121=p@ dir @)
Egerx € lve a€ L\ Iise u(x) =1ve p(a) =0 oldugundan
Aot (@} =120= @, dedln@}=120=p@ dr (3)
Egerx,a €1 ise u(x) = 1ve p(a) = 1 oldugundan
e i@} =121= @, Aplu@}=1=>1=p@ dir. (4)

1),(2), (3), (4) ve Tamim 1.5.20 ile p fuzzy hyper idealdir.

Teorem 1.5.28 L=(L, @, ®) bir hyper kafes, u € F(L) 6yleki Im(p) = {ty, ..., tp}, i>]
icint; <tj,lp € I; €+ €I, =L, L nin hyper ideallerinin bir zinciri dyle ki,

() =tg, =10\ Ix;,I.; =0, k=0,..,n olsun.
Bu taktirde, p fuzzy hyper idealdir.

Ispat: Teorem 1.5.13 ile u fuzzy alt hyper kafestir. x,y € L keyfi olsun. Eger a,x € I} ise
n@) = pux) =tyvea@Px S Iy, a® x S I dir. Boylece,

o (@)} =t = p(@) |, e d @} =t = p(a) dir. Simdi i#j icin x € ve
y €17 olsun. Genelligi bozmaksizin i=jolsun. Buradan p(a) =t; <tj; = u(x)ve
a@x c;, a®x < [ dir. O halde,

Zg;f@x{ wz)} =ty = u@@) , Zégfgx{ w(z)} =ty = p(a) dir. Tamim 1.5.20 ile u fuzzy hyper
idealdir.
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Teorem 1.5.29 L=(L, 6@, ®) bir hyper kafes ve p € F(L) olsun. Bu taktirde, asagidaki
kosullar birbirine denktir.

1) u fuzzy hyper idealdir.

2) uy hyper idealdir. (u # @)

3) u hyper idealdir. (u, # @)

Ispat: (1) = (2). Teorem 1.5.16 ile ug alt hyper kafestir. pu =@ ve a,x € pug olsun.
Buradan p(a) > t, u(x) > tdir. O halde p fuzzy hyper ideal oldugundan,

A @} = @) >t 00 (n@}>p@) >t dir. Vzeadx ve z€a®x igin
u(z) >tolupa@® x € u7 vea ® x € py dir. Boylece,a@® x € P* (1Y) ,a Q@ x € P*(uy)
elde edilir ki bu bize p{ nin hyper ideal oldugunu gosterir.

(2) = (3). Lemma 1.5.15 ve Teorem 1.5.16 ile agiktir.

(3) = (1). Teorem 1.5.16 ile p fuzzy alt hyper kafestir. t € [0,1] ve t: = p(a) olsun . Bu
taktirde a € p; olup . hyper ideal oldugundan Vx € L igin a@ xS pu; ve a® X €
dir. Buradan V zea@xvez€a@®x igin z € p, olup p(z) =t dir. Dolayisiyla, her
zEa®@x,z€Ea®x iginzé‘;%ax{ wz)} = u@) , Zégfg,x{ w(z)} = u(a) oldugundan p fuzzy
hyper idealdir.

Sonuc¢ 1.5.30 L=(L, @, &) bir hyper kafes, p € F(L) ve t, = sup;‘é’? olsun. Bu taktirde,
asagidaki kosullar birbirine denktir.

1) u fuzzy hyper idealdir.

2) Her t € [0,t,] ic¢in p, hyper idealdir.

3) Her t € [0,ty] icin ug hyper idealdir.

4) Her t € Im( ) igin pchyper idealdir.

5) Her te Im( )\ {ty} icin ug hyper idealdir.

6) Her t€ [0, 1],p # @ icin pe hyper idealdir.

7) Her te [0,1),ud # @ iginpg hyper idealdir.

Teorem 1531 L, = (L, &, ®), L, =(L,, &, Q) iki hyper kafes ve f:L;, —» L,
giiclii hyper kafes homomorfisi olsun.

1) u € F(L;) hyper ideal ise f(pn) € F(L,) hyper idealdir.

2)n € F(L,) hyper ideal ise f~1(n) € F(L,) hyper idealdir.
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Ispat :
1) Teorem 1.5.18 ile f(u) € F(L,) alt hyper kafestir. a,x € L, keyfiolsun f~1(a) = @
ise f(W)(a) = 0 <, 86 {n@} ve f(W(a) = 0 < 5% ()} dir.
f~1(a) # @olsun. a,x € L, icin 3Jay,x; € L, dyleki f(a;) = a,f(x;) = x dir.
weth  FOW} = v B { , 1 (@ 3}
> @} ( f(2) =w)
=t e fan @ fxy) (D))
= f(2) énff(aleaxl) {u@)}
= searox (@} = n(ay) .
= Va; €f1(a) icin, 0L {f(W)(W)} = u(a,) dir. Buradan
wergxl fW} =, 1 u@)} = f(u@)
Benzer sekilde,
w o F W)} = o i {, 2P, (@) )]
> aexh@} (@) =w)
=t e @) (2]
= f(2) ienlg(al®x1) {u@}
= semon (K@} 2 1) .
= Va; €f1(a) icin Wg‘;‘;z,x{ f(W(w)} = u(a,) dir. Buradan,
weaexd FIDW)} = | 55 () {n@1)} = f(u(a)) oldugundan f(y) € F(L7) hyper
idealdir.

2) Teorem 1.5.18 ile n € F(L,) alt hyper kafestir. n € F(L,) hyper ideal olsun.

a, X € Ly icin,
2erext FH @) =, pxd n(f@))
2 f(z)e f(ianéx) n(f@)}
Z f(z)e f(a)égff(x) {n(f2)}
> n(f(a))
=ft(m) ().
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Benzer sekilde,
S @} = , i (@)}
> e o ()]
> (e @ico LN(f@)}
> n(f(a))

=f1(m@) dur.
Buradan, f~1(n) € F(L,) hyper idealdir.

Teorem 1.5.32 L; = (Ly, D1, ®41), Ly = (Ly, B, ®,) iki hyper kafes p; € F(L;) ,
1, € F(Ly) nin hyper ideali olsun. Bu taktirde, p; x pu, € F(L;x Ly) hyper idealdir.

Ispat: Teorem 1.5.19 ile p,; x p, € F(L;x L,) alt hyper kafestir.
a = (al, az), X = (Xl,Xz) € L1 X L2 keyfl 0|Sun

inf

zeadsxt( M1 X 1) (@)} = (41,2, e (ailr,laflz)@(xl,xz){( Wy X p2)(Z1,72)}
= z1EaleB§<Ifz2 € aZEBXZ{ W (Z1), M2(22)}
= {nemmn (11 (Z0}, 2 eno, (H2(22)} )
= {n1(a1), nz2(az)}
=1y X Kz (ag,a) = py X pp(a) .
Benzer sekilde,

inf

Z€E a®x{( Hp X Hz)(z)} = (zuz2) € (ailr?;z)®(x1,x2){( Mg X Uz)(Zp ZZ)}

inf
= 21€a1®;(11,22 € 32®X2{ ”‘1 (Zl)’ U‘Z (ZZ)}

= {zleianlf®x1{ wi(z)}, zleianlf®x1{ uz(z2)} }

= {pi(ay), ua(az)}

=y X Kp(ag,az) = py X pp(a) dir.

= |y X Uy € F(L; X Ly) hyper idealdir.



2. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR
2.1 (g,€ Vqy), (€€ Vqy) Fuzzy Alt Hyper Kafesler (Hyper idealler)

Bu boliimde, L hyper kafesinin (€, € Vq) genel tipte fuzzy alt hyper kafeslerini
(hyper ideallerini) elde etmek i¢in (€, € Vqy) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) kavrami
ele alinmigtir. Ornek 2.1.5 te p: L - [0,1] (€, € Vqy) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal)
ancak p (€, € Vq) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) olmadigi gosterilmistir. Dolayisiyla
(€, € Vqy) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) (€, € Vq) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal)
in ve fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) in genellestirilmesidir. Eslik degerli fuzzy alt
hyper kafes (hyper ideal) kavrami kullanilarak, fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal),
(€, € Vqy) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) ve (€, € Vqy) fuzzy alt hyper kafes (hyper

ideal) kavramlarinin karakterizasyonu ele alinmig ve aralarindaki iliski arastirilmistir.

t € (0,1] olmak tizere, x, fuzzy noktasi asagidaki gibi tamimlanir. x,y € L i¢in,

t, y=x
Xt(y)={0, y#:X

olarak tanimlanir.
Xy fuzzy noktasi asagidaki oOzelliklere sahiptir. u € F(L), k € [0,1) ig¢in,
1) X €L & uw(x) =t (X nin pye ait olmasi ),
i) Xe gt @ p(x) +t+k>1 (x; ile pnink- yari ¢akigmasi ) ,
lii)x; € pveya x.qr < X¢ € Vqrit (X¢ 1 Ye ait veya x; ile p nin k- yari gakismasi ),
V)Xo & pux) <tvepu®) +t+k<1(x€{€ qx € Vqy}icin xcap ifadesi
gecerli degildir).

Tanmm 2.1.1 L=(L, @, &) bir hyper kafes ve u € F(L) olsun. pu ye L nin (€, € Vqy) fuzzy
alt hyper kafesi denir.< V x,y € L, t,r € (0, 1] igin,
() Xoyr €W icin zy,r EVarp, VZEXDy,
(i) Xeyr € W igin zy,r €V, VZEX QY.
u ye L nin (€, € Vqy ) fuzzy hyper ideal denir.<> u (€, € Vqy) fuzzy alt hyper kafes ve
(i) x¢ € u i¢in z € Vq, VZEXDy,
(iv) x¢ € nicin z, EVqe, VZEXQR Y.
Bu tanimda k=0 i¢in p ye (€, € Vq) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) denir.
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Teorem 2.1.2 L=(L, &, ®) bir hyper kafes ve u € F(L) olsun. Bu taktirde, p (€, € Vqy)
fuzzy alt hyper kafestir.<> V x,y € Lve k € [0, 1) igin,

(1) min{u(x), KIS < 05 n(2)
(2) min{u(), KINE < 06 n(z) .

u (€€ Vqy) fuzzy hyper idealdir. & p(€,€ Vqy) fuzzy alt hyper kafes ve
(3) KON <, u(@)

(4) NOAE <, u(2) .

Ispat: (i) = (1) : x, y € L keyfi olsun. Farz edelim ki x,, y, Ep ve z € x @ yigin
Zear € VQrp Ve Zé‘)‘(f@y u(z) < min{u(x),u(y)}/\%k olsun. Bu durumda asagidaki iki

durumu g6z Oniine alalim.
() min{u(),n(} <5,
(b) == < min{(x),n(y)}.

. -k i . -k

(@) durumunda;  min{u), KO} < Ve 8y n(@) < minfux), WA

oldugundan Zér)‘(gay 1(z) < min{pu(x), u(y)} dir. Simdi zé‘}(ﬁay w(z) <t < min{u(x), u(y)}

olacak sekilde bir t segelim. t nin segminden X, y; € pudir; fakat z € x @ y igin z; € Vqxu
olur ki bu (i) ile gelisir.

-k . - . -k

() durumunds; 5 <min{CO, G} ve L, n(z) < minfuGo), kIS

oldugundan Zé?(gay u(z) < %k dir. Buradan xi-x,yi-x €W, Zz€E X @y i¢in z1-x € VN

2 2 2

olur ki bu (i) ile celisir.
: -k _
O halde, min{u(x), KYIA G- < .8y () drr.
(if) = (2) : () = (1) ye benzer sekilde goriiliir.

(i) = (3) : x,y € L keyfi olsun. Asagidaki iki durumu goz 6niine alalim.
(a) u() <1
(b) 5 < u.
(@) durumunda farz edelim ki u(x) =t < 1%kve z €Ex Py icin pu(z) = r < p(x) olsun.

r<s<tve r+s<1-—k olacak sekilde s segelim. s nin se¢iminden X, € p fakat

z €Ex@Pyicin zg € Vqrp olur ki bu (iii) ile gelisir.
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(b) durumunda %k < u(x) olsun. Eger Zér)‘(f@y u(z) < u(x)/\%k = xi1-k € y; fakat
2
z € X @ y i¢in z:1-x € Vi olur ki bu (iii) ile gelisir.
2

O halde, u(x)/\%k < Zér,‘(f@y u(z) olmalhdir.

(iv) = (4) : (i) = (3) ye benzer sekilde goriiliir.
1) = (@) : x¢yr €pkeyfi olsun. = t<pux) ve r<pu(y) dir. (1) kabuli ile
tArAZE < min{u(), n()IA S < 0 () dir.

. 1Kk —k _ i
Eger 17 <tAr .= 17 < Zg;f@y uz).=»1-k< Zé‘)‘f@y n(z) + tAr.

>z €ex@yicin 1< p(z) + tAr + kdir.
Eger tAr <=5 .= tAr <, n(2). =z € x @ yigin tAr < p(z) di.
Buradan, 1 < p(z) + tAr + k veya tAr < p(z) oldugundan z € x @y i¢in z;,, € Vqru
olur.
(2) = (i1) : (1) = (i) ye benzer sekilde goriiliir.
(3) = (iii) : x; € p keyfiolsun. = t < u(x) .

= t/\I%k < u(x)/\l;—k < Zé‘;(gay u(z), buradan agik olarak t < %k veya %k < tdir.

Egerts%k.zo tSZé?(g;yu(z).:oZEX@yigintS u(z) dir.

< 1-k 1-k i i ..
Efer — <t . = —< Zégf@yu(z) .= 1-k< Zg{f@yu(z)+t .= z€x@yicin
1<pu(z)+t+kdr.

Buradan, 1 < pu(z) + t+ kveya t < p(z) oldugundan z € x @ y igin z; € Vqy olur.

(4) = (iv) : (3) = (iii) ye benzer sekilde goriiliir.
Asagidaki sonu¢ Tanim 2.1.1 ve Teorem 2.1.2 den elde edilir.

Sonug¢ 2.1.3 L=(L, @, &®) bir hyper kafes ve p € F(L) olsun. Bu taktirde,
1) u (g,€ Vqy) fuzzy alt hyper kafestir.<> Teorem 2.1.2 nin (1) ve (2) kosullar
gerceklenir.
2) u (g,e Vqy) fuzzy hyper idealdir.<> Teorem 2.1.2 nin (3) ve (4) kosullari

gerceklenir.
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Uyan 2.1.4 L=(L, @, &) bir hyper kafes olsun. Bu taktirde, her fuzzy alt hyper kafes
(hyper ideal) ve (€, € Vq) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal), (€, € Vqy ) fuzzy alt hyper
kafes (hyper ideal) dir; ancak tersi genelde dogru degildir.

Ornek 2.1.5 Kafes diyagrami asagida verilen L={ a,b,c,d } gz oniine alinsin. L iizerinde
@ ve ® islemleri Ornekler 1.4.3 te 3 te ki gibi tanimlanirsa, (L, @, ®) bir hyper kafestir.
(L kafesinden elde edilen hyper kafes.)

d
/ N\
c b
N/
a
X | a b Cc d @D a b Cc d
a | L {bd} {cd} {d} a |{a} {a} {a} A{a}
b | {b,d}{bd} {d} {d} b | {a} {ab} {a} {ab}
¢ | {c,d} {d} {cd} {d} c ({a} {a} {ac} {ac}
d| {d} {d} {d} {d} d [ {a} {ab}{ac} L

Sekil 4. (L, @, ®) Hyper kafesi

u:L-1[01], n@=1, ub)=0.6, u(c)=0.8 , u(d)=0.4 olarak tanimlayalim. k=0.2 i¢in,
e u (€€ Vqy_,) fuzzy hyper idealdir.
e u (g,€eVq) fuzzyhyperideal degildir.
e u fuzzy hyper ideal degildir.

Teorem 2.1.6 L=(L, @, ®) bir hyper kafes ve @ #1 < L olsun. Bu taktirde, | alt
hyper kafes (hyper ideal) dir.<> x; (€, € Vqy) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir.

Ispat: “="1 alt hyper kafes olsun. Teorem 1.5.11 ile y; fuzzy alt hyper kafestir.

= vxy € Ligin min{ 300, 10} <,y (1(2)} ve

inf

min{ x; (%), xi(¥)} < ,c;gy (X1(2)} dir.
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= min{ (0, i MIN T < oot (@A < 0 (@)} ve

. -k i -k i . .
min{ 00, i OIN S < ,dne (@IS <, 08 {xi(2)} dir. Teorem 2.1.2 ile

xi (€ € Vqy) fuzzy alt hyper kafestir.

Teorem 1.5.26 ile x; fuzzy hyper ideal oldugundan Vx,y € L igin x;(x) < Zei;:éy {xi1(2)}

ve 10 <, M u@}din = A< M (n@INE < M (@) ve
Ry 2 Dy 2 zexPy

1-k - 1-k i i .
XA < Lo @I < e Da(@) dir. Teorem 2.1.2 ile x; (€ € Vay)
fuzzy hyper idealdir.
“<=” x1 (€, € Vqy) fuzzy alt hyper kafes(ideal) olsun. x,y € I keyfi olsun. =

1-k : 1-k _

— = min{; (0, 1 (M} A < &gy x1(2) Ve

%k = min{y; (x),xl(y)}/\%k < zi:l)l(iéay xi(z) dir. 0< %k oldugundan
1= Zér)‘(gay xi(z)vel= Zé‘;(fg,y xi(z) dirr=> Vzex@y,xQyicginyx;(z) =1 oldugundan
xBy, xQyclolup xPyeP () xQyeP*(l)dir. Tanim 1.4.8ile | alt hyper
kafestir.

Simdi I nin hyper ideal oldugunu gésterelim. x € I,y € L keyfi olsun. x; (€, € Vqg)

fuzzy hyper ideal oldugundan,
1-k _ 1-k . S
X (X)/\T < Zé‘)‘(f@y x1(z) ve XI(X)/\T < Zé‘}(f@y xi(z) dir. x € Lk € [0,1) oldugu goz
oOntine almirsa x;(x) = 1ve 0 < %k dir. Buradan 1 = Zg‘(f@y xi(z)ve 1= Zg;f@,y x1(z) dir.

>VzeEX®@y xQyicginy;(z) =1 oldugundan xPy,x Xy I olup xPyeP ()
x @y € P*(1)dir. Tamim 1.4.17 ile | hyper idealdir.

Teorem 2.1.7 L=(L, @, &) bir hyper kafes ve pu € F(L) olsun. Bu taktirde, u (€, € Vqy)
fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir.< vVt € (0, %k] icin @ # . alt hyper kafes (hyper
ideal) dir.

Ispat: “=” pu (€, € Vqy) fuzzy alt hyper kafes(ideal) ve 0 < t < %{ olsun. x,y € u, keyfi

olsun. = t < u(x), t < u(y) dir. Diger yandan p (€, € Vqy) fuzzy alt hyper kafes oldugu

g0z Online alinirsa,

1-k . -k i
t< tA < min{u(), KEIA S < Sy 1) ve
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t< t/\1%k < min{u(x), u(y)}/\1%k < Zéﬁ‘(f@y u(z) oldugu goriilir. Buradan

VZEx®Dy, xQyi¢in u(z) =t oldugundan xPy,x @y Sy, olup xPye P (u )
X Qy € P*(y) dir. Tanim 1.4.8 ile y alt hyper kafestir.
Simdi y; nin hyper ideal oldugunu gosterelim. x € .,y € L keyfi olsun. = t < p(x)

dir. Diger yandan p ( €, EVqy ) fuzzy hyper ideal oldugu goz oniine alinirsa,
1-k 1-K _
t< t/\T < u(X)/\T < Zél;(f@y u(z) ve
t< t/\1%k < u(x)/\l%k < Zé?(fgy 1(z) oldugu gorilir. Buradan VzeEx@y ve

z€EXQy i¢cin p(z)=t oldugundan xPy, xQy S, olup xPy € P ()
Xx®y € P*(n) dir. Tamim 1.4.17 ile p; hyper idealdir.

“=” Vte (O%] icin @ # p, alt hyper kafes(ideal) olsun. vV x, y € L ig¢in

. 1-k . 1-k s
to = min{p(x), u(y)}I A== < ux), to = min{px), u(y)}IA—-<u(y) yazabiliriz.
Buradan x € g, vey € py, dir. pg, alt hyper kafes oldugundan x@y, x ®y E p, dir.
: 1-K _ . 1-k _ .
= min{pu(), K} A== < &y K@) , min{p(), kKIA—- < &gy 1(z) dir. Teorem
2.1.2ile p (€, € Vqy ) fuzzy alt hyper kafestir.
Simdi p (€ € Vqy) fuzzy hyper ideal olugunu gosterelim. x,y € L keyfi olsun.

X €L igin ty= u(x)/\%ks u(x) yazabiliriz. Buradan x € pdir. p. hyper kafes

- . 1-k i 1-k i
oldugundan x @y, x®y S p dir. = u(x)/\T < Zg;(f@y u(z), u(x)/\T < Zé‘;f@y u(z)

dir. Teorem 2.1.2 ile p (€, € Vqy) fuzzy hyper idealdir.

Sonu¢ 2.1.8 L=(L, @, ®) bir hyper kafes ve p € F(L) olsun. Bu taktirde, asagidaki
kosullar birbirine denktir.

1) n (€ € Vqy) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir.

2) vte (0,0.5] icin py (ue # @) alt hyper kafes (hyper ideal) dir.

Ispat: Teorem 2.1.7 de k=0 alinirsa elde edilir.

Tamm 2.1.9 L=(L, &, ) bir hyper kafes ve u € F(L) olsun. p ye L nin (€, € Vqy ) fuzzy
alt hyper kafesi denir.<> Vv x,y € L t,r € (0, 1] igin,

() Zear € 1 igin x¢ € VO veyay, EVaqen , Vzex®y,

(i) z¢r € W oigin x¢ € Ve Veyay EVQrt , VZEX QY.
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uye L nin (€, € Vqy ) fuzzy hyper ideal denir.< u (€, € Vqy ) fuzzy alt hyper kafes ve
(il)) z € p icin x{ E Ve, VZEXDYy,
(iv) z; E p icin X, E VU, VZEX QY.
Bu tanimda k=0 i¢in p ye (€, € Vq) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) denir.

Teorem 2.1.10 L=(L, @, &) bir hyper kafes ve pu € F(L) olsun. Bu taktirde, pu (€, € Vqy)
fuzzy alt hyper kafestir.<> v X,y € L, k € [0,1) igin,

(1) min{h(0, Y} < By KAV S,

(2) min{u(x), n(y)} < By NV

u (€, € Vqy) fuzzy hyper idealdir. < u (€, € Vqy) fuzzy alt hyper kafes ve
(3) L) < 5, NV,

- 1-k
Ispat: Teorem 2.1.2 ye benzer sekilde yapilir.

Sonug¢ 2.1.11 L=(L, @, &) bir hyper kafes ve pu € F(L) olsun. Bu taktirde,
1) p (€, € Vqy) fuzzy alt hyper kafestir.<> Teorem 2.1.10 nun (1) ve (2) kosullar
gerceklenir.
2) u (€,€ Vqy) fuzzy hyper idealdir.<> Teorem 2.1.10 nun (3) ve (4) kosullart

gerceklenir.

Uyan 2.1.12 L=(L, @, Q) bir hyper kafes olsun. Bu taktirde, (€, € Vqy) fuzzy alt hyper
kafes (hyper ideal), k=0 i¢in (€, € Vq) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir. Her fuzzy alt
hyper kafes (hyper ideal) bir (€, € Vqy) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir; ancak tersi
genelde dogru degildir.

Ornek 2.1.13 L=(L, @, ®), Ormek 2.1.5 ki hyper kafes ve p: L — [0,1] , u(a)=0.2,
uw(b)=0.4 p(c)=0.3, u(d)=0.2 olsun. k=0.2 igin u (€, € Vq,, ) fuzzy hyper idealdir, ancak
u fuzzy hyper ideal degildir.
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Teorem 2.1.14 L=(L, @, ®) bir hyper kafes ve @ # I < L olsun. Bu taktirde, | alt hyper
kafes (hyper ideal) dir. < x; (€, € Vqy) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir.

Ispat: Teorem 2.1.6 ya benzer sekilde yapilir.

Teorem 2.1.15 L=(L, @, ®) bir hyper kafes ve pu € F(L) olsun. Bu taktirde, p (€, € VQqy)
fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir.< VvVt € (%k 1] icin @ # . alt hyper kafes (hyper
ideal) dir.

Ispat: Teorem 2.1.7 ye benzer sekilde yapilir.

Sonug¢ 2.1.16 L=(L, @, ®) bir hyper kafes ve pn € F(L) olsun. Bu taktirde, asagidaki
kosullar birbirine denktir.

1) u (€, € VQq) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir.

2) Vt € (0.5,1] icin p; (pe # @) alt hyper kafes (hyper ideal) dir.

Ispat: Sonug 2.1.15 de k=0 alinirsa elde edilir.

n € F(L) olsun. Asagidaki kiimeyi géz Oniine alalim.
K, ={te (0,1] | U alt hyper kafes (hyper ideal)} olsun. Bu durumda,
o Eger K = (0,1] ise ufuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir.
e EgerK, = (0, %k] ise u (€, € Vqy ) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir.
e EgerK; = (%k, 1] ise p (€, € VQqy ) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir.

Buna gore K; # @ olmak iizere K; = (o, ] , o, € (0,1) a < Bigin p € F(L) nin alt
hyper kafes (hyper ideal) olup olmadig1 agik bir sorudur. Bu sorunun cevabi igin asagidaki

tanim1 g6z Oniine alalim.

Tamm 2.1.17 L=(L, @, ®) bir hyper kafes, p € F(L), o, € [0,1], a < olsun. Bu
taktirde,
1 ye L nin eslik degerli fuzzy alt hyper kafesi denir. < V X,y € Ligin

i) min{p(), kEIAB < By n@ V a,

i) min{p(x), k(IAB < a5, L@ V.
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pn ye L nin eslik degerli fuzzy hyper ideali denir. < p L nin eslik degerli fuzzy alt
hyper kafesi ve V x,y € L igin,

iii) LOOAB < L&y (D V

iv) LEIAB < &gy K@) V.

Uyan 2.1.18 Her eslik degerli fuzzy alt hyper kafesin (hyper idealin) ( €, € Vqy) fuzzy alt
hyper kafes (hyper ideal) olmasi gerekmez.

Ornek 2.1.19 L={a, b, ¢, d,} olmak iizere Omek 2.1.5 de ki L=(L, @, ®) hyper kafesini
g6z oniine alalim. p:L - [0,1], p(@) =0, u(b) = u(c) = pu(d) =0.1, a =0.2, B=0.6
olarak tanimlayalim. Ac¢ik olarak p eslik degerli fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir;
ancak p (€, € Vqy.) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) degildir. Gergekten,
0 = min{pu(a), p(a)} A0.6 < Zei;éa n(z)vo.2 = 0.2,
0 = min{p(a), u(b)} A0.6 < Zeggbu(z)VO.Z =0.2,
0 = min{p(a), p(c)} A0.6 < Zeg“écu(z)VO.Z =0.2,
0 = min{p(a), u(d)}N0.6 < Zeg‘gdu(z)VO.Z = 0.2,
0.1 = min{pu(b), u(b)} A0.6 < Zeé’égbu(z)VO.Z = 0.2,
0.1 = min{u(b), p(c)}A0.6 < % (2)V0.2 = 0.2,
0.1 = min{u(b), p(d)} A0.6 < i n(2)V0.2 = 0.2,
0.1 = min{u(c), u(c)}N0.6 < Zeié‘écu(z)VO.Z =0.2,
0.1 = min{u(c), u(d)} A0.6 < Zeicrégdu(z)VO.Z =0.2,
0.1 = min{p(d), p(d)} A0.6 < , 1 u(z)V0.2 = 0.2, ve
0 = min{p(a), u(a)}JA0.6 < Zei:éa n(z)vVo.2 = 0.2,
0 = min{u(a), u(b)} A0.6 < Zeggbu(z)VO.Z =0.2,
0 = min{u(a), u(c)}N0.6 < Z;;écu(z)vo.z =0.2,
0 = min{u(a), p(d)}N0.6 < Zeégdu(z)VO.Z =0.2,
0.1 = min{u(b), p(b)} A0.6 < Ll 1(Z)V0.2 = 0.2,
0.1 = min{u(b), p(c)} A0.6 < il u(z)V0.2 = 0.2,
0.1 = min{p(b), p(d)}A0.6 < ,i% (2)V0.2 = 0.2,
0.1 = min{u(c), u(c)} A0.6 < Zeic“écu(z)VO.Z =0.2,
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0.1 = min{pu(c), u(d)}N0.6 < Zeicrg,du(z)VO.Z =0.2,
0.1 = min{p(d), u(d)}IN0.6 < Zeggdu(z)VO.Z = 0.2 dir.
Benzer sekilde p fuzzy hyper ideal olduguda gosterilir. Buradan p eslik degerli fuzzy

alt hyper kafes (hyper ideal) dir; fakat 0.1 = min{u(b), u(b)} A0.4 % Zeg‘éb w(z) =0

oldugundan p (€, € Vqq_) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) degildir.

Simdi eslik degerli fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) leri karakterizasyonunu seviye

alt hyper kafes (hyper ideal) ler yardimiyla verelim.

Teorem 2.1.20 L=(L, @, &®) bir hyper kafes ve p € F(L) olsun. p eslik degerli fuzzy alt
hyper kafes (hyper ideal) dir. < V t € (a, ] i¢in p(# @) alt hyper kafes (hyper ideal) dir.

Ispat: Teorem 2.1.7 ve Teorem 2.1.15 ile agiktir.

Uyan 2.1.21 Her eslik degerli fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) lerin (€, € Vqy ) fuzzy
alt hyper kafes (hyper ideal) olmas1 gerekmez.

Ornek 2.1.22 L=(L, @, ®) Ornek 2.1.5 de ki hyper kafes olsun. u:L — [0,1], p(a) =1,
u(b) = 0.6, u(c) = 0.8, u(d) = 0.4 olarak tanimlansin. a« = 0.6, B = 0.7, igin p eslik
degerli fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal); ancak k=0.4 i¢in p (€, € Vq,.) fuzzy alt hyper
kafes (hyper ideal) degildir.

a=0.6,3=0.7,i¢in p eslik degerli fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) oldugunu
agiktir; fakat k=0.4 i¢in min{p(a), u(b)} £ Zeggbu(z)VO.B oldugundan p (€, € Vqy,)
fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) degildir.

Teorem 2.1.23 L=(L, @, &) bir hyper kafes, u € F(L), o, B € (0,1] ,a < 8 olsun. Bu
taktirde,
1) u L nin fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir.<> p L nin eslik degerli fuzzy alt
hyper kafesi (hyper ideali) dir. (a =0, = 1).
2) u L nin (g,€Vqyx) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir.<> p L nin eslik

degerli fuzzy alt hyper kafesi (hyper ideali) dir. (a =0,8= %k)
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3) u L nin (€€Vqy) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir.<> p L nin eslik

degerli fuzzy alt hyper kafesi (hyper ideali) dir. (o ===, =1).
Ispat: Aciktir.
2.2 implikasyonlara Bagh Fuzzy Alt Hyper Kafesler (Hyper idealler)

P fuzzy 6nerme olmak iizere P nin dogruluk degeri [P] olarak tanimlanir. Burada da
fuzzy lojik ve dogruluk degerleri asagida verilmistir.

[x € F] = F(x) ;

[x€F]l =1-F(x);

[PAQ] = min{[P], [Q]} ;

[PVQ] = max{[P], [Q]};

[P - Q] = min{1,1 — [P] + [Q]};

[VxP(x)] = inf[P(x)] ;

FEP&[Pl=1

Fuzzy lojikte bircok implikasyonlar tanimlanmistir. Bunlardan bazilar1 asagida

verilmistir.
Early Zadeh Ih (o, B) = max{1 — a, min{a, $}}
Lukasiewicz I (o, B) = min{1,1 — a + B}
) (1, a<p
Standard star (Godel) Ig(o, B) = { B, a>8
. " _(1 , a<PB
Contraposition of Godel leg(a, B) = { 1—«, a>p
: _ (1, a<B
Gaines-Rescher lgr (o, B) = { 0, a>p
Kleene-Dienes Ip(a, B) = max{1 — a, B}
1, a <P
Goguen lgg(a, B) = { g Ca>p
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Asagida implikasyon oparatorlerden Lukasiewciz lojik ile ile ilgili tanimlara bakalim.

Tamm 2.2.1 L=(L, @, ®) bir hyper kafes ve u € F(L) olsun. p ye fuzzylestirilmis alt
hyper kafes denir. <

i) Vx,yELicine[[x € pu]Alyepu] - [Vzex@Pyicinz € pn]],

i) vVx,yeLicinkE[[x€€pu]Aly€ ] = [VzExQyicinz € n]] dir.
uye fuzzylestirilmis hyper ideal denir. <> p fuzzylestirilmis alt hyper kafes ve

iiiVvx,y € Ligin E [[X Enl-[vVzex@Pyicinz € u]],

iV)Vx,y €E Ligin = [[x € u] » [Vz € x Q yicinz € p]] dir.

Simdi t-totoloji kavramini asagidaki gibi tanimlayalim.

P o [P]>t

Boylece implikasyonlara bagh fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) kavramini
asagidaki gibi genelleyelim.

Tanmm 2.2.2 L=(L, @, Q) bir hyper kafes, p € F(L), t€ (0,1] olsun.u ye t-
implikasyonuna baglh fuzzy alt hyper kafes denir. <

i) Vx,y €ELiginE, [[x € WAly € u] » [Vzex P yicinz € pnl],

i) Vx,y € Ligin & [ [x € u]Aly € u] = [Vz € x ® yicin z € p ]] dir.

u ye t-implikasyonuna bagl fuzzy hyper ideal denir. < p t-implikasyonuna bagl
fuzzy alt hyper kafes ve

lii)Vx,y € Ligin =, [[x Epl->[vVzex@Pyicinz e u]],

iV)Vx,y € Ligin =, [[x Epl - [VzexQyicinz € u]] dir.

[ implikasyon operator olmak iizere agsagidaki sonucu verelim.

Sonu¢ 2.23 L=(L, &, ®) bir hyper kafes, ue€ F(L), te€ (0,1] olsun.pu ye t-
implikasyonuna baglh fuzzy alt hyper kafes denir. < Vx,y € L igin,

1) I[min{u(x), n(y)}, Ly 1(@)] = t,
2) 1[min{u(x), L(y)}, ,i%ey H(z)] = tdir.
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pu ye t-imlikasyonuna bagh fuzzy hyper ideal denir. <> p t-imlikasyonuna bagl
fuzzy alt hyper kafes ve

3) 1[ n(), zixy K] 2 ¢,

) 1[ p(x), ;% n(z)] = tdir.

Teorem 2.2.4 L=(L, @, ®) bir hyper kafes ve p € F(L) olsun. Bu taktirde,
1) Eger I = Ig, ise u 0.5 - implikasyonuna bagh fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal)
dir.< u fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir.
2) Bger [ =1, ise p %k - implikasyonuna baglh fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal)
dir.< u (€, € Vqy) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir.
3) Eger [ =1 ise p %k - implikasyonuna bagl fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal)
dir.< u (€, € Vqy ) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir.

Ispat: 2 nin ispatin1 yapalim 1 ve 3 benzer sekilde yapilir.

“=" Farz edelim ki p %k - implikasyonuna bagli L nin fuzzy alt hyper kafes olsun.

= To(min{u(, 1y}, By 1) = == ve ly(min{u(x), n)}, A5, n@) 2 c . O

halde 1% 1(z) > min{u(x), u(y)} veya min{u(),u(y)} = 05 @ === ve

inf inf 1-k

zex@y M(2) = min{p(x), u(y)} veya min{u(x), u(y)} = ,exgy W(z) = —= dir. Buradan

' i : 1-k
zé‘;if@y n(z)vo = ngéy W(z) = min{u(x), n(y)} = — ve
Sy K@V = 5 1(z) = min{u(), u(y)} = == dir. 1 L nin eslik degerli fuzzy alt

hyper kafesi ve a =0, B = %k oldugundan Tanim 2.1.17 (ii) ilep L nin (€,€ Vqyk)

fuzzy alt hyper kafesdir. Benzer sekilde p %k - implikasyonuna bagli L nin fuzzy hyper

ideali ise pu (€, € Vqy) fuzzy hyper ideal oldugu gosterilebilir.
“«<=” Farz edelim ki u (€, € Vqy) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) olsun. Buradan

. 1 . —k
By W) = 5, VO = min{u(), I} ASE ve
Zeir)l(%)y w(z) = Zeif)‘(%)y 1(z)V0 = min{u(x), u(y)}/\%k dir. Burada iki durum vardir.

min{u(), (¥} AT = min{u(O,u(y)}  veya minfuGRIAG =17 dir
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Birinci durumda, min{u(x),u(y)}/\%k=min{u(x), u(y)} oldugundan

[N

sy 1(Z) = min{u(), n@)} Ve Ig(min{u(), ny)}, i, 1@) =122 dir.

~ |

ikinci durumda, min{u(O),pIA"=2"" oldugundan NG u(z) == ve

. i i 1-k . .
lg(min{u(x), n(¥)}, .y 1(2) = ,ixpy n(2) = — dir. Benzer  sekilde,

Birinci  durumda, min{u(x),u(y)}/\%k=min{u(x),u(y)} oldugundan

[N

Aoy 1(Z) = min{u(), 1)} Ve Ig(min{u), )}, Lk, 1@) =122 dir.

~ |

— . 1-k  1-k 5 - 1-k
Ikinci  durumda, m1n{u(x),u(y)}/\7=7 oldugundan Zg;(f®y u(Z)ZT ve

i i i 1-k . .
lg(min{u(x), n(y)}, i@y (2) = ,ixgy 1(2) = — dir. Bu iki durumdan
W %k-implikasyonuna bagl fuzzy alt hyper kafesdir. Benzer sekilde p %k

implikasyonuna bagli fuzzy hyper ideal oldugu gosterilebilir.



3. SONUCLAR

1. Fuzzy hyper kafesler ile seviye alt hyper kafes arasindaki iliski arastirilmistir.

2. Fuzzy kiimelerde fuzzy noktanin ait olma ve k-yaricakisik olma kavrami kullanilarak
(€,€ Vqy) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) tanimi verilmis ve bu tanima denk olan

teoremler elde edilmistir.

3. Her fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) ve (€, € Vq ) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal),
(€,€ Vqy ) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir. Ancak bu ifadenin genelde dogru

olmadig1 gosterilmistir.

4. (€,€ Vqy) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) ile seviye alt hyper kafes (hyper ideal)

arasindaki iliskiler arastirilmistir.

5. Eslik degerli fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) tanimi verilerek hangi kosullar altinda
fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal), (€, € Vqy) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) ve
( €,€ Vqy) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) oldugu arastirilmustir.



4. ONERILER

1. T-Fuzzy hyper kafeslerin fuzzy alt hyper cebirsel yapilar1 incelenebilir.

2. L-fuzzy hyper kafesler ve soft hyper kafeslerin yapis1 incelenebilir.

3. Pawlak yaklasim uzayinda fuzzy hyperkongruans bagintisi ile fuzzy hyper kafeslerin

alt ve iist yaklagimlar1 arastirilabilir.

4. Genellestirilmis yaklasim uzayinda kiime degerli homomorfi ve giiglii kiime degerli
homomorfi kavrami kullanilarak fuzzy hyper kafeslerin alt ve iist yaklagimlar1 ve cebirsel
ozellikleri incelenebilir.

5. Fuzzy hyper kafeslerin modiilar kafes, tam dagilimli tam kafes yapisi incelenebilir.

6. Neurosofistik hyper kafeslerin cebirsel 6zellikleri incelenebilir.
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