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Bu tezde; fuzzy kümeler ile hyper kafesler arasındaki ilişki araştırılmıştır. İlk önce 

fuzzy kümelerde fuzzy noktanın yarıçakışık kavramının bir genellemesi olan fuzzy 

kümelerde ‘‘aitolma (∈)’’ ve ‘‘k-yarıçakışık (qk)’’ kavramları tanımlanmış. Bu yeni 

kavram kullanılarak fuzzy alt hyper kafesin (hyper idealin) genellemesi olan (∈,∈∨qk)-

fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) kavramlarının cebirsel özellikleri göz önüne alınarak 

(∈,∈∨qk)-fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) ile fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) 

arasındaki ilişki araştırılmıştır. 

 Hyper kafes kavramı, kafes kavramının bir genellemesi olduğundan birinci bölümde 

tezin temelini teşkil eden kafes ve hyper kafesin temel özellikleri üzerinde durulmuştur. 

Ayrıca, fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) kavramı tanıtılmış ve fuzzy alt hyper kafesin 

(hyper idealin) cebirsel yapıları incelenmiştir.  

Tezin ikinci bölümü iki kısımdan oluşmuştur. Birinci kısımda, fuzzy kümelerde 

fuzzy noktanın ‘‘aitolma (∈)’’ ve ‘‘k-yarıçakışık olma (qk)’’ kavramları kullanılarak fuzzy 

alt hyper kafesin (hyper idealin) genellemesi olan (∈,∈∨qk)-fuzzy alt hyper kafes (hyper 

ideal) kavramları verilmiştir. İkinci kısımda,  fuzzy hyper kafeslerde implikasyonlara bağlı 

fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) kavramları göz önüne alınmış ve implikasyon 

operatörlerinden Lukasiewciz lojik’e göre fuzzy alt hyper kafesler araştırılmıştır. 
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In this thesis, we consider a relationship between fuzzy sets and  hyperlattices. We 

first introduce the concept of “belongingness” (∈) and “k-quasi-coincidence” (qk) of a 

fuzzy point within a fuzzy set. This concept is a generalized concept of quasi-coincidence 

of a fuzzy point within a fuzzy set. By using this new idea, we consider algebraic structure  

(∈,∈∨qk)-fuzzy sub-hyperlattice (hyperideal) of a hyperlattice, and hence, a generalization 

of a fuzzy sub-hyperlattice (hyperideal)  is given. Some related properties of fuzzy sub-

hyperlattices (hyperideals)  are described. 

Since the structure of hyperlattice is a generalized of the structure of lattice, in the 

first section of the thesis we explored the basic properties of the hyperlattice and lattice. 

Also, the concept of fuzzy sub-hyperalattice (hyperideal) is introduced and algebraic 

structures of the fuzzy sub-hyperalattices (hyperideals) are examined. 

The second section of this thesis consist of two part. In the first part, using the notions 

“belongingness (∈)” and “k-quasi-coincidence (qk)” of fuzzy points within fuzzy sets,  the 

concept of an  (∈,∈∨qk)-fuzzy sub-hyperlattice (hyperideal)  generalization of  the concept 

a fuzzy sub-hyperlattice (hyperideal)  is given. In the second part, we consider the concept 

of implication-based fuzzy sub-hyperlattice (hyperideal) of hyperlattices and research the 

implication operators in Lukasiewicz system of continuous-valued logic. 
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1. GENEL BİLGİLER 

 

1.1. Giriş  

 

         Cebirsel hyper yapılar (Küme değerli yapılar) teorisi Fransız Matematikçi Marty F. 

tarafından ilk olarak 1934 yılında ortaya atılmıştır [33]. Bu teori Corsini P. [5] Mittas J. ve 

Konstantinidou, M. [28], Davvaz B. ve Leoreanu-Fotea V. [12], Ameri R. ve Zahedi M.M 

[1], Vougiouklis T. [42] tarafından geliştirilmiştir. Cebirsel hyper yapılar klasik cebirsel 

yapıların uygun bir genellemesidir. Klasik cebirsel yapılarda iki elemanın bir ikili işlem 

altındaki görüntüsü yine elaman olmasına karşın cebirsel hyper yapılarda iki elamanın 

hyper işlem altındaki görüntüsü bir kümedir. Bu noktadan haraketle birçok araştırmacı 

cebirsel hyper yapılar konusuna yoğunlaşmıştır. Özellikle hypergroup [23] hyperring [32], 

hypermodül [31] kavramları incelenmiştir. Corsini, P. ve Leoreanu-Fotea V. [6], Davvaz 

ve Leoreanu-Fotea V. [12] ve Vougiouklis T. [42] tarafından yazılan kitaplar bu teorinin 

gelişmesine büyük ölçüde katkıda bulunmuştur. Bu günlerde ise hyper yapılar teorisi 

matematiğin çeşitli alanlarında teorik fizikte kontrol mühendisliğinde bilgi sistemlerinde 

ve bilgisayar bilimlerinde birçok uygulama alanı bulmuştur. Bu gelişmelere paralel olarak 

birçok araştırmacı çeşitli kavramları ve sonuçları yorumlayarak teorinin gelişmesine büyük 

ölçüde katkıda bulunmuşlardır [7, 8, 9, 16, 17, 21, 22, 43]. Özellikle hyper kafesler ilk 

olarak Konstantinidou ve Mittas tarafından ele alınmıştır [30]. Distribütif hyper kafesler ve 

hyper kafeslerin hyper idealleri Rahnamai-Barghi, [35-36], Guo, Xin [21] tarafından 

çalışılmış ve bu çalışmalarla birlikte hyper kafes teorisi büyük ölçüde gelişme 

kaydetmiştir. Özellikle Rasouli ve Davvaz [37-38] hyper kafesler teorisi konusunda ilginç 

araştırmalar yaparak bu teorinin gelişmesini zenginleştirmişlerdir. 

        Zadeh L. A., [44] tarafından ilk olarak 1965 yılında önerilen fuzzy kümeler teorisi 

temel cebirsel kavramlarının genelleştirilmesinde büyük katkı sağlamıştır. Dolayısıyla 

fuzzy cebirsel yapılar matematikte önemli bir role sahip olup bir çok alanda uygulama 

alanı bulmuştur. Bu temel alanlardan bazıları: teorik fizik, bilgisayar bilimleri, kontrol 

mühendisliği, enformasyon bilimleri, lojik, küme teori, grup teori, reel analiz ve ölçüt teori. 

Fuzzy küme teorisi Rosenfeld [39] tarafından fuzzy cebirsel yapılara taşınarak bir grubun 

fuzzy alt grubu tanımlanmıştır. Das [10] seviye alt grupları üzerine çalışmıştır. Fuzzy 

grupların yeni bir genellemesi olan (∈, ∈∨q)-fuzzy alt grup ilk olarak Bhakat ve Das [2-3]
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tarafından fuzzy noktaların ait olma ve çakışık kavramları kullanılarak araştırılmıştır.  

Gerçekte, (∈, ∈∨q)-fuzzy alt gruplar Rosenfeld tarafından literatürde yer alan fuzzy alt 

grupların önemli ve kullanışlı bir genellemesidir. Bu kavram [1, 3, 4, 6, 14, 18, 19, 20] 

çalışmalarda ele alınmış hatta Rosenfeld ve Das tarafından araştırılan fuzzy grup 

kavramının bir genellemesi [41]  verilmiştir.  

        Fuzzy küme teorisinin önemli araştırma konularından biri de fuzzy hyper cebirsel 

yapılardır. Fuzzy küme teorisi ile hyper cebirsel yapılar arasında oldukça fazla çalışmalar 

mevcuttur. İlk olarak fuzzy kavramı Zahedi [43] tarafından fuzzy hyper gruplara 

genişletilmiş bu teori daha sonra Corsini [7], Corsini ve Leoreanu-Fotea V. [8], Leoreanu-

Fotea V. [31], Davvaz [16], Davvaz ve Corsini [17] ve birçok araştırmacı tarafından ele 

alınmıştır. [39- 45]. Fuzzy nokta kavramı kullanılarak fuzzy hyper cebirsel yapılar Davvaz 

ve Corsini [13, 15], Kazancı, Davvaz ve Yamak [24-26] Kazancı ve Davvaz [27] 

tarafından araştırılmıştır. 

         Bu tezde ise hyper kafesler fuzzy hyper kafesler ve (∈, ∈∨qk)-fuzzy hyper kafeslerin 

cebirsel yapısı araştırılmıştır. Birinci bölümde kafeslerin, hyper kafeslerin ve fuzzy hyper 

kafeslerin cebirsel yapısı incelenmiştir. İkinci kısımda fuzzy nokta kavramı fuzzy kümeler 

ile kullanılarak (∈, ∈∨qk)-fuzzy hyper kafesleri araştırılmıştır. Genel olarak (∈, ∈∨qk)- 

fuzzy hyper kafesler (∈, ∈∨q)-fuzzy hyper kafeslerin ve de fuzzy hyper kafeslerin bir 

genellemesidir. Ayrıca implikasyonlara bağlı fuzzy hyper kafesler tanımlanmış ve           

(∈, ∈∨q)-fuzzy hyper kafesler (∈, ∈∨qk)-fuzzy hyper kafeslerin özel bir hali olduğu 

görülmüştür. Son olarak implikasyonlara bağlı fuzzy hyper kafesler ile fuzzy hyper 

kafesler arasındaki ilişki verilmiştir. 

1.2 Sıralı Kümeler Anlamında Kafesler 

Bu bölümde tezin ana konusuna kaynak teşkil edecek olan temel bilgiler [4, 11, 29 

35, 36, 40] kaynakları baz alınarak verilmiştir. 

 

Tanım 1.2.1 L ≠ Ø olan bir küme ve ‘‘≤’’ L üzerinde tanımlı bir bağıntı olsun. ‘‘≤’’ 

bağıntısına L üzerinde bir kısmi sıralama bağıntısı denir.  ∀ a, b, c ∈ L için, 

i)  a ≤ a, 

ii)  a ≤ b ve b ≤ a ise a = b,  

iii)  a ≤ b ve b ≤ c ise  a ≤ c 

dir . Bu durumda (L , ≤) ikilisine bir kısmi sıralı küme denir. 
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Tanım 1.2.2 (L, ≤) kısmi sıralı bir küme ve B  L ve c, d ∈ L olsun. 

i)  ∀ b ∈ B için c ≤ b ise c elemanına B kümesinin bir alt sınırı denir. 

ii) ∀ b ∈ B için b ≤ d ise d elemanına B kümesinin bir üst sınırı denir. 

 

Tanım 1.2.3 (L, ≤) kısmi sıralı bir küme, BL ve a0 ∈ B olsun. 

 i) ∀ b B için a0 ≤ b ise a0 elemanına B kümesinin en küçük elemanı denir. 

 ii) ∀ b B için b ≤ a0 ise a0 elemanına B kümesinin en büyük elemanı denir.      

 

Eğer L nin en küçük (en büyük) elemanı mevcut ise, bu eleman 0 (1) ile gösterilir. 

 

Tanım 1.2.4 (L, ≤) kısmi sıralı bir küme ve B   L olsun. B nin tüm alt sınırlarının 

oluşturduğu küme B ve tüm üst sınırlarının oluşturduğu küme B̅ ile gösterilsin. Bu taktirde, 

i) B ≠ Ø olan bir küme ve bu kümenin en büyük elemanı mevcut ise bu elemana B 

kümesinin en büyük alt sınırı (infimumu) denir ve infB, ∧B, ∧bB 

notasyonlarından biri ile gösterilir. 

ii) B̅ ≠ Ø olan bir küme ve bu kümenin en küçük elemanı mevcut ise bu elemana B 

kümesinin en küçük üst sınırı (supremumu) denir ve supB, ∨B, ∨bB 

notasyonlarından biri ile gösterilir.       

 

Eğer B = Ø ise açık olarak ∨Ø = 0 ve ∧Ø =1 dir.  

 

Tanım 1.2.5 (L, ≤) kısmi sıralı bir küme olsun. 

i) ∀ a,b ∈ L için inf {a,b} mevcut ise L’ye bir ∧-yarıkafes, 

ii) ∀ a,b ∈ L için sup{a,b} mevcut ise L’ye bir ∨-yarıkafes, 

iii) ∀ a,b ∈ L için inf{a,b}ve sup {a,b}mevcut ise L’ye bir kafes,  

 denir. 

 

Teorem 1.2.6 (L, ≤) kısmi sıralı bir küme ve a1,  a2,  b1, b2 ∈ L olsun. Bu taktirde, a1 ≤ a2 

ve b1 ≤ b2 ise a1∨ b1 ≤ a2∨ b2 dir. 

 

Tanım 1.2.7 (L, ≤) bir kafes, Ø ≠ H   L olmak üzere, ∀ a, b  H için a∨b∈H ve a∧b∈H 

ise, H’ye L’nin bir alt kafesi denir. 
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Tanım 1.2.8 (L, ≤) bir kafes olsun. 

i)  Eğer L kafesinin en küçük elemanı mevcut ise L ye alttan sınırlı bir kafes denir 

ve  (L, ≤, 0) ile gösterilir. 

ii) Eğer L kafesinin en büyük elemanı mevcut ise L ye üsten sınırlı bir kafes denir 

ve  (L, ≤, 1) ile gösterilir. 

iii) L kafesine sınırlıdır denir ⬄ L alttan ve üstten sınırlıdır. Eğer L sınırlı bir kafes 

ise bu ( L, ≤, 0, 1) ile gösterilir.        

  

Tanım 1.2.9 (L, ≤) bir kafes olsun. L sonlu bir küme ise (L, ≤) kafesine sonlu kafes denir. 

Özellikle her sonlu kafes sınırlıdır. 

 

Önerme 1.2.10 (L, ≤) kısmi sıralı bir küme olsun. (L, ≤) sınırlı bir kafestir. ⬄ L nin her 

sonlu alt kümesi supremum ve infimuma sahiptir. 

 

Teorem 1.2.11  (L, ≤) kısmi sıralı bir küme ve A, BL sonlu kümeler olmak üzere,  

             ∨(A∪B) = (∨A) ∨ (∨B) 

             ∧(A∪B) = (∧A) ∧ (∧B)   dir. 

 

Tanım 1.2.12 (L, ≤) bir kısmi sıralı küme ve a, b ∈ L olsun. Eğer a ≤ b veya b ≤ a 

koşullarından biri sağlanıyorsa, a ve b elemanlarına kıyaslanabilir elemanlar denir. Aksi 

halde kıyaslanamaz elemanlar denir. 

 

Tanım 1.2.13 (L, ≤)  bir kısmi sıralı olsun. L nin herhangi iki elemanı kıyaslanabilir ise L 

ye tam sıralı veya zincir denir. 

 

Tanım 1.2.14 (L1, ≤, 01, 11)  ve  (L2, ≤, 02, 12)  bir  sınırlı  kafes  olmak üzere,  

               (x1, y1) ≤ (x2, y2) ⬄x1 ≤  x2 ve y1 ≤ y2 

kısmi sıralaması ile tanımlı (L1 × L2, ≤, (01, 02), (11, 12)) sınırlı kafesine L1 ve L2 

kafeslerinin (kartezyen) çarpımı denir. 
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1.3 Cebirsel Yapılar Anlamında Kafesler  

 

Tanım 1.3.1 L ≠ Ø olan bir küme ∧ ve ∨, L üzerinde tanımlı ikili işlemler olsun. (L, ∧, ∨) 

cebirine bir kafes denir. ⬄ ∀ a, b, c ∈ L için  

          i)    a ∧ b = b ∧ a, a ∨ b = b ∨ a (komutatif),   

          ii)   (a ∧ b) ∧ c = a ∧ ( b ∧c ) , ( a ∨ b ) ∨ c = a ∨ ( b ∨ c) ( asosyatif ), 

          iii)  a ∧ a = a, a ∨ a = a (idempotent), 

          iv)  a ∧ ( a ∨ b ) = a, a ∨ ( a ∧ b ) = a, 

dır. Bu durumda L kafesi ( L, ∧, ∨) ile gösterilir. 

 

Tanım 1.3.2 (L, ∧, ∨, 0, 1) cebirsel kafesine sınırlı kafes denir. ⬄ L’nin   ‘‘∨’’ ve  ‘‘∧’’ 

ikili işlemlerinin birim elemanı mevcuttur. 

 

        Kafeslerin cebirsel yorumu evrensel cebirde önemli bir rol oynar. Kafesler grup-

benzeri cebirsel yapılar ailesi ile bazı bağlantılara sahiptir. Çünkü infimum ve supremum 

ikili işlemleri komutatif ve asosyatiftir. Bu durumda bir kafesin , tanım kümeleri aynı olan 

iki komutatif yarı gruptan oluştuğu görülebilir. Kafesi özellikle sınırlı alırsak, bu taktirde 

bu yarı gruplar komutatif manoidler olur. 

         

        Komutatif ve asosyatiflikten dolayı, supremum ve infimum ikili işlemlerinin iki 

eleman yerine boştan faklı sonlu kümeler için tanımlanabileceği düşünülebilir. Teorem 

1.2.11 ile ˅Ø = 0 ve ˄Ø = 1 olduğundan sınırlı kafesler genel kafeslerden daha özeldir. 

Dolayısıyla birçok yazar bütün kafeslerin sınırlı olmasını arzu eder. 

 

Tanım 1.3.3  (L1, ∧1, ∨1 01, 11)   ve (L2, ∧2, ∨2 02, 12)   iki sınırlı kafes olsun. L1 × L2, 

üzerindeki infimum ve supremum , sırasıyla, ∀ (x1, y1 ) , (x2, y2 ) ∈ L1 × L2  için  

            (x1, y1 ) ∧ (x2, y2 ) = (x1 ∧1 x2, y1 ∧2  y2) , 

            (x1, y1 ) ∨ (x2, y2 ) = (x1 ∨1 x2 , y1  ∨2  y2) 

işlemleri ile tanımlı (L1 × L2, ∧, ∨, (01, 02) , (11, 12))  sınırlı kafesine L1 ve L2 kafeslerinin 

(kartezyen) çarpımı denir. 

 

Sıralı kümeler anlamında kafesler ile cebirsel yapılar anlamında kafesler arasındaki 

ilişki aşağıdaki teorem ile verilir. 
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Teorem 1.3.4 (L, ∧, ∨) bir kafes olsun. L üzerinde ‘‘≤’’ sıralama bağıntısı a ≤ b ⬄ a∨b = b 

olarak tanımlasın. Bu takdirde (L, ≤), Tanım 1.2.5 ile bir kafestir ve ∀ a, b ∈ L için,  

a ∨ b = sup {a, b} ve a ∧ b = inf {a, b} dir. 

      

Örnekler 1.3.5  

1. A bir küme olmak üzere  (𝒫(A),  ) kısmi sıralı bir kümedir. Her X, Y𝒫(A) 

için, ‘‘ X∧Y =  X∩Y, X∨Y = X∪Y ’’ ikili işlemleri ile birlikte sınırlı bir kafestir. Özellikle 

A={a,b,c} için (℘(A), ⊆) kafesinin kafes diyagramı Şekil 1 de verilmiştir. 

 

2. ℕ doğal sayılar kümesi doğal sıralaması ile birlikte bir kafestir. Burada 0 en küçük 

elemandır, ancak en büyük eleman yoktur. 

 

3. ℕ doğal sayılar kümesi üzerinde  “≤” bağıntısı “a ≤ b ⬄ a | b” olarak tanımlanırsa, 

(ℕ, ≤) sınırlı bir kafestir. Bu sıralama bağıntısına göre, (ℕ, ≤) kafesinin en büyük ve en 

küçük elemanları, sırasıyla, 0 ve 1 dir. 

 

Tanım 1.3.6 L bir kafes ve Ø ≠ IL olsun. I ‘ya L ’nin bir ideali denir. ⬄ 

i) ∀ a,b ∈ I için a ∨ b ∈ I , 

ii) ∀ a ∈ I , xL için x ≤ a ise x ∈ I 

dır. 

A 

{a,b} {a,c} {b,c} 

  {b} {a} 

Ø 

{c} 

                                   Şekil 1. A={a,b,c} kafes diyagramı 
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1.4 Hyper Kafesler, İdealler ve Homomorfiler 

 

Tanım 1.4.1 [21] L≠Ø olan bir küme ve 𝒫∗(L)={ A | ∅≠AL} olsun. ″o″ : LxL 𝒫∗(L)    

dönüşümüne L üzerinde bir hyper işlem veya küme değerli işlem denir. a, b ∈ L ve             

A, B ∈ 𝒫∗(L) için; 

i)  aoA={a}oA= ⋃ aoxx∈A  , 

ii) Aoa= Ao{a}= ⋃ xoax∈A  , 

iii) AoB =⋃ xoyx∈A,   y∈B  ,     

olarak tanımlanır. 

 

Tanım 1.4.2 [21] L≠Ø olan bir küme ve ‘‘⊕,⊗’’ L üzerinde tanımlı iki hyper işlem olsun. 

Aşağıdaki koşulları gerçekleyen (L, ⊕, ⊗) üçlüsüne bir hyper kafes denir.∀a, b, c ∈ L için 

H
1)     a∈a⊕a, a∈a⊗a, 

H
2)  a⊕b = b⊕a, a⊗b = b⊗a, 

H
3 ) (a⊕b)⊕c = a⊕(b⊕c), a⊗(b⊗c) = (a⊗b)⊗c, 

H
4)

 
 a∈a⊕(a⊗b), a∈a⊗(a⊕b)                                                                

dir. 

 

Örnekler 1.4.3 

1) L={a,b} olsun. L üzerinde ⊕ ve ⊗ hyper işlemleri aşağıdaki gibi tanımlansın. 

⊕      a           b                                ⊗      a            b 

       a   {a,b}       {b}                               a     {a,b}     {a,b} 

    b     {b}       {b}                               b     {a,b}     {b} 

 

                               Şekil 2. (L, ⊕, ⊗) Hyper kafes 

 

Açık olarak (L, ⊕, ⊗) bir hyper kafestir. 

 

2) L≠ Ø olan bir küme ve L üzerinde ‘‘⊕, ⊗’’ işlemleri aşağıdaki gibi tanımlansın. 

a, b∈L için a⊕b={a, b},  a⊗b={a, b}. Bu taktirde olarak (L, ⊕, ⊗) bir hyper kafestir. 
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3) (L, ≤, 0, 1) kısmi sıralı bir küme ve L üzerinde ‘‘⊕, ⊗’’ işlemleri aşağıdaki gibi 

tanımlansın. a, b∈L için, a⊕b={x ∣ x ≤ a, x ≤ b}, a⊗b={x ∣ a ≤ x, b ≤ x}. Bu taktirde       

(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafestir.  

 

Bu örnekte görüldüğü gibi kısmi sıralı bir küme üzerinde hyper kafes yapısı 

açıklanabiliyor. 

 

4) (L, ∧, ∨) bir kafes ve ‘‘⊕’’ ve ‘‘⊗’’ işlemleri aşağıdaki gibi tanımlansın. a, b∈L 

a⊕b={a∧b}, a⊗b={a∨b}. Bu taktirde, (L, ⊕, ⊗) bir hyper kafestir. 

 

          Bu örnekte görüldüğü gibi hyper kafesler kafeslerin bir genellemesidir. 

 

Önerme 1.4.4 [21] L≠ Ø olan bir küme ve ‘‘⊕, ⊗’’  L üzerinde tanımlı iki hyper işlem 

olsun. Bu taktirde, (L, ⊕, ⊗) bir hyper kafestir. ⬄A, B∈𝒫∗(L) için aşağıdaki koşullar 

gerçeklenir. 

1) A⊆A⊕A, A⊆A⊗A 

2) A⊕B=B⊕A, A⊗ B=B⊗A 

3) (A⊕B)⊕C=A⊕(B⊕C), (A⊗B)⊗C=A⊗(B⊗C) 

4) A⊆A⊕(A⊗B), A⊆A⊗(A⊕B)                                                                     

 dir. 

 

Tanım 1.4.5 [37] L1 = (L,  ⊕1, ⊗1) ve L2 = (L, ⊕2, ⊗2) iki hyper kafes ve 𝜑:L1  L2 

bir dönüşüm olsun. 

        i) 𝜑 ye zayıf hyper kafes homomorfisi denir ⬄ a, b ∈ L1 için, 

𝜑(a⊕1b) ⊆  𝜑(a)⊕2 𝜑(b) ve  𝜑(a⊗1b) ⊆ 𝜑 (a) ⊗2 𝜑(b). 

        ii) 𝜑 ye güçlü hyper kafes homomorfisi denir ⬄ a, b ∈ L1 için,  

𝜑(a⊕1b)= 𝜑(a) ⊕2 𝜑(b) ve 𝜑(a⊗1b)= 𝜑(a) ⊗2 𝜑(b).  

 𝜑: L1  L2 hyper kafes homomorfisi, örten ise 𝜑 ye epimorfi, 1-1 ise 𝜑 ye monomorfi,    

1-1 ve örten ise 𝜑 ye izomorfi denir. 

 

Tanım 1.4.6 [37] L1 = (L, ⊕1, ⊗1) ve L2 = (L, ⊕2, ⊗2) iki hyper kafes ve 𝜑:L1  L2 

bir hyper kafes homomorfisi olsun. Çek𝜑={(a,b) ∈ L1×L2 | 𝜑(a)= 𝜑(b)}⊆ L1×L2 kümesine 

𝜑 homomorfisinin çekirdeği denir. 
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Tanım 1.4.7 [37] L≠Ø olan bir küme ve ⊕, ⊗ L üzerinde tanımlı iki hyper işlem olsun.       

∀ a, b ∈ L için  a⊕b=L ve a⊗b=L olarak tanımlanırsa (L, ⊕, ⊗) bir kafes olup bu kafese 

trivial hyper kafes denir. 

 

Tanım 1.4.8 [37] L= (L, ⊕, ⊗) hyper kafes ve A ∈ 𝒫∗(L) olsun. ∀ a, b ∈ A için a⊕b, 

a⊗b ∈ 𝒫∗(L) ise A’ya L’nin alt hyper kafesi denir. Bir başka deyişle A, L nin bir alt hyper 

kafesidir. ⬄ A,  ⊕ ve ⊗ hyper işleme kapalıdır. 

 

Örnek 1.4.9 L={ a,b,c,d } ve L üzerinde ⊕ ve ⊗ işlemleri aşağıdaki gibi tanımlansın. 

⊗     a       b        c        d                          ⊕       a         b       c        d 

a       a        a        a       a                          a          a        b    {c,d}    d 

b       a        b       a      {a,b}                     b         b        b       d        d 

c       a        a       c         c                         c       {c,d}    d    {c,d}    d 

d       a     {a,b}   c        d                         d         d         d       d       d 

                                 

                   Şekil 3. (L, ⊕, ⊗) Hyper kafes. 

 

 

(L,⊕,⊗) nın hyper kafes olduğu kolaylıkla gösterilebilir. S1={ a,d}⊆L, S2={c,d }⊆L  alt 

hyper kafestir. S3={ a,c }⊆L için a⊕c={ c,d } { a,c } olduğundan S3 alt hyper kafes 

değildir. 

 

Önerme 1.4.10 [37] L=(L, ⊕, ⊗) hyper kafes, S1 ve S2 iki alt hyper kafes olsun. Eğer 

S1∩S2≠Ø ise S1 ∩S2 alt hyper kafestir. 

 

Uyarı 1.4.11 İki alt hyper kafesin birleşiminin alt hyper kafes olması gerekmez. 

 

Örnek 1.4.12 Örnek 1.4.9 da tanımlanan hyper kafesi göz önüne alalım. S1={b}, 

S2={c}⊆L için S1, S2 L nin alt hyper kafesidir. S1∪S2={b,c}⊆L alt hyper kafes değildir. 

Çünkü b⊗c={a}⊈S1∪S2 dir. 
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Önerme 1.4.13 [37] L1 = (L,  ⊕1,  ⊗1) ve L1 = (L,  ⊕2,  ⊗2) iki hyper kafes ve 𝜑: L→L2 

strong hyper kafes homomorfisi olsun. Bu taktirde, 

         1) A ∈ 𝒫∗( L1)  alt hyper kafes ise 𝜑(A) ∈ 𝒫∗(L2) alt hyper kafes, 

         2) B ∈ 𝒫∗(L2)  alt hyper kafes ise 𝜑−1(B) ∈ 𝒫∗( L1) alt hyper kafestir. 

 

Tanım 1.4.14 L1 = (L, ⊕1,  ⊗1) ve L1 = (L,  ⊕2,  ⊗2) iki hyper kafes olsun. L1×L2 

üzerinde  “  ve  ” iki hyper işlem aşağıdaki gibi tanımlansın. 

∀ (a,b), (c,d) ∈ L1×L2 için, 

                   (a,b)  (c,d)={ (e,f) | e ∈ a⊕1c, f ∈ b ⊕2d } 

                   (a,b)  (c,d)={(m,n) | m ∈ a⊗1c, n ∈ b⊗2d} 

Bu  taktirde,  (L1×L2, ,  ) hyper kafes olup bu kafese  L1  ve  L2 hyper  kafeslerinin  direkt 

çarpımı denir. 

 

Teorem 1.4.15 [37] L1 = (L,  ⊕1,  ⊗1) ve L1 = (L,  ⊕2,  ⊗2)  iki hyper kafes olsun. Bu 

taktirde, L1×L2 = (L1×L2 , ,  ) hyper kafestir. 

 

Önerme 1.4.16 [37] L1 = (L, ⊕1, ⊗1) ve L1 = (L, ⊕2, ⊗2) iki hyper kafes A∈𝒫∗( L1) 

alt hyper kafes B∈𝒫∗( L2) alt hyper kafes olsun. Bu taktirde, A×B alt hyper kafestir. 

 

Tanım 1.4.17 L=(L, ⊕, ⊗)  hyper  kafes  Ø  I ⊆ L olsun. I ya hyper ideal  denir .   ⬄                

∀ a ∈ I, x ∈ L için, 

           i) a ⊕ x ∈ * (I) 

           ii) a ⊗ x ∈ * (I) 

dır.  

Bu tanım  ile  her  hyper idealin  alt  hyper kafes olduğu  açıktır. Ama bunun tersi her  

zaman doğru değildir. 

 

Örnek 1.4.18 Örnek 1.4.9 da tanımlanan L={a,b,c,d} hyper kafesini göz önüne alalım. 

A={a,d}⊆ L alt hyper kafestir. x=c∈L için a⊕c={c,d}⊈A olduğundan A hyper ideal 

değildir. B={c,d}⊆ L için B alt hyper kafes olup b∈L için b⊗d={a,b}⊈B olduğundan B 

hyper ideal değildir. 
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1.5. Fuzzy Cebirsel Yapılar 

 

Tanım 1.5.1 [29] L bir küme olmak üzere, bir  μ: L → [0,1]  fonksiyonuna L üzerinde bir 

fuzzy küme denir. x ∈ L için μ(x), L nin üyelik derecesini temsil eder. 

        Bu çalışmada L nin tüm fuzzy kümesi F(L) ile gösterilecek. 

 

Tanım 1.5.2 [29] μ, ϑ ∈ F(L) olsun. 

i) Her x ∈ L için μ(x)  ≤  ϑ(x) ise μ  ye, ϑ  nün bir fuzzy alt kümesi denir ve μ
 

⊆ ϑ 

ile gösterilir. 

ii) Her x ∈ L için μ(x) =  ϑ(x) ise μ ve ϑ fuzzy alt kümelerine eşittir denir ve μ = ϑ 

yazılır. 

iii)  μ fuzzy alt kümesinin tümleyeni μc , ∀ x ∈ L için μc(x) = 1 − μ(x) olarak 

tanımlanır. 

iv) μ ve ϑ nün kesişimi μ ∩ ϑ ile gösterilir, ∀x ∈ L için (μ ∩ ϑ)(x) = inf{μ(x), ϑ(x)}                      

  olarak tanımlanır. 

v) μ ve ϑ nün birleşimi μ ∪ ϑ ile gösterilir, ∀x ∈ L için(μ ∪ ϑ)(x) = sup {μ(x), ϑ(x)}                     

  olarak tanımlanır. 

vi)  {μi(x)| i ∈ I} fuzzy alt kümeleri için,  

( ⋃ μi

i∈I

) (x) = sup{μi(x)| i ∈ I } = ⋁ μi

i∈I

(x) 

( ⋂ μi

i∈I

) (x) = inf{μi(x)| i ∈ I } = ⋀ μi

i∈I

(x)  

tanımlıdır. 

 

Tanım 1.5.3 L1 ve L2 iki küme f: L1 → L2  herhangi bir fonksiyon ve μ ∈ F(L1), ϑ ∈ F(L2)  

olsun. Bu durumda,  

i) μ  nün  f  altındaki görüntüsü  f(μ), ∀ y ∈ L2 için,  

 f(μ)(y) = {
μ(x)

x∈ f−1(y)
sup       

     ,  f −1(y) ≠ ∅           

        0                     , diğer durumlarda
      

             ile tanımlı L2 nin fuzzy alt kümesidir. 

ii) ϑ nün  f altındaki ters görüntüsü f −1(ϑ) ; ∀x ∈ L1 için f −1(ϑ)(x) =  ϑ(f(x)) 

şeklinde tanımlı L1 in fuzzy alt kümesidir. 
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Tanım 1.5.4 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes ve μ ∈ F(L) olsun. μ ye L nin fuzzy alt hyper 

kafesi denir. ⬄ ∀ x, y ∈ L için, 

         i ) min{ μ(x), μ(y)} ≤ inf
z∈x⊕y

 { μ(z)},   

         ii) min{ μ(x), μ(y)} ≤ inf
z∈x⊗y

 { μ(z)},   

dir.  

 

Örnek 1.5.5 Örnek 1.4.9 da tanımlı L=(L, ⊕, ⊗) hyper kafesini göz önüne alalım. 

 μ: L → [0,1],   μ(a) = 0.7, μ(b) = 0.5 , μ(c) = μ(d) = 0.3 olarak tanımlansın. 

     0.7 = min{μ(a), μ(a)} ≤ inf
𝑧∈a⊕a

μ(z) = μ(a) = 0.7,   

     0.5 = min{μ(a), μ(b)} ≤ μ(z)𝑧∈a⊕𝑏
inf    = μ(a) = 0.7,  

     0.3 = min{μ(a), μ(c)} ≤ 𝜇(𝑧)𝑧∈a⊕𝑐
inf    = μ(a) = 0.7,  

     0.3 = min{μ(a), μ(d)} ≤ μ(z)𝑧∈a⊕𝑑
inf    = μ(a) = 0.7,  

     0.5 = min{μ(b), μ(b)} ≤ μ(z)z∈b⊕b
inf    = μ(b) = 0.5, 

     0.3 = min{μ(b), μ(c)} ≤ μ(z)z∈b⊕c
inf    = μ(a) = 0.7, 

     0.3 = min{μ(b), μ(d)} ≤ μ(z)z∈b⊕d
inf    = μ(b) = 0.5, 

     0.3 = min{μ(c), μ(c)} ≤ μ(z)z∈c⊕c
inf    = μ(c) = 0.3, 

     0.3 = min{μ(c), μ(d)} ≤ μ(z)z∈c⊕d
inf    = μ(c) = 0.3, 

     0.3 = min{μ(d), μ(d)} ≤ μ(z)z∈d⊕d
inf    = μ(d) = 0.3,   ve 

     0.7 = min{μ(a), μ(a)} ≤ inf
z∈a⊗a

μ(z) = μ(a) = 0.7,   

     0.5 = min{μ(a), μ(b)} ≤ μ(z)z∈a⊗b
inf    = μ(b) = 0.5,  

     0.3 = min{μ(a), μ(c)} ≤ μ(z)z∈a⊗c
inf    = μ(c) = 0.3,  

     0.3 = min{μ(a), μ(d)} ≤ μ(z)z∈a⊗d
inf    = μ(d) = 0.3,  

     0.5 = min{μ(b), μ(b)} ≤ μ(z)z∈b⊗b
inf    = μ(b) = 0.5, 

     0.3 = min{μ(b), μ(c)} ≤ μ(z)z∈b⊗c
inf    = μ(d) = 0.3, 

     0.3 = min{μ(b), μ(d)} ≤ μ(z)z∈b⊗d
inf    = μ(d) = 0.3, 

     0.3 = min{μ(c), μ(c)} ≤ μ(z)z∈c⊗c
inf    = μ(c) = 0.3, 

     0.3 = min{μ(c), μ(d)} ≤ μ(z)z∈c⊗d
inf    = μ(d) = 0.3, 

     0.3 = min{μ(d), μ(d)} ≤ μ(z)z∈d⊗d
inf    = μ(d) = 0.3, 

Buradan Tanım 1.5.4 ile  μ  L nin fuzzy alt hyper kafesidir. 
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Önerme 1.5.6 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes, { μi | i ∈ I}  L nin fuzzy alt hyper kafeslerinin 

bir ailesi olsun. Bu taktirde, ⋀ μii∈I  fuzzy alt hyper kafestir. 

 

İspat: x, y ∈ L ve {μi | iϵ I }  L nin herhangi bir fuzzy alt hyper kafeslerinin bir ailesi olsun. 

                       { ⋀ μ(z)i∈I  }z∈x⊕y
inf      =  { inf {μi(z)| iϵ I } }z∈x⊕y

inf       

                                                      =   inf { { μi(z)| iϵ I }z∈x⊕y
inf       } 

                                                      ≥ inf { min{ μi(x),  μi(y)  | iϵ I } } 

                                                     = min{  inf {μi(x)| iϵ I }, inf {μi(y)| iϵ I } }  

                                                     = min{ ⋀ 𝜇𝑖(𝑥)𝑖∈𝐼 , ⋀ 𝜇𝑖(𝑦)𝑖∈𝐼 }                                  (1) 

                      { ⋀ μ(z)i∈I  }z∈x⊗y
inf      =  { inf {μi(α)| iϵ I } }z∈x⊗y

inf       

                                                     =   inf { { μi(α)| iϵ I }z∈x⊗y
inf       } 

                                                     ≥ inf { min{ μi(x),  μi(y)  | iϵ I } } 

                                                     = min{  inf {μi(x)| iϵ I }, inf {μi(y)| iϵ I } }  

                                                     = min{ ⋀ μi(x)i∈I , ⋀ μi(y)i∈I }                                 (2) 

(1) , (2) ve Tanım 1.5.4 ile  ⋀ μii∈I    fuzzy alt hyper kafestir. 

 

Uyarı 1.5.7 μ1,  μ2 fuzzy alt hyper kafes ise  μ1 ∪ μ2 nin fuzzy alt hyper kafes olması 

gerekmez. 

 

Örnek 1.5.8 Örnek 1.4.9 da tanımlı L hyper kafesini göz önüne alalım.  μ1: L → [0,1],

μ2: L → [0,1],  μ1(a) = 0.7,  μ1(b) = 0.5 , μ1(c) = μ1(d) = 0.3  ve  μ2(a) = μ2(b) = 0.3 

μ2(c) = 0.7, μ2(d) = 0.5 şeklinde tanımlansın. Açık olarak μ1, μ2 ∈ F(L) alt hyper 

kafestir. 

min{(μ1 ∪ μ2)(a), (μ1 ∪ μ2)(c)} = min {sup{μ1(a), μ2(a)} , sup{μ1(c), μ2(c)}} 

                                                                  = min {sup{0.7,0.3} , sup{0.3,0.7}}  

                                                                  = min{0.7,0.7} = 0.7  

          {(μ1 ∪ μ2)(z)}z∈a⊗c
inf    = inf {(μ1 ∪ μ2)(c), (μ1 ∪ μ2)(d)}  

                                            = inf {sup{μ1(c), μ2(c)} , sup{μ1(d), μ2(d)}}  

                                            = inf {sup{0.3,0.7} , sup{0.3,0.5}}  

                                            = inf{0.7 , 0.5} = 0.5  

min{(μ1 ∪ μ2)(a), (μ1 ∪ μ2)(c)} = 0.7 ≰  {(μ1 ∪ μ2)(z)z∈a⊗c
inf    = 0.5 olduğundan μ1 ∪ μ2        

L nin fuzzy alt hyper kafesi değildir. 
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Teorem 1.5.9 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes, μ1, μ2 ∈ F(L) alt hyper kafes öyle ki               

μ1 ⊆  μ2 veya μ2 ⊆ μ1 olsun. Bu taktirde, μ1 ∪ μ2 ∈ F(L) alt hyper kafestir.  

 

İspat: μ1, μ2 ∈ F(L) iki alt  hyper kafes, μ1 ⊆  μ2 ve  x, y ∈ L keyfi olsun. Bu takdirde    

           inf
z∈x⊕y

 {(μ1 ∪ μ2)(z)} = inf
z∈x⊕y

 {sup{μ1(z), μ2(z)} } 

                                                   = inf
z∈x⊕y

 {μ2(z) } ≥ min{ μ(x), μ(y)}                                              

              inf
               z∈x⊗y

{(μ1 ∪ μ2)(z)} = inf
z∈x⊗y

 {sup{μ1(z), μ2(z)} } 

                                                  = inf
z∈x⊗y

 {μ2(z) } ≥ min{ μ(x), μ(y)}  dir.  

Buradan Tanım 1.5.4 ile   μ1 ∪ μ2 ∈ F(L) alt hyper kafestir. 

 

Önerme 1.5.10 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes ve μ ∈ F(L) alt hyper kafes olsun. Bu 

taktirde,  μ̅ = { x ∈ L | μ(x) = 1 } ≠ ∅  ise  μ̅ alt hyper kafestir. 

 

İspat: μ̅ ≠ ∅ , x, y ∈  μ̅ keyfi olsun. Bu takdir de μ(x)= 1, μ(y)= 1 ve μ ∈ F(L) alt hyper 

kafes ⇒ 1 = min {μ(x), μ(y)} ≤ { μ(z)}z∈x⊕y
inf        ve 1 = min {μ(x), μ(y)} ≤ { μ(z)}z∈x⊗y

inf       dir. 

O halde ∀ z ∈ x ⊕ y  ve  z ∈ x ⊗ y için  μ(z) = 1  olduğundan x ⊕ y ⊆ μ̅ ,   x ⊗ y ⊆  μ̅ 

dir. ⇒  x ⊕ y ∈ 𝒫∗(μ̅ )  ,  x ⊗ y ∈ 𝒫∗(μ̅ )  dir. Tanım 1.4.8 ile μ̅ alt hyper kafestir. 

 

Teorem 1.5.11  L=(L, ⊕, ⊗) bir   hyper   kafes  ∅ ≠ I ⊆ L  olsun.  Bu   takdirde, 

                            χI fuzzy alt hyper kafestir ⬄  I  alt hyper kafestir .  

 

İspat:  “ ”  χI fuzzy alt hyper kafes ve x, y ∈ I keyfi olsun. Bu taktirde,  χI(x) = 1,

χI(y) = 1 ve  χI fuzzy alt hyper kafes olduğundan, 

    1 = min{χI (x), χI (y)} ≤ { χI (z)}z∈x⊕y
inf       ,     1 = min {χI (x), χI (y)} ≤ { χI (z)}z∈x⊗y

inf       dir.      

O halde ∀ z ∈ x ⊕ y  ve  z ∈ x ⊗ y için  μ(z) = 1 olduğundan x ⊕ y ⊆ I ,   x ⊗ y ⊆  I dir. 

Buradan,  x ⊕ y ∈ 𝒫∗(I ) ,  x ⊗ y ∈ 𝒫∗(I ) dır. Tanım 1.4.8 ile  I alt hyper kafestir. 

 “ ”  I alt hyper kafes,  x, y ∈ L keyfi olsun.  

             Eğer x ∈ L ∖ I veya  y ∈ L ∖ I ise χI (x) = 0 veya χI(y) = 0  olduğundan 

{χI(z)}z∈x⊕y
inf      ≥ 0 = min{ χI(x),   χI(y) }  , { χI(z)}z∈x⊗y

inf      ≥ 0 = min{ χI(x), χI(y) } dir.(1) 

             Eğer x, y ∈ I  ise x ⊕ y ⊆ I , x ⊗ y ⊆ I ,  χI(x) = χI(y) = 1 olduğundan 

{ χI(z)}z∈x⊕y
inf      = 1 = min{ χI(x), χI(y)}  , { χI(z)}z∈x⊗y

inf      = 1 = min{ χI(x), χI(y)} dir.(2)  
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            (1), (2) ve Tanım 1.5.4 ile  χI fuzzy alt hyper kafestir. 

 

Önerme 1.5.12   L=(L, ⊕, ⊗)   bir   hyper   kafes   ∅ ≠ I ⊆ L    ve    μ ∈ F(L)   olsun. 

                       μ(x) = {  
 t1  ,             x ∈ I                 
t2  ,   diğer durumlarda

 ,        t1 >  t2 ∈ [0, 1]   

Bu  taktirde,  μ  fuzzy  alt  hyper   kafestir  ⬄  I  alt  hyper  kafestir. 

 

İspat: “ ” μ fuzzy alt hyper kafes ve x, y ∈ I keyfi olsun. Bu takdirde, μ(x)= t1, μ(y)= t1  

ve μ fuzzy alt hyper kafes olduğundan,     

   t1 = min {μ(x), μ(y)} ≤ { μ(z)}z∈x⊕y
inf          ve   t1 = min {μ(x), μ(y)} ≤ { μ(z)}z∈x⊗y

inf       dir. O 

halde ∀ z ∈ x ⊕ y  ve  z ∈ x ⊗ y için  μ(z) = t1 olduğundan x ⊕ y ⊆ I ,  x ⊗ y ⊆ I dir.                 

⇒  x ⊕ y ∈ 𝒫∗(I ) ,  x ⊗ y ∈ 𝒫∗(I ) dır. Tanım 1.4.8 ile  I  alt hyper kafestir. 

 “ ”  I alt hyper kafes ve x, y ∈ L  keyfi olsun.  

                Eğer x ∈ L ∖ I veya  y ∈ L ∖ I ise  μ(x) = t2 veya μ(y) = t2 olduğundan 

{ μ(z)}z∈x⊕y
inf      ≥ t2 = min{ μ(x),   μ(y) }  , { μ(z)}z∈x⊗y

inf      ≥ t2 = min{ μ(x),   μ(y) }  (1)  

dir.  

                Eğer x, y ∈ I  ise x ⊕ y ⊆ I , x ⊗ y ⊆ I ,  μ(x) = μ(y) = t1 olduğundan 

{ μ(z)}z∈x⊕y
inf      = t1 = min{ μ(x),   μ(y) }  , { μ(z)}z∈x⊗y

inf      = t1 = min{ μ(x),   μ(y) }  (2)  

dir.  

(1), (2) ve Tanım 1.5.4 ile  μ fuzzy alt hyper kafestir. 

 

Teorem 1.5.13 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes, μ ∈ F(L) öyleki  Im(μ) = {t1, … , tn}, i>j 

için ti < tj , I0 ⊆  I1 ⊆ ⋯ ⊆ In = L, L nin alt hyper kafeslerinin bir zinciri öyleki 

                       μ ( Ik
∗  ) = tk , Ik

∗ = Ik ∖  Ik−1, I−1 = ∅,    k = 0, … , n  olsun. 

Bu taktirde,  μ fuzzy alt hyper kafestir.  

 

İspat: x, y ∈ L keyfi olsun. Eğer x, y ∈ Ik
∗  ise μ(x) = μ(y) = tk  ve x ⊕ y ⊆ Ik              

x ⊗ y ⊆  Ik dir.  Böylece, 

{ μ(z)}z∈x⊕y
inf      ≥ tk = min{ μ(x),   μ(y) }  , { μ(z)}z∈x⊗y

inf      ≥ tk = min{ μ(x),   μ(y) } dir. 

Şimdi i ≠ j  için x ∈ Ii
∗  ve y ∈ Ij

∗  olsun. Genelliği bozmaksızın i ≥ j olsun.                                            

⇒   μ(x) = ti < tj = μ(y) ve  x ⊕ y ⊆ Ii,  x ⊗ y ⊆  Ii dir. O halde  

{ μ(z)}z∈x⊕y
inf      ≥ ti = min{ μ(x), μ(y) }  , { μ(z)}z∈x⊗y

inf      ≥ ti = min{ μ(x), μ(y) } dir.  
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Tanım 1.5.14 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes ve μ ∈ F(L) olsun. 

i) μt = {x ∈ L | μ(x) ≥ t } , t ∈ [0, 1] kümesine μ fuzzy kümesinin seviye kümesi 

denir. 

ii) μt
> = {x ∈ L | μ(x) > t } , t ∈ [0, 1) kümesine μ fuzzy kümesinin güçlü seviye 

kümesi denir. 

iii)  μt
≤ = {x ∈ L | μ(x) ≤ t } , t ∈ [0, 1] kümesine μ fuzzy kümesinin  alt seviye 

kümesi denir. 

iv)  μt
< = {x ∈ L | μ(x) < t } , t ∈ (0, 1] kümesine μ fuzzy kümesinin güçlü alt 

seviye kümesi denir. 

 

Lemma 1.5.15 μ ∈ F(L) ve t0 = supx∈Lμ(x) olsun. Bu taktirde,  

μt = ⋂ μr
> 

0≤r<t

 , ∀  t ∈ [0, t0] dir. 

 

Teorem 1.5.16 μ ∈ F(L)  olsun. Bu taktirde, aşağıdaki koşullar birbirine denktir. 

1) μ  fuzzy alt hyper kafestir. 

2) μt
>  alt hyper kafestir. (μt

> ≠ ∅ ) 

3) μt  alt hyper kafestir. (μt ≠ ∅ )  

 

İspat: (1)  (2).  μt
> ≠ ∅   ve  x, y ∈ μt

> olsun. Buradan, μ(x) > t , μ(y) > t dir. O halde  

μ  fuzzy alt hyper kafes olduğundan, 

{ μ(z)}z∈x⊕y
inf      ≥ min{ μ(x), μ(y) } > t  , { μ(z)}z∈x⊗y

inf      ≥ min{ μ(x), μ(y) } > t dir.               

∀ z ∈ x ⊕ y ve z ∈ x ⊗ y   için  μ(z) > t olup x ⊕ y ⊆ μt
> ve  x ⊗ y ⊆ μt

> dir. Böylece  

x ⊕ y ∈ 𝒫∗(μt
>), x ⊗ y ∈ 𝒫∗(μt

>) elde edilir ki bu bize μt
> nin alt hyper olduğunu gösterir. 

(2)  (3). Lemma 1.5.15 ile açıktır. 

(3)  (1). μt ≠ ∅ ve  t ≔ min { μ(x), μ(y) } olsun. x, y ∈ μt keyfi olsun. Buradan       

μ(x) ≥ t   ve  μ(y) ≥ t  dir. μt alt hyper kafes olduğundan x ⊕ y ⊆ μt   ve  x ⊗ y ⊆ μt dir.   

⇒ ∀ z ∈ x ⊕ y ve z ∈ x ⊗ y   için z ∈  μt olup  μ(z) ≥ t dir. Dolayısıyla ∀ z ∈ x ⊕ y, 

z ∈ x ⊗ y için t = min { μ(x), μ(y)} ≤ μ(z) olduğundan, 

{μ(z)}z∈x⊕y
inf      ≥ min{ μ(x), μ(y)}  , {μ(z)}z∈x⊗y

inf      ≥ min{ μ(x), μ(y)}   dir. 
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Sonuç 1.5.17 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes, μ ∈ F(L)  ve t0 =  supx∈L
μ(x)

  olsun. Bu taktirde, 

aşağıdaki koşullar birbirine denktir. 

1) μ  fuzzy alt hyper kafestir. 

2) Her  t ∈ [0 , t0]  için μt alt hyper kafestir. 

3) Her  t ∈ [0 , t0]  için μt
>  alt hyper kafestir. 

4) Her  t ∈ Im( μ )   için μt alt hyper kafestir. 

5) Her  t ∈ Im( μ ) ∖ { t0 }   için μt
>  alt hyper kafestir. 

6) Her  t ∈ [0, 1] , μt   ≠ ∅   için μt  alt hyper kafestir. 

7)  Her  t ∈ [0 , 1) , μt
> ≠ ∅   için μt

> alt hyper kafestir. 

 

Teorem 1.5.18 L1 = (L1, ⊕, ⊗), L2 = (L2, ⊕, ⊗)  iki hyper kafes ve f: L1  → L2 güçlü 

hyper kafes homomorfisi olsun. 

1) μ ∈ F(L1)  alt hyper kafes ise f(μ) ∈ F(L2) alt hyper kafestir. 

2) η ∈ F(L2)  alt hyper kafes ise f −1(η) ∈ F(L1) alt hyper kafestir. 

 

İspat : 

1) y1,  y2 ∈ L2 keyfi olsun. f −1(y1) = ∅ veya f −1(y2) = ∅ ise 

min{f(μ)(y1), f(μ)(y2)} = 0 ≤ { μ(z)}z∈y1⊕y2

inf              

  ve    min{f(μ)(y1), f(μ)(y2)} = 0 ≤ { μ(z)}z∈y1⊗y2

inf                 dir. 

∀ 1 ≤ i ≤ 2 için f −1(yi) ≠ ∅ olsun. 

min{ f(μ)(y1), f(μ)(y2)} = min { ⋁  μ(x1),

f(x1)=y1

⋁  μ(x2) 

f(x2)=y2

} 

                                              = ⋁ min{f(μ)(x1), f(μ)(x2)}

f(xi)=yi 1≤i≤2

 

                                               ≤ ⋁ { { μ(z)}z ∈ x1 ⨁ x2

inf      }
 

f(xi)=yi 1≤i≤2

 

                                               ≤  { μ(w)}w ∈ y1 ⨁ y2

inf      {⋁ μ(w)f(z)=w } = { μ(w)}w ∈ y1 ⨁ y2

inf       . 

Benzer şekilde, 

min{ f(μ)(y1), f(μ)(y2)} = min { ⋁  f(μ)(x1),

f(x1)=y1

⋁  f(μ)(x2) 

f(x2)=y2

} 
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                                                 = ⋁ {min{f(μ)(x1), f(μ)(x2)}}

f(xi)=yi 1≤i≤2

 

                                                 ≤  ⋁ { ⋀ μ(z)

z ∈ x1 ⨁ x2

} 

f(xi)=yi

 

                                                ≤ { μ(w)}w ∈ y1 ⨁ y2

inf      {⋁ μ(w)f(z)=w } = { μ(w)}w ∈ y1 ⨁ y2

inf       . 

                                                                                  ⇒ f(μ) ∈ f(L2) fuzzy alt hyper kafestir. 

2) η ∈ F(L2) fuzzy alt hyper olsun x1, x2 ∈ L1 için, 

min{ f −1(η)(x1), f −1(η)(x2)} =  min{ η(f(x1)), η(f(x2))} 

                                       ≤ { η(w)}w∈f(x1)⨁2f(x2)
inf              = { η(w)}w ∈ f(x1⨁1x2)

inf          

                                                              ≤  { η(f(z))}z∈x1⨁1x2

inf          = {f −1 (η)(z)}z∈x1⨁1x2

inf              ve 

min{ f −1(η)(x1), f −1(η)(x2)} =  min{ η(f(x1)), η(f(x2))} 

                                              ≤ { η(w)}w∈f(x1)⊗2f(x2)
inf            = { η(w)}w ∈ f(x1⊗1x2)

inf           

                                                        ≤  { η(f(z))}z∈x1⊗1x2

inf         = {f −1 (η)(z)}z∈x1⊗1x2

inf          dir. 

Buradan, f −1(η) ∈ F(L1) alt hyper kafestir. 

 

Teorem 1.5.19 L1 = (L1,  ⊕1, ⊗1), L2 = (L2, ⊕2, ⊗2) hyper kafes, μ1 ∈ F(L1), 

μ2 ∈ F( L2) iki alt hyper kafes olsun. Bu taktirde, μ1 × μ2 ∈ F(L1 × L2) alt hyper kafestir. 

 

İspat: 

x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ L1 × L2 keyfi olsun. 

            ⋀ (μ1 ×  μ2)

α ∈ x⨁y

(α)  =  ⋀ (μ1 × μ2)(α1, α2)

(α1,α2)∈(x1⊕y1,x2⨁y2)

 

                                   

                                                    = ⋀ (μ1 × μ2)(α1, α2) 

α1∈x1⊕y1,α2∈x2⊕y2

 

             = ⋀ min{μ1(α1), μ2(α2)}

α1∈x1⊕y1,α2∈x2⊕y2

 

                                              ≥ min{⋀ μ1(α1)α1∈x1⨁y1
, ⋀ μ2(α2)α2∈x2⨁y2

} 

                                              ≥ min{min{μ1(x1), μ1(y1)}, min{μ2(x2), μ2(y2)}} 

                                              = min{min{μ1(x1), μ2(x2)}, min{μ1(y1), μ2(y2)}} 

                                              = min{(μ1 × μ2)(x1, x2), (μ1 × μ2)(y1, y2)} 
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                                              = min{(μ1 × μ2)(x), (μ1 × μ2)(y)} . 

Benzer şekilde, 

⋀ (μ1 × μ2)(α)       = ⋀ (μ1 × μ2)(α1, α2)

(α1,α2)∈x1⨂y1,x2⨂y2              α∈x⨂y

 

                                                    = ⋀ (μ1 × μ2)(α1, α2) 

α1∈x1⨂y1,α2∈x2⨂y2

 

                                                    = ⋀ min{μ1(α1), μ2(α2)}

α1∈x1⨂y1,α2∈x2⨂y2

 

                                                    ≥ min { ⋀ μ1(α1)

α1∈x1⨁y1

, ⋀ μ2(α2)

α2∈x2⨁y2

} 

                                                    ≥ min{min{μ1(x1), μ1(y1)}, min{μ2(x2), μ2(y2)}} 

                                                    = min{min{μ1(x1), μ2(x2)}, min{μ1(y1), μ2(y2)}} 

                                                    = min{(μ1 × μ2)(x), (μ1 × μ2)(y)} . 

Böylece, μ1 × μ2 ∈ F(L1 × L2) alt hyper kafestir. 

 

Tanım 1.5.20 L=(L, ⊕, ⊕) bir hyper kafes, μ ∈ F(L) olsun. μ ye fuzzy hyper ideal 

denir.⬄                   

 i)  μ  fuzzy alt hyper kafes, 

          ii)  ∀ x, a ∈ L  için   μ(a) ≤  μ(z)z∈a⊕x
inf      ve   μ(a) ≤  μ(z)z∈a⊗x

inf        dir. 

 

Örnek 1.5.21 Örnek 1.4.9 da tanımlı L=(L, ⊕, ⊗) hyper kafesini göz önüne alalım. 

μ: L → [0,1],  ∀x ∈ L için μ(x) = 0.5 olarak tanımlansın. Buradan açık olarak μ bir fuzzy 

hyper idealdir. 

 

Önerme 1.5.22 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes ve { μi | i ∈ I}  L nin fuzzy hyper ideallerinin 

bir ailesi olsun. Bu taktirde,  ⋀ μii∈I  fuzzy hyper idealdir. 

 

İspat: Önerme 1.5.6 ile ⋀ μii∈I  fuzzy alt hyper kafestir. a, b, x ∈ L ve {μi | iϵ I } L nin 

herhangi bir fuzzy hyper ideallerinin bir ailesi olsun.              

                        { ⋀ μ(z)i∈I  }z∈a⊕x
inf      =  { inf {μi(z)| iϵ I } }z∈a⊕x

inf       

                                                      =   inf { { μi(z)| iϵ I }z∈a⊕x
inf       } 

                                                      ≥ inf { μi(a) | iϵ I } } 
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                                                      =  ⋀ μii∈I (a) .                                                              (1) 

                       { ⋀ μ(z)i∈I  }z∈b⊗x
inf      =  { inf {μi(z)| iϵ I } }z∈b⊗x

inf       

                                                      =   inf { { μi(z)| iϵ I }z∈b⊗x
inf       } 

                                                      ≥ inf { μi(b) | iϵ I } } 

                                                      =  ⋀ μii∈I (b) .                                                              (2) 

 

(1) , (2) ve Tanım 1.5.20 ile  ⋀ μii∈I   fuzzy hyper idealdir. 

 

Uyarı 1.5.23 μ1,  μ2 fuzzy hyper ideal ise  μ1 ∪ μ2 nin fuzzy hyper ideal olmasi gerekmez. 

Gerçekten, Örnek 1.4.9 da tanımlı L = (L,⊕,⊗) hyper kafesini göz önüne alalım. 

μ1, μ2: L → [0,1] ve ∀x ∈ L için μ1(x) = 0.5 ve μ2(x) = 0.2 olarak tanımlayalım. Buradan 

μ1, μ2 fuzzy hyper ideal olup a ∈ L için (μ1 ∪ μ2)(a) = 0.5 ≰  (μ1 ∪ μ2)(z) = 0.2z∈a⊕a
inf     

olduğundan μ1 ∪ μ2 fuzzy hyper ideal değildir. 

 

Teorem 1.5.24 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes, μ1, μ2 ∈ F(L) hyper ideal ve μ1 ⊆  μ2  veya 

μ2 ⊆ μ1 olsun. Bu taktirde, μ1 ∪ μ2 ∈ F(L) hyper idealdir. 

 

İspat: Teorem 1.5.9 ile μ1 ∪ μ2 ∈ F(L) alt  hyper kafestir. μ1, μ2 ∈ F(L) iki  hyper  ideal, 

μ1 ⊆  μ2 ve  x, y ∈ L keyfi olsun. Bu takdirde    

         inf
z∈x⊕y

 { μ1 ∪ μ2(z)} = inf
z∈x⊕y

 {sup{μ1(z), μ2(z)} } 

                                               = inf
z∈x⊕y

 {μ2(z) } ≥ μ2(z)                                              

              inf
              z∈x⊗y

{ μ1 ∪ μ2(z)} = inf
z∈x⊗y

 {sup{μ1(z), μ2(z)} } 

                                               = inf
z∈x⊗y

 {μ2(z) } ≥ μ2(z)  dir. Buradan Tanım 1.5.20 ile   

μ1 ∪ μ2 ∈ F(L) hyper idealdir. 

 

Önerme 1.5.25 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes ve μ ∈ F(L)  hyper ideal olsun. Bu  taktirde, 

μ̅ = { x ∈ L | μ(x) = 1 } ≠ ∅  ise  μ̅ hyper idealdir. 

 

İspat: Önerme 1.5.10 ile μ̅ alt hyper kafestir. μ̅ ≠ ∅, a ∈  μ̅ keyfi olsun. μ̅ nin tanımı ile 

μ(a) = 1 dir. Diğer yandan  μ fuzzy hyper ideal olduğundan ∀ x ∈ L için,  
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1 =  μ(a) ≤ { μ(z)}z∈a⊕x
inf        ve 1 =  μ(a) ≤ { μ(z)}z∈a⊗x

inf       dir. O halde ∀ z ∈ a ⊕ x ve  

z ∈ a ⊗ x için  μ(z) = 1  olduğundan a ⊕ x ⊆ μ̅ , a ⊗ x ⊆  μ̅ dir. ⇒  a ⊕ x ∈ 𝒫∗(μ̅ )  ve              

a ⊗ x ∈ 𝒫∗(μ̅ )  dir. Tanım 1.4.17 ile μ̅ hyper idealdir. 

 

Teorem 1.5.26  L=(L, ⊕, ⊗) bir   hyper   kafes,   ∅ ≠ I ⊆ L   olsun.  Bu   takdirde, 

                            χI fuzzy hyper idealdir ⬄  I  hyper idealdir.  

 

İspat: “ ” Teorem 1.5.11 ile I alt hyper kafestir. χI fuzzy hyper ideal, I ≠ ∅ ve a ∈ I 

keyfi olsun. χI nin tanımı ile χI (a) = 1 dir. Diğer yandan χI  fuzzy hyper ideal olduğundan 

∀x ∈ L için, 1 = χI(a) ≤ { χI(z)}z∈a⊕x
inf          ve    1 =  χI(a) ≤ { χI(z)}z∈a⊗x

inf       dir. O halde       

∀ z ∈ a ⊕ x ve  z ∈ a ⊗ x için  χI(z) = 1 olduğundan a ⊕ x ⊆ I   ve a ⊗ x ⊆  I dir. 

Buradan, a ⊕ x ∈ 𝒫∗(I )  ve a ⊗ x ∈ 𝒫∗(I )  dır. Tanım 1.4.17  ile  I  hyper idealdir. 

“ ” Teorem 1.5.11 ile χI fuzzy alt hyper kafestir. I hyper ideal, a, x ∈  L keyfi olsun. I 

hyper ideal olduğundan a ⊕ x ∈ 𝒫∗(I ), a ⊗ x ∈ 𝒫∗(I ) ve ∀ z ∈ a ⊕ x, z ∈ a ⊗ x için 

χI(z) = 1 dir. 

             Eğer x ∈ L ∖ I ve  a ∈ L ∖ I ise χI (x) = 0 ve χI(a) = 0  olduğundan 

{χI(z)}z∈a⊕x
inf      ≥ 0 =  χI(a) , { χI(z)}z∈a⊗x

inf      ≥ 0 = χI(a)                      dir.                          (1) 

             Eğer x ∈ L ∖ I ve  a ∈ I ise χI (x) = 0 ve χI(a) = 1  olduğundan 

{χI(z)} = 1z∈a⊕x
inf      ≥ 1 =  χI(a) , { χI(z)}z∈a⊗x

inf      = 1 ≥ 1 = χI(a)        dir.                         (2) 

             Eğer x ∈ I ve  a ∈ L \ I ise χI (x) = 1 ve χI(a) = 0  olduğundan 

{χI(z)} = 1z∈a⊕x
inf      ≥ 0 =  χI(a) , { χI(z)}z∈a⊗x

inf      = 1 ≥ 0 = χI(a)        dir.                         (3) 

           Eğer x, a ∈ I   ise χI (x) = 1 ve χI(a) = 1  olduğundan 

{χI(z)} = 1z∈a⊕x
inf      ≥ 1 =  χI(a) , { χI(z)}z∈a⊗x

inf      = 1 ≥ 1 = χI(a)        dir.                         (4) 

            (1) , (2) , (3) , (4) ve Tanım 1.5.20 ile  χI fuzzy hyper idealdir. 

 

Önerme 1.5.27 L=(L, ⊕, ⊗)  bir    hyper   kafes,   ∅ ≠ I ⊆ L   ve   μϵF(L)   olsun. 

                       μ(x) = {  
 t1  ,             x ∈ I                 
t2  ,   diğer durumlarda

 ,        t1 >  t2 ∈ [0, 1]    

Bu taktirde, μ fuzzy hyper idealdir. ⬄ I  hyper idealdir. 

 

İspat: “ ” Önerme 1.5.12 ile I alt hyper kafestir. μ(x) fuzzy hyper ideal, I ≠ ∅ ve a ∈ I 

keyfi olsun. μ nin tanımı ile μ(a) = t1 dir. Diğer yandan μ fuzzy hyper ideal olduğundan 
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∀x ∈ L için, t1  = μ(a) ≤ { μ(z)}z∈a⊕x
inf        ve  t1  =  μ(a) ≤ { μ(z)}z∈a⊗x

inf       dir. O halde           

∀ z ∈ a ⊕ x ve  z ∈ a ⊗ x için  μ(z) = t1 olduğundan a ⊕ x ⊆ I ,   a ⊗ x ⊆  I dir. 

Buradan, a ⊕ x ∈ 𝒫∗(I )  ve a ⊗ x ∈ 𝒫∗(I )  dır. Tanım 1.4.17 ile I  hyper idealdir. 

“ ” Önerme 1.5.12 ile μ fuzzy alt hyper kafestir I hyper ideal, a, x ∈  L keyfi olsun. I 

hyper ideal olduğundan   a ⊕ x ∈ 𝒫∗(I ), a ⊗ x ∈ 𝒫∗(I ) ve ∀ z ∈ a ⊕ x ve z ∈ a ⊗ x için 

μ(z) = 1 dir. 

             Eğer x ∈ L ∖ I ve  a ∈ L ∖ I ise μ (x) = 0 ve μ (a) = 0  olduğundan 

{μ(z)}z∈a⊕x
inf      ≥ 0 =  μ(a) , { μ(z)}z∈a⊗x

inf      ≥ 0 = μ(a)                      dir.                          (1) 

             Eğer x ∈ L ∖ I ve  a ∈ I ise μ(x) = 0 ve μ(a) = 1  olduğundan 

{μ(z)} = 1z∈a⊕x
inf      ≥ 1 =  μ(a) , { μ(z)}z∈a⊗x

inf      = 1 ≥ 1 = μ(a)        dir.                          (2) 

             Eğer x ∈ I ve  a ∈ L \ I ise μ(x) = 1 ve μ(a) = 0  olduğundan 

{μ (z)} = 1z∈a⊕x
inf      ≥ 0 =  μ(a) , { μ (z)}z∈a⊗x

inf      = 1 ≥ 0 = μ(a)        dir.                         (3) 

                Eğer x, a ∈ I   ise μ(x) = 1 ve μ(a) = 1  olduğundan 

{μ(z)} = 1z∈a⊕x
inf      ≥ 1 =  μ(a) , { μ(z)}z∈a⊗x

inf      = 1 ≥ 1 = μ(a)         dir.                          (4) 

            (1) , (2) , (3) , (4) ve Tanım 1.5.20  ile  μ  fuzzy hyper idealdir. 

 

Teorem 1.5.28 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes, μ ∈ F(L) öyleki  Im(μ) = {t1, … , tn}, i>j 

için ti < tj , I0 ⊆  I1 ⊆ ⋯ ⊆ In = L, L nin hyper ideallerinin bir zinciri öyle ki, 

                            μ ( Ik
∗  ) = tk , Ik

∗ = Ik ∖  Ik−1 , I−1 = ∅,    k = 0, … , n     olsun. 

Bu taktirde, μ fuzzy hyper idealdir. 

 

İspat: Teorem 1.5.13 ile μ fuzzy alt hyper kafestir. x, y ∈ L keyfi olsun. Eğer a, x ∈ Ik
∗   ise  

μ(a) = μ(x) = tk ve a ⊕ x ⊆ Ik,  a ⊗ x ⊆  Ik dir.  Böylece, 

{ μ(z)}z∈a⊕x
inf      ≥ tk = μ(a)  , { μ(z)}z∈a⊗x

inf      ≥ tk = μ(a) dir. Şimdi  i ≠ j  için x ∈ Ii
∗  ve 

y ∈ Ij
∗  olsun. Genelliği bozmaksızın i ≥ j olsun. Buradan μ(a) = ti < tj = μ(x) ve  

a ⊕ x ⊆ Ii,  a ⊗ x ⊆  Ii dir. O halde, 

{ μ(z)}z∈a⊕x
inf      ≥ tk = μ(a)  , { μ(z)}z∈a⊗x

inf      ≥ tk = μ(a) dır. Tanım 1.5.20 ile μ fuzzy hyper 

idealdir. 
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Teorem 1.5.29 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes ve μ ∈ F(L) olsun. Bu taktirde, aşağıdaki 

koşullar birbirine denktir. 

1) μ  fuzzy hyper idealdir. 

2) μt
>  hyper idealdir. (μt

> ≠ ∅ ) 

3) μt  hyper idealdir. (μt ≠ ∅ ) 

 

İspat: (1)  (2). Teorem 1.5.16 ile μt
> alt hyper kafestir.  μt

> ≠ ∅   ve  a, x ∈ μt
> olsun. 

Buradan μ(a) > t, μ(x) > t dir. O halde  μ  fuzzy hyper ideal olduğundan, 

{ μ(z)}z∈a⊕x
inf      ≥ μ(a) > t  , { μ(z)}z∈a⊗x

inf      ≥ μ(a) > t dir. ∀ z ∈ a ⊕ x ve z ∈ a ⊗ x için  

μ(z) > t olup a ⊕ x ⊆ μt
> ve a ⊗ x ⊆ μt

> dir. Böylece, a ⊕ x ∈ 𝒫∗(μt
>) , a ⊗ x ∈ 𝒫∗(μt

>)   

elde edilir ki bu bize μt
> nin hyper ideal olduğunu gösterir. 

( 2)  (3). Lemma 1.5.15 ve Teorem 1.5.16 ile açıktır. 

(3)  (1). Teorem 1.5.16 ile μ fuzzy alt hyper kafestir. t ∈ [0,1] ve t: = μ(a) olsun .  Bu 

taktirde a ∈ μt olup  μt hyper ideal olduğundan  ∀x ∈ L için   a ⊕ x ⊆ μt ve  a ⊗ x ⊆ μt 

dir. Buradan ∀ z ∈ a ⊕ x ve z ∈ a ⊗ x   için z ∈ μt olup  μ(z) ≥ t dir. Dolayısıyla, her 

z ∈ a ⊕ x, z ∈ a ⊗ x için { μ(z)}z∈a⊕x
inf      ≥ μ(a)  , { μ(z)}z∈a⊗x

inf      ≥ μ(a)  olduğundan μ fuzzy 

hyper idealdir. 

 

Sonuç 1.5.30 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes, μ ∈  F(L) ve t0 =  supx∈L
μ(x)

  olsun. Bu taktirde, 

aşağıdaki koşullar birbirine denktir. 

1) μ  fuzzy hyper idealdir. 

2) Her  t ∈ [0 , t0]  için μt  hyper idealdir. 

3) Her  t ∈ [0 , t0]  için μt
>  hyper idealdir. 

4) Her  t ∈ Im( μ )   için μthyper idealdir. 

5) Her  t ∈ Im( μ ) ∖ { t0 }   için μt
>  hyper idealdir. 

6) Her  t ∈ [0, 1] , μt ≠ ∅   için μt   hyper idealdir.  

7)  Her  t ∈ [0 , 1) , μt
> ≠ ∅   için μt

>  hyper idealdir. 

 

Teorem 1.5.31 L1 = (L1, ⊕, ⊗), L2 = (L2, ⊕, ⊗)  iki hyper kafes ve f: L1  → L2  

güçlü hyper kafes homomorfisi olsun. 

1) μ ∈ F(L1)  hyper ideal ise f(μ) ∈ F(L2)  hyper idealdir. 

2) η ∈ F(L2)  hyper ideal ise f −1(η) ∈ F(L1)  hyper idealdir. 
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İspat :  

1) Teorem 1.5.18 ile f(μ) ∈ F(L2)  alt hyper kafestir. a, x ∈ L2  keyfi olsun f −1(a) = ∅ 

ise  f(μ)(a) = 0 ≤ { μ(z)}z∈a⊕x
inf        ve f(μ)(a) = 0 ≤ { μ(z)}z∈a⊗x

inf        dir. 

       f −1(a) ≠ ∅ olsun.  a, x ∈ L2  için   ∃a1, x1 ∈ L1 öyleki  f(a1) = a , f(x1) = x dir. 

{ f(μ)(w)}w ∈ a ⨁ x
inf      =  { {μ(z) }

z ∈ f−1 (w)

sup        
}w ∈ a ⨁ x

inf       

                                                              ≥ {μ(z)}w ∈ a ⨁ x
inf          (   f(z) = w  ) 

                                                              =  {μ(z)}f(z) ∈ f(a1) ⨁ f(x1)
inf                  

                                                              =  {μ(z)}f(z) ∈ f(a1 ⨁ x1)
inf                  

                                                              = {μ(z)} ≥z ∈ a1 ⨁ x1

inf       μ(a1) . 

⇒    ∀ a1 ∈ f −1(a)   için { f(μ)(w)}w ∈ a ⨁ x
inf      ≥ μ(a1) dır. Buradan 

                        { f(μ)(w)}w ∈ a ⨁ x
inf      ≥ {μ(a1)}

a1 ∈ f−1 (a)
sup        

=  f(μ(a))  

Benzer şekilde, 

{ f(μ)(w)}w ∈ a⊗x
inf      =  { {μ(z) }

z ∈ f−1 (w)

sup        
}w ∈ a⊗x

inf       

                                                              ≥ {μ(z)}w ∈ a⊗x
inf          (   f(z) = w  ) 

                                                              =  {μ(z)}f(z) ∈ f(a1)⊗f(x1)
inf                  

                                                              =  {μ(z)}f(z) ∈ f(a1⊗x1)
inf                  

                                                              = {μ(z)} ≥z ∈ a1⊗x1

inf       μ(a1) . 

⇒    ∀ a1 ∈ f −1(a)   için { f(μ)(w)}w ∈ a⊗x
inf      ≥ μ(a1) dır. Buradan, 

   { f(μ)(w)}w ∈ a⊗x
inf      ≥ {μ(a1)}

a1 ∈ f−1 (a)
sup        

=  f(μ(a)) olduğundan f(μ) ∈ F(L2) hyper 

idealdir. 

2) Teorem 1.5.18 ile η ∈ F(L2) alt hyper kafestir. η ∈ F(L2) hyper ideal olsun.  

a, x ∈  L1 için, 

{ f −1(η)(z)}z ∈ a⊕x
inf      = { η(f(z))}z ∈ a⊕x

inf       

                                                                        ≥  {η(f(z))}f(z)∈ f(a⊕x)
inf         

                                                                        ≥  { η(f(z))}f(z)∈ f(a)⊕f(x)
inf       

                                                                        ≥ η(f(a)) 

                                                                        = f −1(η)(a) . 
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Benzer şekilde,   

{ f −1(η)(z)}z ∈ a⊗x
inf      = { η(f(z))}z ∈ a⊗x

inf       

                                                                        ≥  {η(f(z))}f(z)∈ f(a⊗x)
inf         

                                                                        ≥  { η(f(z))}f(z)∈ f(a)⊗f(x)
inf       

                                                                        ≥ η(f(a)) 

                                                                        = f −1(η)(a)    dır.  

Buradan, f −1(η) ∈ F(L1) hyper idealdir. 

 

Teorem 1.5.32 L1 = (L1,  ⊕1,  ⊗1), L2 = (L2, ⊕2,  ⊗2)  iki hyper kafes μ1 ∈ F(L1) , 

μ2 ∈ F(L2) nin hyper ideali olsun. Bu taktirde,  μ1 x μ2 ∈ F(L1x L2)  hyper idealdir. 

 

İspat: Teorem 1.5.19 ile μ1 x μ2 ∈ F(L1x L2) alt hyper kafestir. 

a = (a1, a2), x = (x1, x2) ∈ L1 × L2 keyfi olsun. 

{( μ1 × μ2)(z)}z ∈ a⊕x
inf      = {( μ1 × μ2)(z1, z2)}(z1,z2) ∈ (a1,a2)⊕(x1,x2)

inf                         

                                                         = { μ1(z1), μ2(z2)}z1∈a1⊕x1,z2 ∈ a2⊕x2

inf                        

                                                         = { { μ1(z1)} , { μ2(z2)}z1∈a1⊕x1

inf        
z1∈a1⊕x1

inf         } 

≥ {μ1(a1), μ2(a2)} 

                                                         = μ1 × μ2 (a1, a2) = μ1 × μ2(a) . 

Benzer şekilde, 

{( μ1 × μ2)(z)}z ∈ a⊗x
inf      = {( μ1 × μ2)(z1, z2)}(z1,z2) ∈ (a1,a2)⊗(x1,x2)

inf                         

                                                         = { μ1(z1), μ2(z2)}z1∈a1⊗x1,z2 ∈ a2⊗x2

inf                        

                                                         = { { μ1(z1)} , { μ2(z2)}z1∈a1⊗x1

inf        
z1∈a1⊗x1

inf         } 

≥ {μ1(a1), μ2(a2)} 

                                                          = μ1 ×  μ2(a1, a2) = μ1 ×  μ2(a) dır. 

                                                                                          ⟹ μ1 × μ2 ∈ F(L1 × L2) hyper idealdir.



 
 

         2. YAPILAN ÇALIŞMALAR VE BULGULAR 

          2.1 (∈, ∈ ⋁qk), (∈̅, ∈̅ ⋁qk̅̅ ̅)  Fuzzy Alt Hyper  Kafesler (Hyper idealler) 

          Bu bölümde, L hyper kafesinin (∈, ∈ ⋁q) genel tipte fuzzy alt hyper kafeslerini 

(hyper ideallerini) elde etmek için (∈, ∈ ⋁qk) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) kavramı 

ele alınmıştır. Örnek 2.1.5 te μ: L → [0,1]  (∈, ∈ ⋁qk) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) 

ancak μ (∈, ∈ ⋁q) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) olmadığı gösterilmiştir. Dolayısıyla 

(∈, ∈ ⋁qk) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) (∈, ∈ ⋁q) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) 

in ve fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) in genelleştirilmesidir. Eşlik değerli fuzzy alt 

hyper kafes (hyper ideal) kavramı kullanılarak, fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal), 

(∈, ∈ ⋁qk) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) ve (∈̅, ∈̅ ⋁qk̅̅ ̅)  fuzzy alt hyper kafes (hyper 

ideal) kavramlarının karakterizasyonu ele alınmış ve aralarındaki ilişki araştırılmıştır. 

 

            t ∈ (0,1]  olmak  üzere, xt  fuzzy  noktası  aşağıdaki  gibi  tanımlanır. x, y ∈ L  için, 

xt(y) = {
   t ,   y = x     
  0 ,   y ≠ x      

olarak tanımlanır. 

             xt   fuzzy  noktası  aşağıdaki  özelliklere  sahiptir. μ ∈ F(L), k ∈ [0,1)   için, 

i) xt ∈ μ  ⬄ μ(x) ≥ t   ( xt  nin  μ ye ait olması ) , 

ii) xtqkμ   ⬄ μ(x) + t + k > 1   ( xt  ile μ nin k- yarı çakışması ) , 

iii) xt ∈ μ veya xtqkμ  ⬄ xt ∈ ⋁qkμ  (xt μ ye ait veya xt ile μ nin k- yarı çakışması ), 

iv) xtα̅μ ⬄  μ(x) < t ve μ(x) + t + k ≤ 1 (α ∈ {∈, qk, ∈ ⋁qk} için xtαμ ifadesi 

geçerli değildir). 

 

Tanım 2.1.1 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes ve μ ∈ F(L) olsun. μ ye L nin (∈, ∈ ⋁qk)  fuzzy 

alt hyper kafesi denir.⬄ ∀ x, y ∈ L , t, r ∈ (0, 1] için, 

(i)  xt, yr ∈ μ  için  zt˄r ∈ ⋁qkμ , ∀ z ∈ x ⊕ y , 

(ii)  xt, yr ∈ μ  için  zt˄r ∈ ⋁qkμ , ∀ z ∈ x ⊗ y . 

 μ  ye L nin ( ∈ , ∈ ⋁qk ) fuzzy hyper ideal denir.⬄ μ (∈, ∈ ⋁qk) fuzzy alt hyper kafes ve 

(iii)   xt ∈ μ  için  zt ∈ ⋁qkμ , ∀ z ∈ x ⊕ y , 

(iv)   xt ∈ μ  için  zt ∈ ⋁qkμ , ∀ z ∈ x ⊗ y . 

Bu tanımda k=0 için μ ye (∈, ∈ ⋁q) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) denir. 
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Teorem 2.1.2 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes ve μ ∈ F(L) olsun. Bu taktirde, μ (∈, ∈ ⋁qk) 

fuzzy alt hyper kafestir.⬄ ∀ x, y ∈ L ve k ∈ [0, 1) için, 

(1) min{μ(x), μ(y)} ⋀
1−k

2
≤  μ(z)z∈x⊕y

inf       , 

(2) min{μ(x), μ(y)} ⋀
1−k

2
≤  μ(z)z∈x⊗y

inf       . 

 μ   (∈, ∈ ⋁qk)  fuzzy  hyper  idealdir. ⬄  μ (∈, ∈ ⋁qk)  fuzzy  alt  hyper  kafes  ve 

(3) μ(x)⋀
1−k

2
≤  μ(z)z∈x⊕y

inf       , 

(4) μ(x)⋀
1−k

2
≤  μ(z)z∈x⊗y

inf       .  

 

İspat: (i) ⇒ (1) : x, y ∈ L keyfi olsun. Farz edelim ki xt, yr ∈ μ  ve z ∈ x ⊕ y için  

zt˄r ∈ ⋁qkμ ve  μ(z)z∈x⊕y
inf      < min {μ(x), μ(y)}⋀

1−k

2
  olsun. Bu durumda  aşağıdaki iki 

durumu göz önüne alalım. 

(a)  min{μ(x), μ(y)} <
1−k

2
, 

(b) 
1−k

2
≤ min {(x), μ(y)} . 

     (a) durumunda;  min{μ(x), μ(y)} <
1−k

2
   ve   μ(z)z∈x⊕y

inf      < min {μ(x), μ(y)}⋀
1−k

2
 

olduğundan   μ(z)z∈x⊕y
inf      < min {μ(x), μ(y)} dir. Şimdi  μ(z)z∈x⊕y

inf      < t < min {μ(x), μ(y)} 

olacak şekilde bir t seçelim. t nin seçminden xt, yt ∈ μ dir; fakat z ∈ x ⊕ y için zt ∈̅ ⋁qk̅̅ ̅μ 

olur ki bu (i) ile çelişir. 

     (b) durumunda;  
1−k

2
≤ min {(x), μ(y)} ve  μ(z)z∈x⊕y

inf      < min {μ(x), μ(y)}⋀
1−k

2
  

olduğundan  μ(z)z∈x⊕y
inf      <

1−k

2
 dir. Buradan x1−k

2

 , y1−k

2

∈ μ, z ∈ x ⊕ y için z1−𝑘

2

∈̅ ⋁qk̅̅ ̅μ 

olur ki  bu (i) ile çelişir. 

      O halde,  min{μ(x), μ(y)} ⋀
1−k

2
≤  μ(z)z∈x⊕y

inf       dır.  

(ii) ⇒ (2) : (i) ⇒ (1) ye benzer şekilde görülür. 

(iii) ⇒ (3) :  x, y ∈ L keyfi olsun. Aşağıdaki iki durumu göz önüne alalım. 

(a)  μ(x) <
1−k

2
  

(b)  
1−k

2
≤  μ(x). 

     (a) durumunda farz edelim ki  μ(x) = t <
1−k

2
 ve z ∈ x ⊕ y için μ(z) = r < μ(x) olsun. 

r < s < t ve r + s < 1 − k olacak şekilde s seçelim. s nin seçiminden  xs ∈ μ fakat 

z ∈ x ⊕ y için  zs ∈̅ ⋁qk̅̅ ̅μ   olur ki bu (iii) ile çelişir.  
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      (b) durumunda 
1−k

2
< μ(x) olsun. Eğer  μ(z)z∈x⊕y

inf      < μ(x)⋀
1−k

2
 ⇒ x1−k

2

∈ μ; fakat 

z ∈ x ⊕ y için z1−𝑘

2

∈̅ ⋁qk̅̅ ̅μ olur ki bu (iii) ile çelişir.  

      O halde,  μ(x)⋀
1−k

2
≤  μ(z)z∈x⊕y

inf       olmalıdır. 

(iv) ⇒ (4) : (iii) ⇒ (3) ye benzer şekilde görülür. 

(1) ⇒ (i) : xt, yr ∈ μ keyfi olsun. ⇒ t ≤ μ(x) ve r ≤ μ(y) dir. (1) kabulü ile   

 t⋀r⋀
1−k

2
≤ min{μ(x), μ(y)} ⋀

1−k

2
≤  μ(z)z∈x⊕y

inf       dir.  

      Eğer  
1−k

2
< t⋀r  . ⇒   

1−k

2
≤  μ(z)z∈x⊕y

inf       . ⇒ 1 − k <  μ(z)z∈x⊕y
inf      + t⋀r.  

⇒ z ∈ x ⊕ y için  1 < μ(z) + t⋀r + k dir. 

      Eğer t⋀r ≤
1−k

2
  . ⇒  t⋀r ≤  μ(z)z∈x⊕y

inf      . ⇒ z ∈ x ⊕ y için  t⋀r ≤ μ(z)  dir.                                            

     Buradan, 1 < μ(z) + t⋀r + k veya t⋀r ≤ μ(z) olduğundan z ∈ x ⊕ y için zt˄r ∈ ⋁qkμ 

olur. 

(2) ⇒ (ii) : (1) ⇒ (i)  ye benzer şekilde görülür. 

(3) ⇒ (iii) :  xt ∈ μ  keyfi olsun. ⇒ t ≤ μ(x) .  

⇒ t⋀
1−k

2
≤ μ(x)⋀

1−k

2
≤  μ(z)z∈x⊕y

inf      , buradan açık olarak  t ≤
1−k

2
  veya  

1−k

2
< t dir.  

     Eğer t ≤
1−k

2
 . ⇒  t ≤  μ(z)z∈x⊕y

inf       . ⇒ z ∈ x ⊕ y için t ≤ μ(z) dir. 

     Eğer 
1−k

2
< t . ⇒ 

1−k

2
≤  μ(z)z∈x⊕y

inf       . ⇒ 1 − k <  μ(z)z∈x⊕y
inf      + t . ⇒ z ∈ x ⊕ y için               

1 < μ(z) + t + k dır. 

    Buradan, 1 < μ(z) + t + k veya t ≤ μ(z) olduğundan z ∈ x ⊕ y için zt ∈ ⋁qkμ olur. 

 (4) ⇒ (iv) :  (3) ⇒ (iii)  ye benzer şekilde görülür.  

       

Aşağıdaki sonuç Tanım 2.1.1 ve Teorem 2.1.2 den elde edilir. 

 

Sonuç 2.1.3 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes ve μ ∈ F(L) olsun. Bu taktirde, 

1) μ (∈, ∈ ⋁qk)  fuzzy alt hyper kafestir.⬄ Teorem 2.1.2 nin (1) ve (2) koşulları 

gerçeklenir. 

2) μ (∈, ∈ ⋁qk)  fuzzy hyper idealdir.⬄ Teorem 2.1.2 nin (3) ve (4) koşulları 

gerçeklenir. 
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Uyarı 2.1.4 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes  olsun. Bu taktirde, her fuzzy alt hyper kafes 

(hyper ideal) ve (∈, ∈ ⋁q ) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal), (∈, ∈ ⋁qk ) fuzzy alt hyper 

kafes (hyper ideal) dir; ancak tersi genelde doğru değildir. 

 

Örnek 2.1.5 Kafes diyagramı aşağıda verilen L={ a,b,c,d } göz önüne alınsın. L üzerinde 

⊕ ve ⊗ işlemleri Örnekler 1.4.3 te 3 te ki gibi tanımlanırsa, (L, ⊕, ⊗) bir hyper kafestir.   

(L kafesinden elde edilen hyper kafes.) 

                                                                   d 

                                                             c            b 

                                                                    a                 

                    a       b        c        d                                   a         b       c        d 

a        L    {b,d}  {c,d}  {d}                         a      {a}     {a}    {a}     {a} 

   b     {b,d} {b,d}  {d}    {d}                         b      {a}    {a,b}  {a}    {a,b} 

   c      {c,d}  {d}  {c,d}  {d}                         c      {a}     {a}   {a,c}   {a,c} 

d       {d}     {d}   {d}   {d}                        d      {a}    {a,b} {a,c}     L 

              Şekil 4. (L, ⊕, ⊗) Hyper kafesi 

 

μ ∶ L → [0,1] , µ(a)=1 , µ(b)=0.6 , µ(c)=0.8 , µ(d)=0.4 olarak tanımlayalım. k=0.2 için, 

 μ  (∈, ∈ ⋁q0.2) fuzzy hyper idealdir. 

 μ  (∈, ∈ ⋁q)    fuzzy hyper ideal değildir. 

 μ  fuzzy hyper ideal değildir. 

 

Teorem 2.1.6   L=(L, ⊕, ⊗)   bir  hyper  kafes  ve  ∅ ≠ I ⊆ L   olsun.  Bu   taktirde,  I alt 

hyper kafes (hyper ideal) dir.⬄ χI (∈, ∈ ⋁qk) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir. 

 

İspat: “ ” I  alt  hyper  kafes  olsun. Teorem 1.5.11  ile   χI   fuzzy  alt  hyper   kafestir. 

 ⇒ ∀x, y ∈ L için   min{ χI(x), χI(y)} ≤ inf
z∈x⊕y

 { χI(z)} ve 

                              min{ χI(x), χI(y)} ≤ inf
z∈x⊗y

 { χI(z)}   dir. 
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⇒ min{ χI(x), χI(y)}⋀
1−k

2
≤ inf

z∈x⊕y
 { χI(z)}⋀

1−k

2
≤ inf

z∈x⊕y
 { χI(z)} ve                

      min{ χI(x), χI(y)}⋀
1−k

2
≤ inf

z∈x⊗y
 { χI(z)}⋀

1−k

2
≤ inf

z∈x⊗y
 { χI(z)} dir. Teorem 2.1.2 ile           

χI   (∈, ∈ ⋁qk)  fuzzy alt hyper kafestir.   

Teorem 1.5.26 ile   χI  fuzzy hyper ideal olduğundan ∀x, y ∈ L için  χI(x) ≤ inf
z∈x⊕y

 { χI(z)} 

ve  χI(x) ≤ inf
z∈x⊗y

 {χI(z)} dir. ⇒    χI(x)⋀
1−k

2
≤ inf

z∈x⊕y
 { χI(z)}⋀

1−k

2
≤ inf

z∈x⊕y
 { χI(z)}   ve 

 χI(x)⋀
1−k

2
≤ inf

z∈x⊗y
 { χI(z)}⋀

1−k

2
≤ inf

z∈x⊗y
 {χI(z)} dir.  Teorem  2.1.2  ile  χI   (∈, ∈ ⋁qk ) 

fuzzy hyper idealdir.  

“ ”   χI   (∈, ∈ ⋁qk) fuzzy alt hyper kafes(ideal) olsun.  x, y ∈ I keyfi olsun.  ⇒ 

                        
1−k

2
= min{χI(x), χI(y)} ⋀

1−k

2
≤  χI(z)z∈x⊕y

inf        ve                   

                         
1−k

2
= min{χI(x), χI(y)} ⋀

1−k

2
≤  χI(z)z∈x⊕y

inf           dir.     0 <
1−k

2
     olduğundan             

1 =  χI(z)z∈x⊕y
inf       ve 1 =  χI(z)z∈x⊗y

inf       dir. ⇒  ∀z ∈ x ⊕ y, x ⊗ y için χI(z) = 1    olduğundan 

x ⊕ y, x ⊗ y ⊆ I  olup  x ⊕ y ∈ 𝒫∗(I ),  x ⊗ y ∈ 𝒫∗(I ) dir. Tanım 1.4.8 ile  I  alt    hyper 

kafestir.  

      Şimdi I nın hyper ideal olduğunu  gösterelim.  x ∈ I , y ∈ L keyfi olsun.   χI   (∈, ∈ ⋁qk) 

fuzzy hyper ideal olduğundan, 

     χI(x)⋀
1−k

2
≤  χI(z)z∈x⊕y

inf       ve  χI(x)⋀
1−k

2
≤  χI(z)z∈x⊗y

inf        dir. x ∈ I, k ∈ [0,1)  olduğu göz 

önüne alınırsa χI(x) = 1 ve 0 <
1−k

2
 dir.  Buradan 1 =  χI(z)z∈x⊕y

inf       ve  1 =  χI(z)z∈x⊗y
inf       dir.     

⇒ ∀ z ∈ x ⊕ y, x ⊗ y için χI(z) = 1  olduğundan  x ⊕ y, x ⊗ y ⊆ I  olup   x ⊕ y ∈ 𝒫∗(I )           

x ⊗ y ∈ 𝒫∗(I ) dir. Tanım 1.4.17 ile I hyper idealdir. 

 

Teorem 2.1.7 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes ve μ ∈ F(L) olsun. Bu taktirde, μ (∈, ∈ ⋁qk) 

fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir.⬄ ∀t ∈ (0,
1−k

2
]  için ∅ ≠ μt alt hyper kafes (hyper 

ideal) dir. 

 

İspat: “ ” μ  (∈, ∈ ⋁qk) fuzzy alt hyper kafes(ideal) ve 0 < t ≤
1−k

2
 olsun. x, y ∈ μt keyfi 

olsun. ⇒  t ≤ μ(x), t ≤ μ(y) dir. Diğer yandan μ  (∈, ∈ ⋁qk) fuzzy alt hyper kafes olduğu 

göz önüne alınırsa, 

                 t ≤ t⋀
1−k

2
≤ min{μ(x), μ(y)} ⋀

1−k

2
≤  μ(z)z∈x⊕y

inf        ve  
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                t ≤ t⋀
1−k

2
≤ min{μ(x), μ(y)} ⋀

1−k

2
≤  μ(z)z∈x⊗y

inf        olduğu görülür. Buradan 

∀z ∈ x ⊕ y, x ⊗ y için μ(z) ≥ t olduğundan x ⊕ y, x ⊗ y ⊆ μt  olup x ⊕ y ∈ 𝒫∗(μt )    

x ⊗ y ∈ 𝒫∗(μt) dir. Tanım 1.4.8 ile μt alt hyper kafestir. 

      Şimdi μt nin hyper ideal olduğunu gösterelim. x ∈ μt , y ∈ L keyfi olsun. ⇒ t ≤ μ(x)  

dir. Diğer yandan μ  ( ℇ, ℇ⋁qk ) fuzzy hyper ideal olduğu göz önüne alınırsa,  

               t ≤ t⋀
1−k

2
≤ μ(x)⋀

1−k

2
≤  μ(z)z∈x⊕y

inf       ve 

              t ≤ t⋀
1−k

2
≤ μ(x)⋀

1−k

2
≤  μ(z)z∈x⊗y

inf       olduğu görülür. Buradan  ∀z ∈ x ⊕ y  ve    

z ∈ x ⊗ y     için   μ(z) ≥ t   olduğundan   x ⊕ y,   x ⊗ y ⊆ μt  olup x ⊕ y ∈ 𝒫∗(μt)                

x ⊗ y ∈ 𝒫∗(μt)  dir. Tanım 1.4.17 ile μt hyper idealdir.  

“ ”  ∀ t ∈ (0,
1−k

2
]   için  ∅ ≠ μt  alt  hyper  kafes(ideal)  olsun. ∀  x, y ∈ L   için  

       t0 = min{μ(x), μ(y)} ⋀
1−k

2
≤ μ(x) , t0 = min{μ(x), μ(y)} ⋀

1−k

2
≤ μ(y)  yazabiliriz. 

Buradan x ∈ μt0
 ve y ∈ μt0

 dir. μt0
 alt hyper kafes olduğundan x ⊕ y,   x ⊗ y ⊆ μt0

 dir.                                             

⇒ min{μ(x), μ(y)} ⋀
1−k

2
≤  μ(z)z∈x⊕y

inf       , min{μ(x), μ(y)} ⋀
1−k

2
≤  μ(z)z∈x⊗y

inf       dir. Teorem 

2.1.2 ile  μ  (∈, ∈ ⋁qk ) fuzzy alt hyper kafestir.  

         Şimdi  μ  (∈, ∈ ⋁qk ) fuzzy hyper ideal oluğunu gösterelim.  x, y ∈ L keyfi olsun. 

x ∈ L için t0 = μ(x)⋀
1−k

2
≤ μ(x) yazabiliriz. Buradan x ∈ μt0

dir. μt0
 hyper kafes 

olduğundan  x ⊕ y,   x ⊗ y ⊆ μt0
dir. ⇒ μ(x)⋀

1−k

2
≤  μ(z)z∈x⊕y

inf      , μ(x)⋀
1−k

2
≤  μ(z)z∈x⊗y

inf       

dir. Teorem 2.1.2 ile  μ (∈, ∈ ⋁qk) fuzzy hyper idealdir. 

 

Sonuç 2.1.8 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes ve μ ∈ F(L) olsun. Bu taktirde, aşağıdaki 

koşullar birbirine denktir. 

1) μ (∈, ∈ ⋁qk)  fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir. 

2) ∀t ∈ (0,0.5]  için μt  (μt ≠ ∅) alt hyper kafes (hyper ideal) dir. 

 

İspat: Teorem 2.1.7 de k=0 alınırsa elde edilir. 

 

Tanım 2.1.9 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes ve μ ∈ F(L) olsun. μ ye L nin (∈̅, ∈̅ ⋁qk̅̅ ̅ ) fuzzy 

alt hyper kafesi denir.⬄ ∀ x, y ∈ L  t, r ∈ (0, 1] için, 

(i) zt˄r ∈̅ μ  için  xt ∈̅ ⋁qk̅̅ ̅μ  veya yr ∈̅ ⋁qk̅̅ ̅μ  ,  ∀ z ∈ x ⊕ y , 

(ii) zt˄r ∈̅ μ  için  xt ∈̅ ⋁qk̅̅ ̅μ  veya yr ∈̅ ⋁qk̅̅ ̅μ  ,  ∀ z ∈ x ⊗ y . 
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μ ye L nin (∈̅, ∈̅ ⋁qk̅̅ ̅ ) fuzzy hyper ideal denir.⬄ μ (∈̅, ∈̅ ⋁qk̅̅ ̅ ) fuzzy alt hyper kafes ve 

(iii)  zt ∈̅ μ  için  xt ∈̅ ⋁qk̅̅ ̅μ , ∀ z ∈ x ⊕ y , 

(iv)  zt ∈̅ μ  için  xt ∈̅ ⋁qk̅̅ ̅μ , ∀ z ∈ x ⊗ y . 

         Bu tanımda k=0 için μ ye (∈̅, ∈̅ ⋁q̅) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) denir. 

 

Teorem 2.1.10 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes ve μ ∈ F(L) olsun. Bu taktirde, μ (∈̅, ∈̅ ⋁qk̅̅ ̅) 

fuzzy alt hyper kafestir.⬄ ∀ x, y ∈ L, k ∈ [0,1) için, 

(1) min{μ(x), μ(y)} ≤  μ(z)z∈x⊕y
inf      ⋁

1−k

2
 , 

(2) min{μ(x), μ(y)} ≤  μ(z)z∈x⊗y
inf      ⋁

1−k

2
 . 

 μ  (∈̅, ∈̅ ⋁qk̅̅ ̅) fuzzy hyper idealdir. ⬄  μ (∈, ∈ ⋁qk) fuzzy alt hyper kafes ve 

(3) μ(x) ≤  μ(z)⋁
1−k

2z∈x⊕y
inf       , 

(4) μ(x) ≤  μ(z)⋁z∈x⊗y
inf      1−k

2
 . 

 

İspat: Teorem 2.1.2 ye benzer şekilde yapılır. 

 

Sonuç 2.1.11 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes ve μ ∈ F(L) olsun. Bu taktirde, 

1) μ (∈̅, ∈̅ ⋁qk̅̅ ̅) fuzzy alt hyper kafestir.⬄ Teorem 2.1.10 nun (1) ve (2) koşulları 

gerçeklenir. 

2) μ (∈̅, ∈̅ ⋁qk̅̅ ̅) fuzzy hyper idealdir.⬄ Teorem 2.1.10 nun (3) ve (4) koşulları 

gerçeklenir. 

 

Uyarı 2.1.12 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes olsun. Bu taktirde, (∈̅, ∈̅ ⋁qk̅̅ ̅) fuzzy alt hyper 

kafes (hyper ideal), k=0 için (∈̅, ∈̅ ⋁q̅) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir. Her fuzzy alt 

hyper kafes (hyper ideal) bir (∈̅, ∈̅ ⋁qk̅̅ ̅) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir; ancak tersi 

genelde doğru değildir. 

 

Örnek 2.1.13 L=(L, ⊕, ⊗), Örnek 2.1.5 ki hyper kafes ve μ ∶ L → [0,1] , µ(a)=0.2, 

µ(b)=0.4  µ(c)=0.3 , µ(d)=0.2 olsun. k=0.2 için μ  (∈̅, ∈̅ ⋁q0.2̅̅ ̅̅ ̅ ) fuzzy hyper idealdir, ancak 

μ fuzzy hyper ideal değildir. 
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Teorem 2.1.14 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes ve ∅ ≠ I ⊆ L olsun. Bu taktirde, I alt hyper 

kafes (hyper ideal) dir. ⬄ χI  (∈̅, ∈̅ ⋁qk̅̅ ̅) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir. 

 

İspat: Teorem 2.1.6 ya benzer şekilde yapılır. 

 

Teorem 2.1.15 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes ve μ ∈ F(L) olsun. Bu taktirde, μ  (∈̅, ∈̅ ⋁qk̅̅ ̅) 

fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir.⬄ ∀ t ∈ (
1−k

2
, 1]  için ∅ ≠ μt alt hyper kafes (hyper 

ideal) dir. 

 

İspat: Teorem 2.1.7 ye benzer şekilde yapılır. 

 

Sonuç 2.1.16 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes ve μ ∈ F(L) olsun. Bu taktirde, aşağıdaki 

koşullar birbirine denktir. 

1) μ  (∈̅, ∈̅ ⋁q̅) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir. 

2) ∀t ∈ (0.5,1]  için  μt  (μt ≠ ∅) alt hyper kafes (hyper ideal) dir. 

 

İspat: Sonuç 2.1.15 de k=0 alınırsa elde edilir. 

 

μ ∈ F(L) olsun. Aşağıdaki kümeyi göz önüne alalım. 

               Kt = { t ∈ (0,1] │ μt alt hyper kafes (hyper ideal)} olsun. Bu durumda, 

 Eğer Kt = (0,1]  ise μ fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir. 

 Eğer Kt = (0,
1−k

2
]  ise μ   (∈, ∈ ⋁qk ) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir. 

 Eğer Kt = (
1−k

2
, 1]  ise μ   (∈̅, ∈̅ ⋁qk̅̅ ̅ ) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir.  

     Buna göre Kt ≠ ∅ olmak üzere Kt = (α, β] ,  α, β ∈ (0,1)    α < β için μ ∈ F(L) nin alt 

hyper kafes (hyper ideal) olup olmadığı açık bir sorudur. Bu sorunun cevabı için aşağıdaki 

tanımı göz önüne alalım. 

 

Tanım 2.1.17 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes, μ ∈ F(L), α, β ∈ [0,1],   α < β olsun. Bu 

taktirde,  

          μ  ye L nin eşlik değerli fuzzy alt hyper kafesi denir. ⬄ ∀ x, y ∈ L için 

i) min{μ(x), μ(y)} ⋀β ≤  μ(z)z∈x⊕y
inf      ⋁ α , 

ii) min{μ(x), μ(y)} ⋀β ≤  μ(z)z∈x⊗y
inf      ⋁ α . 



34 
 

         μ  ye L nin eşlik değerli fuzzy hyper ideali denir. ⬄ μ L nin eşlik değerli fuzzy alt 

hyper kafesi ve ∀ x, y ∈ L için,  

iii) μ(x)⋀β ≤  μ(z)z∈x⊕y
inf      ⋁ α , 

iv) μ(x)⋀β ≤  μ(z)z∈x⊗y
inf      ⋁ α . 

 

Uyarı 2.1.18 Her eşlik değerli fuzzy alt hyper kafesin (hyper idealin) ( ∈, ∈ ⋁qk)  fuzzy alt 

hyper kafes (hyper ideal) olması gerekmez. 

 

Örnek 2.1.19 L={a, b, c, d,} olmak üzere Örnek 2.1.5 de ki L=(L, ⊕, ⊗) hyper kafesini 

göz önüne alalim. μ: L → [0,1],  μ(a) = 0, μ(b) = μ(c) = μ(d) = 0.1, α = 0.2, β = 0.6 

olarak tanımlayalım. Açık olarak μ eşlik değerli fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir; 

ancak   μ  (∈, ∈ ⋁q0.2) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) değildir. Gerçekten, 

                  0 = min{μ(a), μ(a)} ⋀0.6 ≤ inf
z∈a⊕a

μ(z)⋁0.2 = 0.2, 

                  0 = min{μ(a), μ(b)} ⋀0.6 ≤ μ(z)⋁0.2z∈a⊕b
inf    = 0.2,  

                  0 = min{μ(a), μ(c)} ⋀0.6 ≤ μ(z)⋁0.2z∈a⊕c
inf    = 0.2,  

                  0 = min{μ(a), μ(d)}⋀0.6 ≤ μ(z)⋁0.2z∈a⊕d
inf    = 0.2,  

              0.1 = min{μ(b), μ(b)} ⋀0.6 ≤ μ(z)⋁0.2z∈b⊕b
inf    = 0.2, 

              0.1 = min{μ(b), μ(c)}⋀0.6 ≤ μ(z)⋁0.2z∈b⊕c
inf    = 0.2, 

              0.1 = min{μ(b), μ(d)} ⋀0.6 ≤ μ(z)⋁0.2z∈b⊕d
inf    = 0.2, 

              0.1 = min{μ(c), μ(c)}⋀0.6 ≤ μ(z)z∈c⊕c
inf    ⋁0.2 = 0.2, 

              0.1 = min{μ(c), μ(d)} ⋀0.6 ≤ μ(z)z∈c⊕d
inf    ⋁0.2 = 0.2, 

              0.1 = min{μ(d), μ(d)} ⋀0.6 ≤ μ(z)⋁0.2z∈d⊕d
inf    = 0.2,   ve 

                 0 = min{μ(a), μ(a)}⋀0.6 ≤ inf
z∈a⊗a

μ(z)⋁0.2 = 0.2,   

                 0 = min{μ(a), μ(b)} ⋀0.6 ≤ μ(z)⋁0.2z∈a⊗b
inf    = 0.2,  

                 0 = min{μ(a), μ(c)}⋀0.6 ≤ μ(z)z∈a⊗c
inf    ⋁0.2 = 0.2,  

                 0 = min{μ(a), μ(d)}⋀0.6 ≤ μ(z)z∈a⊗d
inf    ⋁0.2 = 0.2,  

              0.1 = min{μ(b), μ(b)} ⋀0.6 ≤ μ(z)⋁0.2z∈b⊗b
inf    = 0.2, 

              0.1 = min{μ(b), μ(c)} ⋀0.6 ≤ μ(z)z∈b⊗c
inf    ⋁0.2 = 0.2, 

              0.1 = min{μ(b), μ(d)}⋀0.6 ≤ μ(z)⋁0.2z∈b⊗d
inf    = 0.2, 

              0.1 = min{μ(c), μ(c)} ⋀0.6 ≤ μ(z)⋁0.2z∈c⊗c
inf    = 0.2, 



35 
 

            0.1 = min{μ(c), μ(d)}⋀0.6 ≤ μ(z)z∈c⊗d
inf    ⋁0.2 = 0.2, 

            0.1 = min{μ(d), μ(d)}⋀0.6 ≤ μ(z)z∈d⊗d
inf    ⋁0.2 = 0.2 dir.  

Benzer şekilde μ fuzzy hyper ideal olduğuda gösterilir. Buradan μ eşlik değerli fuzzy 

alt hyper kafes (hyper ideal) dir; fakat 0.1 = min{μ(b), μ(b)} ⋀0.4 ≰ inf
z∈b⊗b

μ(z) = 0 

olduğundan  μ  (∈, ∈ ⋁q0.2) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) değildir. 

 

          Şimdi eşlik değerli fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) leri karakterizasyonunu seviye 

alt hyper kafes (hyper ideal) ler yardımıyla verelim. 

 

Teorem 2.1.20 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes ve μ ∈ F(L) olsun. μ eşlik değerli fuzzy alt 

hyper kafes (hyper ideal) dir. ⬄ ∀ t ∈ (α, β] için μt(≠ ∅) alt hyper kafes (hyper ideal) dir. 

 

İspat: Teorem 2.1.7 ve Teorem 2.1.15 ile açıktır. 

 

Uyarı 2.1.21 Her eşlik değerli fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) lerin  (∈̅, ∈̅ ⋁qk̅̅ ̅ ) fuzzy 

alt hyper kafes (hyper ideal) olması gerekmez. 

 

Örnek 2.1.22 L=(L, ⊕, ⊗) Örnek 2.1.5 de ki hyper kafes olsun. μ: L → [0,1] ,  μ(a) = 1 , 

μ(b) = 0.6 , μ(c) = 0.8, μ(d) = 0.4 olarak tanımlansın. α = 0.6 , β = 0.7,  için μ eşlik 

değerli fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal); ancak k=0.4 için μ  (∈̅, ∈̅ ⋁𝑞0.2̅̅ ̅̅ ̅) fuzzy alt hyper 

kafes (hyper ideal) değildir. 

     α = 0.6 , β = 0.7 , için μ eşlik değerli fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) olduğunu 

açıktır; fakat k=0.4 için min {μ(a), μ(b)} ≰ μ(z)z∈a⊗b
inf    ⋁0.3 olduğundan μ  (∈̅, ∈̅ ⋁𝑞0.2̅̅ ̅̅ ̅) 

fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) değildir. 

 

Teorem 2.1.23 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes, μ ∈ F(L), α, β ∈ (0,1] , α < β olsun. Bu 

taktirde, 

1) μ   L nin fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir.⬄ μ   L nin eşlik değerli fuzzy alt 

hyper kafesi (hyper ideali) dir.  (α = 0, β = 1). 

2) μ L nin (∈, ∈ ⋁qk )  fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir.⬄ μ L nin eşlik 

değerli fuzzy alt hyper kafesi (hyper ideali) dir.  (α = 0, β =
1−k

2
). 
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3) μ L nin ( ∈̅, ∈̅ ⋁qk̅̅ ̅ )  fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir.⬄ μ L nin eşlik 

değerli fuzzy alt hyper kafesi (hyper ideali) dir.  (α =
1−k

2
, β = 1). 

 

İspat: Açıktır. 

 

2.2 İmplikasyonlara Bağlı Fuzzy Alt Hyper Kafesler (Hyper İdealler) 

 

 P fuzzy önerme olmak üzere P nin doğruluk değeri [P] olarak tanımlanır. Burada da  

fuzzy lojik ve doğruluk değerleri aşağıda verilmiştir. 

[x ∈ F] = F(x) ; 

[x ∉ F] = 1 − F(x) ; 

[P⋀Q] = min {[P], [Q]} ; 

[P⋁Q] = max {[P], [Q]} ; 

[P → Q] = min {1,1 − [P] + [Q]} ; 

[∀xP(x)] = inf [P(x)] ; 

⊨ P ⬄[P] = 1   

 

Fuzzy lojikte birçok implikasyonlar tanımlanmıştır. Bunlardan bazıları aşağıda 

verilmiştir. 

 

Early Zadeh                           Im(α, β) = max {1 − α, min{α, β}} 

Lukasiewicz                           Iα(α, β) = min {1,1 − α + β} 

Standard star (Gödel)             Ig(α, β) = {
  1 ,   α ≤ β   

β ,   α > β
 

Contraposition of Gödel         Icg(α, β) = {
  1          , α ≤ β   

 1 − α ,   α > β
 

Gaines-Rescher                       Igr(α, β) = {
  1 ,   α ≤ β   

0 ,   α > β
 

Kleene-Dienes                        Ib(α, β) = max {1 − α, β} 

Goguen                                   Igg(α, β) = {
  1 ,   α ≤ β   

β

α
 ,   α > β
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 Aşağıda implikasyon oparatörlerden Lukasiewciz lojik ile ile ilgili tanımlara bakalım. 

 

Tanım 2.2.1 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes ve μ ∈ F(L) olsun. μ ye  fuzzyleştirilmiş alt 

hyper kafes denir. ⬄ 

i) ∀x, y ∈ L için ⊨ [ [x ∈ μ]⋀[y ∈ μ] → [∀z ∈ x ⊕ y için z ∈ μ ]], 

ii) ∀x, y ∈ L için ⊨ [ [x ∈ μ]⋀[y ∈ μ] → [ ∀z ∈ x ⊗ y için z ∈ μ ]] dir. 

 μ ye  fuzzyleştirilmiş hyper ideal denir. ⬄ μ fuzzyleştirilmiş alt hyper kafes ve 

iii) ∀x, y ∈ L için ⊨ [[x ∈ μ] → [ ∀z ∈ x ⊕ y için z ∈ μ]], 

iv) ∀x, y ∈ L için ⊨ [[x ∈ μ] → [ ∀z ∈ x ⊗ y için z ∈ μ]] dir. 

 

Şimdi t-totoloji kavramını aşağıdaki gibi tanımlayalım. 

                         ⊨t P    ⬄  [P] ≥ t    

 

Böylece implikasyonlara bağlı fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) kavramını 

aşağıdaki gibi genelleyelim. 

 

Tanım 2.2.2 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes, μ ∈ F(L), t ∈ (0,1] olsun.μ ye t-

implikasyonuna bağlı fuzzy alt hyper kafes denir. ⬄ 

i) ∀x, y ∈ L için ⊨t [ [x ∈ μ]⋀[y ∈ μ] → [∀z ∈ x ⊕ y için z ∈ μ ]], 

ii) ∀x, y ∈ L için ⊨t [ [x ∈ μ]⋀[y ∈ μ] → [∀z ∈ x ⊗ y için z ∈ μ ]] dir. 

μ ye t-implikasyonuna bağlı fuzzy hyper ideal denir. ⬄ μ t-implikasyonuna bağlı 

fuzzy alt hyper kafes ve 

iii) ∀x, y ∈ L için ⊨t [[x ∈ μ] → [ ∀z ∈ x ⊕ y için z ∈ μ]], 

iv) ∀x, y ∈ L için ⊨t [[x ∈ μ] → [ ∀z ∈ x ⊗ y için z ∈ μ]] dir. 

     

        I implikasyon operatör olmak üzere aşağıdaki sonucu verelim. 

 

Sonuç 2.2.3 L=(L, ⊕, ⊗) bir hyper kafes, μ ∈ F(L), t ∈ (0,1] olsun. μ ye t-

implikasyonuna bağlı fuzzy alt hyper kafes denir. ⬄ ∀x, y ∈ L için, 

1) I[min{μ(x), μ(y)} ,  μ(z)z∈x⊕y
inf      ] ≥ t, 

2) I[min{μ(x), μ(y)} ,  μ(z)z∈x⊗y
inf      ] ≥ t dir. 
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μ ye  t-imlikasyonuna bağlı fuzzy hyper ideal denir. ⬄ μ t-imlikasyonuna bağlı 

fuzzy alt hyper kafes ve 

3) I[ μ(x),  μ(z)z∈x⊕y
inf      ] ≥ t, 

4) I[ μ(x),  μ(z)z∈x⊗y
inf      ] ≥ t dir.  

 

Teorem 2.2.4 L=(L, ⊕, ⊗)  bir  hyper  kafes  ve  μ ∈ F(L)  olsun.  Bu  taktirde, 

1) Eğer I = Igr ise μ 0.5 - implikasyonuna bağlı fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) 

dir.⬄ μ fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir. 

2) Eğer I = Ig ise μ 
1−k

2
 - implikasyonuna bağlı fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) 

dir.⬄ μ (∈, ∈ ⋁qk) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir. 

3) Eğer I = Icg ise μ 
1−k

2
 - implikasyonuna bağlı fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) 

dir.⬄ μ (∈̅, ∈̅ ⋁qk̅̅ ̅ ) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir. 

 

İspat: 2 nin ispatını yapalım 1 ve 3 benzer şekilde yapılır. 

     “ ” Farz edelim ki  μ   
1−k

2
 - implikasyonuna bağlı L nın  fuzzy alt hyper kafes olsun.      

⇒ Ig(min{μ(x), μ(y)} ,  μ(z)z∈x⊕y
inf      ) ≥

1−k

2
  ve Ig(min{μ(x), μ(y)} ,  μ(z)z∈x⊗y

inf      ) ≥ c . O 

halde  μ(z)z∈x⊕y
inf      ≥ min{μ(x), μ(y)} veya min {μ(x), μ(y)} ≥  μ(z)z∈x⊕y

inf      ≥
1−k

2
 ve 

 μ(z)z∈x⊗y
inf      ≥ min{μ(x), μ(y)} veya min {μ(x), μ(y)} ≥  μ(z)z∈x⊗y

inf      ≥
1−k

2
  dir. Buradan 

 μ(z)z∈x⊕y
inf      ⋁0 =  μ(z)z∈x⊕y

inf      ≥ min{μ(x), μ(y)} ≥
1−k

2
    ve 

 μ(z)z∈x⊗y
inf      ⋁0 =  μ(z)z∈x⊗y

inf      ≥ min{μ(x), μ(y)} ≥
1−k

2
  dir. μ L nin eşlik değerli fuzzy alt 

hyper kafesi ve α = 0, β =
1−k

2
 olduğundan Tanım 2.1.17 (ii) ile μ L nin (∈, ∈ ⋁qk )  

fuzzy alt hyper kafesdir. Benzer şekilde μ   
1−k

2
 - implikasyonuna bağlı L nın  fuzzy hyper 

ideali ise μ (∈, ∈ ⋁qk) fuzzy hyper ideal olduğu gösterilebilir. 

     “ ” Farz edelim ki μ (∈, ∈ ⋁qk) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) olsun. Buradan 

 μ(z)z∈x⊕y
inf      =  μ(z)z∈x⊕y

inf      ⋁0 ≥ min{μ(x), μ(y)} ⋀
1−k

2
  ve 

  μ(z)z∈x⊗y
inf      =  μ(z)z∈x⊗y

inf      ⋁0 ≥ min{μ(x), μ(y)} ⋀
1−k

2
   dir.   Burada   iki   durum   vardır. 

min{μ(x), μ(y)} ⋀
1−k

2
= min{μ(x), μ(y)}       veya    min{μ(x), μ(y)} ⋀

1−k

2
=

1−k

2
      dir. 
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Birinci   durumda,   min{μ(x), μ(y)} ⋀
1−k

2
= min{μ(x), μ(y)}   olduğundan 

 μ(z) ≥ min{μ(x), μ(y)}z∈x⊕y
inf         ve   Ig(min{μ(x), μ(y)} ,  μ(z)z∈x⊕y

inf      ) = 1 ≥
1−k

2
         dir. 

İkinci     durumda,   min{μ(x), μ(y)} ⋀
1−k

2
=

1−k

2
    olduğundan     μ(z)z∈x⊕y

inf      ≥
1−k

2
      ve 

Ig(min{μ(x), μ(y)} ,  μ(z)z∈x⊕y
inf      ) =  μ(z)z∈x⊕y

inf      ≥
1−k

2
    dir.   Benzer       şekilde, 

Birinci     durumda,   min{μ(x), μ(y)} ⋀
1−k

2
= min{μ(x), μ(y)}    olduğundan 

 μ(z) ≥ min{μ(x), μ(y)}z∈x⊗y
inf         ve   Ig(min{μ(x), μ(y)} ,  μ(z)z∈x⊗y

inf      ) = 1 ≥
1−k

2
         dir. 

İkinci      durumda,    min{μ(x), μ(y)} ⋀
1−k

2
=

1−k

2
   olduğundan    μ(z)z∈x⊗y

inf      ≥
1−k

2
     ve 

Ig(min{μ(x), μ(y)} ,  μ(z)z∈x⊗y
inf      ) =  μ(z)z∈x⊗y

inf      ≥
1−k

2
  dir.    Bu   iki   durumdan                            

μ     
1−k

2
 - implikasyonuna   bağlı   fuzzy   alt   hyper   kafesdir.  Benzer   şekilde μ   

1−k

2
 - 

implikasyonuna bağlı fuzzy hyper ideal olduğu gösterilebilir.



 
 

3. SONUÇLAR 

 

1. Fuzzy hyper kafesler ile seviye alt hyper kafes arasındaki ilişki araştırılmıştır. 

 

2. Fuzzy kümelerde fuzzy noktanın ait olma ve k-yarıçakışık olma kavramı kullanılarak  

(∈, ∈ ⋁qk) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) tanımı verilmiş ve bu tanıma denk olan 

teoremler elde edilmiştir. 

 

3. Her fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) ve (∈, ∈ ⋁q ) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal), 

(∈, ∈ ⋁qk ) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) dir. Ancak bu ifadenin genelde doğru 

olmadığı gösterilmiştir. 

 

4. (∈, ∈ ⋁qk) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) ile seviye alt hyper kafes (hyper ideal) 

arasındaki ilişkiler araştırılmıştır. 

 

5. Eşlik değerli fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) tanımı verilerek hangi koşullar altında 

fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal), (∈, ∈ ⋁qk) fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) ve 

( ∈̅, ∈̅ ⋁qk̅̅ ̅ )  fuzzy alt hyper kafes (hyper ideal) olduğu araştırılmıştır. 



 
 

4. ÖNERİLER 

 

1. T-Fuzzy hyper kafeslerin fuzzy alt hyper cebirsel yapıları incelenebilir. 

 

2. L-fuzzy hyper kafesler ve soft hyper kafeslerin yapısı incelenebilir. 

 

3. Pawlak yaklaşım uzayında fuzzy  hyperkongruans bağıntısı ile fuzzy  hyper kafeslerin 

alt ve üst yaklaşımları araştırılabilir. 

 

4. Genelleştirilmiş yaklaşım uzayında küme değerli homomorfi ve güçlü küme değerli 

homomorfi kavramı kullanılarak fuzzy hyper kafeslerin alt ve üst yaklaşımları ve cebirsel 

özellikleri incelenebilir. 

 

5. Fuzzy hyper kafeslerin modülar kafes, tam dağılımlı tam kafes yapısı incelenebilir. 

 

6. Neurosofistik hyper kafeslerin cebirsel özellikleri incelenebilir. 
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