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Ö Z E T 

Bu çalışınanın amacı, Ck- metodlarını (k yıncı mertebeden 

Cesaro metodlarını) incelemektir. Birinci bölümde bazı ön bil­

gilere, ikinci bölümde ise aslında bir lirnitleme metodu olan 

rnatris dönüşümleri ile ilgili temel teoremlere (Silverman -

Toeplitz, Kojirna-Schur ve Schur Teorernleri) yer verilmiştir. 

Bu hazırlıklardan sonra, üçüncü bölümde ek- metodları 

ince lenrniştir. Son bölümde. de analizde k<u lanılan diger Ab el, 

Cesi!ro ve Euler metodları ile ek- rnet.odları arasındaki iliş­

kilere yer verilmiştir. 

Ocak, 1987 Ayşe ALACA 

·' ' 



G İ R İ S 

Toplanabil~e teorisindeki ·temel düşünce, ıraksak serilere de 

değişik yollardan anlam vermek ve böylece yeni bir yakınsaklık kav­

ramı oluşturmaktır. Ancak bu gibi kavramların ortaya atılmasında 

şüphesiz tamamen keyfi hareket edilemez. Tanımlanacak yeni metodla­

rın aşağıdaki özelliklere sahip olmaları istenir: 

a) Cauchy anlamında yakınsak ve Limiti s olan bir dizi (S ) 
n 

ıse (S ) dizisi yeni anlamda ,da yakınsak ve limiti s olmalıdır, 
n 

b) Cauchy anlamında ıraksak en az bir dizi yeni metodla li­

mitlenebilir olmalıdır, 

c)· Eğer bir Ui ) dizisine. farklı iki metod uygulanır ve bu n . 

dizi bu iki metodla da limitlenebilirse her iki metod için (S ) in 
n 

limiti aynı olmalıdır. 

a) ve b) koşulları temel koşullardır. Fakat bütün metodlar 

c) koşulunu sağlamak zorunda değildir. 

Bu üç koşula ek olarak, Cauchy anlamında yakınsak serilerin 

cebirsel işlemlerinin elemanter kurallarının; yani 

A) Ea = s _ı: k a = k s (her sabit k için) n n 

B) Ea = s ve Eb = t "*'Z:(a :ı: b ) s :ı: t n n n n 
00 00 

C) E a = s~ E a .. s-'-a n n=l n o n=o 

aksiyomlarının sağlanması istenir. Bir özel metod tarafından sağla-
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nan, yukardakine benzer koşulların çokluğu metodun etki alanının 

(bu özel metodla limitlenebilen dizilerin tamamı)büyüklüğünü sağ­

lar. 

Yukarıda anlatılanları daha iyi kavrayabilmek ıçın bunları 

bir örnekle açıklayalım. 

" (-l)n serisinin kısmi toplam dizisi (S ) ise, 
n n=o 

n 

s = " n 

şeklinde ifade edilebilir. (S ) dizisinin Cauchy anlamında ıraksak 
n 

olduğu açıktır. (S ) in O ile 1 arasında salınması bize 
n . 

s +s + ... +s 
o 1 n 

n+ ı 

aritmetik ortalamasının teşkili fikrini vermiştir. 

ı ı 
-(n+ı)+-
2 2 

n 
" (-l)u 

u=o 
=----------~-----

= 

= 

n+ı 

ı ı 
-z<n+ı)+2 sn 

n+l 

n+ı 
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= l+ l+(-l)n 
2 4(n+l) 

Böylece li m sı ı bulunur. = ·n->oo n 2 

Cauchy-Limit teoremine göre 

S +S (n->oo) 
n 

ise 
s + s

1
+ ••• +S 

o n +s (n.-) 
n+l 

olduğu bilinmektedir. O halde Cachy anlamında s limitine yakınsayan 

bir dizinin aritmetik ortalaması da s limitine yakınsar. Fakat bu­
n 

nun tersi doğru değildir. En azından y.ukarıdaki 

dizisi iç:ln Lim n->oo s 
n 

mevcut değil, fakat Lim 
n._ 

(S ) = ( Z (-1) 0
) 

n 
S ı_ l d' u=o - - ır. 

n 2 

O halde yenı tanım (Aritmetik ortalama), eski tanım (Cauchy 

anlamında yakınsaklık) ile yapabildiklerimizin hepsini yapmamızı müm­

kün kılmaktadır. Bundan başka yeni tanım eskisinden daha geniş bir 

etki alanına sahiptir. Ayrıca aritmetik ortalamanın A), B) ve C) ko­

şullarını sağladığı açık olarak görülür. 

Aritmetik ortalama metodunun en basit bir genelleştirilmesi 

ilk defa 1882 yılında·O. Hölder tarafından yapılmıştır. Hölder bu 

genelleştirmesinde (H,k) (kc~) ile gösterilen k. mertebeden Hölder 

metodunu tanımlamıştır. Dolay7sıyla aritmetik ortalamaya (H,l) tanı-
oo 

mını karşılık getirmiştir. 

lir ve toplamı i dir. Bunu 

00 

Z (-l)n = ~ (H,l) 
n=o 

O halde Z (-l)n serisi (H,l) toplanabi-
n=o' 

00 

şeklinde göstereceğiz. Ancak (H 1 l) metodunun Z (-l)n(n+l) serısı 
n=o için yetersiz olduğu kolayca görülür. Gerçekten, bu serinin kısmi 

toplamına S dersek, 
n 



1 
s+s

1
+ ... +s 

S = o n 
n n+ ı 

olmak üzere 

n çift 

n tek 

dir. Açık 

serisinin 

olarak lim . s 1 mevcut 
ı:r+«> n 

toplamı 1. ıiıertebeden 

'-4-

değildir. O halde ! (-lln(n+l) 
n-o 

Hölder metoduyla ((H;l) metoduyla) 

bulunamaz; yani aritmetik ortalama ile bu serinin toplamının hesap­

lanması mümkün değildir .. Ancak (s!) dizisinin tekrar aritmetik orta­

lamasını almayı düşünebiliriz. (s.l) nin aritmetik ortalamasını teş-
n . 

kil ettiğimizde 

olduğunu görürüz. O halde verilen serinin kısmi toplamına arka arkaya 

iki kez aritmetik ortalama alma işl~mi uygulandığında limit bulmak 

mümkün olmuştur. Yani·; 

00 

E (-l)n(n+l) 
n=o 

dir. Bunun anlamı., verilen serı 

lirdir. 

ı 4 e 2. mertebeden Hölder toplanabi-

·Aynı işlem üç k:ez tekrarlanarak 

1-3+6-10+ ....... . 

serisinin iJ e toplanabilir olduğu, yimi 

ı 1-3+6-10+ ....... =S (H,3) 

,i 
··!' ',, 
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olduğu görülür. Bu sonuçlar bizi herhangi bir kEIN için bir (H,k) top­

lanabilme ·metodu tanımlamaya yöneltir.· 

Hölder tanımları aritmetik ortalamanın en basit genellişti­

rilmelerinden biridir, fakat en basit ölmakla birlikte en uygun olanı 

değildir. 

Aritmetik ortalamanın bir başka genelleştirilmesi de Cesaro 

tarafından ek-ortalamaları (k>-l,ksR) adı altında yapılmıştır. 

ortalamaları (H,k) ortalamalarından daha geneldir. 

c -
k 

Şimdi de toplanabilme teorisini bir başka açıdan ele alalım. 

Şöyle ki; V n,k = 0,1,2, ... için ank bir kompleks sayı olmak üzere 

A = (ank) bir sonsuz matris ve Z=(Zn) de bir kompleks sayı dizisi 

olsun. Z=(Z ) dizisini 
n 

z 
o 

z 
n 

Şeklinde yazalım ve A matrisi ile Z=(Z ) dizisini alışılmış matris 
n 

çarpımı yöntemiyle çarpalım. Bu çarpımı yaparken \:Jn =0,, 1, 2, ... için 
00 

An(Z): =k~o ankzk serilerinin yakınsak olduğunu kabul etmek zorunda-

yız. Bu takdirde, 
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a a ol"·"·· aok" · · · · · rz ı 
A (Z) 

QO 

1 o 
o 

1 A
1

(z) ala all ...•.. alk······ ! zı 1 

' 1 ' 
ı 1 
i 

1 

1 
1 

= 

1 

a a nl · · · · · · ank · · · · · · 1 zk ı 1 ~n (Z) no ' 1 1 
1 ı 

1 i 

ı i ' ,. 
1 ' 

l ' 
1 l· J 

1 

L ~ 

elde ederiz. Bu şekilde elde edilen (A (Z)) dizisine.(Z) dizisinin 
n · n 

A-dönüşümü denir. 

Özel bir A=(ank) sonsuz matrisini aşagıdaki gibi seçelim. 

a := 
nk (n~l ' 

o 

k~ n 

k> n 

Bu durumda herhangi bir Z=(Z ) dizisinin A-dönüşümü 
n 

(A (Z)) =( ı: a Z )=( 
n k=o nk k 

ı· 

ı: n+l 
k=o 

dir. Sc;ın eşitlikten de anlaşıldıgı gibi, bu şekilde seçilen A matri­

sı vedl.ep. Z= (Z ) dizisine uygulanınca 
:ı n 

(A ve 

z 
n 

matrisi alışılmış matris çarpımı yöntemiyle 
çarpılınca) 
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(Z ) dizisi kendi aritmetik ortalamasına dönü§üyor. Bu özel dönü§üm n .. 

Cesaro (veya (C,l), veya c1) dönü§ümü olarak adlandırılır. A=(a
0
k) 

sonsuz matrisini deği§ik seçerek 'verilen diziyi daha deği§ik dizi­

lere dönü§tÜrebiliriz. 

Sonuç olarak, toplanabilme aslında bir matris dönüşümüdür. 

İlk kez 1911 yıllarında O. Toeplitz Lineer uzay teorisi metodlarıyla 

toplanabilme Teorisi arasındaki ilgiyi kurmu§tur. 

Bütün kompleks terimli, dizilerio kümesi S olsun. S,IC "üzerinde 

bir lineer uzaydır. E, F S nin alt uza~ları ve A=(a
0

k) bir sonsuz 

matris ·olsun. \Jx=(xk)eE ve 'ineN için A .(x) =k'ı; a k x. serileri ya-
, n =o n k 

kınsak ve (A (x))EF ise A matrisi E d'en F ye bir limitleme metodudur 
n 

veya A matrisi E yi F ye dönüştürüyer denir. E yi F ye dönüştüren 

bütün matrislerin kümesi (E,F) ile gösterilir. Eğer x=(~)eE için 

liın A (x) mevcut ve ~ ye eşit ıse x=(xk) A-liınitlenebilir denir ve 
n~>= n 

A-lim x =ı, x -+i. (A) {n-+oo) şekillerinden biriyle gösterilir. Ayrıca 
n n 

00 

x= (x ) dizisi " a gibi bir sonsuz serinin kısmi toplam dizisi 
n co n= o n ·, 

00 

ıse o zaman " a serisi ı ye A-toplanabilir denir ve " a =ı (A) 
n=o n n=o n . 

§eklinde gösterilir. Bu takdirde, A ya bir limitleme metodu veya top-
' . 

lama metodu denir. Biz A-Ümitlenebilen bütün dizileri.n kümesini 

(A) ile göstereceğiz .. 

Toeplitz özel olarak E ve F yerıne 

c: ={x=(x ): Jim x mevcut, Vkc~N k K-+oo k için xkecl yi 

x= (xk) ec için 

alarak c den c ye olan 

ve üstelik limiti koruyan 

(n-+oo) olan) A=(ank) 

tiğini araştırdı. 

sonsuz 

yani; xk~ (k-+m) ise An(x)->Q 

niatrisinin hangi koşulları sağlamas ı gerek-

·Yakınsak dizileri yakınsak dizilere dönüştüren ve üstelik li-
·' . miti k~ruyan sonsuz matrislere 11 Toeplitz matrisi 11 veya "regüler 

matris't·. 'denir. Bütün regüler matrislerin kümesi (c,c;P) ile göste­

ri li r. Böylece, 
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Adc,c;P) ,.J;/x=(x )sc için A (x)= E ank xk mevcut 
n n k=o 

ve .lim 
.n-><o 

A (x) = lim 
n 

X n· 

dir. Ayrıca yakınsak diziler:t yakınsak dizilere dönüştür~n (Liıniti 

koruması gerekmez) sonsuz matrislere yakınsaklık koruyan matris de­

nir. Bütün yakınsaklık koruyan matrislerin kümesi (c, c) ile göste­

rilir. O halde 

As(c, c) :-Vx=(x ) sc ve Vnilll için A (x) =k); ank xk 
n· n =0 

serileri yakınsak ve lim A (x) mevcut 
n 

tur. Sınırlı dizileri yakınsak dizilere dönüştüren sonsuz matrisle­

re de "yakınsaklık üreten ınaq:isler" denir ve bütün yakınsaklık üre­

ten matrislerin kümesi (ioo,c) ile gösterilir. Böylece 

ve VndN: için A (x) 
n 

lim A (x) mevcuttur. 
n 

ve 

Bu çalışmanın i. Bölümünde diğer bölümler için bir hazırlık 

yapıldıktan sonra 2. Bölümde (c ,c ) , (c; c), (c,c ;P) ve ( ioo,c) karak-
. o o 

terize edilecek, 3. Bqlümde ise özel bir metod olan k. mertebeden 

Ces-aro ·' ortalaması incelenecektir. 

,1 
•1' 
:, 



ı. BÖLÜM 

ÖN B LG L E R 

Bu bölüm diger bölümler için bir hazırlık niteligindedir. Bu 

nedenle bazı tanım ve teoremlere yer verilmiş, ancak birkaç teorernin 

ispatı yapılmamış, sadece kaynak gösterilmiştir. 

Tanım l. 1: X, Y (<I: v·eya IR üzerinde) lineer uzaylar v,e f:X+Y bir fok­

siyon olsun. 

Vx,yEX ve VA,~ skalerleri için f(Ax+~y)=Af(x)+~f(y) ise f yex üze­

rinde bir lineer dönü:şüm denir. 

Özel olarak Y=<J: (veya m.) ise f lineer dönüşümüne X üze.rinde 

kompleks (veya reel) .degerli bir line~r fonksiyonel denir. 

Tanım 1.2: X (<I: veya [R üzerinde) bir lineer uzay olsun. ll -ll :X->R 

fonksiyonu aşagıdaki .koşulları saglarsa bu fonksiyon~ bir norm fonk­

siyonu veya kısaca norm, cx; 11-11) ikilisine de normlu lineer uzay 

(veya kısaca normlu)uzay denir. 

1) 

U) 
·' . 
·!, :tft) 

ll :i< ll =O -ıi = 8, 

'1:/xEX ve VA s kaleri ıçın ll AX ll= 1 Ai -ll x ll, 

'1:/x,yEX için 1 ~+yll,;llxii+IIYII-

Aşagıda ilerde sık sık kullanılacak olan bazı lineer uzaylar 

ve o uzaylarda tanımlanan normlar verilmiştir. 

c : = {x =Cx ) : lim x -o 
o n n-+oo n- ' X E~} 

n 
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x=(x )Ec için JJxJJ:=supJx J=maksJx J, n o n n n n 
(l. l) 

ı :={x=(x ) : E Jx JP<oo x EU:} (p?-1) 
p n n=o n ' n · 

(l. 2) 

' c:={x=(x ): lim x var, x Em} 
n n4<0 n n 

(l. 3) 

· ıoo:={x=(x ) : M >O öyle ki Vn8N için Jx J<M , x E f,} 
n .x n x n 

için JJ x JJ : =s up J x J. n n 
(ı. 4) 

Her normlu lineer uzay, normun tanımladığı d(x,y):=J Jx-yJ J met-· 

riği ile bir metrik uzaydır. Eğer (X, J J. J j) normlu lineer uzayı normun 

tanımladığı metrik ile tam metrik ~z.aysa X e Banach uzayı denir. 

Tanım 1.3: X,Y· normlu uzaylar ve f:X~Y lineer dönüşüm olsun. 

i,tı Vx,x için ll f (x) 1 j<;M. J Jxll 

olacak şekilde bir M>O sabiti varsa f ye X üzerinde sınırlı lineer 

dönüşüm denir. X den Y ye olan bütün sınırlı lineer dönüşümlerin 

kümesi B(X,Y) ile gösterilir. 

11) fEB(X,Y) ise f nın normu 

Jjfjj: = inf{M: Jjf(x) JJ.,;M.jjxJ i,xE)(} (ı. s) 

olarak tanımlanır. Di·ğer taraftan, 



dır. 

ll f ll= s up ll f(x) ll 
llxll=l 

-ll-

=sup ll:f(x)ll=sup 
llxll.;l xf.e 

ll f (x) ll 

llxll 

(1. 6) 

Teorem 1.1: ([5], sayfa 104, teorem 4.11) X,Y normlu uzaylar ve f:X->Y 

bir lineer dönüşüm olsun, f nin X üzerinde sürekli olması için gerek­

li ve yeterli koşul f. nin sınırlı olması~ır. 

Teorem 1. 2: ([ 5] ,' sayfa· 107, ·teorem 7) X bir norm lu uzay ve Y de 

bir Banach uzayı olsun. Bu takdirde B(X,Y) de bir Ban'ach uzayıdır. 

Y=(C (veya IR) ise B(X,Y) x" ile gösterilir ve x" e X in sürekli 

duali denir. 

Tanım 1.4: X bir lineer uzay olsun.· g:X-+IR fonksiyonu aşağıdaki koşul­

ları sağlarsa g ye bir paranorm, (X,g) ikilisine de bir paranormlu 

uzay denir. 

·' t ·. ) g(e)=O, ,. 
\t~) g(x)=g(-x),. 

111) g(x+y)~g(x)+g(y) (Yx,ycX için). 

tv ) \-+\ 
o 

(;,, \ 0 c~) ve x-+x (x,x cX) ıse 
o o 

g(>,x-\ x )-+0, 
o o 

Tanım 1.5: (X,g) bir paranormlu lineer uzay olsun. X in elemanlarının 

bir (bk) dizisi bulunabilirse öyle ki her bir xcX e karşılık bir ve 

yalnız bir (>.k) skaler dizisi varsa ve x=k~o \kbk yazılabiliyorsa; 
yani g(x- k~o >.kb~+. O(n-+«>) ise (bk) dizisine X için qir Schauder ba­

zı denir. 

e
0

=(l,O,O, ... ), e
1
=(0,1,0,0, ... ),... (yani ek k+l. teri-

mi l, diğer terimleri sıfır olan' dizi) olmak üzere (ek\c!Nco için bir 

Schauder bazıdır; Ayrıca e:=(l,l,l, ... ) ise (e,e
0

,e
1

, ... ) c için bir 
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Schauder bazıdır. (Bkz:[sJ, sayfa 88, örnek ll) 

Teorem 1.3. [S]: fcc". ise ,.3a' sayısı ve .. (an)'~ı öyle ki 
\Jx= (x )E c için 

n 

~ 

f (x) = a lim x + E a x 
n-+co n n=o n n 

dir. Ayrıca, 

ll~ ll= 1 aJ+ E 1 a 1 n=o .n 

dir. ,1 
! 

(1. 7) 

(1. 8) 

ispat: fcc" olsun. (e,e
0

,e
1

, ... ) in c için bir Schauder bazı oldu­

ğunu biliyoruz. Bu nedenle x=(x )Ec, ~.:=lim x olmak üzere n n-+co n 

~ 

x=te + E (x -t)e 
n=o n n 

" olarak yazılır. Diğer taraftan, f.Ec ,olduğundan 

~ 

f(x) =ı f(e) + E (x .-t) f(e ) 
n=o n .. . n 

(1. 9) 

dır. Şimdi keyfi bir rdN alalım ve özel bir x=(x ) dizisi seçelim: 
n 

X •­
n 

Bu durumda x=(x )EC Ve 
n o 

için 1 f (x) 1" ll f ll .JJ x ll 

için 

o~n(r 

n>r 

J!x!J=l dir. Ayrıca fEc" olduğundan \Jx=(xk)Ec 

sağlanır. Özel olarak, seçtiğimiz x=(x )Ec 
· n o 

if (x) 1 = f Jf(e) J.;JJfJ 1 
ll=O n 

(1.10) 

(1) ZEil için sgn Z :=! Z! /Z (Zı'O) ve sgn O= 1 olarak tan.ımlanır. 
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dır. (1.10) dan. 

r 1 f (e ) 1 =s up f 1 f (e ) k ll f ll ~ "' n-o n r n-o n 

eld'e edilir._ nıolf(en) l<oo.ve il: Banach uzayı olduğundan 
'1: f(e ) yakınsaktır; Böy;lece, 

n=o n · 

"' a:=f(e)- E f(e ),'a :=f(e) 
n=o n n n 

olarak tanımlanırsa (1.9) dan 

"' f(x)=a9- +E a x 
n=o n n 

yazılır. Ilim x 1<> suplx l=llxll n-?oo n n· n 
olduğundan (l.ll) den 

elde edilir. Tanım l.3.i) ve ii) ye göre 

(Lll) 

(ı. 12) 

ve 1 P<ll=l olan 'VxEc için.lf(x) 1 '~!lti! dir. Dolayısıyla keyfi bir 

niN için 

'.·{'" 
a o~n-::;T 

n 

Sgn a n>r 

olarak tanımlanırsa x =(x )Ec, ll.xll = l, lim x =Sgn a ve 
n n-+«ı n 

"' 
olur. (an) E~l olduğundan Hııı E .

1 
q =O dır. Bu nedenle son eşitsiz~ 

n=rf n 
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likten 

1 al+ 
00 

ı: 
n= o 

elde edilir. (1.12) ve (1.13) den 

00 

ll f ll= 1 al + ı: 1 a 1 
n=O n 

,1 

k
. 'i: 

çı ar·. 'ı, , 

Sonuç 1.1: Teorem 1.3 de 

öyle ki \ll'i' (x )E: c için · n o 

f(x)= ı: 
n= o 

sağlanır. 

a x 
n n ve ll f ll = iı~ 

0 
1 a 1 n 

(1.13) 

Teorem 1.4: (Banach-Steinhaus, [S]): X bir Banach uzayı, Y bir normlu 

uzay, VociN için A : X+Y sınırlı lineer dönüşüm ve limsup IlA (x) ll< oo 
n n 

olsun. O zaman Sup IlA ll<oo, yanı <IlA lll dizisi sınırlıdır. 
n n n 

Bu teoremde, "Lim s up IlA (x) ll <ooıı yerıne 
n . 

lim A (x) in var-
n+«> n 

lığı alınır ve lim A (x)=A(x) denirse A:X+Y 
n+«> n 

bir sınırlı lineer dBnli-

şüm olur. (Bkz:[S], sayfa 115, teorem 12) 

Teorem 1.5: ([2], say.fa. 75, teorem 27) 
00 

c : = ~ b .. a ise ı: c 
n· u= o u n-u n= o n 

yakınsak ve 

00 00 00 

ı: c =(ı: a)(ı: b) 
n=o n n=o n n=o n 

dir. 

00 

ı: a ' n=o n 
mutlak 

00 

ı: b serileri mutlak 
n=o n 
yakınsak ve 
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oo n oo oo 

Not 1.1: E ( E b· a J serisi, E a ve E b serilerinin 
--·~- n=o u::o u n- n::o n n=o n 
Cauchy çarpımı olarak. tanımlanır.' 

Teorem 1.6: (Kuvvet serileri içih özdeşlik teoremi; [4], sayfa 172) 

Eğer n~o anxn ve n~~ bnxn serileri ,lxl <r için yakı!lsak ve toplam­

ları aynı ıse bu iki seri tamamen özdeştir; yani Vn=O·,l,2, ... için 

a =b dir. 
n n 

Teorem 1. 7 (Abel kısmi toplam formülü; [4], sayfa 

ve b
0

,b 1 ,b 2 , ... keyfi. sayılar, An: = 0~0 a
0
olsun. 

k>-.1 ıçın 

313): a
0

,a
1
,a

2
, ... 

Bu takdirde Vn,kEN 

dir. 

nEN ve rsiR \ Z (veya rsıı:l~-) keyfi sayılar olsun. Bu takdirde, 

= (r+l) (r+2) .•. (r+n) = 

olarak tanımlanır. 

' n. 

Teorem 1. 8: ·k, r, k+r+lsiR\ <': ise 

00 

n. ·Ak 
E ' v=o ·n-v 

r k+r+ı 
A =A 

v n 
dir. 

ise E Apxn serisi mutlak yakınsak ve 
n=o n 

ı - +ı 
( 1 -x) p 

dir. O halde Teorem 1.5 e göre c = r Ak Ar olmak üzere 
n V=D·, n-v v 

00 n 
C X 

n 
lxl<ı için:mutlak yakınsak ve 

(ı. 14) 

(1.15) 

ve 
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00 kU 00 rU 00 U 00 Tik rn ( E A. x )(E A x )=E c x =E (E A A )x 
n=o n n=o n .n=o n n=o v=o n-v v 

(1. 16) 

dır. Öte yandan, (1.15) P=k,r,k+r+l için yazılır ve (1.16) da ,kullanı­

lırsa 

elde edilir. Kuvvet serilerinin özdeşlik teoreminden dolayı 

bulunur·. 
,1 . 
·öze·l olarak k=O ise olur . . , 

Tanı~_l.6: r(x) ile gösterilen ve 

oo -t x-l 
r (x): =! e t dt , (o<x<oo) 

o 

olarak tanımlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir. r fonksiyonu aşa­

ğıdaki özelliklere sahiptir: 

1 ) r(x+l)=xr(x)j ·o<x<oo 

H ) r(x+p)=(x+p-1) (x+p-2) ... xr(x); x>o, p=l,2, ... 

İİİ) f(n+l)=n! , ncN 

Ayrıca ffonksiyonunun tanımı genişletilerek 

r (x) = r (x+n) 
-n<x< -n+ 1 

x(x+l)(x+2) .• ,(x+n-l) 
• n= ı, 2, 3, .... 

şeklinde verilir .. (Bkz: [8], sayfa 368-369) 
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Aşagıda bundan sonra sık sık kullanacagımız bazı sembolleri 

tanıtahm. 
,1 . 
•!' ',, 
'1 

f~x) ve g(x) verilen iki fonksiyon ve a da sabit bir nokta 

olsun. (x ve a reel veya komplekstir) 

1 ) f(x)"'g(x) (x-+a) :#lim f((x)) =ı, 
x-+a g x 

İİ) f(x)=O(g(x))(x~a)~lim şupl f((x)) l<oo, 
· tx-+a; g x 

11!) f(x)=o(g(x) cx~a) ~>ı im ((x) =o 
· x-+a g (x) 

özellikle, 

ve 

lim f(x)=O ise f(x)=o(l) (x-+a) 
x-+a 

Lim sup!f(x) !<oo ise f(x)=O(l) (x-+a) 
x+a 

yazılır. 

Uyarı: Yukarıdaki ifadeler x-+ + oo için de geçerlidir. ' 

Teorem 1.9: -oo<x<oo ve XE~\E ise 

dir. 

Lim r (x+n) = l 

n-+oo r(n)nx 

ispat: 1) o~x~l ıse 
--·-~-

lim r(x+n) =1 dir. (Bkz:[S], sayfa 389). 
n-+oo r(x)nx 

(1.17) 

11) l<x<ooise (1.17) nin dogru olduğunu gösterelim. x>l olduğundan 
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la,m öyle ki o~a<l ve l~msN olmak üzere x=m+a şeklindedir. Ayrıca, 

f(x)=---r~(~x~+~n~)~·-----­
x(x+ l) ... (x+n-1) 

(x>o, n=l,2, ... ) ve 1) den dolayı 

lim r (ct+ n) 
n-+= ct f(n)n 

=l 

olduğu biliniyor. (1.18) de x=m+ct yazılırsa 

r ( (m+ct)+n)=f ( (rı+ct)+m) 

= r (ct+ n) (ct+ n) (ct+ n+ l) .· .. (a+n+m-1) . . 

elde edilir. Böylece, 

r ( (m+a)+n) _ r (cı+ n) 

r (n) nni+a ct r(n)n 

(ct+n) (a+n+l) ... (a+n+m-1) 
m 

n 

bulunur. 

(n+a) (n+ (at l)) (n+ (at 2)) ... (n+ (a+m-1)) 
m 

n 
-+ l (n-+=) 

olduğu açıktır. (l. 19) ve (l. 21). kullanılarak (l. 20) den 

r(x+n) =l 
r(n)nx 

olduğu görülür. 

111) NsN keyfi olmak üzere -N<x<-Ntl olsun. bu takdirde, 

(1.18) 

(1.19) 

(l. 20) 

(l. 21) 
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li m n-+«> 
r(x+n) 
-'--'-C:...:..::"'- = ı 

X r(n)n 
olduğunu indüksiyon metodunu kullanarak gösterelim. 

· N=l olsun. Bu durumda -l<x<o ve böylece o<x+l<l olur. 

İ) den dolayı 

Lim n-+«> 
r((x+l)+n) -ı 

r(n)nx+l 

dir. Diğer taraftan n~l için x+n>o olduğundan 

r ( (x+l)+n) - r ( (x+n)+l) 
r(n) nx+l rCn) nx+l 

dir. Böylece 

= (x+n) r (x+n) 
x+l 

!'(n) n 

(x+n)r(x+n) 

( ) x+l r n n 

r((x+l)+n) = + l (n-+«>) 
r(n) nx+l 

elde edilir. Dolayısıyla, 

r (x+n) 

r(n)nx 

n 
-v-- + 1 (n-ı.oo)., 

x+n 

r(x+n)_,_ı (n-ı.oo) 
r(n)nx 

bulunur. 

Keyfi bir NEIN ve -N<ı«-N+l ıçın 

olsun. 

r(x+n) +1 (n-+«>) 
r(n)nx 
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-N-1 < x < -N için '--'-==--

r (n) n'~' 
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.. 
+l(n-+oo ), olduğunu gösterelim. 

-N-l<x<-N ise -N<x+l<-Ntl olur. İndüksiyon kabulünden dolayı 

r((xtl)+n) 
Xtl 

r(n)n 
+1 (n-+oo) dır. Öte yand~n, n>N için x+n>O olduğundan 

r ( (x+l)+n) 

( ) 
x+l r n n 

dır. Böylece 

(x+n)r (x+n) 

r(n)nx+l 

bulunur. O halde 

r( (ıi+n)+ 1) 
= = 

r (n)nx+l 

_ r ((x+ 1) +n) 

- r (n) nx+l 

r (x+n) 
X r (n) n 

n 
"'-- .+ 1 (n-+oo) 

x+n 

dır. Dolayısıyla 

r(x+n) +1 (n-+oo) 
X r(n)n 

elde edilir. 

(x+n) r (x+n) 

r(n)nx+l 

Teorem 1.9 ve (1. 14) birlikte kullanılırsa a·şağıdaki sonuç 

elde edilir. 

r 
Sonuç 1. 2: rsiR~- ise Ar "' _.:,:n_ 

n r ( r+ ı) 
' 

ispat: rsiR\2' olsun. 

( n-+oo ) dır. 



-21-' 

1) r>-1 ıse r+l>O dır. Tanım 1.6. 11) de x:=r+l alınırsa, 

r(r+l+n) 

r ( r+ ı ı 
= (r+l) (r+2) ... (r+n) 

elde edilir. Ayrıca r(ntl)=n! olduğundan 

Ar 
n (rtl)(rt2) ... (rtn) 

dir. (1. 21), (1. 22) de yerine yazılırsa 

r ( rt ltiıl = --'--'--'--=---
r(rtl)f(ntl)nr 

elde edilir. m:=n+l olarak tanımlanırs.a, 

Ar 
_n __ ---'r'--('-'m+:::...::r-'-) ___ = r (m+r) 

r 
n r(rtl)r(m)(m~ıır r r (rt 1) r (m) m 

bulunur. Böylece, Teorem 1.9 dan 

Ar 
lim _E. = lim r (mtr) 
n-+oo r ~ ). r n r(r+ 1 T(m)m 

r 
elde edilir. O halde, r>-1 için Ar ~ --~n __ 

n 
f(rtl) 

111) r<-1 ve rfjZ olsun. Bu takdirde 

ı 

f(rtl) 

(n"""" ) dır. 

-n<rtl<-n+l (n=l,2,3, ... ) olur. Bu kez, 

(1.21) 

(l. 22) 

(1.23) 
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r(x+n) r ( x) = _ ___:_,.o.::_.::.<_ __ _ (n=l,2, ... ,-n<x<-n+l) 
x(x+l) ... (x+n-1) 

eşitliğinde x: =r+l alınır, 1) deki işlemler tekrarlanır ve J:eorem l. 9 

kullanılırsa 

r · nr 
A o,-- (n-+«>) 

n r(r+l) 

elde edilir. 
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2. B Ö L Ü M 

TOEPLJTZ VE SCHUR TEOREMLERİ 

Bu·bölümde, matris dönüşümleri ile ilgili temel teoremleri 

vereceğiz. ilgilendiğimiz matrisler sonlu olmayıp, sonsuz matrisler­

dir ve ortaya çıkan yakınsaklık problemi konuyu cebirden ziyade ana­

lizin bir parçası haline getirmektedir. 

Şimdi girişte yer verdiğimiz (c ,c), (c,c), (c,c;P) ve (~oo,c) 
o o 

lineer uzaylarını karakterize eden teoremleri vereceğiz. 

Teorem 2. l. [5]: A=(ank) (n,h:IN) bir matris, ank_,.O (n-;.oo, k sabit) ve 
00 . 

M:=Sup k[ la kl<oo olsun. O zaman A:c _,.c bir sınırlı lineer dönüşümdür 
n =o n o. o 

ve IIAII=M dir. 

00 

ispat: sup [ la l<oo -·---- n k=o nk 

serileri yakınsaktır. 

olduğundan Vx=(xk)sc
0 

Bu ned~nle Vx=(xk)sc
0 

00 

An (x) := k~o ankxk 

00 

ve Vm:IN için k~oankxk 

ve \lndN için 

vardır. Vx=(xk) sc
0 

iç{ n A(x) :·=(An (x)) sc
0 

olduğunu göstereceğiz. 

x=(xk)sc keyfi alalım. x·;(O,O, ..... )e:e ise açık olarak A(x)sc dır. 
o . . o 

Bu nedenle, eixsc kabul edebiliriz·.~>O keyfi verilsin. ank-;.O(n-;.oo, k 
o ' ' 

sabit) olduğundan jN(s)= NsN öyle ki Vn>N ve o~b;N için 

la 1 < ---="=-­
nk 2llx11N 
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dir. Ayrıca x=(x. ) ec oldugundan :J N 1 =N 1 (e) e !N öyle ki mak s 1 x 1 <
2
eM 

k o ·: k~N ı k 

dir. m: = maks {N,N 1
} alalım. Bu takdirde Vn>m ve o(k(m için 

(2.1) 

olur. Böylece, ~n>m için 

yazılır, (1, l) ve 2, l) kullan'ııırsa 

lA (x)ll <e 
n 

elde edilir. O halde A: c~ c dır. Anın lineer oldugu açıktır. Şim-
o o 

di Anın sınırlı oldugunu gösterelim. 'Vx=(xk)ec için A(x)Ec oldu-, o o 
ğundan 

(2.2) 

dir. Bu nedenle A dönuşümü sınırlıdır. 

Son olarak 11..\II=M oldugunu g?steFelim. 

(2.3) 

00 

dır. Ayrıca k~)amkl<oo olduğundan jp=p(e)e IN öyle ki 

(2.4) 

dır. 
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şimdi özel x=(xJec
0 

tanımlayalım .. 

{

gn anık , o.,;;k.::;p' 

"k'= o , k>p 

Bu x=('\)ec
0 

için 1 ~11=1 ve 

00 

- E la 1- E la 1 -k=o mk k>p nık 

dır. (2.3) ve (2.4) gözönüne alınırsa 

lA (x) I>M- E 
m 

elde edilir, Böylece, 

IIA(xlll = IIA(xlll= supiA (x)l:ı.IA (x)I>M-e 
llxll n n , m 

bulunur. Ayrıca (2,2) .den .xi 8 ıçın 

yazılır. O halde, 

IIA(x) ll · M- E< ~:.:o.:::.u_.ı__ .,;; M 

llxll 

elde edilir. Dolayısıyla ~~& 

ya gör~ .I.IAII =~~& IIA(x) ll dir. 
llxll 

IIA(x) ll 

llxll 
O halde 

= M dir. Öte yandan, 

IIAII =M dir. 

(2.5) 

(l. 6) 
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Teorem 2. 2 de AEB (c , c ) ise Teorem 2. 1 in koşullarını sağla­
o o 

yan bir (ank) matrisinin varlığı gösterilecektir. 

Teorem 2.2.[5]: A:c ~c bir sınırlı lineer dönüşüm olsun Bu takdirde -·---- ···--- ----- o o 
A, bir (a k) matrisi tanımlar öyle ki n . 

sağlanır. 

ispat: A:c ~c 
---· O ·O 

bir sınırlı lineer döşüm olsun. 
. 

( ek\ciN nin c 0 

la, 'r:fx EC için 

için bir Schauder bazı olduğunu biliyoruz. Dolayısıy-

o 
::J(xk) .skaler dizisi öyle ki 

olarak yazılır. Teorem 1.1, den dolayı A süreklidir. Bu nedenle 

. . . ' 

olarak yazalım. VikEIN için A(ek)cc
0 

olduğundan 

,1 ' ( ) 

him a n =O (sabit her kEIN için) 
lı::ı-roo k 

dir. Yx=(~ )Ec için A(x)cc olduğundan YnciN için 
K o O 

leri yakınsaktır. .o halde, lfnEIN için 

... ) 
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vardır. Bundan sonra (a (n\ yerıne (a k) IN gösterimini kullanalım. 
k nd-l n nE 

'<:lxcc için 
o 

olduğundan VneiN için lA (x)l~l IA(x)l 1 dir. Ayrıca, AEB(c ,c) olduğun-
n o o 

dan Vxcc için IIACxllkiiAII-IIxll d~r. Dolayısıyla, l:fxcc ve l:fnc!N o o 
için 

sağlanır. O halde, .l:fn~IN için A ec"· dır. Sonuç 1.1 e göre '<:IneN ıçın 
n o 

dır. Şimdi sgp k~olankl<ooolduğunu gösterelim. c
0 

bir Banach uzayı, 

~ normlu uzay, .l:fnEIN 

Steinhaus Teoremine 

için A·ccx ve Lim A (x)=O olduğundan Banach-
. n · o n-+o::ı n 

göre 3H>0 sabiti öyle ki .l:fnEIN için 

IlA ı kH n 
(2. 7) 

dir. (2.6), (2, 7) de yerine yazılırs·a \fnEIN ıçın 

·' '!: ·' ., 
elde ed'iFr. 

00 

M: =sgp k~olankl 

olarak tanımlanır ve Teorem 2. l kullanılırsa ll All =M bulunur. 

Şimdi de bu b ölümün temel teoremi olan Silverman-Toepli tz te­

oreminde kullanacağımız bir yardı'mcı ·teorem verelim. 
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00 

Yı;rdımcı Teorem 2. ı. [S]: \lx=("k)sc için 

k~ o 1 '\: 1 <oo dır. 
k~o akxk yakınsak ise 

00 

!spat: Kabul edelim ki Vx=(xk)sc için k~o ak"k yakınsak, fakat 

k!oi'\:J=oo dır. Bu durumda dogal sayıların bir (ni) alt dizisi vardır 
6yle ki n

1
<n

2
<n

3
< ... ve 

ni+l 

I =k=~.+llakl>i 
ı 

sağ,lani'r. Şimdi bir y::(yk)sc
0

, tanımlayalım . 

00 

ı: 
k= O 

o 

>1+1+1+ 

00 

. n. <k~n. 
ı ı+l 

ı "k ı 
--'+ 
ı 

o o • , 

la 1 , 
k 

-3-+···· 

böylece k~o '\:Yk ıraksaktır. y=(yk)sc oldugundan bu hipotezle çeli-

şir. Bu nedenle, k~0 lakJ<oo olmak zorundadır. 

Aşagıdaki teorem toplanabilme teorisinde regüler ınatrisleri 

karakterize eden teoreındir. Bu teoremin ispatı önce klasik analizde 

oldukca uzun bir şekilde yapılınıştır ( 6 , sayfa ll, teorem II.l(3°)). 

Sonradan fonksiyonel analizin araçları (Banach-Steinhaus Teoremi) 

kullanılarak ispat basitçe verilmiştir. Biz bu yolu seçeceğiz. 
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Bu teoremin yeterlilik koşulları Silverman, (RN) koşulunun ge­

rekliliği ise Toeplitz tarafından isp~tlanmıştır. 

Te2Iem 2.3.(Silverman-Toeplit~) [5]: A=(ank)s(c,c;P) olması için ge­

rekli ve yeterli koşul 

(Satır-Norm Koşulu) 

(Co) a k+o(n+oo, k sabit) 
··n . . 

(Sütün koşulu) 

(Satır-:-Toplam koşulu) 

dır. 

1s_ıı~_ı:_: "Yeterli koşul" (RN), ·(Co) ve (RS 1) sağlansın. Ade, c;P) oldu­

ğunu gösterelim. Bunun için keyfi bir x=(~)sc alalım ve ı:= ~~ xk 

diyelim. Bu durumda (RN) den 

00 

E· ·'k=o '! '., ., 

yazılır. (RS 1) den, J~ ı. k~o ank =ı dir. Ayrıca yk:=xk-ı olmak 

üzere y=(yk)sc
0 

olur. ysc
0

,(RN) ve (Co) sağlandığından Teorem 2,1 e 

göre kfo ank(xk-ı)-;0 (n+oo) dır: O halde, J~ k~o ankxk=ı, 

dolayısıyla As(c,c;P)-dir. 

"Gerekli koşul": As(c,c;P) olsun; (RN.), (Co) ve (RS
1

) koşullarının 

sağlandığını gösterelim. kdN keyfi fakat sabit olmak üzere x=ek=(~) 

alalım. xsc , yani Jim xk=O dır. o K-+co - · 
olduğundan VnsN için A (x):kE a k~ var ve 

n =O n k 

Diğer taraftan, c C c ve Adc,c;P) 
o· 

Lim A (x)=Lim x =0 
n-+oo n n-+oo . n 
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dır. Böylece 

•00 

·lim A (x)=lim k·fi a k·xk=lim ank=O (k sabit) 
.n-+o;ı n n-+co -o n · n-roo 

bulunur. O halde, (Co) sağlanır. 

Yine x=e=(l,l,i, ... ) alalım. x=eEc ve Lim x =l dir. AE(ıc,c;P). · n-+oo n 
olduğundan, 

• 00 

lim A (x)=lım kE n-+oo n n--roo = o 
00 

a ~=lim E a =l 
nk.k n->oo k=o.nk 

dir. Bu ise (RS
1

) i ispatlar. 

lııiı 

·,Şimdi (RN) nin sağlandığını gösterelim. Keyfi bir 

ve :ı,::~~l~ ~ diyelim •. Ae(c,c;P) olduğundan 'VnEIN için 

x= (xk) EC ala-
oo 

An(x) =k~oartkxk. 

var ve lim A (x)=ı dir. VneN için A (x) in varlığı, yardımcı Teorem 
n-+oo n n 

2.1 den dolayı 'VnEIN için k~0 lankl<oo olduğunu gerektirir. Böylece, 

A : c-+IC 
n 

elde edilir; yanı A sc" dır. O halde, Teorem l.l de f yerıne A ., a 
n n 

yerine sıfır, (a ) ye'rine (a k). alınırsa 
n . n 

elde edilir. Lim A (x)=ı olduğundan liın sup lA (x) l<oo dır. Banach-
n-+oo n n 

Steinhaus Teoreminden dolayı s~pl lAni l<oo dır. Böylece sgp krolankl<oo 

dır. 

A=(ank) sonsuz matrisi verilsi•n. k>n için ank=.O ise A matrisine 

üçgensel matris denir:. · 
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Sonuç 2.1. [4]: Bir A=(an~) üçgensel matrisi Teorem 2.3 ün koşulla­

rına ek olarak 

lim a =O (V sabit k€N için) 
n-+oo n,n-k 

koşulunuda sağlıyorsa; bu takdirde 

x +x(n~) ve y.+y (n~) 
n n - . 

olmak üzere 

n 

Zn:= k~o ank~yn-k+x.y (n-roo) 

dır. 

İs pat: A= (arik) üçgensel. matrisi belirtilen koşulları s ağlasın ve 

x +x (n~), y +y(n+oo) olsun. 
n n 

·' ·ı· ' . . , 

yazılırsa 

n n 
=kE a ky k(xk-x)+~ E a kyk =o n n- k=O n,n-

( 2. 8) 

elde edilir. b k:=a ky k denirse, açık olarak B=(b k) matrisi Teorem 
n n ~ n 

2.1 in koşullarını sağlar. Ayrıca x -x+o(n+oo) dir. Böylece, Teorem 
n 

2.1 den 

(2.9) 
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n 
elde edilir. Şimdi, x·ıJ~ an;n-kyk yi ele alalım. 

cnk:=an,n-k olarak tanımla~ırsa, ,C=(c·nk) matrisi Teorem 2.3 ün ko­

şullarını sa~lar. Gerçekten, 

n n n 
(RN) sup k~ Ic kJ=sup k~ Ja -kJ=sup n -O n n -o ,n,n .n 

ı: J a J <oo 
k=o nk 

(Co) lim c k=lim a =O n-+<» n n-+<» n~ n-k 

n n 
l:c=ı: ·k=.o nk k=o 

·' . i!' . ,, ., 

n 
a . = ı: 
n,n-k k=o 

dır. O halde, Teorem 2. 3 ·den 

n 

k~o an,n-kyk+y (n+">) 

CV sabit k için) 

a + 1 (n->o~>) 
nk 

n 
k~o cnkyk+y(n+">), yani 

dır. (2,9 ve (2.10), (2.8) de kullanılırsa 

z +xy (n*') 
n 

bulunur. 

c 2. ı o ı 

Şimdi Toeplitz teoreminden daha genel olan Kojima-Schur Tea­

remini verece~iz. Bu teoremin koşullarını sa~layan matrise "yakın­

saklık koruyan matris" denir. 

Teorem 2.4. [5] (Kojima-Schur Teoremi): A=(ank)E(c,c)· olması ıçın ge­

rekli ve yeterli koşul 

1 ) i\. up E J a J <oo k=o .nk 

"' ( \lpdl 11) lim ı: a =a için) n +ro k=P nk p 

olmasıdır. 
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1spat_: '"Gerekli koşul'~: A:;(ank)E(c,c) olsun. 1) nin gerekliliği 

Teorem 2.3 deki gibi gösterilir. 11) nin gerekliliğini göstermek için 

keyfi fakat sabit bir'pEN alalım ve 

o~k<p · 

k~p 

olmak üzere x=(xk)Ee dizisini tanımlayalım. AE(c,c) olduğundan 

00 00 

k~o ankxk=~ k~pank 

vardır. 

"Yeterli koşul": 1) ve 11) sağlansın. AE(c,c) olduğunu gösterelim. 

Keyfi bir x=(xk)Ec alalım ve ~:= ·tlffi xk diyelim. 1) d~n 

00 co. 00 

k~o ankxk=k~oank(xk-~) H .k~oank 

yazılır. 

00 

olsun.!!) den lim kE a k=a , böyl. ece ·ıim t - ~a dır. 
n-KO· :O n o n-+<xı n- o 

Yine 11) den dolayı sabit her kE~ için 

oo: 00 

Lim a k=lim . Eka .- .lim . I 
1

a• . =a -a 
1 n-xo n n-H:o ı= nı n-+<:ı::> ı.=K+ nı k k+ 
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"' 
8 n+kL bk('l<-~) 

olduğunu göstereceğiz .. Açık olarak, keyfi bir mdN için 

,1 

f.m ·· m m 

~~olbkl =k~ol ak ~~+ıl =k~o A~l ank 1 

m oo 

=J~ k~olankl{~up k~olankl<oo 

dır. O halde, 

m 

k~ k~olbkl<sgp k~olankl<oo~k~olbkl<oo 

dır. Dolayısıyla, 

bulunur. 

yazalım. Teorem 2.1 de xk yerıne xk-ı, ank yerine ank-bk yazılırsa 

U +o(n+oo) bulunur. Bu nedenle 
n 

00 

s + kı; bk(xk-ı) (n~)' n =o 
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dır. O halde, 

yanı, AE(c,c) olur. 

,1 . 
•!' .. , 
' 
Teorem 2.1 ve Teorem 2.3 de yakınsak dizileri yakınsak dizile-

re dönüştüren matrislerikarakterize ettik. tspatta temel araç olarak 

Banach-Steinhaus Teoremini kullandık. c yakınsak diziler uzayının 

Schauder bazına sahip olması bize bu olanağı sağladı. Bundan sonra 

sınırlı dizileri yakınsak dizilere dönüştüren matrisleri karakterize 

edeceğiz. Yani, (too,c) yi belirleyeceğiz. ı"' sınırlı diziler uzayının 

ayrılabilir (s~parable) olmaması ve Schauder bazının bulunmayışı bu 

uzay üzerinde Banach-Steinhaus Teoremini kullanmamıza olanak vermez. 

Dolayısıyla ispatta analizin klasik yöntemlerini kullanacağız. Önce 

bir yardımcı teorem vereceğiz. 

Yardımcı Teorem 2.2.[5]: \lnEiN iç~n J'
0

lbnkl<oove k!albnkl+o (n+«>) 

ıse ~0 lbnkl n ye göre düzgün yakınsaktır. 

11) k!olbnkl+ o (n~) ~lsun ve c> o keyfi verilsin. 11) den do­

layı ]N=N(E)EN öyle ki \ln>N ıçın k~olbnki<E dır. Ayrıca, İ) den 

o~n~N için 3m=m(n,E)EN öyle ki k!mlbnki<E sağlanır. O halde, 

M:= maks (m(n;E) } 

o~ n.::: N 
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,1 
:!' 

olarak \an.ırnlanırsa, \InEN için k~M[bnk[<E olur. M=M(E) olduğundan 

k!o[bnk[ n ye göre dlizgün yakınsaktır. 

Aşağıdaki teorern 1921 de Schur tarafından ispa~lanrnıştır. Do­

layısıyla Schur Teorerni olarak bilinir 

Teorern 2.5. [5]. (Schı.ır): A=(ank)ıo:(Q.oo,,C)' olması için gerekli ve ye­

terli koşul 

! ) k~0 [Ank[ n ye göre düzgün yakınsak, 

!!) 

olmasıdır. 

Her sabit k için lirn a k var 
n--ı-co , n 

!spat: "Gerekli koşul": ·A=(a k)d!loo,c) olsun. Bu dururnda VxE!(oo için 
, n 

lirn A (x) vardır. Öze! olarak, 
n->= n 

ni k 

(k,~ keyfi fakat sabit). 

n= k 

olmak üzere x=(x )E!loo dizisi için 
n 

lirn A (x)=lirn k. E ak~ =lirn ak 
ll-+c:? n n-+oo = o n l< n -roo n 

dır. Ac( !(oo,c) olduğundan linı A (x) vardır, dolayısıyla her sabit k~ 
n-+oo' n 

için lirn a k vardır. O ha'ıde !!) sağlanır. Şimdi !) nin ·Sağlandığını 
n->= n 

göst erel im. 

AE( !loo, c) ve cCıoo. olduğundan 'rfx= (~ he için (A (x)) = (kE a k~ ) 
k n =o n k 

yakınsaktır. Teorem 2.4.den 
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M:=sup kE la kJ<~ n ::o n 
(2.11) 

olmak zorundadır. ak:=~i:! ank olmak üzere bnk:=ank-ak olarak tanım-. 

lansın. Keyfi bir mEN için 

m m m 
kE Jak·J=kE lim Ja 1 =lim E Ja J =o =o n->oo nk' n->W k=o nk 

olduğundan, m->oo için 

dir. Diğer taraftan, 

00 00 co co 

k~o bnkxk=k~o(ank-ak)"k=k~oank"k-k~o~xk 

dır. Ac(!~,c) ve (2.12) den dolayı B:=(b k)c(!R,c) olur. Şimdi 
co . . n 

k~ojbnkJ-+o(n->oo) olduğunu göstereceğiz (2.11) ve (2.12) ·den, 

(2.12) 

dır. O halde, B :=ki jb kJ olmak üzere (B ) sınırlı bir dizidir. n ::o n · n 
Kabul edelim ki lim kı jb kJ# O dır. Bu takdirde, c:=limsupB >0 olmak 

n-)ı:ıo -o n . . n 
üzere 3CB )C(B ) alt dizisi öyle ki Bn -+c (m.-) dır. Yazıında kolaylık 

~ n m 
olması için Bnın yerine Bm yazalım. O halde. 

(2.13) 

dır. Ayrıca her sabit kcN için 
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lim bmk=lim=(a k-ak)=O 
rn-+<:o m-+oo m 

(2.14) 

dır. (2.13) ve (2.14) ·den, 

00 

1 1 1 c ı: b -c·<-
1 k= o m( o) ,k 10 

(2.15) 

ve 

Ib [< ~ 
m(o),o 10 

(2.16) 

sağlanacak şekilde m(o)EN vardır. Diğer taraftan, 
00 

1 1 ı; b <oo 
k=o m(o) ,k 

olduğundan, 

( 2' 17) 

olacak şekilde o<k(l)eiN vardır. 

k(l) ' 

1 1 
00 

1 1 1 1 
00 

1 1 Eb Eb -b -ı; b k=l m(o),k =k=o m(o),k · m(o),o k=k(l)+l m(o),k 

eşitliğinde (2.15), (2,16) ve (2,1)) kullanılırsa 

k( 1) 

1 kh lbm(o),k[-cl.;.lk~dbm(o),k[-c l+k~k(l)+llbm(o),k[.+lbm(o)) 

elde edilir. Bundan sonra, 

q 

B(m,p,q) := k~ lbmkl 
p '· 

şeklinde yazacağız. Şimdi m(l)>m(o) ı öyle seçelim ki 
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ı B(m(l) ,O,oo)-cı< l~ ( 2. 18) 

c 
B(m(l) ,O,k(l))< lO (2.19) 

olsun. Yine k~oıbm(l),kı<oo olduğundan k(2)>k(l) öyle seçilir ki 

B(m(l), k(2)+l,oo}< 1 ~ ' 

sağlanır. Dolayısıyla (2.18), (2.19) ve (2.20) kullanılarak 

~(m( l), k(l)+l, k(2)) -ek~ (m(l), O ,oo )-c ı+ ı B (m(l), k(2)+l ,oo) ı 

+ıB(m(l),o,k(l)) ı< )c To 

elde edilir. Bu kez, m(Z)>m(l) öyle seçilir ki 

ıs(m(2) ,o,oo)-cı<ı~ 

c B(m(2) ,o,k(2))< 
10 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 

olur. Ayrıca k~oıbm( 2),kı<oo olduğundan k(3)>k(2) öyle seçilir ki 

c B(m(2) ,k(3)+l,oo)<-
l0 

(2.23) 

sağlanır. O halde, (2.21), (2.22) ve (2.23) kullanılırsa 

ıs(m(2),k(2)+l,k(3))7cı,ıB(m(2),o,oo)-cı+ıB(m(2),o,k(2) ı 

+ıBCmC2) ,k(3)+l,,;,) ı 
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bulunur. Böyle devam ederek, 

m(o)<m(l)<m(2)< ..• ,o=k(o)<k(l)<k(2)< ... dogal sayı dizileri bulunur 

öyle ki 

B(m(r) ,o,k(r))<
1
c
0

(r=O;l,2, ... ) 

. c 
B(m(r) ,k(r+l)+l,oo) <lO 

(2.24) 

[B(m(r),k(r)+l,k(r+l))-cfci~ 

sallanır. Şimdi bir x=(xk)s ~oo tanımlayalım. 

k= O 

,k(r)ck,;k(r+l). 

r=0,1,2 ..•. · 

Bu x= (xkh Roo için If xff =1 ve 

oo r 
Z b x =·E b . (-1) sgn b 

k:o m(r),k k l"k<;k(r) m(r),k m(r),k 

· Z r + . ( b ( -1) sgn b 
k r)<kı:;k(r+l) m(r)"k m(r) ,k 

,1 
'i ' ' 
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dır. Bu nedenle, (2.24) kullanılarak, 

00 ·. 

ikiobm(r),k~-(-l)rc[~[l~k~k(r)(-l)rlbm(r),k[ [ 

- E i b [ + i E [b [-c [ 
-l~k(k(r) m(r) ,k k(r)<k(k(r+l) m(r) ,k 

c 3c c _ .c 
<10 + lO + 10 -. Z: 

elde edilir. O halde, 

00 

Bm(r) (:ıç):= k~o bm(r) ,kxk 

yakınsak de!!;ildir. Böylece lim k'f Ib ki {0 ise bir x=(x.)E~oo bulunu-
. n-+co ::o n k 

yor öyle ki bu x=(xk) :dizisi için (Bn(x)) yakınsak olmuyor. Bu ıse 

hipotezle çelişir. O halde,· k!ofbnkl-> o (n-.oo) olmak zorundadır. 

Öyleyse Yardımcı Teorem 2,:2 ye göre k!olbnkl·nye göre düzgün"yakın­
saktır. 

oldugundan k!o [ ank [ n ye göre düzgün yakınsaktır. 

"Yeterli koşul":İ) ve·İİ) sa!!;lansın, Keyfi bir x=(xk)€ ~oo alalım. 

a :=liırı_ a: diyelim. Herhangi bir mEIN için 
k n-7qj .ı;ık 
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m m . m m 
k~olakl =k~o A~lanki=A~ k~o!ankl(sup k~o!ank!<M 

dir. Böylece, 

(M: = s up, ı 1 a k 1) 
n n 

dır. 

olduğundan 

lim Afi(x) vardir. O halde AE(ıoo,c) dir. 
n->«> 

Teorem 2.5 in koşul,larını sağli:ıyan A=(ank) matrisine "Schur 

matrisi" veya "yakınsaklık üreten matr.is" denir. 

A=(ank) regüler bir matris ise A yakınsaklık üretrnez. Gerçek-
ro 

ten; A= ( a k) regüler bir mat ri s ise kı a k-.-1 (n->«>) ve a k+o (n+oo, k 
n =o n . n · 

sabit) olduğuı;ıu biliyoruz. Kabul edelim ki A yakınsaklık üretsin. 

Bu takdirde Teorem 2.5 e göre k~o. !anki n ye göre düzgün yakınsak­
tır. Dolayısıyla. 

.lim 
n -><o 

,1 
<!' 

00 . 00 00 

ıkı a k!(lim kı la kl=kl: lim la kl=ü =O n n~ =O n . =O n~ n 

olur. Bi.ı 'ise k~o ank-..1 (n-..oo) ile çelişir. O halde A=(ank) regüler 

bir matris ise yakınsaklık üretmez. 
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3.BÖLÜM 

CESARO ORTALAMALARI 

A-) Cı- METODU 

Tanım 3.1: Bir (S ) dizisi verilsin. 
----~- n 

- ı 
n 

cr :--- ı: s 
n n+ ı k= o k 

olmak üzere (a ) dizisi yakınsak ve liml.ti S ye eşit ise (S ) dizisi 
n · . n 

c
1 
~lim~tlenebilir (veya (C ,1) limitlenebilir) denir ve Sn+S (C

1
) 

(veya S +S (C, 1)) şeklinde. gösterilir. Eğer (S ) , li a serisinin 
n · . n ~o n 

toplam dizisi ve S +S (C
1

) ise, ·E a serisi c
1
-toplanabilir 

n · n=o n 
kısmi 

(veya (C,l)-toplanabiÜr) 'denir, E a =S(C
1

) (veya E a =S (C,l).) 
n=o n n=o n 

şeklinde gösterilir. 

c
1 
-metoduna 1. merteheden Cesaro ortalaması da denir. Şimdi 

c
1
-limitlenebilme ile ilgili bazı.öıi.emli özellikler vereceğiz. Aşağı­

da vereceğimiz Teorem 3.1 c 1-ıimitlenebilen dizilerio sınıfı hakkında 

önemli bilgiler verecektir. 

:1· .. ·., = 
TeoremU .. l. [6]: S +S(C

1
) ise S =o(n) (n-+oo) dır. Ayrıca, ~ a 

·.. n . n n-o n 
serisinin kısmi toplamı S ise a =o(n) (n-+oo) dır. Eğer o<A ~0(1) 

n n n 
(n+oo) ise bir (S ) dizisi vardır öyle ki S +S (C

1
) dir Fakat S io(~) 

n n n A 
(n+oo) du. (Yarii, S +S(C

1
) ise S =·o(n) (n-+w) en iyi ihtimaldir.) n 

n n 
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n 
[ S + S (n-ı-oo) o lsun. 

k=o k 

(n+l) 0 -s +S + +S +S 
n- o 1 ··· n-1 n 

no · 
n-l=S. +S

1
·+ .•. +S l 

o n-

Bu iki.eşitlik taraf tarafa çıkarılırsa 

(n+l)o -no 1 =S · n· n- n 

elde edilir. Böylece,. 

s 
n =(l~ ) o -o 

1
+ o(n.'>=) 

n n n n-

yani, S =o(n) (n-+«>) bulunur. S , 'i: a serisinin kısmi toplamı ise 
n · n n=o n 

a =S -S 
1 

oldugundan·a =o(n) dir. 
n n ·n-. n 

,ı . 
•!' ' ' ., 
o<An#O(l) (n-+«>) olsun. Dogal sayıların öyle bir (ni) alt 

dizisini bulabiliriz ki n.+
1

>n.+2 ve A --(i-+«>) olur. 
ı ı lli 

ve 

T ·­
n 

ı 

lA;; n=n. 
ı 

O , n~ n. 
ı 

S :=(n+l) T -·nT 
1 

(n=l,2, ... ) n n n-

olarak tanımlansın. Bu takdirde, . 



o = n 
!.o_ +(l+!_) T 

n n n 
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olur. Diğer taraftan, Tn+o(n~) olduğundan on+o(n~) yanı, Sn+o(C1) 

dir. Fakat 

·s = (n.+l) T ·-n.T .
1
=(n.+l) T 

n. ı n. ı n.- ı · n. 
ı ı .. ı ı 

>. n. 
ı s =(l+ ...!._)). 

ı T =(l+-) n: ->= (i~) 

n. 
ı 

olduğundan 

dir. ·( 

n. n~ n. 
ı ı ·ı 

n. 
(-ı-) 

>-n. 
ı 

Teorem 3.1 gösteriyor 

dir. Fakat bunun tersi doğru 

n. n. n. 
ı ı ı 

ki cl-limitlenebilen her dizi 

değildir. Yani, S =o(n) (n~) 
n 

için 

olan 

S =o(n) 
n 

her 

(Sn) dizisi c
1
-limitlenemez. Hatta c

1
-limitlenemeyen sınırlı diziler 

bile vardır. Buna bir örnek verelim. 

(s ) = (o, ı , ı. ... , ı, o, o, .... , o, ı., ı , ... , ı , o, o, ..• , o, ... ) 
n 

lO tane ıo2tane 103tane ıo4tane 

olsun. Bu (S.) dizisi için'liminf S =O ve lim sup S =l dir. 
n · n n 

O halde, (S ) sınırlıdır. Fakat, 
n 
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= .•. o+ı+ı+ .. . +ı 
cııo2k+ı ıo2k+ı+ı 

(k-><») 

(k-><») 

oldugundan (Sn) c1-limitlenemez. 

00 "' E a =S ise 
n=o n 

E a =S(C
1

) olduğunu fakat tersinin doğru ol-
n=o n . 

madığını biliyoruz. Ancak, Z a =S(C
1

) ve a belli bir koşulu 
n:o n n . 

"' 
sağlarsa E a =S olur. Bu durumu Teorem 3.2 de tartışacagız. 

n=o n 
;( 
:, 

"' Teorem 3.2. [4]: E a serisi verilsin. Eğer 
n:o n 

1) 

koşulları sağlanıyorsa 

11) na -+o (C ) 
n 1 

"' E a =S dir. 
n:o n 

Jspat: 1) ve 11) sağlansın, 1) den S =a +a
1
+ ... +a olmak üzere 

n o n 

S +S
1
+ ... +S 

o · n 
cı = _.::_.::.___ __ __::_ -+S ( n-+oo) 
n n+l 

dir. Ayrıca 11) den dolayı 

a
1
+2a2+ ... +nan 

n+l 

dir. Diğer taraftan, 

S -EJ =S -n -n n 
n+l n+l 

(3.1) 

(3.2) 
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oldugundan 

li m n -><o 

'a1 +za2 + ... +na. n 
S = limcr +iim n n-ro::ı n n-?«> 

n+l 

dır. (3.1) ve (3.2), (3.3) de kullanılırsa 

S +S(n-><o), yani 
n 

bulunur. 

00 

E a =S n=o ·n 

(3. 3) 

,,Aş·;ı.gıda bazı özel diziler tanımlayacagız. Bunları izleyen 
' ·ı· '., 

teoreini'erde ise bu özel diziler ile cı -metodunun ilişkilerini araş-

tıracagız. 

Tanım 3.2. 
-~-----

re s -s +o 
m n 

[6]: Bir (S ) dizisi verilsin 1< ~ +1 
n n 

(m, n-><o) ise bu diziye ."yavaş salınımlı 

tanım aşagıdaki tanıma denktir. 

(S ) dizisi yavaş salınımlıdır:ç>\lpo için3o~o (E) >o 
n 

ki Vn~N ve n~m~(l+o)n·için IS -s l<e dır. n m 

(m,n->oo) olmak üze­

dizi" denir. Bu 

ve }N=N(deiN öyle 

Tanım 3.3. [6]: (S ) reel terimli bir dizi olsun. 1< 
m 
- + ı (m, n-><o) 
n ·-------- n 

olmak üzere lim inf (S -S )~o kalıyorsa (S ) dizisine 
m n n 

"yavaş azalan 

dizi" denir. Buna denk bir tanım .şöyle yapılır. 

(S ) dizisi yavaş. azalar\dın~~\fpo için3o=o(E)>o ve ]N=N(E)dN öyle 
n 

ki ~n>N ve n(m~(l+o)n için S ~S - ' dır. 
m n 

Bir (S ) dizisi yavaş azalan ise (-S ) dizisi "yavaş artan 
n n 

dizidir 11 denir. 

B özel bir limitleme metodu olsun. Bir dizinin•üzerine konu­

lan ve bu dizinin B-limitlene~ilmesiyle birlikte dizinin yakınsaklı-
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ğını da gerektiren koşula, söz konusu limitleme metodu için bir Tauber 

koşulu adı verilir. Bu koşulun geçerliliğini ortaya koyan teoreme ise 

Tauber Teoremi denir. 

·Aşağıda vereceğimiz Teorem 3. 3, bir (S ) dizisinin c 1 -ıimitle-. n 
1 

nebiliıl1iği için Tauber Teoremidir. 1925 de R.Schmidt tarafından ispat-., 
lanan bu 'teoremdeki Tauber koşulu, (S ) dizisinin yavaş azalan olma­

n 
sıdır. 

Teorem 3.3. [6]: Sn->S~c 1 ) ve (S} yavaş azalan ıse (S) yakınsaktır. 
n n 

İspat: S +S(C
1

) ve (S ) yavaş azalan olsun. s=o alalım. (Çünkü0 n n 
(S ) yavaş azalan ise. (S -S) de yavaş. azalan, S +S(C

1
) ise Sn-S+o(C

1
) 

n . n n 
dir. Bu nedenle S=o almak genelliği bozmaz) Bu durumda, 

lim sup S ~o ve Lim inf S ~o 
n n 

ı 
dır. Gerçekten, Sn+o(C

1
) yanı, cr· --­

n n+l 
gözönüne alınırsa· 

S = (n+l) cr -na 
n n n-1 

eşitliğinden 

s 

n 
k~o Sk+o (n+oo) olduğu 

lim sup n ı· - ~ ım 
n 

ı 
sup (1+ -)cr -lim supcr 

1
=0 

n n n-

ve 

lim inf 
s 

n 
-( 
n 

lim inf (ı+l)cr -lim info 
1

=o 
n n n-

elde edilir. Şimdi (S ) in yakınsak olmadıgını kabul edelim. Bu 
h 

takdirde, 
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( 1) li m s up s >O 
n 

veya 

(11) li m inf s <O n· 

,1 . ,, . ' 

olıiıak zorundadır. 
' 

(!): Lim sup S >0 ise 
n 

~a>O ve bir (n.) doğal sayı dizisi (n.+oo) öyle 
:ı ı ı 

(). 
olur. E!= 2 alalım. Tanım 3.3 e göre 36> O,jNdN öyle ki 

s > s m.- n. 
a a a 

?Ct- :: 
2 2 2 

ı ı 

dir. ([[n.(l+ô)]] , İ:ı.(l+ô)' nın tam kısmını gösterir.) Diğer ta-
ı ı . 

raf tan, 

ve 

o m. 
ı 

m.-n. 
ı ı 

m.+l 
ı 

olduğundan 

n.+l 
ı 

m.+l o::: n· 
ı ı 

Lim 
n.->= 
ı 

(o 
n.+l 
ı ---m.+l 
ı 

O .a ;;,.-. 
2 

m. 
ı 

6 
1+6 

S +ı +S +2+ ... +S n. n. m. 
ı ı' 

m.+l 
ı 

(n.->=) 
ı . 

o:. ) ;,.- 1 im <J.
2
. 

n. n.-><:o 
ı ı 

m·.-n. 
I ı ---

m.+ı 
ı 

ı 
m.-n. 

(). ı ı 

>-- 2 m.+l 
ı 

a· = lim 2 n.+oo 
6 

l+ô+ ı 
n. 
ı 

ı 

elde edilir ki bu a ve ô pozitif olduğundan mümkün değildir. 
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(11) : ıim inf S <O ise 3a<O ve (n.) doğal sayı dizisi (n.->=) 
n ı ı 

öyle ki Sn.(a<O dır. c:= 
ı 

31i>OJNdN öyle ki \ı'ni>N 

et3-S~S +~2 ., n. m. 
ı ı 

a 
-->O olsun. Bu takdirde, Tanım 3.3 

2 n· 
ve [[ 1 

ı +li 
J]=:m.(n(n. için 

ı ı 

elde edilir. Dolayısıyla. 

o 
n-ı 

olur. Ayrıca 

n.-m. 
ı ı 

n .+1 
ı 

olduğundan 

li m 
n.->= 
ı 

m.+l 
ı 

= o 
n.+l m. 
ı 

(o 

ı. 

li/ ı+ li 

ı 
1+­n. 

ı 

m.+l 
ı 

n. n.+l 
ı ı 

a li 
o <ı l+li 

s 
m.+l S /··.+S m.+ n. 
ı ı 

• n.+l 

(n.->«>) 
ı 

ı 

cr ) < lim a
2 m. n ,-+oo 

ı ı 

ı 

n.-m. 
ı ı 

n.+l 
ı 

n.-m. 
ı ı 

(). 

~2 n.+l 
ı 

elde edilir. Bu ise li >0 ve <ı<·O oldugundan mümkün degildir. 

e göre 

O halde, varsayım yanlıştır (S ) yakınsak olmak zorundadır. 
n 
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Teorem :13.4,. [6]: Bir (a ) dizisi için S := a +a + ... +a olsun. 
--.______,~ n n o 1 n 

(1) a =O (~) ise (S ) dizisi yavaş salınımlıdır. n n n 

(İt) K>O olmak üzere na >-K Cl<ndN) ı se (S ) dizisi yavaş azalandır. 
n n 

1spat: Verilen (a.) dizisi için 
--·~··--- n S =a +a

1
+ ... +a 

n o n 
olsun. Bu takdirde 

m;;.:. n için S -s =a 
1
+a 

2
+ ••• +a 

m n n+ n+ m 
dir. 

(1): a =O(~) ise 3M>O öyle ki 
n n . 1 a 1 n 

M 
<­

n 
( hnE!N) dir .. O halde, m)n 

m . 
ve- +l (m,n~) için 

n 

ı ı ı ls -s 1< M(-+-+···+-)< 
m n n+l n+2 , m 

M(m-n) = M(~ - l)+ O 
n 

n 

(m, n -+<») dır. Tanim 3. 2 ye g0re (S ) yavaş salınımlıdır. 
n 

(İl): K>O olmak üzere na >-K 
n 

(l<ncN) olsun. c>O keyfi verilsin 

n(m( (l+o)n için seçelim. Bu takdirde, 

l ' 1 i m 
S -S >-K (--+.-- +· · · +-)>-K(-- l)> -c, m n n+l n+2 m n 

dolayısıyla S >S -c elde edilir. O halde, Tanım 3.3 e göre (S ) ya-
m n n 

vaş azalandır. 

00 

Şimdi, E a serisinin c 1-toplanabilirliği için bir Tauber 
n-o n 

Teoremi verebiliriz. 

Sonuç 3. l: 

00 

00 

E an =S(C1) ve mam>-K (K>O, l<mcN) ise o zaman 
ll= O 

E a = S dir. 
n=o n 

ma >-K olduğundan Teorem· 3.4.(11) ye göre (S )=(a +a
1
+ ... +a) dizisi 

m n o n 
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yavaş azalandır. Ayrıca 

00 

ı; 

n=o 

S +S(c1) ve (S·) yavaş azalan olduğundan Teorem 3.3 e göre 
n n 

00 

S +S(n+oo) dır. Bu nedenle, E a =S dir. 
n n=o n 

A=(~k) herhangi bir limitleme metodu olsun. A yalnızca yakın­

sak dizileri limitleyen bir Toeplitz matrisi ise A yakınsaklığa 

denktir denir. Buna göre I=(i.k) birim matrisinin yakınsaklığa denk 
n ' 

olduğu açıktır. Birim'matristen başka yakınsaklığa denk olan limit-

leme metodlarını veren teorem, Mercerian Teoremi olarak bilinir. 

ı-cı k<n n+l 

a nk:= ncı+l k=n 
n+l 

o ' 
k>n 

olmak Uzere A:=(a k) matrisi tanımlansın. 
n . 

S +S
1

+ ... +S 
o n m_ 1:=0, mn:=--~~~----~ 

n+l 
(n=O·,l, ..• ) 

olarak tariımlanırsa 

n 
A (S):= ı; a kSk: cıS +(l-cı)m n k=o n n n 

olur. (S ), S +ı (n+oo) olan. herhangi bir dizi ıse A (S)+ı(n+oo) (cı 
n n n 

üzerinde kısıtlama olmadan) dır. O halde A bir Toeplitz matrisidir. 

Mercer ,cı>O için A= (ank) matri~inin yakınsaklığa denk olduğunu ispat­

lamıştır. Bunu Teorem 3.5 ile vereceğiz. 
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Teorem 3.5. [4] . (Mercer Teoremi): Bir (S) dizisi verilsin. 
n 

s +s + ... +s 
m_

1
=o, mn= --"0-'-·--"1---n"--~·(ndN), a>O 

n +ı 

olmak üzere 

t := aS +(l-a)m+ S(n->oo) 
n n ·n 

ıse S +S (n->oo) dır. 
n 

!spat: Verilen (Sn) dizisi için, a>O, m_
1

=ü 

m = 
n 

S +S
1

+ •.. +S 
o n (nEN) olmak üzere 

n+l 

t =aS +(l-a) m 
n n · n 

olsun. Bu takdirde, 

(n+l)m -nm 
1

=S 
n n- n 

dir. (3.5), (3.4) de yerine yazılırsa 

t =(an+l)m -anm 
1 n n .n-

q =l o 

qo-aqı=O 

(a+l)q1-2aq2=0 

(2a+l)q2-3aq3=o 

öyle seçelim ki 

(") 

(3. 4) 

(3.5) 

(3.6) 



olsun. Bu takdirde, 

l a+ı 
q = -. n a 2cı 

2cı+ ı 

3(i 

olur. S:=l denirse, 
cı 

• o o • 
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(n-l)a+ı 

ncı 

qn =s. } (l+S). ~ (2+S) .... 
1 (n-l+S), 
n 

S(l+S)(2+S)+ ..• +(n-l+S) 
q = 

n 1.2,3, ... r'i 

elde edilir. Tanım. 1.6.!!) y~ göre 

r (n+ S) 
q = 

n f(S) .n! 

dir. (1.17) den, 

dır. Diğer taraftan, Sonuç 1.2 ve Teorem 1.8 kullanılırsa 

n n 

Q ·- ı: q "' ı: n'-k=o. k k=o 

bulunur. Ayrıca, 

·' . ns 
·!·~· ~-"---., . 

J;'(S+l) (cın+l)q 
n 

olduğundan 

n s 
"'----=--

f(S+l) (na+l) 

- n 
. -S(cın+l) 

r(S) 
s-ı 

n 

(n->=) 
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n B 
~ (~n+l) q (n~) 

n ·: r (8+1) 

dır. Böylece, 

Q ~(~n+l)q (n~) 
n n 

elde edilir. Öte yandan; (3.6) dan, 

q t -m q 
o o o o 

ql tl=(a+l)mı ql-amoql 

q2t 2=(2a+l)m2q2-2am
1
q2 

qn-ltn-l=((n-l)a+l) mn-lqn-l-(n-l)amn-2qn-l 

q t =(~n+l)m q -nam 1q 
n n n n n- n 

(3. 7) 

sistemi elde edilir. Bu eşitlikler taraf tarafa toplanır ve (>:) siste­

mi kullanılırsa, 

+ ..••••••...•....•..•..•... 

+m 
1
((n-l)a+l)q 1 -~nq ) 

n- n- n 

+ m (an+ l)q 
n . n 

=(~n+ l)m q 
. n n. 

bulunur .. Son eşitlikte, (3. 7) kullanılırsa 
:( 



m = n 

q t +qıtı+ .•. +q t o o n n 

(cm +l)q 
n 

elde edilir. Şimdi, 

qk 
k~n 

Qn 

ank'= 

o k>n 

olmak üzere A:=(ankl s(c,c;P) 

(RN): ~ la 1= r qk -
ı - = k=o nk k=o Qn 

00 

Jank ~~oo olduğundan s up E 
n k=o 

(c ) : 
o 

qk 
a =-"' nk Q 

n 

ks-ı. 

re sı 
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q t +qltl+ .•. +q t 
'V o o n n 

Qn 

(n,kE:N) 

olduğunu gösterelim. 

dır .. 

= 
s· ks-ı 

(n, k-too) 

olduğundan ank~(n-+=, k sabit) dir. 

( 'VnfiN için) 

olduğundan 
00 

E a k-+1 C n-+=) dır. 
k=o n · 

(n-+=) 

·' . 
Teo'rem 2.3 e göre A=(ank)s(c,c;P) dir. Dolayısıyla tn-rS(n-roo) 

ıse m -rS(n-roo) dır. (3.4) den 
n 

ı S = - • (t -(1-a)m ) 
n a n n 

bulunur. Böylece, 

S -+ .!:_ (S-(1-a)S)=S (n-roo) 
n a 
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elde edilir. 

00 

Aşağıdaki problemlerin'her biri E an serisinin c1-toplana­
n=o 

bilmesi için gerekli ve yeterli koşulları verir. 

Problem 3.1: 
00 r an= s(c

1
) olması için gerekli ve yeterli koşul 

n=o 
n k r (l - ) a ~s(n+w) olmasıdır. 

k=O n+l k 

olmak üzere 

ı 
0 n- n+l 

n 
[ 

k=o 

dır. Diğer taraftan, 

ı (S +s
1
'+ ... -i-S ) 

n+l o n 

ı [(n+l) a +na
1 

+ ... +a = n+l o n 

ı 
n 

= n+T [ (n+ l-k)~ k=o 
~1 

n 
k = [ cı- n+l 

) ak k=O 

bulunur. Dolayısıyla 

J 

k 
(1- --- ) a ~s(n+w) 

n+l k 

dır. 
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Problem 3.2: n~o Zn=S(C1) olması için gerekli ve yeterli koşul 
lzl<l ve ztı olmasıdır. 

"Gerekli koşul'·': 
00 

Zn=S (C
1

) n k Çözüm: E yanı, s = k~ o 
z olmak 

n n= o n 
ı z S +S(n-><o) olsun 

re o = n+T k= o k n 

üz-e-

.' Z= 1 için S =n+ i oldugundan 
n 

göre (Sn) dizisi c1-limitlenemez; 

Sn 
--+ 

n 
Bu ·ise 

1 (n-) dır. Teorem 3.1 e 

hipotezle çelişir. O,halde, 

n~o Zn=S(C
1

) ise Z;/1 dir. . 

olduğundan 

1-Zn+l 
ı z 

1 1 2 n+l 
an= n+l ·ı-z [(1-Z)+(l-Z )+ ... +(1-Z )] 

:i .~,_ı_ 1 n 
., ~ n+l 'eıeı: [(n+l)-Z(l+z+ ... +Z )] 

= n~ 1 ·· 1 :Z [ (n+ 1)-

ı 
= 
ı-z 

z (1 ~zn+ ı) 

(l-z)
2

Cn+l) 

dir. o +S(n-><o) olduğundan 
n 

a ·­
·n 2 

(l-Z) (n+l) 

vardır. b := 2 
z 

denirse 
n (1-Z) (n+l) 

olmak·üzere lim 
n-><o 

lı-zi 2 Cn+l) 

a 
n 
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olur. IZI>l için 

l im 1 a -b 1 :oo ve li m b =O 
n n n 

olduğundan 

lim la 1 ,ıimla -b 1-limlb l=oo 
n-+o::::ı n :;--n-+o::::ı n · n TI-7<l0 n 

dır. Bu ise lim a in varlı.!lı ile çeliŞir. O halde, 
n->«> n 

IZI>l olamaz; IZI(l olmak zorundadır. 

"Yeterli koşul": IZk ı ve Zil olsun. 
oo n 
n~o Z =:S(c

1
) olduğunu gösterelim 

ı 
(J = 

n ı-z 

Z(l-Zn+l) 

(l-Z)
2

(n+l) 

idi. IZI(l ve Z~l oldugundan 

Gerçekten;. 

ı lim cr = ---dir. 
n-+co n ı-z 

(İ) 1z1~ı ise 
t '., 

zn+2 
__ .::___,----- -+o(n-+co), dolayısıyla 

(l-Z) 2 (n+l) 

(11)1ZI=l(Z;tl) ise 
ı 

yıne on -+
1

_
2 

(n->oo) 

dir. 

n 
Z =Cosn8 +i sın n8 = 0(1) 

(n-+co), 

(8:=argZ) olduğundan 

Problem 3.3. [4]: 
00 

L an=s:(C
1

) olması ıçın gerekli ve yeterli koşul 
n=o 

oo ak 
L -­

k=o k+l 
yakınsak ve 'E 

n=o 

oo ak 
( I . -)=s 
.k=n 'k+l 

olmasıdır .. 

Çözüm: " Gerekli koşul": n~o an=s(C1 ) yani: sn=a
0

+a
1

+ ... +an olmak 

üzere sn-+s(c
1

) olsun. Teorem 3.1 den 



s = o(n) (n->«>) .· n 
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(3.8) 

dir. Diğer taraftan, S : =s +s+ ... +s·. olarak tanımlanırsa 
. n o 1 ,n 

s n 
a = --

1 
-+s (n-+oo) 

n n+ 

ve dolayısıyla 

dır. 

olsun. 

S =O(n+l) (n-+«>) 
n 

;!' ı s ı ., 
M: n 

=sup 
n+l n 

E = o(l) 
n 

(n->«>) olmak 

(3. 9) 

üzere 

şeklinde yazılır. c>o keyfi verilsin. Bu takdirde, jN=N(c):;IN öyle ki ltn>N 

için Ic J<c sağlanır. n>N ve p8N keyfi alalım. Bu takdirde, Abel 
n 

kısmi toplam fo.rmülünden 

n+p 
ı: 

k=n+l 

ve 

n+p 
ı: 

k=n+l 

~ 
k+l = 

= 

ı 

n+p 
ı: 

k=n+l 

n+p 
ı: 

k=n+l 

= 

sk 

n+p 
ı: sk 

(k+ 1) (k+2) k=n+l 

ı ı 

k+·2 ) - s o +s n n+2 n+p 
ı 

n+p+2 

s s 
ı -~ n+p 

(3.10) 
(k+l) '(k+2) n+2 n+p+2 

ı ı ' 
Sk( (k+l) (k+2) - (k+2)(k+3)) 
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s s + 
n + n 

(n+2) (n+3). (n+p+2) (n+p+3) 

n+p sk 

=
2 k~n+l. (k+L)(k+2)(k+3) 

s 
+ . n+p 

(n+p+2) (n+p+3). 

s 
n 

(n+2) (n+3) 

elde edilir. (3.11), (3.10) da yerine yazılırsa 

n+p ,1 ' n+p ,ı·.'., 
:,al,< 

I -= 2 I 
k=n+l 

k+l 
k=n+l 

sk s + n+p 
'(.,-k+'"'l'"')"(~k-:-+ "'2 )'(;-;-k-,-+"3') (n+ p+ 2) (n+ p+ J) 

s 
_ __!!__ + Sntp 

n+2 n+p+2 

bulunur. Diğer yandan:, 

n+p 
sk 

(k+ l) (k+2) (k+3) k 2 /2 I 
k= n+ ı 

00 

n+p 

ı 

k= n+ ı 

n+p 
I 

k= n+ ı 

(k+l) (k+2) (k+3) 

ı 

(k+2) (k+3) ' 

(3.11) 

s 
n 

(n+2) (n+3) 

(3.ı2) 

ı "' ı 
(k+2)(k+3) k2 

(k->«>) ve I 
k=l 

ı 

k2, 
yakınsak olduğundan, n yeterince 

büyük seçilirse Vpc!N' için 
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n+p 

Iz E 
k=n+l 

sk . 
(k+l)(k+2)(k+3) I<E 

sağlanır. Böylece, 

n+p 

2 E 
k=n+l 

(k+ 1) (k+Z) (k+3) 

·' . ,j· '., 

elde edqir. 

T : = 
n 

n 

E 
ak 

k+l 
k= o 

olarak tanımlanırsa 

n+p 

T - T 
n+p n 

= ~. 

k=n+l 

~ 
k+l 

-+ o (n-+<») 

bulunur. (3.8), (3.9) ve (3.13), (3.12) de kullanılırsa 

n+p 

E 
k=n+l 

ve dolayısıyla (3.14)' den 

T - T -+o(n-+«>) (\ı'pdl için) 
n+p n 

(3.13) 

(3. 14) 

elde edilir. O halde, (T ) Cauchy dizisidir. Bu nedenle (T) dizisi ya-
n n 

kınsaktır. Öyleyse 

R 
n 
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olarak tanımlanan (R ) dizisi için. 
n 

R +o (n+oo) 
n 

dır. A1'fl~·., zamanda (3. 12) den "ır"", n sabit" için ,, 

00 

E 
k=n+l 

elde edilir. Böylece, 

s 00 

(n+ 2) R +s =~ / +2(n+2) ı:· 
n n . n 3 k= n+ 1 

bulunur. Ayrıca, (K) e göre 

00 00 

(k+l)(k+2)(k+3). 

sk 

< k+ ı ) < I<+'""2") (,.,-k+.,-,3") = ı: 

k= n+ ı 

ı 
ı: (k+ 2;· (k+ 3) (s+ ek) 

k= n+ ı 

= ; (-1-· __ ı_)s + ; ek 
k=n+l k+2 k+3 k=n+l (k+2)(k+3) 

(k+2) (k+3) 

s· 'e: 
< -- + 

n+3 n+3 

olduğundan 

s . n . 
lim [ (n+2)R +s ]=lim [- -.-

3
- + 

n n n+ n -xx:. n -'XXI 

2 ( +2) · _s_ + e ] 
n- n+3 n+3 

= S't 2e 



dır. R +o (n+oo) olduğundan 
n 

(nn-ı) R fs+ s( n-) 
n n 

dır. Öte yandan, 

olarak tanımlanırsa 

00 ai . oo. 
=.E t ~+.El n ı= o ı+ ı= 

n a· n 
ı 

i h =.E i+l + ı= o 

=S+( n+l) R 
n n 
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a· . 00 
ı +.E i+l + ... ı= n 

a· n 
ı 

i+ ı+ ... +.E 
ı= n 

elde edilir. Burada (3.16) kullanılırsa 

t +s(n+oo) 
n 

bulunur. 

11Yeterli koşul 11 : 

t +s (n+oo) olsun. 
n 

00 ~ 
ıJo k+ 1 yakınsak ve 

t =s +(n+l) R 
n n n 

olduğundan 

(3. 16) 

a· 
ı 

i+ ı 

ai 00 a· 
. E 

__ ı_ 
~+(n+l) i+ ı 1+ ı= n+ ı 

00 00 

E ( E 
n=o k=n 
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t - t:: ~· +(n+2)R -s -(n+l) R 
n+l n n+l n+l n n 

dir. O halde, 

::a +l+R + (n+2) (R +. 1-R .) 
n n n,; n 

a a 
=a + n+l + n+2 + 

n+l n+2 n+3 

a a 
+(n+ 2) [ n+2 + n+3 

n+3 n+4 

a +1 a +2 =_n_.+ _n_+ 
n+2 n+3 

:: R 
n 

t -t =R 
n+ 1 n n' 

t =.s +(n+l) R 
n n n 

eşitliklerinden 

t =s +(n+l) (t +l-t )> 
n n n n 

s =t -(n+l) (t ·+
1
-t ) 1 n n n n 

s =2 t -[(n+l)t .
1
-nt ] 

n n n+ n 

bulunur. Böylece 
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s +s
1

+ ... +s =2t -(t
1
-o.t ) 

o n ·o· o 

+2tl-(2t2-tl) 

+3t 2 -:<3t 3 -,2t 2 ı 

+ .•.••..••...• 

+2t -((n+l)t -nt ) 
n n+l n 

=2(t
0

+t 1+t 2+., .+tn)-(n+l)tn+l' 

s +s
1
· + ... +s t +t + ... +t 

o n =2 o . :ı n 

n+l n+l 

elde edilir. t 4S(n~) oldugundan 
n 

t +t + •.. +t 
o l n 

n+l 

ve böylece 

s +s
1

+ ... +s 
o n a .-

n 
2B-s= s(n->oo) 

n+l 

bulunur. O halde, 

00 

sn->s(C1) dolayısıyla n~o an=s(C
1

) 

dir. 



B -) C k- METODLAR I 

E. Cesaro 1890 da ıraksak serileri yeniden ele 

saklık fikrini ortaya attı. Ardından, k pozitif tamsayı 

metodlarını tanımladı .. 

alarak, cı-yakın­

olmak üzere Çk-

K.Knopp, 1907 de ve .bağımsız olarak S.Chapman, l9il de a>-1, 

adR için C -metodlarını tanımladılar. 
a 

kdN için ek -me·todu aşağı daki gibi tanımlanır. 

Tanım 3.4: Bir (s) dizisi verilsin. 
n 

olmak üzere 

(3.17) 

ise (sn) dizisi s ye Ck-limitlenebilir (veya k. mertebeden Cesaro li­

mitlenebilir) denir ve sn->s(C~) şeklinde gösterilir. 

ise 
00 

ı: an serisi s ye Ck.-toplanabilir. (veya k. mertebeden Cesaro 
n=o 

toplanabilir) denir ve 

Sonuç 1.2 ye göre 
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olduğundan "' n~o an serisinin s ye ek-toplanabilmesi 

-k k -k k. . . 
r(k+l)n s =k~n s -+,s(n->oo) 

n n 

olması ile de tanımlanır. 

"' ise E an= s·( ek) n=o 

"' a =s(Ck) Gerçekten, ı: n=o n 

böylece 

-k k 
k~n S -+s(n->oo), 

n 

r(k+l) 

dır. Bu nedenle, 

"' ı: 
n=o 

ise 

sk n serisi ıxı <1 X n 

tanım gereği 

k 
ı s (n+l) ı 
r (k+ 1) 

~ ı nk ı 
r(k+l) 

için 

(3 o 18) 

yakınsaktır. 

dır. Dolayısıyla d' Alembe.rt testine göre "' sk n 
n~o n x serısı 

için yakınsaktır. 

Burada Sk a ·ve s ler cinsinden ifade edilebilir: pdN ve 
n' n n 

ıxı <1 için 

olduğu bilinir. Dolayısıyla 

n 
X 



ve 

00 

ı: 
n::q 

böylece 

ı 

1-x 
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n 1-x 00 n 
a X = ı: a X 

n 1-x n::o n 

= (1-x)( 

= (1-x) 

= (l-x) 

oo n 
ı: a x = n::o n 

00 

ı: 
n:: o 

00 

ı: 
n=o 

00 

E 
n::o 

n oo 
X ) ( l: 
' n::o 

n 
(k~oak)x 

n s X , 
n 

a xn) 
n 

n 

elde edilir. Aynı düşünce ile 

ı 

2 (l-x) 

oo n l 
ı: a x = n=o n 1-x 

oo n oo n 
=(ı: x)(l:sx) 

· n::o n::o n 

= 

oo '1 n 
.-ı; Sx n_o n 

bulunur. Böylece k=D ~e k=l için 

ı n 
a x = 
n 

dır. Yukarıdaki işlem. k defa arka arkaya uygulanırsa k~2 ve kdN için de 

,1 
i 
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ı 

olduğu görülür. O halde her kEN için 

ı 00 

E 
n:::o 

dır. (3,19) da 

ı 00 

k+ı= E 
(l-x) n=o 

n l 
a x = --=--. 

n (1-x)k 

eşitlikleri kullanılırsa 

00 

E 
n::o 

n oo 
s X= E 

n n:::o 

ı ' - 00 

' k- . ı: 
(l-x) n=o 

k n 
S X 

n 
(3.19) 

elde edilir. Burada Cauchy çarpımı yapılır ve kuvvet serilerinin öz:­

deşlik teoremi kullanılırsa 

00 

(n-i+ k) . a. 
n-ı ı 

bulunur. Böylece, E' a serisi için 
n= o . n 

n n-i+k-l n 
(n-i~ k) .:ıl· 

(;k(S)= 
.ı:( .)s. .ı: 

:, ı:: o n-ı ı ·1=0 n-ı 

= n 
(nı-k) (n+ k) 

n n 

a. 
ı 
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olur. O halde, Ck=((ck)n~) k. mertebeden Cesaro matrisini göstermek 

üzere 

(ek).:= 
nı 

n-i+k-1 
( . ) 

n-ı 

n+ k)· 
( n 

, i:;;.n 

O , i>n 

dir. Buraya kadar olan işlemlerde ks~ aldık. Şu soru aklımıza gelebi­

lir: k yı herhangi bir reel sayı alabilirmiyiz? 

Benzer yolla kdR için 

d'-: 
n 

n 
= .L: 

ı=o 

n-i+k-1 ( . . ) s. 
n-ı ı 

ile ta~ımladıgımızı varsayabiliriz. Bu durumda, 

(İ) k "f . (n+k) --· (n+k) 1 d C . . ' negatı tamsayı ı se n k . = o o acagın an k -matrısı tanım-

lanamaz. 

(İİ) k negatif tamsayı degil ve· k<-1 ise ek -metodunun• tanımı amaca uy­

gun degildir. Gerçekten: 

P{?_ , P>Ü ve 1 x 1 <1 için 

ı 
~=-- = 
:{(.ı~xf 

00 

ı: n= o 
(P)xn, (p):= p(p+l)(p+Z) ... (p+n-1) 
n n n! ., 

olduğu kullanılır ve a ~= (p) olarak tanımlanır sa sonuç 1. 2 den 
n n 

p-1 
n 

a '"---n 
r(p) 

( n-.oo) 
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"' elde edilir. Bu nedenle. E a serısı pozitif terimli ıraksak bir n=o n 
seridir. Fakat bu seri için 

"' "' E E 
n=o n=o 

olduğundan özel olarak k yerine -p-1 alınırsa 

olacağından 

-p-1 s 
n 

= {ı' 
\o, 

n=o 

~n> o 

ı --=---- = ı 

(1-x)p 

"' olur. O halde, n~o an=o(C_p_l) dir .. Yapılan bu işlem ile sonsuza 

ıraksayan ıraksak bir. seriye sorrlu bir sayı karşılık getiriliyor. 

Bu sonucun amaca uygun olm~dığı açıktır. 

(!!!) k>-1 ve kER ise Ck-metodu tanımlanır. Bu durumda 

n 
= . L: 

ı:o 

n-i+k-1 
( o ) s. 

n-ı ı 

olarak tanımlanır. ~x[<l i~in 

olduğu gözönüne alınarak, 

( 3. 20) 
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(1 -x)k+l ı 
00 'f n_ n 

a x E a x 
n= o n k (1-x) 

n=o n 
(1-x) 

(1-x)k+l 00 n 
= [· S X 

k n= o n (1 -x) 

00 

ı; 
n= o 

= (1-x) k+ 1 oo n n-i+k-1 n 
ı; (.E ( . ) s.)x 

n=o ı=o n-ı ı 

ve buradan da 

ı co n· oo D n-i+k-1 n 
ı: a x = ı: ( .1 (. . ) s.)x 

n=o . n n=o ı=o n-ı ı (1-x)k+l 

elde edilir, Diğer taraftan (3.20) kullanılırsa 

ı 

( 1-x) k+l 

bulunur. (3.21) den 

co n n-i +k n oo k n 
ı:c.ı:c .)a.)x=ESx 

n=o ı:o n-ı ı n=o n 

çıkar. Kuvvet serilerinin özdeşlik teoremine göre 

(3.21) 



dır. 

Sonuç olarak ktR 

sk 
Ck(.'S): = n 

= 
n (ntk) 

n . 

dır. Bu takdirde, 

k . . 
C (:s)+ s(n->oo) . 

n 
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ve k>-1 ıçın 

n n-if- k- 1 .E ( . ) s. 
ı= o n-ı ı 

= 
(nı- k) 

n 

ıse (sn) dizisi s ye Çk-Liınitlenebilir veya 

~ (n-i+k) . . a. 
ı= o n-ı ı 

(nt- k) 
n 

(3.22) 

00 

E a serisi s ye 
n=o n 

ek-toplanabilir denir·. Böylece, Ck= ( (c.k) ni) k. mert eb eden Ce sa ro 

matrisi için 

n-i+k-1 
( . ) 

n-ı 
i,:; n 

(n+ k) ' 
n· 

· (~k)ni: = 

·' •!' o ı> n 

olur. O halde, Ck-mat,isi bir üçgensel matristir. 

normal 

Bir A=(ani) üçgensel matrisinde VnE~ için 

matris denir. Vn~ için (tk) =_!__k i O 
nn (n+ ) 

n 

(3.23) 

a f.O ise A ya 
n n 
olduğundan ck-matri-

-ı -ı. 
si bir normal matristir. Dolayısıyla tersi vardır. Şimdi Ck =((ek )ni) 

ck-matrisinin tersini göstermek üzere 



( -ı) = c . 
k nı 

n-i~k-1 (i+k) 
( n-i ) k 

o 

oldugu gHsterilecektir. 
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, i>n 

Verilen bir (s ) dizisine Ck-matrisi uygulandığında 
11 

·0 k :=Ck(S)= .P (c ) . s. 
,n n ı=o· k nı. ı 

olduğunu biliyoruz. Buradan, 

n 
s = . E 

n ı=o 
(c-l) . a~ 

k nı ı 

bulunur. Yine JxJ<l için 

ı 

k (1-x) 

·' . 
o lduğu~ctan 

00 

E s xn­
n=o n 

00 

E 
p.=o 

00 

E 
n::o 

dir. Kuvvet serilerinin özdeşlik teoreminden 

(3.24) 



n 
s = .I 

n ı::.o 

elde edilir. Ayrıca, 
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. . k 
· ( -1) n-ı ( . ) = 

n...; ı 
(-1) k(k-l)(k-2 ..• (k-(n-i-l)) 

n-ı (n-i)! 

olduğundan 

n 
,s ·- . I · n·- ı=o ·!'' ., . 

= · _-k"c(,_-.c.ck_+ ~l )'-'('----"'-k+-'2~)-'-, c...' '--' (,_-"'-k+-"'( n'---i --'1"")-"-) 
(n-i) ! 

n-i~k-1 = ( . ) 
n-ı 

(n-i-.~- ı) 8~ 
n-ı ı 

dır. Burada (3.22) kullanılırsa 

n 
s = . I n ı=o 

n-i~k-1 (i+k) k 
( ' ) k (Jo 

n-ı ·ı 

bulunur. (3.24) ve (3.25) den 

1
n-i-~-l) (i+k) 

n-ı k 
-ı 

(ek ) .= 
nı 

o 

elde edilir. 

' i~ri 

, i>n 

(3.25) 

(3.26) 

Ck-metodu, girişte sözedilen A), B) ve C) aksiyomlarını sağ­

lar. Yani; 
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00 00 

A) E a = s(Ck) ise ~ >.a =>.s(Ck) j 
n=o n n-o n 

00 00 

b =t(Ck) 
00 

(a +b )=s+t(Ck)j B) E an =s(Ck) ve ı: ıs e E 
n.=o · n=o . n n=o n n 

C) 
00 

n 
__ E

1 
a =s-a (C ).· 

n .o k 

dır. Gerçekten; 

olsun. 

00 

~ 
ın-o 

:!' . ·., 
b serisi için Sk 

n n' 
Bk ile gösterilsin. Bu takdirde, 

n 

ve 

olur. 

k 
B .. : 

n 
-+ t (n-+oo) 

00 

A) x : = >.a olarak tanımlanır ve ı: x için 
n n n:ıo n 

lirse 

oldugu görülür. Böylece 

yanij 

Sk Dk ile gösteri­
n' n 



elde edilir, 

B) t 
n 

a +b olmak üzere 
n n 

gösteri lirse 

olduğu görülür; Dolayısıyla 

bulunur. O halde, 
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t için sk 
n n' 

'" ' 

dır. 

C) 

t = ı: (a +b ):(s:j:t)(Ck) 
n n::o n n 

y :=a 1 olsun. Bu takdİ.rde 
n n+ 

'"· ı: y =s-a (C ) 
n=O n o k . 

Tk ile gösterilirse 
n 

,1 ·: 

olduğu!,.gö'sterilirse ispat biter. ı x ı <1 için 

'" k n -k-1 '" n 
ı: S x =(1-x) ı: a x 

n=o n n::o n 

-k-1 '" 
=0-x) (a + ı: 

o n::o 
n+ 1) a 

1
x 

n+ 

~k-1 '" n 
=(1-x) (a +x ı: y x ). 

o n::o n 
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= 

,1 
!' 

dir. Kuvvet serilerinin özdeşlik teoreminden dolayı 

(n>o) 

elde edilir. 

k . k Y y için S H ile gösterilirse 
n=o n n' n 

(n>o) 

olur. Ayrıca, 

(n->«>) 

olduğundan 

(n->oo) 
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bulunur. Böylece, 

yanij 

elde edilir. 

Bundan sonra, cıER ve·o:>-1 olmak üzere Ca-metodunun bazı 

önemli özelliklerini verecegiz. 

Teorem 3·.6 ileregüler C" -metodları belirlenir. 

;ıl·_, 
Teörem :,3. 6.: <>ER ve cı>o ise Ca-metodu regülerdir .. 

ispat: aER ve cı>o olsun. \lnd'l için 

n 1 1 n n · 1: (c ) · = . 1: (c ) . = . 1: 
l=O a nı ı=o a nı ı=o 

n-i+cı-1 ( n-ı ) 
(n+cı) 

n 

ı 

oldugundan (RN) ve (RS 1) koşulları sağlanır. Ayrıca her sabit i için 

ve 

(c: ) ·= a nı 

( . )cı-ı 
n-ı. 

"---
r (cı) 

r(cı+l) 

cı 
.n 

P(cı+l) 

cı 
n 

+ o (n.-, i sabit) 

(n.-) 
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olduğundan (C ) koşulu da sağlan1r. O halde, Teorem 2.3 e göre C -
o a 

metodu regülerdir. 

a=o için C -metodu, Cauchy anlamındaki yakınsaklığı verir. 
a . . 

Dolayısıyla a~o için C -metodu regülerdir. 
a 

-l<a~o ise C -metodu regüler değildir. Bunu göstermek için 
a 

ispatsLz olarak vereceğimiz yardımcı Teorem 3.1 i kullanacağız. 
,1 
<1,' 

Yardırnci 'Teorem 3. ı. ([1]; sayfa 425): r,s EIR, r,s ve r+s-1 negatif 

tamsayı değilse 

dir. 

- l<a<O olsun. ·Bu takdirde Yardımcı Teorem 3.1 den dolayı 

linciN için 

n 
(c ) 1=-1-

n n-k+a-1 l 
k~ o/ " 1 ( n-k ) a nk cniiaı k~ o 

ı (O(l)+O(na)) = 
(n+a) 

n 

'" 
r (a+l) (O(l)+O(na)) (n-+«>) 

a n 

= 
r (a+l) O(l)+r(a+l)O(l) (n-+oo) 

a n 

böylece 

n 
/(c/nk/ -+oo (n-+oo) k~o 
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elde edilir. O halde, -l<a<o ~se Ca-metodu (RN) koşulunu sağlamı­

yorj dolayısıyla regüler değildir. 

A ve B iki limitleme metodu olsun. Eğer S -+S(A) olan her (S ) , n n 
dizisi için S -+S (B) oluyorsa bu durumda "B metodu A yı kapsar" 

n . 
denir ve ~ÇB şeklinde·gösteri1ir. Eğer· AÇB ve BÇA ise A ve B metod-

ları denktir denir ve A%B (veya A=B) şeklinde gösterilir. Ayrıca 

AÇB fakat A ve B metodları d~nk değilse, "B metodu A dan daha kuv­

vetlidir" (veya "A metodu B den daha zayıftır") denir. 

Yine, S -+S(A) ve 
n 

S -+S'(B) olan her 
n 

(S ) dizisi için S=S' olu­
n 

yorsa "A ve B metodları vyumludur" denir. 

Şimdi vereceğimiz Teorem 3.7 de Ca-metodlarının uyumlu olma 

durumlarını ele alacağız. Önce, adı geçen teoremin ispatında kulla­

nacağımız aşağıdaki yardımcı teoremi verelim. 

a 
Tardırncı Teorem 3.2 [1]: r>-1; s>-1, n --+a 

r 

' 

-+ r(r+l)r(s+l)ab 

r(r+s+2) 

!spat: r>-1, s>-1, 

göre 

ve 

a 
n - -+a · (n-+oo~, 
r 

n 

r 
n 

r(r+l) (n->=) 

·s 

n 

(n->-») dır. 

b 
n --+b (n->=) 
s 

n 

(n+S) As= '\, 
n (n->-» l n n r(s+l) 

(n-+«>), 
b 
---E.-+ b 

s 
n 

(n->=) 

olsun. Sonuç .1.2 ye 

olduğundan, E =o( 1) (n-+«>) , n = n 
o ( 1) (n->=) olmak üzere n 

··' 

ıs e 
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a = ( f(r+l)a+s )Ar 
n ·n n 

b = (f(s+l) b+n )As 
n n n 

şeklinde yazılır. Dolayısıyla 

n n 

k~o an-kbk= ~o 

= f(r+·l)f(s+l)ab Ar+s+l 
n 

n 
+ b f(s+l) E Ar As 

k=o En-k n-k-1< 

n 

+ k~o 

r+s+l 
dır. Son eşitliğin her ik.i yanı n ile bölünür ve. 

r+s+l Ar+s+l · 
n "' f(r+s+2) (n->«>) olduğu. kullanılırsa 

n 

n 
E k: o 

:( ' ., 

an-kbk f(r+l)f(s+l)ab "' ~~~~~~~-
n 

r+s+l f(r+s+2) 

+ 
af(r+l) 

r(rts+2) 

+ bf(s+l) 

r(i:+s+2) 

n 
E 

k= o 

n 
k~ o 

r 
'\-k nk ~ 

A r+s+l 
n 

Ar ~ 8
n-k n-k 

Ar+s+l 
n 



. ( 

ı 
+ 

f(t+s+2) 
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elde edilir.E>O keyfi verilsin. (E ) ve 
n 

duklarından sınırlıdırlar, dolayısıyla 

(3.27) 

(nn) dizileri yakınsak ol-

3M>O sayısı öyle ki VnsM 

için lE I<M ve In 1< M dir. Ayrıca, (s n n n 
) ve (n ) sıfır dizisi oldu­

n 
ğundan 3N=N(s)sM öyle ki Vn>N için 

ls l<s ve In l<s n n 

sağlanır. Bu nedenle, her n~N için 

n 
lE 
k= o 

<M 

olur. Sabit bir k için 

c:= 

o lmak;i.ü.Z.~re 
:, 

ksr(r+s+2) 

r(r+l) r(s+i.) 

r s n k r (r+s+2) 

ı 

N 
E 

k= o 

tv' n 
(ıJol ~~ A~-k1 +k=~) n ki A~-k~) 

N 

(M ıJo 

ı 
~ ----------------~- = r+s+ 1 r(r+l)r(s+l)n 

c -----+ o(n->=) 
S+l 

(3.28) 
n. 
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olduğundan, 

N 

M. k~o 

Ar A_s N 
n-k-1< c 

Ar+s+l "'_N k~o -n-s-+'1-=M(N+l) 

dır. Böylece 

ar (r+l) 

r(r+s+2) 

n 

-+ o (n-+«>) 

bulunur. Benzer işlemler yapılarak 

n E Ar As 

ı: 
n-k n-k k 

q ( 1) 
k=O Ar+s+l = (n-+<»), 

n 

n E n Ar ~ 
ı: n-k k n-k 

=o(l) 
k=O Ar+s+l 

(n->«>) 

n 

c 

S+l 
n 

,_,. o (n-+<») 

(3.29) 

(3. 30) 

(3.31) 

olduğu görülür. (3.27) de (3.29), (3.30) ve (3.31) kullanılırsa 

bulunur. 

r<r+l)r(s+l) aö 

r (ns+2) 

Teorem 3.7. [1]: r>-l ve ~~o an=s(Cr) ise her o>Ü için 

dır. 

00 

00 

ı: a =s(C -} 
n=o n r+o 

İspat: r'>-1, o>O ve ı: a =s(C ) olsun. Bu takdirde (3.21) e göre 
n=o n r 

5n~ :;~.1":;11_,. .. + ;lo o/mo-b. iJı.ece 

lxl<l için 

,, 
'!' ,, 
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00 n 
00 

sr+6xn_ 
E S X 

E n= o ·n 
n= o n (1-x) r+ 6 

00 n 
E :S X 

ı n.::on 
= 

(1-x) 6 r (l-x) 

dir. Kuvvet serilerinin özdeşlik teoreminden. 

n 6 · r+6 E A -:-lsr ,S = n k= o n-k k. 

00 

(C ) elde edilir. n~ o a :S oldugundan. 
n r 

dır. Ayrıca Sonuç 1.2 de gözönüne alınırsa 

bulunur. 

X : 
n 

6-l =A 
n 

ve y : =Sr 
n n 

olarak tanımlanırsa 

(n->«> ) 

(3.32) 
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X 
__:Q__ _,_ __ ı_ 

n6- 1 f(6) 
( rr"" ) 

(n+") 
r ( r+ 1) 

olur. Yardımcı Teorem 3.2 ye ,göre 

6 -ı r 
p X n-k yk n An-k8k s 

= E _,_ (n+") 
k=o r+o k=O r-1<1 r: ( r+6 +1) n n 

(3.33) 

dır. (3. 33), (3. 32) de kullanılırsa 

8
r+6 
n s 

--.,.-- + (n+" ) ; yan i 
r+o n f(r+6+1) 

elele edilir. Böylece 'V6>o iÇin 
00 

E a =s(C 6 ) bulunur. 
n=o .n r+ 

Sonuç olarak, 'r>-1 ise V6?0 için cı: ile cr+O -metodları uyum:-

ludur. 

Teorem 3.6 dan,a~O için 
00 

E a =s ıse 
n=o n 

00 

E a =s(C ) olduğunu 
n=o n a 

00 

biliyoruz. Şimdi vereceğimiz Teorem.3.8, -l<a<o durumunda 
00 

ıse n~o an=s(Ca) olabilmesi için an lerin sağlaması gereken koşulu 

verir. 

:{ 
Teorem'' 3,.8 [3]: 

00 

E a =s 
n=o n 

Ve a =o(n-1) . ~, o . . 
ıse vu> ıçın 

n 

dır. 

00 -ı 
E a =S ve a =O(n ) olsun. 

n=o n n 

00 

E a =s(C 1 6) 
n=o n - + 
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(!) 6;d ise-1+6~0 dır. Teorem' 3.6 ya göre c_
1

+6-metodu regülerdir. 

Böylece, E a =s(C 
1 

) dır. 
n=o n - +o 

(11) o<6<l olsun. o<w<l olmak üzere N:=[[wn)J olarak tanımlansın. 

(n yeterince büyük seçilerek N~l saglanır.) 

Ayrıca 

dır. 

s : =a + a
1

+ ... +a olmak üzere s +s (n+oo) oldugu biliniyor. 
n o . n n 

. n 
. -1+6 
s = ı: .' n k=o 

N-1 
(k+6-l)a s

1
:= ı: ve 

k=o 6-l n-k 

,ı 

a 
n-k 

a 
n-k 

,ı··' 
veri ldiıg~i:ı.den a = O (--

1
-) dır. Dolayısıyla, 

n-k 
tı-k 

N-1 
s =a + ı: (k+6-l) 

l n k= l 6- l 
a n-k 

O(k6-l). 0(-l-) 
n-k 

N-1 

ıJı 
6-l 

0(-k-) 
n-k 

6 N-1 

=O(!!__) + ı: 
n-N k=l 

N6 
= 0 (n-N) 
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olur. Diger taraftan, N=[[wnJJ oldugundan N°(w
0
n° ve n-N3n(l-w) dır. 

Bu nedenle, 

o 6-1 
w n 

ı-w 

ve dolayısıyla 

olur. O halde •olacak şekilde K>o sabiti vardır. Öyle 

ıse oo keyfi verildigi takdirde 
6-1 ls

1
1<En olacak şekilde o<w <1 

se çi lebilir.· (w <(-_·-'--)l/o seçmek yeter.) 
K+, 

u : = (k+o-l) ise 
k 6-1 

n-N 
a = 1: u a 
n-k k=o n-k k 

olur. Abel kısmi toplam fomülünden 

n-N 
1: 

k= o 

k n-N 

n-N 
1: 

k= o 

n-N-1 

( iJo ai) (un~k -un-k-1) + (k;oak)un-(n-N+l) 

- k~ o sk (un-k -·un-k-J.)+sn-.N( uN -uN-1 )+ 8n-NLiN-l 
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n-N-1 

= k= ı: o sk ("n~k- un-k- 1 )+ sn-N~ 

bulunur. 

k+o-ı k-l+o-ı 
uk -uk-1 =<o-l · )-( o-ı ) 

= 
o (8+ 1) o o o (o-l+k) - o (o+ 1) 

k! 

o (o+ 1) (Ö+k-2) (o-l+k-k) 
= 

.k! 

o(o-l)(o+l) 000 (o+k-2) 
= 

ves=O ise s =o(l) (n--) olduğundan 
n 

n-N-1 
82 = k;:o sk(Un-k-un-k-l)+sn_NuN 

o o o (o-l+k-1) 

(k-1)! 

n-N-1 

= ı: 
k=o 

o-2 o- ı 
o(l).O(n )+6(l),O(n ) 

elde edilir. 
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-l+o o-.ı o-ı o-ı 
sn .. = sı +s2 = o(n ) +, o(n ) = o(n ) 

-l+o s 
n _:.:.-

0
,-_,

1
-- = o ( ı) (n -><o) , 

n 

5-ı+o 
n = f( o) 
o-ı 

o(l) 
·n 

r<o> 

( 0700) 

olduğundan 

s-l+o 

-"-n--= o(l) (n""""), 

dır. 

yani 
00 .· 

l a = 
n:::-o n 

siO ise s -s=o(l) (n7oo) olduğundan benzer işlemler yapılarak 
n 

-l+o s 
n 

·'·(iı+O ı) 'l '-, ., n 

elde edilir. 

00 

[ a kompleks terimli bir serı ve s 
n=o n n 

00 

ak olsun. 

[ a yakınsak ise & =o(l) (n7oo) ve s = 0(1) (n...,) olduğunu bili-
n=o n n n 

00 

yoruz. Teorem 3.1 de,. n~o a
0 

c
1
.:.toplanabilirse an=o(n) (n7oo) ve 

s = o(n) (n...,) olduğunu söylemiştik. Şimdi ise 
n . 

00 

r>-1 .ve ı: a 
n=o n 

C -toplanabilirse a ve s· in sahip olduğu özellikleri inceleyeceğiz. r · n n 
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00 

Teorem 3.9. [l]: r>-l , ~ c =s(C ) ise 
n-o n r 

(n~oo) dır. Özellikle o<r~o için 
s 
--"-- =OÜ) r , 
n 

(n-) dır. (s :=c tc
1

t ... tc ) n · o . n 

00 

sr-8 o 
O<o<rtl ı'çı'n - o(n ) 

A 
r-o -

n 
r 

(~oo) ve böylece c =o(n ) 
n 

ispat: r>-1, E c =s(c ). o<6<r+l saglansın ve 
_n:::o n r 

r.>o verilsin. Bu 

durumda, 

olduğundan 

şeklindedir. 

=s+E 
n 

(E ->o(n-ı-oo)) 
n 

n 
(!): o tamsayı olsun. Sr = ı; Anr -k· ek i. di. O halde, 

n. k=o 

,1 
·J: 
·ı r -· r 
s , -s = ı: 

n n-l k=o 

n 

A
r 
n-k ·ek- Ar c 

n-k-1 k 

= 

sr sr r-1 
s 

n n-1 n 
= 

Ar Ar Ar 
n n n 

(3.34) 

(3.35) 

(3.36) 
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bulunur. (3,34), (3,36) da kullanılırsa 

r-1 s 
_n ____ = o ( 1) (n-ko) 
Ar 
. n 

elde edilir. Burada da.Sonuç 1.2 gözönUne alınırsa 

r-1 s 
n 
-- = o(l) (n-+oo) 

r 
n 

bulunur. Diger taraftan 

•r 
eşitligi h ile bölünür ve benzer işlemler yapılırsa 

r-2 r sn = o(n ) (n+oo) 

bulunur. Dolayısıyla 6 tamsayı olunca bu işlem arka arkaya uygula­

narak 

elde edilir. 

(İİ): 6 tamsayı olmasın. (3.32),6 yerine -6 alınarak yazılır ve 

(3.35) kullanılırsa 

elde edilir. 
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E; =o(l) (n._) olduğundan jpEIN öyle ki lln>p için Ic i<c dır. 
·n n 

Dolayı~ıyla, 

· r-o r-o. P -o-ı· r n -o-l r 
S = sA +k[ . A A.- [ A A-

n n =o n-k Ek k +k=p+l n-k Ek -1< 

olur. Diğer taraftan, Sonuç 1.2 y~ gör.{ 

r-o sA 
n s 

____;::__ "' -.,.-''---- = o(l) (n-+<») r o · 
n n rcr~a+ı) 

olduğundan 

dir. 

buradan 

r-o 
sA 

n 
-r = o(l) 

n-

r 
n 

r 
n 

(n-+,) 

= 

= 

ı 
r 

n 

ı 

r 
n 

o ( 1) 

kL 1 O(n -o-l) 1 . 1 A~ \ 1 

(n->«>) 

= o(l) fn--><o) 

çıkar. Yardımcı Teorem 3.1 e göre 

. (3.37) 

( 3. 38) 

(3.39) 
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r ' =c O(n )(n-><o) 

dır Dolayısıyla 

n 
ı: -ô-1 ·r 

k=p+l An-k 'k ·Ak 
o ( 1)' ( ll-+oo ) = r 

ı 
n 

olun. (3.38), (3.39) ve (3.40), (3.37) de 

! 

r-ô s 
n 
--- = o(l) (n-><o) r 

n 

eldel edilir. Burada Sonuç 1.2 kullanılırsa 
ll :i ' ' 

· r-ô s 

kullanılırs~ 

i n = o(n6) (n-><o) 1 r-O 

,·"'"j""· ::•HiUo <>o "" 0>< "" •: > o(o")(o~) "'""· 

(3.40) 

o 1ı r r r 
S =s ,=o(n ) (n-><o), böylecej c =s -s ve (n-1) o,n (n-><o) oldugu n ıı n n n-1 

kull nılarak c =o(nr) {n-><o) bulunur. 
n 

O halde,. herhangi bir · r>-1 için c /nr +o · (n-><o) değilse 
n 

C - toplanamaz .. 
r 
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ı 
Teorem 3.10. [4]: Bir (s ) dizisi verilsin. 

n 

ı s +sı+· .. +s 
mn:· F 

0 

n+l n olmak üzere mn-+s(Ck-l) olması ıçın gerekli ve ye-· 

ter~~ i koşul sn -+s (Ck) olmasidır. (Burada l<;kslN dir.) 

s +s + ... +s 
İsp~t: Bir (s) dizisi,verilsin ve m._ 0 ı n 

n n olsun. 
n+l 

(m ) 
n 

dizisi için sk 
n' Mk ile gösterilsin. Diğer yandan,' n 

:/C k( m):= 
. n·· ,, 

olarfk tanımlansın. 

"Ger~kli koşul": mn-+s(Ck-l) olsun. (3.19) dan JxJ<ı için 

ı 
ı 
! 

1 

ı 

k (1-x) 

oo n oo 
E s X = E n:::o n n:::o 

oldugunu 

ı 
biliyoruz. Dolayısıyla, 

i 
' 

1 

ı 

k (l-x) 
ı: 

n:::o 
n 

S X 
n 

00 

= ( E 
n:::o 

=( 
00 

E 
n:::o 

ı 

1-x 

(n+k-2) xn)( r xn)( 
00 

ı: k-2 n=o n=o 

n 
(n+k-2) n oo n 

x )(ı: (.E s.)x) k-2 n:::o ı:::o ı 

n 
S X ) n 

(3.41) 

(3.42) 
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oo n 
="c.ı: 

n:::o ı:::o 
(n-i+k-.2)(' l) ) n 

k 2 . ı+ lll. X 
- • r 1 

dır Kuvvet serilerinin özdeşlik teoreniinden 

(n-i+k:..2) (. l) 
k-2 ı+ mi 

çıkar. Bu son eşitliktej 

i+l = (n+k)-(n+k-i-i), 

:(cn~i+k-2) (n+k-l-i) =(k-l) (n-i+k-1) 
·. ' k-2 k-1 

' • ı • • 

eşıtlıklerı kullanılarak 

Sk __ ( k) ~ 
n+ ·" n ı:::o 

(n-i+k-2) m.-(k-l) p n-i+k-1 
. k-2 ı . ( k ı )ın.' ı 1:::0 - ı 

1 

ı 
1 

buludur. (3.41) ve (3.43) den 

1 

1
, (n+k)Ck (s)=Sk= (n+k) Mk-l -(k-l)Mk, 

k n n n n 

ı ,:,,h 
' 

1 

elde ~dilir. 
! 

(3. 43) 
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old'lğundan 

1 

dır. 1 (3.42) ve (3.44) den 

yani Ck-l(m)+ s(n+oo) olduğundan Teorem 
n 

3. 7 e göre dır. Bu nedenle (3.45) den 

bulu~ur. Böylece Sn+s(Ck) olur. 
ı 

ı k . 
"Yeterli koşul": sn+s(Ck)j yani Cn(s)+s(n+oo) olsun. 

1 

ı 
olduğiundan (3.43) den 

ı. Sk =(n+k) (Mk-Mk )-(k-l)M\ 
n n n-1 n 

(3.44) 

(3.45) 

(3.46) 

elde (3. 41), (3. 46) da kullanılırsa 



1 

1 

1 bulunur. 
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Ayrıca son eşitlikte (3. 42) kullanılırsa 

Ck(s)=(n+l) Ck(m)-n Ck 
1

(m) 
n n n- (3.47) 

' olu~. (3.47) n=n, n-l,n-2, .•. ·,.1 için yazılır ve taraf tarafa topla-

lan rsa, 

k k k k k 
C (s)+C 1(s)+ .. ·• +C

1
(s)=(n+l)C (m)-C (m) 

n n- n o 

·' ·f' '., 

elde ed:h,ir. 

1 Ck(m) =Mk 
1 o o 

ve M =m =s 
o o o 

oldu~undan 
1 

1 

' 

k k 
C (m)=C (s) 

o ô 

dir. Bu nedenle 

n k k · 
.E C.(s)=(n+l)C (m) 
ı=o ı n 

olur Böylece, 

n. k 
.Ec.(s) 

k l=O 1 G (m)= __.;::.--=-::...__~ 
n 

n+l 

(3.48) 
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ı 
bulilinur. 

ı Ck (s)_,. s(n-+oo) oldugundan Cauchy limit teoremine göre n 

1 

i 

olu~ ve 

ı 

k 
C (m)-..s(n->oo) 

n 

(3.45) yardımıyla 

k-1 s k-1 
Cn (m)-..k + k s=s (n-;.oo) 

olduFu 

1 

elde edilir. Dolayısıyla mn-+s(Ck-l) dir. 
n 

ı 

E k 
.1 k . C. (s) 'b '(m)= _ı_=o_ı __ 

.. n 
(n+l) 

eşit~igi (sn) dizisinin ek-dönüşümünün aritmetik ortalamasının, 
aynıJdizinin aritmetik ortalamasının ek-dönüşümüne eşit olduğunu 
if adı eder. 

Sonı:ıçl3.1: k8N olmak üzere n~o an=s(Ck) ise 

ı 
' a 1 +2a2+· .. +nan 

ın+l 

1spaq kcN ve 
1 

.. ı 
uzere ı 

! 

i 

sn -+S(Ck) 

ı 
dır. Tleorem 3. 10 a göre 

1 

1 

1 s +s1+ ... +s 
1 o n 1 

' _,. s 
1 n+l 
1 

1 

ve Teotem 3.7 ye göre de 
' ı 

(Ck-1) 



so+sl+ ... + sn 
~----- ->-s (ek) 

n+l 
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dır. Dolayısıyla 

olur Diğer taraftan, 
ı 

s 
n 

s 0 +s 1+ ... +sn a1+2a2+ ... ~nan 

n+l n+l 

oldu u da gözönüne alınırsa 

bulurı:ur. 

! 

a1 +2a2+ ... +nan· 

n+l 

00 

->-o (C ) 
k 

E ·b· serileri mutlak yakınsak ise bunların Cauchy n::o· n 

çarpıj"ı olan Ecn serisinin de (mutlak) yakınsak olduğu'nu biliyoruz. 
' 00 00 

E b 
n::o n 

Aneakl E a ve l n::o n 
'f c ı serisi 

n=O f yakınsak 

a =b l (-l)n n ni 

E cl= 'f (-l)n 
n::o n::o 

1 

ıs e 

n 

(k~o 

serilerinin sadece yakınsak olması durumunda 

olmayabilir. Örneğin: 

00 00 

E a ve l: b serileri yakınsak, n=O n n::o n 

ı ı 

lk+l' rn=ı<+r) serisi ise ıraksaktır. 

1 Aşağıda E a ve 
00 

E b serilerinin ~ıra ile Ca ve Cs -topla­n::o n 1 n::o neo 

nabilmeleri halinde E c serisinin durumunu tartışacağız 
ı n::o n . 
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Teorem 3,11 [4]:cx>o, S>o, 
00 

E a =s (C. ) ve 
n=o n ·a 

n 00 

ise c =:lk~· ak b k olmak üzere 
· n. ~~ ~ n-

E c =s.t(C 0 1
) dir. 

n=o n a+f..l+ 

00 ' 

!spat: cx>o,S>o, E a =s (C ) ve 
n=o n Ct 

00 

E b =t(C0 ) olsun. Bu takdirde, 
n::o n f..l 

Teorem 3.9 a göre a =o(ncx) (n->oo) 
n 

ve b =O(n 8) (n+oo) dır. Bu nedenle 
n 

!x!<l için 

ooll noo n 
E(Zab )x=Ecx 

n=o k=o k n-k n=o n 

olur. Öte yandan y: =cx+S±lolarak tanımlanır sa, J xJ <1 ,için 

elde edilir. 

00 

E 
n=o 

00 

E 
n=o 

00 

[ 
n=o 

ı 00 

E . n 
a x 

n=o n 

Burada, 

için Sex, a 
n ·n 

için ss b 
n n' 

için sY c 
n n' 

ı 

IP n 

Bs 
n 

eY 
n 

ile gösterilir ve (3.21) kullanılırsa 

bulunur. Kuvvet serilerinin özdeşlik teoreminden 

dır. 

ı 
= 

(1-x) '1+1 

·oo 
[ 

n=o 
n 

C X 
n 



" .. · 

-~~ 
k.::;; n 

X •-
' n" A"' 
·' '!' n k>n 

olarak tanımlanırsa 

Z o-
o- = 

n 

olur. A=(ank) açık olarak bir üçgensel,matristir ve Sonuç 2.1 ın 

koşullarını saglar. Gerçekten: 

İ) (3. 28) den, VpdN için 

rülür. 

a '-+o 
np 

a -+ o(n->oo) oldugu gö-
n,n-p 

!1) 'VndN için 

oldugundan s up 
n 

n n 'n 
ı: la 1= L a = ı: k=o· nk k=o nk k=o 

n 
ı; 1 a 1 <oo ve 

k=o nk 

n 
, ,ı; ank -+1 (n-+oo ) dır. 
K= O 

Ayrıca, xn -+s (n-too ), ve y n -+t (n-+oo) oldugundan Sonuç 2. 1 e göre 

s.t (n-+oo); 

dolayısıyla 
00 

ı: c=s.t(C) dır. 
n=o n y 

Girişte, E (~l)n=-2
1 (C

1
) ve 

n= o 

olduğunu göstermiştik. Şimdi ise daha genel olarak, 

VkdN için 

olduğunu gösterelim: 

(3.49) 
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(3.49) un k=o ve k=l için doğru olduğunu biliyoruz, dolayı­

sıyla ki>2 :için doğruluğunu göstemek yeter. 
'~ ' ' ., 

Bunun için: 

a == n 

olmak üzere, 

n 
=.ı: a. 

1:::0 ı 

k 
ve S 

n 
Ak . a. 
n-ı ı 

olduğunu gösterirsek ispat biter. (3.19) dan lxl<l için 

00 

ı: 
n= o 

k s 
n 

n 
X = 

elde edilir. Burada, 

ı 

(l+x)k+l 

olduğu kullanılırsa 

ı 

n 
X clxl<l) 

bulunur. Kuvvet serilerinin özdeşlik teoreminden dolayı 

sk { 
(i+k) n=2i 

k 
= n o ,, n=2i+l 

dır. 

n=2i olsun. Bu takdirde, 

2i 
X 
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n 
ı + .k+ ı 

8k+ı = E s~= E (~ k) - i+k+ı ı (i-m) - ( k+ ı ) "' ·' n. i=o ı ~=o k r (k+ 2) '! 

olduğundan 

8
k+l (i +k+l) 

ı n k+l (n-><») ( l<) = 
(2i+k+l) 

+ 
Ak+l l+l 

n k+l 

elde edilir. 

n=2i+l olsun, Bu durumda da 

8
k+l (i+k+l) 

ı n k+l 
.(n+oo) (,.ıı) 

Ak+l = 2i+l+k+l) +--l+l 
( k+l 

dır. (l<) ve (ıııı) dan 

~ (-l)n(n+k) = ı 
(C k+ l) n=o k 2k+l 

bulunur. 
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4. B Ö L Ü M 

Ck -METODLARI İLE DİÖER METODLAR ARASINDAKİ BAZI İLİSKILER 

Bu bölümde, Ck.-metodlarının Hölder, Abel ve Euler metodla­

rıyla olan bazı ilişkil.erini vereceğiz.' 

A-) CESARO VE HÖLDER ORTALAMALARI 

Bu kısımda, Hk. ile gösterilen.k. mertebeden Bölder metodunu 

tanımlayıp, Hk ile Ck metodlarının denk olduğunu göstereceğiz. 

Tanım 4.1: Bir (s ) dizisi verilsin. 
n 

(Hk-1 k-1 k-1 ( +H
1 

+ ... +H ) k=l,2, ... ) 
o· · n 

olmak üzere, 

ıse (sn) dizisi s ye Hk-limitlenebilir (k. mertebeden Bölder limitle­

nebilir) denir ve 

şeklinde gösterilir. 

lim s =s (Hk) 
n.- n 
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00 

{Eğ~r (sn), n~o an serisinin kısmi toplam dizisi ve sn->s(Hk) 
00 

ise 1: a serisi s ye Hk. -toplanabilir (k. mert eb eden Hölder top­
n= o n 

lanabilir) denir ve 

00 

E 
n= o 

şeklinde gösterilir. 

Tanım 4.1 den anlaşıldığı gibi, Hk-metodu kciN için tanımlı­

dır. Diğer taraftan, ·ek -metodunun k>-1 ve kcR için tanımlandığını 

biliyoruz. O halde, ek -met.odunun tanım alanı Hk -metodunun tanım 

alanından daha geniştir. 

Teorem 4.1. [ 4]: kON için Hk'l;ek dır. 

ispat: kEIN keyfi verilsin. 

İ) Hfo.ek olduğunu gösterelim. (sn), 

olsun. Bu takdirde, tan.ım gereği 

dır. Teorem 3.10 a göre 

Hk-l -+s(e ) 
n l 

dır. O halde, 

dir. Yine Teorem 3.10. dan 

ş ->s(Hk) olan keyfi bir dizi 
n . 
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elde edilir. Böylece Teorem 3.10 k defa arka arkaya uygulanırsa 
,i 
.ı· . ,, 

,'ı ' 

H~+s(Ck) 

11) C~Hk olduğunu gösterelim. Şimdi de (sn) , sn+s(Ck) olan keyfi 

bir dizi olsun. Bu takdirde, Teorem 3.10 a göre 

s +s+ ... +s 
o l n . (C ·) 

+ s k-1 
n+l · 

s +s + ••• +s 
o l n 

olduğundan 

n+l 

olur. Yine Teorem 3.10 a göre 

dır. Bu şekilde Teorem 3.10 k defa arka arkaya· uygulanırsa 

bulunur. C -metodu Cauchy anlamındaki ·yakınsaklığa denk olduğundan 
·O 

dır. Bu ise sn+s(Hk) olduğunu gösterir. 

!) ve !!) den Hk~Ck elde edilir. 
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·' '!' 
i~) CESARo VE ABEL METODLARI 

Bu kısımda Abel metodunu tanımlayıp, bu metodun Cesaro metod­

larından daha kuvvetli oldugunu göstereceğiz. 

Tanım 4.2: Bir (s ) dizisi verilsin. o<x<ı olmak üzere 
n 

serisi yakınsak ve 

lim 
x->-1 

ıse (s ) dizisi s ye Abel limitlenebilir denir ve s -+s(A) şeklinde 
n n 

gösterilir. 

00 

l: a 
n=o n 

Eğer (s ), ~ a serisinin kısmi toplam 
n n-o. n 

serisi s ye Abel toplanabilir ·denir ve 

gösterilir, 

dizisi ve s -+s(A) ise 
n 

00 

l: a =s(A) şeklinde 
n=o n 

Abel metodu için A{M) matrisi (Abel matrisi), 

dir. 

k A ( x) = ( arf x)) = ( x ) (o<x<l,. kdN) 

Abel matrisinde, şimdiye kadar sözü edilen A=(ank) sonsuz mat­

rislerinden farklı olarak n yerine reel değerli ve pozitif x sü­

rekli değişkeni kullanılmış ve a
0

k yerine de ak(x) yazılmıştır. 

Bu şekilde, n yerine reel değerli ve pozitif sürekli değişken kullanıl­

dığında elde edilen limitleme metodları için Silverman-Toeplitz Teo­

remi aşağıdaki şekli alır. 
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Teorem z.j [ıl: x reel delerli ve pozitif sUrekli degişken olmak Uze­

re A(x)=(ak(x))E (c,c;P) olması için gerekli ve yeterli koşul 

(RN)l Sup ~ la (x) 1 <oo 
x k=o k ' 

ak(x)+o. (k sabit, x'-) · 

dır. 

AşaRıdaki teorem, Abel-metodunun regUler Cesaro metodların­

dan daha kuvvetli oldugunu verir. 

00 ' 

Teorem 4.2: ct>o ve E ·B =s(C ) ise 
n::o n a 

00 

00 

E a =s(A) dır. 
n::o n 

İspat: a>o ve E a =s(C.) olsun. Bu takdirde, Teorem 3.9 uyarınca 
n::o n . cx 

s =a +B
1

+ ••• +a olmak Uzere s =o(n"') (n-><») dır. Dalayqıyla Jxj<l 
n o n n 

için Z snxn serisi yakınsaktı,r. Ayrıca, 
n=o 

ve 

a(x)=Cl-x) 

s" 
c"'(s)= n 

n Aa 
n 

oo n et+l 
E S X =(1-x) 

n::o n 

oldugundan 

C<+l o(x)=(l-x) 

olarak yazılır. Öte yandan 
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o:+ ı 0: k 
ak (x): = (1-x) '\ x (k= O, 1, 2 .... ) 

olmak üzere A(x)=(ak(x)) matrisi Teorem 2.31 nün koşullarını sağlar. 

Gerçekten: 

böylece 

olduğundan 

00 

lim_ k~o ak(x)=l bulunur, 
X->1 

lim ı. 
x->1 

sup k~0 Jak(x)J=sup ocxcl ocxcl 
(1-x ) = 0(1) 
l-l xl 

dir. Dolayısıyla A(x) regülerdir. 

1': ak(x)=l;· k= o 

0: . 
(1) s:o ise C (s)->o(n->oo) 

n 
(x->1-) dir. O halde n~o 

dı~. Ayrıca A(x) regüler olduğundan o(x)-+o 

a =o (A) dır. 
n 

(11) sto ise s -s->o(C) ·dır. Diğer taraftan 
n o: 

a (x) = (1-x) 



,1 
·!' -112-

dır. (1) den lim 
x:+ı 

"' k (1-x) ı: (s -s)x =o dır. Böylece 
k=o k 

lim_ a (x)=s 
x->1 

elde edilir. 

ı 

i+x Bu teoremin tersi doğru d~ğildir. Gerçekten: f(x) =e 

fonksiyonu gözönUne ~lınırsa, bu fonksiyon x=-1 noktası dışında 

regUlerdir. Bu nedenle f(x), [x[<l için 

sak bir kuvvet serisi ile temsil edilir. 

I a xn şeklindeki yakın­
n=o n 

O halde, [x[<l için 

Öte yandan 

f(x)= f a xn olsun. 

li m 
x+l 

n:::o, n 

ı 

l+X f(x) = lim_ e = re 
x+l 

olduğundan 

Z a = re (A) 
n:::o n 

dır. Diğer taraftan, [x[<l ve keyfi bir kEN için 

e 

ı 

ı+ X ı 1 1 
= ı + --. +-- • 2 

ı 

l+x 2! (l+x) 

n n 1 
=1 + l: (-ı) X +2'" 

n=o • 

"' 

+ .. ·+ 
(k+ 2)! 

oo nn+l n rJ o (-1) ( 1 )x +.. •. 

ı +---
"' n nrk+ı n 
n~ o ( -l) ( k+ ı )x + · · · 

(k+ 2)! 
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nı-1 l n+ k+ 1 ) n n 
( 1 )+ ... +-- (k l )+ .. (-l) X 

(k+2)! + 

bulunur. O halde, 

ı 

f(x) = el+x = I 
n= o 

n oo 
ax =l+E 

n n.::o 

dir. Kuvvet serilerinin özdeşlik teoreminden dolayı 

n;:.l için a =C-l) n .I 
n · ı=o 

n+ i 1 
( . ) (" 1)' ı 'ı+ . 

dir. n çift ise, 

olur. 

00 

a = .E 
n l=O 

Sonuç 1.2 

cn+k+l) 
k+l 

(k+2)! 

n+i 1 
(i)(i+l)!> 

ye göre 

k+l'' 
'C 

n 

l (n+k+l) 
(k+2): k+l 

( n->oo) 
r (k+2) (k+2) ! 

olduğundan 

a 
_n_> 

k 
n 

n ------+oo(n->oo , k sabit) 
r (k+2) (k+Z)! 

k' 
dir. Böylece n çift ise a io(n ) (n~) bulunur. Teorem 3.9 a göre 

n 
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00 

~ an Ck-toplanamaz. Ayrıca Teorem 3.7 de kullanılırsa 
n= o 

00 

L: a seri­
n=O n 

sinin hiçbir k>o, kclR için Ck-toplanamadığı açık olarak görülür. 

Bundan anlaşılıyor ki Abel metodu regüler Ces;ho metodların­

dan daha kuvvetlidir.· Dolayısıyla Ab el metodunun etki alanı Ck -metod­

larının (k>o) etki alanından daha geniştir. 
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c-) CESARO VE EULER METODLARI 

Burada özel olarak c
1
-metodu ile ı. mertebeden Euler metodu 

(E
1
-metodu) arasındaki: bazı ilişkileri· verecegiz. Bunun için önce 

E1-metodunun tanımını verelim. 

Tanım 4.3: Bir (s ) dizisi verilsin. 
n 

a := 
n 

ı 
olmak üze-

re lim a =s ise (s ) dizisi s ye E 1-ıimitlenebilir (veya l. merte-
n-7oo n n 

beden Euler limitlenebilir) denir've s +s (E
1

) şeklinde gösterilir. 
n 

00 

Eger (s ) , E a serisinin kısmi toplam dizisi ve sn+s (El). n n-o n 
00 

ise f. a 
n=o n 

serisi s ye. E
1
-toplana5ilir (veya l. mertebeden Euler top~ 

00 ' 

lanabilir) denir ve E a =s(E
1

) şeklinde gösterilir. 
n=o n 

E1= ((e 1)nk) l. mertebeden Euler matrisini gös,termek üzere 

(n) 
k 

k~ n 
2(1 

(el) nk = 

o ) 
k>n 

dir. Açık olarak E
1 

=((e1)nk) matrisi Teorem 2.3 ün koşullarını sai;llar; 

dolayısıyla E
1
-metodu regülerdir. 

Problem 4.1 de EıCl ile CıEı-metodunun denk oldugunu göste­

receğiz. Bunun için önce iki matrisin alışılmış matris çarpımını ta­

nıyalım. 

A = (ank), B= (b nk) iki mat ri s olsun. 

00 

= . E a .b "k 
ı=o nı ı 
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olmak üzere A.B=.C=(c.nk) dır. Burada her bir nciN için ilgili serinin 

yakınsak olduğu kabul edilmiştir. 

(3.23) den c1 ~((c 1 )nk) l. mertebeden Cesiro matrisi 

, k~n 

, k>n 

dir. E
1

, c
1
-matrisleri üçgensel matrisler olduklarından E

1
c

1 
ve c

1
E1 

matrisleri sıra ile 

olur. 

Çözüm: Verilen bir (s ) 
.n 

da elde edilen dizileri 

n 

cı (s )= 
ı [ 

n+l n k=O· 

ı n 
El (s )= [ 

n zn k= o 

olur. Aynı düşünce ile 

n 
[ 

··k(cl) .(el).k) 
ı= nı ı 

diz~sine c
1 

ve E 1-metodlarını uygulandığın­
sırasıyla c1(sn) ve E1(sn) ile gösterilirse 

ı 
sk :::c 

n 

(n) ı 
sk= :s 

k n 
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ı 

k+l 

k 
.r 
l::;:O 

s.] 
ı 

s +s 
o l l n 

_;:_-=. + •.. + -- ( ) 
2 2n n 

n s, k n n . 
= L [ i h .hl] 
k=o 2n 

elde edilir. Ayrıca ,o~ k~ n olmak 

(n) 
k 

(n+l) 
. k+l 

= 
k+l n+l 

olduğundan 

n 
El Cl (sn) = k~ o 

olur. Diğer taraftan o~k~n için 

olduğundan 

n 
L 

k= o 

n sk n 

= k~ o -;;+1 [i~ k 

i+ ı 

' üzere 

s +s 1+ ... +s 
o n 

n+l 
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(~~ ) 
ı sk 

2 

bulunur. Öte yandan 

idi. O halde 

dir. 

n 

k~o{clel)nk5k= 

n 
. ı: 
k=o 

. ı 

(n+l 

n 

.ı:k 
ı= 

Aşağıda problem 4.1 ı kullanarak El ve c
1 
metodlarının uyum­

lu olduğunu göstereceğiz. 

ise s=c dir. ve s +c (C
1

) 
n· 

1) ı c
1

(s )=:c +c (n-+oo) 
n n 

olur. 11). ve Cauchy Iimit teoreminden dolayı 

ı ı ı 
1 SO+Sı+• • •+Sn 

C 1 (s n) = -=--=-------"--­
n+l 

dır. Diğer taraftan, 

+ s 
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olduğudan 

elde edilir. İ) ve E
1 
:-metodunun regül'erliğinden 

dır. Ayrıca 

olduğundan 

dır. Problem 4.1 e göre s=c dir. 

O halde E
1 

ve c
1 
metodları uyumlu metodlardır. Fakat E 1-ıimit­

lenebildiği halde cl-limitlenemeyen veya cl-limitlenebildiği halde 

E
1
-limitlenemeyen diziler vardır. Problem 4.3 de bu tip dizilere 

örnek vereceğiz. 

Problem 4.3: c
1
çE

1 
ve E~C 1 olmadığını gösteriniz. 

Çözüm: Önce c 1çE
1 

olmadığını bir örnekle açıklayalım. 

n tamkare 

diğer hallerde 

olsun. Bu durumda, n=k2 için 
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= 
ı _,. --
2 

k(k+l) 
= 

2(k2+1) 
(k--) 

2 
dır. n tamkare değilse, n den önce gelen ilk tamkare ~=kı olsun. 

Bu takdirde (s ) nin tanımı gereği 
n 

= 
kı (kı+l) 

2 
2(kı+l) 

dır. O halde (s ) dizisi c
1
-Limitlenebilir. 

n . 
n 

Aynı dizi için E
1 

(s )=l .~(ı:') s. ·=:T. 
n . 

2
n ı-o ı ı n 

2 
n=\) için 

dir. 

ı 
= 2il [ 

2 

ı (2n)s 
= 

2
2n n v2 

ı (2n)! 
= 

2
2n (n!) 2 

Iii 

olsun 

ı 
_,. -2-

1 (2n)! 

22n (n!)2 
([ 8], sayfa 377) 

(k -+oo) 
ı 
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ı 
olduğu gözönüne alınırsa T

2
+ -- (n->«>) bulunur. 
il/iT' 

ı ı 
7if' > z ve 

E1 , c
1 
metodları uyumlu olduğundan (sn) dizisi E

1
-limitlenemez. 

EFCı olmadığını gö.sterelim. Bunun için 
· n+l 
1-z 

s = n l z 

olmak üzere (s ) dizisini ele alalım. Problem 3.2 den 
n 

dir. Halbuki bu (sn) dizisi ı z+.L ı <2 dairesinin her noktasında 

E1-limitlenebilirdir. Gerçekten, 

ı 
E (s ) =-

l n 2n 

ı 

1-z 

ı 

1-z 

'·.E 
k= O 

z 

n l z 
( )- -·-
k 2n 1-z 

• (l+z) n 

=-1- __ z_ .(l+z)n 
l -z · 1-z 2 

dır. ıı+zı<2 için; li m n._ 
( l+z)n _ 

2 - o, dolayısıyla 

dir. 
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