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Bu g¢aligmanin amaci, Ck~ metodlarini (k yincimertebeden
Cesdvo wetedlarini) incelemektir. Birinci bliimde bazi on bil-
gilere, ikinci b&liimde ise aslinda bir limitleme metodu olan
matris donfigimleri ile ilgili temel tecremlere (Silverman -~

Toeplitz, Kojima-Schur ve Schur Teoremlerli) yer verilmigtir.

Bu hazirliklardan sonra, iiglinci b limde Ck- metodlara
incelemmigtir., Son b&limde de analizde ku.lanilan diger Abel,
Cesaro ve Euler metodlar: ile CRF netodlari arasindaki ilig-

kilere yer verilmistir.

i
Qcak, 1987 Ayse ALACA

et



GIRIS

Toplanabilme teorisindeki temel diigiince, iraksak serilere de
defisik yollardan anlam vermek ve b8ylece yeni bir yakinsaklik kav-
ram: olugturmaktir. Ancak bu gibi kavramlarin ortaya atilmasinda
siphesiz tamamen keyfi hareket edilemez. Tanimlanacak yenil ﬁetodla—

rin agagidaki Szelliklere sahip olmalari istenir:

a) Cauchy anlaminda yakinsak ve Limiti s e¢lan bir dizi (Sn)

ise (Sn) dizisi yeni anlamda da yskinsak ve limiti s olmalidir,

b) Cauchy anlaminda 1raksak en az bir dizi yeni metodla 1i-

mitlenebilir olmalidair,

¢) Eger bir (Sn) dizisine.farkil iki metod uygulanir ve bu
dizi bu 1ki metodla da limitlenecbilirse her iki metod igin (Sn) in

limiti ayni olmaladir.

a) ve b) kogullar: temel kogullardir. Fakat bitiin metodlar

c) kosulunu saglamak zorunda degildir.

Bu ii¢ kosula ek clarak, Cauchy anlaminda vakinsak serilerin

cebirsel iglemlerinin elemanter kurallarinin; yani

A) Zan = =a$k a = ks {her sabit k icin)
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aksiyomlarinin saglanmasi istenir. Bir &zel metod tarafindan safla—



nan, yukardakine benzer kogullarin goklufu metodun etki alaninin
(bu $zel metodla 1imié1enehilen dizilerin tamamg)bﬁyﬁklﬁgﬁnﬁ saf-

lar.

Yukarida anlatilanlari daba iyi kavrayabilmek ig¢in bunlar:

bir Srnekle agiklayalim.

1

 (-1)" serisinin kismi toplam dizisi (Sn) ise,

n=o : .
bl

s = 1 (=D 2 DY

L1k
Ux0

gseklinde ifade edilebilir. (Sn) dizisinin Cauchy anlaminda 1raksak
oldugu agiktir. (Sn) in 0 ile 1 arasinda salinmasi bize
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Boylece lim S = L bulunur.

Cauchy-Limit teoremine gore

5 +sl+...+S
S s () ise S := 2. g (o)

ntl

oldugu bilinmektedir. O halde Cachy anlaminda s limitine yakinsayan
bitv dizinin aritmetik ortalamasi da s limitine yakinsar. Fakat bu—-
nun tersi dofru degildir, En azindan yukaridaki (Sn) = ( ; (—l)U)
dizisi i¢in %%Q 5, meveut degil, fakat %%Ea Si: %-dir?‘o
0 halde yeni ténlm (A}itmetik ortalamaj, eski tanim (Cauchy
anlaminda yakinsaklak) ile yapabildiklerimizin hepsini yaﬁﬁam1z1 miim—
kiin kilmaktadir. Bundan bagka yeni tanim eskisinden daha genilg bir
etki alanina sahiﬁtir. Ayrica aritmetik ortalamapin A), B) ve C) ko-

sullarin1l sagladigy acik olarak gdriiliir.

Aritmetik ortalama metodunun en basit bir genellegtirilmesi
ilk defa 1882 yilinda 0. Holder tarafindan yapilmigtir. HSlder bu
genellegtirmesinde (H,k) (kell) ile gasterilen k. merctebeden Holder
metodunu tanimlamigtir. Dolay%SLyla.a:itmetik ortalamaya (H,1)} tani-
min: kargilik getimmigtir. O halde ; (-1)7 serisi (H,1) toplanabi-

lir ve toplam %-dir. Bunu neo

NG NG
n=o0

oh
seklinde gdsterecegiz. Ancak (H,1) metodunun I (-1)"(n+1) serisi
i¢in yetersiz oldugu kolayca gﬁrﬂlur. Gergektegfo bu serinin kismi

toplamina Sn dersek,
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dir. Agik olarak lig S  meveut degildir. O halde n:o( 1) {ntl)
serisinin toplami 1, mertebeden HSlder metoduyla ((H,1) metoduyla)
bulunamaz; yani aritmetik ortalama ile bu serinin toplaminin hesap-
lanmasi mimkiin degildir. Anecak (Si) dizisinin tekrar aritmetik orta-

lamasini almayi dﬁ@ﬁnebiliriz.(S%) nin aritmetik ortalamasini teg-
kil ettiZimizde

g = : -&—% {(n=r«)

oldugunu gdriiriiz. O halde verilen serinin kismi toplamina arka arkaya
iki kez aritmetik ortalama alma i§1gmi uygulandlglndé limit bulmak

miimkiin olmugtur. Yanij

o0

% (—l)n(n+l) :'% (H,2)
n=o - '

. ' . .1 ’ .
dir. Bunun anlami, verilen seril 7 e 2., mertebeden Hélder toplanabi-

lirdir.

-~ Ayni iglem i¢ Kez tekrarlanarak

1-3+6-10+.......

serisinin‘% e toplanabilir oldugu, yéﬁi

1-3+6-10+,...... =% (H,3)



oldugu gdriiliir. Bu sonuglar bizi herhangi bir keN igin bir (i,k) toﬁ—_

lanabilme -metodu tanimlamaya ySneltir.

Holder tanimlari aritmetik ortalamanin en basit genelligti-
rilmelerinden biridir, fakat en basit olmakla birlikte erd uygun olani

degildir, -

Aritmetik ortalamanin bir bagka genellegtirilmesi de Cesiro

tarafindan Ck—ortalamalarl (k>-1,keR) adr altinda yapilmigtair, Ck~

ortalamalar: (ll,k) ortalamalarindan daha geneldir,

$imdi de toplanabilme teorisini bir bagka agidan ele alalim.

Style ki V n,k=0,1,2,... igin a_, bir kompleks sayi olmak {izere

nk
A = (ank) bir sonsuz matris ve 2=(Zn) de bir kompleks sayi dizisi

olsun. Z:(Zn) dizisini

[

Seklinde yazalim ve A matrisi ile Z:(Zn) dizisini aligilmis matris
garpimi yontemiyle carpalim. Bu garplml yaparken.Vh=041,2,... igin

An(Z): :kgo anka serllerlnlp'yaklnsak oldugunu kabul etmek zorunda-

y1z., Bu takdirde,
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elde ederiz, Bu gekilde elde edilen (An(z)) dizisine‘ﬁzn) dizisinin
A-dbnugiimi denir. .

Ozel bir A=(ank) sonsuz matrisini agagidaki gibi segelim.

1 .
[ ker
ok’”
0 k>n

Bu durumda herhangi bir Z:(Zn) dizisipin A-ddniigimi. .

(a,(2)) =( z a  Z)=(
k=o :

nt+l zk)_(n+l zk)
0 k
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dir. Son egitlikten de anlasildi@: gibi, bu gekilde segilen A marri-

5i_ver$1én z=(zn) dizisine uygulaninca

]
o
2!
(A ve . matrisi aligilmsg matris garpimi ySntemiyle
garpilinca)
Z
n




(Zn) dizisi kendi aritmetik ortalamasina ddniigiiyor. Bu dzel dbniiglim
Cesdre (veya (C,1), veya Cl) dsniistimli olarak adlandirilar. A:(ank)
sonsuz matrisini de@igik segerek verilen diziyi daha defigik dizi-

lere déniigtiirebiliriz.

Sonug olarak, toplanabilme asllnda bir matris déniislimiidiir.
1k kez 1911 yillarinda 0. Toeplitz Lineer uzay teorisli metodlariyla

toplanabilme Teorisi arasindaki ilgiyi kurmugtur,

Biitiin kompleks terimli, dizilerin kiimesi § olsun, $,C lizerinde

bir lineer uzaydir. E, F S nin alt uzaylarl ve A=(a_ )} bir sonsuz

nk

matris olsun, Vx (x JEE ve VnaN igin A Ax) nk X, serlleri ya-

kinsak ve (An(x))eF ise A matrisi E den F yekbir limitleme metodudur
veya A matrisi E yi F ye donligtiirlivor denir. E yi F ye d3nlistiiren
biitlin matrislerin kiimesi (E,F) ile gdsterilir. Efer x:(x )EE i¢in
llm A (x) mevcut ve ! ye egit ise x= (x ) A- llmltlenehlllr denir ve
A llm X =%, X % (A) (n+m) §ek111er1nden biriyle gésterilir. Ayrica

® 3 - -
X= (hn) dlzlsl ngo n gibi bir sonsuz serinin kismi toplam dizisi

ise o zaman 'nioa serisi £ ye A-toplanabilir denir ve nfoa =t (A):
gseklinde gdsterilir. Bu takdlrde, A ya bir limitleme metodu veya top—
lamé metodu denir, Blz A-llmltlenebllen biitiin dlzllerln kimesini

(a) ile gBsterecegiz..
Toeplitz 5zel olarak E ve F yerine

:{x=(x )- &im X, mevcut, Vel icin x, e€} yi alarak ¢ den ¢ ye olan

k k
ve ustellk limiei koruyan yanl, x-(x Jee igin xk+£ (k+W) ise A (x)>2
(n»w«) olan) A,(a ) sonsuz matrisinin hangi kogullar: saglamd31 gerek—

tigini aragtlrdl.

Yakinsak dizileri yakinsak dizilere d&niigtiiren ve fistelik 1i-
1
mitl kéruyan sonsuz matrislere "Toeplitz matrisi" veya "regiiler
matris' denir. Blitiin regiiler matrislerin kimesi (c,c;P) ile giste=

rilir. Bdylece,



AE:(c,c;P).He}-{x:(xn)ec igin An(x)= I{EO ank Xk. meveut

ve lim A (x)=lim x
e O ne O
dir. Ayrica yakinsak dizileri yakinsak dizilere dﬁnﬁ§tﬁrérl (L:i.miti
korumasi gerekmez) sonsuz matrislere yakinsaklik koruyan matris de-
nir. Biitlin yakinsaklik koruyan matrislerin kimesi (c,¢) ile gdste-
rilir. O halde '
a. x

Ae(e,c) 3'<':\”VX=(}Fn),EC ve Vneﬂ\] igin An(x) = kgo ak %k

serileri yakinsak ve 1lim A (%) mevcut
i n
tur. Sinirli dizileri yakinsak dizilere dénligtiiren sonsuz matrisle-
re de "yakinsaklik ireten matrisler” denir ve biitiin yakinsaklik iire-

ten matrislerin kiimesi (f&«,c) 1le gosterilir. Bdylece
Ac(t=,c) :@Vx:(xn)eﬁw ve VnEﬁ\T' igin An(x) ve

1im A {x) mewvcuttur.
n-—k)o n !

Bu caligmanin i. Bjliminde diger bdlimler igin bir hazirlik
yapildiktan sonra 2. BSliimde (co,co), (e3c), (e, e ;PY ve (fec) karak-
terize edilecek, 3. Bdlimde ise Szel bir metod olan k. mertebeden 3

Cesdro” ortalamasi incelenecektir,



1. BOLimMm
OGN BILGILER

Bu b&lum diger bdlimler igin bir hazirlik niteligindedir. Bu
nedenle bazi tanim ve teoremlere yer verilmis, ancak birkag teoremin

ispat:i yapilmamis, sadece kaynak gdsterilmigtir.

Tanim 1.1: X, Y (€ veya R {izerinde) lineer uzaylar ve f:X+Y bir fok-
siyon olsun, _ .
Vx,yex ve Vk,u skalérleri igin  f(Axtuy)=Af(x)+uf(y) ise f yeX lize—

rinde bir lineer doniigim denir.

Ozel olarak Y=€ (véya R) ise £ lineer d¥niigiimiine X izerinde

kompleks (veya reel) .deferli bir lineer fonksiyonel denir.

Tanim 1.2: X (€ veya R lizerinde) bir lineer uzay olsun. TR S
fonksiyonu agagidaki kogullari saglarsa bu fonksiyohé bir norm fonk-
siyonu veya kisaca norm, (X;]|.|J)_ikilisine de normlu lineer uzay

(veya kisaca normlujuzay denir.

1) ||x||s0 <>x =9,
11 YxeX ve ¥a skaleri igin | [axfl=[2.[|x]],
:}'-'IW . .
D) Va,yex dgin Ryl <l x|+ [y] ]

Agagida ilerde sik sik kullanilacak olan bazi lineer uzaylar

ve o uzaylarda tanimlanan normlar verilmigtir.

c :={x~x ): lim % =0, x €C}
o : n’ nee n n
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x=(x Jec  igin [|x[|:=sgpixni:m%ks|xn§, (1.1)
tte v 2 1 [Pew o
gp.f{x_(xn). n§0|xn] <, % €€} (p>1)
xef {(pzl) icgin |[x[]‘ Z{ g [Xl;p)lfp (1.2)
p PF s " a0l ’ ’
c::{x:(xﬁ): %&g xn var, xnec}
xee igin ||x]]: =sHp|xn|, (1.3)
- Qm::{x:(xn): ﬁx>0 6¥18 ki VneN igin |xn|<Mx, x e €
plx b | (1.4)
Her normlu lineer uzay, normun tanimladigy d{x,y):=||x-y]| met—

rigi ile bir metrik uzaydir. Eger (X;|].|[) normlu lineer uzayl normun

tanimladifi metrik ile tam metrik uzaysa X e Banach uzayi denir.

Tanim 1.3: X,Y normly uzaylar ve f:X>Y lineer doniigiim olsun.

Ei) VxeX iein JIE(x)|jeM. | ix|]

olacak gekilde bir M>0 sabitl varsa £ ye X tizerinde sinirl: lincer
dbniiglim denir., X den Y ye olan biitiin sinirliy lineer ddnilislimlerin

kimesi B(X,Y) ile gdsterilir.
Th) f<B(X,Y) ise f nin normu

[Pl ]e = int O | | £60 et L] fxeX ) (1.5)

olarak tanimlanir. Diger tarafran,



_l]_._

f(k)|| =sup [|f(x)|l sup —lﬁLElLl {1L.6)

|
L [xl ¢ 1 w8 | |x||

a2

||f||TSUP l

dir.

Teorem 1.1: ([51, sayfa 104, teorem 4.11) X,Y normlu uzaylar ve [;X>Y

bir linecer donuqum olsun. £ nin X uaerlnde slrekli olma51 i¢in gerek-

11 ve yeterli kogul f nin 31n1r11 olmasidir.

Teorem 1.2: ([5], sayfa 107, ‘teorem 7) X bir normlu uzay ve Y de

bir Banach uzayl olsuﬁ. Bu takdirde B(X,Y) de bir Banach uzayidir.

Y=C (veya R} ise B(X%,Y) X ile gisterilir ve X & X in siirekli

duali deunir,

Tanim 1.4: X bir lineer uzéy olsun. g:X-+R fonksiyonu asagidaki kogul-
lar1 saflarsa g ye bir paranorm, (X,g) ikilisine de bir parancrmlu

uzay denir.

II ) g(e):os

'Ti ) glx)=g(-x),

111)  g(x+y)eg(x)+g(y)  (Vx,yeX igin).

Iv) ATA (A, Aoet) Ve XX (X,XOEX) ige
g(hx—A0x°)+O.

Tanim 1.5: (X,g) bir paranormlu lineer uzay olsun. X in elemanlarinin
bir (bk) dizisi bulunabilirse 8yle ki her bir xe¢X e karsilik bir ve

valniz bir (Ak) skaler dizisl varsa ve x= E kbk yazi1labillyorsa;

vani g(x- kgo %ka—»q(n+§) }se (hk) dizisine X lgln bir Schauder ba-

21 denir.

eoz(l,0,0,...), eI:(O,l,O,O,...),... {yani e, ktl. teri-

ml 1, diger terimleri sifir olan'dizi) olmak iizere (ek)kgm‘ igin bir
Schauder bazidir. Ayrica e:=(1,1,1,...) ise (e,e ,el,...) ¢ igin bir



=12-

Schauder bazidir. (Bkz:[5], sayfa 88, srnek 11)

Teorem 1.3. [5]: facxlise'ja'saylsl ve {an)s?»1 Gyle ki
VX:(xn)gc igin -
£(x) =a limx_+ I ax | (1.7)
i+ n w0 n n :
dir. Ayrica,
:. +. o . ’ }_.8
ell=lals 3 la] - (1.8

dir.
EEREE} fee™ olsun. (e;eo,el,...) in ¢ i¢in bir Schauder bazi oldu-

gunu biliyoruz. Bu nedenle x=(x Jec, ZL:zlim x_ olmak izere
: n o n _

x={e +n§o (xn—%)en
olarak yazilir. Diger taraftan, Eecg‘oldUQUndan
£ =2 £(e) + 1 (x -1} fle ) o (1.9)

dir. Simdi keyfi bir reN alalim ve Szel bir x=(x_) dizisi segelim:

o

Sgn'f(eg) , ogngr

0 y D>r

Bu durumda x:(xn)s:cO ve ||x][=1 dir. Ayrica fee” oldugundan Vx:(xk)ec
igin if(x)[g||f[|.[|xﬁ] saflanir. Ozel olarak, segtigimiz x:(xn)eco
icin ' -

£ ol = £ feCe )<l it S (1.10)

=

t

(1) ZeC igin sgn 2:=|2}{/Z (2#0) ve sgn 0=1 olarak tanimlanir.
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dir. (1.10)} dan
Il lesge Fletelel 1] <o

eldh'edilirn_ngolf(enj|<w.ve.¢ Banach uzayl oldufundan

= ‘ . ) ,
ngo f(en) yaklnsaater Biylece,
Ca=fle)- néo f(en), an:Zf(en)

olarak tanimlanirsa (1.9) dan

f(x)=ag+? a x ' - (1.11)
nz=o nn
yazilir. [%ig xh|£ sgplxn|={|x|f oldugupdan (1.11) den

B w |
e s (al+ g la )] x]]
elde edilir, Tanmim 1.3.1) ve il) ye gére
£l <lal + £ [a ] (1.12)

ve | k||=1 olan Vxee iéin‘|f(x)l'§||f|[ dir. Dolayisiyla keyfi bhir

reN igin
Sgn an " osgsr
X 1=
n .
Segn a , TI>T
olarak tanimlanirsa x =(x )ec,||x|! =1, lim x =Sgn a ve
o ' n+s n
l2Go|={lal + F la I+ £ 2 senal<|]2]]

Tt

o

olur. (an)szl oldugundan %&g n%rfl an:O dir. Bu nedenle son egrtsiz-
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likten

lal+ z_ la | <llg]] : ’ (1.13)

elde edilir. (1.12) ve (1.13) den

Hell=lel + 3 la]
‘!l'
cikar, '
Sonug 1.1: Teorem 1.3 de c® yerine c: alinirsa ercz igin‘}(an)ail

dyle ki VXF(XH)ECO i¢in

2|
n

f(x)= ng; anxn-ve'[|f|| =n§o

saglanar.

Teorem 1.4t {Banach~Steinhaus, [5]): X bir Banach uzayi, Y bir normlu
— . ,
uzay, YoeN i¢in Aﬁ: %Y sinirli lineer ddnilgiim ve limsup |1An(x)||< e

olsun. O zaman Sup ||An]|<Qo » yani (lIAn{|) dizisi simirladar.

. - "y 2. i L . . . . _
Bu teoremde, "Lim sup LAn(x)|l<oo yerine lim An(x) in var
l1g1 alinir ve %ig An(x):A(x) denirse A:X>Y bir sinirli lineer d&nii-

siim olur. {Bkz:[5], sayfa 115, téorem 12)

<o

Teorem 1.5: ([2), sayfa. 75, teorem 27) 1+ a, £ b
——e— . w 0 mfo n’ nfo n

yakinsak ve ¢ : = ? b a ise I < mutlak yakinsak ve
n- v=go UV n-u n=¢c 10 -

serileri mutlak

=] oo I «© I
n=o Cn =(n§0 aI‘l) (DEO bl’l)

dir.
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w© Il -

L)
Not 1.1: t ( £ b 3 serisi, I a ve I b serilerinin
n=o Y=o U n=0 0 n=¢ o

Cauchy c¢arpimi olarak. tanlmlanlr

Teorem 1.6: (Kuvvet serileri icin 8zdeglik teoremi; [4], sayfa 172)
— .

Eger n§0 a, X" ve . Z b x serileri |x|<r igin yaklnsak ve toplam-

lari ayni ise bu 1k1 seri tamamen Zzdegtir; yani Yn=0,1,2,... icin

a =b dir.
n n

Teorem 1.7 (Abel kismi toplam formuli; [4], sayfa 313): a,,a; 2,...

ve b »b b2"" keyfi sayilar, An: = Ugo a olsun. Bu takdlrde Vn kel Vel
k1 1g1n : ' '

n+lk n+k

ab = A(bb

_ +
vzn+1 vy y=s n+l )-Ab A b

v+l® "nn+l “ntk” nrk+l

dir.
nell ve rsR?\Z* (veva rec\Zh) keyfi sayilar colsun. Bu takdirde,

v, . (r+1)(r+2)...(r+n) - (n+r)=(n+r

[ ' r n
n 4

) (1.14)

clarak tanimlanir.

- - . +pt
Teorem 1.8: k,r, k+trtleR\Z ise 7} ~Ak ATzaKTT 1 dir.
—_ e ——————— v = O . n—v V n

Ispat: [x|<1 pdﬁz_ ise ngo Aixn serisi mutlak yakinsak ve
v pn 1
z: _ 1
aZo Anx S (1.1%)

(lfx)p

dir. O halde Teorem 1.5 e gdre ¢ = %. Ak A" olmak tzere
_ : n vio, nv v

ng cnxn | %<1 igin}mutlak yakinsak ve

o
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o0 o o o n )
C T ASTCTATY: T e x T (T Ak aht (1.16)
n-o n nzo n n=o . n=o vIo n-v v -
dir. Ote vandan, fl.lj) f:k,r;k+r+l igin yazilir ve (1.16) da;kullani—
lirsa . S : - .
Foakereln 2 ook, ny
n=o n n-0 v=o n—v v

elde edilir. Kuvvet serilerinin 8zdeglik teoreminden dolaya

K+r+l n Ak Ar

A X
11 VIO v Vv

bulunur.

J . :
_ Dzel olarak k=0 ise ¥ Ar:Ar+1 olur.
b V=0 v n

Tanim 1.6: r(x) ile gOsterilen ve

-t x-1
t

T(X}=:ém0 dt , (o<x<w)

olarak tanimlianan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir. T fonksiyonu aga-

gi1daki dzelliklere sahiptir:

i) F(X+l}:xf(x)5 ‘<K<
1T ) T(x4plo{x+p-1)(x+p-2)...xT(%}; x>0, p=1,2,...
1D r{nti)=n! , nel¥ '

Ayrica Tfonksiyonunun tanim1l genisletilerek

r{x) = L (x#n) ;  -n<x< —ntl

2(x+1) (x+2) ... (x$n~1) © n=1,2,3,....

seklinde verilir..(Bké: {8], sayfa 368—369)



-1 ?._

Agagida bundan sonra sik sik kullanacagimiz bazi sembolleri

tanitalim.

. |
o,

o .
£4x) ve g{x) verilen iki fonksiyon ve a da sabit bir nokta

olsun, {x ve a reel veya komplekstir)

I ) f(x)vgix) (x+a):€$%ig'§ézﬁ =1,
. ._ . Lo FUx)
IT ) £(x)=0(g(x}) (x>a) @}g};agum e <,

1) £(x0=0(g(x) (xra) im0
dzellikle,
lim £(x)=0 ise £(x)=0(l) {x=a)
X*ta . :
Ve

.1 % 1 = 5
xig suplf(x)]<_ }se f(x)tO(l) {x>a)
vazilir. '

Uyarz: Yukaridaki ifadeler x+ Fe i¢in de gegerlidir.

Teorem 1.9: -o<x<eo ve xeR\Z 1ise

Li
n+e F(n)n

o T (x+n) -
X

dir.

Eﬁgffi 1) ogxgl ise 1lim ICxin) =1 dir. (Bkz:18], sayfa 389).

o F(x)nX

11) l<x<wise (1.17) nin dogru oldufunu gdsterelim. x>} oldufundan

I (1.17
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Ja,m 8vle ki ofa<l ve 1€meN olmak lizere x=mty §eklindédir. Ayrica,

U{xtn)

T'(x)=
x{x+t1)...(xtn-1)

(x>0, h=1,2,...) ve I) den dolaya

lim Eﬁiiﬁé-_ 1
I'(m)n

=

oldugu biliniyor. (1.18) de x=m#o yvazilirsa

[ {((m+a)+n)=T¢ (?1+u)+m)

=T (a+n) (a+n) (e+ne 1) (atnim-1)
elde edilir. B&ylece,

P((mta)+n) _T{e+n)  (otn) (arn+l). .. (o+ntm=-1)

I'(n) nm+a r{n)n~ o

bulunur.

(n+a)(n+(a+l)}(n+(af2))...(n+(a+m-1))

m
. n

+ 1 (I‘l""”)

oldupu agiktir. (1.19) ve (1.21).kullanilarak (1.20) den

n? r(a)n~
oldugu gdriiliic.

111) NeWN keyfi olmak iizere ~N<x<-N+1 olsun. bu takdirde,

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)



T(x+n) -1

- oldugunu indiiksiyon metodunu xullanarak gisterelim.
r{mn :

'N=1 olsun. Bu durumda -l<x<o ve b&ylece o<xtl<l olur.
1) den dolay: '

F((X+1)+n) _
F(HJHX+1

Lim

-+

1

dir. Difer taraftan nzl i¢in x+n>o oldufundan

C((xt1)+n) _T{{xfn)+1) _ (xtn) T(x¥n)

') nX+1 T(n) nX+l I't{n) nx+1

dir. Bdylece

(x+n)T{(x+n) T({x+1)+n)
B x+1

- - 1 ( n—)-co)
I'(n) nX+l r{n) n

elde edilir. Dolayisiyla,

F(}.(+'n) L o -3-.1 (N}

r(m)n®  xtn

r{xtn)

F(n)nx+l (n»w)j

bulunur.
Keyfi bir NelN ve -N<x<-N+1 icin

[ (x+n)

T{n)n

+1 (now)

olsun.
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T(x+n) -

~N-lex < =N igin " +1{m ) oldugunu gosterelim.
r{a)n” : '

~N-l<x<-N ise -N<x+1<-N+¢1 olur. Indliksiyon kabuliinden dolaya

ngiiii%l-+l (nr) dir. Ute yandan, o>N i¢in x+n>0 oldugundan
rio)n ¥ - '
P((xt1)+n) _ I{Geom)+1) _ (etn) T(xén)
= o =
rea™t et r@™! .

dir. Bdylece

(xtn)r {xtn) ) T ({x+1)+n)

31 {1co)
T(n)nX+l T(n) nX+1 -
bulunur. O halde
T (x+n) N D 51 (ne)

F(n)nx x+tn
dir. Dolayisiyla

I'{x+n}

F(n)nx +1 (o)

elde edilir.

Teorem 1.9 ve (1.14) birlikte kullanilirsa agapidaki sonug

elde edilirx.

r
n

r{r+i)

Sonug 1.2: rgiR\?i_ ise AF A

{ oo ) dar,

Ispat: zeR\Z olsun. .
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IY r>-1 ise r+1»0 dir, Tanim 1.6. 1i) de x:=r+1 alinirsa,

(e 14n)

=(r+1)(r+2)...{r+n) (1.21)
r{r+l) : _ . .

1

elde edilir. Ayrica T(nt+l)zn! oiduguhdan

At : ' :
a (r+ 1) (r+2) ... (r+1) (1.22)
nt T{n+1) nt

dir. (1.21), (1.22) de yerine yazilirsa

r : .
An. _ F(r+1+n) ' : i - (123)
nr F(r+1)F(n+1)nr

elde edilir. mi:z=n+l1 olarak tanimlanirsa,

o1

%1_ F{wbr) I (mt ) (M,
r - T . r  ‘m-1
1 [ (r+ )T {(m) (m-1) F{r+1)T (m)m
bulunur. Bdylece, Teorem 1.9 dan
r
lig ~— =Llin [{msz) — - ()= :
n n P(r+1) {m)m m—1 M{r+1)
be ot
elde edilir, O halde, r>-1 igin A (= )} dir.
T{r+l)

111y r<=1 ve r?Z? olsun. Bu takdirde

© -n<r+l<-n+l {(n=1,2,3,...) olur. Bu Kez,
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F(x+6)l

x(x+1)...{x+tn-1)

P(x) =

Cn:l,é,...,—n<x<—n+1)

1

egitliginde x:=r+1 alinir, 1) deki iglemler tekrarlanir ve Teorem 1.9

kullanilirsa

{n~o)
T(r+l}

elde edilir.



2. BOLUM

TOEPLITZ VE SCHUR TEOREMLERT

Bu boliimde, matris donigiimleri ile ilgili temel teoremleri
verecegiz, llgilendigimiz matrisler sonlu olmayip, sonsuz matrisler-
dir ve ortaya ¢ikan yakinsaklik problemi konuyu cebirden ziyade ana-

lizin bir pargasi haline getirmektedir.

§imdi girigte yer verdigimiz (co,co), {c,e}, (c,c3P) ve (fa,c)

linecer uvzaylarinl karakterize eden teoremleri verecefiz.

Teorem 2.1. [5]: AZ(ank) {n,keN) bir matris, & >0 (nre, k sabit) ve
sy L,

ve |lal|=M dir.

o o0

: L com & = ici
Ispat: sup kgolank‘< oldugundan Yx (x)ec  ve Voel icin ICIE

serileri yakinsaktir. Bu nedenle Vx:(xk)sco ve Vnel igin

o0

kio *akk

A (x):=
n .
vardirl_Vx=(xk)eéo iginlﬁ(x):Z(An(x))eco oldufunu gdsterecegiz,
x:(xk)ecO keyfi alalam, XE(O,O,.,..}f:S ise agik olarak A(x)ec0d1r.
Bu nedenle, Sixeco Kabul edebiliriz:é>0 keyfi verilsin. alk%O(n+w, k
i B 1 '

sabit) oldugundan IN(€)= NeN Syle ki YasN ve ocksN igin

£

2]x |

<

|ank]<m olsun. O zaman Aic ¢ bir sinirli linecer donligimdir
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. ~ g . . £
dir. Ayrica x_(xk)ec0 olduggpdan JN"=N"(e) €N Jyle ki E§§§ |xk|<2M

dir. m: =maks {N,N'} alalim. Bu takdirde Vn>m ve ogksm igin

(2.1)

aks

|a |<————u__
B2 ] |

olur. Bdylece, ¥Yn>m iéiﬁ

- o K- | :mil
8, COl=] 2, a5 Is kgolank‘|xkl klo lagIx [+ ml nk||x
yazilir, (1,1) ve 2,1) kullanilirsa

8,001 <o

elde edilir., C halde A: SN dir. A nin lineer oldugu agiktir. $im-
di A nin sinirli eldufunu gdsterelim. V&:(xk)gco igin A(x)eco oldu-

fundan

Hato | [=ogel £, sy lelxl]- sg Flay x| @.2)

dir. Bu nedenle 4 dbniigtimi srnirlidiz.
Son olarak [|4][=M olduguny gBsterelim.

M::sgp k§0|ank]<m oldufundan gn:;m;)ew 8yle ki

v e | (2.3
klo 13/~ 7 3
dir. Ayrica L faka<w oldugundan jpzp(e)€ N Oyle ki

k=o

. ' €
o 1ol el < 3 (2.4)
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gsimdi Ozel X:(XQECO tanimlayalim.

sgn a_ ogksp’

0 , k>p

Bu x=(xk)aco icin ]h[[=1 ve
@ R P |- P _
8,00 2o apx =1ty apx =l 2y ay sem a5 1l |

z

“k2o amklh kgpla

k|
dir. (2.3) ve (2.4) gizdniine alinirsa
[A (x} |>M‘* £
m

elde edilir. Bbylece,

_UM_U_:'I JA(X)I I: sup |Ar;(x) E_ZiAm(X) |>M—€
il .

(2.5)
[1x]]
bulunu¥. Ayrica (2,2);den,xiél i¢in
JM_LL <M
BRI
y32111r; 0 halde,
M- e< iJAFX)I]' < M
[l
. . j . :
elde edilir. Dolayisiyla s Ha = M dir. Ote yandan, (1.6)

ve sorq 11|33 Ml%um.-éfié'lde TRTE,
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Teorem 2.2 de ASB(CO,CO) ige Teorem 2.1 in kogullarini sagla-

yan bir (ank) matrisinin varlig: gésterilecektir.

[=.+]
! = N <o 11 = V i P
Flal| sup k%oiankl ve lim ank_p {V sabit k 1gln}

saglanir,

Ispat: A: e T, bir sinirli lineer ddsim olsun,

(ek)k o nin e, icin bir Schauder bazi oldugunu biliyoruz. Dolayisiy-~

la, Vxeco icin '3(xk)_5ka1er dizisi dyle ki

“
'
r g

“kio Pk %k
olarak yazilir, Teorem l.L'deﬁ dolayl A siireklidir. Bu nedenle
o0 :
A GORE, xale)

dir. Ayrica VkelN igin e ec  ve AL F>Co. olduBundan A(ek}eco dir.

k

{(n} (0) (I)f {n)
A(e ) "(a ) Em (ak k L LR I | ak y -°-}-

olarak yazalim. VieN igin A(ek)eco oidugundan

(n)

‘11m a =0 (Sablt her kel igin)

. ) " . .. e (n) .
dir. VX—(Xk)Eco.lgln A(x)sco oldugundan ¥nel igin klof Xy seri

leri yakinsaktir. -0 halde, Vnel¥ igin

A (= 2 én) XK
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(n)

vardir. Bundan sonra (ak ) el yerine (a } el gisterimini kullanalim,

Vxec igin
8]

1860 [=sgpl J a5 =54p18,00

¢lduZundan Ynel igin |An(x)[g fA(x)éfudir. Ayrica, AaB(cO,co) oldufun-
dan chco icin |§A(x)é[gl|A[‘.]]x|§ dirL Dolayisiyla, VXECO ve Vel

ig¢in
ESCO ISR NI EEd
saglanir. 0 halde, VneN igin Anaci' dir. Sonug 1.1 e gdre ¥neN igin

SINTERATEE

$imdi sup k§0|ank]<m01dugunq gésterelim, c_ bir Banach uzay:,

€ normlu uzay, Yool igin Aect ve Lim A (x)=0 oldufundan Banach-
! n -0 e o :

Steinhaus Teoremine gdre -JH>0 sabiti &yle ki VneN igin

|14, |l - | - (2.7)
n .
dir. {(2.6), (2,7) de yerime ya21l%rsa YneN igin

o

. . - | w
 yani ' sgp g 5ol ay <

k= 0i L]

b

elde e&?iir.

L=~ ]
M: ~ShP kgoiankl
olarak tapimlanir ve Teorem 2.1 kullanilirsa ]|A[]:}ibu1unur.

Simdi de bu bSlimiin temel teoreml olan Silverman-Toeplitz te-

oreminde kullanacagimiz bir yardimel teorem verelim,
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o0

5
kK=o °k

Yardimey Teorem 2.1, [53: Vx= (xk)ec 1g1n

X, yakinsak ise
_k_ |ak[<Oo dir.

. N L9 3y '
;ith. Kabul edelim ki Vx_(xk)ac igin Ko akxk yakinsak, fakat

ak§=m dir., Bu durumda dofal sayilarin bir (ni) alr dizisi vardir

dyle ki n <n2 3 ve
M _
£~ I >3
i k=ni+1[ak‘ * :

saglanir. §imdi bir y:(yk)eco.tanlmlayallm.

(Sgnak)/i » -0y <ksng

yk:_

Céic ocldugundan y=(yk)ac dir.

S L LN S LD S
ko MK ked#l 1 kEn 41~ 2 KSngtl 3
i -
>1+1+1+ ,
bdylece kZ aky£ 1raksakt1r. y:(yk)sc oldugundan bu hipotezle celi-
sir. Bu nedenle, k' ]ak[<w olmak zorundadzir.

Agapidaki teorem toplanabilme teor151nde regliler matrisleri
karakterize eden teoremdlr. Bu teoremln ispati ®nce klasik analizde
oldukea uzun bir §ekllde_yap11m1§t1r ( 6 , sayfa 11, teorem II.1(3 3.
Sonradan fonksiyonel analizin araglary: (Banach-Steinhaus Teoremi)

kullanilarak ispat basitge verilmigtir. Biz bu yolu sececepiz.
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Bu teoremin yeterlilik kogullafl-Silverman, (RN) kogulunun ge-

rek1ilipi ise Toeplitz tarafindan ispétlanm1§t1r.

Tecrem 2.3.{Silverman-Toeplitz) [5]: A:(ank)c(c,c5P) olmasi igln ge-

rekli ve yeterli kogul

(RN} sup » o]a I<m (Satir~Norm Kogulu)
(Co) ank+o(n+w, k sabit) ) {Siitiin kogulu)
(RS1) 2, & ~l (nro ? {SatszTOplam kogulu}

dir.

Ispat: "Yeterli kogul” (RN),l(Co) ve'(RSI) saflansin. Ac(c,e3P) oldu—
funu gésterelim. Bunun igin keyfi bir x=(xk)ac alalim ve %:= ig X
divelim. Bu durumda (RN} den

—2 Y43
*k- 2 1% TkEo AT (o A

. @
l1r, i . = ir, =x, - ir
vazilir (RSl) den, %ig £ kgo a £ dir. Ayrica Yy S ¢ olmak

izere y:(yk)eco-olur._yeco,(RN) ve {Co) saglandigindan Teorem 2,1 e

{x,—2)sc (n3>e ) dir! 0 halde, lim .7 a . x =4,

gore kgo ank k 3w kZo nk k

dolayisiyla Ae{c,c;P)-dir.

"Gerekli kogul™: Ac{c,c;P) olsun, (RN}, (Co) ve {RSI) kogullarinin
saglandiginy gosterelim. kelN keyfi fakat sabit olmak lzere x:ek:(xk}
alalim. XeC s yani %i@ x. =0 dir. Diger taraftan, c ¢ ve Ac(c,c;P)

L
oldugundan ¥nelN igin An(x)ikgo a X, var ve

Lim A {(x)=Lim x =0
oo a = 0
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dir. Bdylece
e A0 He (B e a0 (ko savio)

bulunur. O halde, (Co) saglanlr.

Yine xzez(l,l,},...) alalim. x=eec ve %ig xn=1 dir, Aele,c;P) ..

oldugundan,
%kg An(x)=%ig kg xk 11m, E a k=1

dir. Bu ise (RSl)'i ispatlar.

Slmdl (RN} nin saglandigini gdsterelim. Keyfi bir x—(x Jec ala-
1im veli &1m X dlyellm. Ac(c,c;P) oldugundan Yool igin A (x) k-oankxk-_
var ve %&g An(x)=2 dir. Ynew igin An(x) in varligy, yardimci Teorem

2.1 den dolayi Vnei igin |ank|4°o oldugunu gerektirir, Bdylece,

7
kZo0

A tcC
iy}

8,0l Gl Tag DIl

elde edilir; yami Aneéx dir. 0 halde, Tecrem 1.1 de f yerine Ah, a

| verine sifir, (an) yverine (ank)-alln;rsa

eIl =8 Jal

elde edilir, Lim A (x)=2 oldugundan lim sup |ﬁ (x)|<w dir. Banach-
n>® n n -
Steinhaus Teoreminden.dolayl sgp|]An||<w dir. Boylece sup kgojank <e0

Idlr.

A:(ank) sonsuz matrisi verilsim. k>n igin a k:D ise A matrisine
. : Tt

icgensel matris denir.



-31-

Sonug¢ 2.1, [4]): Bir A=(an£) liggpensel matrisi Teorem 2.3 {n kogulla-

rina ek olarak .

I} - ) * k .. I
lim S 0 (V sabit keN i¢in)

kogulunuda sagliyorsa, bu takdirde

x 2x(n+) ve y =y an?)

olmak {izere

n

207 ko AiYn-k"%Y (nee) '

dir.

EEEEEE A:(aﬁﬁ) ﬂggcnsél,matrisi Belirtilen kogullari saglasin ve

X X (preo), yn+y(n+m)'olsun.
T

“(x - ¥
A AR C AR SIS A

yazilirsa

by

znzk:oankyn~k

x ~x)}tx ¥
(#k x)Hx kgo_ankyn—k

n : n . '
= - + .
kgoankyn—k(xk x) Kkgoan,n-kyk (2.8)

elde edilir. bnk::ankynhk

2.1 in kogullarini saglar. Ayrica x —x~o(m) dir. Bévylece, Teorem

2.1 den

denirée, acik olarak Bﬁ(bnk) matrisi Teorem

n oo _ .
kgo ankyn_k(xk—x)+o(n+W) | (2.9)
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elde edilir. $imdi, x-

n
I - :
. k:olan’n—kyk yi ele alalim,

c  :=a olarak tanimlanirsa, C=(c . ) matrisi Teorem 2.3 iin ko-
nk n,n-k . nk .

gullarini saglar. Geréekteﬁ,

n n n
(RIY) s%p kgoldnkrzsﬁp kgolén,n—k| SUP k* | nk[<m
(Co) limc  =lim an!n_kzo (VISabit k igin)
n ‘n o ﬁ
(RSI) ‘kgp cnkzkgo an n-k k— +1 (o)
.- ;fl N

dir. G-halde, Teorem 2.3-den kgo anyk+y(n+m), yani

n

o %n,amiiY () (2.10)

dir. (2,9 ve (2.10), (2.8) de kullanilirsa
z TXy (nree)
bulunur.

Simdi Toeplitz teoreminden daha genel clan Kojima-Schur Teo-
reminl verecefiz, Bu teoremln ko§ullar1n1 saglayan matrise ""yakin-

sakllk koruyan maLrls denir.

Teorem 2.4. [5] (Kojima-Schur Teoremi): Az(ank)e(c,c)-olm391 igin ge-

rekli ve yeterli kogul

Lolaggl<

) Sup 1o

I1) %ig kzp ankzap ('VpdN icin)

colmasidar.
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Ispat: “Gerekli ko@ul" Az (a JE(e,¢) olsun. 1) nin gerekliligi

Teorem 2.3 deki gibi gosterlllr 11) nin gerekliligini g8stermek igin

keyfi fakat sabit bir peN alalim ve

lim . T lim T
,niQ 1o Pl 12p?

vardyrr.

"Yeterli kogul": 1) ve 11) saglansin. Ae(c,c) oldugunu gdsterelim.

Keyfi bir x:(xk)ec alalim ve Rzzl&ig x, diyelim. 1) den

k

o

kgo ankxk_ki a (x -L) +& kgoank

yazilir.

[=v) . [~
= I -4 T |
Sn”_k;oank(xk ) ve tn . kgoank

olsun.1l) den lim . % a
n-ree

Ko ok 2o biylece %i& t = an dir,

Yine 11) den dolayi sabit her kel igin

Lip 2 ok 58 igk i ni- K Pkt
grmdi bk::ak—ak+1 olmak tizere
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R

oldugunu gisterecegiz. Aglk olarak, keyfi bir melN icin

N

o m : -
'Egolbk’"kéolakfak+ii'k§q pla

m a0
:%ig kédlank'sﬁuP k§o|ankl{w

dir. O halde,

dir. Dolayisiyla,

- ¥ DY :_m '_9‘_.00 =%
507 ko Pk M Tl (T 1 2Py (3 )

-]

ko (B )
bulunur.

Upt= ko (o oy (5

yazalim, Teorem 2.1 de X, yerine xk—ﬁ, a L yerine ank-bk yazilirsa

Un+o(n+m) bulunur. Bu nedenle -

g > EO bk(xkhll_) (n—yx))

n
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dir. Q halde,

% > f —)}*+ila  (n=
ke ok S 1ok (R, (o)

yani, Ae(é,c) olur.
.{_J 

Teorem 2.1 ve Ieorem 2.3 de yakinsak dizileri yakinsak dizile-
re ddnligtiren matrislerikarakterize ettik, Ispatta temel ara¢ olarak
Banach-Steinhaus Tecoremini kullandik. ¢ yakinsak diziler UZGYlnlg
Schauder bazina sahip olmasi bize bu olanag: sagladi. Bundan sonra
sinirly dizileri ?aklnsak dizilere déniigtiiren matrisleri karakterize
edecegiz, Yani; (EW,cﬁ yvi belirléyecégiz. feo sinirlil diziler uzayinin
ayrilabilir (separable) o}mamagl ve Schauder bazinin bulunmayisi bu
uzay dzerinde Banach-~Steinhaus Teoremini kullanmémlza olanak vermez.

Dolayisiyla ispatta analizin klasik y3ntemlerini kullanacajiz. Ounce

bir yardimci teorem verecefliz.

Yardimcl Teorem 2.2.[5]: VneN icin kgoibnk|<wve k§O|bnk|+o (=)

!

ise kzofbnkl n ye gore diizgiin yakln?aktlr.

fapacs ) (T bl (e igin
it kﬁolbnk‘+ o {n+») olsun ve €> o keyfi verilsin. II)} den do-
lay:r JN=N{e)eN syle ki YN ig¢in kfolbnklcg dir. Ayrica, ) den

osnsN i¢in Jm=m(n,e)eN Syle ki k§m|bnkf<e saglanir. O halde,

M:= maks {m(nga) }
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i
f

olarak . tanimlanirsa, Vnedl igin kibenk|<a olur. M-M(e) oldugundan

fr o N
kEo,bnki n ye gére diizgiin yakinsaktir.

Agagldaki teorem 1921 de Schur tarafindan ispatlanmigtir. Do-

layisiyla Schur. Teoremi olarak bilinir

Teorem 2.5, [5]. (Schur}: Az(ank)g(iw,c} olm351.igin gerekll ve ye-
terli kosul

) kgolénkf n ye gire dilzglin yakinsak,
It} Her sabit k ig¢in lim a wvar
o |,

nk

olmasidir,

Tspat: "Gerekli ko§u1":-A=(ank)eéim,c) olsun. Bu durumda vX€£m igin

lim A (%) vardir. Ozel olarak,
OO n :

0, . n#k
x 1z (kel¥ keyfi fakat sabit)
I, ok ‘

olmak Uzere x:(xn)ggw dizisi ig¢in

B2 AOTED o iR
dir. Ac{ 9=,c) oldupundan %EgiAn(X) vardir, dolayisiyla her sabit kN
ig¢in %ig a, vardir. 0 halde 1II) saglanir. $imdi 1) nin .saglandigina

gésterel im,

Ac(fw,c) ve ¢ o, oldugundan Vx:(xk)gc igin (An(x)):(kgoankxk)
yaklnsakt;r. Teorem 2.4 den
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1= b <to ' 2,11
M sgp kgolank[ : . (2.11)
olmak zorundadir. k iﬁﬁ)a « olmak izere bnk::ank_ak olarak tanim-—.

lansin. Keyfi bir meN igin

m m
LATEES TP A
£ sup kz ] ] <M
olduguidan, me igin
Tolalar | | _:(2.12).

dir. Diger taraftan,

kgo bnkxkzkgo nk k)xk k=0 nk k k& oakx

dlr. Ac(iw,c) ve (2.12) den dolayl B: ‘(b }e(iw,c) olur. Simdi
fb l+0(n+W)|01dugunu gostereceglz (2.11)ve (2.12) -den,

(YR g oo I
: ! s a + oo
?gp'kgoibnkl“sﬁp kgoj nkl k§0l3k|<
dir. O halde, B := T ]b | olmak iizere (B } sipmirli bir dizidir.

n k=o' nk : n
Kabul edelim ki 1im ;¢ |b_, |# 0 dir. Bu takdirde, c:=limsupB >0 olmak

n-wm k20 nk ] . n

izere B(Bnmk:(Bn) alt dizisi Gyle ki Bpy>C (mee} dir. Yazimda kolaviik
olmasi igin Bnm yerine B vazalim. O halde,

x

B =%

noxl 0| mk|+c (m&m) 'f (2.13)

dir. Ayrica her sabit keN igin -



é&§ bmk=%§g:(amk-ak)=0 (2,14
drr. {2.13) wve (2;14)-den,
: |b i—c[?i (2.15)
[ k¥ mlo),k 10 :
ve _
[od
-_— 2.
baoy,o0l < 10 (2.16)
saglanacak gekilde m{o)ell vardir. Diger taraftan, kéo!bm(o),k|<m
oldugundan, ' : '
(2,17;

® ; o
b (1) +1 Paoy ) 10

clacak gekilde o<k(1)eN vardir.

k(1)

kgllbm(oj,kj:kéofbm(o),k|_ibm(o),oi_ kgk(l)-i-ll?m(o),kt

esitliginde (2.15), (2,16) ve (2,17) kullanilirsa

k(1) |
bm(o),oE

| kB |bm(o),k|'?|*[k§JPm<o),ki‘°1+k§k(1)+1|bm(o),kt+|

=l
o,

' c c c _
‘0 T

elde edilir. Bundan sonra,

G
Blm,p,a)i= B [by |

seklinde yazacagfiz. $imdi m(l)>m{o) 1 Oyle secelim ki
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| B(m(1),0,%)-ck o5 ‘. | (2.18).
B(ma),o,k(l))-; 5 | | (2.19)
olsun. Yine k§;|bm(15,#|<w oldugundan k(2)>k(1) Syle segilir ki
B(m(1), K(2)+1,0)em5—" (2.20)
§aglan1r. Dolafls1y1a (2.18), (2.19) ve (2.20) kullan;larak
m(m(1>,k(;)+1,k(zj)-fﬂsm(m(l)fo,éj—e]++3(m(1),k(2)+1,¥)|
+]B(m(1);o,k(l))|< %‘
elde edilir. Bu kez, m(2)>m(1) syle secilir ki
[B(m(z),o,m)*c|<'ﬂ‘;- (2.21)
B-(m(?_),o,k(z)_ﬁ ‘1’—0 (2.22)

olur., Ayrica k§o|b |<w oldugundan k(3)>k(2) dyle segilir ki

m{2),k

' c .
B(m(Z),k(3)+1,°°)<—l'['J— (2.23)

saglanir, O halde, (2.21), (2.22) ve (2.23) kullanilirsa

|B(m(2),k(2)+1;k(3))~¢|<|BMm(2) ,0,2)-¢|+B(m(2),0,k(2) |

+|B(m(2) ,k(3)+1,=) |
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C c c _Bﬁ
‘760716 10 10

bulunur. Béyle devam ederek,
m(o)cm(1)<m(2)<...,o=k(o)<k(1)<k(2)<..r dogal sayi dizileri bulunur
dyle ki

B(m(r),o,k(r))%f%(r:0:1,2,...)

B(m(r),k(r+1)+1,m) <% (2.24)

[B(m(r),k(r)+1, k(r+1)) —c! ig

saglanir. $imdi bir x:(xk)e 2« tanimlayalim.

0 3 k=0
X, 1= ] ,
(~1) Sgnbm(r)k ,k(r)<k<k(r{l).
r=0,1,2....
Bu x:(xk)eﬁa: igin |Ix|| =1 ve

oo . ) _. - r ’
kZo bm(r),kxk'lgkék(r)bm(r) ,'k( L) sgn bm(r),k

k(r)<k<k(r+l) m(r),k (-1)* sgn b m(x) ,k

k>k(r+1) m(r) k( ;) sgn b m(r),k

oz » _ X E = r ]
kgobm(r),kxk_lékgk(r)( 1) Ibm(r),kh_k(r)ckgk(r+l) -1) Ibm(r),kl

NGO D LY



A

dir. Bu nedenle, (2.24) kullaﬁxlarak,

o

IS S K n T [l
‘kgobm(r),kxk (-1 Ck{lék&k(r)( v ]bm(r),k”

Hﬂ%m$uncp - b

+Ik(r)<'izcgk'(r-‘*’1) ) lk k{r+1) m(r) ,k”

zléksk(r)3bm(r),kl+]k%r)<ksk(r+i)ibm(r),k|"°|

k1) Pac k

c 3e c _ e
“ototw T T

elde edilir. Q halde,

m( )(X) kEo-bm(r),kxk

vakinsak degildir, Bﬁylece 1im ? ]bn | #¢ ise bir x:(xk)eﬁm bulunu-
yor Syle ki bu x_(x y d12131 lgln (B (%)) yakinsak olmuyor, Bu 1ise
hipotezle ¢elisir. 0 halde, - [b |+ o () olmak zorundadir.
Oyleyse Yardime1l Teorem 2;2_ye gdre kgoibnlJ‘nye gére diizgiin’yakin-

gaktir.
KZ o]a ! :kgolb“k+ak[ ékio]b“kl+ kgolak[

oldugundan & Jank| n ye gaie diizgiin yakinsaktir.

k=0

"Yeterl: kogul”:I) ve 11} saplansin, Keyfi bir x:(xk)ekﬂ,alallm.

._112 diyelim. Herhangi bir mel igin
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kEoiakl kgo Ligla  [=lin Ego]ank §sup kzo|ank|<M
dir. Bbylece,
kgofak[gﬁ M: = sHp.Elank|)
dair.
le A (x)= llm kZ a R kﬁo%lm a_, x= kankxk
oldugundaﬁ
- lim Ay (x) vardir. 0 ﬁalde Ac(fw,¢) dir.
Nsoo .
Tegrem 2.5 in £0§ui1arin1 gaglayan A:(ank) matfisine "Schur

L

matrisi' veya "yakinsaklik lireten matris" denir.

A:(a ) regiiler bir matris ise A yaklnsakllk uretmez. Gergek- |
ten; A:(ank) regiiler bir matris ise T a +1{n+} ve a

ko "nk nk
sabit) oldupunu biliyoruz., Rabul edelim ki A yaklnsakllk diretsin.

+0 (n+w,k

Bu takdirde Teorem 2.5 e gbreé E o Ja | nye gore dizgin yakinsak-

tir. Dolayisiyla.

%i% I 2o 2 Jslim £ [a =y z lim ja_ [=0
A
olur. Bu'ise Ko ankfl {n+») ile celigir. O halde A:(ank) regliler

bir matris ise yakinsaklik liretmez.
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3.BOLUM

CESARO ORTALAMALARI

A=) C;- METODU

Tanim 3.1: Bir (Sn) dizigi verilsin.

ra

gn::n+1 "kZo Sk

olmak lizere (cn) dizisi yakinsak ve limiti § ye egit ise (Sn) dizisi

lelimitlenebilir.(veya (C;l) limitlenebilir) denir ve Sn+S(Cl)

{(veva Sn+S (C,1)) gekllnde_gpsterlllr. Eger (Sn)’ nEO’an serisinin
kismi toplam dizisi ve S »S (C,) ise. ¥ a serisi C -toplanabilir
n 17 ‘N0 N 1

(veya (C,1)-toplanablilir) denir, nzo an:s(cl) (veya ngo a_ =$ (C,1))

seklinde gisterilir.

Cl—metoduna 1. mertebeden Cesdrc ortalamas: da denir. $imdi
Cl-limitlenebilme ile ilgili bazi Snemli 6zellikler vereceglz. Asagi-

da verecegimiz Teorem 3.1 C

1—1imit1encbilen dizilerin sinifi hakkinda

tnemli billgiler verecektir.

I
5]

Tebreﬁﬁjhi. [6]: s »8(C.} ise S =o(n) (n»») dir. Ayrica, L a
T n 1 n nZo n
serisinin kismi toplami S, ise an:o(n) (n+w) dir. Eer 0<An¢0(1)

{n+=) 1se bir (Sn) dizisi vardir dyle ki Sn&s (Cl) dir Fakat Snio(il)

(n>) dur. (Yani, § +5(C,) ise §_Zo(n)(n>=) en iyi ihtimaldir.) h



~b4m

e 3

‘ .1
Ispat: 8 »8(C)); vanl o = =5 I

(0+1} 0 5 45 4., .45 45
o 1 n-

Bu iki egitlik taraf tarafa gikarilirsa

(n+1)cnfncn_l = 5 -

elde edilir. Bdylece, .

5
n 1 -
77'"(1+§')Gn70h-1+ olnve) . )

vani, Sn=c(n) () buluynur. Sn, ngo

anzsn-sﬁul
0
R

oldugundan'anzo(n) dir.

dizisini bulabiliriz ki n. >ng+2 ve A

i+l

L .
—= , n=n
Jjn i
T :=
n .
6 , ofn,

ve

Sn:=(n+l) ']:'1_1—-1_'{1‘1_1_1 {(n=1,2,...

olarak tanimlansin. Bu takdirde,

a
n

‘K+'S(n»M} olsun.

serisinin kismi toplami ise

‘ofxn#O(l) (n3=) olsun. Dofal sayilarin &yle bir (ni) alt

sw(ise) olur,
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-~ + - 4 + —T
_1 % o= (2T1 TO) (3T2 2T1) e T (1) Tn nln_l)
TR kA VK
. n
o == o 414ty T
Tt Tt n

olur. Diger taraftan,_Tn+o(n+m) oldugundan Un*O(n+m) yani, SH4O(C1)

dir. Fakat

Sn.: (ni+1) Tn._niTn-—lztni+1)-Tn.
i i L i

A '
n. : : 1 .
= (1+ =) V% -

—L 5 =(1+ —Lﬂl ’ Tn. a n.) An T (i)

Its n. n.” n, I 1 1

1 1 1 ‘X
oldugundan
By
S % o ( )
n. kni :

dir. :_rl. 'I'Il

Teorem 3.1 gdsteriyor ki €. -limitlenebilen her dizi ig¢in Sn=o(n)

1
dir. Fakat bunun tersi dopru depildir. Yani, Sn=o(n) {(n+=) olan her
(Sn) dizisi Cl~1imitlenemez. Hatta Cl—limitlenemeyen simirl: diziler

bile vardir. Buna bir &rnek verelim.

(Sn)==(051,1....,1,0,0,...;0,151,...,1,0,0,...,0,...)
10 tane 102tane 103tane 10%tane

olsun. Bu (Sn) dizisi i¢in lminf 5,70 ve lim sup s =1 dir.

0 halde, (Sn) sinirlidir. Fakat,
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- +
. C ottt b1 109Kt (o)
+ ¥ T
.102k 1 102% 1+1. 102k l+1 10
.. Lboto ..o to _ 10551
T 2k 2k, ST, T e
10 10741 10°%1 10
oldugundan (Sn) Clwlimitlenemez.

I a=5ise : a =8(C j.oidugunu fakat tersinin dogru ol-

n=o0 n n=o n 17

madiffini biliyoruz. Ancak, T a=S(C ) ve a_ belli bir kosulu
. . n=c n 1 n ,

oo

saglarsa n§0 an:S olur. Bu durumu Teorem 3.2 de tartigacagiz,

N 1 .
NN
:

1

Teorem 3.2. [4]: n?g'an serisi verilsin. Eger

1) HED an:S(Ci). i1) na o (Cl)

kogullari saglaniyorsa ngo anzs dir.

Ispat: 1) ve II) saglansin, 1) den S;=a0+a *ooatal olmak iizere

1

S ¥S +...+5 _ -
5 = o B 58 () - (3.1)
i ntl :

dir. Ayrica I1) den dolay:

al+232+...+nan _
so(me) ' (3.2)
ﬂ+l ] ’
dir. Diger tavaftan, '
+S. ...+ : -
_S0 S1 Sn a1+232+ +nan

Sn""é_}nzsn- =
nt+l n+l



=4 7=

.oldugundan
‘a +2a,t...*na
. R : . 1 2 n
lim S = limg +1lim - (3.3)
r N ST s I ot N+l ' ‘

dir. (3.1) ve (3.2}, (3.3) de kullanilirsa

Sn+S(n+m), vani

g
‘-
1
w

bulunur.

Agaglda bazi 8zel diziler tamimlayacagiz, Bunlari izleyen
teoreml@rde ise bu Bzel diziler ile Cl~metodunun iligkilerini arag-
tlracaglz.

Tanim 3.2. [6]: Bir (S ) dizisi verilsin lg

%— +1 {m, n+w) olmak iize-
re S -3 .70 (m, ne) ise bu diziye ' 'vavas salinimly dizi" denir. Bu

tanim a$agldak1 tanima denktir,

(Sn) dizisi yavag salinimlidirVeso igin36:6(5)>o ve IN=N{(e)eN yle
ki ¥neN ve ngmg(1+6)n igin ]Sn—Sm|<e' dir.

=+ 1 (m,now)

Tanim 3.3. [6]: (8 ) reel terimli bir dizi olsun. 1g

::‘J[E‘:l-

olmak {zere lim inf (Sm—Sn)ao kaliyorsa (Sn) dizisine "yavag azalan

it

dizi" denir. Buna denk bir tanim gdyle yapil:ir.

(Sn) dizisi yavaglazalandlr:(nge:ﬁo i¢inyé=4{ec)>0 ve JN=N{c)N syle
ki Vn>N ve nemg(1+8)n igin 8,257 € dir.
Bir (Sn) dizisi yavag azalan ise (—Sn) dizisi "yavag arran

dizidir" denir.

B Gzel bir limitleme metodu olsun, Bir dizinin'tizerine konu-—

lan ve bu dizinin B-limitlenebilmesiyle birlikte dizinin yakinsakli-—
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gini da gerektiren kogula, s¥z konusu limitleme metodu igin bir Tauber
kogulu adi verilir. Bu kogulun gegerliligini ortaya koyan tecreme ise

Tauber Teoremi denir.

Agagida verecegimiz Teorem 3.3, bir (Sn) dizisinin Cl—limitle-
P T ) e s . s
nebilirligl igin Tauber Teoremidir. 1925 de R.Schmidt tarafindan ispat-
lanan b teoremdeki Tauber kosulu, (Sn) dizisinin yavag azalan olma-—

sidir.
Teorem 3.3. [61: SnﬁS(CI) ve (Sn) yavag azalan ise (Sﬁ) yakinsaktir.
Ispat: Sn+S(Cl) ve (Sn) yavag azalan olsun. 3%o0 alalim. (Ginkd,

(Sn) yavag azalan 13e:(Sn-S) de vavag. azalan, Sn+S(Cl) ige Sn—S+o(C1)

dir, Bu nedenle Szo almak genellifi bozmaz) Bu durumda,

lim sup Sn;o ve Lim inf Sngo

. It n
dir. Gercgekten, Sn+o(C1) yani, gn-rE:T 50 Sk+o {n>} oldugu
gbzdnline alinirsa-
=(n+ - '
Sn {(n l)cn no._q .
esitliginden l
ISn ‘ 1, .
1im sup - z1lim sup (I+-H)on—llm supon_lzo .
ve ‘
g L
lim inf —* ¢ lim inf (1+=)g -lim infg 20
n n’ “n n—1

elde edilir. Simdi (Sh) in yakinsak olmadigini kabul edelim. Bu
takdirde,: :



A

(1) 1lim sup Sn>0
veya
(1) 1im inf § <0

W .
) LA
olmak zorundadir.

(I): Lim sup Sn>0 ise Ju>0 ve bir (ni) dogal sayr dizisi (n ;=) dyle
alalim. Tanim 3.3 e gdére 46> 0,dNelN 8yle ki

ki Sn;2a olur. g:= >

Vni;N Ve ngmsm,, mi::[{ni(l+5)}] igin

rafs2
1
rafR

o

S > 8 - = ma-

m.” . 2 -
i 1

dir. ([fni(l+6)]] s hi(1+5)'n1n tam kismini gﬁstérirb) Diger ta-

raftan,
. +5 +... +8
o +1 Saw1¥Sp et 5y -
1 _ 17, i i, a it
a - T 2w me——
. Al THE .+ 2 0.+
; my : i mi+l ;L
ve .
B.—Ti.
i1 8 :
A 1 (ni-y-oo
m.+1 148 +—
et
I
oldugundan _ .
n.t1 w0 5
\ L . c
Lim {5 - oL Jz 1lim = = lim
0 .o . .F . h.=»w?2 m.+ . 2
1 oy m,+1 i T 1 1 Ny 1+ 48+ l_
. It.
: 1

o . $
V23 Tig

elde edilir ki bu o ve & pdzitif oldugundan miimkiin degildir.



(1) : 1im iaf Sn<0 ise Ja<0 ve (ni) dofal say1l dizisi (ni+M)

dyle ki Sniﬁa<0.d1r. £:= - % >0 olsun. Bu takdirde, Tanim 3.3 ¢ gire
J6>0,JNelN Syle ki ¥n.>N ve [ o 137 im.gngn, igin Sp,» Sy, te dir.
i i i i i
146
a
> > + —-
a,,Sn‘,Sm‘ 7.
i i
o
S S0 - ===
elde edilir. Dolayisiyla.
4.+ =T
m.+1 sm.+1 Sm.+2 nee Sn. oy oy
. ' N F
nj n.+1 ml. 0+l 2 nl 1
i
olur. Ayrica
n.~-m 8/ 1+8
n.+1 v 1 (niémj
i 14—
n.
i
cldugundan
. mi+1 . a. o, -m
%lmm (Un._ n.+1 Gm.)s‘l}'llmm 2 n.+l !
L i i i i
o §
03 135

elde edilir. Bu ise § >0 ve a<0 oldufundan miimkin degildir.

0 halde, varsaylm yanligtylr (Sn) vakinsak olmak zorundadir.
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Teorem:3,4. [6]: Bir (a_ ) dizisi icin S := a +a,+...+a_ olsun.
e n 1 O 1 iyl

(1) a =0 (%) ige (Sn}'dizisi yavag salinimlidair.
(1) X>0 olmak lizere nan>—K (luelN) ise (Sn) dizisi yavag azalandir.

Ispat: Verilen (aﬂ) dizisi igin s Fa fa;t...fa_ olsun. Bu takdirde

1

men icin § =S za . +a . +...+a dir.
& m Sn n+l nt2 m

&

{(1y: an:o(%? igse 3M>0-6y1e ki [aHE <%' { 1lgneN) dir, O halde, mzn

m T .
ve +1 (m,n*») igin

Igm_sn’< M{ __l_+_}_‘.__ bt £)<

n+l n+t2 S m n

M(m-n) _ om _ 5y
—— =M - 1)+ 0

{m,n »») dir, Tanim 3.2 ve gire (Sn) yavas salinimlidir.

: K>0 olmak ﬁzere'nan>-K (1<nell) olsun. >0 keyfi verilsin

)
S g %- segelim. Bu takdirde, ngmg (1+8)n igin

1 m
e +a)> K(; 1)> - g

., 1 . F
Sm Sn> K (n+1+hn+2

dolavisiyla Sm >Sn—€ elde edilir. O halde, Tanim 3.3 ¢ gdre (Sn) ya-

vag azalandir,

Simdi, n?o a serisinin Cl—t0p1anabilir1igi i¢in bir Tauber

Teoremi verebiliriz.

C ;
3.1+ = - £ 1
Sonug 1 ngo & S(Cl) ve mamg K {K>0, lgmelN) ise o z%man
ngo an = gdir.

Ispat: n86 an=S(C1) ve mam>~K (K>0, lsmel) olsun.

mam>-K oldugundan Teorem 3.4.(II) ye gdre (Sn):(a0+a +...+an) dizisi

i
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yavag azalandir. Ayrica
o

ngo an:S(Cl) verlldlglndep Sn+S(C1) dir.

Sn+S(Cl) ve (Sh) yavag azalan oldufundan Teorem 3.3 e gbre

S _~»5{n»e) dir. Bu nedenle, ¥ a-=§ air.
n n=o 1

A=(ank) herhangi bir limitleme metodu olsun. A yalnizca yakin-
sak dizileri limitleyen bir Toeplitz matrisi ise A yakinsakliga
denktir denir. Buna gSre I=(i,,) birim matrisinin yakinsakliga denk
oldugu agiktir. Birim matristen bagka yakinsaklifa denk olan limit--

leme metodlariny veren teorem, Mercerian Teoremi olarak bilinir,

1-o .
ntl :

a_,1=4 noa+l y K=n
Ak T

olmak ilizere A::(ank) matrisi tanimlansin.

S.+Sl+...+Sn
:=0, w i= o — (n=0,1,...)

n+l s

oy

olarak tanimlanirsa

n
I a, % = oS +(l-a)m
= n n

An(s):: k=0 nk k

olur. (Sn), Sn+2 {(n>~) olam . herhangl bir dizi ise An(8)+£(n+w) (o
iizerinde kisitlama olﬁadan) dir. 0 halde A bir Toeplitz matrisidir.
Mercer,a>0 igin A=(ank) matrisinin yakinsakliga denk oldupunu ispat-

lamigtir. Bunu Teorem 3.5 ile verecegiz.
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Teorem 3.5, [4] . (Mercer Teoremi): Bir (Sn) dizisl verilsin,

S +5_ +...48
_ o, 1 n

=0, m =
n n+l

m"]. .'(nm)a >0
olmak Udzere

t &= a8 +(l-a)m+ S(nw)

n. n ‘n

ise SH+S {n+) dir.

IEBEEE Verilen (Sn) dizisi igin, a>0, m_ =0

1
5 *S *. .. +S
m = —2 2 (neN) olmak iizere
n
n+l
= +{1— ‘ i
tn aSn (1 o) mn (3.4)

olsun. Bu takdirde,

(n+l)mn—nmn_1:Sn (3.5)

dir. (3.5), (3.4) de yerine yazilirsa

.t =(gn+l)m —anm
Tt _ n n

-1 (3.6?_

elde edilir. $imdi qo,ql,qz;;,. dyle segelim ki

q,°1
q,7aq,=0
(a+1)q1—2aq2=0 (=)

(2a+1)q273aq320
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clsun. Bu takdirde,

LT

1
b & " 26 7 T3a o

20+l {(n-1)at+l

denirse,

n
2|

olur. B:
- 1 i 1 N
=B. bl (1+83. El (-2"‘8‘).... _'l:l- {n—-1+8),

| B(1+BY(2+B)+. ..+ (n-1+8)
n 1.2,3.... ¢!

elde edilir. Tanim. 1.6.11) ye gdre

_I(5i+8)
% regy.n!

dir. (1.17) den,

z (nre)

dir. Dipger taraftan, Sonug¢ 1.2 ve Teorem 1.8 kullanilirsa

I 11 n
{n-)

1
Q= k}-: G Mg r(s) k 0 /ﬁ( o (arD)

bulunur. Ayrica,

_Qa;;_ n N n® LAY
T(B+D) (ant1)q T(8+1) (not1) a1

= n =
Blan+1) aB

oldugundan
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3
I (¢4)

" (ant+l) a, (o)
dir, BSylece,
Q, ventl)q (n-m} | (3.7}

elde edilir. Ote yandén; (3.6) dan,

qo;o:moqo
9ty et Im g, mam g,
q2t2:(2a+1)m2q2—2am1q2.

......................

qn—ltn—l:((n_l)a+l) mn—lqn—l_(n_l)amn—2qn—1

= + -
qntn {an I)mnqn nom ;4.

1

sisteml elde edilir. Bu egitlikler taraf tarafa toplanir ve (x) siste-

mi kullanzlirsa,

SE

qo;o%qltl+";+qntn: m&(qo—ag1)+m1((u+l)ql—2uq2)

¥ ¢n_1((n~1)a+l)qn_l—anqn)
+ mn(an+l)qn
.= (ot l)mnqn

bulunur. Son egitlikte, (3.7) kullamilirsa
I‘ :
.
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q t +q.t.+...+q t qt +tq,t +t...4q L
I oo 171 I A oo 171 (nsee)
n (on +1)qn _ Q

n

elde edilir. §imdi,

q
GE » kgn
n
apk= (n,ke)
o} , ko>n '

olmak Uzere A:=(apy) é(c,c;?) oldugunu gdsterelim,

e L U -
SN LSNES A o

(RN) : 1

oldugundan sup I [anklfw ‘dir.
G% B e o g kBT
(CY:r a,6 =— n . a s 2l (1, kow)
nk Qn r(R) nB HB
oldugundan ank+o(n+m,_k sabit) dir. .
(R$.): T a . L Vod i in)
1°" kzo "nk ~ k3o Qn - §
oldugundan kgo ank+L ( noe) dar.

' %éd%em 2.3 e gbre A:(ank)g(c,c;P) dir. Dolayisiyla tn+S(n4M)

ise mn4s(n+m) dir. (3.4) den

- 1 . — _
Sn— E (tn (]. cc)mn)

bulunur. Bbylece,

Sn+ é-(S-(l-a)S):S (now)
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elde edilir,

Agagidaki problemlefin‘ber biri n§ 2, serisinin Cl—toplana~
bilmesl igin gerekli ve yeterli kogullari verir.

Problem 3.1: nEO a = S{CI) olmasi ig¢in gerekli ve yeterli kosul

3 k .
k%o {1 vy )] ak+b(n+m) olmasidir.

Glizlim: ngo an:_S(Cl):OISuU. Bu tak#irde, 85:304.al+.ﬂ.4_an

olmak iizere

. 1 n ' :
UaT wiT ke SiS(e)

dir. Diger taraftan,

.1 - i
oy = Tap (84S He e t8)

1
S +{a +a )+...+(a +a_+...+
n+l [ao (ao al) (ao al an)]

= —— [(n+1) a 4na +...+a 1
0 Tt

1

i

T_ n+1 kEo (ntl k)ak

k
o (1- nti ) ak

il
g 3

bulunur, Dolayisiyla

=5 (n—)m)

nt+i

14
k
ay +S(n+*’°)<é‘~%§0 (1- —= ) 3

dir.



_58._

Problem 3,2: n§0 Zn=S(Cl) olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

lz]€<1 ve 2Z#1 olmasidir.

n

kéo Z_k olmalk ze-

T R 1, QL n_ . -
¢ozlim: Gerekil_ko§u1 P Es Z S(Cl) yani, Sn—

re o = Tl— kgo Sk+s(n+m) olsun

+Z=1 igin Sn:n+1 oldugundan E%-» 1 (we) dir. Teorem 3.1 e -

gﬁre (Sn) dizisi 01

—limitlenemez; Bu ise hipotezle geligir. 0.halde,
n . Lo '

- A : .

L S(Cl) ise Z#1 dlr

¢ Bk 1z 1
n ko T 1-Z
oldugundan
T 2 +1
6= o7 e L2+ (1204 (12" )
e E%'T Tl_%_ [(n+1)~Z(Ltzh. . +27)]
+1
11 2.2
= w1 1z (- T ]
. Z(1+2n+1)
1-2 (1—2)2(n+1)
. ' 2(1-z™ 1y .
dir. g ~+S(m) oldufundan a := olmak lizere lim a
n : n 2 o0 n
S (1-Z2) (o 1)
v/ .
vardir. b 1= ————th+~——-den1rse
(1-2) (n+1)

2 nt 2
as=b - —*% : ve |a -b |= R

)2 (1) nn |1—Z|2(n+l)
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olur. }Z{>1 igin

lim [a -b E:m ve lim b =0
n n n
im0 nseo

oldugundan

1im fa |slimja ~b_|-1im{b f=e

n—res m "neee’ BN noe’ 0

dir. Bu ise lim a_ in varlif1 ile geliyir. O halde, 3 2"= S(C,) isc
N 10 R nzo 13

|Zi>1 olamaz; [Z]gl olmak zorundadir. . '

"Yeterli kogul": |Z|¢ 1 ve ZAL oléun. §_ 27::8(C)) oldujunu gdsterclim

oo za-a™th
n  1-Z (1—2)2(n+1)
idi. |Z]gl ve 2#1 oldugundan lim o = L air.
ne n 1-Z
Gergekten; '

. n+2
(1) {2]q1 ise

——‘-7T~———~-+o(n»m), dolayisiyla o T%E (nsw),

(Ii)|2]:1(2#1) ige Zn:Cosns +i sin ng = 0(1) (o:zargZ) oldugundan

ine @ N (o0}
4 n 1-Z

dir.

Problem 3.3. [4]: nfo'anzs{c ) olmasi igin gerekli ve yeterli kogul

1
a a
g k ) © k Cw L ’
kgo ) yakinsak ve n§0 (Ikgna.E:EJ_b olmasidir.

TR 1} - ", o — - - = E
(dziim: " Gerekli kogul': Lo an_b(cl) yani: s =a +a.t...+a_ olmak

fizere sn+s(Cl) olsun. Teorem 3.1 den
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= ol (we) BN

dir. Diger taraftan, Sn: =so+sl+...+sﬁ,olarak tanimlanirsa '

5
_“n .
Un = ——~——-n+1 +$ (noé)

ve dolayisiyla

Sn:O(n+1) (n+=) (3.9)
dir.
Qo
!.'" o g IS l
- M! =Ssup L
n n+1

olsun. EﬁZO(l) (n+») olmak Uzere

seklinde yazilir. e>0- keyfi verilsin.:Bu takdirde, JN=N(c XN Byle ki Vn>N
ig¢in fgn|<g saglanir. m>N ve pelN keyfi alalim. Bu takdirde, Abel
kismi toplam fermiiliinden ' '

n+p a n+p. .
5 LS s, (.- Ll oy g L o,o  _L

k=n+1l k+i k=n+l k © k+1  k+2 n nt2 Tnrp notp+2

nHp _
= I Sy 1 -~ *n Sn+p (3.10)

k=n+1 (k+1)  (k+2) n+2 n+pt2 ’

ve '

n+p n+p \

z g —Ll £ S S — L

( . A
kintl ® (D) (k42) kenel © CFDTRFZT T G2 G3)



B

N 8
_ n + ntp
(nt2) (nt3). (ntp+2) (ntp+3)

ntp - S ' _ 5
=2 Z ' k - - L
k:n+1'(k+1?(k+2><k+3) {(nt2) (ot
s
.ot . .
+ 1
(ntp+2) (ntp*3) G-

elde edilir. {3.11), (3.10) da yefine.ya2111rsa
utp 1 ﬁ"'p _
A P i R W
k;n+1 k+ 1 k;n+1 : (kt 1) (kt2) (k+3) (DTP+2)(n+p+3) (n+ 2} (nt3}

5

S .
P (3.12)
n+2  n+p+2
bulunur. Diger yandan,
e s, il s,
2 S . .
‘ k?n+1 (k+1)(k+2}(k+3)-l$ 2 k§n+1 (k+1)(k+2) (k+3)
n+p 1
v ———
€2 " (k+2) (k+3) ?
k=n+1
L 1 ' o1 )
v ——— {ksw) ve I —= vyakinsak oldufundan, n yeterince
(k+2) (k+3) 2 o2 _

k k

bilytik segilirse VpelN icin



-~ 2=

ntp cg

; .

2 L TR+ 2) (k+3) |<e
k=ntl (et 1)

saglanir, Bdylece,

n+p g :
' X a0 () (3.13)
2 z + o (e .
ket 1 (kt 1) (k+2) (1t 3)
1p"."_.,
elde ed}}lr.
1 a.
T : = % E'!k.'-f
n k=o
olarak tanimlan:zrsa
n+§ - .
T - T = E ik...__ (3-1"!)
k+1 ‘

+
L N

(3.12) de kullanilirsa

bulunur. (3.8), (3.9) ve (3.13),

n+p _
3
E — > 0 {(nw)
+
k=nt+l K+l

ve dolayisiyla (3.14) den

Tn+p - Tn»o(n+W) (Vpett igin)

elde edilir. O halde, (Tn) Cauchy dizisidir. Bu nedenle (Tn)dizisi va=

kinsaktir, Oyleyse
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olarak tanimlanan (Rn) dizisi ig¢in.
R 0 (o)
n

dir. Aﬁnluzamanda (3.12) den "p=, n sabit" igin

= ak o Sk S s
P o—=2 - n . n
kt1 nt 1 (et 1) (& 2) (k3D (ot 2) (n*+ 3) it 2

k=nt1 k=

elde edilir, Bdylece,

S o 3
. . n - . k
+ T — , .
(m2) R == 73 200D I e (o9
. k=11
bulunur. Ayrica, (%) e gdre
o S o
‘k 1 .
5 S e (342, )
el @D®E D@D | O WD) 8
o« E
) 1 k
T (== -—)s+ T ——m———
el 2 KT gy (e ()
P ‘ . e |
\ 1 1 k
<lim - 2 (= ~ —)5+ -5
kent 1 | k+2. Kk+3 e o 1 (kt+2) (kt+3)
5 ‘g
< nt3 i n+3
eldugundan
' ; Sn - £
. n -1 - ) . 5
1im [ (o 2)Rn+sn] lim [ s + 2(n+2) =3 + =3 ]
-0 T+
== st 28+ 2¢

= S+32¢
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dir. Rﬁ+o (=) oldugundan
{(ndl) R *+s->s{nr=) - B ' (3.16)
n oo
dir. Ote yandan,

ac

. - 1 T 1
Ca "kéo (igk 1+1)
olarak tanimlanirsa
o i - ai ) o ai
= -—_— -— + .7 -—
tn 1§o i+1 +1:1 1+1 * 1=n  1+1
n . n . . a.
- aj 43 az % i
*ifo Tt if1 Tatec tidn D i T
:S+( n+l)R
1 m
elde edilir. Burada (3.16) kullanilirsa
t
n—)s(n—m)
bulunur,
"Yoterli kogul": T =k akinsak ve 1 ( % a )=s; yani
§ "o k1 Y nso " k=n kil’77Y

t s (nsw)} olsun.
n.l

tnzsn+(n+1) Rn

oldugundan



M
ntl

+1

=a_ +*R +(nt2) (R
n n n

-t =s  _+(nt
tn Sn*l {n 2)Rn+

n+1

a .
n+l

t(o+2) [=5=

an+l
nt2

dir. O halde,
tn+l_tn=Rn’
t =s +(ntl) R
n n n
esitliklerinden
=g +{nt t
tn s, {(a+1)¢

Sn:tnh(n+1)(tn+

s =2 t -[(nt1)t
|43 n

bulunur. Bﬁyléce

ntl

n+l

n+2

u*?

an+2

nt3

-—t '
n)’

-t
n)’

n +3
n+4

-nt ]
n

85

- —{nt
5. {ntl) Rn

l—Rn)




~B6—~

s+s. +,..ts =2t -{(t. -o.t
o 1 n 'o-( 17 ° o)

+ _ _ _
2t1 (2t2 tl)
+3t2j(3t3—2t2)

+2t - +1)t -
tn {(at+1) mlntn)

=2{t +¢t
0

¢ +...%t )-{nt
175 tn) (n 1)tn+1,
&8 +8:4+,,.+s (N L S
o 1 n._,_0 1 n
= ; - r +1
n+l : n+1 n
elde edilir. tn+s(n+m) oldugundaﬁ
t +t1+...+t
o+l
ve bbylece
s +s_ +,,.+s
_ o 1 ¥ L
o i 2 25—s= s{ne)
n+l '
bilunur, 0 halde,
d &0
s *s{C_° Z =
5 s( 1) olayisiyla Zo 3, S(Cl)

div.
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B-) C,~ METODLARI

E.Cesdro 1890 da 1raksak serileri yeniden ele alarak, C,-yakain-

saklik fikrini ortaya atti. Ardindan, k pozitif tamsayi olmak ﬁzere'Ck-

metodlarini tanimladi..

K.Knopp, 1907 de ve.baglmslz olarak S.Chapman, 1911 de a>-1,

aeR ig¢in Ca—metodlarlnl tanimladilar,
kel ig¢in Ck-metddu agagidaki gibi tanimlanir.

Tanim 3.4: Bir (Sn) dizisi verilsin.

K, k=1 k-1 k-1 o ..
Sn._SO+ S1 +-"'+Sn (1$kcﬁ) ve Sn.-sn (3.17
olmak Uzere
.
n(s): — s (10}
( K )

ise (Sn) dizisi s ye Ck-limitlenebilir (veya k. mertebeden Cesdro 1li-

mitlenebilir) -denix ve Sn+3(0£) geklinde gdsterilir,

" .
Eder : a serisinin kisml topl dizisi s
fe (Sn), ngo , Serisinin kiswi toplam diz g ve s - s(Ck)

ise T a serisi s ye C ~toplanabilir (veya k. mertebeden Cesdro |

n-o

=

toplanabilir) denir ve nio-an:a(ck) geklinde g&sterilir,
Sonug 1.2 ye gidre ) ' . !
k.
(n-kk)% {n—e)

k T{k+1)
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oldugundap ngo a, serisinin s ye Ck~toplanabi1mesi
Pt Skt (5 s (n5e) 3y

olmas1: i1le de tanimlanair.

% . ® k n . s ..
I a=¢(C)ise I 8§ x serisi |x|<1 1¢cin yakinsaktir,
n=o k n=o n

=
Hag o
w]

Gergekten, an;s(Ck)'ise tanim geregi

klnﬂkSE+s(n+m),

btylece
n_kSE > S ()
I(k+1)
dir. Bu nedenle,
. ' k
|Sk xn+l_[ | . s (n+1)
. + + =
1im 5 S 11 r(k,l) lx|=ix|
E k n : N-+oa g .k .
[s, =} | n* |
T{(k+l)

dir. Dolayisiyla d'Alembert testine gdre DEO SE X serisi [x|<l

i¢in yakinsaketir,

Burada SE, an've s, ler cinsinden ifade edilebilir: pdN ve

| %] <1 icin

oldugu bilinir. Dolayisiyla

.
o
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o]
Q
=]
3
—
1]
"
=

™

m__ln ‘m
=) ( ngo ¥ )(néo #p®

: ) ( I} It
(1= 2k kEo*

il

(1-x) T s x"
“X) nZo Sn* 0

ve hdylece

L ?I’axn: %0
1-x n=-omn n=

elde edilir, Ayni diigiince ile

3]

bulunur, Bdylece k=o ve k=1 igin

1 °§ n <« k n

—————— ax = & §x
(1—x)k+l nR=0 n n=o 'n

dir. Yukaridaki iglem k defa arka arkaya uygulanirsa k22 ve kel igin de
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__1#_._ DZQ é xn = of Skx
ktl n<o 0 =0 1n
{1-x) .

oldugu gdriilir. 0 halde her kell igin

- k+1 z: % . : k nwo S.nxn: ncg S}:xn (3.19)
(1-x) -° (=) -
dir. (3.19) da
1 k+1:nfo (n;k)xn ve 1 'g:=n§0 n+i—1}xn
(1-x) - (1-x) -

egitlikleri kullanilirsa

n+k-1
n

kn

n+ke n = n o
( n Ix )(néosnx )‘ngosnx

® n, ® n ®
(&, )X )(ngélnx y=( L (

elde edilir. Burada Cauchy carpimi yapilir ve kuvvet serilerinin &z~

desiik teoremi kullanilirsa

? ( g (n—1+k ) K

n w« 1 ,n-itk-1 n
s . . =L (.L .
nso 'ifo* n-i ‘i n:Ocl:O( n-1i )51)

x Tl
X = L Sk}( »
n=-C n

it 33 _3
gk 3 (UIRTLy L (titky
n izo- n=1 7717 ize ' n-i 7%

(==}

bulunur. Bbylece > a serisi icin
'y_’ngo_n- s

- it k-1 T a-irk
{ "k i=o * lnE1 ) 1 -igo (qnf: ) i
’ CI'I(S)= = =

ntk o K

{ n ) ( 0 )
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olur. O halde, Ck:((ck>ni) k. mertebeden Cesdro matrisini gdstermek

{izere

n-itk-1
( n-i ) ig
(l'l‘i‘k). » &N
n
& o=
{ k%31
) , i>n

dir. Buraya kadar olan iglemlerde keN aldik. Su soru aklimiza gelebi-

lir: k y1 herhangl bir reel sayi alabilirmiyiz?

Benzer yolla keR icin

ile tamimladifimiza Varsayabiliriz. Bu durumda,

} . ne + ' . ,
{1} k negatif tamsayi ise (nnk)= (nkk); o olacagindan C —matrisi tanim-

k

1

lanamaz.

(f1) % negatif tamsay1l depil ve k<-1 ise C, -metodunun- tanimi amaca uy-

k
gun degildir, Gergekten:

P/ . P50 ve |x]<l igin

N G0 P G P MR AS Le ARG Ll ¥
P T . n!

oldugu kullanilir ve an9=(z) olarak tanimlanirsa sonug 1.2 den

-1
P

a
n

(Do)
T(p) _
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oo
elde edilir, Bu nedenle. 20 a_ serisi pozitlf terimli iraksak bir
n— .

seridir. Fakat bu seri igin

P §Sxz——em—or I ax = . -
+ : +
(l-x)k 1 (l—x)p- (l—x)k p+l

= + =
n=o0 n (1_x)k 1 n0 n.

kn 1 @ n 1 1 1

oldugundan dzel olarak k yerine =-p-1 alinirsa

olacagindan

S-p-l _ 1, ‘n=o
" 0, ndo

clur. 0 halde, nEo a =0 (C_é_l) dir. Yapilan bu iglem ilec sonsuza

iraksayan 1raksak bir seriye sonlu bir sayi kargilik getririliyor.

Bu sonucun amaca uygun olmadifi agikeiz.

(I k>-1 ve keR ise Ck-metodu tanimianir. Bu durumda

L s, B (3.20)

f 1 _
(1~x)k+l n

oldugu pgidzdnlne alinarak,
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k1
)2 a x = (17x) . - F oaxt
n=o n (l—x)k (1-%) n=¢ 0
k+l -
= (1-x) n L s xn
(1-x) n=o n
- r1_onktl, 2 omtk-l4 n @ n
= (1=x)7 70 O x (L s %)
k+l « n—-i+k-1 n
= (1-x) ngo(lgo( n-i ) Si)x

ve buradan da

(1-x)k+1 s

elde edilir, Diger taraftan (3.20) kullanilirsa

1

n % .k - {(3.21)
(l-x)k 1 ng a zZS

o n n=o n-x
bulunur, (3.21) den

| e n+k

: n,, ® n w© k. n
Iy =
ﬁ(ngo( A Ix )(ngoanx ) ngo 8 x
® B neidk n @ kon
L (.r ¢ . Ja.)x = ¥ S'x
n=o i=¢ n-: i n=0 n

¢ikar. Kuvyet serilerinin Szdeglik teoremlne gire



—T7 4=

I . .
n—-itk, _.k
iFo ( n—-1 )a£HSn

dir.

Sonug olarak kéR ve k>-1 igin |

. i 1 - It i
Sk I (n lig l)s- I (n l.k)a.
ck(s)-— n R, ok n-1 1 _ 1o nm-l "1 (3.22)
n T (T T (ot . Tk '
n n n

dir. Bu takdirde,
K, |
c, (3} s(mre) .

. . L I =]
lse (sn} dizisl s ye Ck—leltlenebillr veya n§o an serisi s ye
Ck—toplanabilir denir. BBylece, Ck;((ak)ni) k. mertebeden Cesaro

B

matrisi icin

ntk *
e ) s o= ' {3.23)

P 0 , 1>n

olur. O halde, C, ~matrisi bir liggensel matristir,

k

Bir A={a_.) ilggensel matrisinde VneWN igin a #0 ise A va
ni 1 nn

+k

5

]

normal matris denir. VndN igin (ck)nn = # 0 oldugundan C -matri-

si bir normal matristir, Dolaylslylajtersi vardir. $imdi C;1=((c;1)ni)

Ckhmatrisinin tersini gdstermek lzere
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oldugu gisterilecektir,

Verilen bir (Sn) dizisine Ck

-matrisi uygulandiginda

K _key. O
g PEE(8)E igosck

) . s,

ni 1
cldugunu biliyoxuz, Buradan,

-1

. 4k
K

T«
5 =, C . O
n l§0 nt 1

bulunur. Yine |x]<1 igin

b T os s Tos]
(1-x) n=e 0 n=o
olduguﬁdén
? s x''=z (1—x)k bl Skxn
n=c n nzo n

-F = ok, nq, ® k.n
_[ngo(-l) (n)x }(n§0 Snx )

w 7
= I {(,L

n-1i, 6 k k., n
B (E DT sDx

dir. Kuvvet serilerinin 8zdeslik teoreminden

(3.24)
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b n~i K
"0 120 -0 -(n-i) S5
elde cdilir. Ayr:ica, .
CeptEe Sy o DT D) (2. (e (aein1))
n-1 'y
(n-1)!
_mk(=k+1) (<k+2) . . . (=k* (n=i-1))
' (n=i) !
It -
= Ot )
oldugundan _
N o—foke
5= .Z .nll-c.l)si.c
=Q n—-1 1

dir. Burada (3,22) kuilanlllrsa

) n-irk-1, ,i+k, k
“a igo ( n-1 ) ( k ) g4

bulunur. {3.24) ve (3.25) den

(n—i*gfl)(i+k

isa
n-1 k ) » =

elde edilir.

(3.25)

(3.26)

Ck—metodu, giri§te szedilen 4), B) ve C) aksiyomlarini sag-

lar. Yaniy

El



T = 3 ;:0 Aa =A )3
A) aZo 2n s(Ck) 1s§ RN S(Ck))
B):__ngO an=s(Ck) ve 1n§o.bn:F(Ck) ise
¢) % a =s(C,) ise ¥ . (< )
nfo 4n S\M 188 Lf 8,7 A
dir. Gergekten;
ngo an:S(Ck) ve néo ?n:t(ck2
olsun.
,.1n
E' '
Sk BE
Lo 5 s(nse) ve
(n+k) (n+k)
n n
olur,
A) x :=z-Xa olarak tanimlanir ve T
I n : nIo
lirse
p¥ = agk
n

Cgye

oldugu gdriilir. Bdylece

vani;

Dk

e
n ) 4

('l'l

ngo (an+bn):5ft(ck)3

T b_ serisi igin Sk, Bk ile gdsterilsin, Bu takdirde,
=0 1 n i

x_ig¢in Sk, Dk ile gsteri-
e n Tl .
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elde edilir.

18

- - . k . J
BY ¢t :% a b olmak iizere t dgin Sk, T 1ile g@sterilirse
1 n 11 n—=o n n T

gisterilirse
Tk: Sk ¥ Bk
Il n ju i

oldugu gdrilir, Dolayisiyla

Tk

i
* (s¥t) (n*=)
(n+k)

¥

bulunur. Q halde,

oo

nEo tn: nEo(anibn)f(S;t)<Ck)

dir.

C) yn::am-1 olsun. Bu takdirde

Ty zg- |
n:Dyn s ao(ck}
oldugdﬁgésterilirse ispat biter. |x/[<1 igin
2 kn -k—-1

L 8§ % =(1-x) T a x
n=o n nzo n

n

n+l

:(1—x)“k'1(ao+ f a )

X
n=o  nil

“k-1 © n
={I-x) (ao+x néo Yy X .
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e ; Iy K"
= a (1-x) k-1, X: nL Y K
o Wkt
(I-x)
S n+k n . T ik n4l,, ¥ n
E L
nEy Oy agx +( 2 (L) YLy D)
' n .
© kon = n+k n @ . n—-1i+k n+l
- I (. .
niosnx T n=o (_k )aox + H;O(IEO( k )yl)x
T : @ nik n 2 0zl n-i-Iik n
b = 8,7 ngl ( k )aox +n£1(i§o( 3 )yi)x

@ n+k n=1 n-i-14k

n§1 ¢ k da+ igo( k )yijxn

il
fu
+

dir. Kuvvet serilerinin &zdeslik teoreminden dolaya

k o4k, 4+ n=l ,n-l-izk
Sn= ( k )ao igo ( k )yi §n>o)

elde edilir.
¥ .i in Sk .Hk ile gdsterilirse
nZo’n ¢ n® "n &

n+k R

ke . )
et B (n>0)

8™ = (
n

olur. Ayrica,

¥ ~1+k |
G R G B S N

eldugundan . v
Hk

o=l
(n-l+k) ' o
k
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bulunur. Bdylece,

Hk
n

n+k
( K )

+S-—a =500
O(n °)

yani;

ngoyn: nEl an:s—ao(ck)

elde edilir,

Bundan sonra, 0eR ve o>-1 olmak ilizere C -metodunun bazi

Onemli Bzelliklerini verecegiz.
Teorem 3.6 ile regiler C_-metodlar:i belirlenir,

Tedrem +3.6: acRve d>p ige €. -metodu regiilerdir.
a g

lspat: asR ve a>0 olsun. ¥nell icin

n _ n n (R 1 n+a
igo’(cu)nil :igo(cu)ni: i%o (n+a) - (n+a) - i )= 1
n n

oldugundan (RN) ve (RSl) kogullar: séglanlr. Ayrica her sabit i ig¢in

o CTETD @D R
a'nl” nta o
( a ) () n

()

Ve

L a1 - '
(n-i) . i(a+i) + o0 (nww, 1 sabit)
I {w) . f '
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oldugundan (Co) ko§ulﬁ da saglanir. O halde, Teorem 2.3 e gire Cu—

metodu reglilerdir.

a=o0 igin Ca—metodu, Cagchy anlamindaki yakinsakligi wverir.

Dolayisiyla azo igin Ca—metodu régﬁierdir.

-l<axo ise Cd—metodu regiiler degildir. Bunu gdstermek icin

ispatsiz olarak verecegimiz yardimci Teorem 3.1 i kullanacagiz.

A '
W
[ R

Yardimei 'Teorem 3.1.([1],'sayfa 425): r,s€R, r,s ve ris—-1 negatif

tamsayi degilse

n k-f n-k-=s,| _ ~-r ~é n-r-stl
ol CLOC L= 0k )0 ")+0( )
dir.
- l<a<0Q olsun.:Bu takdirde Yardimeci Teorem 3.1 den dolay:
VoelN igin
L _ 1 n n-k+a-1
kl_:ol (Ca)nk‘_ nto kEoI ( o~k )I
(o)
- L owroe®)
(n+a)
n )
W LD (01y000®) (o)
0 1
- M oyer@inom om) [
n
bdylece
] .
l(;o I{CU)_nkI s (o)
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elde edilir. O halde, -1<@<g ise Ca—metodu (RN} kosulupu saglami-

yor; dolayisiyla regililer defildir.

A ve B ik% limitleme metodu olsun. Ejer Sn+S(A) olan her (Sn)
dizisi igin Sn+S (B) qluyorsa bu durumda "B metodu A yi kapsar"
denir ve ACB geklinde g8sterilir, Efer ACB ve BCA ise A ve B metod-
lar1 denktir denir ve ARB (veya AZB) geklinde gOsterilir. Ayrica
ACB fakat A ve B metodlari denk defilse, "B metodu A dan daha kuv-

vetlidir" (veya "A metodu B den daha zayiftir") denir.

Yine, S >5(4) ve Sn+S'(B) olan her (8 ) dizisi igin $=8' olu-

yorsa "A ve B metodlari uyumludur” denir.

§imdi verecegimiz Teorem 3.7 de C -metodlarinin uyumlu olma
durumlarini ele alacagiz. Once, adi gecgen teoremin ispatinda kulla-

nacagimiz asagidakl yardimei teoremi verelim,

a b )
Tardimci Teorem 3.2 [1]: fb—l; s>-1, 252 (no<), BRI {n->w) 1lse
nr ﬂs
n o 25k - (r+1)T(s+1)ab '
k§o Yrstl (aoe) dar,
- n TCr+s+2)
a b
Ispar: r>-1, s>-1, —§-+a'(n+m9, —§~+b(n+m) olsun. Sonug 1.2 ye
e n n
gore
r
. . ,nir n
Ay "(-n ) q'???:?)(nqm)
ve
. -5
& S
N G T
r{s+1) °

oldufundan, sﬁ:o(l) {nwe)}, n.= o(l) {n+») olmak Hzere
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T i
=( T
a_ { (r+1)a+$n)An
b_= (I'(st1) btn )AS
I 5 n
seklinde yazilir. Dolayisiyla

N _
r . ) s
(r(r+1)3+.-sn )An_k(} {s+1) b+nk)Ak

Ti
. _ ¥
ko 2a-kPKC koo -k

= T(rr1)T(s+1)ab A£+S+1

n ,r s
al (r+1} k§5Ah—knk Ak

n
b I'(s+1) k§0 En—kA;—kAE

"

r s

n
* go En—knkAnﬁkAk

k
' e e . rs+l . e e
dir. Son egitliin her 1ki yani n 1le bolinlr ve

r+s+l s+l
n e

An T{r+s+2) (o*) oldufu kullanilirsa
a b - .
% nk 'k P(r+1)T (s+1)ab
k=o nr+s+1 F{r+s+2)
o n i s
+ al (x+1) | REO nkk Ak
- T{r+s+2) Ar+s+1
: ’ T
;J, 7 T 3
Vo , bI(stl) kZo -k n—kAk
- I(r+s+2) aTtstl
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R S o (3.9)
P'(rts+2) k=o AL#8+1 ‘> '
' n

elde edilir.e>Q keyfi verilsin. (en) ve (nn) dizileri yakinsak ol-
duklarindan sinirlidirlar, dolayisiyla 4M>0 sayisi Oyle ki Vnen
igin |en|<M ve }nn|< M dir. Ayrica, ( e ) ve (nn) sifir dizisi oldu-
gundan JN=N(e)elN Hyle ki Yosn igin

|en|<a ve Inﬁ|<€

saglanir. Bu nedenle, her n»N ic¢in

r =)
n A A

n-k "k k 1 n r s
2 =gl <= A 0|
oo Amwl Anal ko T~k k'ﬁ
n iyl
.1 n
e r
- Ar+s+1 (kgolnk[A kAk kﬂN+1 n kAk)
' N
el s AT aS rey 5 )
,Am8+1 T k=o n-k'k N+1 wk%c
1]
r s
g ¥ Ay \
L r+s+l €
=e] A
Tt
olur. SaEit bir k ig¢in
s .
oz K T(rtst2)
F(r+D) r(s+l)
olmaky lizere
AT A3 oTSr(ress2)
;;§+; r+s+1 € 1-¥0(n+m) (3.28)
A T{(r+1)T(s+1)n n°t

n
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oldugundan,
. . ] ) ?
M. g bﬁﬂ:kfku N M 2 ———fi~_-M(N+1) > 0 (pow)
k=o Ar+_s+1 -~ k=o ns+l - ns+l

n .

dir. Bbylece

AT A%,
ar{rsl) kza n"kAknk

r(ress2) AL

+.0 {ne) . 3.29)

bulunur. Benzer iglemler yapilarak

1n e Ar AS
-k n-k'k
Eo e = el (we), (3.30)
An
n ¢ n r s :
kio - r+s+? k —o(l) {ne) (3.31)
- A
I

n-k k. T{¥4I1)T(s41) ab

(n>e)
r{ris+2)

bulunur.

Teorem 3.7, {13: r>—? ve ngo an:S(Cr) ige her &>0 igin ngoanzs(cr+5}

dir,

Ispat: ¥>~1, §>0 ve nzo anzs(Cr}.oisun. Bu takdirde (3.21) e gdre

Saz= 2541+ 35 olmzl drece
Ixj<1l igin '
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=]

n
? ¢ n ngosnx
n=o 0 (1-x)
@ n
_ ngosnx . 1.
-0 - (1-x°
- (T sTxM L CE ASTHY
n=on n=-0 n

n

b 6-1 .r._.n
ngo(kgoAn-k Sk)x

dir. Kuvvet serilerinin 3zdeglik tecreminden.

”Sn " k-o Anéksk.

elde edilir, ? “a =s (€ ) oldugundan
nZo o | r o

“E 5 s(new)

n

dir, Ayrica Sbnug 1.2 de gdzOniine alimirsa

st st
¥al 8
T (ne )
}n , An?(r+1) r{r+1)
bulunur.
X 2 =A6_l ve y ¢ =g
n n n n

olarak tanimlanirsa

(3.32)



_8?..

X
n_,. 1 (ﬂws)
n‘S‘I T () .
Yy

n,_ s ()
nt T {r+l)

olur. Yardimc:i Teorem 3,2 ye gdre

x y Aﬁ-lsr .
] n-k”k A L8
g ez L — (o) {3.33)
k=o n t+3 - k=zo nrﬂﬁ5 F{r+8 +1)

dir. {3.33), (3.32) de kullanilirsa

- . 5
SE+6 | . . Si+

S (n_xp) ,-. yani 5_ > 5 (n—rm) . ’
i P(r+6+1) A-:E* :

o3

elde edilir. Baylece‘%@>o-1§;n ngo gn:s(Cr+6) bulunur.

Sonug olarak, r>—1 ise Vs>0 ig{n Cr ile Cr+6 -metodlari uyum—

ladur.

Teorem 3.6 dan,a>Q igin T a =s ise I a zs{C ) oldufunu
: nzo 1 n=c 0 &

biliyoruz, $imdi verecefimiz Teorem, 3.8, ~lc¢y<o durumunda EO a =s
n=

ise Lo an:s(ca) olabilmesi igin a lerin saglamasi gereken kosulu

verir,

J

Teorem 3.8 [3]: ngo a =8 ve an:O(nhl) ise ¥8>0 i¢in LI an:s(C_1+6)

dir.

f=-]

fspat: = 20(n"
Ispat: I a-s vean: (n 7) olsun,
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(I) 821 ise-14820 dir. Teorem 3.6 ya gire C -metodu regililerdir.

: —1+6
Bsvlece, ngo an=s(C_1+é) dir.

(11) o<6<l olsun. o<w<l olmak iizere N:=[[wn]] olarak tanimlansin,

(n yeterince biiylik segilerek N»1 saglanir.)

Sn::ad+a1+...+an olmak lizere sn+s (o) oldugu biliniyor.

Ayrica

. n -.
ey (k461

N | ) a

n
ya = 3 (k+6 1 ‘
. n—-k

k7 kZo  §-1

N1 e ST kas-l

o (-1 ) Aot ady Ge-1 ) @

n-k

dir.

N-1

81:= kgo (

k+8-1

n
5-1 g Ve Spf =l

[ g
e

olsun. Sonug 1.2 den fk+6 1)_ G(R ) dir. an:O(n-l)

1., .
verildiginden a = 0 (—lh) dir. Dolayisiyla,
w a-k

N-1
Tt k+8-1
S17ag t g1 st ) By

1

-ochys §-1 L

N-1
L1 o(g. ). O(E?E)

N-1 . 6-1
1 K
20()+ &) oS

)
n-k

8
N
O(H_N

N-1
z
k=1

8
N
'O(E:ﬁ)+

s
N,
=0 (n—N

)
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: . : § &8
olur. Diger taraftan,_N=£[wn}} oldufundan N <w a~ ve n-Nzn(l-w) dir.

Bu nedenle,

ve dolayisiyla

AW G—L
81"O(T:; n )

s §

IE K w
5-1
n 1-w

clur. O halde wvlacak gsekilde K»o sabiti vardir. Oyle

ise e>o keyfi veriidigi takdirde '[Sl]<sn§_l olacak gekilde o<w <I

secilebilir. (w <(E;E—91/6 secmek yeter,)
c .
S 3 St N
Ui T gy ) tee
n : o n~N
.= 1 (k+6 1

= = =
7 iy Cam1 2 20T 18w % Pnek T koo Yk
olur. abel kismi toplom formiiliinden

n—N k n-N

_ ¥ : _
597 k:o-( o ai-)(un*-k un—khl)_k(kgoak)unh(n—N+1)

4o

Vel
= o Skl -1t Sy
a-N-1
" o Sl T Y1 e (g 0 St



-S0-

n=-N—-1
"o Sk e Yok Sy

bulunur.

- k+d-1
Y1 T ey O

k=1+6~1

5-1

S(8+1) .. (8-l+k) _ S(841) ... (-lik-1)
ki (k—1} .

C(8+1) s (84k=2) (5-13k-k)
X! :

_S(8=1)(8+1) ... (3+k-2)
k! '

k-2
2lsep )

L =00 Glew)

N
. b

ve s=0 ise Sh zo(1) (m) eoldugundan

n-N-1
S2 = kEo sk(un'k_unhk—l)+sn"NuN

n-N-1 .
T o100 Do) 00T
k:O I .

1

)

o(ﬁs_l)

elde ediliy.
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~1%+§ 8- 8- &~
S = §. 48, = o(n 1)+.o(n Y= ot l) (n>=},
n 1 72
S_l+6 !
Bz 0(1) (o),
n
S~l+6. S;l+§
n - :F ‘S l A
(“*'g“l; T {(8) o(1) (n=w)
ris) -
oldugundan
S—l+6
L zo(l) (uwe), vani n@g a = O(C_1+5)
(n+6—1) ' -
n

dir.

S£0 ise Sn—szo(l) {ns=) oldufundan benzer iglemler yapilarak

S—i+5
. 5
b nté=1
T

l It

- 3 {£+m)

elde edilir.

n
a_ kompleks terimii bir seri ve § - , I a olsun.
n-0 n a - kzo k

=g

£,a vakinsak ise an:o(l) (nee) ve sn:lD(l) {n+=) oldufunu bili-
yoruz. Teorem 3.1 de, ¥ a ¢ -toplanabilirse a zo(n) {(n~=) ve -
n=0 n 1 _ n
s = o{n) (n»=) oldufunu sbylemigtik. §imdi ise r>-1 ve n§o a

Cr-toplanabilirse a ve s’ in sahip oldugu &zellikleri inceleyecegiz.
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Teorem 3.9, [1]: -1, E ¢ =s(C )
e n=o n r

{n+e) dir. Ozellikle o<r=§ igin i%ﬁ

n

dir. (g i=C +C. +...+C
(o) (s i3c_+c. )

1

i t: - I = . I +
spat: r»>-1, ,ngo ¢, s(cr) o<é<rtl

durumda,
SE - | | .
—— zs+e (e +o(mrw)) (3.34)
X n - g
T
oldugundan
st =(s+e AT (3.35)
n - o’ n .
seklindedir,
T a r
(1): ¢ tamsay: o}sun. S 7 kls Aok Sk 1di. 0 halde,
,-l_ |
oo r Sox o=l
S'qsnﬂl::kgo An—k.ck— kgo An"k'-lck
= 0 T r r
ko Ao A -1 Ao=O)
n
- r-1
Ko Aﬁ'k “k
- Sr-l,
1
- = (3.36)
Ar A’ At

ise

saflansin ve

Sr—ﬁ 5
ox8<r+l igin -ﬁtqf—: oln )

1]

:b(l) {mr>=) ve bévlece cn:o(nr)

£>0 verilsin. Bu
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bulunur. (3.34), (3.36) da kullanilirsa

. Sr—l i —
=o(1) (n*)

;A

0

elde edilir. Burada da.Sonug 1.2 gdzbnjine alinirsa

Sr—l-
n

zo(1) (n>»)

bulunur. Difer taraftan

esitligi n' ile bSliniir ve benzer islemler yapilirsa

572 zo(a’) (uw)

bulunur. Dolayisiyla ¢ tamsayl olunca bu iglem arka arkaya

narak

SEHG —o(n") (n+)

elde edilir.

uygula-

(I1): § tamsayi olmasin. (3.32),8 yerine -§ alinarak yazilir ve

(3.3 kullanlllrsa

elde edilir.
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%n=o(1) (nie) oldugundan JpelN Syle ki Yo>p igin fsn <g dir.

Dclayisiyla,
: r=6 -6 P o5t . r n -5-1 r -
= E : : I .
5n SAn +k:0_An—K €kAk +k=p+1 An-k k Ak . 3.3

olur. Difer taraftan, Sonug 1.2 ye gire

v - = o(1) (nwx)
nF 2P (61
oldugundan ~
sA;_5
- = 0(1) (l'l-!'m) : . (338)
o
dir. ' -
PRl 4T _
| P
K20 “n-k_ “x *x L -6-1
CA : r 7Y Eo‘ An—k ek Ak l
13} . I
i Py -§-1 r
=5 o 0T A el
n .
P
_ -5-1-r T
= [0 (n | M) e
_ P .or
Pl b g I8y el
= 0(1) (n—m)
buradan
P —-5-1 r
|2 A" e |
e SN (o) (3.39)
n

gikar. Yardimeil Tecrem 3.1 e giire
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n

_6"1 r n —6"1-7:‘ |
T :
lk=p+1 Ak Gy e L, I &)
= E[O(n"6_1)+0(nr)+0(nr_6)J
= elo(a )40+ o(a"))
= ¢ 0(n") (nse)
dir. Bolayisiyla
mn (S 1
K=p+l nrk k ék = o(1) (mom )

n
olur. (3.38), (3.39) ve (3.40), (3.37) de kullanilirsa

Sr*ﬁ

r
n .

=o(l) (o)
elde edilir. Burada Sonug 1.2 kullanilirsa
T

“re8

e 2 0(0%) (nsw)

Ar-G
n
bulunur. ﬁzellikle r>o ve §zr ise Sg::o(nr)(nﬁm) olur,

o _ ., r .. . . _a\T T
thsn-c(n ) (n+w), boy;eceJ T80 "80-1 Ve (=1 an”  (now)

kullénllarak cn:o(nr) (n+=) bulunur.

(3.40}:

oldugu

0 halde, herhangi bir 'r»-1 igin ¢ /n" >0 (1) degilse

N g

c o, Cr—toplanamazh

n=o n



Teorem 3,10. [4]: Bir (sn) dizisi verilsin,

S 8. 44..18
oS+ +

m = olmak lizere mﬁ+s(ck_1) olmasi ig¢in gerekli ve ye~

n+l

terli kogul sn+s(Ck) olmasidir. (Burada 1<kelN dir.)

5 +g +,..+s8
o1

Ispat: Bir (s ) dizisi verilsia vem := " olsun.
D n ' n+1
(m ) dizisi igin SE Wﬁ ile g8sterilsin, Diger yandan;f
Sk
cﬁ (s):= B (3.41)
(k)
idL. C:(m)'de,
. ok
:rlckl.(m) = _Iilll_._ (3 . 42)
"ns n+k
olarak tanimlansin.
"Gerekli kogul”: m »s(C. ) olsun. (3.19) dan ]x|<1 igin
n k-1
- k nEosnxn::ngo Skxn
(1-x) N -
oldugunu biliyoruz. Doiaylslyla,
l f . I 1 1 (3] n
L s % = i Tox ¢ .. 5.X
(I-K)k .nﬁo n (l—x)k 1 l-x nZo n
® ntk—2 n o n ® n
= z &
(nzo ( k-2 ) x )(n:o x)( nZo °n® )

nik-2

n=o

n=0 1=o

:(ngo(“;kzz) )(E (1) n_x"

GEy (5D M § (zs)x>
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_ ¥ ( 7 (ﬁ—i+k—2

, n
n=o i=o k_Zf.)(l+1}mi)X .

dir. Kuvvet serilerinin 8zdeslik teorariinden

n
Sk =. &

(n—i+k¥2)
n i

o k=7 (1+l)mi

glkar. Bu son egitlikte;
i+1 = (nbk)—(ntk=1-i),

ST 1) ey (TR,

egitlikleri kullanilarak

k D heitk-2. n-i+k-1
Sz () 1B (U mmten) (B

$*= (o L — (1M - (3.43)
I n ind

bulunur. (3.41) ve (3.43) den

e R (5 28KL (nak) M1 ~(k-1)M5,
' n Tl b3

( k n

Ck(s): n+k M k-1 k-1 Jk
n (n+k) n (n+k) n
k k

elde edilir,
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- ntk _ k .
ot T ndk-TL

S B G

oldugundan
.
Cn(s): k (n+k _1) = (k-1). (n+k) (3.44)
k-1 3
rr. (3.42) ve (3.44) den
ck (s) k. c (m) (k-1) c {(m) _ (3.45)

elde ednllr. m +s(Ck 1), yanl Ck (M) 8 (n-0) oldugundan Teorem

3.7 ye gore C (m)+s(n+w) dir, Bu nedenle (3.45) den
k
CI‘L (S)—ka“(k—l) S:S(Il—)-m)
bulunur. Baylece_sn+s(ck) olur.
"Yeterli kogul": s .s(C ); yani Ck(8)+5(n+m) olsun .,
n R n .
k-1 k k

M =M -M :
n n "n-1

oldugundan (3.43) den

§° =(n+k) (%X Y- (-1)m,
n n-l n

I

k k
S :(n+l)Mn~(nfk)Mn_1 | - . (3.46)

elde edilir. (3,41), (3.46) da kullanilirsa
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(1) (i) ME
n n-1

k .
Cn(s) (n+k)
k
3ME ‘E-l
: =( n+l): n+k ,f n n—1+k
- TG T S

bulunur. Ayrica son egitlikté (3.42) kullanilirsa

k

K, .. kK, |
Cn(s)—(n+1) Cn(m) n Cn“1

() (3.47)

olur. (3.47) n=n, n-1,n-2,...,1 i¢in yazilir ve taraf tarafa topla-

lanirsa,

CE(S)+C:_1(S)+f.; +cf(s)=(n+1)c§(m)—c§(m)

elde ed¥1;}.

CE(m)zME ve M0=m0:so
oldugundan

i @)=c(s)

dir. Bu nedenle

n

K, \_, ok, '
iZo G5 ()=(at1)Ct (m) (3.48)

olur. Béylece,

Tk

L Ci(s)
(,k(m}= =0 r
n ntl
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bulunur, CE (8) » s(n+w) ocldugundan Cauchy limit teoremine gére
Ck(m)+s(n+w)
n

olur ve (3,45) yardimiyla

cﬁ"lcm»{;‘: # 5L oss (e

oldugu elde edilir. Dolayisiyla mn+s(Ck_l) dir.
n k.
e 1255 (9)
Com)z ———x
0

(n+l)

egicligi (sn) dizisinin Ck-danﬁ§ﬁmﬁnﬁn aritmetik crtalamasinin,
ayn1 dizinin aritmetik ortalamasinin Ckmdﬁnﬁgﬁmﬁne esit oldugunu

ifade eder,
Sonug 3.1: kg olmak ugere ngo an;s(Ck) lse

a.+2a_ +...+na

1 2

n+l

+0 (Ck) dlr.'

(2=
Ispat: keN ve n§0 n_sfck) olsun. Bu durumda sn:ao+alT... a olmak

lizere
Sn-+S (Ck)

dir, Teorem 3.1Q a géref

S+S +u--I+S .
_E_HE;ﬁ.___J1_+ s (Ck—l)
n¢l

ve Teorem 3.7 ye gbre de
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s tg, +,, .+ g
o

1 n s (Ck)
I b §
f!la .
d1r.:Doiéy151yla
s +_Sl+...+3
§ ~ —2 2> 5 (C)
n k’
n+l

olur. Diger taraftan,

S +8.4...% a,+2a,.+...4na
. o T1T TSy Bty |

n o+l . n+l

1}

oldugu da gozdénline alinmirsa

a.+2a,+...+na
A

g (Ck)
n+l

bulunur,

n? a ve L jbﬁ serileri mutlak yakinsak ise bunlarin Cauchy

c n =0

carpiimr olan ch serisinin de (mutlak) vakinsak cldugunue biliyoruz.

Lr =]
Ancak’ I a wve b serllerinin sadece yakinsak olmas: durumunda
‘n=c n n=o n -
n§o <, serisi yakinsak olmayabilir, Ornegin:

i n 1 . ® % e
-bh L (- —— £ Z »
an_bn, (~1) JasT ise I a ve nto b, serileri yakinsak

: n
@ . 1 : 1 P
X - ¥ -1)2 z . 51 1
co %A nzo -1 (k:O VT - JE:EIT) Serisl ise iraksaktir.

Agagida T a ve ¥ b serilerinin sira ile ¢y ve Cg ~topla-
n=0 n n=0 n .

. . , ® ..
nabilmeleri bhalinde nZO Ch Serisinin durumunu tartigacagiz
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Teorem 3,11 [4]1:u>0, B.>6, E a =s(C) ve 1§ b =t(C.)
il Il n=o n o n=oc n B

n o
i ¢ oz i L =s. iy,
ise n.mk'qak b _, olmak iizere L c =s t(Ca+B+l) dir

R

Ispat: w>c,B>0, T a =s(C ) ve T b =£(C_.) olsun. Bu takdirde,
n=o n o n=0 N 3

Teorem 3.9 a gore an:o(na) (nse)} ve bn:o(ns) {n+~) dir. Bu nedenle

|x]<1 igin

n,, ® . n,_ ®,9 n_
(o2 anx )(ngo #nx )= n:o(kzoakyn-k)x -

o n
r c X
n=¢c n

olur. Ote yandan vi=a+filolarak tanimlanirsa, |x]<l icin

1

(1_x)a+1

1

n=o %% ° (1Hx)8+l n=o

TR ]

1 e
P e
(l-x)Y n=o n

n
b x
n

elde edilir. Burada,

T oa igin Sa, &Qa
<o "n “n

ile gbsterilir ve {3.21) kullanilirsa

® .o n,, @ Bin_ % _¥on
( ngo‘ﬁn * )(ngan)X B n)-io__cnx

bulunur. Kuvvet serilerinin &zdeglik teoreminden

n o B Y
kgoeﬂk Bn—k :qn

dir.



A

G : 0 . k>n

olur, A:(ank) agrk olarak bir icgensel. matristir ve Sonug 2.1 in

kosullarini saglar. Gefgekten:

1y (3.28) den, VpdN igin an§+o () fe ah’n_p > d(n+m) oldugu gd-
riliir.

a B

., n n noo A Ak
1) Vned igin g fay [5d, a2, o
n
n 1

oldugundan sup kgo[ank}<m ve L a. +1l(n»e ) dir.

Ayrica, xn+s(n+w) ve yn+t(n+m) oldugundan Sonué 2.1 e gbre

C‘Y . i -
gz > s.t (me);
nY
In
dolayisiyla ngo (%:S't(CY) dir.

. . o n_l @ . _.n _ 1
Girigte, g (-1) =3 (Cl) ve ngo( 1) (n*+l)= Z €,)

oldugunu g8stermigtik. $imdi ise daha genel olarak,

! . © -, o 0 ntk, 1 .
Vel igin ¥ (-DU( = 5 (C

2k+1 k+l) ' (3.49)

oldugunu g8sterelim:
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{3.49) un k=0 ve k=1 igin dogru oldugunu biliyoruz,

siyla k%Zfigin dofrulugunu géstermek yoter,

Bunun igin:

n n+k n ok
= g =,& a. = .
a1 = (=1 }s n hl:oal ve s 120 An—l al
olmak lzere
Sk 1 .
LI ( n%m)
Ai 2k+1 .

oldupunu gésterirsek ispat biter. (3.19) dan |x|<1 igin

® k n 1 o

n=0 n . (l-:x).k.l-l ( }_) (Il+k) Y

elde edilir. Burada,
T 17 (- 1)“<“”‘> (1)
(1+X) .

oldugu kullanilirsa t

= 1 1 1 ©
P8tk : Ly
= (l_x}k+l (1+x)k+ (1- XZ)k+1 iZ

i+k
( k

bulunur. Kuvvet serilerinin dzdeglik teoreminden dolaya

g (lik) y .ﬂ:21
S‘D. - .
& , h=2141

dir.

n=21 olsun. Bu takdirde;

dolayi-

21

) x



=Luo=

1 e L ¥k k] kTL
;S; :igo Si: Ugo(uk ) :(¥k+1 ) = (1)
R _ I'i{k+2)
oldugundan
k+1 itk+l
Sn _ ¢ k+1 ) L1 (1) (%)
T B (2i+k+l) S R
n le+1

elde edilir.

n=2i+l olsun, Bu durumda da

k+1 oL itk+l

Sn _ { k+1 ) . 1
KFL T T T RIRIFRAI k+1
A ( k+1 ) 2

dir. (x) ve (=) dan

EDS = LG

=T )
2k+l

n k+l

bulunur.

(nw) (%)
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s, BOLUM

C, -METODLARI ILE DIGER METODLAR ARASINDAKI BAZI ILISKILER

Bu b&liimde, Ck;metodlarlnln Holder, Abel ve Euler metodla-

riyla olan bazi iliskilerini verecegiz.

A=) CES&RO VE HOLDER ORTALAMALARI

Bu kisimda, H, ile gbsterilen.k. mertebeden H&lder metodunu

k

ile C metodlarinin denk oldufunu gbsterecefiz.

t 1 H
animlayip, H, ;

Tanim 4.1: Bir (sn) dizisi verilsin.

o_ k _ 1 k-1 , k-1 k-1 _
Hoss  ve HD =—oe (H© +Hy H..oHD ) (ks1,2,..0)

olmak {izere,
lim 05
e n

isc (sn) dizisl g ye Hk—limitlenebilir (k. mertcbeden Hilder limitle-—

nebilir) denir ve
sﬁ+s(Hk) veya lim s =s (Hk)

geklinde gdsterilir,
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) . [++]
o g . .. , P
1Eger L a serisinin kismi toplam dizisi ve s »s(H

%*gg (Sn)’ n=o n kLS pham n"s¢ k)

ise ngﬁlén serisi s ye Hg—toplanabilir (k. mertebeden Hilder top-

~lanabilir) denir ve
T a-
n=o an ?(Hk)
gseklinde gbsterilir.

Tanim 4.1 den anlasildigi gibi, H -metodu keN igin tanimli-

k .
dir. Dier taraftan,'Ck—metodunpn k>~1 ve keR igin tanimlandifini
biliyoruz. 0. halde, Ck—metbdunun tanim alani Hk—metodunun tanim

alanindan daha genigtir,

Teorem 4.1, [4]: kN igin H aCy dir.

k

Ispat: kel keyfi verilsin.

1

1) Hﬁ;Ck oldugunu gisterelim. (sn), 8 +5(Hk) olan keyfi bir dizi
n '

olsun. Bu takdirde, tanim geregi

dir. Teorem 3.10 a gdre

k=1
Hn +S(CL)

dlrf O_halde,

k-1 1

p=lo 1 (ka2+ k-2
n o

k=2
+.,.,.1
= Hl Hn ).+s(c1)

dir. Yine Teorem 3.1Q. dan

k-2
Ho ",s(C)



=lQo=

elde edilir. Bdylece Teorem 3.10 k defa arka arkaya uygulanirsa
1

RN
Hn S(Ck)
bulunur. s =H- oldugundan s *>s{(C. } eclde edilir,
nLon n k

11y Cé;Hk oldugunu gésterelim. Simdi de (sn) ,sn+s(Ck) olan keyfil

bir dizi olsun. Bu takdirde, Teorem 3.10 a gire

s +sl+...+s
A . +'s(Ck_1)
ntl ‘ :
+5_+ +
g Sl * e Sn

n+l

dir. Ayrica Hi: oldujundan

. .
Hn > S(Ck—l)

olur. Yine Teorem 3.10 a gire

2 1 P
Hn—m (H0+H

1

1 )

’ 1
tooH :
. Hn)+ s (Ck_2

dir. Bu gsekilde Teorem 3.10 k defa arka arkaya uygulanirsa

k 1 k-1 k—l+‘..+Hk-l) +5(C )
1 n o)

bulunur. Co—metodu Cahchy anlamindaki yakinsakliga denk oldufundan

Hk 5 ()
n

dir. Bu ise sn+s(Hk) oldugunu gdsterir.

1) ve 11) den H elde edilir.

¥ Ck
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A
ol -

B-) CESARC VE ABEL METODLARI

Bu kisimda Abel metodunu tanimlayip, bu metodun Cesdro metod-

larindan daha kuvvetli olduBunu gdsterecegiz.

Tanim 4.2: Bir (sn) dizisi verilsin. 0<x<l olmak {izere

serisi yakinsak ve

= k
8 X =8

lim_ (1—x)‘k§0- K

x>1
ise (sn) dizisi s yec Abel limitlenebilir denir ve snﬂs(A) seklinde
gdsterilir, ;

oo - - . 13 - - * . N .
EZer (Sn)’ nEO a serlsinin kismi toplam dizisi ve sn+s(A) ise
o S '

I a_ serisi s ye Abel toplanabilir -denir ve E a.=s{A) seklinde
n=-4a ] : n=o0 1

gésterilir, '

Abel metodu ig¢in A{X) matrisi {(Abel matrisi),
A0=(a ()= () (oex<l, kel
dir.

Abel matrisinde, gimdiye kadar sbzii edilen A:(ank) sonsuz mat-
rislerinden farkli olarak n yerine reel degerli ve pozitif x sii-
rekli degigkeni kullanilmig ve a verine de ak(x) y§211m1§t1r.
Bu gekilde, n yerine reel deferli ve pozitif siirekli depigken kullanil-
diginda elde edilen limitleme metodlari ic¢in Silverman-Teeplitz Teo-

remi agafidaki gekli alir.
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Teorem 2.3 [11: x reel degerli ve pozitif siirekli degisken olmak Uze-

re A(x):(ak(x))ﬁ(c,c;P) olmas1i i¢in gerekli ve yeterli kosgul

1 =]
I oo
(0" syp B la (0|,

(Co)l ak(x)+0:(k sabit, x—>°°)

(RSl)l I e (x)n ()

dir.

Agagldaki.teorem, Abel-metodunun regliler Cesdro metodlarin-

dan daha kuvvetli oldugunu verir.

X3 ' ]
Teorem 4.2: t>p ve I .a =s(C ) ise I a =zs(A) dar.
—— n=e n o n-=c n

- == . . :
Ispat: a0 ve nEO an:s(Cd) olsun. Bu takdirde, Teorem 3.9 uyarinca

S,Z8_%a ... ta olmak lizere snzo(na) (n>w) dir. Dalayisiyla |x|<l

., . Tl P
igin nEO s X serisl yakinsaktir. Ayrica,

-3 n a+i 2 4 n
g (x)=(1-%) nEo s X =(1l~x) nEo Snx

ve
, o
o n
C (S)" ‘—a—
A
n
oldugundan -
o(x):(l—x)&+1 T a% ¥ (s)x"
o=0 n n

olarak yazilir. Ote yandan
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ak(x):=(l—x)a+lAE xk (k=0,1,2....)

olmak lizere A(x}z(ak(x)) matrisi Teorem 2.3' niin kogullarini saflar.

Gergektens:

K1

1 % o
: = 4
(RSl) : ]E Akx = (1_ ) T oldugundan

Eo 2007

bdylece iiT_ kgo ak(x):l bulunur,

. . k

@Hl: 1im o oa (x) = 1im  (1—x )“*1 ¢ g,

o -~ kK s k
x>] x+1

)a-l-l I

RO B e ] [ (x

A‘;

a+t+l @ kCI'-I

kgolx-Ak

=(1-x)

(IX)CH.I
1—|x]

sup z ]a (x)|=sup (1“-X ) = O(1)
ocx<]l T o<x<l I*{x]

dir. Dolayisiyla A(x) regiilerdir.

(L) s=0 ise Cg(s)+o(ﬁ&m) dir. Ayrica A(x) regiiler oldufundan o(x}-o

(X+1h) dir, 0 halde ? a =o {(A) dair.
nfo n

(I11) sfo isge sn—s»o(ca)'dlr. Diger taraftan

o (x) k

o0 k oo
(1-x) kgo(sk s)x +s5(1-x%) kgo %

(1- X) (s -s)xk+s
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dir. (I} den lim_ (1-x) kgo(s —S)Xk:O dir. Biylece

x*1 k

lim_ 0 (%)=s
ol

elde edilir,

Bu teoremin tersi dofru degildir, Gergekten: f(x):z e bex
fonksiyonu g@zbniine alinirsa, bu fonksiyon x==-1 ncktasi diginda
regiilerdir. Bu nedenle f(x), [x[%l igin n§d anxn seklindeki yakin-
sak bir kuvvet serisi ile temsil edilir, '

[

0 halde, |x|<1 i¢in f(x)=_I a x" olsun.
n-0, n

Ote yandan

1
lim_ £{x) = lim_ e Lex = Ve ’
x+1 x+1
oldugundan
Of a :i'/_(-lT (A)
nZe n

dir. Diger taraftan, [x{<1 ve keyfi bir keN i¢in

1 : :
e ¥ 1+—l~+—1—+—~1—~—3+---+ 1 lk e
l4x 27 (l+x) L o(k+2)F (X))
n,ml, n

® | ® (-1 s
=1 +ngo<—1)“x“+;§r o TLT X

by okl n
1 ngo( 1) ( e 1 X F .

(kt2)!

+
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=14 B [1aor () ...+(—-—12) (ML LY GRS
2 kt+2) !
o n n
:1+n§0(10 )W)(l)x

bulunur. O halde,
1

fix) = el+x = f alxn =1+ ? {

2 n+1 ) (=1)%"
n=o n n=o i:o

i ) ( +l)'

dir. Kuvvet gserilerinin &zdeglik teoreminden dolay:

n+1
(

- - - b n
nzl i¢in an:(fl) iTo i ) (1+1)'

dir. n gift ise, : :

n+1 1 o+k+ 1

3,7 ilo ( )(1+1)' (k+2) " ( k+1 )
olur. Sonug 1.2 ye gbre
k+1 .
(" ) k+1
kt1 n (n-—rm)
(k+2)! M(k+2) (k+2)!
oldugundan
a n
E > wo{pr . k sabit)
n T{k+2) (k+2)!

dir. Béylece n g¢ift ise anéo(nk) (o)} bulunur. Teorem 3.9 a gore
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o ' oy .
L. a C —toplanamaz. Ayrica Teorem 3.7 de kullamilirsa Z a seri-
R0 u Kk nz0 n

sinin higbir k?d,_kER-igin Ckhtoplanamadlgl agik olarak gHrdliir.

Bundan anlagilayor ki Abel metodu regiiler Cesdro metodlarin-
dan daha kuvvetlidir. Dolayisiyla Abel metodunun etki alan: Ck—mctod—

larinin (k>0) ¢tki alanindan daha genigtir.
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C-) CESARO VE EULER METODLARI

Burada 8zel olarak Cl—metodu i1le 1. mertebeden Euler metodu
(El—metodu) arasindaki- bazi iligkiieri verecefiz. Bunun icin 8nce

El-metodunun taniminl verelim.

1 It

) Comeo PR - n ' .

Tanmim 4.3: Bir (sn) dizisl verilsin. o} ;H kéo (k) Sy olmak {ize

re lim g ~s ise (s ) dizisi s ye E ~limitlenebilir (veya l. merte-
N ! n L

beden Euler 1imit1enebi1ir) denir ve sn+s (El) seklinde gdsterilir.

Eger (sn), HEO a seriginin kismi toplam dizisi ve s 7S (El)

ise HEO a serisi s yelEl—toplanabilir (veya 1. mertebeden Euler top-

lanabilir) denir ve ngo an=s(E1) seklinde gdsterilir.

El: ((el)nk) 1. mertebeden Euler matrisini gostexmek Uzere

n
)
—-ﬁ N k&n
_ 2
(el)nk -
0 , ken

dir. Acik olarak E :((el)nk) matrisi Teorem 2.3 iin kogullarini saglar;

1

dolayisiyla El—metodu reglilerdir.

Problem 4.1 de EqCg ile C;Ej-metodunun denk oldupunu giste-
recegiz., Bunun ig¢gin Snce iki matrisin alisilmis matris cgarpimini ta-

niyalim.
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olmak tizere A.B:C:(cnk) dir. Burada her bir ned i¢gin ilgilt serinin

yakinsak oldugu kabul edilmigtir.

(3.23) den Clg((cl)nk) 1. merfebeden Cesdro matrisi

) s

o

w
=
W
=3

dir. E., Cl-matrisleri iggensel matrisler olduklarindan Elcl ve clEl

matrigslerl sira ile '

Byi=((epe)) )=
olur.

Problem 4.1: ClEl Ve:ElCl metodlari denktirler.

C&zim: Verilem bir (s ) dlzlSlne C1 ve E1~metodlar1n1 uvgulandigin-

da elde edilen dlleerl 31r331y1a C (s ) ve E (s ) ile gosterlllrsc
(s )= — I s =:c
n
E (Sn): —

olur. Aynl diigiince ile



=LLlf=-

- _ 1, 1 2oon 1
B Cyls)= By (€ (s )= By e )= 0 ko G
n k
21 n 1 .
B 2 kéo(k)[ k+1 i%o Si]
1 .n 1 .n So+sl 1 .n $o+51+"'+sn
== (s + —() toot == ()
o0 0" "0 ,n 1 5 o1t 0 nt+l
n .s u .
A K n Y
e ik )
- 2 - 1+1

elde edilir, Ayrica ogkgn olmakfﬁzere

1 n+l
(k) _ .(k+1)j
kt+1 n+l -
oldugundan
n S n
k n+1l
EC (s )= 1 —S—[ 5 (™ ]
I'1 " n k=o 2n(n+1) ik 1+l
olur. Diger taraftan ogkgn igin
n .n :
L .n-i,i, _ L o+l
=k 2 GO Tiok Gar?
oldugundan
n .Sk noo s
E,C (s) = I ——t— [ .z 2775}
171 n k=o 2n(n+1) 1=k k
I N
T ko nt+l izk 1



-118-

n 1 b ()
= —_ z i
ki o ik i ) sy

bulunur, Ote yandan

" UL S
CiBy(si= (L leed o= I &1 ik Zi).Sk
idi. O halde
n - no i
: 1 (k).
- . S 5 Mo g ;
CIEI(Sn)‘ kgo (n+1 1=k Zl)sk' L1C1(6n>

dir,

Agagida problem 4.1 i kullanarak E1 ve CI metodlarinin uyum-

lu oldufunu gbsterecefiz.
Problem 4.2: 5 +s{E_.) ve s »c(C.) 1ise s=c dir.
—— — 1 i : o 1

GOziim: sn+s(E1) ve sn+c(01) olsun, Bu takdirde
1)  Cl(sn)::ci-+c (n+f)

: 1+ o0
11) El(sn)-_:.sn s (n2x)

oluxr. II) ve Cauchy limit teoreminden dolay:i

sl+sl+ ' +s1
c (sl): o 1 n 55 (o)
1" "n
It l_

dir. Diger taraftan,

+ 1 .
Cl(Sn) = Cl(El(Sn)) = le-‘/l(-sn)



N E -11.9"

cldugudan
L ] -+ s
Llﬁl(sn) s {n>®)

-metodunun regiileriiginden

elde edilir. I} ve E'.1

1. 1 % n
El(cn? = — kzo( )

= cl + ¢ {nr™)
2

kW Tk
dir. Ayr:ca
£ () =B, (C, (s )= EC,(5)
I"™n 1" 1 n 171 n
oldugundan N :
ElClcsn) e (n;é}
dir. Problem 4.1 e gdre s=c dir. f

0 halde El.ve C1 metodlary wyumlu metodlardir. Fakat El-limit~

lencbildigi halde C.-limitlenemeyen veya . -limitlenebildipi halde

1 1
El—limitlenemeyen diziler vardir. Problem 4.3 de bu tip dizilere

dronek verecegfiz.

Problem 4,3: CCE, ve ECC. olmadifini g8steriniz.

=1 =1

géziim: Once Cf;El olmadigin: bir 8rnekle aciklayalim.
oo, @ tamkare

0 , diger hallerde

olsun. Bu durumda, n:k2 igin



'| C _1 20._

-1 _
Cl(Sn)“ E_T_'T (SO+51.‘+'“+sn).

1+2+...+k k{k+1) 1
= 5 = j 7 > 5 (k"‘”}
K 41 2(k“+1)
dir. n tamkare degilse, n den Bnce ge.len ilk tamkare m:ki olsun.
Bu takdirde (sn) nin tanim: geregi
1424.. .4k ko (k,+1)
1 171 1
C {8 )=C_(s_)= = — - (k, =)
1 ™n 1'"'m k%{-l . 2(k2+1) 2 1
1
dir. 0 halde (s ) dizisi C,-Limitlenebilir.
1 . |
. e 21 s om e
Ayni dizl igin El(sn).zn i:o(i)si =T olsun
2 . . '
Nzv  igln
2n
1 Z2n f
T2n= 22n iEo (i ) i
1 2n Zn 2n
= [ ) (Pdspteeer (O 0sy
N 1 (21'1)S
520 n
1 2o,
= 22n (n )S\Jz
1 {(2n) ! o
= n N
2 (nl)
dir,

g 7%. (=) (L8], sayfa 377)
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> (oe) bul o> s ve
a Jgj gﬁw uviunuyr. = 7

oldufu gbzdnline alinirsa T

E,, C, metodlari uyumlu oldugundan (sn) dizisi El—limitlenemez.

0 halde CCE degildir.
Ef;Cl olmadiginy gdsterelim. Bunun igin 5=
olmak lizere (sn) dizisini ele alalim. Problem 3.2 den

8>S (C1)®|z|<l- ve z#£1

dir. Halbuki bu (sn) dizisi |z+l|<2 dairesinin her noktasinda

E.-limitlenebilirdir. Gergekten, |

1 1
. ' ksl
1 0 n 1 .0, 1-z
B ls) = 7w ado (e oy RS kol T _

1 1 ' on 1 z Y oa, k

= (M- = z (M
2(‘1 1-2 k=0 k 21‘1 1-2 k=0 k .

z— —..L . g (1+Z.)n

_ _ .z -31+z n
1z T 1

_— .. .14
dir. [14z|<2 igin; %iﬁ ( 2Zfl: o, delayisiyla

. 1
Lim El(sn) T l-z

Tl

dir.
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