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Yiiksek Lisans Tezi

OZET

GALILE ve YARI-GALILE UZAYINDA EGRILER
Ogr. Gor. Yiiksel KELES

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Yasemin SAGIROGLU
2014, 72 Sayfa

Bu ¢alismada, 3 botuylu Galile ve yari-Galile uzaylarindaki egriler teorisi ile ilgili

makaleler lizerinde yapilan ¢aligmalar derlenmistir.

Oncelikle Galile ve yari-Galile uzaylar1 tanitilip bu uzaylardaki egrilerin genel
ozellikleri incelenmistir. Sonra G, Galile uzayinda Bertrand egrileri Frenet Bertrand
egrileri, Mannheim egrileri incelenmistir. Daha sonra G; vyari-galile uzayinda ise
Mannheim egrileri, AW(K)-tipli egriler, elastik olmayan regiiler egriler, kiiresel egriler,
helisler incelenmis olup bu egrilerle ilgili bazi teoremler verilmistir. Yari-Galile uzayinda

egrilerin equiform diferansiyel geometrisi tanitilarak, bu geometride egrilere ait bazi temel

teoremler agiklanmistir.

Ayrica G de egriler igin Frenet sisteminin diferansiyel denklemlerinin genel

¢Ozlimii arastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Egri, Galile Uzay1, Yari-Galile Uzay1
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Master Thesis

SUMMARY
GALILEAN AND PSEUDO-GALILEAN SPACE CURVES

Yiiksel KELES

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Yasemin SAGIROGLU
2014, 72 Pages

In this study, research on the article related to the theory of curves in three
dimensional Galilean and pseudo-Galilean spaces has been compiled.

Firstly, the Galilean and pseudo-Galilean space are introduced, general
characteristics of the curves in this spaces have been given. Then it is examined Bertrand
curves, Frenet Bertrand curves and Mannheim curves in the Galilean space. Later, in the

G: pseudo-Galilean space, Mannheim curves, AW(k)-type curves, nonelastic reguler

curves, spherical curves and helices are examined, and some theorems about these curves
are given. It is introduced equiform differantial geometry of curves in the pseudo-Galilean
space and some basic theorems about curves in this geometry are explained. In addition,

the general solution of the differantial equations of Frenet system for curves in is G;
given.

Key Words: Curves, Galilean Space, Pseudo-Galilean Space
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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Son iki yiizyilda gesitli yeni geometriler kesfedildi ve gelistirildi. Gelistirilen bu
geometriler bir ¢ok anlamda incelendi. A.Cayley ve F.Klein tarafindan ¢esitli geometrilerin
miimkiin oldugu ifade edilmistir. Bu geometriler arasinda ayni zamanda Galile ve yari-

Galile geometrileri de vardir. Bunlar fizikte ¢cok 6neme sahiptir.

Diferansiyel geometride, egriler noktalarin bir geometrik kiimesi olarak
tanimlanabilirler. Bir egriyi E® te hareket eden pargacigin ¢izdigi yol olarak diisiinebiliriz.
Bu yiizden, egrilerin konum vektoriinii arastirmak ve egrinin davranisini belirlemek klasik
bir amagtir. Clinkii, bir konum vektorii uzayda bir P noktasinin keyfi bir O referans

noktast ile iliskilendirilmis konumunu tanimlayan bir vektordiir. Bu konuda ¢ok zengin bir

literatiir vardir [33], [35].

Son yillarda Galile ve yari-Galile uzaylarinda egriler ve yiizeyler teorisiyle ilgili
aragtirmalar artmistir. Bu uzaylarin genel bir ¢aligmasi ve arastirmasi Roschel [34] ve

Divjak [21] tarafindan yapilmistir.

Ogrenmis ve Oztekin [10] 3-boyutlu Galile uzaymda Bertrand egrilerini

aragtirmislar ve ayn1 zamanda Mannheim egrilerinin bir karakterizasyonunu yapmislardir

Kiilahg1, Ogrenmis ve Ergiit [12] ise G, uzayinda AW(K)-tipli egrileri tammlayip,
AW(K)-tipli Bertrand ve Mannheim egrilerinin bir incelemesini yapmuslardir. Oztekin [5]
G, uzayinda Frenet-Bertrand egrileri ve Weakened Bertrand egrilerini arastirmis ve bu

egriler i¢in bazi karakterizasyonlar vermistir.

Ayrica Yilmaz [17] 4-boyutlu Galile uzayinda egrilerin Frenet-Serret ¢atisinin
ingaasin1 yapmistir. Burada ayrica egrilerin Frenet-Serret denklemlerini ve Galile kiiresel

egrilerin bazi karakterizasyonlarin1 ve 6rnegini vermistir.



G; yar-Galile uzayinda ise Bertrand ve Mannheim egrilerinin benzer bir
incelenmesi [11] ve [7] de yapilmistir. Kiilahi [3] G; uzayinda helis egrisi i¢in bazi
incelemeler yapmistir. Bu uzayda AW(k)-tipli egriler ve Mannheim AW(k)-tipli egrilerin
bir arastirmasi [4] de yapilmistir. Ayn1 uzayda kiiresel egrilerin bir karakterizasyonu ise [8]

de arastirilmistir.

Ogrenmis, Yeneroglu ve Kiilahg1 [2] G; yari —Galile uzayinda elastik olmayan

regliler egrileri incelemislerdir. Bu uzayda egrilerin elastik olmayan akimlarin
tanimlamislar ve egrilik-burulmay1 igeren bir kismi diferansiyel denklem olarak bir elastik

olmayan egri akimini incelemislerdir.

Z. Erjavec ve B. Divjak [6] G; yari-Galile uzayindaki egrilerin eguiform

diferansiyel geometrisini agiklamiglardir. Bu ¢alismada bir hareketli ii¢c ayakli ve temel
invaryantlar1 incelemiglerdir. Frenet formiilleri tiiretilerek, equiform geometride egrilerin

temel teoremi ispatlanmis ve sabit egrilikli egriler incelenmistir.

Ayrica B. Divjak [1] G} yan-Galile uzayinda egriler i¢in Frenet diferansiyel

denklem sisteminin ¢0zimiinii arastirmistir.



1.2. E® de Temel Tammlar

1. Tanmim (Afin Uzay): A= 0 bir kime ve V de F cismi {izerinde bir vektér uzay1

olsun. Asagidaki onermeleri saglayan bir
fiAxXA—-V
(P.O)— f(P.Q)=PQ
fonksiyonu varsa A kiimesine V vektor uzayi ile birlesen afin uzay denir.
(A)VP,Q,ReAicin f(P,Q)+ f(Q,R) = f(P,R)
(A)VPeAve VaeV igin f(P,Q)=« olacak sekilde bir tek Q € A noktasi vardir.

Burada P,QeA i¢in f(P,Q)=PQ seklinde gosterilir. P noktasma PQ

vektoriiniin baslangi¢ noktasi, Q noktasina da bitis (ug) noktasi denir [12].

1. Ornek: R" sirali n-lilerinin kiimesi R kiimesi iizerinde bir vektdr uzayidir. Bu

uzaya n-boyutlu standart reel vektor uzayi denir. Bu taktirde,

f:R"xR" > R"
(P,Q)—)f(P,Q):Q—P

ile tamimli f fonksiyonu afin uzay aksiyomlarini saglar.

O halde R" sirali n-lilerinin kiimesi, R" n-boyutlu standart reel vektor uzay ile

birlesen afin uzayidir. Bu uzaya standart reel afin uzay denir [12].

2. Tanim (Afin Cati): V' bir vektor uzayi, A da V ile birlesen bir afin uzay olsun.

P, B,..., P, € Anoktalar icin RR.PP,,...RP vektorlerinin  olusturdugu

{RR.RP,...RR,| sistemi V nin bir baz ise {R,R,...P,} nokta (n+1)-lisine A afin



uzayinin bir afin catist denir. Burada P, noktasina ¢atinin baslangi¢ noktasi ve P, 1<i<n

noktalara da c¢atinin birim noktalar1 denir.

Eger boyV =n ise A ya n-boyutlu bir afin uzay denir [12].

3. Tanim (Afin Koordinat Sistemi): V' bir F cismi iizerinde tanimlanan n-boyutlu

bir vektor uzay1, A, V vektor uzay ile birlesen bir afin uzay ve {P,,P,,...,P,} kiimesi de A

afin uzayinda bir afin ¢at1 olsun. Bu taktirde VP e A igin @e A vektorii, V vektor

uzayiin bir {POPl, RP,..., POPn} bazina gore tek tiirlii olarak;
ﬁ - Z 8 ﬁ ’
i-1
seklinde yazilabilir.

X :A—>F
Pox(P)=a, 1<i<n

fonksiyonlart ~ yardimiyla  tanimlanan, (X1 ( P) X, ( P) yoeer X, ( P )) nokta  n-
lisine P € Anoktasinin afin koordinatlari, bu afin koordinatlar1 tanimlamak i¢in kullanilan

{xl, Xyyeens xn} sistemine de afin koordinat sistemi denir [12].

4. Tamm (I¢-Carpim Uzay): V sonlu boyutlu bir vektdr uzay1 olsun. Bir

v VxV >R

fonksiyonu bilineer, simetrik ve pozitif tanimli isey fonksiyonuna V vektor uzayi

tizerinde i¢-carpim fonksiyonu, V vektor uzayma da i¢-carpim uzayi adi verilir [12].

5. Tamim (Oklid Uzay): A, n-boyutlu V reel vektor uzay ile birlesen bir afin uzay

olsun. Eger V vektor uzayinda bir i¢ ¢arpim islemi olarak;



<,>:V xV - R

(x, y)—>x.y=zn:xiyi

i=1

Oklid carpimi tanimlanirsa, A afin uzayma Oklid uzay1 denir ve E" ile gosterilir [12].

6. Tamm (Oklid Cati): E", n-boyutlu bir Oklid uzay olsun.R,, R

1re

., P, e E"i¢in

{POPl, BP, .. POPn} vektor kiimesi E" ile birlesen V vektor uzaymin bir ortonormal bazi

ise {PO, P, F’n} sistemine E" de bir Oklid gatis1 veya dik ¢at1 denir [12].

7. Tanmmm (Egri): | < E"agik bir aralik ve

a:l ->E"

to>a(t)=(a(t) a,(t),...a, (1))

diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise ¢ ’ya E" Oklid uzayinda bir egri, | R araligna

parametre araligi, t € | degiskenine de egrinin parametresi denir [12].

8. Tammm (Hiz Vektorii): E" Oklid uzayimnda bir o egrisi,

a:l ->E"

toa(t)=(a(t) a(t),..a, (1))

olsun. Bu taktirde

da
dt

a(t) =a'(t)

- %| %| %|
“0 gt " de T dt

vektoriine o egrisinin o (t) noktasindaki hiz vektori denir [13].



9. Tamim (Birim Hizh Egri): E" Oklid uzayinda bir ¢r: 1 — E" egrisi verilsin.

le]:1 >R

t— e (t) =o' ()]

seklinde tanimli fonksiyona « egrisinin skaler hiz fonksiyonu,

a'(t)” reel sayisina da

o egrisinin (t) noktasindaki skaler hizi denir. Eger

o ()] =1

ise ¢ egrisine birim hizli egri denir [13].

10. Tamim (Regiiler E@ri): Bir egrinin her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli ise bu

egriye regiiler egri denir [13].

11. Tamm (Yay Uzunlugu): E" Oklid uzaymda bir «a:l—>E" egrisi

verilsin. a,b € | olmak tizere
b
=o' (1)

reel sayisina « egrisinin a(a) ve Ot(b) noktalar1 arasindaki yay uzunlugu denir [13].

12. Tamm (Yay Uzunlugu Fonksiyonu): E" Oklid uzaymnda bir a:1 —E" egrisi

verilsin. « egrisinin t=0 dan t ye kadar olan yayinin uzunlugu
t
()=l
0

dir. S(t) fonksiyonuna « egrisinin yay uzunlugu fonksiyonu denir [13].



1. Teorem: «, R® de regiiler bir egri ise,  ’min bir A birim hiz parametrelenisi vardir

[13].

Ispat: Bunu ispatlamak i¢in yay uzunlugu fonksiyonundan yararlanilacaktir.

()= [l ()

$>Oise S(t) fonksiyonu kesin monoton artandir. Kesin monoton artan fonksiyon her

zaman birebirdir. O halde tersi vardir. Bu ters fonksiyonu t(S) ile gosterelim.

de_1
ds ds
dt

p (S) =a (t (S))bileske fonksiyonu o egrisinin birim hiz parametrelenisidir. Ciinki

bulunur. m

13. Tammm: M c E" egrisinin me M noktasinda M ile sonsuz yakin dort noktasi olan

kiireye, M nin me M noktasindaki oskiilator kiiresi veya egrilik kiiresi ad1 verilir [12].

14. Tanmm: y: 1 cE —E" E" de birim hizli bir egri olsun. Eger y nin yliksek

mertebeden tirevleri

7'(8),7"(8),7"(8)sns V' (5)



lineer bagimsiz ve
7'(8)7"(8). 7" (8)se 7' (8), 7 (5)

Vs e | igin lineer bagimli ise 7 ya oskiilator mertebesi d -olan bir Frenet egrisi denir [27].

1.3. G, Galile Uzayinda Temel Kavramlar

H, benzerlik grubu asagidaki gibidir:

X =ay; +a,X
y'=a, +a,,X+a, CoS@Y +a,, Sin ¢z

2'= 8, +85,X— 8, SiN @Y +a,, COS ¢z
Burada a; ve ¢ reel sayilardir. a, =a,, =1 i¢in By = H, izometriler grubunu elde

ederiz:

X'=a+X
B;... Yy'=b+cx+ycosep+zsing
Z'=d+ex—ysing+zcose

Bu grubun etkisi altinda degismeyen (invaryant kalan) 6zelliklerin biitiini Galile uzayim

olusturur. Bu uzay G; olarak gosterilir.

15. Tanmm (Galile Skaler Carpim): 3-boyutlu Galile uzayinda A:(X, y,z) ve

B= (X1, Yis 21) vektorleri verilsin. Bu durumda bu vektorlerin Galile skaler ¢carpimi

XX, , X#0veya x, #0

(AB), :A.B:{
yy,+12z, , Xx=0 ve x =0

seklindedir [14].



16. Tammm (Galile uzayinda iki vektoriin dikligi): Galile uzayinda A=(X, y,z) ve

B= (X1, Vi 21) vektorleri verilsin. Eger AB =0 ise bu vektorlere Galile anlaminda diktirler

denir [14].

17. Tamim (Norm):

A=(X,Y,Z) vektoriiniin Galile normu,

|x| x=0
1Al =1 = (1)

y>+2° ,x=0

olarak tanimlanir [14].

18. Tamim (Galile Vektorel Carpim):

A= (Xl, Yy Zl) , B= (Xz, Y, 22) €G; olmak iizere A ve B vektorlerinin Galile

vektorel ¢arpimi

0 e &g
AxsB=Ix 'y, 7
XZ y2 Z2

olarak tanimlanir [14].

19. Tamm(izotropik Vektor):

Bir A=(x, y,Z)e(33 vektorinde Xx=0 ise A vektoriine izotropik, Xx=0 ise

izotropik degildir denir [14].
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1.4. Galile Uzayinda Egriler
20. Tanim:

a:l>G,,  alt)=(x(t),y(t).z(t)) )
olarak verilsin. Burada X(t), y(t),z(t) € C® (siirekli diferansiyellenebilen fonksiyonlar)

ve t € | dir. Bu @ doniisiimiine G, de bir egri denir.
a(t), G, *de bir egri ve X'(t) #0 ise 0!('[) egrisine regiiler denir [21].

21. Tanmmm: (2) denklemi ile verilen bir regiiler egrisi igin yay uzunlugu parametresi
ds =|%(t)dt| = |dx]

olarak tanimlanir. Basitlik igin r egrisinin yay uzunlugu olarak ds=dx ve s=Xx olarak

wron

kabul edilir. Simdiden sonra s ’ye gore tiirevi olarak gosterecegiz [21].

Galile uzayinda yay uzunluguna gore parametrelenmis bir

egria(X)=(x y(x),z(x)) olarak verilir.
| < Rbir agik aralik olmak tizere

a:l —>Gg,a(x):(x,y(x),z(x)) (3)
egrisi verilsin. Burada y,z:1 — R diizgiin fonksiyonlarina « egrisinin Galile koordinat

fonksiyonlart denir. (3) esitliginden tiirev alinirsa

o' (x)=(Ly'(x),2'(x)) @)
olur. (1) esitligiyle belli norm tanimmdan dolayi ||a'(x)||=l olur. Bu ise « egrisinin

Galilen uzaymnda birim hizli bir egri oldugunu gosterir [14].

IR  bir agk aralik olmak {izere en az C?®-sinifindan
a:l >G;, a(x)z(x,y(x),z(x)) egrisi verilsin. Bu durumda « egrisinin ardisik iki

tirevi alinirsa
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a'(x) =(Ly'(x),2'(x)),

(5)
a"(x)=(0,y"(x),2"(x))
denklemleri elde edilir. o (X)Vektt')rii birim vektor oldugundan dolayi
T(x) =(2y'(x),2'(x)) (6)

vektori egrinin teget vektorii olarak tanimlanir. (5) denklemlerinden
a'(x).a"(x)=0

elde edilir. O halde a"(x) vektort, (6) denklemiyle belli olan birim teget vektoriine
diktir. Bu durumda egrinin normal vektori; Ot"(X) vektorii yoniindedir. Bundan dolay1

egrinin N (X) birim normal vektorii

@)
el 7

seklinde olup, (1) ve (5) denklemlerinden

N9~ O 0-7(0)

olarak elde edilir. Bunun bir sonucu olarak B(X) birim binormal vektorii; T(X) teget

vektori ve N (X) normal vektoriine dik bir birim vektor olacagindan

B(x)=—— = )(0’—2"(X)’ y"(x)) ®)

seklinde bulunur. Bu sekilde segilen {T(X), N(X), B(X)} catisina Galile uzayinda birim

hizli egriler i¢in Frenet-Serret catis1 denir [5].
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1. Onerme:

(3) denklemiyle verilmis birim hizli «egrisinin Frenet-Serret elemanlari

T,N, B, x,z olmak iizere

seklindedir. Burada x egrilik ve z burulma fonksiyonlari

_ det(ar'(x),a"(x),a"(x))
x*(x)

K(x)=\jy"2(x)+z"2(x) . 7(x)

seklindedir [5].

Ispat: (6), (7) ve (8) esitliklerinden tiirev alinarak gerekli islemler yapildiginda; Frenet-

Serret formiilleri elde edilir.m

22. Tamim (Birim Hizh Olmayan Egriler I¢in Egrilik):

G5 Galile uzayinda birim hizli olmayan bir §:1 £ R — G5 egrisi i¢in egrilik

)
o1,

olarak tanimhidir [28].
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1.5. G; Yari-Galile Uzayinda Temel Kavramlar

G: yari-Galile diferansiyel geometrisi genis ol¢iide [1] da gelistirildi. Yari-Galile
uzaymin geometrisi Roschel [29]’mn sundugu Galile uzayina benzerdir (fakat aynisi

degildir).

Yari-Galile geometri reel Cayley-Klein geometrilerinden biridir. Uygun afin

koordinatlarda, yari-Galile grubunun hareketi

x) (a) (1 0 0 \(x
B; S/ =|b|+|d coshe sinhe ||y
7 C e sinhg cosho )\ z
olmak tlzere
1 0 O
B,: B0 -1 0
0 0 -1

ile verilir. Bu gruba G5 yari-Galile uzayinmn hareket grubu denir. Afin koordinatlarda B_6

grubu asagidaki gibi etki eder:

a 1 0 0 X
=|b |[+|d ncosheg nsinhe ||y
C e nsinhg ncoshe )\ z

o
()]
NIl <| x|

Burada 7, +1 veya —1dir.

Uygun bir TO(XO,yO,ZO) baslangi¢ noktali €,e,,e; li¢ ayaklist yari-Galile

anlaminda ortonormaldir, ancak ve ancak e, ,e,,e, vektorleri asagidaki gibidir:

e=(1v,2) 6=(0Y,12) &=(0¢z,¢y,), y’-2*=6

ve burada her bir ¢ ve ¢, +1 veya -1 dir. Yukarnidaki €,e,,e;, ii¢ ayaklisi i¢in,

det(el, e2|e3) =1 yani y*—z’=¢oluyorsa pozitif yonlendirilmis denir. Bu kavram
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B, altinda invaryant olacaktir (ve By altinda da). Bunun sebebi B, (ve B_6) nin spacelike

ve timelike vektorleri korumasi, ve det(ai,az,as) in B, altinda (ve ayni zamanda B

altinda) invaryant olmasidir [2].

23. Tanim (Yari-Galile Skaler Carpim):

Gl de a=(a,a,,8,) ve b=(b,b,,b,) vektsrlerinin skaler carpimlari

b= ab, , a,#0yada b #0
"~ lah,-ab, , a=0yada b =0

olarak tanimlanir [21].

24. Tanim:

X = (X, Y, Z) vektoriiniin yari-Galile uzunlugu

K , X#0
IXI=1 = B
‘y —z‘ , x=0

olarak verilir [21].

25. Tanmim (Birim Yari-Galile Kiire):
Birim yari-Galile kiire
5:={u€eG] uu=7F1}

olarak tanimlanir [14].
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26. Tamm: V=(X, y,z) G, de bir vektdr olsun. X=0 ise v’ye izotropik, x=0 ise

izotropik olmayan vektdr denir. izotropik olmayan birim vektdrler (l, Y, Z) formundadir.

izotropik vektérler 4 tipdir:
Spacelike (uzayimsr) (y2 —7* > O)
Timelike (zamanimsi) (y2 -7° < 0)
Lightlike (1s181msi) (y = iz)
Lightlike olmayan bir izotropik vektdr i¢in y* —z* = +1 ise birim vektdrdiir denir [3].

1.6. Yari1-Galile Uzayinda Egriler

27. Tamim:

a:l G, a(t)z(x(t),y(t),z(t)) 9)
dontsimi  verilsin.  Burada x(t),y(t),z(t)eC3 (siirekli  diferansiyellenebilen

fonksiyonlar) ve t € | dir. Bu & déniisiimiine G; de bir egri denir.

a(t), G; *de bir egri ve X'(t) #0 ise 0!('[) egrisine regiiler denir [21].

28. Tamim: (9) denklemi ile verilen bir regiiler egrisi i¢in yay uzunlugu parametresi
ds =|%(t)dt|= |dx]

olarak tanimlanir. Basitlik igin r egrisinin yay uzunlugu olarak ds=dx ve s=x olarak

kabul edilir. Simdiden sonras ’ye gore tiirevi olarak gosterecegiz [21].

G; de bir « regiiler egrisi t =S yay uzunlugu parametresi ile

a(s)=(sy(s).2(s))
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seklinde verilir.

a(S) egrisinin, egriligi x, (S) ve burulmasi 7, (S) asagidaki gibi tanimlanir:

<, ()=l ()= () (s)

10

0 ()= det(a '(S),a"(s),a'"(s))

. (8)

Frenet catisi ise asagidaki gibi verilir:

T.(s)=a'(s)=(Ly'(s).2'(s))

T,,N,,B, vektorlerine sirastyla o 'nin teget, esas normal ve binormal vektorleri

denir. Frenet formiillerinin tiirevleri ise asagidaki gibidir:

N, '(s)=7,(s)B,(s) (11)
5

[11]
Yay uzunluguna gére parametrelenmeyen bir o : 1 —G; | = R egrisinin egrilik ve

burulmasi ise asagidaki gibi tanimlanir [6].

(12)
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[11] de G; deki egrilerin farkh bir karakterizasyonu verilmis olup, burada 2. Tipten bir

egriden de bahsedilir.



2. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR

2.1. G, Galile Uzayinda Bertrand Egrileri

1850°de J.Bertrand tarafindan kesfedilen Bertrand egrileri klasik 6zel egri teorisinin
onemli ve ilging konularindan biridir. Bir Bertrand egrisi esas normallerini diger 6zel

egriyle (Bertrand esi diye adlandirilir) paylasan bir 6zel egri olarak tanimlanir.

Bertrand egrileri egrilik ve burulmasinin lineer baglantili oldugu 6zel egriler olarak

karakterize edilirler [5].

29. Tamm (G, de Bertrand Egrisi): o ve a egrilerinin egrilikleri ve burulmalari

sifirdan farkli olsun. Yani her bir egri igin
k,(8)#0, K, ()20  7,(s)#0, 7, (s)%z0  (vsel)

olsun. Ayrica o Ve ¢ nin G; ’te ki Frenet catilar sirasiyla {Ta, Na,Ba} ve {T_a,N_a,B_a}

olsunlar.  ve « egrilerinin VS el noktasindaki normalleri birbirine paralel ise bu

egrilere Bertand egrileri denir. (a, 5) egri ¢iftine de G, ’de bir Bertrand egri ¢ifti denir.

a egrisine « “nin Bertrand es egrisi, « ’ya da a 'nin Bertrand es egrisi denir.
Tanimdan (a,a) Bertrant ¢ifti i¢in, G(é(s)):u(s) olan bir §=§(S) fonksiyonel

bagintis1 vardir. (a,a) , G, de Bertrand ¢ifti olsun. O zaman

a(s)=a(s)+u(s)N,(s)

yazilabilir [10].

2. Teorem: (oc, 5) G, ’de Bertrand egri ¢ifti olsun. Bu durumda
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a(s)=a(s)+u(s)N,(s)

esitliginde verilen u fonksiyonu sabittir [10].

al Ta

Ispat. {Ta ,N B } ve {T_aN_aB_a} sirastyla o ve a egrilerinin Frenet catilari olsunlar.

(a, 5) Bertrand ¢ifti oldugundan

a (s)=a (s)+u(s)N,(s) (13)

yazilabilir. (13) denkleminin s’ye gore tiirevini alirsak.

'E(S)(;—§=Ta (s)+u'(s)N,(s)+u(s)z,(s)B,(s) (14)

elde edilir. {Ta, N, Ba} o *min Frenet gatisi ve « , « *min Bertrand esi oldugundan
u'(s)=0
elde edilir. Bundan dolay1 U (S) fonksiyonu sabittir. m

Simdi T, *y1

T, =cosdT  +singB, (15)

olarak tanimlayalim. Burada @, T, ile T_a arasindaki acidir. Eger (15) denkleminin s’ye

gore tiirevi alinirsa

zc_aN_aE =MTa +(x, cos@ -1, sinG)N,, +
ds ds

d(sin &) 3
ds

elde edilir. {Ta, N, Ba} o "nin Frenet catis1 ve o, « “nin Bertrand esi oldugundan

6 =sabit (16)

olur.
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3.Teorem: «, G, de bir egri olsun. « bir Bertrand egrisidir ancak ve ancak o egrisinin

burulmasi olan 7, sabittir [10].

Ispat. (a,a) bir Bertrand ¢ifti olsun. (14) esitligi ve 2. Teorem’den

T_% =T +ur,B, a7
ds

dir. (15) ve (17) dikkate alinirsa

ur,cotd=1

olur. A=ucot@ alinir ve (16) esitligi ile birlikte 2. Teorem kullanilir ise

T =— (18)
elde edilir. Bu da 7, nin sabit oldugunu gosterir.

Tersine, 7, *nin sabit oldugunu farz edelim. Yani 7, = A, A sifirdan farkl bir sabit

olsun.
a=a+ uN,,
olarak tanimlansin. (17) ve (18) kullanilirsa

T, ds &, —uz’ N
ds ds T

elde edilir ve bu da N_ ile N_a nin lineer bagimli oldugunu gosterir. 29. Tanim’a

gore (a, 5) Bertrand ¢iftidir. m

4. Teorem: (Schell Teoremi) (a,&), bir G, Bertrand ¢ifti olsunlar. Bu durumda o, a

Bertrand egrilerinin karsilikli noktalarindaki 7z, ve Z burulmalarmin ¢arpimi sabittir

[10].
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ispat. o yerine o alirsak (13) denklemi

a=a—uN_

a

seklinde yazilir. Buradan

T, =T. 2% 7B, 2
ds ds

elde ederiz. Ayrica

T =cosdT, +sin6B,

yazabiliriz. (19) ve (20) den

coséd 1

sin@ UZ

elde edilir. 3. Teoremi ve (21) kullanilir ise

sin’ @

- = sabit
u?cos® @

T. T, =

a " a

oldugu goriiliir ki bu da ispati tamamlar. ®

(19)

(20)

(21)

30. Tanmmm: ¢, G, Galile uzayinda sifirdan farkl egrilikli bir regiiler egri olsun. (11) deki

Frenet denklemlerini saglayan bir {T(S), N (S), B(S)} Frenet ¢at1 ailesi varsa, ¢ ye bir

Frenet egrisi denir [5].

31. Tamm: c, G, Galile uzayinda bir Frenet egrisi olsun. Eger ¢ ’nin karsilikli noktalarini

birlestiren dogruda karsilikli N ve N asal normalleri cakisan bir ¢ Frenet egrisi varsa,

¢’ye bir Frenet-Bertrand egrisi denir ve FB egrisi olarak yazilir. ¢ egrisine ¢ nin bir FB

eslenigi denir. (CE) egri ¢iftine G, Galile uzayinda bir Frenet-Bertrand ¢ifti denir [5].
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5. Teorem: ¢ bir FB egrisi ve ¢, ¢ ’nin bir FB eslenigi olsun. Bu durumda ¢ ve ¢ nin
karsilikli noktalar1 arasindaki |u| uzaklig1 sabittir, ve T.T =cosé olacak sekilde bir sabit

0 acis1 vardir [5].

Ispat. {T,N,B} ve {T, N, B} sirastyla ¢ ve ¢ boyunca Frenet atilari olsunlar. (C,E)

bir FB ¢ifti oldugundan

c=c+uN (22)

yazilabilir. Eger (22) denkleminin s’ye gore tiirevini alirsak,

f$=T+u'N+uN' (23)
S

: - . . . ds
elde ederiz. Burada s ve s sirasiyla ¢ ve ¢ fizerindeki parametrelerdir ve d—;tO dir.
S

Eger (11) denklemlerini diigiiniirsek ve (23)’i kullanirsak,

f$:T+u'N +urB (24)
S

buluruz. {T,N,B} ¢ boyunca G, de Frenet ¢atist oldugundan ve (CE) bir FB egri cifti

oldugundan
u'=0
elde ederiz ki bu u ’nun sabit olmas1 demektir.

Simdi @, T ve T arasindaki a¢1 olmak iizere

T =cosdT +sin&B (25)
olarak tanimlayalim. Eger (25) denkleminin s’ye gore tiirevini alirsak
——ds d(coso)

KkN—= T+(/ccos¢9—rsin6?)N+d(Sl—ne)
ds ds ds

B
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elde ederiz. {T,N,B} ¢ boyunca G, de Frenet catisi

oldugundan (N =¢N,e= il)

cos @ = sabit

elde ederiz ki bu @ ’nin sabit olmast demektir.m

(24) ve (25)’i gdz Oniine alirsak

cosH:d—S~Ur
ds

elde ederiz ve boylece

tan @ )
7 =—— = sabit
u

bulunur.
c=c—&uN
alalim. Buradan

Td—§=T —¢urB
ds

ve

T =cosdT —&sin @B

elde ederiz. Eger (27) ve (28) gbz oniine alinirsa

cosazﬁvesinﬁzﬁu%
S ds

ve (26) ile (29) denkleminden

~ sin@
T = 2
u

= sabit (> 0)

buluruz. Buradan asagidaki teoremleri verebiliriz [5].

ve (C,E) bir FB egri gifti

(26)

(27)

(28)

(29)
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6. Teorem: ¢ G, Galile uzayinda bir egri olsun. Bu durumda c bir FB egrisidir ancak ve

ancak c, z sabit burulmali bir egridir [5]. [

7. Teorem: ¢ G, Galile uzayinda bir FB egrisi olsun. Eger tan@& =0 ise ¢ bir diizlemsel

egridir [5]. [

8. Teorem: ¢ G, Galile uzaymnda bir FB egrisi olsun. ¢, & sabit egrilikli bir egri ise ¢

diizlemsel olmayan dairesel helistir [5]. [

2.2. Galile Uzayinda Mannheim Egrileri

32. Tanim: « ve ¢, 3-boyutluG, Galile uzayinda iki egri olsun. ¢, ’in binormal dogrusu
o ’nin birim normal dogrusu ise o Ve ¢, ¢ Mannheim egrileri denir. «’ya «,’in, o, ’e

ISe « 'nin Mannheim ¢ifti denir [10].

9. Teorem: r G, Galile uzayinda bir egri olsun. Bu durumda r bir Manheim egrisidir
ancak ve ancak onun «, egriligi ve 7, burulmasi bir ¢ sabiti i¢in x, =cz’ esitligini saglar

[10].

Ispat. r = I’(S) bir regiiler Mannheim egrisi olsun. I °nin Frenet cat1 alanini {Tr, N,, Br} ile

gosterelim.
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Farz edelim ki F:F(g) binormal dogrultusu r nin esas normali ile gakisan bir
regiiler egri olsun. r nin Frenet cati alamm {f,N_r,gr} ile gosterelim. Bu durumda
E(g):iNr (s) dir. r egrisi bir C(S)?&O fonksiyonu i¢in s yay uzunluguna gore

r(s)=r(s)+c(s)N,(s) (30)
olarakparametrelenir. (30) denkleminin s ye gore tiirevini alirsak

r'=T +c'N, +cr,B,

elde edilir. r-nin binormal dogrultusu r°nin esas normaliyle ¢akistigindan c'=0 elde

ederiz. Boylece ¢ sabittir. s ye gore r" ikinci tiirevi
F":(Kr —Cz’f) N, +cz, "B,

dir. N, r *nin binormal dogrultusunda oldugundan
Kk —cr’ =0

dir. Tersine I bir regiiler egri olsun. Bu durumda

r(s)=r(s)+cN,(s)

egrisi N, (S) binormal dogrultusuna sahiptir.®

10. Teorem: a, G, Galile uzayinda bir Mannheim egrisi ve « nin Mannheim egri ¢ifti

a, olsun. ¢, ’in egriligi x, ve burulmasi 7, arasinda asagidaki esitlik vardir.
K,
t' =A% +1
1 /1 1

Burada A sifirdan farkli bir sabittir [11].
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Ispat. Varsayalim ki @ (S) G, Galile uzayinda bir Mannheim egrisi olsun. O zaman

bir A(s, ) fonksiyonu icin

a(s)=a(s)+A(s)B(s) (31)
yazilabilir. (31) in s’e gore tirevi alinir ve G;Galile uzayindaki Frenet formiilleri
kullanilirsa

ds ,

Td—sl=Tl+/1 B, — Az,N,

elde edilir. B, N ile ¢akisik oldugundan

2'(s)=0
elde edilir. Bu da A 'nin sifirdan farkli bir sabit oldugunu gosterir. Boylece

ds
T a5 =T, —Ar, N, (32)

Sy

elde ederiz. Diger taraftan

T =T, cosé+N,sing (33)

dir. Burada 0, @ ve «, in karsilikli noktalarindaki T ve T, arasindaki agidir. (33)

esitliginin S, ’e gore tlirevi alinirsa

KN 3—5 =-T,0'sin@+x,N, cosd+ N,0'cos 0 +7,B,sin g
Sl

xN :—S =-T,0'sinf+N, (x, +0")cos 6 +1,B,sin o
S1

bulunur. {a, 0{1} Mannheim ¢ifti oldugundan
K+60'=0

elde ederiz. Bu nedenle
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0'=—x (34)
dir. (32) ve (33) den

Ar, =—tané (35)

buluruz. Bu son esitligin tiirevi alinirsa

Az, '=-0'(1+tan’9) (36)

elde ederiz. (34) ve (35), (36) esitliginde yerine yazilirsa
v K22
7 —7(/1 7 +1)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. ®

2. Onerme: «, G, Galile uzayinda bir Mannheim egrisi ve ¢, *de o ’min Mannheim egri

cifti olsun. Eger « helis ise ¢, diizlemsel egridir [11].

Ispat. T,N,B sirastyla o 'min teget, esas normal ve binormal vektérleri olsun. Helisin

ozelliklerinden ve G, Galile uzaydaki sabit bir P igin
k(N.P)=0

ve
x(B.P)=0

yazilabilir. Buradan 7, =0 oldugu kolaylikla goriiliir. m

2.3. Yan-Galile Uzayinda Mannheim Egrileri

33. Tanmm: « ve ¢, yari-Galile uzayinda Vsel i¢in x, ve 7, sifirdan farkh regiiler

egriler olsunlar. {Ta, N,, Ba} ve {Tal, N,,, Bal} G:’de sirastyla o ve ¢ regiiler egrilerinin
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Frenet catilari olsunlar. ¢,’in B, binormal dogrusu ¢ 'ninN, birim normal dogrusu ise

a Ve ;e Mannheim egrileri denir. « ’ya «; ’in, ¢ ’e is€ « 'nin Mannheim ¢ifti denir.

11. Teorem: «, G} yari-Galile uzayinda bir egri olsun. «, bir Mannheim egrisidir ancak

ve ancak « 'nin egriligi x, ve burulmasi 7, arasinda bir ¢ sabiti igin

esitligi vardir [11].

Ispat. « :a(S) bir regiiler Mannheim egrisi olsun. « ’'nin Frenet gatisini {Ta, N ,B }

a’' Ta

seklinde gosterelim. «; =0{1(Sl) ’in Frenet catisini {Tal, N, B%} seklinde gosterelim. O

zaman B, (s)=+N,(s) dur.

o, egrisi s yay uzunlugu parametresi ile verilir ise

o (s)=a(s)+A(s)N, (s) (37)
dir. 3A(s)#0 dir. (37) esitliginin s’ye gore tiirevi alinirsa

@'(s)=T,+2'N, +4z,B,

elde edilir. a egrisinin birim normal dogrultusu ile ¢, egrisinin binormal dogrultusu

cakistigindan A'=0dir. Bundan dolay1 A sabittir. (37) esitliginin S’ye gore ikinci tiirevi

aliirsa
a,"(s)=(x, +Az2)N, + A7,B,

elde edilir. ¢, ’in binormal dogrultusu N_ oldugundan
K, +At2 =0

elde edilir.
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Tersine olarak « bir regiiler bir egri olsun. O zaman
o (s)=a(s)+AN,(s)

egrisi N, (S) binormal dogrultuya sahiptir.

12. Teorem: «, G; yari-Galile uzayinda bir egri ve « 'nin regiiler Mannheim egri ¢ifti o,
olsun. «, ’in egriligi «,, ve burulmasi 7, arasinda sifirdan farkli bir 4 sabiti i¢in asagidaki

esitlik vardir:
. K
7= 71(2.2112 —1)

Ispat. 10. Teoremi ispatina benzer bir sekilde yapilabilir. m

1. Sonuc:
] Kl 2_2
' =—(A7 -1
1 y) ( 1 )
esitligi basit bir parametre degisimi ile
£
7, = —Ztan (gjxlds +co)

seklinde yazilir. Bu nedenle G; yari-Galile uzayindaki her bir regiiler Mannheim egrisi
icin bir tek Mannheim egri ¢ifti vardir. Bu G, Galile uzayimndaki Mannheim egrileri i¢in de

dogrudur [11].

3. Onerme: o, G} yari-Galile uzayinda regiilerMannheim egrisi olsun. Ve « egrisinin

regiilerMannheim egri ¢ifti ; olsun. Eger o genel helis ise ¢, diizlemsel egridir [11].
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Ispat. T,N,B sirastyla « ’nin teget, esas normal ve binormal vektorleri olsunlar. Genel

helisin 6zellikleri ve G; yari-Galile uzaymdaki regiiler Mannheim egrilerinin tanimindan

G; yari-Galile uzayndaki sabit bir P igin
k(N.P)=0

ve
x(B.P)=0

yazilabilir. Buradan z; =0 oldugu kolaylikla goriiliir. m

Asagidaki teorem « ile o arasindaki uzakligin sabit oldugunu gosterir.

13. Teorem: « ve & G; de Mannheim egri cifti olsunlar.

a(s)=a (s)+A(s)N, (s)
ise A fonksiyonu sabittir [7].

Ispat. o vea” G, de Mannheim egri gifti olsunlar. {Ta ,N_,B } ve {T; N, B;} sirastyla

a' Ta

a Ve o regiiler egrilerinin Frenet catilar1 olsunlar. o noktasina karsilik gelen nokta o

olsun, boylece
a (s)=a (s)+A(s)N,(s) (38)
yazilabilir.

(38) denkleminin s’ye gore tiirevini alirsak.

T (S)(iiis =T,(s)+2'(s)N,(s)+4(s)z,(s)B,(s) (39)
elde edilir. N ve B_nin dogrultulari ayni oldugundan /1'(3) =0 dir. Bundan dolay

A(s)= sabittir. m
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14. Teorem: «, s yay uzunlugu parametreli bir regiiler egri olsun. « egrisi bir Mannheim

egrisi ise « regiiler egrisinin burulmasi olan 7, sabittir [7].
Ispat. (a, a*) bir regiiler Mannheim egri ¢ifti olsun. Oyle ise

T, (s)=coshdT, (s)—sinhON_ (s) 10
N, (s)=—sinh 6T (s)+cosh &N, (s) (40)
seklinde verilir. Burada €, o ve a’ 1n karsilikli noktalarindaki T, ve T; teget vektorleri
arasindaki agidir. Diger taraftan, (40) denkleminden
T, (s)=coshdT, (s)—sinh&B, (s)

N, (s)=sinhdT, (s)+cosh&B, (s) (41)

elde edilir. (41) esitliklerindeki N, 1n S’ye gore tiirevi alinirsa

2 ()8 () 2 LMD e o) dinnox, (s)N, (s)

ds s
h
+coshér, ()N, (s) +W B, (9)

elde edilir. Mannheim egri ¢iftlerinin N normal vektorii ile B, binormal vektorleri lineer

bagimhidir. Bu son ifadeden & ’nin sabit oldugu goriiliir.

(39) denklemi dikkate alinirsa

()% T, (5)+ 49, (98, (5 @)

elde edilir. (39) ve (42) denklemlerini goz Oniine alirsak
A(s)7, (s)cothd =1 (43)

elde edilir. u= Acoth& alinir ve 13. Teorem dikkate alinirsa

1
u

7.(s)=

elde edilir. Ve boylece 7, nin sabit oldugu ispatlanmis olur.®
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15. Teorem:(Schell Teoremi). (a,a*), G; de regiiler Mannheim egri ¢ifti olsunlar. 7,
a egrisine, 7, da « egrisine ait burulmalar olmak {izere (a,a*) regiiler Mannheim egri

¢iftinin ilgili noktalarindaki 7, ve 7, burulmalarinin ¢arpimi sabittir [7].

Ispat. o yerine " alirsak (38) denklemi

a (s)=a’(s)-4(s)B,(s) (44)
seklinde yazilir. (44) denkleminin s’ye gore tiirevi alinir ve (40) denklemi kullanilirsa
. 1
7, (s)= Ztanh& (45)
elde edilir. (43) ve (45) karsilikli olarak carpilirsa

2
z,(s)7, (s)= tarllhz 9 _ sabit

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

16. Teorem: (a,a*), G: de regiiler Mannheim egri ¢ifti ve x,,7,,x,,7,, sirasiyla a ve

o 1n egrilik ve burulmalar olsunlar. O zaman asagidaki esitlikler gecerlidir: [7]

N x deo
|) K, (S):—E
i) x (s):r*(s)sinhed—s*
a a dS
iii) ra(s):—r;(s)coshej%

Ispat. Eger (40) denklemini dikkate alirsak
T,(s)T,(s)=cosh@

o

elde ederiz. o ve o 1n Frenet formiilleri kullanilarak s~ parametresine gore tiirev almir ise
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5, (SN, (8)os T, (5)+T, (5)- (5)N; (5) =sinh 0~ (46)

elde edilir.

o nmnormali N ile @™ 1n binormali B, nin lineer bagiml olusu dikkate alinir ve

(40) ve (46) denklemleri kullanilarak

elde edilir. (11), (40), (41) denklemleri kullanilarak T,.B,, B, .B, i¢ ¢arpimlari

hesaplanirsa (ii) ve (iii) kolaylikla goriiliir. m

2.4. AW(K)-Tipli Egriler

Burada yari-Galile uzayinda [4] deki AW(K)-tipli Manheim egrileri hakkinda

caligmalar verilmistir.

4. Onerme: r, G} de oskiilator mertebesi 3 olan bir Frenet egrisi olsun. Bu durumda:

r(s) =k, 'N, +x.7,B,

r™(s)= (K‘r "— Krrf) N, +(2Kr 'T KT, ) B

r

tir [4].

Notasyon:
Nl(s) :KrNr (48)
N,(s)=x, 'N, +x,7,B, (49)
N3(S)=(K‘r "—Krrf)Nr +(2Kr T+ KT, ) B, (50)

olarak gosterelim.
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2. Sonug: r'(s),r"(s),r"'(s),r(”’(s) lineer bagimhdir ancak ve ancak

N, (s),N,(s),N,(s) lineer bagimhidir [4].

34. Tamim: Frenet egrileri

) N, (s)=0ise AW(1)-tiplidir. (51)
i) [N, ()] N, (s) =N, (5).N, ()N, (s)ise AW(2)-tiplidir. (52)
i) [N, (5) N, (5) = (N5 (5)-N, (5)) N, (s)ise AW(3)-tiplidir. (53)

[4]

17. Teorem: r 3.mertebeden bir Frenet egrisi olsun. Bu durumda r AW(1)-tiplidir ancak

ve ancak

n 2 _
x "—x17 =0

ve

dir [4].

Ispat. r, AW(L1)-tipli bir egri olsun. O zaman (51) esitliginden N, (S) =0 dir. Bu durumda
(50) denkleminden

k-1 )N +(2x.7. +x.7.)B =0
( r rl’) r ( r’r I’r) r

bulunur. Bundan baska, N, ve B, lineer bagimsiz oldugundan

ve
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2x,7, +K,7, =0

elde edilir. Tkinci denklemden

z(s)= c = sabit

elde edilir.

Ters durum asikardir. Boylece ispat tamamlanir. ®

18. Teorem: r, 3. mertebeden bir Frenet egrisi olsun. Bu durumda r AW(2)-tiplidir ancak

ve ancak
\2 . . "
2K, (Kr) kKT T, —K KT KT =0 (54)
ve
\3 \2 ‘ W
Z(Kr) T +K, (K‘r) T KK T —KK KT, =0 (55)
dir [4].

Ispat: r AW(2)-tipli ise (52) denklemi r icin saglanir. (49) ve (50) denklemlerini (52)

denkleminde yerine yazarsak, (54) ve (55) denklemlerini elde ederiz.m

19. Teorem: r, 3. mertebeden bir Frenet egrisi olsun. Bu durumda r AW(3)-tiplidir ancak

ve ancak

2k’K.T, + K7, =0 (56)

reror

dir [4].

Ispat: r AW(3)-tipli oldugundan (53) denklemi r icin saglanir. Buradan (48) ve (50)
denklemlerini (53) denklemlerinde yerine yazarsak, (56) denklemini elde ederiz. Ters

durum asikardir. Boylece ispat tamamlanir. &
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2.5. AW(Kk)-tipli Manheim Egrileri

20. Teorem: r G; de bir Manheim egrisi olsun. Bu durumda r AW(1) tiplidir ancak ve

ancak

2 ((f; ) oz ) fert=0 (57)
ve

7, = sabittir. (58)
[4].

Ispat. 11. Teoremi (51) de diisiiniirsek, (57) ve (58) i elde ederiz. Boylece ispat

tamamlanir. ®

2. Ornek: r G} de
s S
r(s)=[0,asmh6,acosh6j (a,beR)

denklemi ile verilen bir egri olsun. Bu durumda

r'(s)= O,Ecoshi,gsinhE
b b b b

a ..s a S
r‘(s)=| 0,—sinh—,—cosh —
() ( b? b’ b? bj

r(s)= (O,b%cosh%b%sinhﬁj

dir. (10) denklemlerini kullanarak Kr(s):t%, 7,(s)=0 elde ederiz. x,(s) ve z,(s)

(57) ve (58) denklemlerini saglar [4].
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21. Teorem: r, G; de bir Mannheim egrisi olsun. Bu durumda r AW(2) tiplidir ancak ve

ancak

4r°r, —2ct/7, —cr® =0 (59)
ve

7 (Tr )3 -t 2017, =0 (60)
dir [4].

Ispat. 12. Teoremi (52) de diisiiniirsek, (59) ve (60)’1 elde ederiz. Boylece ispat

tamamlanir. ®

22. Teorem: r, G: de bir Mannheim egrisi olsun. Bu durumda r AW(3) tiplidir ancak ve

ancak

%7, =0 (61)

r

dir [4].

Ispat. 11. Teoremi (53) de diisiiniirsek, (61)’i elde ederiz. Boylece ispat tamamlanir. ®

3. Ornek: r, G! de
S ..S
r(s)=(as,acosh6,smh6j (a,beR)
denklemi ile verilen bir egri olsun. Bu durumda

r'(s)= a,2sinh >, 2cosh >
b b'b b

a s a .. s
r'(s)=| 0,—cosh—,—sinh —
() ( b? b’ b? bj
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r(s)= (O,b%sinh%,b%cosh Ej

3
dir. (10) esitliklerini kullanarak K‘r(S)Zt;iz, rr(s)=\/§:5 buluruz. «,(s)ver,(s) (61)’i

saglarlar [4].

2.6. G, Yar1-Galile Uzayinda Elastik Olmayan Regiiler Egriler

Son zamanlarda elastik olmayan egrilerin hareketinin incelenmesi g¢esitli mithendislik

uygulamalarinda ortaya ¢ikmustir.

Dahasi Latifi ve digerleri Minkowski 3-uzayinda egrilerin genislemeyen (uzamayan)

akimlarini ¢alismislardir [22].

Burada, G; yari-Galile uzayinda [2] deki egrilerin genislemeyen akimlar

verilmistir. Bir genislemeyen egri akimi i¢in bazi durumlar, egrilik ve burulmay1 igeren bir

kismi diferansiyel denklem olarak agiklanmaktadir [22].

x(t),y(t),z(t)eC®  (iigincii  mertebeden  siirekli  diferansiyellenebilir

fonksiyonlar) ve t bir reel aralikta deger almak tizere bir I uzay egrisi
r(t)=(x(t),y(t)2(1))

olarak verilir. X(t) =0 ise bu egri

() =(xy(x).2(x)

olarak verilebilir ve ek olarak

(¥ (x)=(2")"(x) %0
dir.

Bu egrinin yay uzunlugu parametresi X =S olarak verilsin. s ye gore tiirevi “'” ile

gosterelim.
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F:[0,1]x[0,t,] > G; doniisiimiinin G yar-Galile uzayinda diizgiin egrilerin bir
1-parametreli ailesi oldugunu farz edecegiz. Burada | baslangi¢ egrisinin yay uzunlugudur.

u, egri parametrizasyon degiskeni osun, 0<u <I. F nin yay-uzunlugu

| oF
S(u)=||—/du
O]
%
olarak verilir. Burada oF_ E.% dir. v= o+ alirsak, 9 operatorii, yay uzunlugu
ou| |ou ou ou ou

parametresi ds =vdu iken,

0_10
0S Vau

olarak verilir. F nin herhangi bir akimi
&* =fT+gN+hB
ot

olarak gosterilebilir. Egrinin hi¢bir uzama veya sikismaya maruz kalmadigi ortamlarda her

ue[0,1] igin %S(u,t):_[%du =0dir [2].

0

35. Tammm: G; yari-Galile uzayinda bir F (u,t) egri evolasyonu ve onun aa—li akimi icin

921k =0 ise inelastiktir denir.
ot|ou

G, yari-Galile uzayinda inelastik akimlarin bazi durumlar asagidaki teoremde
verilir [2].

23. Teorem: %: fT+gN +hB G; yan-Galile uzayinda F egrisinin bir diizgiin akimi

olsun. Akim inelastik ise f sabittir [2].
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Ispat: F nin tanimma gore vzzﬁ.ﬁdur. iveg, u ve t bagimsiz koordinatl
ou ou ou ot

oldugundan degisir. Bu yiizden

ov a(aF aFj
N—=—| —.—
ot ot\lou au

{23(3)

oF 0
=2| —.—(fT+gN+hB
(au 8u( TN )j

= 2v(T.iT + fvkN +a_g N + gVTBj-f-@B-i-hVTN
ou ou ou

= 2vﬂ
ou

buluruz. Boylece

2

v _o
ot ou

=0

2|

f =sabit .

elde ederiz.m

Simdi kiimemizi yay-uzunlugu parametreli egrilere kisitlayalim. Yani,v=1, ve
u koordinati, egrinin s yay-uzunluguna karsilik gelsin. Buradan asagidaki lemma
verilebilir:
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1. Lemma:

a_ (fzc+ag +her +(gr+a—hj8
ot 0 0s

oN &
—= —+hz |T+yB
ot ( 0s Tj v

oh
B_ (g Ml _un
ot ( ) 7

dir. Buraday = <% B> dir [2].

Ispat: (11) denklemini ve 23. Teoremi kullanarak

ﬂzﬁﬁa':j a(1‘T+gN+hB)
ot ot\ os 0s
of

:—T+f7cN+ZgN+grB+g—hB+hrN
=(fzc+6—g+hr]N+(gr+a—h]B
0s oS
hesaplanir. Simdi Frenet ¢atisini t ile diferansiyelleyerek:
ozﬁ(T.N):(aT Nj ( 5“)
ot ot ot
=(f1(+a—g+hz'j (T O_Nj
0s ot
oB
7L
0o T3
( 3
= ’Z' E—
0
0=2(NB)= (‘9— Bj (N.@j
ot 0 ot

oB

=y +| N.—

v ( atJ
oB

bulunur. Yukaridan, (Galt\l .Nj = [E Bj 0 oldugundan
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ot
ve
oB o
— +— T B
ot [gf aj v
elde edilir.

F : . . .
24. Teorem: % = fT +gN +hB egri akiminin inelastik oldugunu farz edelim. Bu

durumda asagidaki kismi diferansiyel denklem sistemi saglanir [2]:

o 0 g 6 oh
at E(fl()+¥+g(hf)+gfz+f§

ar ( ah] oy
gr+— |+—
at 0S 0S

og 0
=7| fk+—+hr |+— +—
. T( s Tj 8s(gr) os?

Ispat: oa = oa oldugunu dikkate alarak,
osot otos

S L R e
{%(f,()+% %(h )} (f/{+2—2+hrj( B)
[ et

dir, ayn1 zamanda
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aes o
(61{) oN
=N| — |[+x—
ot
:Na—K+ —(f}(+a—g+hz‘jT+l//B
ot 0s

dir. Boylece goriiriiz ki

o 0 5g
O )+ 28
o ) e

+§(hr)+ gr’ +2'Z—:

ve

og 0 o°h
=7| fxk+—+hr |[+— +—
. T[ s Tj as(gr) os°

dir. o®B_0B oldugundan

0s ot ot 05

2B 0 oh
+— |T—wN
2 ot 83{ (g aj 4 }

2h o oh v
=—{¥+£(gr)}T —(gT‘F—jKN —a—N —l//TB

buradan

aaB a( )
asat oS

=[@N { (fzc+a—g+hro +WBH.
ot 0s

dir. Boylece

ot oh) oy
—=K|Qr+— [+—
ot 05 oS

elde edilir.m



43

2.7. Yan Galile Uzayinda Regiiler Bir Egrinin Kiiresel Karakterizasyonu

25. Teorem: r,G;’de regiler bir egri olsun. Eger r’nin yari-Galile ig

ayaklisi {T (X), N (X), B (X)} ise I'’nin r ( X) noktasindaki Oskiilator kiiresinin merkezi

dir [8].

Ispat. a, r ve r, yarigapl ortak ii¢ komsu noktaya sahip bir yari-Galile kiirenin merkezi

olsun. Onun denklemini

h:l >R,

Il
—~
QD
—~
>
~
|
—
—~
>
~—
N —
—
QD
—~
>
~
|
—
—~
>
~—
N —
Il
+
H-T\’

h(x)

olarak diisiinelim. Burada "." G,’de i¢ carpim ifade eder. SE, G; *de bir kiire olsun. Bu

SZkiiresi
S2= {I 1eG;,(I1-a).(1-a) =:Lr12}

seklinde verilir. Asagidaki denklemleri g6z oniine alalim:
h(x)=h'(x)=h"(x)=h"(x)=0

Eger h(x)=0 ise ve
(a()=r(x))-(a(x)=r(x)) =+’

denkleminin x’e gore tiirevini alirsak

-T(x).(a(x)-r(x))=0 (62)
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elde edilir. Eger tiirev almaya devam edersek
T'(%)-(a(x)=r (X)) +(T(x)T(x)) =0
esitligini elde edilir. (11) esitlikleri dikkate alinirsa

—K(X)(N (x).(a(x)—r(x)))+l=0
bulunur ve a(x)—r(x)eSp{T(x),N(x),B(x)} oldugundan
a(x)—r(x)=m (x)T(x)+m, (x)N(x)+m,(x)B(x)
seklinde yazilabilir. (62) den
—(x)m,(x)+1=0

elde edilir. Buradan da

mz(x):m

elde edilir. (64) den

ve (62) den de
m, (x)=0

elde edilir. (63) esitliginin tiirevi alinirsa

(63)

64

(65)

e (0)(N (0-(a(x) =1 (1))~ (Y (N (0)-(2(0) - (1))~ (YN (). (T (x))) =0

ve

(N(x)-(a(x)=r(x)))=m,(x)

oldugundan, buradan

e (x)m, (x)x(x)7 () (B(x).(a(x)r (x))) =0
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veya
—ic'(X)m, (X)+x(X)7(X)my(x)=0
elde edilir. Ve bu son esitlikten

R Om (9
=002 ()

elde edilir. (65) esitliginden

(66)

olur ki bu da ispat1 tamamlar [8].

26. Teorem: sz orijin merkezli bir yari-Galile kiire ve r’de Si iizerinde bir egri olsun. Bu

durumda regiiler egrinin parametresi x ise asagidaki esitlikler gegerlidir [8]:

(N(x)r(x)) =, (x)
(B(x)r(x))=m (x)

Ispat. S§ "nin merkezi orijin ve yarigapt I, olsun. r(x) € S; oldugundan

(r(x)r(x))=r’

yazabiliriz. Bunun tiirevi bize

(T(x)r(x))=0 (67)

esitligini verir. (67) nin tiirevinden

<()(N ()1 (1) +(T (x)T (x)) =0
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veya

elde edilir. (65)’i kullanirsak

(N (x).r(x))=-m,(x) (68)

elde edilir. (68)’in tiirevinden

(N () () ==, (x)
veya

£(x)(B()r () = -, (x)
elde edilir. (66) kullanilirsa

(B(x)r(x))=m,(x)

elde edilir.m

27. Teorem: r, G;’de regiiler bir egri olsun. Yari-Galile kiirenin yarigap1 sabit ise, bu

durumda asagidaki esitlik gegerlidir:

r(x)m,(x)+m,'(x)=0

Burada m,(x) =0, z(x)=0 dir [8].

ispat. 25. Teoremden,

a(x)=r(x)=m, (x)N (x)+m; (x) B(x)

yazabiliriz ve buradan

esitliginden
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m; (x)—m3 (x) =’ (69)

denkleminielde ederiz. Burada r, = sabit oldugundan, (69) {in tiirevi alinirsa
m, (x)m,"'(x)—m, (x)m;'(x)=0

m, '(x)
7(x)

elde edilir. Buradan m, (x)=— degeri kullanilarak asagidaki esitlik elde edilir:

z(x)m, (x)+m,'(x)=0 (70)

2.8. m; (X)-mi(X)=7r Integrasyonu
I regiiler bir egri ve {T(X), N (X), B(X)}, I ’nin yari-Galile ticayaklisi olsun. Bu

durumda asagidaki esitlikler gegerlidir [8]:

Burada x(x) ve 7(x) r'nin yari-Galile uzaymnda sifirdan farkli egrilik ve burulmasidir.

(K(X) #0, T(X) # 0) Ayrica

ve

oldugunu biliyoruz. (70) den

KU[U}UO 7
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elde edilir.

Eger @ (X) ve p (x) sirastyla ve

1 1
k(x)  7(x)

’in yerine kullanilirsa (71) esitligi

(p(x)a())— 2 o 72

seklinde yazilabilir. Eger (72)’deki degiskenleri

t:J‘ dx

P(x)
ile degistirirsek
1 d?q
'=——-———-=0
(PO)a()) =5 4 (73)
elde edilir. (72) ve (73) den

1 dg 1
p(x) dt* p(x)

ve buradan da

g=0

d’q
w970

elde edilir. Bu diferansiyel denklemin ¢6zliimii
q(x)= Acosh .[r(x)dx+ Bsinh jr(x)dx

dir [8].

2.9. G; Yan-Galile Uzayinda Helisler

Sabit egimli bir egri ya da genel helis, teget dogrultulart sabit bir birim vektorle
sabit bir ag1 yapan egri olarak tanimlanir. Yari-Galile uzayinda bir egrinin genel helis
olmasi icin gerek ve yeter kosul egriliginin burulmasina oraninin sabit olmasidir. Eger hem

egrilik hem de burulma sabit iseler, ona bir dairesel helis denir [3].



49

Simdi, G; yari-Galile uzayinda bir helisin konum vektoriiniin ifadesini verelim

[3]. () bir helis ise, bu durumda onun konumvektiinii asagidaki gibi yazabiliriz:

a(s)=A(s)T(s)+u(s)N(s)+7(s)B(s) (74)

burada A, u ve y sel <R nin diferansiyellenebilir fonksiyonlaridir.

(74) iin s’ye gore tiirevini alarak ve (11) i kullanarak

A'(s)=1
A(s)r(s)+4'(s)+7(s)z(s)=0 (75)
,u(S)r(S)+7/'(S) =0

buluruz. (75) den asagidaki diferansiyel denklemi verebiliriz:
p'(s)=u(s)r" +x=0 (76)
(76) denkleminin ¢ozimii
—7S 78 K
H(s)=ce ™ +ce”+— (77)
T
dir. Burada c,,c, e Rdir. 2'(s)=1 den asagidaki ¢6ziim bulunur:
A(s)=s+c,

(03 € ]R) : 7'(8) = —,u(s) z'(s) ve (77) denklemi kullanilarak, bu denklemin ¢6ziimiinii

asagidaki gibi buluruz:

( 1) .

7(s)=ks—rcs—|c,s—=|e
T

Boylece konum vektoriinii

a(s)=(s+c,)T (s)+[c1efS +C,e” +T£2} N(s)

[ Yo

olarak buluruz [3].

(78)
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3. Sonu¢: a=a(s) G, Galile uzayinda, her bir sel cRigin k=0, =0 olan birim

hizli bir helis olsun. Bu durumdaa:a(s) egrisinin konum vektorii (78) denklemiyle

verilir. [3]

Burada, goriintiisii bir S? yari-Galile kiiresinde bulunan helisler igin bazi

karakterizasyonlar verecegiz [3].

28. Teorem: a(s) G; yari-Galileuzayinda x#0, 7#0 olan birim hizli bir helis olsun.

Egrinin goriintiisii bir S? yari-Galile kiiresinde bulunur ancak ve ancak her bir se |l cR

icin egrilikler asagidaki esitlikleri saglarlar:

s+c,=0

78 K
(c,+c,5)e +?:—; (79)

( 1jﬁ
kS—7CS—|C,s—— [e” =0

T
Burada c,,c,,c, e R dir. [3]
Ispat. Her sel c R icin
aa=r?

dir ve r Galile kiirenin yarigapidir. s’ye gore tiirev alinirsa

Ta=0 (80)

elde edilir. Yeniden tiirevlenirse,

Nag=-= (81)
K

bulunur. Bu durumda yine s’ye gore tiirevi alinrsa

Ba=0 (82)



51

bulunur. (78) denkleminde (80) — (82) denklemleri kullanilarak (79) denklemi bulunur.
Tersine, her bir se | =R igin (79) denklemi gegerli ise bu durumda (78) den (a.a)=r?

denklemini saglayan o =—-—N egrisinin konum vektériinii buluruz. Bu da egrinin bir S?
K

yar1-Galile kiiresinde bulundugunu gosterir [3]. ®

4. Sonug: «(s) G; yar-Galile uzayinda her bir se | =R igin x#0, z=0 olan birim

hizli bir helis olsun. Egrinin goriintiisii, merkezi orjinde olan ve r eR"yar1 ¢apl bir

SZyari Galile kiiresinde bulunur ancak ve ancak « bir normal egridir, yani, konum vektorii

daima normal diizleminde bulunan bir egridir [3].

5. Sonug: a(s) G, yari-Galile uzayinda her bir se | =R igin x#0, 70 olan birim

hizl1 bir helis olsun. & bir yar1 Gallian kiiresel egri ise S nin yar1 ¢apt o =—— dir [3].
K

6. Sonug: «(s) G, yari-Galile uzayinda her bir se | =R i¢in x =0, z=0 olan birim

hizl1 bir helis olsun. Egrinin goriintiisii orijin merkezli ve r € R* yarigapl bir S? yari-

Galile kiiresinde bulunur ancak ve ancak onun konum vektori sabittir [3].

2.10. Yan-Galile Uzayinda Egrilerin Equiform Diferansiyel Geometrisi

Burada [6]’daki equiform diferansiyel geometri tanitilacak, egrilerin temel teoremi

ispatlanacak ve G: in equiform diferansiyel geometrisinde sabit egrilikli egriler

agiklanacaktir.

Simdi [6] daki G: yari-Galile uzayinin equiform déniisiimlerini tanitalim.
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29. Teorem: G wuzaymin her e equiform doniisimi bir h homotetisi ile bir i

izometrisinin bir  bilesimidir, yani e=ich=hoi dir. Burada h

homotetisi(x, y,z) — (x, Y, z) ye

X=AX ,Yy=Ay,z2=Az

ile tanimli doniigiimii gosterir. Ayrica A4 >0dir ve (0,0,0) orjinini sabit tutar [6]. m

Bu doniistimlerin grubu H, ile gosterilir.

36. Tamm: H, 7-parametreli equiform grubundan indirgenen G iin geometrisine G;

uzaymin equiform geometrisi denir [6].

Bir 6nceki teoreme gore, homoteti grubunun ve izometri grubunun invaryantlarini

bularak, equiform grubunun invaryantlarini bulabiliriz [6].

2.11. Yani-Galile Uzaymmin Equiform Geometrisinde Frenet Formiilleri
r:1 —G: bir regiiler egri olsun. p==, r egrisinin egrilik yaricap1 olmak fiizere,
K

r >nin equiform parametresini
o= [ % [ ds
Yo,

olarak tanimlanir [6].

Buradan

do 1 . ds

—=—Vanl—=

s py do P (83)
bulunur.

h orijin merkezli ve 4 katsayili bir homoteti olsun. I = h(r) dersek
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s=1s ve pP=Ap
elde ederiz. Burada s, r min yay uzunlugu parametresi ve p bu egrinin egrilik yarigapidir.

Bundan dolayi, o r nin bir equiform invaryant parametresidir [6].

1. Uyari: ¥ ve r homoteti grubunun invaryantlari olmadigina dikkat edelim, ¢iinkii (12)

den zc:irc ve ;:11 elde edilir.
A A

_dr

T=_—"_
do

vektoriine equiform geometride r egrisinin bir teget vektorii denir. Galile uzayindaki
T,N,B Tanimu ve (83) den

Ldrds  dr_
dsdo  ©ds

elde ederiz. Dahasi, esas normal ve binormal vektorii, ya da basit¢e normal ve binormali

pt (84)

N = pn, B=pb (85)
ile tanimlariz. {T, N,B} ti¢c ayaklisinin I egrisinin bir equiform invaryant ii¢ ayaklisi
oldugunu gostermek kolaydir.

Simdi bu tgliiniin (") ile gosterilen o ya gore tiirevlerini hesaplayalim. (11), (83),
(84) ve (85) ten

ar d d . ds .
29T 4 o909 (e pf) o= AT 4N
do = do P =g (P g, = (At p)p=pT +

buluruz. Buradas yay uzunluguna gore tiirev bir nokta ile gosterilmektedir. Benzer sekilde,

N'=IN N B
do

8- _ NipB
do

elde edilir [6].



54

37. Tanim: K=p (86)

ile tanimh «: | — R fonksiyonuna r egrisinin equiform egriligi denir.
xk mnin equiform doniisiimler grubunun bir diferansiyel invaryantt oldugunu
ispatlayalim. r egrisinin equiform egriligine x dersek, bu durumda

szzd_ezd(ﬂp)d_iz .
ds ds ds

elde edilir [6].

38. Tamim: T=pr= L (87)
K
ile tanimli 7: 1 — R fonsiyonuna r egrisinin equiform burulmasi denir. O da equiform

doniistimler grubunun bir diferansiyel invaryantidir.

Boylece yari-Galile uzaymin equiform geometrisinde Frenet formiillerine benzer

formiiller
ar =xT +N
do
aN =xkN+7B
o
a8 =7N +xB
do
seklindedir [6].

2. Uyan: Kapali egriler icin o = IK(S)dS equiform parametresine toplam egrilik denir ve

toplam egrilik Oklid uzayinin genel diferansiyel geometrisinde énemli bir rol oynar [6].
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30. Teorem: O0O< K'(X) eC!, 0= Z'(X) eC olmak iizere x= I('(X) ve 7= T(X)
fonksiyonlar1 verilsin. Asagidaki kosullar1 saglayan iki regiiler egri (bir timelike ve bir

spacelike) vardir:

(1) ¢ verilen bir noktadan geger;
(2) Bu noktada ¢ nin Frenet ii¢ ayaklisi verilen bir ortonormal pozitif yonlendirilmis {i¢
ayakl ile cakisir;

(3) ¢, x yay uzunlugu parametreli bir r (X) e C? vektor fonksiyonuyla gosterilebilir;

(4) k(x) ve 7(x) sirastyla ¢ nin egrilik ve burulmasidir [6].m

31. Teorem: O<x(x)eC', 0#z(x)eC olmak izere x=x(x) Ve z=7(x)

fonksiyonlar1 verilsin. Asagidaki kosullar1 saglayan iki regiiler egri (bir timelike ve bir
spacelike) vardir:

(1) cverilen bir noktadan geger;
(2) Bu noktada ¢ nin equiform Frenet {i¢c ayaklist verilen bir pozitif yonlendirilmis
equiformiig ayaklisi ile ¢akisir;

(3) ¢, x yay uzunlugu parametreli bir r(x) e C? vektor fonksiyonuyla gosterilebilir;

(4) x(x) ve z(x) sirastyla ¢ nin equiform egrilik ve equiform burulmasidir [6].

Ispat. x(x)>0dan

p(x):= [(t)dt >0 (88)

dir. Boylece

x(X)= p(lx)>0 ve 7(x):=7(x)x(x)=0 (89)

dir. Dahasi, 30. Teoremi ile verilen bir noktadan gecen iki regiiler egri vardir, Frenet li¢

ayaklisi, verilen bir {t,n,b} ortonormal pozitif yonlendirilmis ti¢ ayaklisi ile gakisir.
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Egriler bir r(x) vektor fonksiyonu olarak gosterilebilir ve K(x)ver(x) sirasiyla bu

egrilerin egrilik ve burulmasidir. Sonug olarak, 31. Teoreminin (2) ve (4) durumlarini
kontrol etmek gerekir, fakat onlar (84), (85), (88) ve (89) dan elde edilir [6].m

2.12. Sabit Equiform Egrilik ve Burulmah Egriler

Bu boliimde, 31. Teoremin kosullarina sahip, sabit equiform egrilik ve burulmali

egriler i¢in dort farkli durum verilecektir [6].
A) x=sabit=0, 7 =sabit=0

(86) ve (87) ya gore egri

K

ile karakterize edilir. Burada a ve b sifirdan farkli reel sabitlerdir. Buradan

1 b
,  T=
as+c as+c

K=

bigimindedir. Burada genelligi kaybetmeksizin ¢ =0 kabul edebiliriz. O halde yukaridaki

denklemler

1 b
K=—), T=— 90
as as ( )

haline gelir. Dahasi, egrinin koordinat fonksiyonlari
Xx=8,y=y(s), z=z(s)

dir. r"'(x)=K'(X) N (X)+K(X)Z’(X)B(X) bagintisi, Galile uzaymndaki T,N,B Tanimm

kullanilarak, koordinatlarla asagidaki sekilde yazilabilir:

(o, y"',z"'):’%(o, y" 2"+ 7(0,62" £y")



57

Boylecey ve z koordinat fonksiyonlariyla hesaplama asagidaki adi diferansiyel denklem

sisteminin ¢oziimiine indirgenir:

m K n n
y"=—y"+ ez
K

m K n n
2" =—17"+1cy
K

(90) formiillerini kullanarak, bu sistem

m 1 n b n
y"'=—=y"+te—1z
S as

m 1 n b n
"=—-=7"te—y
S as

halini alir. as =t dersek

¢y_ dy bds

+ &
dt® dt? a dt?

dz  d’z  Dbd?
= +te -5
dt dt a dt

2 2
elde edilir. Mertebeleri diisiinerek (u = %,V %j ,

du 1
—=—-U+&—V
dt t at
dv 1
—=—"V+e&—U
dt t at

sistemi bulunur.

.. . Vv e
a#b icin bu sistemden v ve % yok edilirse,

(91)

(92)

(93)
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homojen Euler diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin genel ¢oziimii

u(t)= %{Cl cosh (g Int]+C2 sinh (glntﬂ

1
'

d2
Z oldugundan

2
ile verilir. Dahasi, U= Fgl =

y"(x)= ;{Cl cosh (gln aijrC2 sinh (gln axﬂ

bulunur. C, =1, C, =0igin, integralden sonra

y'(x) :%Zsinh (Bln axj

a

b
0zel ¢oziimiinii ya da t =—Inax alarak
a

2 a

y'(t)=%epr sinht

elde edilir. Sonugta, kismi integralden sonra

a’ 2
t)=———exp® (bcosht—acosht

(94)

bulunur. (94) te C, =0, C, =1 alirsak, (93) Euler denkleminin ikinci 6zel ¢oziimiinii elde

edilir. integralden sonra

2 a
y,(t)= a—expgt (bsinht—acosht)

b(a’~b?)

fonksiyonu bulunur.

Birinci 6zel ¢oziim belirlendigi sekilde, (92) den u ve 3—? yi yok ederek v igin

asagidaki homojen denklemi elde edilir:
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2.
a2t2#+3a2t%+(az—b2)v:0

Bu Euler denkleminin ¢oziimi, y, (t) ve y, (t) ¢oziimlerine karsilik olarak

a’ B
Z,(t)=————exp® (bsinht—acosht
Z,(t)= a’ ex %t(bcosht asinht)
? _b(bz—az) P

dir.

30. Teoreme gore (90) kosullarini saglayan iki egri elde edilir. Birinci egrinin

parametrik gosterimi

Et 2 a

x(t)= éepr y(t)= b(b?——az)eXpbt (bcosht—asinht),

P (95)
Z(t)=—————exp® (bsinht—acosht
() b(bz_az) p ( )
ve ikinci egri
x(t):lexp%t y(t):a—zexpEt (bsinht—acosht)
a ' b(bz—az) ’
2 s (96)
Z(t)=————exp® (bcosht-asinht

ile verilir. Bu egriler sirasiyla iki

6 6

20 n 72 _ 2 — a 2
bz(bz—az)x vez’—y

donel konilerinde (G; anlaminda ) bulunur. Dikkat edelim ki a<b i¢in ilk egri spacelike

ve ikinci egri timeliketir. a > big¢in benzer sekildedir.

Benzer sekilde, (96) ile verilen egri igin ayn1 sonucu elde ederiz.
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L _ sabit oldugundan, egriler genel helistir ve onlar ayn1 zamanda konisel helislerdir [6].
K

Sekil 1. Konisel Helis
3. Uyari: a=b igin (92) sistemi bir regiiler egri olmayan ¢6ziime sahiptir.

B) x=sabit=0, 7=0

1
K=

= , 7=0
as+cC

bulunur. (91) sistemi Galile durumundaki ayni forma sahiptir ve

diir. Sonugta,

X=s, y(s):é(as+b)[ln(as+b)—1],z =0
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dir ve bu G; de bir izotropik logaritmik spiraldir.

Tt

Sekil 2. izotropik Logaritmik Spiral

C) =0, 7 = sabit 0 ise bu egriler

x=sabit=0, r=sabit=0

ile karakterize edilir ve bundan dolay1 L _ sabit olur. [25] e gore bunlar dairesel
K

helislerdir.
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Sekil 3. Dairesel Helis

D) k=0, 7 =0 ise bu egrilerin genel denklemleri
xk=sabit0, =0

olarak verilir. [26]’ya gore bu egriler yari-Galile uzayinin izotropik ¢emberleridir, yani G;

deki egriler

K 2
=—xXx°, z=0
y 2

parabollerine izometriktir [6].

2.13. G; de Egriler I¢in Frenet Diferansiyel Denklem Sisteminin Genel
Coziimii
Simdi amacimiz (11) de Frenet formiillerine benzer formiillerin dogru oldugu bir c

egrisine ait biitin T',N",B" vektor alanlarin1 ve biitin x,7 :1 - R fonksiyonlarini

bulmaktir [1]. Yani:
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oldugunu gosterelim. Ik olarak;

t'=a,T +a,N+a,B
n =a,T +a,N +a,B

b"=a,T +a,N +a,B

alalim. Burada g1 >R, i,j=123 tirve bilinmeyen katsayilardir.

(98)’i tiirevleyerek ve (11) i kullanarak

*

ddlx =a,T +(ai2 +a K+ aiST) N +(a1'3 * aizr) B
aN” =a,T +(a'22 +ay K+ azsr) N +(a’23 + azzT) B
0T (e g 20 N 3+ 2,0)8

elde edilir.

(98)’i (97)’nin sag tarafinda yerine yazarak

*

dT .

W: K (ale +a,,N +a238)

dN” -

W:T (a,,T +a;,N +a;,B)

O:jizr*(amT +a,N +a,B)
X

(97)

(98)

(99)

(100)

buluruz. (99) ve (100)’i karsilagtirarak bilinmeyen fonksiyonlarin asagidaki diferansiyel

denklemleri elde edilir:
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8y, =K 8y

8y, + 8,k + AT = K
By + 8,7 = Bk

a-21 = K*aSl

8y + 8y K + ByyT = By (101)
Byy 85T = Bpk

a;l = aZIT*

By + 8y K + 8gyT = 8y T

Qg3 + 85,7 = AT

Simdi (101) sisteminin ¢dziimiinii bulmaya galisacagiz. T",N", B” vektorleri G2 de

ortonormal vektorler oldugundan, asagidaki sekildedirler:

T =T+ fN+gB
N” = cosh N +sinh B (102)
B” =sinh @N +cosh ¢B

Burada f,g,¢ x’in belirli fonksiyonlaridir ve
|f+x+97]>]9"+ 97|

dur. (102)’yi (98) ile karsilastirarak
a, =1 a,=T1 ;=

a,, =0 ay,=coshg a,=sinhe (103)
a, =0 a,=sinhp a,=coshe

oldugu sonucuna variriz. Ek olarak, (103)’i (101) de yerine koyarak

f '+ x+Q7 =cosh ok
9 4 } (104)

g'+ fr=sinhpx”

elde edilir ve (104)’tin bir sonucu olarak
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(pzarth—lg +fe (105)
f'+x+9r
1 2 1 2
K=\/(f k+97) —(g+ fr) (106)
elde edilir.

Sonug olarak, eger a,, +a,,7 = a,r daa,, =sinhg,a,, =cosh¢vea,, =cosh¢
alirsak

T =r+¢' (107)
elde edilir [1].

Simdi, asagidaki teorem ispatlanmis olur.

32. Teorem:c:l1 —»G., I R bir regiiler C'egri, k¥ ve 7 sirasiyla onun egrilik ve

burulmasi, ve f,g:1 — R C? fonsiyonlar olsunlar. Bu durumda, Frenet sisteminin genel
¢oziimi (103), (106) ve (107) ile verilir. Burada ¢:1 —R (105) ile tanimlanan bir

diferansiyellenebilir fonksiyondur [1]. =

Bu teorem asagidaki gibi genellestirilebilir. ¢:1 -G}, | c R C* smifl1 bir regiiler
egri ve K =k(X), 7,=7(X) swrasiyla onun egrilik ve burulmasi olsun. Simdi,

x;,7; - | &> R fonksiyon dizisini asagidaki sekilde tanimlayalim:

K

i+1 :\/( f'x +07; )2 _(gi + fir )2
T,=7+¢
Burada

g =arth 9 hh

1=123,..
f'+x+0r,
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f,g,:1 >R C' simifl keyfi fonsiyonlar ve f =f, g, =gdir.
|fi'/ci+giri|>|gi + fiz'i| 1=123,...
olmalidur.

Dahasi, F, ={t;,n, b} G} de
t,=t+ fini + gibi

n,,, = coshgn; +sinh gb,
b.., =sinh@n, +cosh gb,

ile taniml1 ortogonal ii¢ ayaklilarin bir dizisi olsun. t, =t, n, =n, b, =b alalim. Bu

durumda asagidaki teoremi tiimevarimla ispatlamak kolaydir [1].

33. Teorem: F, ii¢ ayakli vektor alanlarinin ve x;,7, fonksiyonlarimin tiirevleri igin

asagidaki Frenet tipi formiller gegerlidir [1]:
dt, dn, db,

—=KxN, —=5b, —=7n
dx dx



3. SONUCLAR
G, ve G: deki egriler teorisiyle ilgili yapilan arastirmalarin sonuglari su sekilde
siralanabilir.

1) G, te verilen (a,&) Bertrand egri ¢ifti i¢in

a (s)=a (s)+u(s)N,(s)

esitliginde verilen U sabittir. Aym zamanda 7, ve 7, bu egrilerin burulmalar ise 7,7,

carpimi sabittir.

2) G, te verilen (C,E) bir Frenet-Bertrand egri ¢ifti olsun. Bu durumda bu egrilerin

karsiliklt noktalarindaki |u| uzaklig1 sabittir ve TT =cosé olacak sekilde bir € agis1

vardir. Ayrica C bir FB egrisi ise burulmas sabittir ve tan@=0 ise ¢ diizlemsel egridir.

c, x sabit egrilikli ise ¢ bir dairesel helistir.

3) r G, uzaymnda bir Mannheim egrisi ise egrilik ve burulmasi arasinda «, =cz? esitligi

vardir. ¢;, o ’nin Mannheim egri ¢ifti ise egrilik ve burulmasi arasinda
K .
7, :71(,12712 +1) (A0 sabit)

bagintist  vardir.  Ayrica «a  bir  helis ise ¢  dizlemsel egridir, ve

o (s)=a(s)+A(s)N,(s) esitligi ile verilen A sabittir.

4) G; de a bir Mannheim egrisi ise egrilik ve burulmasi arasinda x, = —cz? esitligi vardir.

o, , o ’nin Mannheim egri ¢ifti ise egrilik ve burulmas: arasinda
7,'="2(2%7-1)  (A=0 sabit)
A

bagmtisi vardir. Ayrica o helis ise o, diizlemsel egridir, ve (&, ;) Mannheim egri ¢ifti

i¢cin
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oy (s)=a(s)+A(s)N, (s)

esitligi ile verilen A fonksiyonu sabittir. Bundan bagka burulmalari 7, ve z, ise

carpimlari sabittir.

5) 631 de r egrisi AW(1)-tiplidir ancak ve ancak

K "—xr:=0 Ve r(s):

x*(s)

dir. Ayrica AW(2) ve AW(3)-tipleri i¢in benzer esitlikler elde edilmistir. r G} de AW(1)

tipli Manheim egrisi ise
\2 " 4 .
—2c((rr) +Z’r2'r)+CTr =0 ve z, = sabit

oldugu gorilmistir. Bundan baska AW(2) ve AW(3)-tipli Mannheim egrileri ile ilgili

benzer sonuclar vardir.

6) F, G; de diizgiin egrilerin bir 1-parametreli ailesi ise % = fT + gN +hB diizgiin akimi

inelastik ise f sabittir.

dir.

8) G; uzayinda Equiform geometrisinde Frenet formiillerinin hesaplanmasi ve ayrica

burada Frenet diferansiyel denklem sisteminin genel ¢oziimii verilmistir.



4. ONERILER
G, ve G: de yapilan aragtirmalar F. Klein geometrilerinin digerlerinde
arasirilabilir.

. 3 boyutta incelenen bu yapilarin benzerleri 4 vaya daha yiiksek boyutlarda

incelenebilir.

G, Galile uzayinda egrilerin Equiform geometrisi olusturularak, egrilerin temel
teorisi, Frenet formiilleri arastirilabilir. Ayrica buradaki temel invaryantlar
arastirilabilir.

G, Ve G; ytizeyler teorisi olusturulup, yiizeylerle ilgili temel teoremler ve sonuglar
elde edilebilir. (Sadece baz1 6zel ylizeyler icin sonuglar vardir.)

G, ve G; de burada incelenenler disindaki egrilerin (kiiresel gostergeler, involiit,-
evoliit, egrilerin zarf1) 6zellikleri verilerek bunlar incelenebilir.

G, ve G, uzaylarinda k-formlarla ilgili aragtirmalar yapilabilir. k-formlarin
incelenmesiyle konneksiyon formlari olusturulabilir.

G, Ve G; uzaylarinda farkli catilar tanimlanabilir. Bu catilarm T,N,B ile

baglantilari arastirilabilir.

. Buuzaylarda izometri kavrami tanimlanarak, farkli invaryantlar1 arastirilabilir.
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