KARADENIZ TEKNIK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIiM DALI

TALEP Mi.KTARI SONLU VARYANSLI A_GIR KUYRUKLU DAGILIMA SAHIP
(s,S) TIPLI ENVANTER MODELLERIN ASIMPTOTIK VE YAKLASIK
YONTEMLERLE iINCELENMESI

YUKSEK LiSANS TEZI

Ebru SENOL

HAZIRAN 2017
TRABZON



KARADENIZ TEKNiK UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

TALEP MiKTARI SONLU VARYANSLI AGIR KUYRUKLU DAGILIMA SAHIP (s,9
TiPLi ENVANTER MODELLERIN ASIMPTOTIK VE YAKLASIK YONTEMLERLE
INCELENMESI

Ebru SENOL

Karadeniz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisiince

"YUKSEK LiSANS (MATEMATIK)"
Unvam Verilmesi i¢in Kabul Edilen Tezdir.

Tezin Enstitiiye Verildigi Tarih : 29/05 /2017
Tezin Savunma Tarihi :16/06 /2017

Tez Danismani : Do¢.Dr. Tulay Kesemen

Trabzon 2017



KARADENIZ TEKNIK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

Matematik Anabilim Dalinda
Ebru SENOL Tarafindan Hazirlanan

TALEP MIKTARI SONLU VARYANSLI AGIR KUYRUKLU DAGILIMA SAHIP (s,S)
TiPLI ENVANTER MODELLERIN ASIMPTOTIK VE YAKLASIK YONTEMLERLE
INCELENMESI

baglikli bu ¢aligma, Enstitii Yonetim Kurulunun31/5 /2017 giin ve 1704 sayih

karariyla olusturulan jiiri tarafindan yapilan sinavda
YUKSEK LISANS TEZi

olarak kabul edilmistir.

Jiiri Uyeleri

Baskan : Dog¢. Dr. Mehmet MERDAN
Uye : Dog. Dr. Tiillay KESEMEN

Uye : Dog. Dr. Selguk Han AYDIN

Prof. Dr. Sadettin KORKMAZ
Enstitii Miidiirii




ONSOZ

Bu calismanin hazirlanmasi siireci boyunca Onerileri ve yonlendirmeleriyle bana
rehberlik yapan danisman hocam Dog. Dr. Tillay KESEMEN’e ve yardimlarindan dolay1
RTEU matematik boliimii 6gretim eleman Dr. Ash Bektas Kamuslik’a en icten dileklerimle
saygl ve minnetimi sunarim.

Ayrica tiim egitim-08retim hayatim boyunca maddi ve manevi desteklerini her daim
arkamda hissettigim aileme ve yiiksek lisans egitimimin tiim agamalarinda yanimda olan
esim Ibrahim SENOL’a sonsuz tesekkiir ederim.

115F221 nolu aragtirma projesi kapsaminda bu ¢alismay1 finansal olarak destekleyen

Tiirkiye Bilimsel ve Teknolojik Arastirma Kurumu (TUBITAK)’a tesekkiir ederim.

Ebru SENOL
Trabzon 2017



TEZ ETiK BEYANNAMESI

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Talep Miktar1 Sonlu Varyanshi Agir Kuyruklu
Dagilima Sahip (s,S) Tipli Envanter Modellerin Asimptotik ve Yaklasik Yontemlerle
Incelenmesi” bashikli bu ¢alismayr bastan sona kadar damismanim Dog. Dr. Tiilay
KESEMEN’ in sorumlulugunda tamamladigimi, verileri/6rnekleri kendim topladigima,
deneyleri/analizleri ilgili laboratuvarlarda yaptigimi/yaptirdigimi, baska kaynaklardan
aldigim bilgileri metinde ve kaynakcada eksiksiz olarak gosterdigimi, ¢alisma siirecinde
bilimsel arastirma ve etik kurallara uygun olarak davrandigimi ve aksinin ortaya ¢ikmasi

durumunda her tiirlii yasal sonucu kabul ettigimi beyan ederim.

Ebru SENOL



ICINDEKILER

Sayfa No
ONSOZ .ot 1]
TEZ ETIK BEYANNAMESLL. ..ottt \Y
ICINDEKILER .....oocviiititiiiieiiscte sttt \Y
OZET ..ot VII
SUMMARY ettt bbbt bbbttt b bt VIl
SEKILLER DIZINT ...ocviviieieieicececetee ettt st sasnas IX
TABLOLAR DIZINI....oiiiiiiiiiiiiiiiis s X
SEMBOLLER DIZINT ....cooiiiiiiiiiiiiiicissees s XI
1. GENEL BILGILER ....ccooouiiiiiiiinineiecissisie st 1
1.1. (€ 515 PP 1
1.2, Temel Tanim Ve TEOIEMIET ......coviiiiiiiiiiieieieie et 5
1.3.  Agir Kuyruklu ve Hafif Kuyruklu Dagilimlar.............cccooooviiininiiiencccsceee, 7
1.3.1.  Agir Kuyruklu Dagilimlar ..........ccoooiiiiiiiiiiiii e 7
1.3.2.  Agir Kuyruklu Dagilimlarin Bazi Ozel AItSINIfIart.........ccccoeevevvvccvevesiriccieinann. 11
1.3.2.1 Alt Ustel DaGIIMIAL .......c.oiviiiveiieieicee e 11
1.3.2.2 Uzun Kuyruklu Dagilimlar...........ccociiiiiiiiiiis s 14
1.3.2.3 Baskin Degisen Kuyruklu Dagilimlar..........c.ccooiiiiiiiiiicccceeee 15
1.3.2.4 Diizenli Degisen Kuyruklu Dagilimlar...........ccccooiiiiiiiiiiiiiiic 19
1.3.2.5 Agir Kuyruklu Dagilimlarin Diger Altsiniflart ... 20
14. StOKASIK STUTECIET ...cuvviiiiiiicieie e 23
1.5. SAYMA STULECIETT..e.viiviieiiiiciie e 29
1.6. Yenileme ve Odiillii Yenileme SHIECIETi.........o.ovvvvviveviiiiieieieiesiieseeeeeeseseses s 30

\



1.7. LAteratiit ATASHITTIIAST ...veeuveeiuiietiesieeetee sttt et et ebe et e e bt e sie e beesbe e beeseeeenbeesbeeennee e 35
2. YAPILAN CALISMALAR ....cot ittt st 42

2.1. Talep Miktar1 Sonlu Varyansh Diizenli Degisen Dagilima Sahip Klasik (s,S)

Tipli Stok Kontrol MOdeli..........ccooveiieiicieic e 42
2.1.1. Siirecin Matematiksel Kurulumu ve Ergodik Dagilimi1 i¢in Kesin Formiiller........ 44
2.1.2. Siirecin Ergodik Dagilim Fonksiyonu Igin Asimptotik A¢ilimlar................c......... 46

2.2. Talep Miktar1 Sonlu Varyanshi Diizenli Degisen Dagilima Sahip Kesikli

Miidahaleli Stok Kontrol Modeli........ccccooerieriiiiiiiniiiiiieceeececceceee 51
2.2.1 Siirecin Matematiksel Kurulumu...........ccocooiiiiiiiiiiiiice e 52
2.2.2. Siirecin Ergodikligi ve Ergodik Dagilim Fonksiyonu I¢in Kesin Formiiller.......... 53
2.2.3. Siirecin Ergodik Dagilim Fonksiyonu igin Yaklasik Sonuglar.............ccccccevvinnen, 55
3. BULGULAR . ..o 64
4, IRDELEME .......cooouiiiiiitisiiiseiseisssssssss s 66
5. SONUGCLAR ...ttt nb e an e 67
6. ONERILER ..ottt 69
7. KAYNAKLAR . ..o 70
OZGECMIS

Vi



OZET

TALEP MIKTARI SONLU VARYANSLI AGIR KUYRUKLU DAGILIMA SAHIP (s,S)
TIPLI ENVANTER MODELLERIN ASIMPTOTIK VE YAKLASIK YONTEMLERLE
INCELENMESI

Ebru SENOL

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Dog. Dr. Tillay KESEMEN
2017, 75 Sayfa

Bu tez ¢alismasinda (S,S) tipli bir yari-Markov envanter model, 6diillii yenileme siireci
olarak bilinen bir stokastik siire¢ yardimi ile modellenmistir. Sistemi ifade eden siirecte talep
miktarlarinin 6nce D N £ sinifindan daha sonra da R, sinifindan bir agir kuyruklu dagilima
sahip oldugu varsayillmistir. Boylece bu siniflardan agir kuyruklu dagilimlarin (s,S) tipli

envanter modellerin olasilik ve sayisal karakteristikleri tizerindeki etkisi arastirilmistir.

Yenileme siirecinde yenileme fonksiyonunu olusturan rasgele degiskenler D N £ smifindan
oldugunda Emrechts ve Omey (1984) tarafindan yenileme fonksiyonu i¢in onerilmis olan
asimptotik acilim kullanilmis ve bu acilim siirece uygulanarak siirecin ergodik dagilim
fonksiyonu i¢in asimptotik acilimlara ulasilmistir. Daha sonra R, simifindan rasgele
degiskenler tarafindan tretilen yenileme fonksiyonu i¢in Mitov ve Omey (2014) tarafindan
Onerilen yaklasik sonuglar sisteme uygulanmis ve sistemi ifade eden siirecin ergodik dagilim

fonksiyonu igin yaklasik ¢oziimler elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: (s,S) tipli yari-Markov envanter modeller, Agir kuyruklu dagilimlar
tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonlari, Odiillii yenileme siirecleri,
Ergodik dagilim fonksiyonu, Diizenli degisen dagilimlar, Zayif

yakinsama, Asimptotik acilim, Yaklasik sonuglar.
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SUMMARY

INVESTIGATION OF INVENTORY MODEL OF TYPE (s,S) WITH ASYMPTOTIC
AND APPROXIMATE METHODS WHEN DEMAND DISTRIBUTION ARE HEAVY
TAILED WITH FINITE VARIANCE
Ebru SENOL

Karadeniz Technical University

The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Assoc. Prof. Tilay KESEMEN
2017, 75 Pages
In this thesis study a semi-Markovian inventory model of type (s,S) is modelled with
the help of a stochastic process known as the renewal reward process. In this process, it is
assumed that the demand random variables have a heavy tail distribution from the D n £
class first and then the R, class. Thus, the effect of the heavy-tail distributions from these

classes is investigated on the characteristics of inventory model of type (s,S).

In the renewal process, the asymptotic expansion proposed by Emrechts and Omey
(1984) for the renewal function which is generated by the D n £ class of random variables
was used and the asymptotic expansions for ergodic distribution function of the process were
reached by applying this asymptotic expansion. Subsequently, approximate results proposed
by Mitov and Omey (2014) for the renewal function generated by random variables from the
R, class have been applied to the system and approximate solutions have been obtained for

the ergodic distribution function.

Key Words: A semi Markovian inventory model of type (s,S), Renewal function generated
by the heavy tailed random variables, Asymptotic expansion, Renewal reward
process, Ergodic distribution function, Regular variation, Weak convergence,

Asymptotic expansion, Approximate results.
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Stokastik siiregler teorisi olasilik teorisinin 20. yiizyilda ortaya ¢ikan ve hizla gelisen
onemli bir alanidir. Stokastik siiregler (veya rastgele siiregler), zaman igerisinde rasgele
degisen durumlari tanimlamak i¢in kullanilan bir olasilik modelidir. Daha genis anlamiyla
stokastik stirecler deterministik siire¢lerin olasilik alanindaki karsiligidir. Statik gortintiiler,
borsa ve doviz kuru dalgalanmalari, konusma ve ses sinyalleri, bir hastanin EKG, EEG, kan
basinct ya da sicakligi gibi tibbi veriler stokastik siirecler ile karsilagilan uygulama
alanlarindan bazilaridir. Giinliik hayatta karsilagilan pek ¢ok olay rasgele stirecler yardimi
ile tanimlandigindan, stokastik siirecler miihendislik ve istatistikte ¢ok dnemli bir yere
sahiptir. Ornegin ¢ok sayida par¢adan olusan bir cihaz ele alinsin. Cihazin her bir pargasi
herhangi bir sebepten bozulabilir. Bozulmus olan parganin yenisi ile degistirildigi farz
edilsin. [0, t] zaman araliginda kag tane parganin degistirilecegi 6nceden bilinemez. Bu tiir
sistemlerin t zaman calistiktan sonra bulunacagi konumun tahmin edilebilmesi i¢in t ye bagh
ozel bir olasilik yapist olan ve v(t) ile gosterilen bir yapr ile modellenmeleri gerekir. v(t)
ile gosterilen bu yap1 t” ye baghdir ve rasgeledir. v(t) nin temel 6zelligi azalmayan olmasi
ve rasgele anlarda bazi degerler almasidir. v(t) fonksiyonu giivenirlik teorisinde 6nemli role
sahiptir. Benzer fonksiyon sigorta teorisinde [0, t] araligindaki sigorta demelerinin sayisini
da ifade etmektedir. iste bu anlatilan durumlar ve benzerleri, matematikte stokastik siire¢
kavramini ortaya ¢ikarmustir.

Stokastik siiregler teorisinin temelleri 20. yiizyilda A.A. Markov (1856-1922), E.
Slutski (1880-1948), N. Wiener (1894-1965), A.Y. Khinchin (1894-1959), A.N.
Kolmogorov (1903-1987) gibi matematikgiler tarafindan verilmistir. Stokastik siireglerle
ilgili W. Feller (1906-1970), P. Levy (1886-1971), A. Wald (1902-1950), J. Doob (1910-
2004), K. Ito (1915-2008), E. Dynkin (1924), A. Skorohod (1929), L. Takac (1927), E. Cinar
(1941) gibi matematikgilerin de 6nemli katkilar1 bulunmaktadir [56].

Stokastik siireclerin uygulamada en sik karsilasilan siniflar1 yenileme, odilli
yenileme, Markov siiregleri ve rasgele yiiriiyiis siirecleridir. Ozellikle yenileme siiregleri
stokastik siirecler teorisinde ve onun uygulamalarinda 6nemli bir role sahiptir. Literatiirde

yenileme siireclerinin kendi karakteristiklerine ait baz1 calismalar mevcuttur. Ornegin, Smith



[67], Feller [29] yenileme fonksiyonu i¢in iki terimli asimptotik agilim elde etmislerdir.
Yenileme siirecleri yari-Markov stireglerinin 6zel bir hali olup Poisson siireglerinin
genellestirilmisi olarak da ifade edilebilir. Bir Poisson siireci kisaca, olaylar arasi gecen
zaman siireleri, birbirinden bagimsiz ve ayni iistel dagilima sahip rasgele degiskenler olan
bir sayma siireci olarak tanimlanabilir. Clinkii bu siirecte olaylar aras1 gegen zaman siireleri,
birbirinden bagimsiz ve ayni keyfi dagilima sahip rasgele degiskenlerdir. Ayrica Poisson
siirecinde basamak degiskenlerini gosteren rasgele degiskenler ayni iistel dagilima sahiptir.
Yenileme siireclerinde ise basamak degiskenlerini ifade eden rasgele degiskenler bagimsiz,
ayni dagilima sahiptirler. Fakat yenileme siireclerinde basamak degiskenlerini ifade eden
rasgele degiskenler iistel dagilima sahip olmak zorunda degildir. Dolayisiyla yenileme
stirecleri Poisson slireclerine gore daha genel siireclerdir ve uygulama alanlar1 oldukca
genistir.

Bu ¢alismanin amaci, (s,S) tipli bir envanter modelin kesikli miidehaleli bir 6dilli
yenileme siireci ile tanimlayip belirli karakteristikleri i¢in asimptotik agilimlar ve yaklasik
coziimler elde etmektir. Bu ¢aligmayi literatiirdeki benzer ¢aligmalardan ayiran en énemli
ozellik, talep miktarim1 ifade eden rasgele degiskenlerin agir kuyruklu farkli dagilim
yapilarina sahip oldugu varsayimidir. Bu farklar ayrintili olarak agagidaki gibi agiklanabilir.

(s,S) tipli envanter modeller daha 6nce agir kuyruklu dagilimlarin alt {istel ve sonsuz
varyansh diizenli degisen kuyruklu dagilima sahip talep miktarlar1 ile ¢alisilmis, siirecin
dagilim fonksiyonu ve dagiliminin n. mertebeden momentleri i¢in asimptotik acilimlara
ulagilmistir [40]. Bu ¢alismada ise [40], [41] ,[44], [45], [46] gibi bu konuda daha 6nce
yapilmis caligmalardan farkli olarak agir kuyruklu dagilimlarin 6nce D N £ sinifi olarak
bilinen 6zel bir alt sinifi ile ¢alisilmis, slirecin dagilim fonksiyonu i¢in asimptotik agilimlara
ulasilmigtir. Daha sonra talep miktarlart i¢in sonlu varyansh diizenli degisen dagilimlar
siifindan bir dagilim alinarak stirecin ergodik dagilim fonksiyonu i¢in yaklasik ¢oziimlere
ulasilmustir.

Agir kuyruklu dagilimlar gergeklesme olasiligi ve gergeklesme sikligi diisiik fakat
gerceklestiginde etkisi yiiksek olan (tsunami gibi) siradisi olaylarin modellenmesinde
kullanilan 6zel dagilimlardir. Depremler, firtina, sel gibi dogal afetler ile ekonomik ve
finansal krizler, bankacilik krizleri, firmalarin beklenmedik sekilde iflas1 gibi olaylar sira
dis1 olaylara 6rnek olarak verilebilir. Bu olaylarin sebep olabilecegi riskleri yonetmek ve bu
risklerden kaynakli kayip etkisini azaltmak icin bazi tedbirlerin alinmasi gerekir. Ornegin

bir bankanin alim satim portfoyli nedeniyle maruz bulundugu piyasa riskine karsilik sermaye



ayrilmasi asamasinda, her 100 giinden 99 unda (veya 95 inde) ortaya ¢ikabilecek kaybin
miktar1 degil geriye kalan 1 (veya 5) giinde ortaya ¢ikabilecek kaybin miktar1 esas alinarak
sermaye ayrilir. Bunun diger anlami, sermayenin normal piyasa kosullarin1 yansitan 99 giin
degil, geriye kalan 1 giinde ne olabilecegi dikkate almarak ayrildigidir [49]. Iste bu ve
benzeri sira dis1 olaylarin meydana geldigi bankacilik, finansal risk yonetimi ve envanter
sistemler gibi alanlarda karsilagilan problemlerin modellenmesinde agir kuyruklu (kalin
kuyruklu) dagilimlarin kullanilmas1 gercek¢i sonuglar elde edilmesini saglar. Bir olayin
gergeklesme olasiliginin - diisiik olmasi halinde bu olaya ait olasiliklar, dagilim
fonksiyonunun kuyruk bolgesinde yer alir. Eger bu verilerle modellenen olaylar normal
dagilimin kuyruk bolgelerinde gergeklesen olaylara gore daha fazla gergeklesme ihtimaline
sahipse ve etkisi de ¢ok yiiksekse bu tiir verilerin agir kuyruklu dagilimlar ile modellenmesi
gerekir. Olasilik teorisinde agir kuyruklu dagilimlar kuyruk yapilari istel olarak
siirlandirilmig ve kuyruk kismi tstel dagilima gore daha yavas sifira giden dagilimlar
nitelemek i¢in kullanilir. Hafif ve agir kuyruk yapisina sahip dagilimlar arasindaki temel
fark, hafif kuyruk yapisina sahip dagilimlarin pozitif degerli moment ¢ikaran fonksiyonu
sonlu deger alirken, agir kuyruklu dagilimlarin moment ¢ikaran fonksiyonunun sonsuz deger
almasidir. Agir kuyruklu dagilimlarin tiim pozitif tistel momentleri sonlu olmayabilir. Ayrica
olasilik yogunluk fonksiyonunun kuyruk kisminin sifira yaklasma hizi ne kadar yavassa, ug
degerlere verilen olasilik degerleri daha fazla olacagindan dagilim agir (veya kalin) kuyruklu
olarak nitelendirilmektedir [10]. Agir kuyruklu dagilimlar su sekilde de tanimlanabilir; bir
dagilimin kuyruk fonksiyonu dagilimin kuyruguna dogru gidildikge iistel fonksiyon olarak
azaliyor ise bu dagilim agir kuyruklu dagilimdir [10].

Agir kuyruklu dagilimlar pek ¢ok farkli olayda gergekei bir model olarak kabul edilir.
Ornegin; nehirlerin taskin seviyelerini dlgmede, biiyiik sigorta taleplerinde, asiri ozon
yogunlugu seviyelerini 6lgmede, kasirgalarda, bir kasirga esnasinda meydana gelen dalga
seviyelerini 6lgmede, normale gore ¢ok diisiik ve ¢ok yiiksek sicakliklart dlgmede agir
kuyruklu dagilimlarin kullanilmasi1 daha gercekc¢i sonuglar alinmasini saglamaktadir. Agir
kuyruklu dagilimlarin bu tiir olaylarin modellemesinde kullanimui ile ilgili literatiirde 6nemli
calismalar mevcuttur ( [1], [10], [22], [27], [54]).

Agir kuyruklu dagilimlar stokastik sistemlerin analizinde de biiyiik rol oynar. Ornegin
bilgisayar veri girisi veya iletisim ag1 gibi modeller ile uyumludurlar. Ayrica ¢ogu risk
sirecini tanimlamak i¢in de gereklidirler. Agir kuyruklu dagilimlarin 6nemli 6rnekleri

Pareto dagilimi, lognormal dagilim ve sekil parametresi (1), 0 < A < 1 olan Weibull



dagilimidir. Agir kuyruklu dagilimlar ve uygulamalar ile ilgili literatiirde 6nemli teorik
calismalar mevcuttur: (Asmussen [8] Bingham, Goldie ve Teugels [13], Embrechts [27]).

Aykir1 degerler iiretme egiliminde olan agir kuyruklu dagilimlarin arastirilmasi
literatiirde 6nemli bir arastirma alamidir. Bu c¢alismada da ozel olarak literatiirde en ¢ok
kullanilan stok kontrol modellerinden biri olan (s,S) tipli stok kontrol modellerinin agir
kuyruklu talep miktarlar1 ile incelenmesi amaglanmaktadir. Bdylece agir kuyruklu
dagilimlarin (s,S) tipli envanter modeller iizerindeki etkilerinin arastirilmasi amaglanmaistir.
(s,S) tipli envanter modelin ergodik dagilimi ve ergodik dagiliminin momentleri igin
kullanilan kesin formiiller Tahir KHANIYEV tarafindan gelistirilmis ve kendisi ile ortak
calisma yapan pek ¢ok akademisyen ve Tillay KESEMEN’ in makalelerinde kullanilmis
Ozgiin ve giiglii bir yontemdir [2-4], [11-12], [40-46]. Bu yontemin, talep miktarlarini ifade
eden rasgele degiskenlerin farkli siniflardan agir kuyruklu dagilimlara sahip oldugu
durumlan sistemin i¢ine katarak genisletilmesi amaglanmaktadir. Calismanin literatiirdeki
caligmalardan en biiyiik farki agir kuyruklu dagilimlarin her bir alt sinifi i¢in bu rasgele
degiskenler tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonunun asimptotik a¢ilimini ifade eden
farkli bir formiil kullanilacak olmasidir. Calismada elde edilen sonuglarla ddiillii yenileme
stireglerinin ve Ozel olarak envanter modellerin agir kuyruklu dagilimlar kullanilarak
etkilerinin arastirilmasi konusunda daha sonra yapilacak olan caligsmalara onciiliikk etmesi
hedeflenmektedir.

Bu amagla oncelikle agir kuyruklu dagilima sahip rasgele degiskenler hakkinda genel
bilgiler verilecektir. Her bir alt sinifa ait rasgele degisken tarafindan iretilen yenileme
fonksiyonunun asimptotik a¢ilimi ve yaklasik sonuclar ile ilgili literatiir arastirmasina yer
verilecektir. Agir kuyruklu dagilimlarin D N £ ve diizenli degisen kuyruklu dagilim siniflari
ayrintili bir sekilde ele alinarak talep miktarlari bu alt siniflardan rasgele degiskenlere
sahipken (s,S) tipli envanter modeli ifade eden siirecin ergodikligi aragtirilacaktir. Daha
sonra ergodik dagilim fonksiyonu ig¢in literatiirde elde edilmis olan kesin formiiller
kullanilarak modeli ifade eden siirecin ergodik dagilim fonksiyonu i¢in asimptotik agilimlara

ve yaklagik sonuclara ulasilacaktir.



1.2. Temel Tanim ve Teoremler

Bu kisimda ¢alisma igerisinde kullanilacak olan temel kavramsal bilgilere yer
verilecektir. Bu kavramlar daha sonra ¢alismada ele alinacak olan sistemin ergodik dagilim

fonksiyonu i¢in asimptotik ve yaklasik sonuclarin elde edilmesi amaci ile kullanilacaktir

Tanmm 1.2.1 [11] f(x) ve g(x) reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesi tizerinde tanimli iki

fonksiyon ve g(x) # 0 olsun eger ;

lim @ c
x=00 g(x)
ise f(x) = 0( g(x)) olarak yazilir.
Ornegin, 1 — cosx = 0(x?) olur. Ciinkii lim 1_;;)“ = % > dir.
X—00

Tamm 1.2.2 [11] f(x) ve g(x) reel reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesi tizerinde tanimli
iki fonksiyon olsun ve g(x) # 0 olsun. Eger

lim @ =0

x=e0 g(x)
ise f(x) = o(g(x)), seklinde yazilir.

1—cosx

= 0’ dir.

Ornegin 1 — cosx = o(x) olur. Ciinkii lim

X—00 X

Tanmm 1.2.3 [11] g(x) # 0 olmak iizere reel sayilarda tanimh f(x) ve g(x) fonksiyonlari
i¢in eger,
- f()
lim —— -
x—e g(x)
oluyor ise f(x) ~ g(x) bigiminde yazilir ve buna f(x) ve g(x) fonksiyonlar1 “asimptotik

1

olarak denk” tirler denir.

Ozellik 1.2.1 [16] (O Fonksiyonu ile Tlgili Temel Ozellikler)
i. ¢ pozitif sabit bir say1 olmak iizere, f(x) = 0(c g(x)) ise f(x) = 0(g(x))’dir. Ozel
olarak “O” teriminin iginde sabit say1 olmast durumunda f(x) = O0(1)’dir.
ii. O terimi gegisme Ozelligine sahiptir yani f(x) = 0(g(x)) ve g(x) = 0(h(x))
oldugunda f(x) = O(h(x))’dir.



iii. £1(x) = 0(g(x)) ve f,(x) = 0(g(x)) oldugundan f;(x) + fo(x) = 0(g(x)) dir

iv. filx) = O(gl-(x)), i = 1,2 oldugundan f;(x)f,(x) = O(gl(x)gz(x)) dir.

V. f(x) = 0(g(x)h(x)) oldugundan f(x) = g(x)0(h(x)) dir.

vi. f(x) ve g(x) sonlu araliklarda integrallenebilir iki fonksiyon ve f(x) = O(g(x))
oldugundan

[rovay=o( [lswiay). @z

dir.

Ozellik 1.2.2 [16] (o Fonksiyonu ile Tlgili Temel Ozellikler)
I filx) = o(g(x)) ve fo(x) = o(g(x)) oldugundan f; (x) + f,(x) = o(g(x)) dir
i. fi(x) = o(gl-(x)), i = 1,2 oldugundan f;(x)f;(x) = o(gl(x)gz(x)) dir.

iii. il_}rg) f(x) =0 ise f(x) = o(1) dir. Ayrica c sabit olmak iizere, cf (x) = o(1)dir.

iv. f(x) = o0(1) ise ayn1 zamanda f(x) = 0(1) dir.

Onerme 1.2.1 [16] (o Fonksiyonunun Integrallenebilmesi) f = o(g) olsun ve g x,’ n bir

komsulugunda tanimli herhangi bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

[r=olfs) ==
dir.

Ispat: Notasyon kolayligi agisindan g > 0 olsun. Ayrica x —x, > 0ve x —xy € N
n_.r

olsun Ve >0 icin [f(x)| < € g(x) olacak bi¢cimde bir x. bulunur. "x", x,ve x.

araliginda oldugundan asagidaki sonug kolaylikla elde edilir.
X X X

[ =] n=e|s

X0 X0 Xo

Not 1.2.1 [16] Tiirevlenebilme; “o” teriminin integrallenebilmesi ile ilgili durum

tiirevlenebilme icin her zaman gegerli degildir. Ornegin, f (x) = x?sin(1/x) ise

f(x) = o(x) dir. Fakat x — 0 oldugunda f'(x) # o(1) dur.



Tanmm 1.2.4 [11] {£,}, n = 1 Q 6rnek uzayinda tanimli rasgele degiskenlerin bir dizisi ve
¢ ayn1 () 6rnek uzayinda tanimli bir rasgele degisken olsun.

I. Ve>0ig¢in lim P{w|é,(w) — é(w)| = €} = 0 saglaniyor ise {&,},en, n = 1 rasgele
n—->oo
degiskenler dizisi ¢ rasgele degiskenine olasilik anlaminda yakinsaktir denir.

P
& (w) » &(w) seklinde gosterilir.

ii. F(x)'in siirekli oldugu noktalar i¢in lim F,(x) = F(x) ise {&,}nen, n =1 rasgele
n—->oo

d
degiskenler dizisi & rasgele degiskenine “zayif yakinsaktir” denir. &,(w) — é(w)

seklinde gosterilir. Literatlirde dagilima goére yakinsaklik olarak da bilinmektedir.

iii. {&,(w)} dizisi, é(w) noktasna hemen hemen her yerde yakinsaktir ancak ve
ancak{w € Q: {X,,(w)} » X(w)} € E olacak sekilde olgiisii sifir olan bir E kiimesi

mevcuttur.
1.3. Agir Kuyruklu ve Hafif Kuyruklu Dagilimlar
1.3.1. Agir Kuyruklu Dagilimlar

Bu kisimda agir kuyruklu ve hafif kuyruklu dagilimlarin tanimlar1 ve aralarindaki
farklar matematiksel olarak ifade edilecektir. Ayrica agir kuyruklu dagilimlarin alt siniflar
ve bu dagilimlar ile ilgili temel teorik bilgiler verilecektir.

Tanmm 1.3.1.1 [55] X bir rasgele degisken olmak iizere; X rastlanti degiskeninin dagilim
fonksiyonu F(x) = P(X < x), kuyruk dagilm F(x) =1 — F(x) = P(X > x) seklinde
gosterilmektedir. Kuyruk dagilimi, kalan 6miir dagilimi olarak da adlandirilir.

Tamm 1.3.1.2 [31] F, R iizerinde taniml bir dagilim fonksiyonu olsun. Eger

o)

f e F(dx) = oo, VA>0

— 00

1)

sart1 saglaniyor ise, F' dagilim fonksiyonuna agir kuyruklu dagilim fonksiyonu ve F dagilimi

tarafindan ifade edilen X rasgele degiskenine de agir kuyruklu rasgele degiskendir denir.



Tanim 1.3.1.2 den goriilecegi gibi eger F agir kuyruklu bir dagilim ise X rasgele
degiskeni herhangi bir pozitif iistel momente sahip degildir. Bir baska deyisle F agir
kuyruklu ise F ’in kuyruk fonksiyonu F, iistel olarak azalan her hangi bir fonksiyonla
siirlandirilamaz.

Agir kuyruklu dagilimlar ile ilgili literattirde farkli tanimlamalar mevcuttur:

Tamm 1.3.1.3 [31] f > 0 agir kuyruklu olan bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

lim sup f(x)e?* =00, VA>0 5
xX—00 (2)

sart1 saglanir.
Hafif (ince) ve kalin kuyruk yapisina sahip dagilimlar arasindaki temel fark, hafif

(ince) kuyruk yapisina sahip dagilimlarin pozitif degerli moment ¢ikaran fonksiyonu

f_o:oe“}"(dx)

sonlu deger alirken, kalin kuyruklu dagilimlarin moment ¢ikaran fonksiyonu sonsuz deger
almasidir. Ayrica R* = [0,00) lizerinde hafif kuyruklu F dagihiminin genelde tiim

momentleri sonludur. yani

kaﬂ-"(dx) <o, Vk>0
0

dir. Eger R* = [0,0) iizerinde bir F dagiliminin tiim pozitif momentleri sonlu degilse, yani

belirli baz1 k > 0 degerleri i¢in

Oj x*F (dx) = o

oluyor ise F genellikle agir kuyruklu dagilim yapisindadir.



Tablo 1. ve Tablo 2.’ de hafif kuyruklu dagilimlar ile agir kuyruklu dagilimlarin uygulamada

en sik karsilasilan drnekleri verilmistir [58].

Tablo 1. Hafif Kuyruklu Dagilimlar

Dagilim F(x) =1—-F(x) Parametresi
ya da f(x)
Ustel dagilim F(x) = e ™ a>0
Gama Dagilimi BY .1 oaB>0
= — —1,Bx ’
f(x) ) x* e
c>0,

Weibull Dagilimi F(x) = e " T=>1
Tablo 2. Agir Kuyruklu Dagilimlar

Dagilim F(x) =1—-F(x)yada f(x) Parametresi
Lognormal o—(nx—)? /202 U ER, c>0
Dagilim 2mox

Pareto 7 K K,a>0

F(x) = @ '
V 0= (53)
Dagilimi
Burr Dagilimi Fx) = ( K )a K,a,T>0
K+ x*

Weibull c>0,
Dagilimi F(x) = e~ 0< <1
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Sekil 1. de de agir kuyruklu bir dagilim olan Pareto ile iistel dagiliminin kuyruk kisminin
sifira gidis hiz1 karsilagtirilmaktadir. Pareto dagiliminin kuyruk kismu, iistel dagilima gore

sifira daha yavas yaklagsmaktadir [55]

0 = 4 s a 10

Sekil 1. Pareto dagilimu ile tistel dagilimin kuyruk kismi

Agir kuyruklu dagilimlar normal ve iistel dagilimlardan farklidir. Ornegin iistel
dagilim fonksiyonu, F(x) =1 —e~%, x > 0,
F(x+y)
F(x)
esitligini saglar. Bu ylizden tistel dagilim agir kuyruklu dagilim degildir [55].

= exp(—ay), x=20,y=>0

Bagka bir ornek verilirse, 4 > 0; sekil parametresi ile Weibull dagilimimin kuyruk

dagilimu,

F(x) =exp(—x*), x>0 3)

seklindedir. Olasilik yogunluk fonksiyonu ise
f(x) = x*texp(—x*) ,x =0
bigiminde tanimlidir.
A < 1 oldugu durumda bu dagilim agir kuyruklu dagilimdir. A = 1 oldugunda ise bu dagilim
tistel dagilimdir [31].
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1.3.2. Agir Kuyruklu Dagihmlarin Baz1 Ozel Altsimiflari

Uygulamada genel olarak agir kuyruklu dagilimlar tanimlamasi yeterli olmadigi igin
bu dagilimlar ile ifade edilen farkli verileri modellemek amaciyla agir kuyruklu dagilimlarin
sahip olduklar1 ortak 6zelliklere bagli olarak ¢esitli alt siniflar olusturulmustur. Bu siiflarin
uygulamada en sik karsilasilanlari, alt-iistel dagilimlar (sub-exponential), uzun kuyruklu
dagilimlar (long tailed), baskin degisen kuyruklu dagilimlar (dominated-varying tailed) ve

diizenli degisen kuyruklu dagilimlar (regularly-varying tailed) olarak bilinmektedir.

1.3.2.1. Alt-Ustel Dagihmlar

Alt-iistel dagilimlar ilk kez 1964 yilinda Chistyakov [19] tarafindan, dallanma siireci
lizerine yapilan uygulamalarda kullanilmistir. Bu dagilim simnifina alt-iistel denilmesinin
sebebi; bu sinif igerisindeki dagilimlarin herhangi bir iistel dagilimdan daha yavas azalan bir
kuyruk yapisina sahip olmasidir. S simgesi ile gosterilen alt-listel dagilimlara 6rnek olarak;
Lognormal, Pareto ve sekil parametresi bir degerinden kiigiik olan Weibull dagilimi

verilebilir.

Tamim 1.3.2.1.1 [38] Herhangi bir F dagilim fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyor ise;
1. a>0, F(x)>0
2. Herhangi bir dagilimda n > 2 degeri igin,
T
lim — =n
o F(X)

F dagilim fonksiyonuna alt iistel dagilima sahiptir denir.

Burada F*™(x); F dagilm fonksiyonunun n katli konviilasyon carpiminm kuyruk
dagilimini gostermektedir ve
F'(x)=1— F"(x) =PX; + X, + X5+ -+ X,, > X)
bigiminde elde edilmektedir.
Tamm 1.3.2.1.2 [38] X4, X,,... bagimsiz ve alt-listel dagilim sinifi igerisinde yer alan ayni
F dagilimina sahip rastlant1 degiskenleri olmak tizere, tiim n = 2,3,... degerleri i¢in;
Sn=X1+ X+ + X,

olmak iizere;
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P (S, >x) =F™(x) ~nF(x)

esitligi saglanmaktadir.

Teorem 1.3.2.1.1 [38] F dagilimu alt-iistel dagilima sahip olsun. Bu durumda

. P(Xl +X2++Xn>X) F*n(X) (4)
lim ~ =
x> P(max(Xy,X,, ..., Xn) >x) nF(x)

iligkisi saglanir.

Ispat:
P(max(Xy,Xo, .., Xp) >x) =1 — F™'(x)
={[1-FOI1+Fx) + [FC)I* + -+ [F()I" ']}

= F(x) Z F¥(x) ~nF(x), x > 1
k=0

Burada asimptotik denklik tanimindan;

P(X1+X2++Xn>X) F*n(X)

lim ~ — »>1©FeSs
o0 P(Max(Xy, Xy oy X,) > %) nF(X)

dir.

Teorem 1.3.2.1.1 ‘den yola c¢ikilarak alt-iistel dagilimlar i¢in su yorum yapilabilir.
Rasgele degiskenlerin toplaminin beklenenden ¢ok biiyiik olmasi toplam igerisindeki tek bir
degerin biiylik olmasindan kaynaklanir. Bu 6zellik literatiirde katastrofi ya da tek biiyiik

sicrama 0zelligi olarak bilinmektedir.

Not 1.3.2.1.1 [38] Alt iistel dagilimlar asagidaki 6zellikleri saglar
1) FES=F"(x)eS, neN
2) FES=F"(x)€ES, neN

Not 1.3.2.1.2 [38] F € S ise asagidaki iligkiler dogrudur:

. Fx-y
lim

PR R ©

f <X dF (x) = 0, Ve > 0 (6)
0
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F(x)
per -0, Ve>0 @)

F’in kuyrugu herhangi bir tistel dagilimdan daha yavas azalir. (6) ifadesi alt-iistel dagilimin
istel momente sahip olmadigin1 gosterir. Bir dagilimin alt-iistel dagilim sinifi igerisinde yer
aldiginin ispatlanmasi ¢ok kolay olmamaktadir. Bu nedenle risk teorisindeki uygulamalar
icin dagilimin kendisinden ¢ok, bu dagilimin integrallenmis kuyruk dagiliminin alt-iistel
olmasi ile ilgilenilmektedir. Sonlu beklenen degere sahip, negatif olmayan rastlanti

degiskeninin dagilim fonksiyonu F ile gosterilmek tizere, integrallenmis kuyruk dagilimi F;,

0 , x<0
X

=<{1(_
Fi(x) Ej F(y)dy, x>0 (8)
0

olarak elde edilmektedir [15].

Pareto Dagilinm [38] Pareto dagilimi 6lgek parametresi b > 0 ve sekil parametresi @ > 0
olarak isimlendirilen iki parametre yardimi ile tanimlanir. Pareto dagiliminin kuyruk

kisminin dagilim fonksiyonu asagidaki gibidir:

B 1, 0<x<b
F(x) = (é) ’ x>h ©)
X

Weibull Dagilim [38] A > 0 sekil parametresi olmak {iizere; agir kuyruklu Weibull

dagilimimin dagilim fonksiyonu asagidaki gibidir:

F(x)=1—exp(—a:x’1), x>0 0<A<1, a>0; (10)
Weibull dagiliminin tiim momentleri sonludur.
Lognormal Dagilim [Goldie 1978] Konum parametresi u € R ve sekil parametresi ¢ > 0

olmak iizere; Lognormal dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir:

fx) = g~ (nx—p?/20? x>0, ueR, 0>0 (11)

V2Tmox

Lognormal dagilima sahip bir X rasgele degiskeni, y ortalamasi ve o2 varyansi ile normal
dagilima sahiptir. Lognormal dagilimin tiim momentleri sonludur.
Loggamma Dagilimm [38] Alt-iistel dagilima 6rnek dagilimlardan biri de Loggamma

dagilimidir. Loggamma dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir:
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of
f(x) = rﬁ)(lnx)ﬁ‘lx‘“‘l x>0, af>0 (12)

Alt tistel dagilimlar, dallanma siireci (Chistyakov [19]; Athreya [7]; Chover, Ney [20]),
yenileme teorisi (Teugels [69]; Embrechts ve Omey [26] ), sonsuz varyansli zaman serileri
(Davis ve Resnick [23]), genis sapmalar teorisi (Pinelis [62]) tizerine yapilan uygulamalarda

kullanilmustir.

1.3.2.2. Uzun Kuyruklu Dagilimlar

Agir kuyruklu dagilimlarin 6nemli alt siniflarindan biri de uzun kuyruklu dagilimlar
olarak bilinen siiftir. Internet ¢aginda pek ¢ok uygulamada uzun kuyruklu dagilimlar
kullanilmaktadir. Ornegin Amazon.com sitesindeki kitaplarin baslklarma gére kategorize
edildigini diisiiniilsiin. Her bir baslik altindaki kitabin satis oranlar1 uzun kuyruklu dagilim
yapisina sahiptir. Diger bir 6rnek de internette aranan terimlerin sikligidir. Ornegin insanlar
giin i¢inde milyonlarca terime arama motorlarinda aratmaktadirlar. Google’da yapilan bir
arastirmaya gore en ¢ok aranan ilk 1000 terim toplam aranan terimlerin sadece %10 ununu
olusturmaktadir. Fakat arama motorunda yalnizca birkag¢ defa ya da yalnizca bir defa aranan
milyonlarca terim bulunmaktadir. Bu durum Google arama motorunda aranan terimlerin
uzun kuyruklu dagilim yapis1 gosterdigini kanitlar. Bu ve bunun gibi pek ¢ok gercek hayat

problemi uzun kuyruklu dagilimlar kullanilarak modellenmektedir.

Tanim 1.3.2.2.1 [15], [31] Uzun kuyruklu dagilim F, (0, c0) araliginda tanimli ve x — oo
degerleri i¢in F(x) < 1 olan bir dagilim fonksiyonu olmak iizere; y > 0 degerleri i¢in F
dagilima,
. - Fx+y)

ll_)rgP(X>x+y|X>y)—)!1_)r£10W—1 (13)
esitligini saghyor ise F dagilimina uzun kuyruklu dagilimdir denir. Bu durum tiim y > 0
degerleri i¢in F (x + y)~F (x) olmas1 demektir.
Not1.3.2.2.1 [15] Agir kuyruklu dagilimlarin daha genis alt siniflarindan olan uzun kuyruklu
dagilimlar (£ smifi) igin de e¥*F(x) — o0, x = o 6zelliginin saglandig bilinmektedir.
Not 1.3.2.2.2 [52] § (alt-iistel dagilim), £ (uzun kuyrukluklu dagilim) nin altkiimesidir. Bu

nedenle S’e ait olan ornekler £ smifina da aittir. Fakat £\S simifina ait bilindik 6rnekler
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bulunamamaktadir. Bu sinifa ait 6rnekler cogu zaman iki farkli dagilimin bileskesi seklinde

ifade edilmektedirler.

1.3.2.3. Baskin Degisen Kuyruklu Dagilimlar

Tamm 1.3.2.3.1 [72],[73] (Baskin degisen kuyruklu dagihim) F dagilimi 0 <y <1
araligindaki y degeri i¢in,

F (xy)

limsup, e m < © (14)

ozelligine sahipse bu dagilim baskin degisen kuyruklu dagilim olarak tanimlanmaktadir.
Baskin degisen kuyruklu dagilim smifi D ile gosterilir ve F[0, c0) olmak tizere

F (xy) = O(1)F (x) seklinde yazilabilir [30]. Ayrica F € D ise

F (x)

dir. Bagka bir ifadeyle baskin degisen kuyruklu dagilim asagidaki sekilde de verilir;

liminf, > 0, u>1

Tamim 1.3.2.3.2 [31] ¢ > 0 olsun. Ayrica Vx igin
F (2x) = cF(x) (15)

saglansin. Bu durumda F dagilimi baskin degisen kuyruklu dagilim olarak tanimlanmaktadir.
Baskin degisen kuyruklu dagilim smifi ile ilgili uygulamalar daha ¢ok Wang ve Tang
[72] tarafindan yapilmistir. Baskin degisen dagilimi diger siniflarla beraber diisiiniiliirse;
1. S&L;
2. LND&ES;
3. DeSveSeD
oldugunu goriilmiis olur [26].
Teorem 1.3.2.3.1 [37] Asagidaki ii¢ sart F € § olmasi i¢in gerekli kosullardir. Her bir
y € (0, ) igin;

p Fa-»
I (2)
T GOy 17)

F (x)
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F@(x)

limsupx_,oo W < o (18)

Tanim 1.3.2.3.1, Teorem 1.3.2.3.1° den yola ¢ikilarak asagidaki sonuclar elde edilmistir.
[38]

(1) F € Dve (1) saglanirsa F € S dir.

(if) F € D ve (2) saglanirsa F € S dir.

Baskin degisen kuyruklu dagilimlara ait 6rnek olarak asagidaki dagilim verilebilir:
Ornek 1.3.2.3.1 [32] (Peter ve Paul Dagilimi) Dagilim fonksiyonu

F(x) = z 27k x>0

k:2k<x

bi¢iminde verilmis olan dagilim literatiirde Peter ve Paul Dagilinm olarak bilinmektedir.
F dagilimi Peter Paul dagilimi olsun. Bu taktirde her KE N ve x = 0 igin

——

FRA -1 _ (19)

F(2F)

dir. (19) esitliginden yola ¢ikilarak F dagilimi Peter Paul dagilimiigin F € Lve F € S
oldugu ispatlanmistir. Fakat kolayca ispatlanir ki F € D. O halde ‘Peter and Paul’ Dagilimi
D\ S veya D\ L sinifina aittir[70].

D n L (Konviiliisyon-Kapali) (convolution-closed) sinifina ait dagilimlar

1.  Pareto dagilimm [26], [31] Bi¢im parametresi b > 0 ve sekil parametresi
a > 0 olan Pareto dagiliminin kuyruk dagilim fonksiyonu genel durumda asagidaki gibidir.
_ b\“
Fx) = (;) (20)
Pareto dagilimi kuvvet kanunlu dagilim (power law distribution) olarak da isimlendirilir.

Pareto dagiliminin y < @ dereceden tiim momentleri sonludur ve y = a dereceden tiim

momentleri sonsuzdur. Yani, X rasgele degiskeni Pareto dagilimina sahipse:

oo yz=za

E(xY) ={ b%a y<a (21)
a—y’
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moment derecesi ile, @ kuyruk indeksi arasindaki bu iliski diizenli degisen dagilima sahip
biitiin rasgele degiskenlerin ortak 6zelligidir.

2. Burr dagihim [26], [31] Burr dagilimmin kuyruk davranisi Pareto dagilim kuyruk
davranigina benzer 6zellik gosterir. Burr dagilimi «, k,t > 0 parametreleri ile ifade edilir ve

dagilimin kuyruk kismi asagidaki gibidir.

FOO = ()@ 22)

K+ x*

F, Burr dagilimi ise x — oo iken F(x)~k%x~" dir. Burr dagilminin ¥ < at dereceden
tim momentleri sonludur.
3. Cauchy dagilimm [26] Bi¢im parametresi x>0 ve konum parametresi a olan

Cauchy dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu agagidaki gibidir:
K

fe) = n((x — a)? + k?) (23)

Cauchy dagilimmin y < 1 olan tiim momentleri sonludur. Birinci momenti yani beklenen
degeri sonlu degildir.
4. Loggamma dagihm[31] D n £ (convolution-closed) sinifina ait dagilimlardan
biri olan loggamma dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir:
oBxp-e*/a

f(x) =w.

—00 < x < (24)

5. Frechet dagihmm [26], [32] Frechet tipli dagilimlar Cauchy, Loggamma,
Pareto,Burr gibi agir kuyruklu dagilimlardir. Frechet dagiliminin olasilik yogunluk

fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir.

PX<x)=e* x>0,a>0 (25)

Teorem 1.3.2.3.2[26] F € D ise F; € L ND ve ayrica F; € D dir.
Ispat: Tiim x > 0 icin
0o 2x
R0 = [ Foddyz [ Fody 2 aF @)
X X

dir. F € D oldugundan,

I xF(x)<l_ xF(x)<
— = — (0]
e TP o T o P E2x)
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Ustelik,
F(e/2)/Fy () = f F(y)dy / { f F(y)dy}
x/2 X
=1+ fﬁ(y)dy /{f F(y)dy}
x/2 x

=1+{F(x/2) x/2}/F(x)

=1+ 271 {F(x/2)/F ()} {F (x)/F (2)} {xF (2x)/F; (x)}
dir. Bu yiizden
lim sup Fy(xe/2)/Fi (x) < o0

O halde F; € D dur.
y > 0 alinirsa,

1= {fxﬁyﬁ(s)ds + Lojyﬁ(s)ds}/ﬁl(x)

Olur. Buradan
1= {F)y}/F(x) + F(x +y)/F(x)
= {yF(x)/xF(2x)} + F;(x + y) /F; (x)

Son toplamdaki ilk terim F € D oldugu icin x — oo iken {yF(x)/xF(2x)} = o(1) dir. Bu

nedenle,
1= lim inf F;(x + y)/F,(x) < lim sup F;(x + y)/F;(x) = 1
X—00 X—00

elde edilir, yani F; € £ dir (ayni durum y < 0 i¢in de gegerlidir).

F € D = F; € § ozelligi baz1 uygulamalarda ¢ok kullanishidir. Bu 6zelligin tersi her

zaman dogru degildir. Ornegin F lognormal dagilim ise F € £L\D’dir. (Embrechts 1979) ve

bu yiizden F; € L\D (Embrechts ve Veraverbeke 1982). Ayrica Peter and Paul dagilimi ele

alindiginda F € D\ L oldugu goriiliir. Teorem 1.3.2.3.2°ye gore;
F € § = F, € § ifadesi de yanlistir [26].
Ayrica kolayca goriilebilir ki [32];
. FED =F €D

II. FeL = F; € L,ancak tersi dogru degildir.
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Not 1.3.2.3.1 [72] D N £ agir kuyruklu dagilimimn kullanigsh bir sinifidir. Ciinkii bu sinif

diizenli degisen dagilim sinifini igerir.

1.3.2.4. Diizenli Degisen Kuyruklu Dagilimlar

Tamim 1.3.2.4.1 [58] Pozitif dlgiilebilir bir f fonksiyonu ¢ € R olmak iizere V t > 0 i¢in,

limy 00 % =t% (26)
esitligini saghyor ise f fonksiyonuna diizenli degisen fonksiyon denir. Diizenli degisen
fonksiyonlar RV () ile gosterilir.
Tanim 1.3.2.4.2 [29] (Yavas DegisenFonksiyonlar) (0, ) araliginda pozitif 6l¢iilebilir bir
[(x) fonksiyonu,
lim l(i) =1 vVt>0
x> T ) (27)

ozelligini sagliyorsa [(x) fonksiyonuna yavas degisen fonksiyon denir.

Tanimm 1.3.2.4.3 [52] (Diizenli degisen kuyruklu dagilim) F reel degerli bir dagilim

fonksiyonu olsun. Eger V t > 0 i¢in
limy e, T =t (28)

esitligi saglanacak sekilde & > 0 mevcut ise F dagilimi diizenli degisen kuyruklu dagilimdir.
Tanim 1.3.2.4.3’ten goriilecegi gibi eger F diizenli degisen kuyruklu dagilima sahipse F in
kuyruk kism1 F(x) , -a indeksi ile diizenli degisen fonksiyondur, yani F(x) € RV (—a) dur.

Diizenli degisen dagilimlar notasyonel olarak R _ gy bi¢iminde gosterilir.

Not 1.3.2.4.1 [55] [(x); yavas degisen fonksiyon, x >0 ve Ry olmak iizere a > 0 degerleri
icin F € R_, oldugu takdirde F(x) = x~*I(x) olacaktir.

Diizenli degisen kuyruklu daglima 6rnek olarak biinyesinde [(x) = cIn(x) veya
[(x) = cIn(In(x)) seklindeki doniisiim fonksiyonlar1 ya da bir sabite yakinsayan [(x)
fonksiyonunun yer aldigi Pareto dagilimi &rnek olarak verilebilir. Literatiirde Diizenli
degisen fonksiyonlar ile ilgili Bingham, Goldie ve Teugels [13]’in c¢alismalari

bulunmaktadir.
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Hafif kuyruklu dagilimlarin tim momentleri E[(X*)*] vardir ve sonludur. Diizenli
degisen dagilimlar ise tersine 8 < a i¢in tiim momentleri EX? sonludur.
Diizenli degisen dagilimla ilgili temel oOzellikler ([13], [29], [57], [63]) tarafindan
Ozetlenmistir.

Diizenli degisen dagilimla ilgili 6rnek olarak, Pareto dagilimi, Burr dagilimi, Cauchy

dagilimi, loggamma dagilimi, Frechet ve duragan dagilimlar verilebilir.

1.3.2.5. Agir Kuyruklu Dagihimlarin Diger Altsimiflar:

Tamm 1.3.2.5.1 [32], [72] (Genisletilmis Diizenli Degisen Dagihimlar) (ERV) Diizenli
degisen dagilimin bir alt sinifidir. F € ERV (—a,—B)ise,y > 1, 0 < a < < o ig¢in,

F(xy)
F (x)

F(x
y=B < lim inf F( 2 < lim sup

X—00 (X') T x>

<y™“ (29)

ifadesi saglanir. Eger a = ise F dagilim fonksiyonu diizenli degisen sinifina ait olur.

Tamim 1.3.2.5.2 [32], [72] (Sabit Degisen Kuyruklu Dagilimlar) D’nin bir alt sinifidir ve
C sembolii ile gosterilir. C sinifi agsagidaki 6zellikleri saglar:
F(ix) F(lx)

F € C = lim lim sup = =1 veya lim Iliminf———=
P F o va lim BT F oo

(30)

Tamim 1.3.2.5.3 [24] (Ortalama Diizenli Degisen Dagilimlar) (Intermediate Regularly
Varying) F, R iizerinde herhangi bir dagilim olsun. Eger
F(x(1+¢)

lim lim inf
el x>

1 (31)

ifadesi saglaniyor ise F dagilimi ortalama (intermediate) diizenli degisen dagilim olarak
adlandirilir.

Herhangi bir diizenli degisen dagilim bir ortalama diizenli degisen dagilimdir ve
herhangi bir ortalama diizenli degisen dagilim baskin degisen dagilimdir.

Eger



21

f F(x — y)F(y)dy~2mF(x), x - (32)

ise F, Rt iizerinde tanimli kuvvetli alt-iistel dagilimdir yani F € §*dir [24].

Kuvvetli alt-tistel dagilimlar arasinda ortalama diizenli degisen dagilim, lognormal ve
A < 1 parametreli Weibull dagilimi vardir. Eger herhangi bir baskin degisen dagilim uzun
kuyruklu ise o dagilim §* 1n i¢indedir.

Herhangi bir € > 0 i¢in,

F(x(1+¢)=0(F(x)), x-o (33)

ise F dagilimi hizli degisen (rapidly varying) dagilim olarak adlandirilir [24]. Agiktir ki bu

siif 2 > 0 parametreli ve kuyruk kismi F(x) = e bi¢iminde tanimli Weibull dagilimini
icerir. Lognormal dagilim da hizli degisen dagilimlar sinifindadir ancak bu sinif ortalama
diizenli degisen dagilim siifini igermez.

Agir kuyruklu dagilimlarin alt siniflari arasinda asagidaki kapsama iliskisi vardir [32]:

RCERVCCcCDNLCSCL (34)

Bu iliski Sekil 2°de gortilmektedir [52]:

.
£
“r
] c
ERV
/ =
CAUCHY \
PARETO DISTRIBUTION
DISTRIBUTION LOGNORMAL
PETER AND PAUL LOGGAMA DISTRIBUTION
DISTRIBUTION DISTRIBUTION WEIBULL
DISTRIBUTION

BURR
DISTRIBUTION

Sekil 2. Agir kuyruklu dagilimlar ve onlara ait 6rneklerin siniflandirilmasi
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Ozetlenecek olursa

K; kalin kuyruklu dagilim

L; uzun kuyruklu dagilim

S; alt uistel dagilim

R; diizenli degisen dagilim

D; baskin degisen dagilimlari gostermek iizere (0,o0) araliginda tanimli F dagilimini

gostermek lizere;

o)

K= {f(—e) = f e*dF(x) =0, V >0 igin},

0

F(x—
L= limle, V y>0iging,
xoem F(x)

R={F€R_, V a=0icin},

(. Fa/)
L‘@gfw><w}

ozelliklerine sahiptir [15]. Bu smiflar arasindaki iligkiler asagidaki gibidir:

RcScLcK veRcD

DnLcS

Rcé&RVccCcDnLcSclk

SND=DNL

D N S smifi tiim diizenli degisen dagilim sinifini igerir.
DeSveS¢D

FED=F €DNL

SELDNLES

© oo N o gk~ 0 DdE

Lognormal dagilim $\D sinifina aittir.

10. Diizenli degisen dagilima sahip her 6rnek ayni zamanda D N § sinifina da aittir
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11. Pareto, Burr, Cauchy, Frechet, Loggamma dagilimlari, ayn1 zamanda D N L
simifina da aittir. Bu ylizden bu dagilimlar baskin degisen dagilimlarin bir elemani
oldugu i¢in ve Teorem 1.3.2.3.2 teoreminden yola ¢ikilarak verilen dagilimlarin ayni
zamanda F; ‘nin da elemanlar1 oldugu sonucu elde edilir.

12. ‘Peter ve Paul’ dagilimi ele alinsin. K € N, igin
GED\L Gx =27k «xe [2k2kD)

G‘(2’<—1)_2 Cer
ey T CF
Gx)

G_(ZX)—2=>GED

iligkileri dogru oldugundan; bu dagilimm D\S veya D\ L sinifina ait oldugu sonucu elde
edilir [52].

1.4. Stokastik Siirecler

Stokastik kavramu ilk kez J. Bernoulli (1654-1705) tarafindan kullanilmaya baslanmis
olup stokastik siire¢ kavrami ise A.N. Kolmogorov ve A.Y. Hingin tarafindan ortaya
konulmustur. Giiniimiizde stokastik siirecler ile ilgili yapilan ¢aligmalarin sayis1 olduk¢a
fazladir. Bu alanda N. Weiner, W. Feller, J. Neumann, R. Fisher, J. Dobb gibi olasilik¢ilar
emek vermistir. Stokastik siirecler, hisse senedi fiyatlari, internet trafigi, biyolojik
popiilasyonlarin gesitli 6zellikleri gibi kavramlarin matematiksel olarak modellenmesine
yardimci olurlar. Stokastik siireglerin istatistik ve miithendislikte de 6nemi biiyiiktiir.
Tamm 1.4.1 [2] U, Q basit olaylar uzayinin altkiimelerinden olusmus kiimeler sinifi olsun.
Eger U asagidaki ti¢ kosulu sagliyorsa U’ya bir cebir denir.

1. NeU
2. AeUiseA€eU,
3. ABeUiseAUBE€eU.
Tamm 1.4.2 [2] Q # @ bir kiime ve J da (Q lizerinde bir sinif olsun. Eger J sinifi;
1. QeI

2. VAES iseA€ES
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3. VA; €3, i = 1kiimeleri ikiser ikiser ayrik kiimeler olmak tizere; Uj2; A, € J
ozelliklerine sahip ise, I simifina Q kiimesinde tanimli bir sigma (o) cebirdir denir. Q basit
olaylar uzayi, I de onun alt kiimelerinden olusturulmus o cebir olmak tizere (£, J) ikilisine
Olctilebilir uzay denir.

Tamm 1.4.3 [2], [11] Q # @ bir kiime, J, Q {izerinde tanimlanmig bir o-cebir ve P,
lizerinde tanimlanmus bir olasilik 6l¢iisti olmak tizere, (Q,, P) lgliisiine bir olasilik uzay1
denir.

Tanim 1.4.4 [2],[11] R kiimesindeki agik araliklarin 3; = {(a, b)|a < b, a, b € R} smifim
kapsayan en kiigiik a-cebirine Borel cebiri denir.

Tamim 1.4.5 [2] J, Q # @ kiimesi tizerinde tanimlanmis bir o-cebir olsun ve P:3 - R
olsun,

i. VA€ Jigin P(A) >0

LA, €3, i=21veA;NA; =0,0# jicin

() -
n=1 n=1

i.P(Q) =1
aksiyomlar1 Kolmogorov aksiyomlar1 olarak bilinir. Bu aksiyomlar 1933 yilinda A. N.
Kolmogorov tarafindan verilmistir ve bu aksiyomlar: saglayan P fonksiyonuna J iizerinde
bir olasilik 6l¢iisti denir. A herhangi bir kiime olmak iizrere; P(A) degerine A kiimesinin
olasilig1 denir.
Tanim 1.4.6 [2] (Rasgele Degisken) (£, 3, P) bir olasilik uzay1 ve &: Q - R olmak tizere;
her x € R i¢in {w € Q: {(w) < x} € J oluyor ise ¢ fonksiyonuna rasgele degisken denir.
Tammm 1.4.7 [2] (Aritmetik Rasgele Degisken) a, > 0 olmak iizere, bir ¢ rasgele
degiskeni 1 olasilik ile, {ak + S,k =0,+1,+2,...} kiimesinden degerler aliyor ise, &
rasgele degiskenine aritmetik rasgele degisken ve ¢ rasgele degiskeninin dagilim
fonksiyonuna, aritmetik dagilim fonksiyonu denir.

Rasgele degiskenler tek degiskenli fonksiyonlardir. Ancak bazi durumlarda ikinci bir
degiskene bagli olan rasgele degiskenlerle de karsilasilabilir. Ornegin borsadaki herhangi bir
hisse senedinin fiyatinin zamanla degisim gostermesi durumu tek degiskenle ifade edilemez.
Iste bu gibi durumlarda stokastik siire¢ kavramina ihtiyac¢ duyulur.

Tanmm 1.4.8 [2] (Q,T,P) bir olasilik uzayt ve T € R = (—o0,) olsun. Reel degerli

¢(w, t) fonksiyonu her t € T i¢in Q 6rnek uzayinda tanimlanmis rasgele degisken ise ona
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rasgele fonksiyon denir. Baska bir ifadeyle B,ve Bg, T kiimesinin alt kiimeleri iizerinde insa
edilmis Borel o- cebirleri olsunlar.

&(w, t):Q x T — R fonksiyonu her B € By igin

{(w,t): é(w,t) € B} € (I X By)
sartin1 sagliyor ise, ¢(w,t) fonksiyona bir rasgele fonksiyon denir.

Eger t € T = Rt*olarak alinirsa ve zaman parametresi olarak yorumlanirsa & (w, t)
fonksiyonuna stokastik siire¢ denir.

Tamm 1.4.9 [2] (Stokastik Siirecin Realizasyonlari) Stokastik siire¢ rasgele degiskenden
farkli olarak w parametresinin yanisira zamana da bagli bir fonksiyondur.

&(w, t) stokastik siirecinin w parametresi sabit tutulursa sadece t ye bagl olan ve
rasgele olmayan bir fonksiyon elde edilir. Bu fonksiyona ise stokastik siirecin realizasyonu
denir.

Stokastik siirecin sonsuz sayida realizasyonu vardir. Ciinkii realizasyonlarin sayisi w

parametresinin sayisina baglidir.

== Seri 1
3 T/~ AV ;
Seri 2

=== Seri 3

1 2 3 4

Sekil 3. Bir Stokastik Stuirecin Realizasyonlari



26

Eger w parametresi sabit tutulursa é(w, t) = g(t), t'ye bagl olarak Olgiilebilir bir

fonksiyon olur.

Seri 2

4,5

] PaN
25 N\

2,2 w \ / = Seri 2

1,5

0,5

1 2 3 4

Sekil 4. Sabitlenmis w Parametresi i¢in Stokastik Siirecin Bir Realizasyonu

Eger t parametresi sabit tutulursa bu durumda sadece w parametresine bagli olan bir

fonksiyon yani rasgele degisken elde edilir.

6
5 :
¢ [ 4
4
5 ®Seril
:a.n 3
a u W Seri 2
] I
5 .
% T A Seri3
1
0
0 1 2 3 4 5
Zaman

Sekil 5. Sabitlenmis t=1,2,3,4 degerleri i¢in Stokastik Siirecin Bir Realizasyonu



27

Stokastik stireg, rasgele degiskenlerin bir ailesidir.
Tamim 1.4.10 [2], [11] (Stokastik Siirecin Sonlu Boyutlu Dagilimlar)
Stokastik siirecin en genel ve en temel olasilik karakteristikleri onun sonlu boyutlu
dagilimlaridir. Bu dagilimlar asagidaki gibi tanimlanir:
Tanim 1.4.10.1 [2], [11] (Bir boyutlu dagihm) 0 < t; < oo, B; € By olsun.

P{¢(ty) € By} = P, (By)
olasiligina bir boyutlu dagilim denir. Ozel olarak B; = (—, x] € R oldugunda

P{S(t)) < x} = F, (x1)
olasiligina bir boyutlu dagilim fonksiyonu denir.
Tamm 1.4.10.2 [11] (iki boyutlu dagilim) 0 < t; < t, < oo, B;, B, € By olsun.

P{¢(ty) € By,¢(ty) € By} = P+, (B4, By)
olasiligima iki boyutlu dagilim denir. Ozel olarak B; = (—,x] € R, B, = (—%,x] € R
oldugunda

P{E(t) < x1,8(t2) < 22} = Fr, (x4, %)
iki boyutlu dagilim fonksiyonu olarak adlandirilir.
Tamim 1.4.10.3 [11] (n boyutlu dagihm) 0 <t; <t,..<t, <o, By,B,,..,B, € By
olsun. P{&(t,) € By,é(t,) € By, ..., &(t,) € By} = Py, t, . (B1, By, ..., By) olasiliklarina
stokastik siirecin n-boyutlu dagilimi denir.
Ayrica B; = (—o,x] € R, B, = (—%,x] c R, ...,B, = (—,x] € R oldugunda

P{E(ty) < x1,8(t2) < xp, ..., 8(tn) S Xy} = Feor)om (X1, X2, wev X)

olasiliklarina n boyutlu dagilim fonksiyonu denir.
{Ft . (%1, x5, ...,xn)},n = 1,2,.. dagilimlarinin ailesine sonlu boyutlu dagilim

denir.
T ve D kiimesinin her biri hem kesikli hem de siirekli olabilir. Eger ¢ (w, t) stokastik
stirecinin D durum kiimesi kesikli ise siirecin sonlu boyutlu dagilimlariVt, € T, n > 1igin
feitartn K k2, o ky) = Pl &(w, t1) = kyq, .., §(w, 8,) = Ky}
seklindedir.
Eger &(w, t) stokastik siirecinin D durum kiimesi siirekli ise siirecin sonlu boyutlu

dagilimlari

X1 Xn

Ftl,tz,_”tn(xl,xz,...,xn)= f fftl_tz_._._tn(ul,uz,...,un) du, ...du,
—00

—00
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bigiminde tanimlanir.
Tanmmm 1.4.11 [11] é(w, t) bir stokastik siireg, F;(x) ise bu siirecin bir boyutlu dagilim

fonksiyonu olsun. V t i¢in
flxl dF;(x) < 4o

saglaniyorsa

+ o0

E[£(6)] = f x dF, (%) (35)

ifadesine stokastik siirecin beklenen degeri denir ve u(t) ile gosterilir.

Tamm 1.4.12 [2],[11] ¢ (w, t) bir stokastik siireci verilmis olsun. V t € T igin

VIE@®)] = E[E(t) — u(®)]?, (36)

fonksiyonuna stokastik siirecin varyansi denir.
Stokastik siirecin beklenen degeri ve varyansi kadar kovaryans fonksiyonu da
onemlidir. Kovaryans fonksiyonu asagidaki bi¢imde tanimlanir:

Tamim 1.4.13 [11] &(t,) ve é(t,) iki stokastik siire¢ olsunlar. V t;, t, € T igin,

Cov (£(t1),€(t2)) = E[(§(w, t1) — u(t)) € (@, t5) — ()] (37)

biciminde tanimlanan degere kovaryans adi verilir.

Stokastik stirecler belirli 6zelliklerine gore smiflara ayrilir. Stokastik siireclerin
siiflandirilmas: onlarin 6grenilmesinde kolaylik saglar. Cilinkii siniflandirma yapildiginda
stirecin belli 6zellikleri 6ne ¢ikar. Bu durum ise belli metotlarin uygulanmasini miimkiin
kilar. Ornegin stokastik siireglerin degerleri arasindaki stokastik iliskiye gore siniflandirma
yapmak miimkiindiir. Bu siniflar ise Gauss siirecleri, degerleri bagimsiz siiregler, artislari
bagimsiz siirecler, duragan ve duragan olmayan siirecler, yenileme siirecleri, Markov

stirecleri ve dallanan siirecler olarak ayrilir.
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1.5. Sayma Siirecleri

Zaman ig¢inde gozlemlenen olaylarin sayiminda sayma siirecleri 6nemli yer tutar.
Ornegin gece boyunca belirli araliklarla uyanmak, belli bir zaman araliginda sahip olunan
cocuk, bir galeride bir ay i¢inde satilan araba sayisi sayma siirecine 6rnek olarak verilebilirler
Tamm 1.5.1 [2], [40] (Sayma Siireci) Sayma siireci negatif olmayan, tam degerli ve artan
bir stokastik siirectir. N(t), [0, t] araliginda gergeklesen olaylarin sayisini gostersin.

N(t) = N(w,t),w € Q,t = 0 siirecine sayma siireci denir. Yukarida verilen 6rnekte N(t)
bir galeride bir ay i¢inde satilan araba sayisini gosterir. Gergekten bu rasgele say1 hem t'ye
hem de w'ya baghdir. Sayma siirecinin asagidaki 6zellikleri vardir:

i. N(t),0,1,2,...degerlerini alir.

ii. Her s < tigin N(s) < N(t) dir, yani N(t) azalmayan bir fonksiyondur.

iii.[s, t] araliginda gergeklesen olaylarin sayisi, [0, t] araliginda gergeklesen olaylarin

sayisi ile [0, s] araliginda gergeklesen olaylarin sayisi farkina esittir. Yani,

N(s,t) = N(t) — N(s)'dir.

fs:(n) = P{N(s,t) = n} olasiligina sayma siirecinin dagilimi denir.

A
N(t)
4 i _
|
|
&a I
3 i :
: I
&3 I :
<« |
==
’ | | |
& | | :
| : |
<>l
1 S | |
| ' ' |
I ' ' |
| ' ' |
I ' ' |
fl | | |
E e - . . >
0 T1 T2 T3 Ta t

Sekil 6. Sayma Siirecinin Bir Realizasyonu
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Sekil 6°da T,, ve &, rasgele degiskenler olmak iizere, T, ile siirecin n. basamak ani, &,
ile (n —1).ve n.basamaklar arasinda gecen zamani gosterir. T,, Ve &, rasgele degiskenleri

asagidaki gibi ifade edilir.

n
Sn=Ty—Th-1, To=0, Tnzzgi» n=1
i=1
N(t), [0,t] arahiginda gerceklesen olaylarin sayisini gostermek tiizere;

N(t) = max{n:T, < t} (38)

bi¢iminde tanimlanir.
1.6. Yenileme ve Odiillii Yenileme Siirecleri

Yenileme siiregleri, stokastik siiregler teorisinde ve onun uygulamalarinda, stokastik
finans ve giivenilirlik gibi bir¢cok gercek hayat uygulamalarinda ¢ok 6nemli yer tutar. Bu
uygulamalar ile ilgili Alsmeyer, Aras ve Woodroofe, Borovkov, Brown ve Solomon,
Gihman, Skorohod, Khaniyev ve Atalay, Prabhu gibi tinlii olasilik¢ilar 6nemli galismalar
yapmiglardir [44], [63]. Yenileme siireclerinin en ¢ok kullanildigi alanlardan biri stok
kontrol modelleridir. Literatiirde yenileme siireclerinin kendi karakteristiklerine ait bazi
caligmalar Smith [67], Feller [29] gibi olasilik¢ilar tarafindan yapilmistir. Yenileme siireci
zaman iginde rasgele meydana gelen olaylar i¢in genellestirilmis bir stokastik siiregtir. Bu
gecici olaylar yenileme veya varis olarak adlandirilir. Yenileme siireci bir varis siirecidir.
Varislar (olaylar) aras1 gecen zaman siireleri pozitif degerli, bagimsiz ve ayn1 dagilima sahip
bir sayma siirecidir. Burada varislara ornek olarak belli bir zaman araliginda bir magazaya
gelen miisteriler, ardisik iki doga olay1 (kasirga, deprem gibi) arasi gegen zaman verilebilir.

Yenileme siirecleri Poisson siireclerinin daha genel bir halidir. Ayn1 zamanda yari-
Markov siireglerinin 6zel bir halidir. Bir Poisson siirecinde artiglar bagimsiz ve olaylar arasi
gecen zaman ayni istel dagilimina sahip rasgele degiskenler olan bir sayma siireci olarak
tanimlanabilir. Yenileme siirecinde ise Poisson siirecinden farkli olarak artiglar bagimsiz
degil ve olaylar arasi gegen zaman herhangi bir ayn1 keyfi dagilima sahip rasgele

degiskenlerdir.

Tanmm 1.6.1 [2] (Q, T, P) bir olasilik uzayi olsun. Ayrica, §,, n = 1 ayni dagilima sahip,

bagimsiz ve pozitif degerli rasgele degiskenler dizisi olsun.
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n
To= &, Ty=0
i=1

olmak tizere {T;,}, n = 0 rasgele degiskenler dizisine yenileme siireci denir. Bu durumda &,
rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu F(t) ile gosterilir ve

Ft) =P <t}
bigiminde ifade edilir. Her sabit tutulmus t igin [0, t] araligindaki yenilemelerin sayisini
gosteren v(t) = v(w,t) = max{n = 0: T,, < t} siirecine yenileme siireci denir. Bagka bir
deyisle v(t) her sabit tutulmus t igin tam degerler alan rasgele bir degisken olup Ty, T, ..., Ty,
dizisinde t’den kii¢iik esit olan sonuncu rasgele degiskenin numarasin1 gostermektedir.
Ornegin t € [ T, Ts] oldugunda v = 4 olur.

Yenileme siirecini agiklamak i¢in bir 6rnek verilebilir. Bir cihazin bir pargasinin &; (w)
stiresi kadar ¢alistiktan sonra bozuldugu ve onun yerine ayni tiirden ikinci parganin kondugu;
bu parganin da &, (w) siiresi kadar ¢alistiktan sonra bozuldugu ve siirecin bu sekilde devam
ettigi varsayilsin. Burada pargalar aym tiirden oldugundan & (w), &,(w), ... degiskenleri
rasgele degiskenler olup ayn1 dagilima sahiptir.

Yenileme teorisi bir cihazdaki belirli bir miktar pargadan belirli bir siirede ortalama
kag tanesinin devre dis1 kalacagi ile ilgilenir.

Tanmm 1.6.2 [2] n(t) = min{n: T,, > t}, t > 0 siirecine yenileme siireci denir. Eger tiim
t’ler i¢in T,, < t ise bu durumda n(t) = +co kabul edilmektedir. Ayrica n(t) = v(t) +1
dir.

Tanmm 1.6.3 [2] v(t) yenileme siirecinin dagilimi &,,’in dagilim fonksiyonu

F(x) = P{&, < x}ile asagidaki gibi ifade edilebilir:

P{u(t) = n} = F(t) — F*®*D(¢),n > 0, (39)

Burada

t
F7(t) = jF*(”‘l)(t —x)dF(x), n>1
0

(40)
ve

. 1, t=0
Fo(t):{o, t<0

dir.

Tanmm 1.6.4 [11, 40] v(t) yenileme siirecinin beklenen degerine yenileme fonksiyonu denir

ve U(t) ile gosterilir.
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U = E(u(®) (41)
v(t)’nin [0,t] araligindaki adimlarmin (yenilemelerinin) ortalama sayis1 Yyenileme
fonksiyonu U (t) ile ifade edilir.

Teorem 1.6.1 [40] U(t) yenileme fonksiyonu T,,’nin dagilim fonksiyonu ile asagidaki gibi
ifade edilebilir:

ut) = Z F(t) (42)
n=0
ispat:

U = E(u()) = Z nP(t) = n} = Z n[F(e) — O+ (1)
n=0 n=0

= 1[F*1(t) = F*2(t)] + 2[F**(t) — F*3* ()] + -~
=F 1)+ F2@) + F3() + -

.
n=0

Tamim 1.6.5 [40], (Odiillii Yenileme Siireci)
{(&4 Rp),n = 1} rasgele degiskenleri birbirinden bagimsiz ve ayni dagilima sahip olsun.
&, ardigik iki yenileme arasi gegen zamani gostermek tizere, {v(t),t = 0} bir yenileme
stirecivev(t) =max{n=>0:T, < t}oylekiT,, =Ty + T, + -+ T,, n = 1dir.

Her bir yenilemenin oldugu anda bir 6diil verilsin ve n. yenileme aninda bir 6diil
kazanilsin ve bu 6diil n € R i¢in R, olsun. O halde t anina kadar sisteme verilen ddiillerin

sayisini veren ifade asagidaki gibidir:

N(t)

R(t) = 2 R, (43)

Bu stokastik siire¢ {R(t), t = 0} odiillii yenileme siireci olarak isimlendirilir.
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R(t)t 1 ge—S2 oo %t 0o o__g_o_
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R1
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4
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Sekil 7. Odiillii Yenileme Siirecinin Bir Realizasyonu

Daha once de belirtildigi gibi yenileme siiregleri giivenilirlik teorisinden risk teorisine,
garanti analizinden envanter teoriye kadar pek ¢ok gergek hayat probleminin
modellenmesinde kullanilmaktadir. Uygulama alanlarinin genisligi nedeniyle yenileme
stirecleri ve bu siireclerin olasilik ve sayisal karakteristiklerinin incelenmesi giiniimiizde hala
¢ok popiiler bir ¢aligma alanidir. Bu galigmanin inceleme konusu olan (s,S) tipli stok kontrol
modelleri de yenileme siiregleri yardimi ile modellenmektedir. Dolayisi ile (s,S) tipli stok
kontrol modellerinin karakteristikleri incelenirken yenileme fonksiyonunun asimptotik
aciliminin bilinmesi gerekir.

Klasik yenileme teorisinde bazi kosullar altinda yenileme fonksiyonunun asimptotik
davranigina dair yapilmis pek c¢ok calisma mevcuttur. Asagidaki teoremler dagilim
fonksiyonunun sonlu momente sahip hafif kuyruklu dagilim oldugu durum igin sirasi ile
Blackwell (1948) ve Smith (1954) tarafindan verilmistir.

Teorem 1.6.2 [14] Hery > 0 igin,

lim(U(t+y) =U(E)) = u""y (44)

dir.
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Teorem 1.6.3 [14], [67] Q, [0, ) araliginda tanimli reel degerli bir fonksiyon olsun. Eger
Q, (0, ) araliginda sonlu, integrallenebilir ve artmayan bir fonksiyon ise, asagidaki esitlik

dogrudur.

lim@ + )(© = [ QG (45)
0

Bu teoremler sirasi ile, gliglendirilmis yenileme teoremi ve kesinlestirilmis yenileme
teoremi olarak bilinir.

Smith [67] tarafindan ispatlanan yenileme teoremi Feller [29] tarafindan
gelistirilmistir. (s,S) tipli stok kontrol modelleri ile ilgili giiniimiize kadar yapilan
calismalarda Feller [29] tarafindan 6nerilen asimptotik agilim etkili bir sekilde kullanilmistir.
Hafif kuyruklu dagilimlar tarafindan tiretilen yenileme fonksiyonlar i¢in dagilimin beklenen
degeri ve varyansi sonlu oldugunda Feller [29] tarafindan Onerilen asimptotik agilim

asagidaki gibi verilmistir:

t o’+4u—u?

— o~ . 46
U(t) p o , t— o (46)

Sgibnev [66], E[X?] = oo durumu i¢in bu sonucu asagidaki bicimde gelistirmistir:

t [o's]
t 1 _
U(t)_l_l~l?f fF(x)dx dy, t— oo, 47
0 \y

Bu acgilimlar rasgele degiskenlerin hafif kuyruklu olduklar1 durumlar i¢in
kullanilabilmektedir. Rasgele degiskenlerin agir kuyruklu olduklar1 durumda ise farkli alt
siiflardan dagilimlarin kuyruk davraniglarini da g6z 6niinde bulundurarak gelistirilmis 6zel
asimptotik acilimlarin kullanilmas1 gerekmektedir. Bu kisimda oncelikle stokastik siiregler,
yenileme siiregleri ve agir kuyruklu dagilimlar tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonlari ile
ilgili kisa bir literatiir taramasina yer verilecek daha sonra yapilan c¢aligmalar kismina

gecilecektir.
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1.7 Literatiir Arastirmasi

Stokastik stire¢ler kavrami ilk kez 1930’larda ‘’Olasilik Teorisinde Analitik Yontem”’
Kolmogorov [48] calismasi ile sistematik olarak ele alinmistir. Bundan 3 yil sonra
Khintchine (1933) duragan siiregler ile ilgili teoriler iizerine ¢aligmistir ve stokastik
stireglerin siniflandirilmasi i¢in 6nemli bir zemin hazirlamistir.

Kesikli miidahaleli stokastik siirecler kavrami ilk kez A.N. Kolmogorov tarafindan
ele alimmistir ve 70’ li yillarda pek ¢ok bilim adami tarafindan incelenerek literatiire ¢ok
onemli eserler kazandirilmistir: [8], [29], [33], [36], Konu ile ilgili en 6nemli ¢caligmalardan
biri de Skorohod [36] tarafindan yapilmistir. Skorohod tarafindan yapilan ’Random process
with independent increments’’ ¢aligmasinda bu sinif i¢in genel ergodik teorem ispat edilmis
olsa da genel durumda ispat edilen bu teoremlerden elde edilen ifadeler acik olmadigindan
pratikte uygulamaya gegirilememistir. Bu nedenle 1980°1i yillarda ¢esitli bariyerli yenileme
stiregleri, 0diillii yenileme stirecleri ve rastgele yiiriiyiis siirecleri gibi daha dar altsiniflar ele
alinmaya baglanmistir. Elde edilen sonuglar ¢cok dnemli olmakla birlikte siire¢lerin olasilik
ve sayisal karakteristiklerinin karmasik yapilar1 1990’11 yillara kadar siireclerin her yonii ile
aragtirtlmasina engel olmustur. Giincel problemlerin ¢oziimiinde matematiksel ifadesi
kompleks olmayan yapilarin kullanilmasi biiytik kolaylik saglamaktadir. Bu nedenle 1990’
11 yillarda ve 2000’11 yillarin baglarindan itibaren yapilan ¢alismalarda daha ¢ok asimptotik
yontemler kullanilarak yaklasik fakat sade ifadeler elde edilmesi amaglanmistir. Literatiirde
¢cok Onemli yaklagim formiilleri mevcuttur 6rnegin: Lotov [53], Levy ve Tagqu [50],
Khaniyev [46], Khaniyev ve Aksop [45], Kesemen vd [43], Kesemen [42]. Bu ¢alismalarda
verilen formiiller ger¢ek formiillere yeteri kadar yaklasik formiillerdir ve uygulamada
kullanilabilirlikleri daha ytiksektir.

Stokastik stirecleri belirli 6zelliklerine gore siniflandirmak miimkiindiir ve siire¢lerin
incelenmesinde kolaylik saglar. Stokastik siirecler ailesinin giinlimiizde uygulama alan1 en
genis siniflarindan biri de hi¢ kuskusuz yenileme siirecleridir. Literatiirde yenileme siire¢leri
kullanilarak modellenen pek c¢ok gercek hayat problemi vardir. Uygulama alanlarinin
genisligi nedeniyle yenileme siiregleri ve bu siireglerin olasilik ve sayisal karaktersitiklerinin
incelenmesi giinlimiizde hala ¢ok popiiler bir ¢alisma alanidir.

Stok kontrol modelleri kesikli miidahaleli yar1 Markov siiregler olarak adlandirilan
0zel bir 6diillii yenileme siirecinin 6nemli kullanim alanlarindan biridir. Son yillarda 6diilli

yenileme siiregleri ve (s,S) tipli stok kontrol modelleri kapsamli bir sekilde incelenmis
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olasilik ve sayisal karakterleri ile ilgili 6nemli sonuglar elde edilmistir. Khaniyev vd. [46]
kesikli sans karigiminin tiggensel dagilima sahip oldugu durumda ergodik momentler i¢in
asimptotik ac¢ilima ulasmislardir. Khaniyev ve Aksop [45] ve Bekar vd. [12] sirasi ile bu
modeli genellestirilmis Beta dagilimli ve Weibull dagilimli kesikli sans karisimlar ile
incelemigler, ergodik dagilim i¢in zayif yakinsama teoremini ve ergodik momentler igin
asimptotik acilim elde etmislerdir.

(s,S) tipli stok kontrol modelleri de dahil olmak {izere yenileme siirecleri ile ifade
edilen modellerin karakteristiklerini incelerken yenileme fonksiyonu i¢in asimptotik ve
yaklasik sonuglarin bilinmesi gerekir. Yenileme fonksiyonunun incelenmesi literatiirdeki
onemli ¢alisma alanlarindan biridir. Daha 6nce belirtildigi gibi yenileme fonksiyonunu
tireten ¢ rasgele degiskenlerinin sonlu momente ve hafif kuyruklu dagilima sahip oldugu
durum i¢in sirast ile Blackwell [14] ve Smith [67] tarafindan yenileme fonksiyonlari igin
asimptotik sonuglar elde edilmistir.

Blackwell [14] sonucu daha sonra genellenmistir. Yenileme fonksiyonunun
asimptotik ifadesi i¢in Martingal teorisi temel alinarak elde edilmis olan 6nemli sonuglar
yine literatiirde mevcuttur Meyer, Jagers Doob, Snell ve Williamson bu konuda 6nemli
caligmalar yapmisglardir. Ayrica Coupula metodu kullanilarak elde edilen sonuglar Lindvall,
Arjas, Nummelin ve Tweedie Athreya, McDonald ve Ney, Ney Thorisson tarafindan elde
edilmistir [39]. Teorem 1.5.3 ile verilmis olan kesinlestirilmis yenileme teoremi daha sonra
Mohan [59] tarafindan genellenmistir.

Agir kuyruklu dagilimlar tarafindan f{retilen yenileme fonksiyonlarmin asimptotik
ifadelerine ulasabilmek icin dagilimlarin kuyruk davraniglarina gore farkli acilimlar elde
etmek gerekir. Farkli altsimiflardan agir kuyruklu dagilimlar tarafindan iiretilen yenileme
fonksiyonlarimin asimptotik a¢ilimlarini1 bulmaya yonelik ilk dnemli ¢alismalar Feller [29],
Smith [67] ve Teugels [69] tarafindan yapilmistir. Bu calismalarda agir kuyruklu
dagilimlarin bir altsinifi olan 0 < o < 2 olmak iizere; -o indeksi ile diizenli degisen
dagilimlar altsinifina ait rastgele degiskenler tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonunun
asimptotik davramig1 farkli yontemlerle incelenmistir. Yine ayni altsmifa 1/2<a<2
durumunda ait olan rastgele degiskenlerin iirettigi yenileme fonksiyonu i¢in (ki bu durumda
rastgele degiskenin sonlu momentleri mevcut degildir) Teugels [69]’in sonuglarinin daha
gelistirilmis hali Anderson ve Athreya [5] tarafindan verilmistir. Ayrica Mohan [59] bu
sonuclar1 daha fazla dagilimi i¢ine alan oldukga genis bir sinif i¢in genellestirmistir. Bu

konuda diizenli degisen dagilimlar tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonu ile ilgili 6nemli
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caligmalardan biri Teugels [69] tarafindan yapilmistir. Teugels [69] oOncelikle diizenli
degisen dagilimlarin bir alt sinifi olan V,, sinifin1 agsagidaki gibi tanimlamustir.

Tanmm 1.7.1 [69] a = 0 olsun. Bu durumda eger dagilim fonksiyonu F (t)

1—F(t) ~t™ L(t) (48)

kosulunu saglayacak sekilde yavas degisen bir L(t) dagilimi mevcut ise, F € V, dir. Teugels
[69] o’nin farkli durumlar i¢in diizenli degisen dagilimlarin bir alt sinifi olan V, sinifi

tarafindan tiretilen yenileme fonksiyonunun asimptotik ifadesini agagidaki gibi vermistir:

Teorem 1.7.2 [69] U(t), F € V, dagilimina sahip rasgele degiskenler tarafindan iiretilen
yenileme fonksiyonu ve L(t) yavas degisen fonksiyon olmak {izere; t — oo i¢in asagidaki
asimptotik iligkiler dogrudur:
1. U@~ (Lo, a=o.
~ t@ “sin™
2. U(t) ~t (L(t)) (sman), 0<a<l.

3. U@ ~tLy(®)™Y, a=1

Burada

t

L@ = [(1-Fo))dy (49)

0

% < a < 1 durumu i¢in yenileme fonksiyonunun asimptotik a¢ilimi Anderson ve Athreya

[5] tarafindan verilmistir. Yine 1 < @ < 2 durumunda diizenli degisen dagilimlar tarafindan

tiretilen yenileme fonksiyonu i¢in Teugels [69] asagidaki asimptotik a¢ilim1 dnermistir:

tZﬁ(t) t > oo, (50)

t
WElO e De—

Burada t(t) € RV(2 — a) dir ve asagidaki asimptotik ac¢ilimi saglar:
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t o
1 _
~— — 00 5
7(t) 2 E)ffo(v)dvdx, t ) (51)

Mohan [59] makalesinde t(t) € RV(2 — a) sart1 olmadan da (51) agiliminin sagladigin
gostermistir. Embrechts ve Omey [26] ¢alismasinda F € D N £ alt smifindan dagilimlar
tarafindan iretilen yenileme fonksiyonunun asimptotik ifadesi kapali formda asagidaki
bicimde elde edilmistir.

Teorem 1.7.3 [26] F € D N L olsun. Ayrica F singiiler olmayan bir dagilim ve F’in ikinci
momenti sonlu olsun. Bu durumda bu dagilimlar tarafindan tiretilen yenileme fonksiyonu

asagidaki asimptotik agilimi saglar:

X

U(x) — E —i Ojf,(z)dz =0 (x ﬁ,(x)), o (52)

Burada

(o]

Fi(x) = j F(y)dy (53)

dir. i

Agir kuyruklu dagilimlarin diizenli degisen kuyruklu dagilimlar alt sinifindan
dagilimlar tarafindan {iretilen yenileme fonksiyonu icin asimptotik a¢ilim kapali formda
Geluk [34] tarafindan verilmistir. Bu ¢alismada diizenli degisen dagilimlar alt sinifindan
hem sonlu hem de sonsuz varyansh rasgele degiskenler tarafindan iiretilen yenileme
fonksiyonlar1 incelenmistir. Bu agilimlarin asimptotik ifadeleri Teorem 1.7.4 ‘te verilmistir:
Teorem 1.7.4 [34] F(.), (0, o0) araliginda degerler alan bir dagilim fonksiyonu olsun ve bu
dagilim fonksiyonunun kuyruk kism1 F = 1 — F ile gosterilsin. F = 1 — F, -o_indeksi ile
diizenli degisen bir dagilim fonksiyonu ise, bu dagilima sahip rastgele degiskenler tarafindan
tiretilen yenileme fonksiyonu U asagidaki asimptotik a¢ilimlari saglar:

1<a<2igin:

1 X OO_ _ — —
U(")‘E_P fo J F () dvds = 0 (x*F)?’F(x*F()), x> = (5
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a = 2i¢in;

Ux) — E— %fox LOOF W) dvds=o (x4F(x)2F(x2F(x))),x - o (55)

Bu caligmada ayrica yenileme fonksiyonunun varyanst Smith (1962) calismasindaki

tekniklere benzer teknikler kullanilarak asagidaki gibi bulunmustur:

Teorem 1.7.5 [34] Teorem 1.7.4 ‘iin sartlar1 saglansin. Bu durumda, v(t) yenileme

fonksiyonu olmak tizere;

1< a<2igin,

0
P Of yf F(s) ds dy + 0 (SF(0)2F (£F () ) (56)

t oo
_A f f F(s) ds dy+o(t5F(t)2F(t2F(t))) (57)
0 v

dir.
Teorem 1.7.6 [35] 14,12, ..., Ny, rastgele degiskenleri bagimsiz ayn1 F dagilimina sahip ve

negatif olmayan rastgele degiskenler olsunlar. Ayrica her bir rastgele degisken icin

E(m?) < o olsun. Bu durumda sonlu varyansa sahip alt-iistel dagilimlar tarafindan iiretilen

yenileme fonksiyonu i¢in asagidaki asimptotik ag¢ilim dogrudur:
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X K2 _ —i F F, — 0
U(X) - ‘[,1—1_2_/1%_ " L FI (S)dS +0(FI(X)), X . (58)
Burada;
Fo) =~ [Foyd
0= [ Foray 59)

bi¢giminde tanimlanir ve F;(x) integrallenmis kuyruk fonksiyonu ya da denge fonksiyonu
olarak adlandirilir.

Agir kuyruklu dagilima sahip rasgele degiskenler tarafindan iiretilen yenileme
fonksiyonlart i¢in elde edilmis olan en 6nemli sonuglardan biri Mitov ve Omey [57]
tarafindan elde edilmistir. Bu ¢alismanin literatiirde elde edilmis sonuc¢lardan en 6nemli farki
burada asimptotik terim icermeyen yaklasik sonuclarin elde edilmis olmasidir.

Teorem 1.7.7 [57] F (x) € RV(—a), a > 2 olmak iizere {n,}, n >1 aym: F dagilim
fonksiyonuna sahip rasgele degiskenlerin bir dizisi olsun. U(x) yenileme fonksiyonu {n,,},
n > 1 rasgele degiskenleri tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonu olmak iizere U(x)’in

yaklagik ifadesi agsagidaki gibidir:

X
X 1 _ _
Uy(x) = — + p— jFI(J’) dy + 2m; F;(x). (60)
0
Burada

1 [ [
Fy(x) = — fF(y) dy, m; = f(l — F(x)) dx < 0. (61)
0 0

bi¢iminde ifade edilmistir ve m;, F;(x) denge fonksiyonunun 1. momentini verir. Ayrica

F;(x) ile tanimlanan integrallenmis kuyruk fonksiyonunun olasilik yogunluk fonksiyonu

filx) = mil F(x), x>0 (62)

bi¢imindedir.
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Teorem 1.7.4 ve Teorem 1.7.6 kullanilarak diizgiin miidahaleli (s,S) tipli envanter
modeller literatiirde talep miktarlar1 sonsuz varyansh diizenli degisen dagilima sahipken ve
talep miktarlar1 sonlu varyansh alt-iistel dagilima sahipken incelenmistir [40], [41]. Bu
calismalarda (s,S) tipli envanter modelin belirli kosullar altinda ergodikligi ispatlanmis ve
stirecin hem ergodik dagilimi hem de ergodik dagilimmin momentleri i¢in asimptotik
acilimlara ulasilmistir.

Bu calismada ise oncelikle talep miktarini ifade eden rasgele degiskenler D N L
sinifindan sonlu varyansh diizenli degisen dagilima sahipken klasik (s,S) tipli stok kontrol
modelleri asimptotik yontemler ile incelenecektir. Daha sonra talep miktarini ifade eden
rasgele degiskenler sonlu varyansh diizenli degisen Pareto dagilimina sahipken kesikli

miidahaleli (s,S) tipli stok kontrol modelleri yaklasim yontemleri ile incelenecektir



2. YAPILAN CALISMALAR

Bu kisimda talep miktarlari sonlu varyansli Pareto dagilimina sahipken klasik (s,S)
tipli envanter modeller incelenecektir. Oncelikle (s,S) tipli envanter modeli ifade eden
stirecin matematiksel kurulumu 6zetlenecek, talep miktarlari sonlu varyanslh diizenli degisen
dagilima sahipken siirecin ergodikligini ifade eden teorem verilecektir. Siirecin ergodik

dagilim fonksiyonu i¢in sirasi ile asimptotik ve yaklasik sonuglara ulasilacaktir.

2.1. Talep Miktar1 Sonlu Varyansh Diizenli Degisen Dagilima Sahip Klasik (s,S)
Tipli Stok Kontrol Modeli

Klasik (s,S) tipli stok kontrol modelleri literatiirde en ¢ok kullanilan stok kontrol
modellerinden biridir. Bu siire¢ su sekilde ifade edilebilir. Bir fabrika kendisi i¢in optimum
stok kontrol politikasin1 belirlemeye caligsin. X(t) bu fabrikanin deposundaki stok
seviyesinin zamana gore degisimini gostersin. Bir depodaki herhangi bir t anindaki stok
seviyesi X(t) siireci ile gosterilsin. Klasik (s,S) tipli stok kontrol modellerinin ¢alisma
prensibi stok miktari s seviyesinin altina indiginde s ile S arasinda bir miktarla doldurmak
yerine maksimum miktar olan S seviyesine kadar doldurulma prensibine dayanmaktadir.
Klasik (s,S) tipli stok kontrol modeli ihtiyaca gore degistirilebilir. Ornegin stok miktar1 s
seviyesinin altina indigi anda sistem durdurulup belli bir siire bekledikten sonra stokla
doldurulabilir. Ya da sistem S degeri yerine (s,S) araliginda deger alan bir z seviyesinden
baglatilip sistem her s seviyesinin altina diistiiglinde rasgele bir ¢ miktar1 kadar sisteme
miidehale edilebilir. Bu sistemlerin her biri farkli tipte bir (s,S) tipli envanter modele
karsilik gelmektedir. Sistemin ¢aligma prensibi daha acik bir sekilde asagidaki gibi ifade
edilmektedir:

Depodaki stok seviyesi (X(t)), t = 0 baslangi¢ aninda X (0) = S olsun. (S maksimum
stok seviyesidir). Depoya rasgele Ty, T, ..., Ty, ... anlarinda rasgele 1,15, ..., 1, ...miktar
kadar talep gelmektedir. Dolayis1 ile depodaki stok seviyesi 14,75, ..., n, ... Miktari kadar
azalmaktadir. Bu durum stok seviyesi X(t), s stok kontrol seviyesinin altina inene kadar
devam eder. (Burada 0 < s < S < oo ). Bu nedenle depodaki stok seviyesinin degisimi

asagidaki gibi olur.
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X1=5S-m, X =S—m1+1n2), .., Xn=S—-Xi; m
Burada n,, rasgele degiskeni n. talep miktarin1 gosterir. &,, rasgele degiskenleri (n-1). ve n.
talepler arasinda gegen siireyi gostersin. Bu durumda n. talep gelinceye kadar gegen toplam

Zaman

Th = Zn: $i
=1

i

olarak tanimlanir. Stok seviyesindeki bu degisim 7, anina kadar devam eder. (74, Sistemin
s > 0 kontrol seviyesinin altina diistiigii ilk andir). Bu durum oldugu an depodaki stok
seviyesi hi¢ beklemeden S seviyesine kadar doldurulur. Boylece ilk periyot tamamlanmig
olur. 2. periyot S seviyesinden baglar ve 1. periyoda benzer sekilde devam eder.

Son yillarda (s,S) tipli envanter modelleri genis ¢apli incelenmis ve onlarin bazi
karakteristikleri de literatiirde arastirilmistir. (6rnegin Prabhu [63] Sahin [68] Chen ve
Zheng [18], Nasirova, Yapar ve Khaniyev [60], Gavirneni [33]). Bu modellerle ilgili
bahsedilen c¢aligmalarin ¢ogunda analitik ¢dzlimler elde edilememistir. Bunun yerine
sezgisel, dinamik proglamlama gibi analitik metodlar kullanilmistir. Ayrica bu ¢aligmalarin
cogunda hem (7,,) talep miktar1 hem de ardisik talepler arasinda gegen (&,,) zamanlarinin
tistel dagilima sahip oldugu varsayilir. Hem n,, hem de &, iistel dagilima sahiptir. Bu ¢alisma
(1) talep miktar1 agir kuyruklu dagilima sahiptir ve ardisik iki talep arasinda gegen (&)
zaman keyfi, pozitif degerli mutlak siirekli dagilimh rasgele degiskenler oldugu varsayilir.
Sekil 8’de klasik (s,S) tipli envanter sistemini ifade eden siirecin bir realizasyonu

gorilmektedir.
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X(t)
M
El {Ni‘l-l
s > >
M1
NN, +1
$2
72 '

1
1

E —

>

—3

1
i

1 >

1

1

5
1
1 S
L) -
T, T3 T1 =Tyny T+ T, =Ty, t

Sekil 8 Klasik (s,S) Tipli Envanter Modelin bir Realizasyonu

2.1.1. Siirecin Matematiksel Kurulumu ve Ergodik Dagilim i¢in Kesin

Formiiller

&} {nt, n=1 aym (2,3,P) olasihik uzayinda tanimli bagimsiz rasgele
degiskenlerin iki dizisi olsun. Ayrica her bir dizi kendi arasinda bagimsiz ve ayni1 dagilimh
olsun. &, ve n, sadece pozitif degerler alabilen ve dagilim fonksiyonlar1 asagidaki gibi
gosterilen fonksiyonlar olsun.

@(t) = P{&, <t}, F=E(x)=P{n <x}, x>0.

{&,.}ve {n,} rasgele degiskenlerinin yardimiyla bagimsiz {T,}, {Y,} yenileme

dizilerini asagidaki gibi tanimlanmis olsun;

n

n
Tn:ZEiJ Yn:ZT]l’, n=1,2,, T():YO:O
i=1

=1

{N,}, tam degerli rasgele degiskenler dizisi de asagidaki sekilde tanimlanmis olsun.
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No=0, Npyy =inflk =N, +1: 3, — (e —VYy,) <s}, n=0,1.2,..
( Ny, bu ana kadar gelen taleplerin sayisini gosterir).

T, sistemin n. kez stok kontrol seviyesinin altina diistiigii andir ve asagidaki gibi
tanimlanir;

Ty = TNn, n=12..;79=0
Ayrica v(t) sayma siireci tanimlanmig olsun;

v(t) =max{n = 0:T, <t} t=>0.

Burada kurulan tiim yenileme dizileri ve tanimlanan notasyonlar kullanilarak (s,S) tipli
envanter modeli temsil eden X (t) stokastik siireci asagidaki gibi insa edilir.

X® =S— (Y —Yu,) T < t<Tps1, k=012, ...

Bu c¢alismanin amaci, f =S —s yeterince biiyilk iken yani f =S —5— ©
durumunda X (t) stirecinin ergodik dagiliminin asimptotik davranisini incelemektir. Burada
{1}, n = 1 rasgele degiskenlerinin agir kuyruklu dagilima sahip oldugu varsayilmstir.

Matematiksel olarak insa edilmis olan X (t) siirecinin ergodikligi Khaniyev ve Atalay
[44] tarafindan belli sartlar altinda ispatlanmistir. Teorem 2.1.1.1 X(t) siirecinin belirli
kosullar altinda ergodik oldugunu ve ergodik dagilim fonksiyonu icin kesin formiilleri
vermektedir.

Teorem 2.1.1.1 [44] Baslangi¢ rasgele degisken dizileri {¢,}ve {n,},n = 1 asagidaki
sartlar1 saglasin.

l. E(¢)<

2. E(n) >0

3. 7, sonlu varyansh diizenli degisen dagilima sahip rasgele degsken.

4

. 14 rasgele degiskeni aritmetik olmayan rasgele degisken

Yukardaki sartlar altinda X (t) siireci ergodiktir ve ergodik dagilim fonksiyonunun kesin hali

asagidaki formda yazilir.

U(S —x) cy<s
TGO

Burada U(x), {n;} rasgele degiskenler dizisi tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonudur ve

Qx(x) =1

oo

Ulx) = Z EmM(x),n=1

n=0
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bi¢iminde ifade edilir. Ifade kolaylig1 agisindan Wp(t) fonksiyonu asagidaki gibi ifade
edilebilir:

Wy(e) = %(X(t) )

Wp (t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonunun kesin hali asagidaki gibi elde edilir.

_u(p-x)

Qwﬁ(x) =1 0

,B=S—5->

2.1.2. Siirecin Ergodik Dagihm Fonksiyonu I¢cin Asimptotik Acilimlar

Bu kisimda, Kisim 2.1°de isleyisi, matematiksel kurulumu ve ergodik dagilim
fonksiyonu i¢in kesin formiilleri elde edilmis olan klasik (s,S) tipli envanter modeller ele
aliacaktir. Bu ¢aligmanin literatiirdeki ¢alismalardan farki (s,S) tipli envanter modelde
talepleri ifade eden {n,,}, n = 1rasgele degiskenlerinin D N £ smifindan sonlu varyansh
Pareto dagilimi ile ele alinmig olmasidir. Burada daha once de belirtildigi gibi D N L
smifindan Pareto dagilimina sahip rasgele degiskenler tarafindan iiretilen yenileme
fonksiyonunun asimptotik acgilimina ihtiyag duyulmaktadir. D N £ smifindan Pareto
dagilimina sahip rasgele degiskenler tarafindan tiretilen yenileme fonksiyonunun asimptotik
acilimina ulasabilmek i¢in Embrechts ve Omey (1984) calismasinda F € DN L alt
smifindan dagilimlar tarafindan {iretilen yenileme fonksiyonunun asimptotik ifadesi
kullanilacaktir.

Teorem 1.7.3’te D N L smifindan singiiler olmayan ve ikinci momenti sonlu olan

rasgele degiskenler tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonunun asimptotik ifadesi

[00]

Fi(x) = ] F(y)dy

X

denge fonksiyonunu gostermek iizere;

P

x 1 [— —
Un(x)—;—;OfF,(Z)dZ=0(xF,(x)), X o 00 (63)
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bi¢ciminde ifade edilmisti. Bu kisimda oncelikle (63) ifadesi kullanilarak L N D smifindan
Pareto dagilimina sahip rasgele degiskenler tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonunun
asimptotik acilimi elde edilecektir.

Yardimer Teorem 2.1.2.1 {n,}, n =1 aym LN D smifindan sonlu varyansli diizenli

degisen dagilimli Pareto dagilimina sahip rasgele degiskenlerinin bir dizisi olsun. Yani {n,,},

a
n =1 rasgele degiskenlerinin dagilm fonksiyonu F(x) =1 — (g) ,x=b, b>aqa,

a > 2 bigiminde tanimlansin. E(n}) = m,, n = 1,2 olmak tizere; {n,}, n = 1 rasgele
degiskenleri tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonu asagidaki asimptotik agilimi saglar.
m, b“ b«

X -a —a
Uy (x) = m_1+ 2. + e —DE—a) x%7% + o(x279%) (64)

Ispat: Oncelikle;

1 r*_
FiG) = oo j Fy)dy
0

oldugu bilinmektedir. Ayrica

o)

E(n) =m; = f F(2)dz = foozf(z)dz
0 0

ve

oosz(z)dz = fOOZZF(Z)dZ
0

E(n%)=m2=f

0

dir. Buradan

my = fowf(y)dy = fOxF(y)dy+ fxwﬁ(y)dy

[ole] X
my — j Fy)dy = j Fy)dy
X 0
oldugundan

1 (*_ 1 (*_
A0 = [ Foddy=1-— [ Foay
170 1Jx

oldugu kolayca gortilebilir. O halde
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_ 1 ®_
FiG) = oo f F(y)dy (65)

F; ‘nin olasilik yogunluk fonksiyonu f;(x) = miF (x) oldugu bilinmektedir. Buradan
1

oo

m; = foooxf,(x)dx =f0 F(x)dx

1 _ 1 [ _ 1 *
=f x—F(x)dx =—f xF (x)dx =—J 2xF (x)dx
o M my J, 2my J,
- 2my (66)

elde edilir. Burada
m;

m;, =
! 2my

dir. Ayrica,

m = fo “Hody = fo Fody+ f ROy
m; — Lm F(y)dy = joxﬁz(y)dy

M2 _ jmﬁ,(y)dy = ijI(J’)dy

2my X 0

oldugundan

m,

1 [* 1 (%
amZ fx Fi(y)dy = - fo Fi()dy (67)

oldugu kolayca gortilebilir.
Ayrica
he xZ—a

_ 1 (. 1 [®
Fx)=x— | F()dy=x—| b%y %dy=—
xFy (x) xmlfx (y)dy xmlfx Yy = T,

elde edilir. O halde,

o(xF;(x)) = o(x?79%) (68)
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dir. (64), (67) ve (68) ifadesinde yerine yazilir ise

X m, 1 f°°f°°_ .
U(x) =—+ -— F(Ddtdy + @
() my o 2m2 mg? ) ) (Bdtdy + o)

X m, b f‘x’ yl-a ~
—_ _ d 2—«a
m1+2m12 m?), a—1 y +o(x™)

x m, b& yz—a

_ o 2—-a
s am? T mZa-De—wlx 7O

x m, b¢ -

— -y o> 2
m1+2m12 mlz(a—l)(a—2)+o(x ), @

elde edilir.

Yardimcr Teorem 2.1.2.2 Teorem 2.1.1.1 ve Yardimci Teorem 2.1.2.1°nin sartlari

saglansin. Bu durumda f = S — s = oo i¢in asagidaki asimptotik agilimlar dogrudur:

. 1-x m, b* (1 —x)*¢
U(’B( —x))— my 'B+2m12_m12(a—1)(a—2)

B %+ 0(B*Y) (69)

1 m, b“ 1

U =Bt 5 = e P o) a>2 (0)

Ispat: Yardimc1 Teorem 2.1.2.1 ile elde edilen

m, b“ b«

X
U(x) = —+ +
() m; 2my? m?(a—1)2-a)

x27% 4+ o(x27%) (71)

aciliminda "B (1 — x)" ve "B" ifadeleri "x" yerine yazilarak (69) ve (70) ifadelerine kolayca

ulasilir.
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Teorem 2.1.2.1 Teorem 2.1.1.1 ve Yardimci Teorem 2.1.2.2’nin sartlar1 saglansin. Bu
durumda g =S — s — oo igin Wp(t) = %(X (t) — s) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu

asagidaki asimptotik agilimi saglar:

xm,

Quy () =x =5, 27

¥ (1-x)(1-=x)'""-1)
my(a — D(a —2)

B+ oY), a>2 (72)

Ispat: (69) ve (70) asimptotik agilimlar1 kullanilarak;

_u(p-x)
up)
. {ll - xﬁ m, b* (1 —x)*¢

my p 2m;?  m?(a—1)(2 —a)

QWB x)=1

B + o(ﬁz-“)]

m, b“ 1

R L g +o(g)| }

my 2my? m2(a—1)2 —a)

B 1_{[1—xﬁ m, b* (1 —x)*¢

+
my 2m;?2 m2(a—1)(Q2 - a)

B + o(ﬁz-“)]

,B m; b* 1 1-a 1-a B
T R e e LG )]H

= 1— (1 _ x) + ﬂﬁ—l + ﬁ (1 — x)z_a ﬁl—a + O(ﬂl_a)
B 2m, my(a—1)2— )
[1 + ﬂﬁ—l + ﬁ 1 ﬁl—a + 0('31—0()]_ }
2my my(a—1)2—a)

=x +2m—nflﬁ-1(—1 +(1-x))

b“ 1-x)
‘lm_lox— DE-a)

xmy [ (A —x)((A—x)'
wmt Tlm @-D@-2

[ (G 1)] +o0(B1™%)

=X —

_ 1)l %+ o9, a>2

elde edilir.
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Sonu¢ 2.1.2.1 (Zayif Yakinsama Teoremi) Teorem 2.1.2.1°in sartlar1 saglansin. Bu

durumda Wy (t) = % (X(t) — s) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonunun asimptotik a¢ilimi
yani (72) ifadesi ile verilen Qw (x) ifadesi; B =S —s - o i¢in G(x) = x fonksiyonuna

zay1f yakinsar. Yani § = S — s — oo igin
Qw,(x) = G(x) = x
dir.
b a

Ispat: F(x) =1 — (—) , X=b, b>a, a> 2 oldugundan;

X

b (1 - x)((1 — )% — 1)
m (a-DZ-a) ‘<°°

ve

m,

. — < [00)

2my
oldugu aciktir.

Buradan;

my 1 1-a

z—mlﬁ —)0,[3—>oo; ﬁ —)O,ﬁ—>oo;
ve

b (1—x)((1— %)% —1)
m,  (a-1D2-a)

ﬁl_“—>0; B — oo

elde edilir. Boylece
Qwy(x) > G(x) =x; >

oldugu kolayca goriilmiis olur.

2.2. Talep Miktari Sonlu Varyansh Diizenli Degisen Dagilima Sahip Kesikli
Miidahaleli (s,S) Tipli Stok Kontrol Modeli

Bu kisimda talep miktar1 sonlu varyansh diizenli degisen dagilima sahip kesikli
miidehaleli (s,S) tipli envanter model ele alinacaktir. Siirecin matematiksel kurulumu verilip
stirecin ergodik oldugu gosterilecektir. Daha sonra ergodik dagilim fonksiyonu igin yaklagik

sonuclar elde edilecektir.
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Bir depodaki baslangi¢ stok seviyesi X, = z € (s, S) olsun. Ayrica bu depoya rasgele
{T;}, i = 1 zamanlarinda rasgele {n;}, i = 1 miktarinda talepler gelsin. Bu depodaki stok
miktar1 s kontrol seviyesinin altina diisene kadar bu talepler karsilansin. Stok seviyesi s ’in
altina distiigii ilk an hi¢ beklemeden stok seviyesi {(;} seviyesine kadar c¢ikarilsin.
Dolayisiyla yeniden doldurulduktan sonraki siire¢ rasgele {{; } seviyesinden baslar. Siirecin
s ’in altina diistiigii ilk an 7, ile gosterilirse baslangi¢tan 7, anina kadar olan zaman dilimi 1.
periyottur. 2. periyot belirtildigi gibi {C;} ile baslar ve 1. Periyoda benzer sekilde devam

eder. Bu sekilde tanimlanmuis olan sistemin bir realizasyonu Sekil 9°da goriilmektedir:

X(t)
N

S

z* é 1 > EN1+1
H <1 | H

1) ! MNj+a i
i l : 21>
1

& , — L
1
! 72} i : : : —
i — i i i :
i 1 H H 1 1 1
= o L
1
! S : ! A
i i i i ' i i P
i 1 1 1 i ! ! 1 i
: e A
1 1 I 1 N4 1 1 ! 1
i 1 i 1 i ! H 1 i
: N : j I —

S T T ] ] 1 H H 1 1
: P : = Lo
: Loy : I N N
T, T> T1 =Ty, Tpny+1 T2 =Tn,+n, t

Sekil 9. Kesikli Miidehaleli (s,S) Tipli Envanter Modelin Bir Realizasyonu

2.2.1 Siirecin Matematiksel Kurulumu

{&unn ¢}, n = 1 bagimsiz, aynm dagilimli rasgele degiskenlerin bir dizisi olsun. &,
ardisik talepler arasi gegen zaman ve 1, n. talep miktaridir. ¢, ise [s, S| aras1 degerler alir
ve n. kez geri doldurulduktan sonra baslangi¢ stok seviyesini gosterir. Ayrica &,, 1N, (n
birbirinden bagimsizdir ve onlarin dagilimlar1 @(t), F(x) ve m(z) olarak asagidaki gibi

tanimlanir.
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o) =P, <t}, F(x)=P{n,<x}, N=)=P{(, <z}, n=123....
Buradan { {;,}, n > 1 rasgele degiskenlerinin [s, S araliginda diizgiin dagilima sahip oldugu
varsayilacaktir.

Bu c¢alismayr diger c¢alismalardan ayiran en Onemli Ozellik {n,},n = 1 rasgele
degiskenlerinin agir kuyruklu dagilima sahip olmasidir.

Simdi de T,, ve S,, yenileme dizileri tanimlansin:

To=S =0 T,=X%&, Sp=2Xim ,n=x1

T,, , n.talep an1 ve S,, ilk n. talebe kadar sisteme gelen talep miktarinin toplamidir.

No=0; Ny=inflk>1:2—-S5,<s}, z€ [s,5],
Npir = inf{k =Ny +1:¢, — S+ Sy, <s} n>1,

Np
T0=0, 1= Ty, = Zgﬂ- , n=>1,
i=1

v(t) =max{n = 0:T, < t}, t=>0.

Not edelim ki N,,, n > 1 tam degerli rasgele degiskenler dizisi ve 7, Stok seviyesinin
kontrol seviyesinin (s) altina distigii ilk an1 gosterir. Rasgele degiskenlerin bu dizileri
kullanilarak tizerinde ¢aligilacak olan X(t) siireci agagidaki gibi elde edilir:

Xe =G = My T g, T F100)
= 0= (Syy — Sn,)» tE [Ty Ths1lin 20,

X(t) siireci t > 0 aninda depodaki materyal miktarini1 gosterir.
2.2.2. Siirecin Ergodikligi ve Ergodik Dagihim Fonksiyonu I¢in Kesin Formiiller

Siirecin ergodikligi ve ergodik dagiliminin kesin sekli belirli kosullar altinda Khaniyev
v.d. tarafindan [46] ¢alismasinda asagidaki gibi elde edilmistir.
Teorem 2.2.2.1 [46] {&,.}, {nn} ve {¢,,}, n = 1,2, ... baslangi¢ rasgele degiskenleri asagidaki
kosullar1 saglasin:
.0 < E(&;) < oo,

ii. E(ny) >0,

ii. {n;}, i = 1 aritmetik olmayan rasgele degiskenlerdir,

iv.Markov zincirini olusturan {{,}, n = 1 rasgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonu

n(z), [s,S] araliginda diizgiin dagilima sahiptir.
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Yukarda belirtilen kosullar altinda X (t) siireci ergodiktir.
Sonug 2.2.2.1 [46] Olgiilebilir sonlu f(x), (f:(s,S) = R) fonksiyonu icin asagidaki iliski

1 olasiligi ile dogrudur:

t S S
liml ff(X(u)) = SIS fG0) [Uns(z —-5)=Uy(z—- x)]dn(z)dx.
tooo L . J; Up(z—s) dn(z)

Burada

Uy() = ) P ()
n=0

{n,.}, n =1 rasgele degiskenleri tarafindan {iretilen yenileme fonksiyonudur, ayrica
F™(x), F(x) dagilm fonksiyonunun n. konviiliisyon ¢arpimidir. Sonu¢ 2.2.2.1° den

yararlanilarak X(t) siirecinin ergodik dagilimi i¢in kesin formiiller asagidaki gibi elde edilir:

[ Uy(z = x)dn(z)
f: Uy(z — s)dn(z) ’

Qx(x) = lim PIX() < x} =1~ x €[s,S].

Burada; U,(t), “n” rasgele degiskenleri tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonudur. Islem

kolayligi agisindan X (t) siirecinin standartlagtirilmis hali olan Y (t) siireci asagidaki gibi
tanimlanmaistir:
X(t)—s S—s

Y(t):T' ﬁE 2

Dolayist ile Y (t) siirecinin ergodik dagilimi Qy (v) ile gosterilir ise Y (t) siirecinin ergodik

dagilimi Qy (v)

Qy(v) = tlgg P{Y(t) < v}, v € [0,2)

bi¢iminde tanimlanir. Bu durumda

. X()—s .
Qy(v) = gl_)rgP {T < v} = gl_)rg P{X(t) < Bv + s}

ve
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150 Uy(z = s — Bv) dn(2)
737 ; vE[0,2)
). Up(z = 5) dre(2)

Qr(w) = Qx(s+pv) =1-

olacaktir. Burada ¢, rasgele degiskenlerinin [s, S araliginda diizgiin dagilima sahip oldugu
varsayllmusti. Dolayist ile, {, = {, — s rasgele degiskenleri [0,28] araliginda diizgiin
dagilimli olacaktir. {,, = (,, — s rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonuna 7(x)

denir ve Qy (v) ergodik dagilim fonksiyonu i¢in asagidaki kesin formiile ulagilir:

o) = 1 fszn(x—Bv)ﬁ(x)dx
yW)=1-

> ;v E[0,2).
2 Uy () 7 (x)dx

1

0w =1-2 po U = Bo)dx
yWw)=1-=

1 (B
ﬁfo Un(X)dX

2.2.3. Siirecin Ergodik Dagilim Fonksiyonu icin Yaklasik Sonuclar

Bu kisimda talep miktarlar1 sonlu varyansh diizenli degisen dagilima sahip kesikli
midahaleli (s,S) tipli envanter modelin ergodik dagilim fonksiyonu icin asagidaki
varsayimlar altinda yaklasik sonuglar elde edilecektir.

1. Kesikli miidehaleyi ifade eden { {;,},n = 1 rasgele degiskeninin (0, 2) arasinda

diizgiin dagilima sahip

2. Talep miktarmi ifade eden {n,,}, n = 1 rasgele degiskenleri 2 < a < 3 kuyruk

indeksi ile diizenli degisen Pareto dagilimina sahiptir. Yani

F(x)=P{n; >x}=b%*x"% 2<a<3-‘dr.
Sonlu varyansl diizenli degisen dagilimlar tarafindan {iiretilen yenileme fonksiyonu

i¢in yaklasik sonuglar Embrechts ve Omey [26] ¢alismasinda asagidaki gibi elde edilmistir.

X
x 1 - _
0

Burada
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1 .X'_ [ee]
Fi(x) = m_1 fF(y) dy, m; = f(l —F,(x)) dx < oo,

dir. Ayrica F;(x) ile tanimlanan integrallenmis kuyruk fonksiyonunun olasilik yogunluk

fonksiyonu

1 _
fi(x) :m_1 F(x), x>0

bi¢imindedir.

Bu kisimda 2 < @ < 3 kuyruk indeksi ile sonlu varyansh diizenli degisen alt

smifindan Pareto dagilimina sahip rasgele degiskenler tarafindan {iretilen yenileme

fonksiyonu igin yaklasik sonuglar elde edilirken Emrechts ve Omey [26] ¢alismasinda elde

edilen sonuclar kullanilacaktir.

Yardimci Teorem 2.2.3.1 1, rasgele degiskenleri Teorem 1.7.7 nin sartlarin1 saglasin. Bu

durumda;

m; =f(1—F,(x)) dxzﬂ

2my
0

elde edilir.

Ispat: Teorem 1.7.7°nin sartlar1 altinda

1 x_
RGO = - ] F(»)dy
0

oldugu bilinmektedir.
m = [ (=R
0

Ayrica:

o)

E(m) =my =J

0

F(2)dz = foozf(z)dz
0

ve

co

EM?) =m, = Joozzf(z)dz = f 2zF (2)dz
0 0

dir.

(73)



57

a > 2 oldugu igin,
OO_ y_
J. F(2)dz < oo, f F(z2)dz = o
0 0
olur. Diger taraftan;
() = —F () = x fi () = —F ()
fzx—m1 X xf,x—m1 x

tir. Buradan

m; =J;) xf,(x)dxz.[; miF(x):m_,I; xF(x)dx=2—mlf0 2xF(x)dx

1 1

sonucu elde edilir.
Yardimci Teorem 2.2.3.2 1, rasgele degiskenleri Teorem 1.7.7 nin sartlarin1 saglasin. Bu

durumdan, rasgele degiskenleri tarafindan tiretilen yenileme fonksiyonu asagidaki gibi elde

edilir:
U, (x) = — 4+ 2 1fwfooﬁ(t)dtd +m2f°oﬁ()d 74
()=t m2), ), y ). y)dy (74)
Ispat: Oncelikle;
o) X o)
m =B = [ Foddy = [ Fordy+ [ Foddy
0 0 X

my — Lmﬁ(y)dy = Joxﬁ(y)dy

Bu durumda,

1—ijwﬁ( )d —ifxﬁ( Ydy = F,(x)
m ), y y_mlo y)ay = Iy

0 halde

_ 1 *
FiG) = - f F(y)dy (75)

elde edilir. Yardimci teorem 2.2.3.1 kullanilarak;
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2

m x_ *_
m’ZZ_MZLF’(y)dHL F,(y)dy

sonucu elde edilir. Buradan kolayca goriiliir ki;

FI ()dy (76)

—f F(y)dy =

dir.

U()—x+1fxﬁ dy +2F 77
nx—ml ™), (y)dy m, 1(x) (77)

olarak elde edilmis idi. (75) ve (76), (77)’da yerine yazilir ise;

m,

X 1 r®_ m, 1 (®_
Uy () = 2t jﬂ@@+iEijw
X

2my? my ),

X
== -—| F 2| F
ot g | ROy [ POy
S S — foofooﬁ(t)dtd + fooﬁ( )d
T my 2my2 omy? ), y Y my? ), yey

elde edilir.
Yardimcr Teorem 2.2.3.3 {n,}, n = 1 sonlu varyansh diizenli degisen dagilimli Pareto

dagilimina sahip rasgele degiskenlerinin bir dizisi olsun. Yani {n,}, n > 1 rasgele
(04
degiskenlerinin dagilim fonksiyonu F(x) = 1 — (g) ,X=b, b>a, 2 < a< 3 bigiminde

tanimlansin. Bu durumda {n,}, n > 1 rastgele degiskeni tarafindan firetilen yenileme

fonksiyonu Yardimei Teorem 2.2.3.2 kullanilarak yaklagik olarak asagidaki gibi elde edilir:

U, (x) = - —— I cal 2-a y M2 1-a (78)
X = 2m? mf(a—l)(Z—a)x m? (a — 1) o

Ispat: Yardimc1 Teorem 2.2.3.2°de
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X m, 1 °°.[‘°°_ m, .l‘°°_
U =—+ - — F(t)ydtdy+— | F()d
»(x) e 2me mz ), ) () y+m12 ) ()dy

biciminde elde edilmistir.
_ a
F(x) = (2) ,a > 2

X

oldugundan;
U, (x) = — + —2 bafoofwt‘“dtd +m2bafoo —aq
X)=—+——— y y~%dy
7 my Zm% m% x Yy m% x
x m, b¢ J‘°° ti-a |ood +m2b“ yl-a |oo
Ty zmE m2), 1—aly T T 1oalx
a oo 1-a (24 1-a
X m, b j‘ y — m,b% x
“my 2m? m?), a-—1 I —
_x  my b y2~¢ |oo A myb®* x17¢
my 2m? mie-1DR-a)lx  m? a-1
= i+ M2 + b* x2-a mz—b“ 1-a
my 2m? mi(a—1)Q2-a) m? (a — 1)

elde edilir.

Yardimei Teorem 2.2.3.4 Yardime1 Teorem 2.2.3.3 ve Teorem 2.2.2.1’ in sartlar1 saglansin.

2B 2 f-Pv
J() =j Up(x — Bv)dx =j Uy (t)dt

0

tanimlanir ise J(v) igin B = % — oo durumunda asagidaki yaklasik sonug elde edilir:

() 2 BB @B b (2B po)y
YT 242 Za-D@a-2B-a

Ha U b* -a
ud @ @ D@ P %)

dir. Burada yy, = E(n’f), k=12 x=>b, b>a 2<a<3 dr.

Ispat: J(v) = f;f Uy(x — Bv)dx :f§ﬁ—ﬁv U, (Ddt



60

m,

— Lftoo wa(z)dz dy + mJ:OIT“(y)dyl dt

2 2
0 my  2my my 1

J‘ZB_BU t mz

2 f-Pv t 2 f-Pv m,
= f —dt + f ~dt
0 my 0 2my

1 J.Zﬁ_ﬁvfoofoo_ m, 2p-pv oo
—— F(z)dz dydt + —f f F(y)dydt
my? ), t Jy mi?J, t

elde edilir. Oncelikle: 2 < a < 3 igin,

2B-Pv o oo 2p-Pv oo oo
f f f F(z)dz dydt = f f f b%z=%*dz dydt
0 t y 0 t y
2B-Pv poo pEyl-a 2 B-Pv p*y2-«a
[ ol )
0 t a—1 0 (a—D2-a)lt

2 B-Pv p%t2-«a h® 2 B-Pv -
= ]0 <(a— 1)<a—2)>dt ~l@—1(a- Z)JO et

_ b“ (2B —pv)*~
T (@a-D(@-2) @B-a)

olarak bulunur. Daha sonra;

2By oo
f fF(y)dydt
0 t

ifadesine ulasilacaktir.

f F(y)dy =m Fl(x)
ve

m; = f F;(x)dx < o
0

oldugu bilindiginden;
2B-pv ;o 2p-pv
j j F(y)dydt = mlf F;(x)dx < o
0 t 0

dir. Buradan

(80)

(81)



61

2B~y _ o _ o
mlf F,(x)dx = mlf F,(x)dx—mlf F;(x)dx
0 0 2 B—pv
m, o
=2 m, f Fy(x)dx (82)
2 f-Pv
elde edilir. Diger taraftan
— 1 (*_
F, =—1 F(y)d
0 = | Foray
oldugu biliniyor. (82) kullanilarak;
e fw_ﬁvfwﬁ( sl — foo Fi( )dl (83)
— = —=|—-m x)dx
m?J, . m?[ 2 g

elde edilir.

_ 1 [ 1 b%Y'"% 1o 1 ho1®
Ry = | by =— 2|7 = —
1Jx

m 1l—a lx m a-—1

oldugundan

e} _ 1 e} baxl—a
mlf F(x)dx = m; — 7 dx
2 B-pv My Jap-pv &~

_ pa BE— BT (84)
(a—1D)(a—2)
bulunur. (84) ifadesi, (83) ifadesinde yerine yazilir ise
2p-Pv oo

m, j _
— F(y)dy dt =
m ), . yay

_mefmy (7 me [me . 2B =AYt

- omy2| 2 e fzﬁ_ﬁvF,(x)dxl m,2 I 2 b (a—1D(a—-2)

_ my? n my . (28— v)*© (85)

2m;2 my? (a—1)2 - a)
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elde edilir. (80) ve (85) i¢in bulunan degerler J(v)’ da yerine yazilir ise

— 2 _ a _ 3—a
(2B — Bv) m1+(2ﬁ pv) M2 b (28 — Bv)

) = 2m,? 2m,? m?2(a—1)(a—2)(3—a)
m;’ m; ¢ 3-a
+ 2m2 m? (a—1)(a - 2) (2B = Bv)™™.
elde edilir.

Sonug 2.2.3.1 Yardimci Teorem 2.2.3.4’{in sartlar1 saglansin. v —» 0 ve f = % — 00 i¢in

_@2p?r m 1 b* 2B my?
J(0) = 2my + 2m,? @B - m2(a—1)(a—2) (3—a) + 2m, 2
m, , @p)¥**¢
m?2° (@a-1DQ2-a)

m =E(MmY), k=12, x=b, b>a 2<a<3

elde edilir.

Teorem 2.2.3.1 bu kisimda elde edilmesi amaglanan temel sonucu vermektedir.
Teorem 2.2.3.1 Teorem 1.7.7, Yardimc1 Teorem 2.2.3.3 ve Teorem 2.2.2.1° in sartlari
saglansin. Ayrica talep miktarini ifade edenn,, n > 1; 2 < a < 3 kuyruk indeksi ile sonlu
varyansh diizenli degisen alt sinifindan Pareto dagilimina sahip olsun. Bu durumda Y(t)

stirecinin ergodik dagilim fonksiyonu icin asagidaki yaklasik sonug elde edilir:

{(4myv —mv*)B? + (M) + c3 B>~ + ¢4 777}
{4m B? + (myv)B + [c1237*]37% + my? — (c,my) 2%}

Qy(v) =

Burada
my=EMm"), k=12, x>b, b>a 2<a<3
ve
2b* 2b*

(@a—D@-2)@-3) 2T @a-D@-2)

C1:

c3=¢1(2°7 = (2-0v)*"%), ¢ =c;my((2—0v)* "% =2%7%)
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bigimindedir.
Ispat: Y(t) siireci igin ergodik dagilim fonksiyonunun kesin formiilii

[py UnGc= Bo)dx j)

=1- = 86
o 27 U, () J© (©©)

biciminde verilmis idi. J(v) ve J(0) i¢in bulunmus olan ifadeler (86)’da yerine yazilir ise

_ (2B —pv)*  m,
Qy(v) =1-— { m, + 7m,? (28— pBv)
1 b @B m? my (26— )
m?(a—1)(a—-2) GB-a) 2m? my? (a—-1)Q2—-a)
2 p)? m; 1 b“ 2B)P~*  my?
2m, + 2m,? @p) - m?2(a—1)(a—-2) B—a) + 2m,?

T @Dz

m; 2B l_l}

= {(4mv — mu*)B? + (muu)B + [c1(237% = (2 —v)*~9)|p3~“
+ [camy (2 —v)2~* — 227%)]| B2~}
{4m132 + (myv)B + [0123_a]33_a +my?® — (szz)ﬁz_a}_l

_ {mu = mu?) B + (mau)B + ¢35 f77% + ¢y B2
— {4myB% + (M) + [, 2379 B3¢ + my2 — (cymy) B2}

Burada

my=EMm", k=12 x=b, b>a 2<a<3
~ 2b° L
T a-D@-2@-3 T @-D@-2)

€3 =c1(2°7% = (2-0)*"%), ¢4 =c;my((2—v)*"% —2%7%)

1

sonucu elde edilir.



3. BULGULAR

(s,S) tipli yari-markov envanter modeller daha 6nce pek ¢ok farkli galismada ele
alinmis sistemi ifade eden siirecin sayisal ve olasilik karakteristikleri incelenmistir. Bu
calismada ise (s,S) tipli yari-Markov envanter modeller agir kuyruklu dagilimlarin D N £
sinifindan daha sonra da R, smifindan bir agir kuyruklu dagilima sahip talep miktarlar ile
incelenmistir.

Oncelikle yar1 Markov envanter model, 6diillii yenileme siireci olarak adlandirilan
yari-Markov bir siire¢ yardimiyla matematiksel olarak inga edilmistir. Bunun i¢in daha 6nce
bu konuda yapilmis ¢alismalardan yararlanilmistir. (s,S) tipli envanter modeller ile ilgili
yapilmis olan 6nceki ¢caligmalarda sistemi ifade eden siirecin ergodikligi ispat edilmis, ayrica
ergodik dagilim fonksiyonu ve ergodik dagilim fonksiyonunun momentleri i¢in kesin
formiiller talep miktarin1 ifade eden rasgele degiskenler tarafindan {iretilen yenileme
fonksiyonu araciligi ile verilmistir Khaniyev ve Atalay [44], Khaniyev ve Aksop [45]
Khaniyev v.d. [46], Aliyev v.d. [3], Aliyev [4]. Bu konuda yapilmis olan son ¢aligmalarda
ise Kesemen v.d. [41] ve Bektas Kamisglik [40] talep miktarini ifade eden rasgele degiskenler
alt-istel dagilima ve sonsuz varyansl diizenli degisen dagilima sahipken siire¢ incelenmis,
stirecin ergodik dagilim fonksiyonu ve ergodik dagilimin momentleri i¢in asimptotik
acilimlara ulagilmistir. Bu ¢caligmada ise literatiirdeki mevcut ¢aligsmalara ek olarak asagidaki
bulgulara erisilmistir.

Yenileme siirecinde yenileme fonksiyonunu olusturan rasgele degiskenler D N L
sinifindan oldugunda Emrechts ve Omey [26] tarafindan yenileme fonksiyonu i¢in dnerilmis
olan asimptotik acilim kullamilmistir. Béylece D N £ sinifindan sonlu varyansli diizenli
degisen Pareto dagilimina sahip bagimsiz rasgele degiskenler tarafindan iiretilen yenileme
fonksiyonu elde edilmistir. Talep miktarini ifade eden rasgele degiskenler D N L smifindan
diizenli degisen dagilima sahipken klasik (s,S) tipli stok kontrol modelleri asimptotik
yontemler ile incelenmistir. Sistemi ifade eden siirecin ergodikligi gosterilmistir. Sistemin
ergodik dagilim fonksiyonu i¢in asimptotik agilimlara ulasilmis ve zayif yakinsama teoremi
ispat edilmistir.

Daha sonra R, sinifindan rasgele degiskenler tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonu
icin Mitov ve Omey [57] tarafindan onerilen yaklasik sonuglar kullanilmigtir. Sonlu

varyanslt diizenli degisen Pareto dagilimina sahip rasgele degiskenler tarafindan iiretilen
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yenileme fonksiyonu icin yaklasik ¢ozlime ulasilmistir. Talep miktarini ifade eden rasgele
degiskenler sonlu varyansli diizenli degisen Pareto dagilimina sahipken kesikli diizgiin
miidahaleli (s,S) tipli stok kontrol modelleri yaklasim yontemleri ile incelenmistir. Sistemi

ifade eden siirecin ergodik dagilim fonksiyonu icin yaklasik sonuglar elde edilmistir.



4. IRDELEME

(s,S) tipli stok kontrol modelleri de dahil olmak {izere yenileme siirecleri ile ifade
edilen modellerin karakteristiklerini incelerken yenileme fonksiyonunun asimptotik
ifadesini bilmek gerekir. Literatiirde 6nemli iki agilim hafif kuyruklu dagilimlar tarafindan
tiretilen yenileme fonksiyonlari i¢in Smith [67] ve Feller [29] tarafindan &nerilmistir.

Agir kuyruklu dagilimlar tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonlarinin asimptotik
ifadelerine ulasabilmek i¢in dagilimlarin kuyruk davraniglarina gore farkli agilimlar elde
etmek gerekir. Farkli altsiniflardan agir kuyruklu dagilimlar tarafindan iiretilen yenileme
fonksiyonlariin asimptotik a¢ilimlarini1 bulmaya yonelik ilk dnemli ¢alismalar Feller [29],
Smith [67], Teugels [69], Anderson ve Athreya [5], Mohan [59], Embrechts ve Omey [26]
Geluk [34], Geluk ve Frenk [35] ve Mitov ve Omey [57] tarafindan yapilmistir. Bu
calismanin amaci farki literatiirde daha dnce pek ¢cok dagilim ile incelenmis olan (s,S) tipli
envanter modellerini iki 6nemli alt siniftan agir kuyruklu dagilima sahip talep miktarlari ile
incelemektir.

Bu amacla farkli altsiniflardan agir kuyruklu dagilimlar tarafindan iiretilen yenileme
fonksiyonlar1 igin literatiirde Onerilen agilimlar (s,S) tipli stok kontrol modellerine
uygulanmis ve siireglerin ergodik dagilimlart ig¢in asimptotik acilimlara ve yaklasik
coziimlere ulagilmistir. Ayrica elde edilen asimptotik acilimlar i¢in zayif yakinsama teoremi
ispat edilmistir.

Bu calismanin konusu olan (s,S) tipli envanter modeller daha dnce talep miktarlarinin
agir kuyruklu dagilima sahip oldugu durumlar i¢in de incelenmis ve onemli sonuclara
ulagilmistir (Aliyev [4], Kesemen v.d [41] ve Bektas Kamislik [40]). Literatiirdeki biitiin bu
caligmalarda (s,S) tipli envanter modeller alt listel dagilima sahip ve sonsuz varyansli diizenli
degisen dagilima sahip talep miktarlar1 ile incelenmis siirecin karakteristikleri igin
asimptotik a¢ilimlara ulasilmistir. Bu ¢alismanin diger calismalardan farki ise (s,S) tipli
envanter modellerin D N £ smifindan ve R, sinifindan talep miktarlar ile incelenmis
olmasidir. Ayrica bu calismada ilk defa siirecin ergodik dagilim fonksiyonu i¢in asimptotik
terim i¢cermeyen yaklasik sonuglara ulagilmistir. Boylece modellerin sik¢a kullanildig1 stok
kontrol ve risk teorisi alanlarinda karsilasilabilecek aykiri degerleri de degerlendirmeye alma
olanag1 saglanarak, siire¢lerin bu alanlardaki uygulamalarinda daha gercekei sonuglarin elde

edilecegi diisiiniilmektedir.



5. SONUCLAR

Bu calismada (s,S) tipli klasik envanter modeller ve diizgiin miidehaleye sahip (s,S)
tipli envanter modeller sirasi ile agir kuyruklu dagilimlarin D N £ smifindan ve R,

sinifindan talep miktarlari ile incelenmistir. Asagidaki sonuglar elde edilmistir.

1. Her bir altsinifa ait rastgele degisken tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonu i¢in farkli
bir asimptotik ac¢ilim tespit edilmis ve bu ¢alismada ele alinan problemde kullanilabilir

olup olmadig tespit edilmistir.

2. Agir kuyruklu dagilimlarin altsiniflarindan segilen rastgele degiskenlere, rastgele
degiskenin bulundugu altsinifin 6zelliklerine uygun olan 6zel ac¢ilim formiilleri
uyguladiginda hafif kuyruklu dagilimlar i¢in genel durumda onerilen agilimlardan daha

farkli sonuglar elde edilebildigi goriilmiistiir.

3. Talep miktarlar: farkli siniflardan agir kuyruklu dagilimlara sahip (s,S) tipli stok kontrol
modellerinde sistemdeki stokun rastgele miktarini karakterize eden dagilimin asimptotik
ifadesini elde edilmistir. Bu hedefe ulasmak i¢in farkl altsiniflardan rastgele degiskenler

tarafindan tiretilen yenileme fonksiyonlar1 saptanmustir.

4. Bir onceki maddede saptanan asimptotik agilimlardan Emrechts ve Omey [26]
tarafindan yenileme fonksiyonu i¢in Onerilmis olan asimptotik acilim kullanilarak
D N L smifindan sonlu varyansh diizenli degisen Pareto dagilimina sahip bagimsiz
rasgele degiskenler tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonu elde edilmistir. Talep
miktarin1 ifade eden rasgele degiskenler D N L sinifindan diizenli degisen sonlu
varyansli Pareto dagilima sahipken klasik (s,S) tipli stok kontrol modelinin ergodikligi
gosterilmistir. Sistemin ergodik dagilim fonksiyonu i¢in asimptotik agilimlara ulagilmis
ve zayif yakinsama teoremi ispat edilmistir. Burada kuyruk indeksi olarak a > 2

alinmastir.

5. 3 numarali maddede saptanan asimptotik acilimlardan R, sinifindan rasgele degiskenler
tarafindan tretilen yenileme fonksiyonu i¢in Mitov ve Omey [57] tarafindan 6nerilen
yaklasik sonuclar kullanilarak sonlu varyansl diizenli degisen Pareto dagilimina sahip
rasgele degiskenler tarafindan fretilen yenileme fonksiyonu i¢in yaklasik ¢oziime

ulagilmigtir. Talep miktarini ifade eden rasgele degiskenler sonlu varyansh diizenli
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degisen Pareto dagilimina sahipken kesikli diizgiin miidahaleli (s,S) tipli stok kontrol
modelleri yaklasim yontemleri ile incelenmistir. Sistemi ifade eden siirecin ergodik
dagilim fonksiyonu i¢in yaklasik sonuglar elde edilmistir. Bu kisimda kuyruk indeksi
olarak 2 < @ < 3 durumu incelenmistir. Bu durumda bilindigi gibi diizenli degisen
dagilimlar sonlu varyansa sahiptir. Bu kisimda elde edilen sonuglarin literatiirde daha
once elde edilmis olan benzer sonuglardan en biiyiik farki burada asimptotik terim

icermeyen yaklasik sonuglarin elde edilmis olmasidir.



6. ONERILER

Bu tez ¢alismasinin ana motivasyonu literatiirde 6nemli bir yere sahip olan agir kuyruklu
dagilimlarin envanter modeller ile ilgili problemlerde kullanilmasi ile ilgili tespit edilmis
olan bosluktur. Calismanin tespit edilmis olan bu boslugu bir nebze olsun doldurabilecegi
ve bu alanda gelecekte yapilacak olan c¢alismalar i¢in bir baslangic olabilecegi

umulmaktadir. Yapilmis olan bu ¢alisma asagidaki yonlerden gelistirilebilir:

1.  Miidahaleyi ifade eden rasgele degiskenin diizgiin dagilimdan daha farkli ve

karmasik yapidaki dagilimlara sahip oldugu durumlar i¢in benzeri problemlerin ¢oziilmesi.

2. Benzeri siireclerin ve rasgele yiiriiyiis siireclerinin agir kuyruklu dagilimlarin

farkli altsiniflarindan talep miktarlari ile incelenmesi.

3. Calismada ele aliman yar1 Markov envanter modeller i¢in agir kuyruklu

tahmincilerin elde edilmesi.

4.  Talep miktarini ifade eden rasgele degiskenler agir kuyruklu iken bu ¢alismada
ele alinan siirecin ergodik dagilim fonksiyonunun momentleri i¢in analitik ve asimptotik

¢Oziimlerin bulunmasi.
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