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1. GENEL BİLGİLER 

 

1.1. Giriş 

 

Afin diferansiyel geometri kavramı ilk olarak 1872 yılında Felix Klein’nin “Erlangen 

Programı”’nda ortaya çıkmıştır. Bu programa göre, Afin diferansiyel geometri, afin 

transformasyonlar altında invaryant kalan özelliklerden oluşur. Afin diferansiyel 

geometride afin invaryantların araştırılması yapılmıştır. Bu çalışmaların çoğu afin 

diferansiyel invaryantların üreteç kümelerini bulmaya yöneliktir. Eğrilerin afin 

invaryantlarının inşaası bir çok çalışmada ele alınmıştır [1, 10, 18]. Bununla beraber, afin 

invaryantlar yardımıyla eğrilerin denklik probleminin çözümü de çalışılmıştır [13, 14, 15, 

17]. 

Eğrilerin diferansiyel geometrisi çok uzun yıllardır çalışılmaktadır. Eğrilerin afin 

diferansiyel geometrisi de birçok yönüyle incelenmiştir. Bu çalışmaların çoğunda, yay 

uzunluğu, eğrilikler gibi invaryantlar bulunmuştur. [9] da, n-boyutlu afin uzayda bir 

eğrinin centro-afin invaryantları, yay uzunluğu ve eğrilikleri incelenmiştir. Ayrıca, afin 

grubun alt gruplarında da eğriler ve invaryantları farklı metodlarla ele alınmıştır [2, 4, 7, 8, 

18]. Bu çalışmalarda bir tek eğri için afin invaryantlar incelenmiştir. [16] da, bir afin eğri 

için afin diferansiyel invaryantlar incelenmiş olup denklik probleminin çözümü yapılmıştır. 

Afin diferansiyel geometride, diferansiyel invaryantlar kullanılarak eğrilerin 

denkliğinin araştırılması başka bir problemdir. 𝑆𝐿(𝑛,ℝ) grubuna göre, eğri ailelerinin 

denkliği [13] de verilmiştir. Yine afin grubun farklı alt gruplarında denklik probleminin 

araştırılması yapılmıştır [8, 10, 12, 14, 15]. 

Bu tezde, Afin diferansiyel geometride bir ikili eğri ailesinin afin diferansiyel 

invaryantları kümesinin üreteçleri bulunmuştur. Bu afin diferansiyel invaryantlar 

kullanılarak iki ikili eğri ailesinin denklik koşulları verilmiştir. Ayrıca elde edilen üreteç 

kümesinin minimal olduğu gösterilmiştir. 

Burada elde edilen sonuçlar “5th International Eurasian Conference on Mathematical 

Sciences and Applications-IECMSA 2016, 16-19 August 2016, Belgrad-Serbia” adlı 

konferansta sunulmuştur. 
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1.2. Halka, Vektör Uzayı, Cisim ve Cebirler 

  

 Bu bölümde [6] dan yararlanılmıştır. 

Tanım 1.2.1. 𝑅 ≠ ∅ olan bir küme ve ′′+ , ∙ ′′ 𝑅 üzerinde tanımlı iki ikili işlem olsun. 

Aşağıdaki koşulları gerçekleyen (𝑅,+,∙) üçlüsüne bir halka denir: 

i. (𝑅,+) bir abel grup 

ii. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 için 𝑎. (𝑏. 𝑐) = (𝑎. 𝑏). 𝑐 

iii. ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 𝑎. (𝑏 + 𝑐) = 𝑎. 𝑏 + 𝑎. 𝑐  , (𝑎 + 𝑏). 𝑐 = 𝑎. 𝑐 + 𝑏. 𝑐  ,    

Eğer ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 için 𝑎. 𝑏 = 𝑏. 𝑎 ise 𝑅 halkasına değişmeli halka denir. (𝑅, . ) yarı 

grubunun birim elemanı mevcut ise bu elemana 𝑅 nin birim elemanı denir ve 1𝑅 = 1 ile 

gösterilir. Bu durumda 𝑅 halkasına birim elemanlı halka denir. 

Tanım 1.2.2. Birim elemanlı, değişmeli, sıfır bölensiz bir halkaya tamlık bölgesi denir. 

Örnek 1.2.1. (ℝ,+ , ∙) bir halkadır. 

Örnek 1.2.2. Katsayıları ℝ’den olan tüm polinomların kümesini ℝ[𝑥] ile gösterelim. 

(ℝ[𝑥], +,∙) bir halkadır. 

Tanım 1.2.3. 𝐹 bir cisim, 𝑉 ≠ ∅ bir küme olmak üzere, + ∶ 𝑉 × 𝑉 → 𝑉 , (𝑢, 𝑣) → 𝑢 + 𝑣  

∙ ∶ 𝐹 × 𝑉 → 𝑉 , (𝛼, 𝑣) → 𝛼. 𝑣 işlemleri tanımlansın. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa 𝑉 

ye 𝐹 cismi üzerinde bir 𝐹- vektör uzayı denir. 

 i. ∀𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 için 𝑢 + (𝑣 + 𝑤) = (𝑢 + 𝑣) + 𝑤 

 ii. ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 için 𝑢 + 𝑣 = 𝑣 + 𝑢 

 iii. ∀𝑢 ∈ 𝑉 için ∃! 0 ∈ 𝑉 öyle ki 𝑢 + 0 = 0 + 𝑢 = 𝑢  

 iv. ∀𝑢 ∈ 𝑉 için ∃! (−𝑢) ∈ 𝑉 öyle ki 𝑢 + (−𝑢) = (−𝑢) + 𝑢 = 0 

v. ∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹  ve ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 için 𝛼. (𝑢 + 𝑣) = 𝛼. 𝑢 + 𝛼. 𝑣, (𝛼 + 𝛽). 𝑢 = 𝛼. 𝑢 + 𝛽. 𝑢 

vi. ∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹  ve ∀𝑢 ∈ 𝑉 için (𝛼𝛽). 𝑢 = 𝛼. (𝛽. 𝑢) 

vii. 1𝐹, 𝐹 cisminin birim elemanı olmak üzere ∀𝑢 ∈ 𝑉 için 1𝐹  . 𝑢 = 𝑢  

dur. 

 Burada 𝐹 cisminin elemanlarına skalerler, 𝑉 kümesinin elemanlarına da vektörler 

denir.  

Örnek 1.2.3. ℝ reel sayılar kümesi ℝ- vektör uzayıdır. 

Örnek 1.2.4. ℝ[𝑥], ℝ- vektör uzayıdır. 

Tanım 1.2.4. 

i. (𝐶,+, ∙) halka, 

ii. (𝐶, +, 𝜆 ∙) ℝ üzerinde vektör uzayı, 



3 

 

 
 

iii. 𝜆. (𝑥. 𝑦) = (𝜆. 𝑥). 𝑦 = 𝑥. (𝜆. 𝑦) , ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 ve ∀𝜆 ∈ ℝ  

ise { 𝐶, +, ∙, 𝜆 ∙, 𝜆 ∈ ℝ} sistemine bir ℝ-cebir denir. 

Örnek 1.2.5. { ℝ,+,∙, 𝜆 ∙, 𝜆 ∈ ℝ} bir ℝ-cebir’ dir. 

Örnek 1.2.6. { ℝ[𝑥], +, ∙, 𝜆 ∙, 𝜆 ∈ ℝ} bir ℝ-cebir’ dir. Gerçekten; 

i. (ℝ[𝑥], +,∙) bir halkadır, 

ii. (ℝ[𝑥], +, 𝜆 ∙) bir ℝ-vektör uzayıdır, 

iii. ∀𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥) ∈ ℝ[𝑥] , ∀𝜆 ∈ ℝ için 

𝜆 ∙ (𝑝(𝑥). 𝑞(𝑥)) = (𝜆 ∙ 𝑝(𝑥)). 𝑞(𝑥) = 𝑝(𝑥). (𝜆 ∙ 𝑞(𝑥)) 

dir. 

Tanım 1.2.5. { 𝐶, +, ∙, 𝜆 ∙, 𝜆 ∈ ℝ} bir ℝ-cebir ve 𝐶1 ⊂ 𝐶 olsun. {𝐶1 , +, ∙, 𝜆 ∙, 𝜆 ∈ ℝ} ℝ-

cebir ise 𝐶1 altkümesine 𝐶 nin ℝ- altcebiri denir. 

Önerme 1.2.1. 𝐶 bir ℝ-cebir ve {𝐶𝜏, 𝜏 ∈ 𝑇} 𝐶’ nin ℝ- altcebirlerinin bir ailesi olsun. Bu 

takdirde ⋂ 𝐶𝜏𝜏∈𝑇  da bir ℝ-cebir’ dir. 

İspat: 𝑥, 𝑦 ∈ ⋂ 𝐶𝜏𝜏∈𝑇  olsun. Buradan ∀𝜏 ∈ 𝑇 için 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶𝜏 dur. 𝐶𝜏 , ℝ-cebir olduğu 

için; 𝜆 ∈ ℝ ve ∀𝜏 ∈ 𝑇 için 𝑥 − 𝑦, 𝑥. 𝑦 , 𝜆 ∙ 𝑥 ∈ 𝐶𝜏  olduğundan, 𝑥 − 𝑦 ∈ ⋂ 𝐶𝜏𝜏∈𝑇  , 𝑥. 𝑦 ∈

⋂ 𝐶𝜏𝜏∈𝑇  ve 𝜆 ∙ 𝑥 ∈ ⋂ 𝐶𝜏𝜏∈𝑇  dur. O halde ⋂ 𝐶𝜏𝜏∈𝑇  da  ℝ-cebir’ dir. ∎ 

Not: 𝐶 bir ℝ-cebir ve 𝑆 ⊂ 𝐶 olsun. [𝑆]ℝ = ⋂ 𝐶𝜏𝑆⊂𝐶𝜏  ile gösterelim. Burada ∀𝜏 için 𝐶𝜏, 𝐶 

nin ℝ-altcebiridir. 𝑆’ yi kapsayan en az bir tane  ℝ-altcebir vardır. Bu ise 𝐶 nin kendisidir. 

Tanım 1.2.6. 𝐶 bir ℝ-cebir ve 𝑆 ⊂ 𝐶 olsun. [𝑆]ℝ = 𝐶 ise 𝑆’ye 𝐶’ nin üreteç kümesi denir. 

Örnek 1.2.7. 𝐶 = ℝ[𝑥] olsun. 𝑆 = {1, 𝑥} alalım. Burada 1, 𝐶’ nin birimidir. 

 

[𝑆]ℝ = {𝑎0 + 𝑎1. 𝑥 + 𝑎2. 𝑥
2 +⋯+ 𝑎𝑛. 𝑥

𝑛: 𝑎𝑖 ∈ ℝ, 𝑖 = 0,1, … , 𝑛}  

 

olup, [𝑆]ℝ = 𝐶 dir. 

Örnek 1.2.8. 𝐶 = ℝ[𝑥] olsun. 𝑆 = {𝑥} alalım. 

 

[𝑆]ℝ = {𝑎1. 𝑥 + 𝑎2. 𝑥
2 +⋯+ 𝑎𝑛. 𝑥

𝑛: 𝑎𝑖 ∈ ℝ, 𝑖 = 0,1, … , 𝑛}  

 

olup, [𝑆]ℝ ≠ 𝐶’dir. 
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1.3. Öklid Uzayı 

 

 Bu bölümde [5] den yararlanılmıştır. 

Tanım 1.3.1. 𝐸, ℝ reel sayılar cismi üzerinde vektör uzayı olmak üzere, 𝜑: 𝐸 × 𝐸 → ℝ 

dönüşümü aşağıdaki aksiyomları sağlasın: 

 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸, ∀𝜆 ∈ ℝ için; 

 i. 𝜑(𝑥 + 𝑦, 𝑧) = 𝜑(𝑥, 𝑧) + 𝜑(𝑦, 𝑧) 

 ii. 𝜑(𝜆. 𝑥, 𝑦) = 𝜆. 𝜑(𝑥, 𝑦) 

  iii. 𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝜑(𝑦, 𝑥) 

 iv. 𝜑(𝑥, 𝑥) > 0 

 v. 𝜑(𝑥, 𝑥) = 0 ⇔ 𝑥 = 0 

Bu şekilde tanımlanan 𝜑 dönüşümüne 𝐸 de skaler (iç) çarpım denir. (𝐸, 𝜑) ikilisine 

de iç çarpımlı vektör uzayı denir. 

Tanım 1.3.2. Sonlu boyutlu iç çarpımlı vektör uzayına Öklid uzayı denir. 

Örnek 1.3.1. 𝐸 = ℝ alalım. 𝜑:ℝ × ℝ → ℝ ,   𝑥, 𝑦 ∈ ℝ olmak üzere 𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝑥. 𝑦 

dönüşümünü tanımlayalım. (ℝ, 𝜑) nin Öklid uzayı olduğunu gösterelim: 

∀𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜆 ∈ ℝ için 

i. 𝜑(𝑥 + 𝑦, 𝑧) = (𝑥 + 𝑦). 𝑧 = 𝑥. 𝑧 + 𝑦. 𝑧 = 𝜑(𝑥, 𝑧) + 𝜑(𝑦, 𝑧) 

ii. 𝜑(𝜆. 𝑥, 𝑦) = (𝜆. 𝑥). 𝑦 = 𝜆. (𝑥. 𝑦) = 𝜆. 𝜑(𝑥, 𝑦) 

iii. 𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝑥. 𝑦 = 𝑦. 𝑥 = 𝜑(𝑦, 𝑥) 

iv. 𝜑(𝑥, 𝑥) = 𝑥. 𝑥 = 𝑥2 > 0 

v. 𝜑(𝑥, 𝑥) = 0 ⇔ 𝑥. 𝑥 = 0 ⇔ 𝑥2 = 0 ⇔ 𝑥 = 0 

dır. 

Örnek 1.3.2. 𝐸 = ℝ2 alalım. 𝜑:ℝ2 ×ℝ2 → ℝ, 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2), 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) ∈ ℝ
2 olmak 

üzere 𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝑥1. 𝑦1 + 𝑥2. 𝑦2 dönüşümünü tanımlayalım. (ℝ2, 𝜑) nin Öklid uzayı 

olduğunu gösterelim: 

∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ2 , 𝜆 ∈ ℝ  ve 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2), 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2), 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2) için; 

i. 𝜑(𝑥 + 𝑦, 𝑧)    = (𝑥1 + 𝑦1). 𝑧1 + (𝑥2 + 𝑦2). 𝑧2 

 = (𝑥1. 𝑧1 + 𝑥2. 𝑧2) + (𝑦1. 𝑧1 + 𝑦2. 𝑧2) 

 = 𝜑(𝑥, 𝑧) + 𝜑(𝑦, 𝑧) 

ii. 𝜑(𝜆. 𝑥, 𝑦) = (𝜆. 𝑥1). 𝑦1 + (𝜆. 𝑥2). 𝑦2 =  𝜆. (𝑥1. 𝑦1) + 𝜆. (𝑥2. 𝑦2) = 𝜆. 𝜑(𝑥, 𝑦) 

iii. 𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝑥1. 𝑦1 + 𝑥2. 𝑦2 = 𝑦1. 𝑥1 + 𝑦2. 𝑥2 = 𝜑(𝑦, 𝑥) 
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iv. 𝜑(𝑥, 𝑥) = 𝑥1
2 + 𝑥2

2 > 0 

v. 𝜑(𝑥, 𝑥) = 0 ⇒ 𝑥1
2 + 𝑥2

2 = 0 ⇒ 𝑥1 = 𝑥2 = 0 ⇒ 𝑥 = 0 

 𝑥 = 0 ⇒ 𝑥1 = 𝑥2 = 0 ⇒ 𝜑(𝑥, 𝑥) = 0 

dır. 

Örnek 1.3.3. 𝐸 = ℝ𝑛, 𝜑: ℝ𝑛 × ℝ𝑛 → ℝ, 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛) ∈ ℝ
𝑛 

olmak üzere 𝜑(𝑥, 𝑦) = ∑ 𝑥𝑖 . 𝑦𝑖
𝑛
𝑖=1  dönüşümü tanımlayalım. (ℝ𝑛, 𝜑) Öklid uzayıdır. 

Not: Bu iç çarpım Öklid iç çarpımı olarak adlandırılır ve çoğu kez 𝑥. 𝑦 veya < 𝑥, 𝑦 > ile 

gösterilir. 

Örnek 1.3.4. 𝐸 = ℝ , 𝜙:ℝ × ℝ → ℝ , 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ olmak üzere 𝜙(𝑥, 𝑦) = 𝑥2. 𝑦 dönüşümünü 

tanımlayalım. (ℝ, 𝜙) nin Öklid uzayı olmadığını gösterelim. Gerçekten ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ için; 

 

 𝜙(𝑥 + 𝑦, 𝑧) = (𝑥 + 𝑦)2. 𝑧 = 𝑥2. 𝑧 + 𝑦2. 𝑧 + 2. 𝑥. 𝑦. 𝑧 

 

olur. Fakat iç çarpım tanımına göre  𝜙(𝑥 + 𝑦, 𝑧) = 𝑥2. 𝑧 + 𝑦2. 𝑧 olmalıdır. Bunun için 

2. 𝑥. 𝑦. 𝑧 = 0 olmalıdır. Buradan 𝑥 = 0 veya 𝑦 = 0 veya 𝑧 = 0 dır. Fakat bu şart tüm 

𝑥, 𝑦, 𝑧 ler için sağlanmadığından 𝜙(𝑥 + 𝑦, 𝑧) ≠ 𝑥2. 𝑧 + 𝑦2. 𝑧 olup, 𝜙 bir iç çarpım değildir. 

Dolayısıyla (ℝ, 𝜙) Öklid uzayı değildir. 

Tanım 1.3.3. ℝ𝑛 Öklid uzayında 𝑥 ∈ ℝ𝑛 için √𝑥. 𝑥  sayısına 𝑥 vektörünün normu denir ve 

‖𝑥‖ şeklinde gösterilir. 

Tanım 1.3. 4. ‖𝑥‖ = 1 ise 𝑥 vektörüne birim vektör denir. 

Tanım 1.3.5. ℝ𝑛 Öklid uzayında 𝑥. 𝑦 = 0 ise 𝑥 ve 𝑦 vektörlerine ortogonal denir ve 𝑥 ⊥ 𝑦 

şeklinde gösterilir. 

Lemma 1. 3.1. ℝ𝑛 de tanımlanan norm aşağıdaki aksiyomları sağlar: 

 ∀𝑥 ∈ ℝ𝑛, ∀𝜆 ∈ ℝ𝑛 için; 

i. ‖𝑥‖ ≥ 0 

ii. ‖𝑥‖ = 0 ⇔ 𝑥 = 0 

iii. ‖𝜆. 𝑥‖ = |𝜆|. ‖𝑥‖ 

iv. ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ 
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1.4. Afin Uzaylar 

 

Bu bölümde [5] den yararlanılmıştır. 

Tanım 1.4.1. 𝐴 ≠ ∅ bir küme ve 𝑉 de 𝐹 cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. Eğer bir 

𝜓 ∶ 𝐴 × 𝐴 ⟶ 𝑉 dönüşümü 𝑃, 𝑄 ∈ 𝐴 noktaları için (𝑃, 𝑄) ⟶ 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∈ 𝑉 şeklinde 

tanımlanmış ve aşağıdaki iki aksiyomu sağlıyor ise 𝐴 kümesine 𝑉 ile birleştirilmiş bir afin 

uzay denir. 

i. ∀𝑃, 𝑄, 𝑅 ∈ 𝐴 için 𝑃𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑄𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 

ii. ∀𝑃 ∈ 𝐴 ve ∀𝛼 ∈ 𝑉 için 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼  olacak biçimde bir tek 𝑄 ∈ 𝐴 noktası vardır. 

𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗  vektöründe 𝑃 noktasına başlangıç noktası ve 𝑄 noktasına uç noktası denir. Diğer 

yandan 𝐴 nın boyutu 𝑏𝑜𝑦𝐴 = 𝑏𝑜𝑦𝑉 olarak tanımlanır. 

i. ve ii. aksiyomlarına 𝐴 ≠ ∅ nokta kümesi için afin aksiyomlar denir. Afin 

aksiyomlara göre, (i) den 𝐴 da iki nokta bir vektör belirtir. (ii) den 𝐴 da belli bir 𝑃 noktası 

seçildiğinde ∀𝑄 ∈ 𝐴 noktasına bir  𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∈ 𝑉 vektörü karşılık gelir, yani belli bir 𝑃 ∈ 𝐴 

noktası seçildiği zaman  

 

 𝑄 ∈ 𝐴 ⟶ 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∈ 𝑉 

 

dönüşümü birebir olur.  

Örnek 1.4.1. Bir 𝐹 cismi üzerindeki 𝑛- boyutlu uzay 𝐹𝑛 olmak üzere, 𝐴 = 𝑉 = 𝐹𝑛 olsun. 

Bu durumda 𝐴 × 𝐴 ⟶ 𝑉 dönüşümü ∀𝑃 = 𝛼 ∈ 𝐹𝑛 ve ∀𝑄 = 𝛽 ∈ 𝐹𝑛 için 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛽 − 𝛼 

biçiminde tanımlanabilir. O halde 𝐴 = 𝐹𝑛 nokta kümesi  𝑉 = 𝐹𝑛 vektör uzayı ile 

birleştirilmiş bir afin uzaydır. 

Örnek 1.4.1 de belirtilen  𝐴 = 𝐹𝑛 afin uzayına 𝑛- boyutlu standart afin uzay denir ve  

𝐹𝑛 ile gösterilir. 𝐹 = ℝ ve 𝐹 = ℂ olması hallerinde ℝ𝑛 ve ℂ𝑛 uzaylarına sırasıyla 𝑛- 

boyutlu standart reel afin uzay ve n- boyutlu standart kompleks afin uzay denir. 

Teorem 1.4.1. 𝐴 bir 𝑉 vektör uzayı ile birleştirilmiş bir afin uzay olsun. Bu durumda 

aşağıdakiler geçerlidir: 

 i. 𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ∈ 𝑉, ∀𝑃 ∈ 𝐴 

ii. 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝑄𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑃, 𝑄 ∈ 𝐴 

 iii. 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑃′𝑄′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⇒  𝑃𝑃′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑄𝑄′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
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İspat: i. Afin aksiyomlarının birincisinden 𝑃 = 𝑄 = 𝑅 kabul edilerek 

 

 𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗  ⟹  𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

 

elde edilir. 

ii. Birinci afin aksiyomda 𝑃 = 𝑅 alınırsa 𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑄𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ olur ki bu da (i) den 

𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  olduğundan 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑄𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  olup, 

 

 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝑄𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

elde edilir. 

iii. Birinci afin aksiyoma göre  𝑃𝑄′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑄𝑄′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  ve 𝑃𝑄′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑃𝑃′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑃′𝑄′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  olduğundan 

𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑄𝑄′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑃𝑃′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑃′𝑄′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  olur. 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑃′𝑄′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   olduğundan son ifadeden 

 

𝑃𝑃′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑄𝑄′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 

elde edilir.∎    

Tanım 1.4.2. Bir 𝑉 vektör uzayı ile birleşen afin uzaylardan biri 𝐴 olsun. 𝑃0, 𝑃1, … , 𝑃𝑛 ∈ 𝐴 

noktaları için  𝑃0𝑃1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   , 𝑃0𝑃2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   , … , 𝑃0𝑃𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∈ 𝑉 vektörlerinin sistemi 𝑉 nin bir bazı ise 

{𝑃0, 𝑃1, … , 𝑃𝑛} nokta (𝑛 + 1)-lisine 𝐴 afin uzayının bir afin çatısı denir. Burada  𝑃0 

noktasına çatının başlangıç noktası ve 𝑃𝑖 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 noktalarına da çatının birim 

noktaları denir. 

Teorem 1.4.2. Bir vektör uzayı ile birleşen afin uzaylardan biri 𝐴 olsun. Belli bir 𝑃0 ∈ 𝐴 

noktası seçildiğinde başlangıcı 𝑃0 olan bir afin çatı vardır. 

İspat: 𝑉 nin bir bazı {𝛼1 , … , 𝛼𝑛} olsun. Her bir 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 için 𝑃0𝑃𝑖̇⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝛼𝑖 olacak şekilde 

bir tek 𝑃𝑖 ∈ 𝐴 noktasının var olduğunu aksiyom (ii) den biliyoruz. O halde {𝑃0, 𝑃1, … , 𝑃𝑛} 

nokta (𝑛 + 1)-lisi bir afin çatıdır ve {𝛼1 , … , 𝛼𝑛} bazı verildiğinde tektir. ∎ 

Sonuç: Bir 𝑉 vektör uzayı ile birleşen bir  𝐴 afin uzayı ve 𝐴 da bir 𝑃0 ∈ 𝐴 noktası 

verildiğinde başlangıcı 𝑃0 olan afin çatı ile 𝑉 de bir {𝛼1 , … , 𝛼𝑛} bazı birbirine karşılık 

gelirler. 
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𝑛-boyutlu bir 𝑉 vektör uzayı ile birleşen bir 𝐴 afin uzayının afin çatılarından biri 

{𝑃0, 𝑃1, … , 𝑃𝑛} olsun. Bu çatı 𝐴 da aşağıdaki gibi afin koordinat sistemi denen bir 

koordinat sistemi belirtir. 

𝑉 nin bir bazı {𝑃0𝑃1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   , 𝑃0𝑃2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   , … , 𝑃0𝑃𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  } olduğundan ∀𝑃 ∈ 𝐴 için 𝑃0𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∈ 𝑉 vektörünü bu 

baza göre tek türlü olarak aşağıdaki gibi ifade edebiliriz: 

  

 𝑃0𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ∑ 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1  𝑃0𝑃𝑖̇⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   , 𝑎𝑖 ∈ 𝐹 

 

𝐴 nın birleştiği 𝑉 vektör uzayı 𝐹 cismi üzerinde tanımlandığına göre 

 

 𝑥𝑖: 𝐴 ⟶ 𝐹 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 

 

fonksiyonlarını ∀𝑃 ∈ 𝐴 için 

 

 𝑃 ⟶ 𝑥𝑖(𝑃) = 𝑎𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 , 

 

biçiminde tanımlayalım. Böylece 𝑃 ∈ 𝐴 noktasını 𝐹𝑛 standart afin uzayının bir  

 

 (𝑥1(𝑃), 𝑥2(𝑃), … , 𝑥𝑛(𝑃)) 

 

elemanına karşılık tutmuş oluruz; bu sıralı 𝑛-liye 𝑃 noktasının koordinatları denir. 

Tersine 𝑛 tane 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝐹 sayıları verildiğinde koordinatları (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) 

olan bir tek 𝑃 ∈ 𝐴 noktası vardır. Gerçekten; 

 

  ∑ 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1  𝑃0𝑃𝑖̇⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∈ 𝑉  

 

vektörünü ele alalım. Bu halde ikinci afin aksiyomundan 

 

 𝑃0𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ∑ 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1  𝑃0𝑃𝑖̇⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    

 

olacak biçimde bir tek 𝑃 ∈ 𝐴 noktası vardır. 
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Böylece 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ∶ 𝐴 ⟶ 𝐹 fonksiyonlarının bir {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} sistemini elde 

etmiş oluruz. Bu sistem yardımıyla bir 𝐴
𝑏𝑖𝑟𝑒𝑏𝑖𝑟
→    𝐹𝑛 (standart afin uzay) dönüşümü elde 

edilmiş olur. Bu fonksiyonlar sistemine 𝐴  nın bir afin koordinat sistemi denir. O halde 

{𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} afin koordinat sisteminde 𝑥𝑖: 𝐴 ⟶ 𝐹 fonksiyonları afin anlamda koordinat 

fonksiyonlarıdırlar. {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} sistemini belirleyen {𝑃0, 𝑃1, … , 𝑃𝑛} afin çatısındaki 

𝑃0, 𝑃1, … , 𝑃𝑛 ∈ 𝐴 noktalarından 𝑃0 başlangıç noktası ve diğerleri birim noktalardır. 

Örnek 1.4.2. 𝑛-boyutlu bir 𝐴 afin uzayında bir afin çatı {𝑃0, 𝑃1, … , 𝑃𝑛} ise 𝑃0, 𝑃1, … , 𝑃𝑛 

noktalarının koordinatları 𝑃0 = (0,0, … ,0), 𝑃1 = (1,0, … ,0), … , 𝑃𝑛 = (0,0, … ,1) dir. 

Buradan da 𝑃0 ın 𝐴 da başlangıç noktası ve 𝑃𝑖 nin de 𝐴 da 𝑖-yinci birim nokta olduğu 

görülmektedir.  

Örnek 1.4.3. 𝑛-boyutlu standart afin uzay 𝐹𝑛 de  𝐸0 = (0,0, … , 0),  𝐸1 = (1,0, … ,0), …, 

𝐸𝑛 = (0,0, … ,1) noktalarını alalım. { 𝐸0, 𝐸1, … , 𝐸𝑛} çatısına standart afin çatı ve bu çatıya 

karşılık gelen afin koordinat sistemine de standart koordinat sistemi denir. Bu koordinat 

sisteminde ∀𝑃 ∈ 𝐹𝑛 noktasına 𝑎1, 𝑎2, …  , 𝑎𝑛 ∈ 𝐹 sayıları, 𝑃 nin koordinatları olarak 

𝑃 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) biçiminde karşılık gelir. 

 

1.5. Afin Grup ve Afin Grubun Alt Grupları 

 

Bu bölümde [5] den yararlanılmıştır. 

Bir 𝐹 cismi üzerinde tanımlanan 𝑛-boyutlu afin uzaylardan biri 𝐴 olsun. 

𝐴𝑓𝑓(𝑛, 𝐹) = 𝑂𝑡(𝐴) = { 𝑓:  𝑓: 𝐴 ⟶ 𝐴  afin otomorfizm (afinite)} kümesini ele alalım. 

𝐴𝑓𝑓(𝑛, 𝐹) kümesinin otomorfizmlerin bileşke işlemine göre bir grup olduğu kolayca 

gösterilebilir. 𝐴 da bir afin koordinat sistemi tespit edilirse bu grup 𝑔 ∈ 𝐺𝐿(𝑛, 𝐹) ve 

𝑏 ∈ 𝐹1
𝑛 olmak üzere, [

𝑔 𝑏
0 1

] ∈ 𝐹𝑛+1
𝑛+1 biçimindeki matrislerin grubu ile temsil edilebilir. 

Tanım 1.5.1. 𝐹 cismi üzerinde 𝑛-boyutlu bir afin uzay 𝐴 olsun. 𝑔 ∈ 𝐺𝐿(𝑛, 𝐹) ve 𝑏 ∈ 𝐹1
𝑛 

olmak üzere, elemanları [
𝑔 𝑏
0 1

] ∈ 𝐹𝑛+1
𝑛+1 olan matrisler grubuna afin grup denir ve 

𝐴𝑓𝑓(𝑛, 𝐹) veya 𝑂𝑡(𝐴) ile gösterilir. 

Örnek 1.5.2. 𝐴𝑓𝑓(𝑛,ℝ) = {𝐹:ℝ𝑛 → ℝ𝑛: 𝐹(𝑥) = 𝑔𝑥 + 𝑏 , 𝑥 ∈ ℝ𝑛 , ∃𝑔 ∈ 𝐺𝐿(𝑛,ℝ), ∃𝑏 ∈

ℝ𝑛 } kümesinin fonksiyonların bileşke işlemine göre bir grup olduğunu gösterelim. 

 𝐹1, 𝐹2 ∈ 𝐴𝑓𝑓(𝑛, ℝ) olsun. Buradan ∃𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺𝐿(𝑛,ℝ), ∃𝑏1, 𝑏2 ∈ ℝ
𝑛 için  
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 𝐹1(𝑥) = 𝑔1𝑥 + 𝑏1 ,   𝐹2(𝑥) = 𝑔2𝑥 + 𝑏2 , ∀𝑥 ∈ ℝ
𝑛 

dir. 

 (𝐹1 ∘ 𝐹2)(𝑥) = 𝐹1(𝐹2(𝑥)) = 𝐹1(𝑔2𝑥 + 𝑏2) = 𝑔1(𝑔2𝑥 + 𝑏2) + 𝑏1 

 = 𝑔1(𝑔2𝑥) + 𝑏2 + 𝑏1 

 = (𝑔1𝑔2)𝑥 + 𝑔1𝑏2 + 𝑏1 

olup 𝑔1𝑔2 ∈ 𝐺𝐿(𝑛,ℝ) ve 𝑔1𝑏2 + 𝑏1 ∈ ℝ
𝑛 olduğundan 𝐹1 ∘ 𝐹2 ∈ 𝐴𝑓𝑓(𝑛, ℝ) dir. Grup 

aksiyomlarının sağlandığının gösterimi: 

 i. 𝐹1, 𝐹2, 𝐹3 ∈ 𝐴𝑓𝑓(𝑛,ℝ) olsun. ∃𝑔1, 𝑔2, 𝑔3 ∈ 𝐺𝐿(𝑛,ℝ),  ∃𝑏1, 𝑏2, 𝑏3 ∈ ℝ
𝑛 için 

𝐹1(𝑥) = 𝑔1𝑥 + 𝑏1 , 𝐹2(𝑥) = 𝑔2𝑥 + 𝑏2 , 𝐹3(𝑥) = 𝑔3𝑥 + 𝑏3, ∀𝑥 ∈ ℝ
𝑛 dir. ∀𝑥 ∈ ℝ𝑛 için: 

 

 [(𝐹1 ∘ 𝐹2) ∘ 𝐹3](𝑥)   = (𝐹1 ∘ 𝐹2)(𝐹3(𝑥)) = (𝐹1 ∘ 𝐹2)(𝑔3𝑥 + 𝑏3) 

 = (𝑔1𝑔2)(𝑔3𝑥 + 𝑏3) + 𝑔1𝑏2 + 𝑏1 

 = (𝑔1𝑔2)(𝑔3𝑥) + (𝑔1𝑔2)𝑏3 + 𝑔1𝑏2 + 𝑏1 

 = (𝑔1(𝑔2𝑔3))𝑥 + 𝑔1(𝑔2𝑏3) + 𝑔1𝑏2 + 𝑏1 

 = 𝑔1((𝑔2𝑔3)𝑥 + (𝑔2𝑏3) + 𝑏2) + 𝑏1 

 = 𝐹1((𝑔2𝑔3)𝑥 + (𝑔2𝑏3) + 𝑏2) = 𝐹1(𝐹2(𝐹3(𝑥))) 

 = 𝐹1((𝐹2 ∘ 𝐹3)𝑥) = [𝐹1 ∘ (𝐹2 ∘ 𝐹3)](𝑥) 

 

elde edilir. Buradan (𝐹1 ∘ 𝐹2) ∘ 𝐹3 = 𝐹1 ∘ (𝐹2 ∘ 𝐹3) tür. 

ii. 𝑔 = 𝐼 ∈ 𝐺𝐿(𝑛,ℝ) ve 𝑏 = 0 ∈ ℝ𝑛 olarak alınırsa 𝐸(𝑥) = 𝑥, 𝐸 ∈ 𝐴𝑓𝑓(𝑛,ℝ) 

elemanı ∀𝐹 ∈ 𝐴𝑓𝑓(𝑛, ℝ) için 𝐹 ∘ 𝐸 = 𝐸 ∘ 𝐹 = 𝐹 koşulunu sağlar. 

iii. 𝐹 ∈ 𝐴𝑓𝑓(𝑛,ℝ) olsun. ∃𝑔 ∈ 𝐺𝐿(𝑛, ℝ) , 𝑏 ∈ ℝ𝑛 için 𝐹(𝑥) = 𝑔𝑥 + 𝑏   dir.  

 𝑔 ∈ 𝐺𝐿(𝑛,ℝ) olduğundan 𝑔−1 ∈ 𝐺𝐿(𝑛,ℝ) dir. 𝑔−1𝑏 ∈ ℝ𝑛 dir. 

 

 𝐹−1(𝑥) = 𝑔−1𝑥 − 𝑔−1𝑏 ∈ 𝐴𝑓𝑓(𝑛,ℝ) 

 

elemanını göz önüne alalım. ∀𝑥 ∈ ℝ𝑛 için; 

 

 (𝐹 ∘ 𝐹−1)(𝑥) = 𝐹(𝐹−1(𝑥)) = 𝐹(𝑔−1𝑥 − 𝑔−1𝑏) = 𝑔(𝑔−1𝑥 − 𝑔−1𝑏) + 𝑏 

 = 𝑔(𝑔−1𝑥) − 𝑔(𝑔−1𝑏) + 𝑏 

 = (𝑔𝑔−1)(𝑥) − (𝑔𝑔−1)𝑏 + 𝑏 

      = 𝑒𝑥 − 𝑒𝑏 + 𝑏 = 𝑥 − 𝑏 + 𝑏 = 𝑥 = 𝐸(𝑥) 
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olduğundan 𝐹 ∘ 𝐹−1 = 𝐸 dir. Benzer şekilde 𝐹−1 ∘ 𝐹 = 𝐸 olduğu görülür. Dolayısıyla 

𝐹−1, 𝐹 nin tersidir. 𝐴𝑓𝑓(𝑛, ℝ) bir gruptur. 

Örnek 1.5.1. 𝐺𝐿(𝑛,ℝ) = {𝑔 = (𝑎𝑖𝑗)  ∶ 𝑑𝑒𝑡𝑔 ≠ 0 , 𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛  , 𝑎𝑖𝑗 ∈ ℝ} kümesi 

matrislerin çarpımına göre bir gruptur. Bu gruba genel lineer grup denir. 

𝑔1 = (𝑎𝑖𝑗) , 𝑔2 = (𝑏𝑗𝑘) ∈ 𝐺𝐿(𝑛,ℝ) olsun. 𝑔1. 𝑔2 = (𝑎𝑖𝑗). (𝑏𝑗𝑘) = (∑ 𝑎𝑖𝑗. 𝑏𝑗𝑘
𝑛
𝑗=1 ) 

olup ∑ 𝑎𝑖𝑗 . 𝑏𝑗𝑘
𝑛
𝑗=1 ∈ ℝ  (𝑖, 𝑘 = 1,… , 𝑛) dir. Ayrıca 𝑑𝑒𝑡(𝑔1. 𝑔2) = 𝑑𝑒𝑡𝑔1. 𝑑𝑒𝑡𝑔2 dir. 

𝑑𝑒𝑡𝑔1 ≠ 0 ve 𝑑𝑒𝑡𝑔2 ≠ 0 olduğundan 𝑑𝑒𝑡(𝑔1. 𝑔2) ≠ 0 olup 𝑔1. 𝑔2 ∈ 𝐺𝐿(𝑛,ℝ) elde edilir. 

|

1
0

0 … 0
1 … ⋮

⋮
0

⋮ ⋱ 0
… 0 1

| = 1 ≠ 0 olup 𝐼 = (

1
0

0 … 0
1 … ⋮

⋮
0

⋮ ⋱ 0
… 0 1

) ∈ 𝐺𝐿(𝑛,ℝ) ve  𝐼 bu grubun birim 

elemanıdır. 𝑔 ∈ 𝐺𝐿(𝑛,ℝ) olsun. 𝑑𝑒𝑡𝑔 ≠ 0 olduğundan 𝑔−1 mevcuttur.  

Örnek 1.5.2. 𝑆𝐴𝑓𝑓(𝑛,ℝ) = {𝐹: ℝ𝑛 → ℝ𝑛 ∶ 𝐹(𝑥) = 𝑔𝑥 + 𝑏, 𝑥 ∈ ℝ𝑛, ∃𝑔 ∈ 𝑆𝐿(𝑛,ℝ), 𝑏 ∈

ℝ𝑛} kümesi de fonksiyonların bileşke işlemine göre bir gruptur. Bu gruba özel afin grup 

denir. Burada 𝑆𝐿(𝑛,ℝ) = {𝑔 = (𝑎𝑖𝑗): 𝑑𝑒𝑡𝑔 = 1, 𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 , 𝑎𝑖𝑗 ∈ ℝ} matrislerin 

çarpımına göre bir gruptur. 

 

1.6. Diferansiyel Halka, Diferansiyel ℝ-Cebir ve Diferansiyel Cisim 

 

Bu bölümde [15] den yararlanılmıştır. 

Tanım 1.6.1.  (𝐻,+,∙) bir halka ve 𝑑:𝐻 ⟶ 𝐻, 𝑑(𝑎) = 𝑑𝑎 olmak üzere  

 i. 𝑑(𝑎 + 𝑏) = 𝑑𝑎 + 𝑑𝑏 

 ii. 𝑑(𝑎. 𝑏) = 𝑑𝑎. 𝑏 + 𝑎. 𝑑𝑏 

ise 𝐻 ye bir diferansiyel halka denir. 

Örnek 1.6.1. ℝ[𝑥] bir diferansiyel halkadır. 

Not: Diferansiyel cisim tanımı da benzer şekilde verilebilir. 

Tanım 1.6.2. {𝐶, +,∙, 𝜆 ∙, 𝜆 ∈ ℝ } ℝ-cebir ve 𝑑: 𝐶 ⟶ 𝐶, 𝑑(𝑎) = 𝑑𝑎 fonksiyonu için 

 i. 𝑑(𝑎 + 𝑏) = 𝑑𝑎 + 𝑑𝑏 

 ii. 𝑑(𝑎. 𝑏) = 𝑑𝑎. 𝑏 + 𝑎. 𝑑𝑏 

 iii. 𝑑(𝜆𝑎) = 𝜆. 𝑑𝑎 

ise {𝐶, +,∙, 𝜆 ∙, 𝑑𝑎} sistemine diferansiyel ℝ-cebir denir. 

Örnek 1.6.2. ℝ[𝑥], x bilinmeyenli reel katsayılı polinomlar diferansiyel ℝ-cebirini ele 

alalım. 𝑝(𝑥) ∈ ℝ[𝑥] için 𝑝(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛  olarak verilsin. 
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𝑝′(𝑥) = 𝑎1 + 2𝑎2𝑥 + ⋯+ 𝑛𝑎𝑛𝑥
𝑛−1 şeklindeki türev istenen özellikleri sağlar. 

 𝑝(𝑥) = ∑ 𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0  , 𝑞(𝑥) = ∑ 𝑏𝑗𝑥
𝑗 ∈ ℝ[𝑥]𝑚

𝑗=0  ve 𝜆 ∈ ℝ olsun. 

 

 i. 𝑑(𝑝(𝑥) + 𝑞(𝑥)) = 𝑑(∑ (𝑎𝑘 + 𝑏𝑘)𝑥
𝑘) 𝑚𝑎𝑘{𝑛,𝑚}

𝑘=0 = ∑ 𝑑𝑚𝑎𝑘{𝑛,𝑚}
𝑘=0 ((𝑎𝑘 + 𝑏𝑘)𝑥

𝑘) =

∑ (𝑑(𝑚𝑎𝑘{𝑛,𝑚}
𝑘=0 𝑎𝑘𝑥

𝑘) + 𝑑(𝑏𝑘𝑥
𝑘)) = ∑ 𝑑(𝑚𝑎𝑘{𝑛,𝑚}

𝑘=0 𝑎𝑘𝑥
𝑘) + ∑ 𝑑(𝑏𝑘𝑥

𝑘) =𝑚𝑎𝑘{𝑛,𝑚}
𝑘=0

𝑑 (∑ 𝑎𝑘𝑥
𝑘𝑚𝑎𝑘{𝑛,𝑚}

𝑘=0 ) + 𝑑 (∑ 𝑏𝑘𝑥
𝑘𝑚𝑎𝑘{𝑛,𝑚}

𝑘=0 ) = 𝑑(𝑝(𝑥)) + 𝑑(𝑞(𝑥)) 

 

 ii. 𝑑(𝑝(𝑥). 𝑞(𝑥)) = 𝑑𝑝(𝑥). 𝑞(𝑥) + 𝑝(𝑥). 𝑑𝑞(𝑥) 

 𝑝(𝑥). 𝑞(𝑥) = ∑ ∑ 𝑎𝑖𝑏𝑗𝑥
𝑖𝑚

𝑗=0
𝑛
𝑖=0 𝑥𝑗 

 𝑑(𝑝(𝑥). 𝑞(𝑥)) = 𝑑(∑ ∑ 𝑎𝑖𝑏𝑗𝑥
𝑖𝑚

𝑗=0
𝑛
𝑖=0 𝑥𝑗) 

 = ∑ ∑ 𝑑(𝑎𝑖𝑏𝑗𝑥
𝑖𝑚

𝑗=0
𝑛
𝑖=0 𝑥𝑗) 

 = ∑ ∑ 𝑎𝑖𝑏𝑗𝑑(𝑥
𝑖𝑚

𝑗=0
𝑛
𝑖=0 𝑥𝑗) 

 = ∑ ∑ 𝑎𝑖𝑏𝑗[𝑑𝑥
𝑖 .𝑚

𝑗=0
𝑛
𝑖=0 𝑥𝑗 + 𝑥𝑖 . 𝑑𝑥𝑗] 

 = ∑ ∑ 𝑎𝑖𝑏𝑗𝑑𝑥
𝑖 .𝑚

𝑗=0
𝑛
𝑖=0 𝑥𝑗 + ∑ ∑ 𝑎𝑖𝑏𝑗𝑥

𝑖 .𝑚
𝑗=0

𝑛
𝑖=0 𝑑𝑥𝑗  

 = (∑ 𝑎𝑖𝑑𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0 ). (∑ 𝑏𝑗𝑥
𝑗𝑚

𝑗=0 ) + (∑ 𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0 ). (∑ 𝑏𝑗𝑑𝑥
𝑗𝑚

𝑗=0 ) 

 = 𝑑(∑ 𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0 ). (∑ 𝑏𝑗𝑥
𝑗𝑚

𝑗=0 ) + (∑ 𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0 ). 𝑑(∑ 𝑏𝑗𝑥
𝑗𝑚

𝑗=0 ) 

 = 𝑑𝑝(𝑥). 𝑞(𝑥) + 𝑝(𝑥). 𝑑𝑞(𝑥) 

 

 iii. 𝑑(𝜆𝑝(𝑥)) = 𝑑(𝜆∑ 𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0 ) = 𝑑(∑ 𝜆 𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0 ) 

 = ∑ 𝑑(𝜆 𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0 ) = ∑ 𝜆 𝑑(𝑎𝑖𝑥
𝑖) = 𝜆𝑛

𝑖=0 (∑ 𝑑( 𝑎𝑖𝑥
𝑖)𝑛

𝑖=0 ) 

 = 𝜆 (𝑑(∑ 𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0 )) = 𝜆. 𝑑𝑝(𝑥) 

 

ℝ[𝑥] bir diferansiyel ℝ-cebirdir. 

Örnek 1.6.3. 𝐾 = 𝐶∞(0,1) birimli ℝ-cebir ve cismini alalım. 𝑑:𝐾 ⟶ 𝐾 olmak üzere 

𝑑𝑓(𝑥) ile 𝑓(𝑥) in analizdeki türevini alalım. ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐾 için; 

 i. 𝑑(𝑓(𝑡) + 𝑔(𝑡)) = 𝑑𝑓(𝑡) + 𝑑𝑔(𝑡) , ∀𝑡 ∈ (0,1) 

 ii. 𝑑(𝑓(𝑡). 𝑔(𝑡)) = 𝑑𝑓(𝑡). 𝑔(𝑡) + 𝑓(𝑡). 𝑑𝑔(𝑡) , ∀𝑡 ∈ (0,1)  

 iii.  𝑑(𝜆𝑓(𝑡)) = 𝜆. 𝑑𝑓(𝑡) , ∀𝑡 ∈ (0,1) , ∀𝜆 ∈ ℝ  

 iv. 𝑑 (
𝑓(𝑡)

𝑔(𝑡)
) =

𝑑𝑓(𝑡).𝑔(𝑡)−𝑓(𝑡).𝑑𝑔(𝑡)

(𝑔(𝑡))2
  , 𝑔(𝑡) ≠ 0 , ∀𝑡 ∈ (0,1)   
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ile (𝐾, 𝑑) bir diferansiyel cisimdir. 

Önerme 1.6.1. 𝐾 bir diferansiyel ℝ-cebir olsun. 0 ≠ 𝑒 ∈ 𝐾, 𝐾 nın birim elemanı olmak 

üzere 𝑒′ = 0 dır. 

İspat: 𝑎 ∈ 𝐾 için 𝑎′ = (𝑎. 𝑒)′ = 𝑎′. 𝑒 + 𝑎. 𝑒′ dir. Buradan 𝑎′ + 𝑎. 𝑒′ = 𝑎′ olur. Bundan 

dolayı 𝑎. 𝑒′ = 0 dır. Özel olarak 𝑎 = 𝑒 olarak alırsak 𝑒. 𝑒′ = 0 olur. 𝑒 ≠ 0 için 𝑒′ = 0 

olmak zorundadır.∎ 

Önerme 1.6.2. 𝐾 bir diferansiyel ℝ-cebir olmak üzere regüler 𝑥 ∈ 𝐾 elemanı için 

(𝑥−1)′ = −𝑥−1. 𝑥′. 𝑥−1 dir. 

İspat: 𝑥. 𝑥−1 = 𝑒 dir. Her iki tarafın türevini alırsak (𝑥. 𝑥−1)′ = 𝑒′ = 0 dır. Buradan; 

 

 𝑥′. 𝑥−1 + 𝑥. (𝑥−1)′ = 0 

 𝑥. (𝑥−1)′ = −𝑥′. 𝑥−1 

 (𝑥−1)′ = 𝑥−1. (−𝑥′. 𝑥−1) 

 

elde edilir. 𝐾, ℝ-cebir olduğundan dolayı (𝑥−1)′ = −𝑥−1. 𝑥′. 𝑥−1 elde edilir.∎ 

 

1.7. Küme Üzerinde Grup Hareketi 

 

Bu bölümde [15] den yararlanılmıştır. 

Tanım 1.7.1. 𝐺 bir grup ve 𝐾 bir küme olsun. 𝜙: 𝐺 × 𝐾 → 𝐾 dönüşümü verilsin. 𝑔 ∈

𝐺, 𝑥 ∈ 𝐾 için 𝜙(𝑔, 𝑥) = 𝑔. 𝑥 şeklinde gösterelim. ∀𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺 , ∀𝑥 ∈ 𝐾 için;  

 i. (𝑔1. 𝑔2). 𝑥 = 𝑔1. (𝑔2. 𝑥) 

 ii. 𝑒 , 𝐺’nin birimi olmak üzere, 𝑒 . 𝑥 = 𝑥 

koşulları sağlanıyorsa, 𝜙’ye 𝐺’nin 𝐾 üzerindeki hareketi (etkisi) denir. 𝐺’nin 𝐾 üzerindeki 

hareketi 𝐺:𝐾 şeklinde gösterilir. 

Örnek 1.7.1. 𝐺𝐿(𝑛,ℝ) grubunun ℝ𝑛 üzerindeki hareketi  

𝑔 = (

𝑔11 … 𝑔1𝑛
⋮ ⋱ ⋮
𝑔𝑛1 … 𝑔𝑛𝑛

) ∈ 𝐺𝐿(𝑛,ℝ) ve 𝑥 = (

𝑥1
⋮
𝑥𝑛
) ∈ ℝ𝑛 olmak üzere 

 

 𝑔. 𝑥 = (

𝑔11 … 𝑔1𝑛
⋮ ⋱ ⋮
𝑔𝑛1 … 𝑔𝑛𝑛

) . (

𝑥1
⋮
𝑥𝑛
) = (

𝑔11𝑥1 +⋯+ 𝑔1𝑛𝑥𝑛  
⋮

𝑔𝑛1𝑥1 +⋯+ 𝑔𝑛𝑛𝑥𝑛

) 
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olarak verilir. Gerçekten; ∀𝑔, ℎ ∈ 𝐺𝐿(𝑛,ℝ) ve 𝑥 ∈ ℝ𝑛 için; 

 i. (𝑔. ℎ). 𝑥 = ((

𝑔11 … 𝑔1𝑛
⋮ ⋱ ⋮
𝑔𝑛1 … 𝑔𝑛𝑛

) . (
ℎ11 … ℎ1𝑛
⋮ ⋱ ⋮
ℎ𝑛1 … ℎ𝑛𝑛

)) . (

𝑥1
⋮
𝑥𝑛
) 

 = (
𝑔11. ℎ11 +⋯+ 𝑔1𝑛. ℎ𝑛1 … 𝑔11. ℎ1𝑛 +⋯+ 𝑔1𝑛. ℎ𝑛𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑔𝑛1. ℎ11 +⋯+ 𝑔𝑛𝑛. ℎ𝑛1 … 𝑔𝑛1. ℎ1𝑛 +⋯+ 𝑔𝑛𝑛. ℎ𝑛𝑛

) . (

𝑥1
⋮
𝑥𝑛
) 

 = (
(𝑔11. ℎ11 +⋯+ 𝑔1𝑛. ℎ𝑛1). 𝑥1 +⋯+ (𝑔11. ℎ1𝑛 +⋯+ 𝑔1𝑛. ℎ𝑛𝑛). 𝑥𝑛

⋮
(𝑔𝑛1. ℎ11 +⋯+ 𝑔𝑛𝑛. ℎ𝑛1). 𝑥1 +⋯+ (𝑔𝑛1. ℎ1𝑛 +⋯+ 𝑔𝑛𝑛. ℎ𝑛𝑛). 𝑥𝑛

) 

 = (
𝑔11(ℎ11. 𝑥1 +⋯+ ℎ1𝑛. 𝑥𝑛) + ⋯+ 𝑔1𝑛. (ℎ𝑛1. 𝑥1 +⋯+ ℎ𝑛𝑛. 𝑥𝑛)

⋮
 𝑔𝑛1. (ℎ11. 𝑥1 +⋯+ ℎ1𝑛. 𝑥𝑛) + ⋯+ 𝑔𝑛𝑛. (ℎ𝑛1. 𝑥1 +⋯+ ℎ𝑛𝑛. 𝑥𝑛)

) 

 = (

𝑔11 … 𝑔1𝑛
⋮ ⋱ ⋮
𝑔𝑛1 … 𝑔𝑛𝑛

) . (
(ℎ11. 𝑥1 +⋯+ ℎ1𝑛. 𝑥𝑛)

⋮
(ℎ𝑛1. 𝑥1 +⋯+ ℎ𝑛𝑛. 𝑥𝑛)

) 

 = (

𝑔11 … 𝑔1𝑛
⋮ ⋱ ⋮
𝑔𝑛1 … 𝑔𝑛𝑛

) . ((
ℎ11 … ℎ1𝑛
⋮ ⋱ ⋮
ℎ𝑛1 … ℎ𝑛𝑛

) . (

𝑥1
⋮
𝑥𝑛
)) = 𝑔. (ℎ. 𝑥) 

 

 ii. 𝐼 = (

1
0

0 … 0
1 … ⋮

⋮
0

⋮ ⋱ 0
… 0 1

) ∈ 𝐺𝐿(𝑛,ℝ)birim elemanını alalım. ∀𝑥 = (

𝑥1
⋮
𝑥𝑛
) ∈ ℝ𝑛 için; 

 

 𝐼. 𝑥 = (

1
0

0 … 0
1 … ⋮

⋮
0

⋮ ⋱ 0
… 0 1

) . (

𝑥1
⋮
𝑥𝑛
) = (

1. 𝑥1 +⋯+ 0. 𝑥𝑛
⋮

0. 𝑥1 +⋯+ 1. 𝑥𝑛

) = (

𝑥1
⋮
𝑥𝑛
) 

 

olacağından, 𝐼. 𝑥 = 𝑥 elde edilir. 

 

1.8. G-Denklik ve G-İnvaryant Fonksiyonlar 

  

Bu bölümde [15] den yararlanılmıştır. 

Tanım 1.8.1. 𝐺 bir grup olmak üzere, 𝐺’nin 𝑋 kümesi üzerindeki etkisi verilsin. 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

olmak üzere, ∃𝑔 ∈ 𝐺 için 𝑦 = 𝑔. 𝑥 ise 𝑥 ve 𝑦’ye 𝐺-denktir denir ve bu durum 𝑥  𝑦~
𝐺  

şeklinde gösterilir. 
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Önerme 1.8.1. 𝐺 grubunun bir 𝑋 kümesi üzerindeki etkisi verilsin. Bu takdirde ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

için 𝑥  𝑦~
𝐺  bir denklik bağıntısıdır. 

İspat: ‘‘~ ‘‘ bağıntısının denklik bağıntısı olduğunu göstermek için yansıma, simetri ve 

geçişme özelliklerini sağladığını göstermeliyiz. 

 i. 𝑥 ∈ 𝑋 olsun. 𝑔 = 𝑒 ∈ 𝐺 alalım. 𝑥 = 𝑔. 𝑥 = 𝑒. 𝑥 = 𝑥 olup, 𝑥  𝑥~
𝐺  dir. 

 ii. 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 olsun. 𝑥  𝑦~
𝐺   ⇒ ∃𝑔 ∈ 𝐺 öyleki 𝑦 = 𝑔. 𝑥 dir. Burada eşitliğin her iki tarafı 

soldan 𝑔−1 ∈ 𝐺 ile çarpılırsa  

 

 𝑦 = 𝑔. 𝑥 ⇒ 𝑔−1. 𝑦 = 𝑔−1. 𝑔. 𝑥 ⇒  𝑔−1. 𝑦 = 𝑒. 𝑥 = 𝑥  

 

olup, 𝑦  𝑥~
𝐺 ’ dir. 

 iii. 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 ve 𝑥  𝑦~
𝐺  , 𝑦  𝑧~

𝐺  olsun. 

 𝑥  𝑦~
𝐺  ve 𝑦  𝑧~

𝐺   olduğundan ∃𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺 öyleki 𝑦 = 𝑔1. 𝑥 ve 𝑧 = 𝑔2. 𝑦 dir. Buradan 

𝑧 = 𝑔2. 𝑦 = 𝑔2. (𝑔1. 𝑥) = (𝑔2. 𝑔1). 𝑥 olup 𝑧 = (𝑔2. 𝑔1). 𝑥 elde edilir. Ayrıca 𝑔2. 𝑔1 ∈ 𝐺 

olduğu için 𝑥  𝑧~
𝐺  dir. ∎ 

Tanım 1.8.2 {𝑥𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇} ve {𝑦𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇} iki vektör ailesi olsun. ∃𝑔 ∈ 𝐺 olmak üzere 

𝑦𝜏 = 𝑔. 𝑥𝜏, ∀𝜏 ∈ 𝑇 ise bu vektör ailelerine 𝐺-denktir denir. İki vektör ailesinin denkliği 

{𝑥𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇}  {𝑦𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇}~
𝐺  ile gösterilir. 

Önerme 1.8.2: {𝑥𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇} ve {𝑦𝜏, 𝜏 ∈ 𝑇} iki vektör ailesi olsun. Bu takdirde             

{𝑥𝜏, 𝜏 ∈ 𝑇}  {𝑦𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇}~
𝐺  bir denklik bağıntısıdır. 

İspat: ‘‘~ ‘‘ bağıntısının denklik bağıntısı olduğunu göstermek için yansıma, simetri ve 

geçişme özelliklerini sağladığını göstermeliyiz. 

 i. ∀𝜏 ∈ 𝑇 için {𝑥𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇}  {𝑥𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇}~
𝐺  olduğunu gösterelim. ∀𝜏 ∈ 𝑇, ∀𝑥𝜏 ∈ 𝑋 

𝑔 = 𝑒 ∈ 𝐺 alalım. 𝑥𝜏 = 𝑔. 𝑥𝜏 = 𝑒. 𝑥𝜏 = 𝑥𝜏 olup, {𝑥𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇}  {𝑥𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇}~
𝐺  dir. 

 ii. {𝑥𝜏, 𝜏 ∈ 𝑇}  {𝑦𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇} ⟺~
𝐺 {𝑦𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇}  {𝑥𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇}~

𝐺  olduğunu gösterelim. 

𝑥𝜏, 𝑦𝜏 ∈ 𝑋 alalım. 𝑥𝜏  ~
𝐺 𝑦𝜏 ⟹ ∃𝑔 ∈ 𝐺 öyle ki ∀𝜏 ∈ 𝑇 için 𝑦𝜏 = 𝑔. 𝑥𝜏 dir. Buradan eşitliğin 

her iki tarafı  𝑔−1 ∈ 𝐺 ile çarpılırsa 

  

  𝑦𝜏 = 𝑔. 𝑥𝜏 ⟹ 𝑔−1. 𝑦𝜏 = (𝑔
−1. 𝑔). 𝑥𝜏 

 ⟹ 𝑔−1. 𝑦𝜏 = 𝑒. 𝑥𝜏 = 𝑥𝜏 

 

olup, {𝑦𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇}  {𝑥𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇}~
𝐺  dir. Tersi de benzer şekilde yapılır. 
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 iii.{𝑥𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇}  {𝑦𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇}~
𝐺  ve {𝑦𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇}  {𝑧𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇}~

𝐺  ise {𝑥𝜏, 𝜏 ∈ 𝑇}  {𝑧𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇}~
𝐺  

olduğunu gösterelim.  

∀𝜏 ∈ 𝑇 için ∃𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺 öyle ki 𝑦𝜏 = 𝑔1. 𝑥𝜏 ve 𝑧𝜏 = 𝑔2. 𝑦𝜏 dir. Buradan ∀𝜏 ∈ 𝑇 için 

𝑧𝜏 = (𝑔2. 𝑔1). 𝑥𝜏 elde edilir. 𝑔2. 𝑔1 ∈ 𝐺 olduğundan {𝑥𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇}  {𝑧𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇}~
𝐺  dir.∎ 

Tanım 1.8.3. Bir 𝐺 grubunun bir 𝑋 kümesi üzerindeki etkisi verilsin ve 𝑥 ∈ 𝑋 olsun. 

𝐺(𝑥) = {𝑔. 𝑥 ∶ 𝑔 ∈ 𝐺} kümesine 𝑥 noktasının 𝐺-yörüngesi denir. 

Örnek 1.8.1. 𝐺 = 𝑂(1) = {−1,1} ve 𝑋 = ℝ alalım. Bir 𝑥 ∈ ℝ noktasının 𝑂(1)-yörüngesi 

𝑂(1)(𝑥) = { 𝑥−
+ ∶  𝑥 ∈ ℝ} şeklindedir. 

Örnek 1.8.2. 𝐺 = {(
𝑐𝑜𝑠𝛼 𝑠𝑖𝑛𝛼
−𝑠𝑖𝑛𝛼 𝑐𝑜𝑠𝛼

) ∶ 𝛼 ∈ [0,2𝜋]} ve 𝑋 = ℝ2 alalım. 𝑥 ∈ ℝ2 noktasının 

𝐺-yörüngesi  

 

 𝐺(𝑥) = {𝑦 ∈ ℝ2 ∶ ‖𝑦 ‖ = ‖𝑥‖} 

 

dir. 

Tanım 1.8.3. Bir 𝐺 grubunun 𝑋 kümesi üzerindeki etkisini alalım. 𝑓: 𝑋 → ℝ olmak üzere 

∀𝑔 ∈ 𝐺 için 𝑓(𝑔. 𝑥) = 𝑓(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝑋 ise 𝑓 reel fonksiyonuna 𝐺 -invaryant denir. 

 Tüm 𝐺-invaryant polinomların kümesi ℝ[𝑥]G ve tüm 𝐺-invaryant rasyonel 

fonksiyonlar kümesi ise ℝ(𝑥)G
 şeklinde gösterilir. 

Örnek 1.8.3. 𝐺 = 𝑂(𝑛) olsun. 𝑂(𝑛) grubunun ℝ𝑛 üzerindeki etkisini alalım. 𝑥 ∈ ℝ𝑛 

olmak üzere, 𝑓(𝑥) =< 𝑥, 𝑥 > alınırsa bu 𝑂(𝑛)-invaryanttır. Gerçekten, ∀𝑔 ∈ 𝑂(𝑛) için; 

𝑓(𝑔. 𝑥) =< 𝑔. 𝑥, 𝑔. 𝑥 >=< 𝑥, 𝑥 > = 𝑓(𝑥) olur. 

Önerme 1.8.3. 𝑥  𝑦~
𝐺  olsun. Bu takdirde ∀𝑓 ∈ ℝ[𝑥]𝐺 için 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦)’dir. 

İspat: 𝑥  𝑦~
𝐺  olduğundan ∃𝑔 ∈ 𝐺 için 𝑦 = 𝑔. 𝑥 dir. Keyfi bir 𝑓 𝐺 -invaryant polinomu için 

𝑓(𝑦) = 𝑓(𝑔. 𝑥) = 𝑓(𝑥) olduğundan 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦)’dir. ∎  

Örnek 1.8.4. 𝑂(𝑛) grubunun ℝ𝑛 üzerindeki etkisini alalım. 

  𝑥1 = (

𝑥11
⋮
𝑥1𝑛
) ,… , 𝑥𝑛 = (

𝑥𝑛1
⋮
𝑥𝑛𝑛
) ∈ ℝ𝑛 olmak üzere |[𝑥1…𝑥𝑛]| = ||

𝑥11 ⋯ 𝑥𝑛1
⋮ ⋱ ⋯
𝑥1𝑛 ⋯ 𝑥𝑛𝑛

|| 

için 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = |[𝑥1…𝑥𝑛]| alınırsa, bu 𝑂(𝑛)-invaryanttır. Gerçekten, ∀𝑔 ∈ 𝑂(𝑛) için; 

 

 𝑓(𝑔𝑥1, … , 𝑔𝑥𝑛) = |[𝑔𝑥1…𝑔𝑥𝑛]| = |𝑑𝑒𝑡𝑔|. [𝑥1…𝑥𝑛] = [𝑥1…𝑥𝑛] = 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) 
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elde edilir.  

Önerme 1.8.4. ℝ[𝑥]𝐺, ℝ[𝑥] polinomlar ℝ-cebirinin birimli ℝ-altcebiridir. 

İspat: ∀𝑓1, 𝑓2 ∈ ℝ[𝑥]
𝐺  olsun. ∀𝑥 ∈ ℝ, ∀𝑔 ∈ 𝐺 için; 

 i. (𝑓1 + 𝑓2)(𝑔. 𝑥) = 𝑓1(𝑔. 𝑥) + 𝑓2(𝑔. 𝑥) 

 = 𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥) 

 = (𝑓1 + 𝑓2)(𝑥) 

 ii. (𝑓1. 𝑓2)(𝑔. 𝑥)   = 𝑓1(𝑔. 𝑥). 𝑓2(𝑔. 𝑥) 

 = 𝑓1(𝑥). 𝑓2(𝑥) 

 = (𝑓1. 𝑓2)(𝑥) 

 iii. 𝜆 ∈ ℝ olmak üzere, (𝜆. 𝑓1)(𝑔. 𝑥) = 𝜆. 𝑓1(𝑔. 𝑥) = 𝜆. 𝑓1(𝑥) = (𝜆. 𝑓1)(𝑥) 

 iv. 1(𝑥) = 1 ∈ ℝ birim elemanı için, 

 

 (1𝑓1)(𝑔. 𝑥) = 1(𝑔. 𝑥). 𝑓1(𝑔. 𝑥) = 1. 𝑓1(𝑥) = 𝑓1(𝑥) 

 

olup, 𝑓1 + 𝑓2, 𝑓1. 𝑓2, 𝜆 ∙ 𝑓1, 1 ∈ ℝ[𝑥]
𝐺  dir. Yani ℝ[𝑥]𝐺, ℝ[𝑥] in birimli ℝ-altcebiridir.∎ 

Tanım 1.8.4. 𝐻 grubunun 𝑋 kümesi üzerindeki etkisini alalım. 𝑓, 𝑋 kümesi üzerinde 

tanımlı bir fonksiyon olsun. ∃𝜆(ℎ) (ℎ ∈ 𝐻) fonksiyonu için 𝑓(ℎ. 𝑥) = 𝜆(ℎ). 𝑓(𝑥), ∀ℎ ∈ 𝐻 

∀𝑥 ∈ 𝑋 ise 𝑓’ye nispi invaryant denir. Bu 𝜆(ℎ) fonksiyonuna ise 𝑓’nin çarpanı denir. 

Önerme 1.8.5. 𝑥 ∈ 𝑋 ve ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻 olmak üzere 𝑓, 𝜆 çarpanına sahip en az bir noktada 

sıfırdan farklı bir nispi invaryant fonksiyon olsun. Bu takdirde    

  

 𝜆(ℎ1. ℎ2) = 𝜆(ℎ1). 𝜆(ℎ2) 

dir. 

İspat: 𝑓((ℎ1. ℎ2). 𝑥) = 𝑓(ℎ1. (ℎ2. 𝑥)) = 𝜆(ℎ1). 𝑓(ℎ2. 𝑥) = 𝜆(ℎ1). 𝜆(ℎ2). 𝑓(𝑥) 

 

 𝑓((ℎ1. ℎ2). 𝑥) = 𝜆(ℎ1. ℎ2). 𝑓(𝑥) 

 

olup, her iki tarafın eşitliğinden 𝜆(ℎ1. ℎ2) = 𝜆(ℎ1). 𝜆(ℎ2) elde edilir. ∎ 

Örnek 1.8.5. 𝐻 = 𝑂(𝑛) ve 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ∈ ℝ
𝑛 olsun. 𝑂(𝑛) nin ℝ𝑛 üzerindeki etkisi Örnek 

1.8.4 deki gibi olmak üzere 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = [𝑥1𝑥2…𝑥𝑛] polinomunu alalım. ∀𝑔 ∈ 𝐻 için; 

 

 𝑓(𝑔. 𝑥1, … , 𝑔. 𝑥𝑛) = [𝑔. 𝑥1 𝑔. 𝑥2…𝑔. 𝑥𝑛] = 𝑑𝑒𝑡𝑔. [𝑥1𝑥2…𝑥𝑛] 
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olup, 𝜆(𝑔) = 𝑑𝑒𝑡𝑔 olur. 𝑑𝑒𝑡(𝑔1. 𝑔2) = 𝑑𝑒𝑡𝑔1. 𝑑𝑒𝑡𝑔2 olduğundan determinant 𝑂(𝑛) 

grubuna göre nispi invaryanttır. 

Önerme 1.8.6. 𝐻 ⊂ 𝐺𝐿(𝑛,ℝ) alt grubunun ℝ𝑛 üzerinde etkisi verilsin. 𝑓 ∈ ℝ(𝑥)𝐻 olmak 

üzere 𝑓(𝑥) =
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
 , 𝑄(𝑥) ≠ 0 olacak şekilde çarpanları eşit olan iki nispi 𝐻-invaryant 

polinomun bölümü şeklinde yazılabilir. 

İspat: Keyfi 𝑓 ∈ ℝ(𝑥)𝐻, 𝑓(𝑥) =
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
 , 𝑄(𝑥) ≠ 0 şeklinde yazılabilir. 𝑃(𝑥) ve 𝑄(𝑥) in en 

büyük ortak böleni 1 olarak alınabilir. Eğer en büyük ortak bölen 1 değilse, en büyük ortak 

bölene böldüğümüzde bu polinomlar aralarında asal olur. 

 𝑓,𝐻-invaryant olduğundan ∀ℎ ∈ 𝐻 için 𝑓(ℎ. 𝑥) = 𝑓(𝑥) dir. Buradan; 

 

  𝑓(ℎ. 𝑥) =
𝑃(ℎ.𝑥)

𝑄(ℎ.𝑥)
=
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
= 𝑓(𝑥) 

 

olur. İçler dışlar çarpımı yapılırsa 𝑃(ℎ. 𝑥). 𝑄(𝑥) = 𝑃(𝑥). 𝑄(ℎ. 𝑥) elde edilir. 𝑃(𝑥) ve 

𝑄(𝑥)’i aralarında asal alabiliriz. Bu durumda 𝑃(ℎ. 𝑥) =
𝑃(𝑥).𝑄(ℎ.𝑥)

𝑄(𝑥)
 olacağından 

𝑄(ℎ. 𝑥), 𝑄(𝑥)’e bölünecektir. Yani ∃𝜑(𝑥, ℎ) polinomu için 𝑄(ℎ. 𝑥) = 𝜑(𝑥, ℎ). 𝑄(𝑥) 

olacaktır. Polinomların eşitliğinden her iki tarafın derecesi eşit olmalıdır. Bu durumda 

𝜑(𝑥, ℎ) polinomu sadece ℎ’ye bağlı olmalıdır. O halde 𝑄(ℎ. 𝑥) = 𝜑(ℎ). 𝑄(𝑥)’dir. Bu 

eşitliği yukarıda yerine yazarsak; 

 

 𝑃(ℎ. 𝑥) =
𝑃(𝑥).𝑄(ℎ.𝑥)

𝑄(𝑥)
=
𝑃(𝑥).𝜑(ℎ).𝑄(𝑥)

𝑄(𝑥)
= 𝜑(ℎ). 𝑃(𝑥) 

 

olacaktır. ∎ 

Önerme 1.8.7. ℝ’de yukarıdaki teoremdeki 𝜑(ℎ) polinomu ∃𝑟 ∈ ℕ+ için 𝜑(ℎ) = ℎ𝑟 

biçimindedir. 

İspat: 𝜑(ℎ), 𝑟 dereceli bir polinom olsun. O halde 𝜑(ℎ) = 𝑎0 + 𝑎1. ℎ
1 +⋯+ 𝑎𝑟 . ℎ

𝑟 

biçimindedir. 

 

 𝜑(𝑘) = 𝑎0 + 𝑎1. 𝑘
1 +⋯+ 𝑎𝑟 . 𝑘

𝑟  

 𝜑(ℎ. 𝑘) = 𝑎0 + 𝑎1. (ℎ. 𝑘)
1 +⋯+ 𝑎𝑟 . (ℎ. 𝑘)

𝑟 
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olur. 𝜑(ℎ. 𝑘) = 𝜑(ℎ). 𝜑(𝑘) olduğundan bunları yerine yazarsak; 

 

 𝜑(ℎ. 𝑘) = (𝑎0 + 𝑎1. ℎ
1 +⋯+ 𝑎𝑟 . ℎ

𝑟). (𝑎0 + 𝑎1. 𝑘
1 +⋯+ 𝑎𝑟 . 𝑘

𝑟) 

 = 𝑎0
2 + 𝑎0. 𝑎1. ℎ + 𝑎0. 𝑎1. 𝑘 + ⋯+ 𝑎𝑟

2. ℎ𝑟 . 𝑘𝑟 

 

elde edilir. Her iki tarafın eşitliğinden 𝑎𝑖
2 = 𝑎𝑖 , 𝑖 ≠ 𝑗 için 𝑎𝑖. 𝑎𝑗 = 0  𝑖, 𝑗 = 0,1… , 𝑟 elde 

edilir. 𝑟 için de 𝑎𝑟
2 = 𝑎𝑟 dir. Buradan 𝑎𝑟 = 0 veya 𝑎𝑟 = 1’dir. Polinomun derecesi 𝑟 

olduğundan 𝑎𝑟 ≠ 0 dır. Yani 𝑎𝑟 = 1 dir. 𝑎𝑖. 𝑎𝑟 = 0 , 𝑖 = 0,1, … , 𝑟 − 1 olduğundan ∀𝑖 için 

𝑎𝑖 = 0 olmalıdır. Buradan 𝜑(ℎ) = 𝑎𝑟 . ℎ
𝑟 biçimindedir. 𝑎𝑟 = 1 olduğundan 𝜑(ℎ) = ℎ𝑟 

olduğu elde edilir.∎ 

Önerme 1.8.8. 𝑔 ∈ 𝑂(𝑛) olmak üzere 𝜆(𝑔) bir rasyonel fonksiyon ve ∀𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝑂(𝑛) için 

𝜆(𝑔1. 𝑔2) = 𝜆(𝑔1). 𝜆(𝑔2) olsun. Bu takdirde ∃𝑘 ∈ ℤ için 𝜆(𝑔) = (𝑑𝑒𝑡 𝑔)𝑘 dır. 

İspat: [3] ∎ 

 



 

 

 

2. YAPILAN ÇALIŞMALAR 

 

2.1. ℝ𝟐′de Afin Eğriler ve Bir Afin Eğrinin Uzunluğu 

 

 Bu bölümde [16, 18] den yararlanılmıştır. 

Tanım 2.1.1 𝐼 = (𝑎, 𝑏) , ℝ’nin bir açık aralığı olsun. 𝑥: 𝐼 ⟶ ℝ2  C∞- dönüşümüne ℝ2 de 

bir 𝐼 -yol denir. 

Tanım 2.1.2. ℝ2 de 𝑥(𝑡) 𝐼1-yol ve 𝑦(𝑟) 𝐼2-yol olsun. Eğer 𝜑: 𝐼2⟶ 𝐼1   𝜑
′(𝑟) > 0 ve 

∀r ∈ 𝐼2 için 𝑦(𝑟) = 𝑥(𝜑(𝑟)) olacak şekilde 𝜑 C∞-difeomorfizmi mevcut ise 𝑥 ve 

𝑦 yollarına 𝐷-denktir denir ve 𝑥  𝑦~
𝐷  ile gösterilir. 

 ℝ2 de 𝐷-denk yolların sınıfına ℝ2 de bir eğri denir. Bir eğriyi 𝛼 ile gösterelim. 𝑥 ∈ 𝛼 

yoluna 𝛼 eğrisinin bir parametrizasyonu denir.  

Örnek 2.1.1. 𝐼1  = (4,∞) ve 𝐼2 = (2,∞) olsun. 𝑥(𝑡) = (√𝑡, 𝑡) 𝐼1-yol ve 𝑦(𝑟) = (𝑟, 𝑟2) 𝐼2-

yol olsun. 𝜑: 𝐼2 → 𝐼1     , 𝜑(𝑟) = 𝑟
2 olmak üzere 

 

 𝑥(𝜑(𝑟)) = 𝑥(𝑟2) = (𝑟, 𝑟2) = 𝑦(𝑟) 

 

dir. Buradan 𝑥  𝑦~
𝐷 elde edilir. 

Tanım 2.1.3. 𝑥 ve 𝑦, ℝ2 
de iki 𝐼-yol olsun. Eğer ∃𝐹 ∈ 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ) öyleki 𝑦(𝑡) = 𝐹𝑥(𝑡) 

ise 𝑥 ve 𝑦 yollarına 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ) denktir denir ve 𝑥  𝑦    ~        
𝐴𝑓𝑓(2,ℝ)  şeklinde yazılır. 

 𝛼 = {ℎ𝜏 ∶  𝜏 ∈ Φ} ℝ
2 de bir eğri olsun. Burada ℎ𝜏, 𝛼 nın bir parametrizasyonudur. 

∀𝐹 ∈ 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ) için 𝐹𝛼 = {𝐹ℎ𝜏 ∶   𝜏 ∈ Φ } ℝ
2 de bir eğridir. 

Örnek 2.1.2. 𝐼 = (−∞,∞) olsun. 𝑥(𝑡) = (𝑡, 𝑡2)  ve 𝑦(𝑡) = (𝑡 + 2𝑡2 − 1,−𝑡2 + 3) 𝐼-

yollarını göz önüne alalım. 𝑔 = (
1 2
0 −1

) ve 𝑏 = (
−1
3
) için  

 

 𝑦(𝑡) = 𝐹(𝑥(𝑡)) = 𝐹(𝑡, 𝑡2) = (𝑡 + 2𝑡2 − 1,−𝑡2 + 3), 𝑡 ∈ 𝐼  

 

olduğundan 𝑥(𝑡)  𝑦(𝑡)        ~         
 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ)  dir. 

Tanım 2.1.4. 𝛼 ve 𝛽 , ℝ2 de iki eğri olsun. Eğer ∃𝐹 ∈ 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ) öyleki 𝛽 = 𝐹𝛼 ise 𝛼 

ve 𝛽 eğrilerine 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ)-denk denir. 
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 𝑥(𝑡), ℝ2 bir 𝐼-yol ve [𝑥′(𝑡) 𝑥′′(𝑡)] 𝑥′(𝑡) ve 𝑥′′(𝑡) vektörlerinin bileşenlerinden 

oluşturulan determinant olsun. 

Tanım 2.1.5. 𝑥(𝑡), ℝ2 de bir 𝐼-yol olsun. Eğer ∀𝑡 ∈ 𝐼 için [𝑥′(𝑡) 𝑥′′(𝑡)] ≠ 0 ve 

3[𝑥′(𝑡) 𝑥(𝑖𝑣)(𝑡)] [𝑥′(𝑡) 𝑥′′(𝑡)] + 12[𝑥′(𝑡)  𝑥′′(𝑡)][ 𝑥′′(𝑡) 𝑥′′′(𝑡)] − 5[𝑥′(𝑡)  𝑥′′′(𝑡)]2 ≠ 0 

ise 𝑥(𝑡) yoluna afin regüler denir. 

 Bir eğri regüler bir yol içeriyorsa regülerdir. 

  𝑥: 𝐼 → ℝ2 bir  𝐼-yol, 𝐼 = (𝑎, 𝑏),  𝑝, 𝑞 ∈  𝐼  olsun. 𝑥(𝑝) ve 𝑥(𝑞) arasındaki yay 

uzunluğu 

 𝑙𝑥(𝑝, 𝑞) = ∫ |
3[𝑥′ 𝑥(𝑖𝑣)][  𝑥′ 𝑥′′] + 12[𝑥′𝑥′′][𝑥′′𝑥′′′] − 5[𝑥′𝑥′′′]2

3[𝑥′𝑥′′]2
|

1
2

𝑑𝑡
𝑞

𝑝

 

 

olarak verilir [18]. 

 𝑙𝑥(𝑎, 𝑞) = 𝑙𝑖𝑚
𝑝→𝑎
 𝑙𝑥(𝑝, 𝑞), 𝑙𝑥(𝑝, 𝑏) = 𝑙𝑖𝑚

𝑞→𝑏
 𝑙𝑥(𝑝, 𝑞)  olmak üzere 𝑥 yolunun uzunluğu 

𝐿(𝑥) = 𝑙𝑥(𝑎, 𝑞) + 𝑙𝑥(𝑝, 𝑏) − 𝑙𝑥(𝑝, 𝑞) olarak tanımlanır. Burada dört durum mümkündür:  

 i. 𝑙𝑥(𝑎, 𝑞) < ∞ , 𝑙𝑥(𝑝, 𝑏) < ∞ 

 ii. 𝑙𝑥(𝑎, 𝑞) < ∞ , 𝑙𝑥(𝑝, 𝑏) = ∞ 

 iii. 𝑙𝑥(𝑎, 𝑞) = ∞ , 𝑙𝑥(𝑝, 𝑏) < ∞ 

 iv. 𝑙𝑥(𝑎, 𝑞) = ∞ , 𝑙𝑥(𝑝, 𝑏) = ∞ 

 (i) durumunda 𝑥 yoluna sonlu afin tipli, (ii), (iii), (iv) durumlarına da sırasıyla (0,∞) 

(−∞, 0), (−∞,∞) afin tipli denir. Bir 𝑥 yolunun afin tipini 𝑇(𝑥) ile göstereceğiz. 

Örnek 2.1.3. 𝑥: (0, 𝜋) → ℝ2, 𝑥(𝑡) = (𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑠𝑖𝑛𝑡) yolunu göz önüne alalım. 

 

 𝑙𝑥(𝑝, 𝑞) = ∫ |3|
1

2𝑑𝑡
𝑞

𝑝
 

 = ∫ √3𝑑𝑡
𝑞

𝑝
= √3(𝑞 − 𝑝) 

 𝑙𝑥(0, 𝑞) = 𝑙𝑖𝑚
𝑝→0

√3(𝑞 − 𝑝) =√3𝑞 

 𝑙𝑥(𝑝, 𝜋) = 𝑙𝑖𝑚
𝑞→𝜋
√3(𝑞 − 𝑝) = √3𝜋 − √3𝑝 

 𝑙 = 𝑙𝑥(𝑎, 𝑞) + 𝑙𝑥(𝑝, 𝑏) − 𝑙𝑥(𝑝, 𝑞) 

 𝑙 = √3𝑞 + √3𝜋 − √3𝑝 − √3(𝑞 − 𝑝) = √3𝜋 
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olup 𝑥 sonlu afin tiplidir. 

Not: Örnek 2.1.3 te 𝑝 = 0 , 𝑞 = ∞ alınırsa (0,∞)-tipli, 𝑝 = −∞ , 𝑞 = 0 alınırsa (−∞, 0) 

tipli ve 𝑝 = −∞, 𝑞 = ∞  alınırsa (−∞,∞) tipli eğri elde edilir. 

Önerme 2.1.1 i.  𝑥  𝑦    ~         
 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ)   ise 𝑇(𝑥) = 𝑇(𝑦) dir. 

 ii. 𝛼 bir eğri 𝑥, 𝑦 ∈ 𝛼 olsun. Bu takdirde 𝑇(𝑥) = 𝑇(𝑦) dir. 

İspat: i. 𝑥 sonlu tipli olsun. 𝑥  𝑦    ~        
 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ)  olduğundan ∃𝐹 ∈ 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ) öyleki 

∃𝑔𝐺𝐿(2,ℝ), ∃𝑏 ∈ ℝ2 için  

  

 𝑦(𝑡) = 𝐹𝑥(𝑡) = 𝑔𝑥(𝑡) + 𝑏   

 

dir. Buradan 

 

 𝑦′(𝑡) = 𝑔𝑥′(𝑡) , 𝑦′′( 𝑡) = 𝑔𝑥′′(𝑡), … , 𝑦(𝑛) = 𝑔𝑥(𝑛) , 𝑛 ∈ ℕ 

 

olduğundan 

 

𝑙𝑦(𝑎, 𝑞) = 𝑙𝑖𝑚
𝑝→𝑎

𝑙𝑦(𝑝, 𝑞) 

 = 𝑙𝑖𝑚
𝑝→𝑎

∫ |
3[𝑦′ 𝑦(𝚤𝑣)][  𝑦′ 𝑦′′]+12[𝑦′𝑦′′][𝑦′′𝑦′′′]−5[𝑦′𝑦′′′]

2

3[𝑦′𝑦′′]2
|

1

2

𝑑𝑡
𝑞

𝑝
  

 = 𝑙𝑖𝑚
𝑝→𝑎

∫ |
3[𝑔𝑥′ 𝑔𝑥(𝚤𝑣)][  𝑔𝑥′ 𝑔𝑥′′]+12[𝑔𝑥′𝑔𝑥′′][𝑔𝑥′′𝑔𝑥′′′]−5[𝑔𝑥′𝑔𝑥′′′]2

3[𝑔𝑥′𝑔𝑥′′]2
|

1

2

𝑑𝑡
𝑞

𝑝
 

 = 𝑙𝑖𝑚
𝑝→𝑎

∫ |
3[𝑥′ 𝑥(𝚤𝑣)][  𝑥′ 𝑥′′]+12[𝑥′𝑥′′][𝑥′′𝑥′′′]−5[𝑥′𝑥′′′]2

3[𝑥′𝑥′′]2
|

1

2

𝑑𝑡
𝑞

𝑝
 

 = 𝑙𝑥(𝑎, 𝑞) < ∞ 

 

olur. Benzer şekilde 𝑙𝑦(𝑝, 𝑏) = 𝑙𝑥(𝑝, 𝑏) < ∞ olduğu görülür. Böylece 𝑦 sonlu tiplidir, 

yani 𝑇(𝑥) = 𝑇(𝑦) dir. Diğer tipler için de benzer ispat yapılabilir. 

 ii. 𝑥, 𝑦 ∈ 𝛼 olsun. O halde bir  𝜑: (𝑐, 𝑑) → (𝑎, 𝑏) , 𝜑′(𝑟) > 0 , 𝐶∞-difeomorfizmi 

mevcuttur öyle ki ∀𝑟 ∈ (𝑐, 𝑑) için 𝑦(𝑟) = 𝑥(𝜑(𝑟)) dir. 𝑥 sonlu tipli olsun.𝑝̅, 𝑞̅ ∈ (𝑐, 𝑑) 

için 𝑙𝑦(𝑝̅, 𝑞̅) = ∫ |
3[𝑦′(𝑟) 𝑦(𝚤𝑣)(𝑟)][  𝑦′(𝑟) 𝑦′′(𝑟)]+12[𝑦′(𝑟)𝑦′′(𝑟)][𝑦′′(𝑟)𝑦′′′(𝑟)]−5[𝑦′(𝑟)𝑦′′′(𝑟)]2

3[𝑦′(𝑟)𝑦′′(𝑟)]2
|

1

2

𝑑𝑟
𝑞̅

𝑝̅
 

olmak üzere 
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 𝑙𝑦(𝑐, 𝑞̅) = 𝑙𝑖𝑚𝑝̅→𝑐 𝑙𝑦(𝑝̅, 𝑞̅) 

= 𝑙𝑖𝑚
    𝑝̅→𝑐

∫ |
3[𝑦′(𝑟) 𝑦(𝚤𝑣)(𝑟)][  𝑦′(𝑟) 𝑦′′(𝑟)]+12[𝑦′(𝑟)𝑦′′(𝑟)][𝑦′′(𝑟)𝑦′′′(𝑟)]−5[𝑦′(𝑟)𝑦′′′(𝑟)]2

3[𝑦′(𝑟)𝑦′′(𝑟)]2
|

1

2

𝑑𝑟
𝑞̅

𝑝̅
 

= 𝑙𝑖𝑚
  𝑝̅→𝑐

∫  |

3[(𝑥(𝜑))′(𝑥(𝜑))(𝚤𝑣)][(𝑥(𝜑))′(𝑥(𝜑))′′]+12[(𝑥(𝜑))′(𝑥(𝜑))′′][(𝑥(𝜑))′′(𝑥(𝜑))′′′]

−5[(𝑥(𝜑))′(𝑥(𝜑))′′′]
2

3[(𝑥(𝜑))′(𝑥(𝜑))′′]2
|

1

2

𝑞̅

𝑝 ̅
𝑑𝑟 

= 𝑙𝑖𝑚
       𝑝̅→𝑐

∫ 𝜑′(𝑟) |
3[𝑥′(𝜑) 𝑥(𝚤𝑣)(𝜑)][ 𝑥′(𝜑) 𝑥′′(𝜑)]+12[𝑥′(𝜑)𝑥′′(𝜑)][𝑥′′(𝜑)𝑥′′′(𝜑)]−5[𝑥′(𝜑)𝑥′′′(𝜑)]

2

3[𝑥′(𝜑)𝑥′′(𝜑)]2
|

1

2

𝑑𝑟
𝑞̅

𝑝 ̅
 

 

𝜑(𝑟) = 𝑡, 𝜑′(𝑟)𝑑𝑟 = 𝑑𝑡 dönüşümü yapılırsa 

𝑙𝑦(𝑐, 𝑞̅) = 𝑙𝑖𝑚
                           𝜑(𝑝̅)→𝑎

∫  |
3[𝑥′ 𝑥(𝑖𝑣)][  𝑥′ 𝑥′′] + 12[𝑥′𝑥′′][𝑥′′𝑥′′′] − 5[𝑥′𝑥′′′]2

3[𝑥′𝑥′′]2
|

1
2

𝑑𝑡
𝜑(𝑞̅)

𝜑( 𝑝 ̅)

 

 

  = 𝑙𝑖𝑚
        𝜑(𝑝̅)→𝑎

𝑙𝑥(𝜑( 𝑝 ̅), 𝜑(𝑞̅)) = 𝑙𝑥(𝑎, 𝜑(𝑞̅)) 

 

dir. Benzer şekilde 𝑙𝑦(𝑝̅, 𝑑)=𝑙𝑥(𝜑( 𝑝 ̅), 𝑏) dir. Böylece   

 

 𝑙𝑦(𝑐, 𝑞̅) = 𝑙𝑥(𝑎, 𝜑(𝑞̅)) < ∞,   𝑙𝑦(𝑝̅, 𝑑) = 𝑙𝑥(𝜑( 𝑝 ̅), 𝑏)  < ∞   

 

olup 𝑦 sonlu afin tiplidir. Yani, 𝑇(𝑥) = 𝑇(𝑦) dir. Diğer tipler için de benzer şekilde ispat 

yapılır.∎ 

𝑥 ∈ 𝛼 yolunun afin tipine 𝛼 eğrisinin afin tipi denir ve 𝑇(𝛼) ile gösterilir. Önerme 

2.1.1. e göre 𝑇(𝛼), 𝛼 eğrisinin afin invaryantıdır. 

𝑥(𝑡), ℝ2 de regüler bir yol olsun. Her bir afin tip için afin yay uzunluğu fonksiyonu 

𝑠𝑥(𝑡) aşağıdaki gibi tanımlanır. Sonlu afin tipi ve 𝑇(𝑥) = (0,∞) için 𝑠𝑥(𝑡) = 𝑙𝑥(𝑎, 𝑡), 

𝑇(𝑥) = (−∞, 0) için 𝑠𝑥(𝑡) = −𝑙𝑥(𝑎, 𝑡) dir. 𝑇(𝑥) = (−∞,∞) tipi için ℝ nin her 𝐼 = (𝑎, 𝑏) 

aralığında bir 𝑎𝐼 ∈ 𝐼, 𝐼 = (−∞,∞)  için 𝑎𝐼 = 0 olsun. Bu durumda 𝑠𝑥(𝑡) = 𝑙𝑥( 𝑎𝐼 , 𝑡) dir 

[16]. 

Her 𝑡 ∈ 𝐼  için 𝑠𝑥′(𝑡) > 0 olduğundan 𝑠𝑥(𝑡) nin ters fonksiyonu mevcuttur. Bu ters 

fonksiyonu 𝑡𝑥(𝑠) ile göstereceğiz. 𝑡𝑥(𝑠) nin tanım kümesi 𝑇(𝑥) dir. Her 𝑠 ∈ 𝑇(𝑥) için 

𝑡𝑥
′ (𝑠) > 0 dır. 
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Önerme 2.1.2. 𝐼 = (𝑎, 𝑏) , 𝐽 = (𝑐, 𝑑) ve 𝑥,ℝ2 de regüler bir 𝐼-yol olsun. Bu takdirde; 

 i. Her 𝐹 ∈ 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ) için  𝑠𝐹𝑥(𝑡) = 𝑠𝑥(𝑡), 𝑡𝐹𝑥(𝑠) = 𝑡𝑥(𝑠) dir. 

 ii. 𝑠𝑥(𝜑)(𝑟) = 𝑠𝑥(𝜑(𝑟)) + 𝑠0 ve 𝜑 (𝑡𝑥(𝜑)(𝑠 + 𝑠0)) = 𝑡𝑥(𝑠) eşitlikleri 𝜑: 𝐽 → 𝐼  öyle 

ki ∀𝑟 ∈ 𝐽 için 𝜑′(𝑟) > 0 𝐶∞-difeomorfizmi için sağlanır, burada 𝑇(𝑥) ≠ (−∞,+∞) için 

𝑠0 = 0 , 𝑇(𝑥) = (−∞,+∞) için 𝑠0 = 𝑙𝑥(𝜑(𝑎𝐽), 𝑎𝐼) dır. 

İspat: i. 𝑇(𝑥) = (0, ∞) olsun. 𝑠𝑥(𝑡) = 𝑙𝑥(𝑎, 𝑡) = 𝑙𝑖𝑚
      𝑝→𝑎

 𝑙𝑥(𝑝, 𝑡) idi. Buradan 

 

 𝑠𝐹𝑥(𝑡) = 𝑙𝐹𝑥(𝑎, 𝑡) 

 = 𝑙𝑖𝑚
      𝑝→𝑎

∫ ||

3[(𝑔𝑥+𝑏)′(𝑔𝑥+𝑏)(𝚤𝑣)][(𝑔𝑥+𝑏)′(𝑔𝑥+𝑏)′′]+12[(𝑔𝑥+𝑏)′(𝑔𝑥+𝑏)′′][(𝑔𝑥+𝑏)′′(𝑔𝑥+𝑏)′′′]

−5[(𝑔𝑥+𝑏)′(𝑔𝑥+𝑏)′′′]
2

     
3[(𝑔𝑥+𝑏)′(𝑔𝑥+𝑏)′′]2 ||

1

2

𝑑𝑡
𝑡

𝑝
  

 = 𝑙𝑖𝑚
     𝑝→𝑎

∫ |
3[𝑔𝑥′𝑔𝑥(𝚤𝑣)][𝑔𝑥′𝑔𝑥′′]+12[𝑔𝑥′𝑔𝑥′′][𝑔𝑥′′𝑔𝑥′′′]−5[𝑔𝑥′𝑔𝑥′′′]2

3[𝑔𝑥′𝑔𝑥′′]2
|

1

2

𝑑𝑡
𝑡

𝑝
  

 = 𝑙𝑖𝑚
     𝑝→𝑎

∫ |
 (𝑑𝑒𝑡𝑔)2.{3[𝑥′𝑥(𝚤𝑣)][𝑥′𝑥′′]+12[𝑥′𝑥′′][𝑥′′𝑥′′′]−5[𝑥′𝑥′′′]

2
}

(𝑑𝑒𝑡𝑔)2.3[𝑥′𝑥′′]2
|

1

2

𝑑𝑡
𝑡

𝑝
  

 = 𝑙𝑖𝑚
      𝑝→𝑎

∫ |
 3[𝑥′𝑥(𝚤𝑣)][𝑥′𝑥′′]+12[𝑥′𝑥′′][𝑥′′𝑥′′′]−5[𝑥′𝑥′′′]

2

3[𝑥′𝑥′′]2
|

1

2

𝑑𝑡
𝑡

𝑝
  

 = 𝑙𝑖𝑚
      𝑝→𝑎

 𝑙𝑥(𝑝, 𝑡) 

 = 𝑙𝑥(𝑎, 𝑡) 

 = 𝑠𝑥(𝑡) 

 

elde edilir.  

 𝑠𝑥(𝑡𝑥(𝑠)) = 𝑠 ve 𝑡𝑥(𝑠𝑥(𝑡)) = 𝑡 olduğunu biliyoruz. Dolayısıyla  

 

 𝑠𝐹𝑥(𝑡𝐹𝑥(𝑠)) = 𝑠 ve 𝑡𝐹𝑥(𝑠𝐹𝑥(𝑡)) = 𝑡 

 

olur. 

 

 𝑡𝐹𝑥(𝑠𝐹𝑥(𝑡)) = 𝑡𝑥(𝑠𝑥(𝑡)) = 𝑡 
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olup, ters fonksiyonun tekliğinden 𝑡𝐹𝑥(𝑠) = 𝑡𝑥(𝑠) elde edilir. Diğer tipler de benzer 

şekilde gösterilir. 

 ii. 𝑇(𝑥) = (−∞,+∞) olsun.  

 

 𝑠𝑥(𝜑)(𝑟) = ∫ ||

3[(𝑥(𝜑))
′
(𝑥(𝜑))(𝚤𝑣)][𝑥(𝜑))′(𝑥(𝜑))′′]+12[(𝑥(𝜑))

′
(𝑥(𝜑))

′′
][(𝑥(𝜑))

′′
(𝑥(𝜑))

′′′
]

−5[(𝑥(𝜑))′(𝑥(𝜑))′′′]2
     

3[(𝑥(𝜑))′(𝑥(𝜑))′′]2 ||

1

2

𝑑𝑟
𝑟

𝑎𝐽
         

  = 𝑙𝑥 (𝜑(𝑎𝐽), 𝜑(𝑟)) 

 = 𝑙𝑥(𝑎𝐼 , 𝜑(𝑟)) + 𝑙𝑥(𝜑(𝑎𝐽), 𝑎𝐼) 

 

elde edilir. Böylece 𝑠𝑥(𝜑)(𝑟) = 𝑠𝑥(𝜑(𝑟)) + 𝑠0, burada 𝑠0 = 𝑙𝑥(𝜑(𝑎𝐽), 𝑎𝐼) dır.    

 𝑠𝑥(𝑡𝑥(𝑠)) = 𝑠 ve 𝑡𝑥(𝑠𝑥(𝑡)) = 𝑡 olduğunu biliyoruz. Buradan  

  

 𝑠𝑥(𝜑) (𝑡𝑥(𝜑)(𝜏)) = 𝜏 

 

olur. O halde 

 

 𝑠𝑥 (𝜑 (𝑡𝑥(𝜑)(𝜏))) + 𝑠0 = 𝜏  

ve 

 𝑠𝑥 (𝜑 (𝑡𝑥(𝜑)(𝜏))) = 𝜏 − 𝑠0 

 

elde edilir. Her iki tarafın 𝑡𝑥 altındaki görüntüsünü alırsak  

 

 𝜑 (𝑡𝑥(𝜑)(𝜏)) = 𝑡𝑥(𝜏 − 𝑠0) 

 

bulunur. 𝜏 − 𝑠0 = 𝑠 dersek, 

 

 𝜑 (𝑡𝑥(𝜑)(𝑠 + 𝑠0)) = 𝑡𝑥(𝑠) 
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elde edilir. 𝑇(𝑥) ≠ (−∞,+∞) için 𝑠0 = 0 dır.∎ 

Uyarı: 𝛼 regüler bir eğri ve 𝑥 ∈ 𝛼 olsun. 𝑥(𝑡𝑥(𝑠)) 𝛼 nın bir parametrizasyonudur. 

Tanım 2.1.6. Regüler bir 𝛼 eğrisinin 𝑥(𝑡𝑥(𝑠)) parametrizasyonuna 𝛼 nın invaryant 

parametrizasyonu denir. 𝛼 nın tüm invaryant parametrizasyonlarının kümesi Φ𝛼 ile 

gösterilir. 

Önerme 2.1.3. 𝛼 regüler bir eğri, 𝑥 ∈ 𝛼 bir  𝐼-yol, 𝐼 = 𝑇(𝛼) olmak üzere aşağıdaki şartlar 

denktir: 

i. 𝑥, 𝛼’nın invaryant parametrizasyonudur. 

ii. ∀𝑠 ∈ 𝑇(𝛼) için 

(
3[𝑥′(𝑠) 𝑥(𝚤𝑣)(𝑠)][  𝑥′(𝑠) 𝑥′′(𝑠)]+12[𝑥′(𝑠)𝑥′′(𝑠)][𝑥′′(𝑠)𝑥′′′(𝑠)]−5[𝑥′(𝑠)𝑥′′′(𝑠)]2

     
3[𝑥′(𝑠)𝑥′′(𝑠)]2

)

2

= 1 dir. 

iii. ∀𝑠 ∈ 𝑇(𝛼) için 𝑠𝑥(𝑠) = 𝑠 dir. 

İspat: i)⇒ii)  𝑥 ∈ 𝛷𝛼 olsun. ∃𝑦 ∈ 𝛼  öyleki 𝑥(𝑠) = 𝑦 (𝑡𝑦(𝑠)) dir. Önerme 2.1.2. ye göre 

𝑠𝑥(𝑠) = 𝑠𝑦(𝑡𝑦)(𝑠) + 𝑠0 = 𝑠 + 𝑠0 dır. Burada 𝑠0 Önerme 2.1.2. deki gibidir. 𝑠0, 𝑠 ye bağlı 

olmadığından, 

 

𝑠𝑥
′ (𝑠) = |

3[𝑥′(𝑠) 𝑥(𝚤𝑣)(𝑠)][  𝑥′(𝑠) 𝑥′′(𝑠)]+12[𝑥′(𝑠)𝑥′′(𝑠)][𝑥′′(𝑠)𝑥′′′(𝑠)]−5[𝑥′(𝑠)𝑥′′′(𝑠)]2
     

3[𝑥′(𝑠)𝑥′′(𝑠)]2
|

1

2

= 1  

olur. 

Böylece her  𝑠 ∈ 𝑇(𝛼) için,  

  

 (
3[𝑥′(𝑠) 𝑥(𝚤𝑣)(𝑠)][  𝑥′(𝑠) 𝑥′′(𝑠)]+12[𝑥′(𝑠)𝑥′′(𝑠)][𝑥′′(𝑠)𝑥′′′(𝑠)]−5[𝑥′(𝑠)𝑥′′′(𝑠)]2

     
3[𝑥′(𝑠)𝑥′′(𝑠)]2

)

2

= 1  

 

dir. 

ii) ⇒iii) 𝑠𝑥(𝑡) nin tanımından, (0,∞) afin tipi için  

 

 𝑠𝑥(𝑠) = 𝑙𝑥(𝑎, 𝑠) 

  = 𝑙𝑖𝑚
      𝑝→𝑎

∫ |
3[𝑥′(𝑠) 𝑥(𝚤𝑣)(𝑠)][  𝑥′(𝑠) 𝑥′′(𝑠)]+12[𝑥′(𝑠)𝑥′′(𝑠)][𝑥′′(𝑠)𝑥′′′(𝑠)]−5[𝑥′(𝑠)𝑥′′′(𝑠)]2

     
3[𝑥′(𝑠)𝑥′′(𝑠)]2

|

1

2

𝑑𝑠
𝑠

𝑝
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 = 𝑙𝑖𝑚
𝑝→𝑎

∫ 𝑑𝑠 = 𝑙𝑖𝑚
𝑝→𝑎
(𝑠 − 𝑝) = 𝑠 − 𝑎

𝑠

𝑝
  

elde edilir. 𝑎 = 0 iken 𝑠𝑥(𝑠) = 𝑠 dir. Diğer tipler için de benzer şekilde ispat yapılır. 

iii)⇒i) 𝑠𝑥(𝑠) = 𝑠 eşitliği 𝑡𝑥(𝑠) = 𝑠 anlamına gelir. Böylece, 𝑥(𝑠) = 𝑥(𝑡𝑥(𝑠)) ∈ 𝛷𝛼 

dır.∎ 

Önerme 2.1.4. 𝛼 regüler bir eğri ve 𝑇(𝛼) ≠ (−∞,+∞) olsun. Bu takdirde 𝛼 nın bir tek 

invaryant parametrizasyonu vardır. 

İspat: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝛷𝛼, 𝑥 bir 𝐼1 -yol ve 𝑦 bir 𝐼2 -yol olsun. Öyleyse 𝜑: 𝐼2 → 𝐼1 𝜑
′(𝑟) > 0 olacak 

şekilde bir 𝐶∞-difeomorfizmi mevcuttur ve ∀𝑟 ∈ 𝐼2 için 𝑦(𝑟) = 𝑥(𝜑(𝑟)) dir. Önerme 

2.1.2. den ve 𝑇(𝛼) ≠ (−∞,+∞) için, 

  

 𝑦 (𝑡𝑦(𝑠)) = 𝑥 (𝜑 (𝑡𝑥(𝜑)(𝑠))) = 𝑥(𝑡𝑥(𝑠))  

 

elde edilir.∎ 

Önerme 2.1.5. 𝛼 regüler bir eğri, 𝑇(𝛼) = (−∞,+∞) ve 𝑥 ∈ 𝛷𝛼 olsun. Bu takdirde 

  

 𝛷𝛼 = {𝑦 ∶  𝑦(𝑠) = 𝑥(𝑠 + 𝑠
′),  𝑠′ ∈ (−∞,+∞)} 

 

dur. Özellikle 𝛷𝛼 kümesi sayılamazdır. 

İspat: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝛷𝛼 olsun. Öyleyse ∃ℎ, 𝑘 ∈ 𝛼 öyleki 𝑥(𝑠) = ℎ(𝑡ℎ(𝑠)), 𝑦(𝑠) = 𝑘(𝑡𝑘(𝑠)) dir. 

Burada ℎ bir 𝐼1-yol ve 𝑘 bir 𝐼2-yoldur. ℎ, 𝑘 ∈ 𝛼 olduğundan ∃ 𝜑: 𝐼2 → 𝐼1 öyle ki 𝜑′(𝑟) > 0 

ve ∀𝑟 ∈ 𝐼2 için 𝑘(𝑟) = ℎ(𝜑(𝑟)) dir. Önerme 2.1.2. den 

 

 𝑦(𝑠) = 𝑘(𝑡𝑘(𝑠)) = ℎ (𝜑 (𝑡ℎ(𝜑)(𝑠))) = ℎ(𝑡ℎ(𝑠 − 𝑠0)) = 𝑥(𝑠 − 𝑠0) 

 

bulunur. 

𝑥 ∈ 𝛷𝛼, 𝑠′ ∈ (−∞,+∞) ve 𝑧(𝑠) = 𝑥(𝑠 + 𝑠′) ∈ 𝛷𝛼 olsun. Önerme 2.1.3. den 

∀𝑠 ∈ 𝑇(𝛼) için. 

 

 (
3[𝑥′(𝑠) 𝑥(𝚤𝑣)(𝑠)][  𝑥′(𝑠) 𝑥′′(𝑠)]+12[𝑥′(𝑠)𝑥′′(𝑠)][𝑥′′(𝑠)𝑥′′′(𝑠)]−5[𝑥′(𝑠)𝑥′′′(𝑠)]2

     
3[𝑥′(𝑠)𝑥′′(𝑠)]2

)

2

= 1 
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dir. 𝑠′ ∈ (−∞,+∞) için 𝑠 + 𝑠′ ∈ (−∞,+∞) olduğundan, ∀𝑠 ∈ 𝑇(𝛼) için  

 

(
3[𝑧′(𝑠) 𝑧(𝚤𝑣)(𝑠)][  𝑧′(𝑠) 𝑧′′(𝑠)]+12[𝑧′(𝑠)𝑧′′(𝑠)][𝑧′′(𝑠)𝑧′′′(𝑠)]−5[𝑧′(𝑠)𝑧′′′(𝑠)]2  

   
3[𝑧′(𝑠)𝑧′′(𝑠)]2

)

2

= 1  

 

elde edilir. Önerme 2.1.3. den 𝑧(𝑠) ∈ 𝛷𝛼 dır. ∎ 

Teorem 2.1.1. 𝛼, 𝛽 regüler eğriler ve 𝑥 ∈ 𝛷𝛼 , 𝑦 ∈ 𝛷𝛽 olsun. Bu takdirde 

 i. 𝑇(𝛼) = 𝑇(𝛽) ≠ (−∞,+∞) için, 𝛼  𝛽     ~      
 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ)  dır ⇔ 𝑥 (𝑠)  𝑦     ~      

 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ) (𝑠) dir. 

 ii. 𝑇(𝛼) = 𝑇(𝛽) = (−∞,+∞) için 𝛼  𝛽     ~      
 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ)  dır ⇔ ∃𝑠′ ∈ (−∞,+∞) için 

𝑥(𝑠)  𝑦     ~       
 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ) (𝑠 + 𝑠′) dir. 

İspat: i. 𝛼  𝛽     ~      
 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ)  ve ℎ ∈ 𝛼 olsun. Öyleyse  ∃𝐹 ∈ 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ) öyleki 𝛽 = 𝐹𝛼 dır. 

Buradan 𝐹ℎ ∈ 𝛽 olur. Önerme 2.1.2. ve Önerme 2.1.4. ü kullanarak,  

 

 𝑥(𝑠) = ℎ(𝑡ℎ(𝑠)),  𝑦(𝑠) = (𝐹ℎ)(𝑡𝐹ℎ(𝑠))  

 

ve 

  

  𝐹𝑥(𝑠) = 𝐹 (ℎ(𝑡ℎ(𝑠))) 

  = (𝐹ℎ) ( (𝑡𝐹ℎ(𝑠))) 

 = 𝑦(𝑠)  

 

elde edilir. Böylece, 𝑥(𝑠)  𝑦     ~       
 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ) (𝑠) bulunur. 

Tersine, 𝑥(𝑠)  𝑦     ~      
 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ) (𝑠) olsun. Öyleyse ∃𝐹 ∈ 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ) öyleki  𝐹𝑥 = 𝑦 dir. 

Buradan 𝛼  𝛽     ~      
 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ)  dır. 

ii. 𝛼  𝛽     ~      
 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ)  olsun. O halde ∃ℎ ∈ 𝛼, 𝑘 ∈ 𝛽, 𝐼-yol ve 𝐹 ∈ 𝐴𝑓𝑓(2, ℝ) öyleki 

𝑘(𝑡) = 𝐹ℎ(𝑡) dir. Buradan 

 

 𝑘(𝑡𝑘(𝑠)) = 𝑘(𝑡𝐹ℎ(𝑠)) = 𝑘((𝑡ℎ(𝑠)) = (𝐹ℎ)(𝑡ℎ(𝑠)) 

 

bulunur. Önerme 2.1.5. den 𝑠1, 𝑠2 ∈ (−∞,+∞) için  
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 𝑥(𝑠) = 𝑘(𝑡𝑘(𝑠 + 𝑠1)), 𝑦(𝑠) =  ℎ(𝑡ℎ(𝑠 + 𝑠2)) 

 

elde edilir. Bu nedenle, 𝑥(𝑠 − 𝑠1) = 𝐹𝑦(𝑠 − 𝑠2) olur. Böylece 𝑥(𝑠)  𝑦     ~      
 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ) (𝑠 + 𝑠′) 

olup, burada 𝑠′ = 𝑠1 − 𝑠2 dir. 

Tersine, 𝑠′ ∈ (−∞,+∞) için 𝑥(𝑠)  𝑦     ~      
 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ) (𝑠 + 𝑠′) olsun. ∃𝐹 ∈ 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ) öyleki 

𝑦(𝑠 + 𝑠′) = 𝐹𝑥(𝑠) dir. 𝑦(𝑠 + 𝑠′) ∈ 𝛽 olduğundan, 𝛼 𝛽     ~      
 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ)  dır.∎ 

 

2.2. Eğrilerin Diferansiyel Polinomları ve Diferansiyel Rasyonel Fonksiyonları 

 

Bu bölümde [15] den yararlanılmıştır. 

𝑥 bir bilinmeyen olmak üzere katsayıları ℝ den olan 𝑥 bilinmeyenli polinomlar ℝ-

cebirini ℝ[𝑥] ile göstermiştik. 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐼 bir 𝐶∞-fonksiyon olsun. Bilinmeyeni 𝑓 olan reel 

katsayılı polinomlar ℝ-cebiri ℝ[𝑓] ile gösterilir. 𝑃 ∈ ℝ[𝑓] ise 𝑎𝑖 ∈ ℝ , 𝑖 = 0,… , 𝑛 olmak 

üzere 𝑃(𝑓) = 𝑎0 + 𝑎1𝑓 + 𝑎2𝑓
2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑓

𝑛 biçimindedir. 

𝑃(𝑓, 𝑓′) = 𝑎0(𝑓
′) + 𝑎1(𝑓

′ )𝑓 + 𝑎2(𝑓
′ )𝑓2 +⋯+ 𝑎𝑛(𝑓

′ )𝑓𝑛 polinomu katsayıları 

 𝑎𝑖(𝑓
′ ) ∈ ℝ[𝑓′] 𝑖 = 0,… , 𝑛 olan 𝑓 bilinmeyenli polinomlar ℝ-cebirinin elemanıdır. Bu ℝ-

cebir ℝ[𝑓′][𝑓] = ℝ[𝑓, 𝑓′] ile gösterilir. Tümevarımla ℝ[𝑓,… , 𝑓(𝑚)] ℝ-cebiri 

oluşturulabilir. 

 

 ℝ{𝑓} = ⋃ ℝ[𝑓, … , 𝑓(𝑚)]∞
𝑚=0  

 

olarak alınır. 𝑃1, 𝑃2 ∈ ℝ{𝑓} olsun. 𝑃1 ∈ ℝ{𝑓} olduğundan, ∃𝑠 ∈ ℕ için 𝑃1 ∈ ℝ[𝑓,… , 𝑓
(𝑠)] 

dir. 𝑃2 ∈ ℝ{𝑓} olduğundan ∃𝑘 ∈ ℕ için 𝑃2 ∈ ℝ[𝑓,… , 𝑓
(𝑘)] dır. 𝑛 = mak(s, k) olarak 

alacak olursak 𝑃1, 𝑃2 ∈ ℝ[𝑓,… , 𝑓
(𝑛)] olur. Buradaki toplama ve çarpma işlemleri ise 

ℝ[𝑓, … , 𝑓(𝑛)] ℝ-cebirinde olduğu gibidir. 

Önerme 2.2.1: ℝ{𝑓} bir tamlık bölgesidir. 

İspat: ∀𝑚 ∈ ℕ için ℝ[𝑓,… , 𝑓(𝑚)] bir tamlık bölgesi olduğundan ℝ{𝑓} bir tamlık 

bölgesidir [6]. 

ℝ{𝑓} bir tamlık bölgesi olduğundan bunu kapsayan bir bölüm cismi vardır. Bu 

bölüm cismi ℝ < 𝑓 > ile gösterilir. ℝ < 𝑓 > nin elemanları 𝑃1, 𝑃2 ∈ ℝ{𝑓}, 𝑃2 ≠ 0 olmak 
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üzere 
𝑃1

𝑃2
 biçimindedir. ℝ < 𝑓 > nin elemanlarına diferansiyel rasyonel fonksiyonlar denir. 

Buradaki türev şu şekildedir: 

 

   (
𝑃1

𝑃2
)
′

=
𝑃1
′.𝑃2−𝑃1.𝑃2

′

𝑃2
2  

  

 Benzer şekilde ℝ{𝑓, 𝑔} bir tamlık bölgesidir ve onu kapsayan bölüm cismi  

ℝ < 𝑓, 𝑔 > ile gösterilir. Bu şekilde tümevarımla ℝ < 𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑚 > bölüm cismi 

oluşturulabilir. 

 Not: 𝑥 bir 𝐼-yol olsun. ℝ𝑛 de bir 𝐼-yol aynı zamanda ℝ𝑛 de bir parametrik eğri olarak 

adlandırılır. 

𝑥: 𝐼 → ℝ𝑛 bir parametrik eğri ise bu durumda, ∀𝑡 ∈ 𝐼 için 

𝑥(𝑡) = (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), … , 𝑥𝑛(𝑡)) biçimindedir. Burada 𝑥𝑖: 𝐼 → ℝ, 𝑖 = 1, … , 𝑛 𝐶∞-türevli 

fonksiyonlardır. 

ℎ ∈ 𝐺𝐿(𝑛,ℝ) olmak üzere ℎ = (
ℎ11 ⋯ ℎ1𝑛
⋮ ⋱ ⋮
ℎ𝑛1 ⋯ ℎ𝑛𝑛

) olsun. ℎ elemanının 𝑥(𝑡) 

üzerindeki etkisi; 

 

 ℎ𝑥(𝑡) = (
ℎ11 ⋯ ℎ1𝑛
⋮ ⋱ ⋮
ℎ𝑛1 ⋯ ℎ𝑛𝑛

) . (
𝑥1(𝑡)
⋮

𝑥𝑛(𝑡)
) = (

ℎ11𝑥1(𝑡) + ⋯+ ℎ1𝑛𝑥𝑛(𝑡)
⋮

ℎ𝑛1𝑥𝑛(𝑡) + ⋯+ ℎ𝑛𝑛𝑥𝑛(𝑡)
) 

 

biçimindedir. 

Tanım 2.2.1. 𝐻 ⊂ 𝐺𝐿(𝑛,ℝ) bir alt grup; 𝑥: 𝐼 → ℝ𝑛 bir parametrik eğri olmak üzere 

𝑓 < 𝑥 > bir diferansiyel rasyonel fonksiyon olsun. Eğer ∀ℎ ∈ 𝐻 için 𝑓 < ℎ𝑥 >= 𝑓 < 𝑥 > 

ise 𝑓 < 𝑥 > diferansiyel rasyonel fonksiyonuna 𝐻-invaryant denir. Bütün 𝐻-invaryant 

diferansiyel rasyonel fonksiyonlar kümesi ℝ < 𝑥 >𝐻 ile gösterilir. Benzer şekilde 𝐻-

invaryant diferansiyel polinom tanımı verilebilir. Bütün 𝐻-invaryant diferansiyel 

polinomlar kümesi ℝ{𝑥}𝐻 ile gösterilir.  

ℝ{𝑥1, 𝑥2}
𝐻 ve ℝ < 𝑥1, 𝑥2 >

𝐻 yukarıdaki gibi tanımlanır. 

Örnek 2.2.1. 𝐻 = 𝑂(1) = {−1,1} olsun. 0 ≠ 𝑓(𝑥) ∈ ℝ{𝑥}𝐻 için 

 

 𝑓{𝑥} = ∑𝐴𝛼0…𝛼𝑛𝑥
𝛼0(𝑥′)𝛼1 …(𝑥(𝑛))𝛼𝑛  
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biçimindedir. 𝑓, 𝐻-invaryant olduğundan: 

  

 𝑓{−𝑥} = ∑𝐴𝛼0…𝛼𝑛(−𝑥)
𝛼0(−𝑥′)𝛼1 …(−𝑥(𝑛))𝛼𝑛  

 = ∑𝐴𝛼0…𝛼𝑛𝑥
𝛼0(𝑥′)𝛼1 …(𝑥(𝑛))𝛼𝑛 = 𝑓{𝑥}  

 

olmalıdır. Buradan:  

 

 𝑓{−𝑥} = ∑(−1)𝛼0+⋯+𝛼𝑛 . 𝐴𝛼0…𝛼𝑛𝑥
𝛼0(𝑥′)𝛼1 …(𝑥(𝑛))𝛼𝑛  

 = ∑𝐴𝛼0…𝛼𝑛𝑥
𝛼0(𝑥′)𝛼1 …(𝑥(𝑛))𝛼𝑛   

 

olmalıdır. 𝛼0 +⋯+𝛼𝑛 tek ise: 

 

 ∑(−1). 𝐴𝛼0…𝛼𝑛𝑥
𝛼0(𝑥′)𝛼1 …(𝑥(𝑛))𝛼𝑛 = ∑𝐴𝛼0…𝛼𝑛𝑥

𝛼0(𝑥′)𝛼1 …(𝑥(𝑛))𝛼𝑛  

 

olur. Buradan: 

 

 2(∑𝐴𝛼0…𝛼𝑛𝑥
𝛼0(𝑥′)𝛼1 …(𝑥(𝑛))𝛼𝑛) = 0  

 

olup 𝐴𝛼0…𝛼𝑛 = 0 elde edilir. O halde 𝑓, 𝐻-invaryanttır ancak ve ancak terimleri üstleri 

toplamı tek olanların katsayıları 0 dır. 

Teorem 2.2.1. i. 𝜑(𝑥1, … , 𝑥𝑚), 𝐺𝐿(2,ℝ) grubunun bir 𝐺𝐿(2,ℝ)-invaryant polinomu 

(rasyonel fonksiyonu) olsun. Bu takdirde: 

 

 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚+1) = 𝜑(𝑥1 − 𝑥𝑚+1, … , 𝑥𝑚 − 𝑥𝑚+1) 

 

koşulunu sağlayan 𝑓 , 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ)-invaryant polinom (rasyonel fonksiyon) dur. 

ii. 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚+1), bir 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ)-invaryant polinomu (rasyonel fonksiyon) olsun. Bu 

takdirde 𝜑(𝑥1, … , 𝑥𝑚) 𝐺𝐿(2,ℝ)-invaryant polinom (rasyonel fonksiyonu) 

 

 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚+1) = 𝜑(𝑥1 − 𝑥𝑚+1, … , 𝑥𝑚 − 𝑥𝑚+1) 

 

olacak şekilde mevcuttur. 
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İspat: i. 𝜑(𝑥1, … , 𝑥𝑚), 𝐺𝐿(2, ℝ)-invaryant polinom (rasyonel fonksiyon) olsun. ∀ 𝑔 ∈

 𝐺𝐿(2,ℝ) , ∀ 𝑏 ∈  ℝ2 için; 

 

 𝑓(𝑔𝑥1 + 𝑏,… , 𝑔𝑥𝑚+1 + 𝑏) 

 =  𝜑((𝑔𝑥1 + 𝑏) − (𝑔𝑥𝑚+1 + 𝑏),… , (𝑔𝑥𝑚 + 𝑏) − (𝑔𝑥𝑚+1 + 𝑏))    

= 𝜑(𝑔𝑥1 − 𝑔𝑥𝑚+1, … , 𝑔𝑥𝑚 − 𝑔𝑥𝑚+1)   (𝑔 lineer olduğundan) 

= 𝜑(𝑔(𝑥1 − 𝑥𝑚+1),… , 𝑔(𝑥𝑚 − 𝑥𝑚+1)) (𝜑, 𝐺𝐿(2,ℝ) invaryant olduğundan) 

 = 𝜑(𝑥1 − 𝑥𝑚+1, … , 𝑥𝑚 − 𝑥𝑚+1) 

 = 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚+1) 

 

olup 𝑓, 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ)- invaryant polinom (rasyonel fonksiyon) dur. 

ii. 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚+1), 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ)- invaryant polinom (rasyonel fonksiyon) olsun. 

 

 𝜑(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚, 0) 

 

olarak alalım. 𝑓 , 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ)- invaryant polinom (rasyonel fonksiyon) olduğundan özel 

olarak 𝑏 = 0 alınırsa 𝐺𝐿(2,ℝ)- invaryanttır. Dolayısıyla 𝜑, 𝐺𝐿(2,ℝ)- invaryanttır. 𝑏 ∈

 ℝ2 ve 𝑔 = 𝑒 olarak alınırsak 𝑓, 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ)-invaryant polinom (rasyonel fonksiyon) 

olduğundan; 

 

 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚+1) = 𝑓(𝑥1 + 𝑏,… , 𝑥𝑚+1 + 𝑏) 

 

elde edilir. 𝑏 = −𝑥𝑚+1 olarak alırsak; 

 

 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚+1) = 𝑓(𝑥1 − 𝑥𝑚+1, … , 𝑥𝑚+1 − 𝑥𝑚+1, 0)       

 = 𝜑(𝑥1 − 𝑥𝑚+1, … , 𝑥𝑚 − 𝑥𝑚+1)  

olup eşitlik sağlanır.∎ 

  

2.3. ℝ < 𝒙𝟏  , 𝒙𝟐 >
G

 Diferansiyel Cisminin Üreteçleri 

 

 Bu tez çalışmasında yapılan orijinal çalışmalar bu bölüm ve devamındaki bölümlerde 

yer almaktadır. 
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 Bundan sonra bir 𝑥 parametrik eğrisinin regülerliği bakımından ∀𝑡 ∈ 𝐼 
için 

[𝑥 1
′ (𝑡) 𝑥1  

′′ (𝑡)] ≠ 0 olduğunu varsayacağız [15]. 

Teorem 2.3.1. 𝑥1  ve 𝑥2 ℝ
2
 de

 
iki parametrik eğri, 𝑥1  

 
regüler ve 𝐺 = 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ) olsun. Bu 

durumda ℝ < 𝑥1  , 𝑥2 >
G  

nin üreteç kümesi 

 

 
[𝑥1  
′    𝑥1  

′′′] 

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ] 
,
[𝑥1  
′′    𝑥1  

′′′]  

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ]  
 ,
[𝑥1  −𝑥2    𝑥1  

′′ ]

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ]  
 ,
[𝑥1  
′    𝑥1  −𝑥2]

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ]  
             

 

biçimindedir. 

İspat: 𝑓 ∈ ℝ < 𝑥1  , 𝑥2 >
G
 olsun. Bu durumda ∃𝑘 ∈ ℕ için 

 

 𝑓 < 𝑥1  , 𝑥2 >= 𝑓 < 𝑥1  , 𝑥2, 𝑥1   
′ , 𝑥2

′ , 𝑥1  
′′ , 𝑥2

′′, … , 𝑥1  
(𝑘), 𝑥2

(𝑘) > 

 

𝐺-invaryanttır. Buradan ∀𝑔 ∈ 𝐺𝐿(2,ℝ) ve ∀𝑏 ∈ ℝ2
 için 

 

 𝑓 < 𝑔𝑥1  + 𝑏, 𝑔𝑥2 + 𝑏 > = 𝑓 < 𝑥1  , 𝑥2 >  

 

dir. O halde 

 

 𝑓 < 𝑔𝑥1 + 𝑏, 𝑔𝑥2 + 𝑏, 𝑔𝑥1   
′ , 𝑔𝑥2

′ , 𝑔𝑥1  
′′ , 𝑔𝑥2

′′, … , 𝑔𝑥1  
(𝑘), 𝑔𝑥2

(𝑘) > 

 = 𝑓 < 𝑥1  , 𝑥2, 𝑥1   
′ , 𝑥2

′ , 𝑥1  
′′ , 𝑥2

′′, … , 𝑥1  
(𝑘), 𝑥2

(𝑘) >  

 

olur. g=e alırsak 

 

 𝑓 < 𝑥1  + 𝑏, 𝑥2 + 𝑏, 𝑥1   
′ , 𝑥2

′ , 𝑥1  
′′ , 𝑥2

′′, … , 𝑥1  
(𝑘), 𝑥2

(𝑘) > 

 = 𝑓 < 𝑥1  , 𝑥2, 𝑥1   
′ , 𝑥2

′ , 𝑥1  
′′ , 𝑥2

′′, … , 𝑥1  
(𝑘), 𝑥2

(𝑘) > 

 

elde edilir. Bu eşitlik  ∀b için geçerli olduğundan b=−𝑥1  alırsak 

 

 𝑓 < 𝑥1 − 𝑥1  , 𝑥2−𝑥1  , 𝑥1   
′ , 𝑥2

′ , 𝑥1  
′′ , 𝑥2

′′, … , 𝑥1  
(𝑘), 𝑥2

(𝑘) >   

 = 𝜑 < 𝑥2-𝑥1  ,𝑥1   
′ , 𝑥2

′ , 𝑥1  
′′ , 𝑥2

′′, … , 𝑥1  
(𝑘), 𝑥2

(𝑘) >   

 

olur. 𝜑, 𝐺𝐿(2,ℝ) invaryant olduğundan 
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 𝜑 < 𝑔(𝑥2-𝑥1  ),𝑔𝑥1   
′ , 𝑔𝑥2

′ , 𝑔𝑥1  
′′ , 𝑔𝑥2

′′, … , 𝑔𝑥1  
(𝑘), 𝑔𝑥2

(𝑘) > 

 = 𝜑 < 𝑥2-𝑥1  ,𝑥1   
′ , 𝑥2

′ , 𝑥1  
′′ , 𝑥2

′′, … , 𝑥1  
(𝑘), 𝑥2

(𝑘) > 

 

dır. Burada 𝑥1   
′ =  𝑦1 ve 𝑥2-𝑥1  =  𝑦2 alırsak ∀𝑔 ∈ 𝐺𝐿(2,ℝ) için 

  

 𝜓 < 𝑔𝑦1, 𝑔𝑦2, 𝑔𝑦1
′ , 𝑔𝑦2

′ … , 𝑔𝑦2
(𝑘) >= 𝜓 < 𝑦1, 𝑦2, 𝑦1

′ , 𝑦2
′ , … , 𝑦2

(𝑘) > 

 

elde edilir. 𝜓, 𝐺𝐿(2,ℝ)-invaryanttır, buradan 

 

          
[𝑦1
′′  𝑦1

′]

[𝑦1 𝑦1
′]
   ,
[𝑦1 𝑦1

′ ′]

[𝑦1 𝑦1
′]
  ,
[𝑦2 𝑦1

′] 

[𝑦1 𝑦1
′]
  ,
[𝑦1 𝑦2]

[𝑦1 𝑦1
′]
  

 

ile üretilebilir [17]. 𝑦2 = 𝑥2 − 𝑥1 ve 𝑦1 = 𝑥1  
′  ifadelerini yerine yazarsak 

 

[𝑥1  
′′    𝑥1  

′′′] 

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ]  
,

[𝑥1  
′    𝑥1  

′′′] 

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ] 
,

[𝑥2 − 𝑥1    𝑥1  
′′ ] 

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ]  
,

[𝑥1  
′    𝑥2 − 𝑥1   ] 

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ]  
               

 

elde edilir.∎ 

 

2.4. İki Eğri Ailesinin Denkliği 

 

Tanım 2.4.1. { 𝑥1, 𝑥2}, {𝑦1, 𝑦2} iki parametrik eğri ailesi olsun. Eğer ∃𝑔 ∈ 𝐺𝐿(2,ℝ) , 

∃𝑏 ∈ ℝ2 
 için 

 

 𝑦1(𝑡) = 𝑔𝑥1(𝑡) + 𝑏 

 𝑦2(𝑡) = 𝑔𝑥2(𝑡) + 𝑏 ,∀𝑡 ∈ 𝐼 

 

ise bu eğri ailelerine 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ)-denktir denir ve { 𝑥1, 𝑥2} {𝑦1, 𝑦2}  ~        
  𝐴𝑓𝑓(2,ℝ)  ile gösterilir. 

Teorem 2.4.1. 𝐺 = 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ) olsun. { 𝑥1, 𝑥2} ve { 𝑦1, 𝑦2} iki eğri ailesi ve 𝑥1, 𝑦1 regüler 

olsun. Eğer  
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[𝑥1  
′    𝑥1  

′′′] 

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ] 
=
[𝑦1  
′    𝑦1  

′′′]

[𝑦1  
′  𝑦1  

′′ ]
 ,    
[𝑥1  
′′    𝑥1  

′′′]  

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ]  
=
[𝑦1  
′′  𝑦1  

′′′]

[𝑦1  
′  𝑦1  

′′]
                                                      

 

[𝑥2 − 𝑥1      𝑥1  
′′ ]  

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ]  
=
[𝑦2 − 𝑦1 𝑦1  

′′  ]

[𝑦1  
′  𝑦1  

′′]
   ,
[𝑥1  
′  𝑥2 − 𝑥1  ]  

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ]  
=  
[𝑦1
′   𝑦2 − 𝑦1] 

[𝑦1  
′  𝑦1  

′′]
                    

 

oluyor ise ∃𝑔 ∈ 𝐺𝐿(2,ℝ) ve ∃𝑏 ∈ ℝ2
 için 

 

 𝑦1(𝑡) = 𝑔𝑥1(𝑡) + 𝑏 

 𝑦2(𝑡) = 𝑔𝑥2(𝑡) + 𝑏  

 

dir. Yani { 𝑥1, 𝑥2} {𝑦1, 𝑦2}  ~        
  𝐴𝑓𝑓(2,ℝ)  dir. 

İspat: 𝑥1  
′ = 𝑧1  , 𝑦1

′ = 𝑤1 , 𝑥2 − 𝑥1  = 𝑧2  , 𝑦2 − 𝑦1 = 𝑤2 olsun. Bu durumda yukarıdaki 

eşitlikler 

 

           
[𝑧1  𝑧1

′′]

[𝑧1  𝑧1
′]
=
[𝑤1 𝑤1

′′]

[𝑤1 𝑤1
′ ]
    ,    

[  𝑧1
′   𝑧1

′′]

[𝑧1  𝑧1
′ ]
=
[  𝑤1

′   𝑤1
′′]

[𝑤1  𝑤1
′ ]

 (1) 

[𝑧2   𝑧1
′  ]

[𝑧1  𝑧1
′ ]
=
[𝑤2  𝑤1

′ ]

[𝑤1  𝑤1
′ ]
     ,     

[𝑧1  𝑧2]

[𝑧1  𝑧1
′]
=
[𝑤1  𝑤2]

[𝑤1  𝑤1
′ ]

 (2) 

 

olarak yazılabilir. 

 

 𝐴𝑧 = (
𝑧11(𝑡) 𝑧11

′ (𝑡)

𝑧12(𝑡) 𝑧12
′ (𝑡)

)      𝐴𝑧
′ = (

𝑧11
′ (𝑡) 𝑧11

′′ (𝑡)

𝑧12
′ (𝑡) 𝑧12

′′ (𝑡)
) 

 

matrislerini göz önüne alalım. 

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ] = [𝑧1  𝑧1
′ ] ≠ 0 olduğundan 𝐴𝑧 matrisinin tersi mevcuttur. 𝐴𝑧

−1. 𝐴𝑧
′ = 𝐶 

olsun. Buradan 𝐴𝑧
′ = 𝐴𝑧 ⋅ 𝐶 olur. O halde 

 

 (
𝑧11
′ 𝑧11

′′

𝑧12
′ 𝑧12

′′ ) = (
𝑧11 𝑧11

′

𝑧12 𝑧12
′ ) . (

𝑐11 𝑐12
𝑐21 𝑐22

)  

dir. Buradan aşağıdaki denklem sistemleri elde edilir: 

 

 𝑧11
′ = 𝑐11𝑧11 + 𝑐21𝑧11

′  

 𝑧12
′ = 𝑐11𝑧12 + 𝑐21𝑧12

′  
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 𝑧11
′′ = 𝑐12𝑧11 + 𝑐22𝑧11

′  

 𝑧12
′′ = 𝑐12𝑧12 + 𝑐22𝑧12

′  

 

Bu denklem sistemlerinin çözümlerinden 

 

𝑐11 =
[  𝑧1

′   𝑧1
′]

[𝑧1  𝑧1
′]
= 0        ,   𝑐21 = 

[𝑧1  𝑧1
′ ]

[𝑧1  𝑧1
′ ]
= 1   ,    𝑐12 =

[  𝑧1
′   𝑧1

′′]

[𝑧1  𝑧1
′]
    ,    𝑐22 =

[𝑧1  𝑧1
′′]

[𝑧1  𝑧1
′]
   

 

bulunur. 

𝐴𝑤 = (
𝑤11 𝑤11

′

𝑤12 𝑤12
′ ) matrisini göz önüne alalım. (1) ve (2) eşitliklerinden 𝐴𝑤

−1. 𝐴𝑤
′ =

𝐴𝑧
−1. 𝐴𝑧

′  bulunur.  

 

 (𝐴𝑤𝐴𝑧
−1)′  = 𝐴𝑤

′ 𝐴𝑧
−1 + 𝐴𝑤(𝐴𝑧

−1)′ 

 = 𝐴𝑤
′ 𝐴𝑧

−1 − 𝐴𝑤𝐴𝑧
−1𝐴𝑧

′ 𝐴𝑧
−1 

 = 𝐴𝑤𝐴𝑤
−1𝐴𝑤

′ 𝐴𝑧
−1 − 𝐴𝑤𝐴𝑧

−1𝐴𝑧
′ 𝐴𝑧
−1 

 = 𝐴𝑤(𝐴𝑤
−1𝐴𝑤

′ − 𝐴𝑧
−1𝐴𝑧

′ )𝐴𝑧
−1 = 0 

 

dir. Öyleyse ∃𝑔 ∈ 𝐺𝐿(2,ℝ) öyleki 𝐴𝑤𝐴𝑧
−1 = 𝑔 dir, buradan 𝐴𝑤 = 𝑔𝐴𝑧 dir. Bunu açık 

olarak yazarsak 

 

 (
𝑤11 𝑤11

′

𝑤12 𝑤12
′ ) = (

𝑔11 𝑔12
𝑔21 𝑔22

) . (
𝑧11 𝑧11

′

𝑧12 𝑧12
′ )  

 

olur. O halde 

 

 𝑤1(𝑡) = 𝑔𝑧1(𝑡),          ∀𝑡 ∈ 𝐼 

 

ve buradan 

 

 𝑦1
′(𝑡) = 𝑔𝑥1

′(𝑡) ,          ∀𝑡 ∈ 𝐼 

 

bulunur. Her iki tarafın integrali alınırsa  
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𝑦1(𝑡) = 𝑔𝑥1(𝑡) + 𝑏 (3) 

 

elde edilir. 

 𝐷𝑧 = (
𝑧11 𝑧21
𝑧12 𝑧22

) ve 𝐴𝑧
−1. 𝐷𝑧 = 𝐻 olsun. Öyleyse 𝐷𝑧 = 𝐴𝑧 . 𝐻 dir. Açık şekilde 

yazarsak 

 

 (
𝑧11 𝑧21
𝑧12 𝑧22

) = (
𝑧11 𝑧11

′

𝑧12 𝑧12
′ ) . (

ℎ11 ℎ12
ℎ21 ℎ22

) 

 

olur. Buradan aşağıdaki denklem sistemleri elde edilir: 

 

 𝑧11 = ℎ11𝑧11 + ℎ21𝑧11
′   

 𝑧12 = ℎ11𝑧12 + ℎ21𝑧12
′   

 𝑧21 = ℎ12𝑧11 + ℎ22𝑧11
′  

 𝑧22 = ℎ12𝑧12 + ℎ22𝑧12
′  

 

Bu denklem sistemlerinin çözümlerinden  

 

 ℎ11 =
[𝑧1   𝑧1

′  ]

[𝑧1   𝑧1
′  ]
= 1 ,     ℎ21 =

[𝑧1  𝑧1  ]

[𝑧1   𝑧1
′  ]
= 0  , ℎ12 =

[𝑧2   𝑧1
′]

[𝑧1   𝑧1
′  ]
   , ℎ22 =

[𝑧1 𝑧2 ]  

[𝑧1   𝑧1
′  ]
  

 

bulunur. Buradan  

 

 𝐴𝑧
−1. 𝐷𝑧 = 𝐻 = 𝐴𝑤

−1. 𝐷𝑤  

 

olur. 𝐴𝑤 = 𝑔𝐴𝑧 idi. 

 

 𝐴𝑧
−1. 𝐷𝑧 = (𝑔. 𝐴𝑧)

−1. 𝐷𝑤 = 𝐴𝑧
−1. 𝑔−1. 𝐷𝑤 

 

dur. O halde 

 

 𝐷𝑧 = 𝑔
−1. 𝐷𝑤 

 𝐷𝑤 = 𝑔.𝐷𝑧  , 𝑔 ∈ 𝐺𝐿(2,ℝ) 
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elde edilir. Açık şekilde yazarsak 

  

 (
𝑤11 𝑤21
𝑤12 𝑤22

) = (
𝑔11 𝑔12
𝑔21 𝑔22

) . (
𝑧11 𝑧21
𝑧12 𝑧22

) 

 

olur. Buradan  

 

 𝑤2 = 𝑔𝑧2  , 𝑔 ∈ 𝐺𝐿(2,ℝ) 

 

dir. Yani  

 

 𝑦2 − 𝑦1 = 𝑔(𝑥2 − 𝑥1) 

 

dir. 𝑦1 = 𝑔𝑥1 + 𝑏 idi. O halde 

 

 𝑦2 = 𝑔𝑥2 + 𝑏   , 𝑔 ∈ 𝐺𝐿(2,ℝ) ,   𝑏 ∈ ℝ
2 (4) 

 

elde edilir. (3) ve (4) den { 𝑥1, 𝑥2} {𝑦1, 𝑦2}  ~        
  𝐴𝑓𝑓(2,ℝ)  bulunur.∎ 

Örnek.2.4.1. 𝑥1(𝑡) = (𝑡, 𝑡
2),   𝑥2(𝑡) = (𝑡, 𝑒

𝑡 ), 𝑦1(𝑡) = (𝑡 + 2𝑡
2 − 1, 3𝑡2 + 2)  ve 

𝑦2(𝑡) = (𝑡 + 2𝑒
𝑡 − 1, 3𝑒𝑡 + 2) ℝ2 de 𝑥1, 𝑦1 regüler olan parametrik eğriler olmak üzere 

{ 𝑥1, 𝑥2} {𝑦1, 𝑦2}  ~        
  𝐴𝑓𝑓(2,ℝ)  dir. Teorem 2.4.1. deki eşitlikler sağlanıyorsa bu iki eğri ailesi 

birbirine denktir. Gerçekten; 

 

  
[𝑥1  
′ 𝑥1  

′′′] 

[𝑥1  
′ 𝑥1  

′′ ] 
=
|
1 0
2𝑡 0

|

|
1 0
2𝑡 2

|
=
0

2
= 0 , 

[𝑦1  
′  𝑦1  

′′′] 

[𝑦1  
′  𝑦1  

′′] 
=
|
1+4𝑡 0
6𝑡 0

|

|
1+4𝑡 4
6𝑡 6

|
=
0

6
= 0 ⇒

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′′] 

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ] 
=
[𝑦1  
′  𝑦1  

′′′] 

[𝑦1  
′  𝑦1  

′′ ] 
 

 

  
[𝑥1  
′′  𝑥1  

′′′] 

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ] 
=
|
1 0
2 0

|

2
=
0

2
= 0 , 

[𝑦1  
′′  𝑦1  

′′′] 

[𝑦1  
′  𝑦1  

′′ ] 
=
|
4 0
6 0

|

6
=
0

6
= 0 ⇒

[𝑥1  
′′   𝑥1  

′′′] 

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ] 
=
[𝑦1  
′′  𝑦1  

′′′] 

[𝑦1  
′  𝑦1  

′′] 
 

 
[𝑥2−𝑥1   𝑥1  

′′ ] 

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ] 
=
|
0 0

𝑡2−𝑒𝑡 2
|

2
= 0 , 

[𝑦2−𝑦1 𝑦1  
′′  ]

[𝑦1  
′  𝑦1  

′′]
=
|2𝑡

2−2𝑒𝑡 4
3𝑡2−3𝑒𝑡 6

|

6
= 0 ⇒

[𝑥2−𝑥1    𝑥1  
′′ ]  

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ]  
=
[𝑦2−𝑦1 𝑦1  

′′  ]

[𝑦1  
′  𝑦1  

′′]
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[𝑥1  
′  𝑥2−𝑥1  ] 

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ] 
=
|
1 0
2𝑡 𝑡2−𝑒𝑡

|

2
=
𝑡2−𝑒𝑡

2
,  

[𝑦1
′   𝑦2−𝑦1]

[𝑦1  
′  𝑦1  

′′]
=
|1+4𝑡 2𝑡2−2𝑒𝑡

6 3𝑡2−3𝑒𝑡
|

6
=
𝑡2−𝑒𝑡

2
    ⇒

[𝑥1  
′  𝑥2−𝑥1  ] 

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ] 
=

[𝑦1
′   𝑦2−𝑦1] 

[𝑦1  
′  𝑦1  

′′]
 

 

olarak bulunur. Teorem 2.4.1. deki eşitlikler sağlanır. Yani { 𝑥1, 𝑥2} {𝑦1, 𝑦2}  ~        
  𝐴𝑓𝑓(2,ℝ)  dir. Bu 

denklik 𝑔 = (
1 2
0 3

) ∈ 𝐺𝐿(2,ℝ) ve 𝑏 = (
−1
2
) ∈ ℝ2 için sağlanır. Buradaki 𝑔 ∈ 𝐺𝐿(2,ℝ) 

teoremin ispatından elde edilir. 

 

2.5. Diferansiyel Üreteç Sisteminin Bağımsızlığı 

 

Teorem 2.5.1. G= 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ) ve 𝑓1(𝑡), 𝑓2(𝑡), 𝑓3(𝑡), 𝑓4(𝑡) ,   𝑡 ∈ 𝐼  𝐶
∞-fonksiyonlar 

olsunlar. Bu durumda 

 

  
[𝑥1  
′  𝑥1  

′′′] 

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ] 
= 𝑓1(𝑡),

[𝑥1  
′′  𝑥1  

′′′] 

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ] 
= 𝑓2(𝑡),

[𝑥2−𝑥1  𝑥1  
′′ ] 

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ] 
= 𝑓3(𝑡),

[𝑥1  
′  𝑥2−𝑥1  ] 

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ]  
= 𝑓4(𝑡)  (5) 

 

olacak şekilde, 𝑥1  regüler olan 𝑥1  , 𝑥2
 
parametrik eğrileri mevcuttur. 

 İspat: 𝑥1  
′ = 𝑦1 ve 𝑥2 − 𝑥1  = 𝑦2

 
olsun. Teoremdeki eşitlikler aşağıdaki hale gelir: 

 

 
[𝑦1 𝑦1

′′]

[𝑦1 𝑦1
′]
= 𝑓1(𝑡)  ,

[𝑦1
′′ 𝑦1

′]

[𝑦1 𝑦1
′]
= 𝑓2(𝑡) (6) 

  
[𝑦2 𝑦1

′]

[𝑦1 𝑦1
′]
= 𝑓3(𝑡) ,

[𝑦1 𝑦2]

[𝑦1 𝑦1
′]
= 𝑓4(𝑡)             (7) 

 

Diğer taraftan; 

 

 𝐴𝑦1 = (
𝑦11 𝑦11

′

𝑦12 𝑦12
′ ) ,        𝐴𝑦1

′ = (
𝑦11
′ 𝑦11

′′

𝑦12
′ 𝑦12

′′ ) 

 

ve 𝐴𝑦1
−1. 𝐴𝑦1

′ = 𝐵 olsun. Buradan 𝐴𝑦1
′ = 𝐴𝑦1 . 𝐵 olur. 

 (
𝑦11
′ 𝑦11

′′

𝑦12
′ 𝑦12

′′ ) = (
𝑦11 𝑦11

′

𝑦12 𝑦12
′   
 ) . (

𝑏11 𝑏12
𝑏21 𝑏22

) 
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Matris çarpımının eşitliğinden aşağıdaki denklem sistemleri bulunur: 

 

 𝑦11
′ = 𝑏11𝑦11 + 𝑏21𝑦11

′  

 𝑦12
′ = 𝑏11𝑦12 + 𝑏21𝑦12

′  

 𝑦11
′′ = 𝑏12𝑦11 + 𝑏22𝑦11

′  

 𝑦12
′′ = 𝑏12𝑦12 + 𝑏22𝑦12

′  

 

denklem sistemlerinin Cramer kuralına göre çözümü ile, 

 

 𝑏11 =
[𝑦1
′   𝑦1

′]

[𝑦1 𝑦1
′]
= 0 , 𝑏12 =

[𝑦1
′′ 𝑦1

′]

[𝑦1 𝑦1
′]
 , 𝑏21 =

[𝑦1 𝑦1
′]

[𝑦1 𝑦1
′]
= 1 , 𝑏22 =  

[𝑦1 𝑦1
′′]

[𝑦1 𝑦1
′]
     

 

elde edilir. Buradan 𝐵 matrisi 

 

 𝐵 = (
0 𝑓2(𝑡)

1 𝑓1(𝑡)
) 

 

olarak bulunur. 𝐴𝑦1
′ = 𝐴𝑦1 . 𝐵 olduğundan 

  

  𝑦11
′′ = 𝑓2(𝑡)𝑦11 + 𝑓1(𝑡)𝑦11

′  

 𝑦12
′′ = 𝑓2(𝑡)𝑦12 + 𝑓1(𝑡)𝑦12

′  

 

dür. O halde 

 

 (
𝑦11
′′

𝑦12
′′ ) = (

𝑦11
𝑦12
) 𝑓2(𝑡) + (

𝑦11
′

𝑦12
′ ) 𝑓1(𝑡)  

 

denklem sistemi elde edilir. (
𝑦11
𝑦12
) = 𝑧 dersek, 

 

 𝑧′′ = 𝑓1(𝑡)𝑧
′ + 𝑓2(𝑡)𝑧 

olur. Diferansiyel denklemler teorisinden bu denklemin bir çözümü vardır. Bu çözüm 

𝑦1(𝑡) = (𝑤1(𝑡), 𝑤2(𝑡)) olsun. Bu durumda 𝑦1(𝑡) eğrisi (6) eşitliklerini sağlar. 

 𝐴2 = (
𝑦11 𝑦21
𝑦12 𝑦22

) matrisini göz önüne alalım. 𝐴𝑦1
−1. 𝐴2 = 𝐻 olsun. Buradan 
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 𝐴2 = 𝐴𝑦1 . 𝐻 olur. Açık şekilde yazarsak 

  

 (
𝑦11 𝑦21
𝑦12 𝑦22

) = (
𝑦11 𝑦11

′

𝑦12 𝑦12
′ ) . (

ℎ11 ℎ12
ℎ21 ℎ22

)    

 

olur. Buradan  

  

  𝑦11 = ℎ11𝑦11 + ℎ21𝑦11
′  

 𝑦12 = ℎ11𝑦12 + ℎ21𝑦12
′  

 𝑦21 = ℎ12𝑦11 + ℎ22𝑦11
′  

 𝑦22 = ℎ12𝑦12 + ℎ22𝑦12
′  

 

denklem sistemleri elde edilir. Bu denklem sistemlerinin Cramer kuralı ile çözümünden 

 

 ℎ11 =
[𝑦1  𝑦1

′]

[𝑦1  𝑦1
′]
= 1 , ℎ12 =

[𝑦2 𝑦1
′]  

[𝑦1  𝑦1
′]

 ,  ℎ21 =
[𝑦1 𝑦1]

[𝑦1  𝑦1
′]
= 0 ,  ℎ22 =

[𝑦1 𝑦2]

[𝑦1  𝑦1
′]
        

 

olup, 

  

 𝐻 = (
1 𝑓3(𝑡)

0 𝑓4(𝑡)
) 

 

 olarak bulunur. Buradan aşağıdaki denklem sistemi elde edilir: 

 

 𝑦21 = 𝑓3(𝑡)𝑦11 + 𝑓4(𝑡)𝑦11
′  

 𝑦22 = 𝑓3(𝑡)𝑦12 + 𝑓4(𝑡)𝑦12
′  

 

Bu denklem sisteminin çözümünden bir 𝑦2(𝑡) = (𝑢1(𝑡), 𝑢2(𝑡)) eğrisi elde edilir. Burada  

𝑑𝑒𝑡 (
𝑢1(𝑡) 𝑢2(𝑡)

𝑢1′(𝑡) 𝑢2′(𝑡)
) ≠ 0 dır ve 𝑦2 eğrisi (7) eşitliklerini sağlar. 

 𝑦1 = 𝑥1′ ve 𝑥2 − 𝑥1 = 𝑦2 olduğundan 

  

 𝑥1(𝑡) = ∫𝑦1(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑐1 
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ve 

 

 𝑥2(𝑡) = 𝑦2(𝑡) + 𝑥1(𝑡) = 𝑦2(𝑡) + ∫ 𝑦1(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑐1 

 

eğrileri elde edilir. Ayrıca 𝑑𝑒𝑡 (
𝑤1(𝑡) 𝑤2(𝑡)

𝑤1′(𝑡) 𝑤2′(𝑡)
) ≠ 0 olduğundan [𝑦1 𝑦1

′] ≠ 0 olup 

[𝑥1′𝑥1′′] ≠ 0, yani 𝑥1(𝑡) eğrisi regüler olur. Bu şekilde elde edilen 𝑥1(𝑡) ve 𝑥2(𝑡) eğrileri 

teoremdeki koşulları sağlayan eğrilerdir.∎ 

Sonuç 2.5.1. {𝛼1, 𝛼2}, {𝛽1, 𝛽2} ℝ
2 de regüler eğri aileleri ve 𝑥1 ∈ 𝜙𝛼1 , 𝑦1 ∈ 𝜙𝛽1 

 

 𝐻(𝑡) =
3[𝑥1

′ 𝑥1
(𝚤𝑣)][  𝑥1

′ 𝑥1
′′]+12[𝑥1

′𝑥1
′′][𝑥1

′′𝑥1
′′′]−5[𝑥1

′𝑥1
′′′]

2

3[𝑥1′𝑥1′′]2
 

  𝑌(𝑡) =
3[𝑦1

′ 𝑦1
(𝚤𝑣)][  𝑦1

′ 𝑦1
′′]+12[𝑦1

′𝑦1
′′][𝑦1

′′𝑦1
′′′]−5[𝑦1

′𝑦1
′′′]

2

3[𝑦1′𝑦1′′]2
 

 

olsun. 

 i. 𝑇(𝛼1) = 𝑇(𝛽1) ≠ (−∞,+∞) ve 𝑇(𝛼2) = 𝑇(𝛽2) ≠ (−∞,+∞) için 

{𝛼1, 𝛼2} {𝛽1, 𝛽2}     ~      
 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ) ⇔ 𝑠𝑔𝑛(𝐻(𝑡)) = 𝑠𝑔𝑛(𝑌(𝑡)) 

  

  
[𝑥1  
′    𝑥1  

′′′] 

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ] 
=
[𝑦1

′ 𝑦1
′′′]

[𝑦1′𝑦1′′ ]
 ,
[𝑥1  
′′    𝑥1  

′′′]  

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ]  
=
[𝑦1

′′ 𝑦1
′′′]

[𝑦1′ 𝑦1′′]
 

 

 
[𝑥2−𝑥1      𝑥1  

′′ ]  

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ]  
=
[𝑦2−𝑦1  𝑦1

′′]

[𝑦1′𝑦1′′ ]
  ,

[𝑥1  
′  𝑥2−𝑥1  ]  

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ]  
= 

[𝑦1
′   𝑦2−𝑦1] 

[𝑦1
′𝑦1′′ ]

  

 

eşitlikleri vardır. 

 ii. 𝑇(𝛼1) = 𝑇(𝛽1) = 𝑇(𝛼2) = 𝑇(𝛽2) = (−∞,+∞) için {𝛼1, 𝛼2} {𝛽1, 𝛽2}     ~      
 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ)  

⇔ ∃𝑎 ∈ (−∞,+∞) öyleki 𝑠′ = 𝑠 + 𝑎 olmak üzere 

 𝑠𝑔𝑛( 𝐻(𝑡)) = 𝑠𝑔𝑛(𝑌(𝑡)) 

 
[𝑥1  
′ (𝑠)   𝑥1  

′′′(𝑠)]

[𝑥1  
′ (𝑠)  𝑥1  

′′ (𝑠)] 
=
[𝑦1
′(𝑠′) 𝑦1

′′′(𝑠′)]

[𝑦1
′(𝑠′)  𝑦1

′′(𝑠′)]
 ,    

[𝑥1  
′′  (𝑠)  𝑥1  

′′′(𝑠)]  

[𝑥1  
′ (𝑠)  𝑥1  

′′ (𝑠)]  
=
[ 𝑦1
′′(𝑠′) 𝑦1

′′′(𝑠′)]

[𝑦1
′  (𝑠′)  𝑦1

′′(𝑠′)]
 

  
[𝑥2(𝑠)−𝑥1  (𝑠)   𝑥1  

′′ (𝑠)] 

[𝑥1  
′ (𝑠)  𝑥1  

′′ (𝑠)] 
=
[𝑦2(𝑠

′)−𝑦1(𝑠
′)   𝑦1

′′(𝑠′)]

[𝑦1
′(𝑠′)  𝑦1

′′(𝑠′)]
   , 

[𝑥1  
′ (𝑠)  𝑥2(𝑠)−𝑥1  (𝑠)]

[𝑥1  
′ (𝑠) 𝑥1  

′′ (𝑠)]  
=
[𝑦1
′(𝑠′)   𝑦2(𝑠

′)−𝑦1(𝑠
′)] 

[𝑦1
′(𝑠′) 𝑦1

′′(𝑠′)]
 

 

eşitlikleri vardır. 



 

 

 

3. SONUÇLAR 

 

1. Genel afin gruba göre bir ikili eğri ailesinin afin diferansiyel invaryantları 

kümesinin üreteçleri 

 
[𝑥1  
′    𝑥1  

′′′] 

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ] 
,
[𝑥1  
′′    𝑥1  

′′′]  

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ]  
 ,
[𝑥1  −𝑥2    𝑥1  

′′ ]  

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ]  
 ,
[𝑥1  
′    𝑥1  −𝑥2   ]  

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ]  
 

olarak bulunmuştur. 

2. İki tane ikili eğri ailesinin genel afin grupta denk olabilmesi için  

  
[𝑥1  
′    𝑥1  

′′′] 

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ] 
=
[𝑦1  
′  𝑦1

′′′]

[𝑦1  
′  𝑦1

′′]
  ,    

[𝑥1  
′′    𝑥1  

′′′]  

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ]  
=
[𝑦1
′′ 𝑦1

′′′]

[𝑦1  
′  𝑦1

′′]
   

  
[𝑥2−𝑥1      𝑥1  

′′ ]  

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ]  
=
[𝑦2−𝑦1  𝑦1

′′ ]

[𝑦1  
′ 𝑦1

′′ ]
   ,   

[𝑥1  
′  𝑥2−𝑥1  ]  

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ]  
= 

[𝑦1
′   𝑦2−𝑦1] 

[𝑦1  
′ 𝑦1

′′]
 

eşitliklerini sağlanması gerektiği belirtilmiştir. 

3. Bulunan afin diferansiyel invaryantlar kümesinin, üreteç kümesinin minimal 

olduğu açıklanmıştır. 

4.  {𝛼1, 𝛼2}, {𝛽1, 𝛽2} ℝ
2 de regüler eğri aileleri ve 𝑥1 ∈ 𝜙𝛼1 , 𝑦1 ∈ 𝜙𝛽1 

 

  𝐻(𝑡) =
3[𝑥1

′ 𝑥1
(𝚤𝑣)][  𝑥1

′ 𝑥1
′′]+12[𝑥1

′𝑥1
′′][𝑥1

′′𝑥1
′′′]−5[𝑥1

′𝑥1
′′′]

2

3[𝑥1′𝑥1′′]2
 

  𝑌(𝑡) =
3[𝑦1

′ 𝑦1
(𝚤𝑣)][  𝑦1

′ 𝑦1
′′]+12[𝑦1

′𝑦1
′′][𝑦1

′′𝑦1
′′′]−5[𝑦1

′𝑦1
′′′]

2

3[𝑦1′𝑦1′′]2
 

 

olmak üzere 

i. 𝑇(𝛼1) = 𝑇(𝛽1) ≠ (−∞,+∞) ve 𝑇(𝛼2) = 𝑇(𝛽2) ≠ (−∞,+∞) için 

{𝛼1, 𝛼2} {𝛽1, 𝛽2}     ~      
 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ) ⇔ 𝑠𝑔𝑛(𝐻(𝑡)) = 𝑠𝑔𝑛(𝑌(𝑡))  

 

   
[𝑥1  
′    𝑥1  

′′′] 

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ] 
=
[𝑦1

′ 𝑦1
′′′]

[𝑦1′𝑦1′′ ]
 ,
[𝑥1  
′′    𝑥1  

′′′]  

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ]  
=
[𝑦1

′′ 𝑦1
′′′]

[𝑦1′ 𝑦1′′]
  

   

         
[𝑥2−𝑥1      𝑥1  

′′ ]  

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ]  
=
[𝑦2−𝑦1  𝑦1

′′]

[𝑦1′𝑦1′′ ]
  ,

[𝑥1  
′  𝑥2−𝑥1  ]  

[𝑥1  
′  𝑥1  

′′ ]  
= 

[𝑦1
′   𝑦2−𝑦1] 

[𝑦1
′𝑦1′′ ]

        

 

eşitlikleri vardır. 
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 ii. 𝑇(𝛼1) = 𝑇(𝛽1) = 𝑇(𝛼2) = 𝑇(𝛽2) = (−∞,+∞) için {𝛼1, 𝛼2} {𝛽1, 𝛽2}     ~      
 𝐴𝑓𝑓(2,ℝ)     

⇔ ∃𝑎 ∈ (−∞,+∞) öyleki 𝑠′ = 𝑠 + 𝑎 olmak üzere 𝑠𝑔𝑛( 𝐻(𝑡)) = 𝑠𝑔𝑛(𝑌(𝑡)) 

 

 
[𝑥1  
′ (𝑠)   𝑥1  

′′′(𝑠)]

[𝑥1  
′ (𝑠)  𝑥1  

′′ (𝑠)] 
=
[𝑦1
′(𝑠′) 𝑦1

′′′(𝑠′)]

[𝑦1
′(𝑠′)  𝑦1

′′(𝑠′)]
 ,    

[𝑥1  
′′  (𝑠)  𝑥1  

′′′(𝑠)]  

[𝑥1  
′ (𝑠)  𝑥1  

′′ (𝑠)]  
=
[ 𝑦1
′′(𝑠′) 𝑦1

′′′(𝑠′)]

[𝑦1
′  (𝑠′)  𝑦1

′′(𝑠′)]
  

  

          
[𝑥2(𝑠)−𝑥1  (𝑠)   𝑥1  

′′ (𝑠)] 

[𝑥1  
′ (𝑠)  𝑥1  

′′ (𝑠)] 
=
[𝑦2(𝑠

′)−𝑦1(𝑠
′)   𝑦1

′′(𝑠′)]

[𝑦1
′(𝑠′)  𝑦1

′′(𝑠′)]
 ,
[𝑥1  
′ (𝑠)  𝑥2(𝑠)−𝑥1  (𝑠)]  

[𝑥1  
′ (𝑠) 𝑥1  

′′ (𝑠)]  
=
[𝑦1
′(𝑠′)   𝑦2(𝑠

′)−𝑦1(𝑠
′)] 

[𝑦1
′(𝑠′) 𝑦1

′′(𝑠′)]
  

 

 eşitlikleri vardır. 
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4. ÖNERİLER 

 

1. Bulunan bu sonuçlar üçlü veya n-li eğri ailelerine uygulanabilir. 

2. Afin diferansiyel invaryant parametrizasyonu kullanılarak, aynı inceleme 

yapılabilir. 

3. Afin diferansiyel geometride daha yüksek boyutlarda (𝑛 ≥ 3) afin diferansiyel 

invaryantlar, denklik problemi araştırılabilir. 
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