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Yiksek Lisans Tezi
OZET

DUZLEMDE iKi EGRI AILESININ AFIN DIFERANSIYEL INVARYANTLARI
VE DENKLIK PROBLEMI

Demet AYDEMIR

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali 5
Danigsman: Dog. Dr. Yasemin SAGIROGLU
2017, 47 sayfa
Bu tezde, diizlemde bir ikili egri ailesinin afin diferansiyel invaryantlar1 elde edilmis olup, bu
tip ailelerin denklik probleminin ¢éziimii arastirilmistir.
[k olarak bir ikili egri ailesinin afin diferansiyel invaryantlar1 bulunmustur. Afin gruba gore

bu invaryantlar kullanilarak iki tane ikili egri ailesinin denklik kosullar1 olusturulmustur. Ayrica,

elde edilen diferansiyel invaryant iirete¢ sisteminin minimal oldugu gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Afin grup, Diferansiyel invaryant, Denklik
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Master Thesis

SUMMARY

AFFINE DIFFERENTIAL INVARIANTS OF TWO CURVE FAMILIES ON THE PLANE AND
EQUIVALENCE PROBLEM

Demet AYDEMIR

Karadeniz Technical University
The Graduate of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Assoc. Prof. Yasemin SAGIROGLU
2017, 47 Pages

In this thesis, the affine differential invariants of a family of binary curves are obtained and
the equivalence problem of this type of families is investigated.

Primarily, the affine differential invariants of a family of binary curves are found. By using
these invariants, the equivalence conditions of two families of binary curves with respect to affine

group are formed. Also, it is shown that the obtained generator system of differential invariants is
minimal.

Key Words: Affine group, Differential invariants, Equivalence

VIl



N

N+

R

R
Aff(n,R)
GL(n, R)
G(x)

0(n)
SAff(n,R)
SL(n,R)
x ()

{x;,T €T}

[x1, %5 .o X0 ]

fix}

f<x>
K[x]
R(x)
R[x]°
R(x)“
R{x}¢
R<x >¢

SEMBOLLER DiZiNi

: Dogal Sayilar Kiimesi

: Sayma Sayilar1 Kiimesi

: Reel Sayilar Kiimesi

: n-Boyutlu Reel Vektor Uzayi

: Afin Doniisiimler Grubu

: Genel Lineer Grup

. x noktasinin G —ydriingesi

: Ortogonal Matrisler Grubu

: Ozel Afin Déniisiimler Grubu

: Ozel Lineer Grup

1 x in k. tirevi

T €T sayida vektorden (parametrik egriden) olusan bir

vektor

(parametrik egri) ailesi

X11
) X12
. x1 = :

X1n
olmak uzere

X21 Xn1
, Xy = xzz I S x?z € R"
Xan Xnn
X11  X21 Xn1
xiz x?Z "2 determinant:
X1n  X2n Xnn

. x diferansiyel bilinmeyenini ve onun sonlu tane tiirevini igeren reel

katsayil1 bir diferansiyel polinom

: x diferansiyel bilinmeyenli bir diferansiyel rasyonel fonksiyon

: Katsayilar1 K R-cebirinden olan bir bilinmeyenli polinomlar R-cebiri

: x bilinmeyenli rasyonel fonksiyonlar cismi

: G-invaryant polinomlar halkas1

. G-invaryant rasyonel fonksiyonlar cismi

: x diferansiyel bilinmeyenli reel katsayili G- invaryant polinomlar halkasi

x diferansiyel

bilinmeyenli  G-invaryant diferansiyel rasyonel

fonksiyonlar cismi



R{x;, x,}¢ : X1, X, diferansiyel bilinmeyenli reel katsayili G- invaryant polinomlar
halkasi

R < x;,%x, >% :xy,x, diferansiyel bilinmeyenli G-invaryant diferansiyel rasyonel
fonksiyonlar cismi

R[xq,...,x,] :ntane bilinmeyenli reel katsayili polinomlar halkasi

R[x, ..., x,]¢ :n tane bilinmeyenli reel katsayili G-invaryant polinomlar halkas:

R(xq, ...,x,) :ntane bilinmeyenli rasyonel fonksiyonlar cismi

R[f] : f, C”-smifindan bir fonksiyon olmak iizere bilinmeyeni f olan reel

katsayil1 polinomlar R-cebiri
R<f> . f bilinmeyenli diferansiyel rasyonel fonksiyonlar cismi
R<f,g> : f, g bilinmeyenli diferansiyel rasyonel fonksiyonlar cismi

R[f, '), f®1 2 fo f', oo, £ bilinmeyenlerinin reel katsayili polinomlar R-cebiri

R/} :=UZo RIS, £, oo, f®]

G:K : G grubunun K kiimesi tizerindeki etkisi

xSy : x elemani1 y elemanina G-denktir

L.(p,q) : x(p) den x(q) ya kadar olan afin yay uzunlugu
T(a) . a egrisinin tipi

Sx(t) : Afin yay uzunlugu fonksiyonu

x(tx (s)) : Egrinin afin invaryant parametrizasyonu

bu . a nin tim invaryant parametrizasyonlarinin kiimesi



1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Afin diferansiyel geometri kavrami ilk olarak 1872 yilinda Felix Klein’nin “Erlangen

299

Program1™’nda ortaya g¢ikmistir. Bu programa gore, Afin diferansiyel geometri, afin
transformasyonlar altinda invaryant kalan Ozelliklerden olusur. Afin diferansiyel
geometride afin invaryantlarin arastirilmasi yapilmistir. Bu caligmalarin ¢ogu afin
diferansiyel invaryantlarin {irecte¢ kiimelerini bulmaya yoneliktir. Egrilerin afin
invaryantlarinin ingaasi bir ¢ok ¢alismada ele alinmistir [1, 10, 18]. Bununla beraber, afin
invaryantlar yardimiyla egrilerin denklik probleminin ¢6ziimii de ¢alisilmistir [13, 14, 15,
17].

Egrilerin diferansiyel geometrisi ¢ok uzun yillardir ¢alisilmaktadir. Egrilerin afin
diferansiyel geometrisi de birgok yoniiyle incelenmistir. Bu calismalarin ¢ogunda, yay
uzunlugu, egrilikler gibi invaryantlar bulunmustur. [9] da, n-boyutlu afin uzayda bir
egrinin centro-afin invaryantlari, yay uzunlugu ve egrilikleri incelenmistir. Ayrica, afin
grubun alt gruplarinda da egriler ve invaryantlar1 farkli metodlarla ele alinmistir [2, 4, 7, 8,
18]. Bu ¢alismalarda bir tek egri igin afin invaryantlar incelenmistir. [16] da, bir afin egri
icin afin diferansiyel invaryantlar incelenmis olup denklik probleminin ¢oziimii yapilmistir.

Afin diferansiyel geometride, diferansiyel invaryantlar kullanilarak egrilerin
denkliginin arastirilmasi baska bir problemdir. SL(n, R) grubuna gore, egri ailelerinin
denkligi [13] de verilmistir. Yine afin grubun farkli alt gruplarinda denklik probleminin
arastirilmasi yapilmistir [8, 10, 12, 14, 15].

Bu tezde, Afin diferansiyel geometride bir ikili egri ailesinin afin diferansiyel
invaryantlar1 kiimesinin iretecleri bulunmustur. Bu afin diferansiyel invaryantlar
kullanilarak iki ikili egri ailesinin denklik kosullar1 verilmistir. Ayrica elde edilen iireteg
kiimesinin minimal oldugu gosterilmistir.

Burada elde edilen sonuglar “5th International Eurasian Conference on Mathematical
Sciences and Applications-IECMSA 2016, 16-19 August 2016, Belgrad-Serbia” adli

konferansta sunulmustur.



1.2. Halka, Vektor Uzayi, Cisim ve Cebirler

Bu boliimde [6] dan yararlaniimistir.

Tanmm 1.2.1. R # @ olan bir kiime ve "+, -'" R lizerinde taniml iki ikili islem olsun.
Asagidaki kosullar1 gergekleyen (R, +,-) tgliisline bir halka denir:

i. (R, +) bir abel grup

ii.Va,b € Rigina.(b.c) = (a.b).c

iii. va,b,c e Ri¢ina.(b+c)=a.b+a.c, (a+b).c=a.c+b.c,

Eger Va,b € R i¢in a.b = b.a ise R halkasina degismeli halka denir. (R,.) yari
grubunun birim elemani mevcut ise bu elemana R nin birim elemani denir ve 1 = 1 ile
gosterilir. Bu durumda R halkasina birim elemanli halka denir.

Tanim 1.2.2. Birim elemanli, degismeli, sifir bdlensiz bir halkaya tamlik bolgesi denir.
Ornek 1.2.1. (R, +, -) bir halkadr.

Ornek 1.2.2. Katsayilar1 R’den olan tiim polinomlarin kiimesini R[x] ile gosterelim.
(R[x], +,) bir halkadir.

Tanmm 1.2.3. F bir cisim, V # @ bir kiime olmak tizere, +: VXV -V, (u,v) > u+v
i FXV -V, (av) > a.v islemleri tanimlansin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa V
ye F cismi iizerinde bir F- vektor uzay1 denir.

i.vVu,v,w eVichu+ (v+w)=w+v)+w

ii.vVvu,veVigmhu+v=v+u

lii.vu eVigin3a!0 e Voylekiu+0=04+u=u

iv.Vu € Vigin3! (—u) eVoylekiu+(—u) =(—u)+u=0

V.Va,BEF veVu,veEVigha.(u+v) =a.ut+av,(a+p)u=au+pf.u

Vi.Va,f € F veVu € Vigin (af).u = a.(f.u)

Vii. 1z, F cisminin birim eleman1 olmak {izere Vu € Vi¢in 1, .u = u
dur.

Burada F cisminin elemanlarina skalerler, V kiimesinin elemanlarma da vektorler
denir.

Ornek 1.2.3. R reel sayilar kiimesi R- vektor uzayidir.
Ornek 1.2.4. R[x], R- vektdr uzayidir.
Tanim 1.2.4.

I. (C,+, ) halka,

i. (C,+, 1) Riizerinde vektor uzayi,



. A (x.y)=Ax).y=x.(L.y),Vx,ye CveVAER
ise{C,+, -, A-, 1 € R} sistemine bir R-cebir denir.
Ornek 1.25. { R, +,-, 1+, 1 € R} bir R-cebir’ dir.
Ornek 1.2.6. { R[x], +, -, A, A1 € R} bir R-cebir’ dir. Gercekten;

i. (R[x], +,") bir halkadr,

ii. (R[x],+, 1 -) bir R-vektor uzayidir,

iii. Vp(x), q(x) € R[x],VA1 € R igin

A (p(0).q(0) = (1 p(x)).q(x) = p(x). (2 q(x))
dir.
Tamm 1.25. {C,+, -, 1+, A € R} bir R-cebir ve C; c C olsun. {C; ,+, *, 1-, 1 € R} R-
cebir ise C; altkiimesine C nin R- altcebiri denir.
Onerme 1.2.1. C bir R-cebir ve {C;,T € T} C’ nin R- altcebirlerinin bir ailesi olsun. Bu
takdirde N,er C; da bir R-cebir’ dir.
Ispat: x,y € N,er C; olsun. Buradan Vr € T igin x,y € C, dur. C; , R-cebir oldugu
ici;b AER ve VT €T igin x —y, x.y,A-x € C; oldugundan, x —y € Nyer C; ,Xx.y €
Neer Cr Ve A+ x € Nyer C; dur. O halde N er C; da R-cebir’ dir. m
Not: C bir R-cebir ve S < C olsun. [S]g = Ngcc, C; ile gdsterelim. Burada V7 igin C;, C
nin R-altcebiridir. S’ yi kapsayan en az bir tane R-altcebir vardir. Bu ise C nin kendisidir.
Tanmm 1.2.6. C bir R-cebir ve S c C olsun. [S]g = C ise S’ye C’ nin lireteg kiimesi denir.
Ornek 1.2.7. C = R[x] olsun. S = {1, x} alahm. Burada 1, C’ nin birimidir.

[SIgr = {ag + a;.x + az. x> + -+ ay,.x":a; ER,i =0,1,...,n}

olup, [S]g = C dir.
Ornek 1.2.8. C = R[x] olsun. S = {x} alalim.

[STg = {a1.x + az.x®* + -+ ap.x":a; ER,i =0,1,...,n}

olup, [S]g # C’dir.



1.3. Oklid Uzay1

Bu boliimde [5] den yararlanilmistir.

Tamm 1.3.1. E, R reel sayilar cismi {lizerinde vektor uzayr olmak iizere, ¢: E X E - R

doniisiimii asagidaki aksiyomlar1 saglasin:

Vx,y € E,VA € Rigin;
Lo(x+y,2) =92+ e, 2)
i.o(d.x,y) =L o(xy)

ii. p(x,y) = o(y,x)

iv. o(x,x) >0
V.o(x,x) =0 x=0

Bu sekilde tanimlanan ¢ doniisiimiine E' de skaler (i¢) carpim denir. (E, ¢) ikilisine

de i¢ carpimli vektor uzayi denir.

Tamm 1.3.2. Sonlu boyutlu i¢ ¢arpimli vektdr uzayma Oklid uzay: denir.

Ornek 1.3.1. E=R alalm. ¢:RXxR—> R, x,y € R olmak iizere ¢(x,y) =x.y

doniisiimiinii tanimlayalim. (R, ¢) nin Oklid uzay1 oldugunu gosterelim:

dir.

Vx,y,z,A € Rigin
Lox+y,z2)=x+y)z=xz+y.z=0x,2)+ ¢y, 2)
iLepAlx,y) =Ax).y=Ay)=Leo(xy)

. o(x,y) =x.y =y.x = ¢(y,x)

iv. o(x,x) =x.x =x2>0

Vo(x,x) =0 @ox.x=0ox’=0x=0

Ornek 1.3.2. E=R? alahm. ¢:R?> X R? > R, x = (x1,%,),y = (y1,¥,) € R? olmak

lizere @(x,y) = x1.y; + x5.y, doniisiimiinii tanimlayalim. (R?,¢) nin Oklid uzay:

oldugunu gosterelim:

Vx,y,Zz€R?, e R vex = (x1,x3),y = (¥1,¥2), Z = (21, Z) igin;
Lo(x+y,z) =G +y1).z1+ (3 +y3). 2,

= (x1.21 + x3.2,) + (V1.2 + V2. Z3)

=, 2)+9,2)
i.e(Ax,y) = (Ax).y1+ (Ax).y2 = L. (x1.y1) + 4. (x2.¥,) = L. o(x,y)
il o(x,y) = x1.y1 + %2. 2 = Y1. X1 + ¥2. %2 = (¥, X)



iv. p(x,x) = x,2 +x,2 >0
V.o, x) =02 x24+x,2=0>x=x=0>x=0
x=0=2>x,=x,=0=>¢(x,x)=0
dir.
Ornek 1.33. E=R,@:R*"XR* 5> R, x = (x1,%3, ..., Xn), ¥ = (¥1,V2) e, V) € R"
olmak iizere @ (x,y) = X, x;. v; doniisiimii tanimlayalim. (R", ) Oklid uzayidir.
Not: Bu i¢ ¢arpim Oklid i¢ carpimi olarak adlandirilir ve ¢ogu kez x.y veya < x,y > ile
gosterilir.
Ornek 1.34.E =R, p:RXR - R, x,y € R olmak iizere ¢(x,y) = x2. y doniisiimiinii
tammlayalim. (R, ¢) nin Oklid uzay1 olmadigin1 gosterelim. Gergekten Vx,y, z € R igin;

px+y.2)=x+y)iz=x*z+y*z+2.xy.2

olur. Fakat i¢ ¢arpim tanimna goére ¢ (x +y,z) = x2.z + y2.z olmalhdir. Bunun i¢in
2.x.y.z =0 olmalidir. Buradan x =0 veya y = 0 veya z = 0 dir. Fakat bu sart tiim
x,v, z ler i¢in saglanmadigindan ¢ (x + v, z) # x2.z + y?.z olup, ¢ bir i¢ carpim degildir.
Dolayisiyla (R, ¢) Oklid uzay: degildir.
Tamm 1.3.3. R® Oklid uzayinda x € R" i¢in v/x.x sayisia x vektoriiniin normu denir ve
|lx|| seklinde gosterilir.
Tamm 1.3. 4. ||x|| = 1 ise x vektoriine birim vektor denir.
Tamm 1.3.5. R™ Oklid uzayinda x.y = 0 ise x ve y vektdrlerine ortogonal denir ve x 1 y
seklinde gosterilir.
Lemma 1. 3.1. R™ de tanimlanan norm asagidaki aksiyomlari saglar:

Vx € R™, VA € R" i¢in;

i [|lx]| =0

ii. [x] =0 x=0

iii. || 4. x| = 141 [|xI

iv. [[x + yll < llxIl + Iyl



1.4. Afin Uzaylar

Bu boliimde [5] den yararlanilmistir.
Tamim 1.4.1. A # @ bir kiime ve V de F cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun. Eger bir
Y:AXA—V donisimi P,Q €A noktalan i¢in (P,Q) — PQ €V seklinde
tanimlanmis ve asagidaki iki aksiyomu sagliyor ise A kiimesine V ile birlestirilmis bir afin
uzay denir.

i. VP,Q,R € Aicin PR = PQ + QR ,

ii. VP € AveVa €V igin ﬁa = & olacak bi¢cimde bir tek Q € A noktas1 vardir.

ﬁj vektoriinde P noktasina baslangi¢ noktasi ve @ noktasina u¢ noktasi denir. Diger
yandan A nin boyutu boyA = boyV olarak tanimlanir.

I. ve ii. aksiyomlarma A # @ nokta kiimesi i¢in afin aksiyomlar denir. Afin
aksiyomlara gore, (i) den A da iki nokta bir vektor belirtir. (ii) den A da belli bir P noktasi
secildiginde VQ € A noktasina bir P—Q) € V vektori karsilik gelir, yani belli bir P € A

noktasi se¢ildigi zaman
QeA—PQEV

doniisiimii birebir olur.
Ornek 1.4.1. Bir F cismi iizerindeki n- boyutlu uzay F™ olmak iizere, A = V = F™ olsun.
Bu durumda A X A — V doniisimi VP =a € F" ve VQ =B € F" i¢in PO = —a
bi¢giminde tanimlanabilir. O halde A = F™ nokta kiimesi V = F™ vektor uzay: ile
birlestirilmis bir afin uzaydir.

Ornek 1.4.1 de belirtilen A = F™ afin uzayina n- boyutlu standart afin uzay denir ve
F™ ile gosterilir. F = R ve F = C olmasi hallerinde R" ve C™" uzaylarina sirasiyla n-
boyutlu standart reel afin uzay ve n- boyutlu standart kompleks afin uzay denir.
Teorem 1.4.1. A bir V vektor uzay1 ile birlestirilmis bir afin uzay olsun. Bu durumda
asagidakiler gegerlidir:

i.PP=0€V,VPEA

ii.PQ = —QP,P,Q€A

iii. PQ = P'Q' = PP’ = Q0Q’



Ispat: i. Afin aksiyomlarinin birincisinden P = Q = R kabul edilerek

PP=PF+PP — PP=0

elde edilir.

ii. Birinci afin aksiyomda P = R almirsa PP = PQ + QP olur ki bu da (i) den

—

PP=0 oldugundan _156 + 675 =0 olup,

PG = —QF

elde edilir.

iii. Birinci afin aksiyoma gére PQ’ = PQ + QQ’ ve PQ' = PP’ + P'Q’ oldugundan

P_Q) + w = PP’ + P'Q’' olur. P—Q) = P'Q’ oldugundan son ifadeden
PP = Q0O

elde edilir.m

Tamim 1.4.2. Bir V vektor uzay ile birlesen afin uzaylardan biri A olsun. Py, Py, ..., B, € A

noktalar1 i¢in PyP; ,PyP,,... ,PyP, €V vektorlerinin sistemi V nin bir bazi ise
{Py, Py, ... ,B,} nokta (n+ 1)-lisine A afin uzaymin bir afin catis1 denir. Burada P,
noktasina c¢atinin baslangic noktas1 ve P; i = 1,2,.. ,n noktalarma da catinin birim
noktalar1 denir.

Teorem 1.4.2. Bir vektor uzayi ile birlesen afin uzaylardan biri A olsun. Belli bir Py € A
noktas1 se¢ildiginde baslangici P, olan bir afin ¢at1 vardir.

ispat: V nin bir bazi {a; , ..., @,} olsun. Her bir 1 < i < n i¢in P,P, = a; olacak sekilde
bir tek P; € A noktasinin var oldugunu aksiyom (ii) den biliyoruz. O halde {P,, Py, ... , B,}
nokta (n + 1)-lisi bir afin ¢atidir ve {a, , ... , @, } baz1 verildiginde tektir. m

Sonug: BirV vektor uzay: ile birlesen bir A afin uzay1 ve A da bir P, € A noktasi
verildiginde baslangic1 P, olan afin gat1 ile V de bir {a;, ... ,a,} baz1 birbirine karsilik

gelirler.



n-boyutlu bir V vektor uzayi ile birlesen bir A afin uzaymin afin ¢atilarindan biri
{Py, P;, ... ,B,} olsun. Bu ¢ati A da asagidaki gibi afin koordinat sistemi denen bir
koordinat sistemi belirtir.

V nin bir bazi {m , m, ,m} oldugundan VP € A igin PO—P) € V vektoriinii bu

baza gore tek tiirlii olarak asagidaki gibi ifade edebiliriz:
13()—15:2?:1(11- m; a; €F

A nin birlestigi V vektor uzay1 F cismi ilizerinde tanimlandigina gore
xtA—F,1<i<n

fonksiyonlarin1 VP € A i¢in
P—-x(P)=a;, 1<i<n,

bigiminde tanimlayalim. Boylece P € A noktasini F" standart afin uzayimin bir
(x1(P), %2(P), ..., x, (P))

elemanina karsilik tutmus oluruz; bu sirali n-liye P noktasinin koordinatlari denir.

Tersine n tane a4, a,, ..., a, € F sayilari verildiginde koordinatlar1 (a4, a,, ..., a,)

olan bir tek P € A noktas1 vardir. Gergekten;
Yiia; PP, €V

vektoriinii ele alalim. Bu halde ikinci afin aksiyomundan
PTP = Xit1 4 m

olacak bigimde bir tek P € A noktasi vardir.



Boylece xi,x5,...,x, : A — F fonksiyonlarmin bir {x;,x,,...,x,} sistemini elde

etmis oluruz. Bu sistem yardimiyla bir A IM F™ (standart afin uzay) doniisimii elde
edilmis olur. Bu fonksiyonlar sistemine A nimn bir afin koordinat sistemi denir. O halde
{x1, x5, ..., x,} afin koordinat sisteminde x;: A — F fonksiyonlar1 afin anlamda koordinat
fonksiyonlaridirlar. {x, x5, ..., x,} sistemini belirleyen {P,, P, ... , B,} afin ¢atisindaki
Py, Py, ... , P, € A noktalarindan P, baslangi¢ noktasi ve digerleri birim noktalardir.

Ornek 1.4.2. n-boyutlu bir A afin uzayinda bir afin cat1 {P,, Py, ... ,P,} ise Py, Py, ... , B,
noktalarinin ~ koordinatlann Py = (0,0, ...,0), P, = (1,0, ...,0), ..., B, = (0,0, ...,1) dir.
Buradan da P, in A da baslangi¢ noktas: ve P; nin de A da i-yinci birim nokta oldugu
goriilmektedir.

Ornek 1.4.3. n-boyutlu standart afin uzay F" de E, = (0,0, ...,0), E; = (1,0,...,0), ...,
E, = (0,0, ...,1) noktalarint alalim. { E,, Ej, ..., E,} ¢atisina standart afin ¢at1 ve bu ¢atiya
karsilik gelen afin koordinat sistemine de standart koordinat sistemi denir. Bu koordinat
sisteminde VP € F" noktasina a,, a,, ... , a, € F sayilari, P nin koordinatlar1 olarak

P = (a4, a,, ...,a,) biciminde karsilik gelir.

1.5. Afin Grup ve Afin Grubun Alt Gruplari

Bu boliimde [5] den yararlanilmistir.

Bir F cismi iizerinde tanimlanan n-boyutlu afin uzaylardan biri A olsun.
Aff(n,F) = 0t(A) ={f: f:A — A afin otomorfizm (afinite)} kiimesini ele alalim.
Aff(n,F) kimesinin otomorfizmlerin bileske islemine gore bir grup oldugu kolayca

gosterilebilir. A da bir afin koordinat sistemi tespit edilirse bu grup g € GL(n,F) ve
b € F* olmak {iizere, [‘g lﬂ € F1t! bigimindeki matrislerin grubu ile temsil edilebilir.

Tanmm 1.5.1. F cismi tizerinde n-boyutlu bir afin uzay A olsun. g € GL(n,F) ve b € F{*
olmak tizere, elemanlari [g lﬂ € F't1 olan matrisler grubuna afin grup denir ve

Aff(n, F) veya Ot(A) ile gosterilir.
Ornek 152. Aff(n,R) ={F:R" > R™ F(x) = gx+b,x € R*,3g € GL(n,R),3b €
R™ } kiimesinin fonksiyonlarin bileske islemine gore bir grup oldugunu gosterelim.

F,, F, € Aff(n, R) olsun. Buradan 3g,, g, € GL(n,R), 3b;, b, € R" i¢gin
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Fi(x)=g1x+ by, Fy(x) =g,x+b,, Vx ER"
dir.
(FioF)(x) = F1(F2(x)) = F1(g2x + by) = g1(g2x + by) + by
= 91(g2%) + by + by
= (9192)x + g1b, + by
olup g,9, € GL(n,R) ve g,b, + by € R" oldugundan F; o F, € Aff(n,R) dir. Grup
aksiyomlarinin saglandiginin gosterimi:
i. F,F,,F;€Aff(n,R) olsun.3g4,92, 95 € GL(n,R), 3by, by, b3 €ER™ igin
Fi(x) = g1x + by , F,(x) = g,x + by , F3(x) = gsx + b3, Vx € R™ dir. Vx € R" i¢in:

[(Fy 0 F) 0 F5](x) = (Fy o F)(F3(x)) = (Fy © Fo)(gax + by)
= (9192)(g3x + b3) + g1b, + by
= (9192)(g3%) + (9192)b3 + g1b2 + by
= (91(9293))x + 91(g2b3) + g1b2 + by
= 91((9293)x + (g2b3) + b3) + by
= F1((9293)x + (g2b3) + by) = Fi(F,(F3(x)))
= F1((Fz © F3)x) = [Fy o (Fz © F3)](x)

elde edilir. Buradan (F; o F,) o F3 = F; o (F, o F3) tiir.

ii. g=1€GL(n,R) ve b=0€R" olarak alinirsa E(x) =x, E € Aff(n,R)
eleman1 VF € Aff(n,R) i¢in F o E = E o F = F kosulunu saglar.

iii. F € Aff(n,R) olsun. 3g € GL(n,R) , b € R" igin F(x) = gx + b dir.
g € GL(n,R) oldugundan g~ € GL(n,R) dir. g~tb € R dir.

F7(x) =g7'x —g~'b € Aff(n,R)
elemanini g6z oniine alalim. Vx € R" i¢in;

(FoF M) =F(F'(x))=F(g™'x—g~'b) = g(g"'x —g~'b) + b
=g(@'x)—g(g™'b) +b
= (g9 D) —(gg )b +b
=ex—eb+b=x—-b+b=x=E()
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oldugundan F o F~1 = E dir. Benzer sekilde F~1o F = E oldugu goriiliir. Dolayisiyla
F~1, F nin tersidir. Af f (n, R) bir gruptur.
Ornek 151 GL(n,R) ={g=(a;) :detg#0, i,j =12,..,n ,a;; € R} kiimesi
matrislerin garpimina gore bir gruptur. Bu gruba genel lineer grup denir.

91 = (a;), 92 = (bjx) € GL(,R) olsun. g;.9, = (a;;)- (bjx) = (Z;Ll aj-bji)
olup X7 ai.bjx ER (i,k=1,..,n) dir. Ayrica det(g;.g,) = detg,.detg, dir.
detg, # 0 ve detg, # 0 oldugundan det(g,.g,) # 0 olup g,.g, € GL(n, R) elde edilir.

1 0 .. 0 1 0 .. 0

01 o oqz0opr=(2 1 = leGLmnR) ve I bu grubun biri
] pIl=|, . % ]€GL(MR) ve I bu grubun birim
0 .. 0 1 0 .. 0 1

elemanidir. g € GL(n, R) olsun. detg # 0 oldugundan g~—! mevcuttur.

Ornek 1.5.2. SAff(n,R) ={F:R* > R": F(x) = gx + b, x € R*,3g € SL(n,R),b €
R"} kiimesi de fonksiyonlarin bileske islemine gore bir gruptur. Bu gruba 6zel afin grup
denir. Burada SL(n,R) ={g = (a;;):detg =1,i,j =1,2,..,n,a;; € R} matrislerin
carpimina gore bir gruptur.

1.6. Diferansiyel Halka, Diferansiyel R-Cebir ve Diferansiyel Cisim

Bu boliimde [15] den yararlanilmistir.

Tanmm 1.6.1. (H, +,") bir halkave d: H — H, d(a) = da olmak {izere
i.d(a+b)=da+db
ii.d(a.b) =da.b+a.db

ise H ye bir diferansiyel halka denir.

Ornek 1.6.1. R[x] bir diferansiyel halkadir.

Not: Diferansiyel cisim tanim1 da benzer sekilde verilebilir.

Tanmim 1.6.2. {C,+,,1-,1 € R} R-cebirve d:C — C, d(a) = da fonksiyonu i¢in
i.d(a+b)=da+db
ii.d(a.b) =da.b+a.db
iii. d(Aa) = A.da

ise {C, +,-, 1 -, da} sistemine diferansiyel R-cebir denir.

Ornek 1.6.2. R[x], x bilinmeyenli reel katsayili polinomlar diferansiyel R-cebirini ele

alalm. p(x) € R[x] i¢in p(x) = ag + a;x + a,x% + -+ + a,x™ olarak verilsin.
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p'(x) = a; + 2a,x + -+ + na,x" ! seklindeki tiirev istenen dzellikleri saglar.
g

p(x) =X oaixt ,q(x) = Xty bix/ € R[x] ve 1 € R olsun.

L d(p() +q00) = AR " (ar + b)) = TR d (@ + b)) =
Siso " (d(axk) + d(bexk)) = TRt d(ax) + B d(bed®) =

d (ZRa ™™ apxk) + d (Sreg™™ b)) = d(p(e) + d(g(x)

i. d(p(x).q(x)) = dp(x).q(x) + p(x).dq(x)
p(x).q(x) = XL o X7, asbix’ x7
d(p(0).q(x0) = d(Tio TTho aibjx' x7)

Lo X o d(abjxt x7)

= Yizo )= 0abd(x x))
Lo XTho abi[dx'.x! + x'. dx’]
02] Oabdx x/ + 3 021 Oabx dx’

= (I aidx?). (X bjx)) + (o aixt). (Mo bydx)
= d(Zoaixt). (ZMo bix)) + (T aix?). d(ZTo bix')
= dp(x).q(x) + p(x).dq(x)

iii. d(Ap(x)) = d(A X g aixt) = (T A aixt)
=Yl od(Aaix) = YA d(axt) = A (X d( ax?))
= 1(d(Zeax)) = A.dp(x)

R[x] bir diferansiyel R-cebirdir.
Ornek 1.6.3. K = C*(0,1) birimli R-cebir ve cismini alalim. d: K — K olmak iizere
df (x) ile f(x) in analizdeki tiirevini alalim. Vf, g € K igin;

i.d(f(t) +g@®) =df(®) +dg(t), vt € (0,1)

ii. d(£(6).g(®) =df (). g®) + f(£).dg(t),vt € (0,1)

iii. d(Af(t)) = A.df(t),vt € (0,1),VAER

f® _ dF .90 .ag(t)
Iv. d( (t)) (9()? 'g(t) 0, Vte (0,1)
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ile (K, d) bir diferansiyel cisimdir.

Onerme 1.6.1. K bir diferansiyel R-cebir olsun. 0 # e € K, K nin birim eleman1 olmak
tizere e’ = 0 dur.

Ispat: a € K i¢in a’ = (a.e) = a’.e + a.e’ dir. Buradan a’ + a.e’ = a’ olur. Bundan
dolayr a.e’ = 0 dir. Ozel olarak a = e olarak alirsak e.e’ = 0 olur. e # 0 icin e’ = 0
olmak zorundadir.m

Onerme 1.6.2. K bir diferansiyel R-cebir olmak iizere regiiler x € K elemam icin
(x™1) = —x"Lx'.x"1dir.

1

Ispat: x.x~' = e dir. Her iki tarafin tiirevini alirsak (x.x~1)’ = e’ = 0 dur. Buradan;

xX'.xt+x.(x) =0
x.(x71)' = —x'.x7?
™ =x"1(—x".x™Y

!

elde edilir. K, R-cebir oldugundan dolay1 (x™1)" = —x~1.x'".x~ ! elde edilir.m

1.7. Kiime Uzerinde Grup Hareketi

Bu boliimde [15] den yararlanilmistir.
Tammm 1.7.1. G bir grup ve K bir kiime olsun. ¢: G X K = K doniisiimii verilsin. g €
G,x € K igin ¢(g, x) = g.x seklinde gosterelim. Vg,, g, € G ,Vx € K i¢in;

I (g1-92)-x = g1-(g2-%)

ii. e , G’nin birimi olmak tlizere, e . x = x
kosullar1 saglaniyorsa, ¢’ye G’nin K tizerindeki hareketi (etkisi) denir. G’nin K {lizerindeki
hareketi G: K seklinde gosterilir.
Ornek 1.7.1. GL(n, R) grubunun R" iizerindeki hareketi

g1 - Yin X1
g=| i ™ ) EGL(n,R)vex = : ) € R" olmak iizere

Ini o YInn Xn

911 - YG1in X1 g11%1 + =+ GinXn
In1 - YGnn Xn In1X1 T+ GnnXn



14

olarak verilir. Gergekten; Vg, h € GL(n, R) ve x € R" igin;

9g11 v Jin hll hln X1
i.(g-h).x = < )( ) <>
In1 - YGnn hnl hnn Xn
(gll.hll Tt i e Grhan 0t G h"n) (X1)
Ini1- h11 + et Inn- hnl w Yni1- hln + ot Inn- hnn Xn
<(911-h11 + -+ Ggin-hn1).-xg + -+ (11 hap + - + gln-hnn)-xn>

(.gnl- h11 + -+ Gnn- hnl)-xl + et (gnl- hln + -+ nn- hnn)-xn
g11(hyg.xq + -+ hypoxp) + -+ gine (hpg-xg + -+ hppe xp) )

Ini- (hll-xl + et hln-xn) + o+ Inne (hnl-xl + et hnn-xn)
g}n) <(h11.x1 +"'+h1n.xn)>
Inn (hp1.-xq + ==+ hypp.xy)

911

In1

g1 - Yin hiy .« hip X1

: g ) ( : : ><> = g.(h.x)
In1 - YInn hnl hnn Xn

[
[
[

1 0 0 X
i, [ = O 1 g 0 € GL(n, R)birim elemanim alalim. Vx = ( : ) € R™ i¢in;
0 .. 0 1 *n
10 .. 0 X1 1.x; +--+0.x, X1
I — O 1 es : . — H — .
x=1 T ol )= : =
O O 1 xn 0.x1 + + 1.xn xn

olacagindan, I.x = x elde edilir.

1.8. G-Denklik ve G-invaryant Fonksiyonlar

Bu boliimde [15] den yararlanilmistir.

Tanmm 1.8.1. G bir grup olmak iizere, G’nin X kiimesi lizerindeki etkisi verilsin. x,y € X
olmak iizere, 3g € G i¢in y = g.x ise x ve y’ye G-denktir denir ve bu durum x ¢y

seklinde gosterilir.
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Onerme 1.8.1. G grubunun bir X kiimesi iizerindeki etkisi verilsin. Bu takdirde Vx,y € X
i¢in x ¢ y bir denklik bagintisidir.
Ispat: ““~ “ bagmntisinin denklik bagmtis1 oldugunu gostermek icin yansima, simetri ve
gecisme Ozelliklerini sagladigini géstermeliyiz.

i.x € Xolsun. g = e € G alalm. x = g.x = e.x = x olup, x ¢ x dir.

ii. x,y € Xolsun.x &y = 3g € G dyleki y = g.x dir. Burada esitligin her iki tarafi
soldan g~ € G ile carpilirsa

y=gx=>gly=glgx=gly=ex=x

olup, y ¢ x’ dir.

iii. x,y,ze Xvex ¢y ,y%zolsun.

x %y veySz oldugundan 3g,, g, € G dyleki y = g;.x ve z = g,.y dir. Buradan
zZ=05.Y =02 (g1.x) = (g2.91).-x olupz = (g,.91).x elde edilir. Ayrica g,.g, €G
oldugu igin x ¢ z dir. m
Tammm 1.8.2 {x,,t €T} ve {y;,7r € T} iki vektor ailesi olsun. 3g € G olmak {izere
y; = g.%;, VT € T ise bu vektdr ailelerine G-denktir denir. Iki vektor ailesinin denkligi
{x;, T €T} {y,,T € T} ile gosterilir.

Onerme 1.8.2: {x,7€T} ve {y,t€T} iki vektor ailesi olsun. Bu takdirde
{x;, T € T} ¢ {y,; , T € T} bir denklik bagintisidir.

Ispat: ““~ ** bagmtisinin denklik bagintis1 oldugunu gostermek icin yansima, simetri ve
gecisme Ozelliklerini sagladigini gostermeliyiz.

i. VTE€T igin {x;,T€T}S{x,, T €T} oldugunu gosterelim. Vt €T, Vx, € X
g =e € G alalm. x, = g.x; = e.x; = x; olup, {x,,7 € T}¢ {x,, T € T} dir.

i. {x,T€T}¢{y,,T€T}={y,,TET} {x,,T €T} oldugunu gosterelim.
X, Vr € X alalm. x,¢y, = 3g € G dyle ki VT € T icin y, = g.x, dir. Buradan esitligin
her iki tarafi g~! € G ile garpilirsa

Ve=9% =9 "y, =@ ".9)x

-1 — —
=g Yr=e.Xx;=X;

olup, {y,,t € T} ¢ {x,, 7 € T} dir. Tersi de benzer sekilde yapilir.
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iiifx,, T€T}{y,,t€T}ve{y,, T€T} {2z, ,TE€T}ise {x, T €T} {z,, T €T}
oldugunu gosterelim.
vt €T i¢in 3g4,9, € G Oyle ki y, = g;.x; Ve z; = g,.y, dir. Buradan vVt € T igin
Z; = (gs. 91). x; elde edilir. g,. g; € G oldugundan {x, ,T € T}¢ {z,,7 € T} dir.m
Tamm 1.8.3. Bir G grubunun bir X kiimesi tlizerindeki etkisi verilsin ve x € X olsun.
G(x) = {g.x : g € G} kiimesine x noktasinin G-yoriingesi denir.
Ornek 1.8.1. G = 0(1) = {—1,1} ve X = R alalim. Bir x € R noktasinin 0 (1)-yériingesi
0(1)(x) = {*x : x € R} seklindedir.

cosa Sina

Ornek 1.82. G = {(—sina cosa

) ta € [0,271]} ve X = R? alalim. x € R? noktasinin

G-yoriingesi

GC) ={y eR?: [ly Il = llxI}

dir.
Tamm 1.8.3. Bir G grubunun X kiimesi tizerindeki etkisini alalim. f: X — R olmak iizere
Vg € G igin f(g.x) = f(x),Vx € X ise f reel fonksiyonuna G -invaryant denir.

Tim G-invaryant polinomlarin kiimesi R[x]® ve tim G-invaryant rasyonel
fonksiyonlar kiimesi ise R(x)® seklinde gosterilir.
Ornek 1.8.3. G = 0(n) olsun. 0(n) grubunun R" iizerindeki etkisini alalim. x € R"
olmak tizere, f(x) =< x,x > almirsa bu O(n)-invaryanttir. Gergekten, Vg € 0(n) igin;
flg.x) =<g.x,g.x >=<x,x >= f(x) olur.
Onerme 1.8.3. x ¢ y olsun. Bu takdirde Vf € R[x]¢ igin f(x) = f(y)’dir.
Ispat: x ¢ y oldugundan 3g € G igin y = g.x dir. Keyfi bir f G -invaryant polinomu igin
f) = f(g.x) = f(x) oldugundan f(x) = f(y)’dir. m
Ornek 1.8.4. 0(n) grubunun R™ iizerindeki etkisini alalim.

X11 Xn1
X, = < : ),...,xn = ( : ) € R™ olmak tizere |[[x;..x,]| =

X1n

X117 Xna

Xnn Xin " Xnn

icin f(xq, ..., %) = |[%1 ... x,]| alinirsa, bu O (n)-invaryanttir. Gergekten, Vg € O(n) igin;

f(gx1, ., gxn) = |[g%1 . gxnll = |detgl. [xy . xp] = [x1 o xn] = (1, 000, X5)
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elde edilir.
Onerme 1.8.4. R[x]%, R[x] polinomlar R-cebirinin birimli R-altcebiridir.
Ispat: V£, f, € R[x]¢ olsun. Vx € R, Vg € G igin;
i (fs + £2)(g.x) = f1(g. %) + f2(g.x)
= f1(x) + f2(x)
=i+
il (f1-f2)(g.%) = fi(g.%). f2(g-%)
= f1(x). f2(x)
= (fi-f2)(®)
iii. 4 € R olmak tizere, (4. f1)(g.x) = A. f1(g.x) = A fi(x) = (A f1) (%)

iv. 1(x) = 1 € R birim elemant igin,

(1f)(g.x) = 1(g.x). f1(g.x) = 1. f1(x) = f1(x)

olup, fi + fo, fi-f2» A* f1, 1 € R[x]¢ dir. Yani R[x]%, R[x] in birimli R-altcebiridir.m
Tammm 1.8.4. H grubunun X kiimesi tizerindeki etkisini alalim. f,X kiimesi {izerinde
taniml1 bir fonksiyon olsun. 3A(h) (h € H) fonksiyonu igin f(h.x) = A(h).f(x), Vh € H
Vx € X ise f’ye nispi invaryant denir. Bu A(h) fonksiyonuna ise f’nin ¢arpani denir.
Onerme 1.8.5. x € X ve hy, h, € H olmak iizere f, A carpanina sahip en az bir noktada

sifirdan farkli bir nispi invaryant fonksiyon olsun. Bu takdirde

A(hrhz) = A(’h)-l(hz)
dir.
ispat: f((hl.hz).x) = f(hl. (hz.x)) = A(hy). f(hy.x) = A(hy). A(hy). f(x)

f((h1-h2)-x) = A(hy. hy). f(x)
olup, her iki tarafin esitliginden A(h,. h,) = A(h,y).A(h,) elde edilir. m
Ornek 1.85. H = 0(n) Ve xq, ..., x, € R™ olsun. O(n) nin R™ iizerindeki etkisi Ornek

1.8.4 deki gibi olmak tizere f (x4, ..., X,) = [X1X3 ... X, ] polinomunu alahm. Vg € H igin;

f(g.xq, ., 9. %) =[9-%1 g- x5 ... g. x| = detg.[x1x5 ... X5 ]
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olup, A(g) =detg olur. det(g;.g,) = detg,;.detg, oldugundan determinant O(n)
grubuna gore nispi invaryanttir.

Onerme 1.8.6. H ¢ GL(n,R) alt grubunun R™ iizerinde etkisi verilsin. f € R(x)” olmak

tizere f(x) = % ,Q(x) # 0 olacak sekilde ¢arpanlari esit olan iki nispi H-invaryant

polinomun boliimii seklinde yazilabilir.

ispat: Keyfi f € R(x), f(x) = % ,Q(x) # 0 seklinde yazilabilir. P(x) ve Q(x) in en

biiyiik ortak boleni 1 olarak alinabilir. Eger en biiyiik ortak bolen 1 degilse, en biiyiik ortak
bolene boldiigiimiizde bu polinomlar aralarinda asal olur.

f, H-invaryant oldugundan Vh € H igin f(h.x) = f(x) dir. Buradan;

P(hx) _ P(x) _

o = f)

Q(hx)  Qx)

flh.x) =

olur. Igler diglar carpimi yapilirsa P(h.x).Q(x) = P(x).Q(h.x) elde edilir. P(x) ve

Q(x)’i aralarinda asal alabilirizz. Bu durumda P(h.x) = % olacagindan

Q(h.x),Q(x)’e boliinecektir. Yani J¢@(x, h) polinomu ig¢in Q(h.x) = @(x, h).Q(x)
olacaktir. Polinomlarin esitliginden her iki tarafin derecesi esit olmalidir. Bu durumda
@(x,h) polinomu sadece h’ye bagli olmalidir. O halde Q(h.x) = ¢@(h).Q(x)’dir. Bu
esitligi yukarida yerine yazarsak;

P(x).Q(h. P().9(h).Q
P(h.x) = ZEZOD - TR — (k). p(x)

olacaktir. m

Onerme 1.8.7. R’de yukaridaki teoremdeki ¢(h) polinomu 3r € N* icin ¢(h) = h"
bi¢imindedir.

Ispat: ¢@(h), r dereceli bir polinom olsun. O halde ¢(h) =a, +a;.h* + -+ a,.h"

bi¢imindedir.

k) =ay+a.kt+-+a. k"
o(h.k) =ag+ a;. (h.k)* + -+ a,.(h.k)"
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olur. ¢ (h.k) = @(h).p(k) oldugundan bunlar1 yerine yazarsak;

o(h.k) = (ag+a;.ht + -+ a,..h").(ay + a. kt + -+ a,. k")

= a02 +ag.a;.h+ag.a.k+ -+ arZ_hr_kr

elde edilir. Her iki tarafin esitliginden a;2 = a;,i # j icin a;.a;=01ij=01..7 elde
edilir. r icin de a,? = a, dir. Buradan a, = 0 veya a, = 1’dir. Polinomun derecesi r
oldugundan a, # 0 dir. Yani a, = 1 dir.a;.a, =0,i =0,1,...,r — 1 oldugundan Vi i¢in
a; = 0 olmalidir. Buradan ¢@(h) = a,.h” bi¢imindedir. a, = 1 oldugundan @(h) = h"
oldugu elde edilir.m

Onerme 1.8.8. g € 0(n) olmak iizere A(g) bir rasyonel fonksiyon ve Vg;, g, € 0(n) igin
A(g1-95) = A(g1).A(g,) olsun. Bu takdirde 3k € Z i¢in A(g) = (det g)* dur.

ispat: [3] m



2. YAPILAN CALISMALAR
2.1. R?'de Afin Egriler ve Bir Afin Egrinin Uzunlugu

Bu béliimde [16, 18] den yararlanilmistir.
Tamm 2.1.1 I = (a,b),R’nin bir agik araligs olsun. x: 1 — R? C*®- déniisiimiine R? de
bir I -yol denir.
Tamm 2.1.2. R? de x(t) I;-yol ve y(r) I,-yol olsun. Eger @:I, —> I, ¢'(r) > 0ve
Vr €, i¢in y(r) = x(¢(r)) olacak sekilde ¢ C*-difeomorfizmi mevcut ise x ve
y yollarina D-denktir denir ve x 2 y ile gosterilir.

R? de D-denk yollarin smifina R? de bir egri denir. Bir egriyi « ile gdsterelim. x € a
yoluna a egrisinin bir parametrizasyonu denir.
Ornek 2.1.1. I; = (4,) ve I, = (2,) olsun. x(t) = (Vt,t) I;-yol ve y(r) = (r,12) I,-

yololsun. @:I, » I; , @(r) = r? olmak iizere

x(pM) =x(? = (r,r*) = y()

dir. Buradan x 2 yelde edilir.
Tamm 2.1.3.x vey, R? de iki I-yol olsun. Eger 3F € Aff(2,R) dyleki y(t) = Fx(t)
ise x ve y yollarina Aff (2, R) denktir denir ve x 47 2R y seklinde yazilir.

a = {h; : T € ®} R? de bir egri olsun. Burada h;, @ nin bir parametrizasyonudur.
VF € Aff(2,R) i¢in Fa = {Fh, : 7 € ® } R? de bir egridir.
Ornek 2.1.2. I = (—oo,00) olsun. x(t) = (t,t?) vey(t) = (t + 2t> —1,—t> +3) I-

yollarini g6z oniine alalim. g = ((1) _21) veb = (_31) i¢cin

y(@©) =F(x@®) =F(,t3) = (t+2t*—1,-t>+3), t €]

oldugundan x(t) A//2R) y(t) dir.
Tamm 2.1.4. a ve B,R? de iki egri olsun. Eger 3F € Aff(2,R) dyleki B = Fa ise a
ve [ egrilerine Af f (2, R)-denk denir.
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x(t), R? bir I-yol ve [x'(t) x""(t)] x'(t) ve x"(t) vektdrlerinin bilesenlerinden
olusturulan determinant olsun.
Tamm 2.1.5. x(t), R? de bir I-yol olsun. Eger Vt € I igin [x'(t) x" (t)] # 0 ve
3[x' (1) x“ ()] [x' () x” (O] + 12[x" (1) x"(O][x” () x" ()] = 5[x'(£) x"(£)]* # 0
ise x(t) yoluna afin regiiler denir.

Bir egri regiiler bir yol igeriyorsa regiilerdir.

x:1 > R? bir I-yol, I = (a,b), p,q € I olsun. x(p) ve x(q) arasindaki yay
uzunlugu

1
2

3[xl x(w)][ xr xn] + 12[xlxn] [xllxlll] _ S[XIxIII]Z dt

3[xlxll]2

L(pq) = f:

olarak verilir [18].

l,(a,q) =liml.(p,q), L,(p,b) = lirrlg l,(p,q) olmak iizere x yolunun uzunlugu
p—)a q—)

L(x) = L.(a,q) + L.(p,b) — L,(p, q) olarak tanimlanir. Burada dort durum miimkiinddir:

. 1x(a,q) <oo,l(p,b) < oo

ii. ly(a,q) < 0,1 (p,b) =

iii. [,(a,q) = »,l,(p,b) <

iv. ly(a,q) = 0, (p,b) =

(i) durumunda x yoluna sonlu afin tipli, (ii), (iii), (iv) durumlarina da sirasiyla (0, o)
(—=00,0), (—o0, o) afin tipli denir. Bir x yolunun afin tipini T'(x) ile gosterecegiz.

Ornek 2.1.3. x: (0,7) —» R?, x(t) = (cost, sint) yolunu goz oniine alalim.

L(p,q) = [{13[dt

= [/ \3dt =3(q - p)

L(0,9) = limV/3(q = p) =V3q
L(p,m) = limV3(q —p) = V3w~ V3p

l=1/(aq)+ L(b)—1:(p,q)
l =+3q+3m—V3p—+3(q—p)=V3n
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olup x sonlu afin tiplidir.
Not: Ornek 2.1.3 te p = 0,q = oo almirsa (0, 0)-tipli, p = —o0,q = 0 almirsa (—oo,0)
tiplive p = —o0,q = oo alinirsa (—oo, o) tipli egri elde edilir.
Onerme 2.1.1i. x4 T2R) y ise T(x) = T(y) dir.

ii. @ bir egri x,y € a olsun. Bu takdirde T (x) = T(y) dir.
Ispat: i. xsonlu tipli olsun.x 47/@Ry oldugundan 3IF € Aff(2,R) oyleki
3gGL(2,R),3b € R? igin

y(t) =Fx(t) =gx(t) +b
dir. Buradan

y'(t) = gx'(t),y"(t) = gx" (£), .., y™ = gx™ ,n €N
oldugundan

ly(a,q) = Il)l_@ L,(p,q)

1
_ q 3[3/" y(w)][ y' y”]+12[ylyll][yllylll]_s[ylylll]z 2 d
- lmf 1, 1172 t
p-a”P 3ly'y"]
1
. ql3 gxl gx(w) gxl gx" +12 gx'gx” gx"gx"’ —5[gx'gx"’]2 2
- lmf [T t
p—a”Db 3[gx'gx"]
1
. 3 1 .,.(w) [} +12 1.0 . rr _5 1, 111722
_ fim [ PN el sl R
p-a”P 3[x'x""]
=l (a,q) < »

olur. Benzer sekilde l,,(p,b) = l,(p,b) < oo oldugu goriiliir. Béylece y sonlu tiplidir,
yani T(x) = T (y) dir. Diger tipler i¢in de benzer ispat yapilabilir.
ii.x,y € a olsun. O halde bir ¢:(c,d) - (a,b),e'(r) > 0,C*-difeomorfizmi

mevcuttur 6yle ki Vr € (c,d) igin y(r) = x(<p(r)) dir. x sonlu tipli olsun.p,q € (c,d)

1
y' @)y O] ¥ @) y" O] +12[y' @)y" ][y @)y )] -5y 1)y ()] Ed
r
3[y' My (r))?

icin 1, (7,q) = 7 [2

olmak tzere
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ly(c' C_I) = limﬁ—w ly (ﬁ' C_I)

1
— lim ff_l 3[y' ) yW ][ ' @) " )]+ 12[y )y O][y" )y ()] -5y )y (1)]? Edr
p—c “P 3[y'(My'" (1)]?
1
3[(x(9)) (@)@ ][(x(0)) Ce (@) ]+12[(x(0))' (x (@) ][ Cx (D) (x(0))""] |2
o —5[(x(@)) (o))
= lim [* d
S I3 3[(x(9)) (X (@) T2 r
5 1
o0 s |3l (@) x® (@] x () X" ()] +12]x (9)x" (@)][x"" (0)x""! ()] -5[x" (@)x"" ()] |?
= lim [5 9’ 30 (@) ()2 dr
p(r) =t, ¢'(r)dr = dt doniisimii yapilirsa
1
o (@) 3 xl x(w) xl xu + 12 xlxn xnxul _ 5 xlxlll 212
l,(c,q) = lim [ It | [ — 2][ =51 ] dt
o@)~ao(F) 3[x"x"]

=lim L(e(P), (@) = L(a, (@)
p(p)—a
dir. Benzer sekilde 1, (p, d)=1,(¢(p), b) dir. Boylece

ly(c,q) = L(a,¢(@) <o, L,(p,d) = L(p(P),b) <

olup y sonlu afin tiplidir. Yani, T(x) = T(y) dir. Diger tipler i¢in de benzer sekilde ispat
yapilir.m

x € a yolunun afin tipine a egrisinin afin tipi denir ve T(a) ile gosterilir. Onerme
2.1.1. e gore T (a), a egrisinin afin invaryantidir.

x(t), R? de regiiler bir yol olsun. Her bir afin tip i¢in afin yay uzunlugu fonksiyonu
S, (t) asagidaki gibi tamimlanir. Sonlu afin tipi ve T(x) = (0, ) i¢in s,(t) = l,(a,t),
T(x) = (—,0) i¢in s, (t) = =l (a,t) dir. T(x) = (—o0, 00) tipi i¢in R nin her I = (a, b)
araliginda bir a; € I, I = (—o0,00) igin a; = 0 olsun. Bu durumda s,(t) = I,.(a,, t) dir
[16].

Her t € I i¢in s,'(t) > 0 oldugundan s,(t) nin ters fonksiyonu mevcuttur. Bu ters
fonksiyonu t,(s) ile gosterecegiz. t,(s) nin tanim kiimesi T(x) dir. Her s € T(x) igin
ty(s) > 0 dur.
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Onerme 2.1.2. I = (a,b) , ] = (c,d) ve x, R? de regiiler bir I-yol olsun. Bu takdirde;
i. Her F € Aff (2, R) igin Sp,(t) = s, (1), tpy(s) = t,(s) dir.

i Sy (1) = 52(@(r)) + 5o Ve @ (tx(p)(5 + 50)) = tx(s) esitliKleri @:] > I yle
Kivr € ] igin ¢'(r) > 0 C*-difeomorfizmi i¢in saglanir, burada T'(x) # (—o0, +) i¢in
So =0,T(x) = (—00,+00) igin 5 = lx(go(a]),a,) dir.

Ispat: i. T(x) = (0, ) olsun. s,(t) = L.(a,t) = éL_T)Zl L.(p, t) idi. Buradan

SFx(t) = lFx(ar t)
1
3[(gx+b) (gx+b) ]| [(gx+b)' (gx+b)"|+12[(gx+b) (gx+b)"'|[(gx+D)"' (gx+b)""'] 12
—5[(gx+b)'(gx+b)’”]2

; t
% él_r)g fp 3[(gx+b)' (gx+b)"']? &

1
III]Z 2

dt

t |3[gx’ gx][gx’ gx'"|+12[gx" gx"'|[gx" gx""']-5[gx’ gx
p—-a “D 3[gx'gx'"]?

1

2

dt

t (detg)z.{B[x'x(W)][x’x”]+12[x'x”][x”x”’]—s[x’x”’]z}
p—-a “D (detg)?.3[x'x""]?

t 3[x’x(”’)][x’x”]+12[x’x”][x”x”’]—S[x’x”’]2

p—a P 3[x'x'")?

1
2
dt

=liml.(p,t)
p-a

=l(a,t)
= Sx(t)

elde edilir.

sx(tx (s)) = s Ve ty(s,(t)) = t oldugunu biliyoruz. Dolaysiyla
SFx(tFx(S)) =sve tFx(SFx(t)) =t
olur.

trx(Sec(D) = tr(s, (1)) = ¢
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olup, ters fonksiyonun tekliginden tg,(s) = t,(s) elde edilir. Diger tipler de benzer
sekilde gosterilir.
ii. T(x) = (—o0, +) olsun.

1
3(x(9)) (@) @ |[x (@) (@) J+12[ (x(9)) (x(9) " |[(x (D) (x(0)) ]2
~5[(x(9)) (x(9))"""1?

r
_ d
Sx(¢) (r) fa] 3[(x(@))! (x(@))'']? '

= L (0(e)).0()
= L(an, o)) + lx(‘p(a])'al)

elde edilir. Bdylece Sy () (1) = s, (@(1)) + 5o, burada sy = L(¢(a), a;) dur.

sx(tx(s)) =sve tx(sx(t)) = t oldugunu biliyoruz. Buradan

sep (@) =7

olur. O halde

Sy <<p (tx(q,)(r))) +sp=r1

ve

Sx (fp (tx(q))(T))) =T-59

elde edilir. Her iki tarafin t, altindaki goriintiisiinii alirsak

@ (tx((p)(T)) = x(T - SO)

bulunur. T — sy, = s dersek,

@ (tx((p)(s + 50)) = tx(s)
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elde edilir. T(x) # (—o0,+0) igin s, = 0 dir.m
Uyar: a regiiler bir egri ve x € a olsun. x(t,(s)) a nn bir parametrizasyonudur.
Tamm 2.1.6. Regiiler bir a egrisinin x(t,(s)) parametrizasyonuna a nin invaryant
parametrizasyonu denir. @ nin tiim invaryant parametrizasyonlarinin kiimesi &, ile
gosterilir.
Onerme 2.1.3. « regiiler bir egri, x € a bir I-yol, I = T(a) olmak iizere asagidaki sartlar
denktir:

I. x, @’nin invaryant parametrizasyonudur.

ii. Vs € T(a) i¢in

3[x" () xW()][ x'(s) %" ()] +12[x ()x"" ()][x" ()x""" (5)]-5[x" (s)x""" (5)]2 2 )
= 1dir.
3[x"(s)x""($)]?
iii. Vs € T(a) igin s, (s) = s dir.
Ispat: i)=ii) x € @, olsun. 3y € a oyleki x(s) =y (ty(s)) dir. Onerme 2.1.2. ye gore

Se(s) = sy(ty)(s) + 59 = 5 + 5o dir. Burada s, Onerme 2.1.2. deki gibidir. s,, s ye bagh

olmadigindan,
1
, 3[x" () xW (][ %' (s) %" ()] +12[x ()x"" ()][x" ()x""" ()] -5[x" (s)x""" ()12 |2
sx(s) = 3[x' (s)x""(s)]? =1
olur.
Boylece her s € T(«) igin,
3[x" () xW ()][ ' (s) %" ()] +12[x ()x"" ()] [x" ()x""" ()] -5[x" ()x""" (5)]? 2 _1
3[x’ (s)x"" (s)]2 B
dir.
if) =iii) s,.(t) nin tanimindan, (0, o) afin tipi igin
Sx(s) = lx(ar 5)
1
s |3[x' () xW()][ x'(s) x" ()] +12[x" (s)x" ()][x" ()x""" (s)]-5[x" (s)x"" (5)]? 2

=lm|, 3 (2 (D)2 ds
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=pg;nf:ds = Il)i_r)g(s—p) =s—a
elde edilir. a = 0 iken s,.(s) = s dir. Diger tipler i¢in de benzer sekilde ispat yapilir.
iii)=1) s,(s) = s esitligi t,(s) = s anlamma gelir. Boylece, x(s) = x(t,(s)) € &,
dir.m
Onerme 2.1.4. « regiiler bir egri ve T(a) # (—, +) olsun. Bu takdirde a nin bir tek
invaryant parametrizasyonu vardir.
Ispat: x,y € ®,, x bir I; -yol ve y bir I, -yol olsun. Oyleyse ¢@: I, = I, ¢'(r) > 0 olacak
sekilde bir C®-difeomorfizmi mevcuttur ve vr € I, icin y(r) = x(¢(r)) dir. Onerme

2.1.2.denve T(a) # (—o0,+0) i¢in,

¥ (6) = (¢ (txp®)) = 2(t5)

elde edilir.m

Onerme 2.1.5. a regiiler bir egri, T(a) = (—o0, +0) ve x € @, olsun. Bu takdirde
Dy ={y: y(s) =x(s+5), s € (—o0,+)}

dur. Ozellikle @, kiimesi sayilamazdir.

Ispat: x,y € @, olsun. Oyleyse 3h, k € a dyleki x(s) = h(th(s)), y(s) = k(tk(s)) dir.
Burada h bir I;-yol ve k bir I,-yoldur. h, k € a oldugundan 3 ¢: I, = I; 6yle ki ¢'(r) > 0
ve Vr € I, igin k(r) = h(@(r)) dir. Onerme 2.1.2. den

y(5) = k(t(5)) = 1 (9 (1)) ) = htas = 50)) = x(5 = 50)

bulunur.
X E Dy, s' € (—0,+0) ve z(s) = x(s + s") € @, olsun. Onerme 2.1.3. den

Vs € T(a) igin.

3[x" () xW (][ %" (s) x"' (8)]+12[x" ($)x" ()][x" (s)x""" ()] -5[x" (s)x""" (5)]? z — 1
3[x' (9)x" ()]? -
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dir. s’ € (—o0,+) i¢in s + s" € (—o0, +00) oldugundan, Vs € T(a) i¢in

=1

3[z'(s) 2 (9)][ 2'(s) 2" ()] +12[2 (5)2"" (5)][z"" (s)z"" (5)]-5[2" (s)z""" (5)]? 2
3[z'(s)z"" (s)]?

elde edilir. Onerme 2.1.3. den z(s) € @, dir. m
Teorem 2.1.1. a, f regiiler egriler ve x € @, , y € ®g olsun. Bu takdirde
i. T(a) = T(B) # (=00, +0) igin, a “FCR) B dir & x (s) 4 TER y(s) dir.
i. T(a) = T(B) = (—0,+) i¢in a A//@PR B dir & Is' € (—o0, +0) i¢in
x(s) ATT@R) (s + 57) dir.
ispat: i. a Y7@R) B ve h € a olsun. Oyleyse 3IF € Aff(2,R) dyleki B = Fa dir.

Buradan Fh € B olur. Onerme 2.1.2. ve Onerme 2.1.4. ii kullanarak,

x(s) = h(tn(s)), ¥(s) = (Fh)(trn(s))

ve

Fx(s) = F (h(th(s)))

= (Fh) ( (ten(s)))
=y(s)

elde edilir. Boylece, x(s) 4//@R y(s) bulunur.

Tersine, x(s) A 7@® y(s) olsun. Oyleyse IF € Aff(2,R) 6yleki Fx =y dir.
Buradan o /7R g dir,

i. a Y7@R) B olsun. O halde 3h € a, k € B, I-yol ve F € Aff(2,R) oyleki
k(t) = Fh(t) dir. Buradan

k(tk () = k(trn(s)) = k((tn(s)) = (FR)(tn(s))

bulunur. Onerme 2.1.5. den s;, s, € (—o0, +) i¢in
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x(s) = k(ti(s +51)), ¥(s) = h(tn(s +52))

elde edilir. Bu nedenle, x(s —s;) = Fy(s —s,) olur. Boylece x(s) 7@ y(s+ ")
olup, burada s" = s; — s, dir.

Tersine, s’ € (—oo, +00) icin x(s) “7Z® y(s +s") olsun. IF € Aff(2,R) Syleki
y(s +s") = Fx(s) dir. y(s + s") € B oldugundan, a 4FZRg dir.m

2.2. Egrilerin Diferansiyel Polinomlar: ve Diferansiyel Rasyonel Fonksiyonlari

Bu boliimde [15] den yararlanilmastir.

x bir bilinmeyen olmak {izere katsayilar1 R den olan x bilinmeyenli polinomlar R-
cebirini R[x] ile gostermistik. f(t),t € I bir C*-fonksiyon olsun. Bilinmeyeni f olan reel
katsayili polinomlar R-cebiri R[f] ile gosterilir. P € R[f] ise a; E R, i =0, ...,n olmak
lizere P(f) = ag + a,f + ayf? + --- + a,f™ bicimindedir.

P(f.f)=ao(f)+a(f')f + ax(f')f?+ -+ a,(f')f™ polinomu katsayilari
a;(f') eR[f']i =0,...,nolan f bilinmeyenli polinomlar R-cebirinin elemanidir. Bu R-
cebir  R[f'1[f]1 = R[f,f'] ile gosterilir. Timevarimla R[f,..,f™] R-cebiri

olusturulabilir.

R{f} = Upm=o R[f, ..., f(™]

olarak alimir. Py, P, € R{f} olsun. P, € R{f} oldugundan, 3s € N i¢in P; € R[f, ..., 9]
dir. P, € R{f} oldugundan 3k € N icin P, € R[f,...,f®] dir. n = mak(s,k) olarak
alacak olursak Py, P, € R[f, ..., f (n)] olur. Buradaki toplama ve g¢arpma iglemleri ise
R[f, ..., f™] R-cebirinde oldugu gibidir.
Onerme 2.2.1: R{f} bir tamlik bdlgesidir.
ispat: vm €N igin R[f,..,f™] bir tamhk bolgesi oldugundan R{f} bir tamlik
bolgesidir [6].

R{f} bir tamlik bolgesi oldugundan bunu kapsayan bir boliim cismi vardir. Bu

bolim cismi R < f > ile gosterilir. R < f > nin elemanlar1 P;, P, € R{f}, P, # 0 olmak
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lizere % bicimindedir. R < f > nin elemanlarina diferansiyel rasyonel fonksiyonlar denir.
2

Buradaki tiirev su sekildedir:

(Pl)' __ P{'.P,—P.P,’
P, - Py

Benzer sekilde R{f, g} bir tamlik bolgesidir ve onu kapsayan boliim cismi
R < f,g > ile gosterilir. Bu sekilde tiimevarimla R < f3, f5, ..., f;n > bolim cismi
olusturulabilir.

Not: x bir I-yol olsun. R™ de bir I-yol ayn1 zamanda R" de bir parametrik egri olarak
adlandirilir.

x:[ - R" bir  parametrik egri ise bu durumda, Vvt el i¢cin
x(t) = (x1(), x5(t), .., %, (t)) bigimindedir. Burada x;:1 > R,i =1,..,n C®-tiirevli
fonksiyonlardir.

hip - g
h € GL(n,R) olmak tizere h=|( i ™ ' olsun. h elemanmin x(t)
hpy - haun

tizerindeki etkisi;

hip o g\ [x(2) hi1x1(8) + -+ + hynx, (¢)

hx(t)=(; )( ; )=( ; )

(I VAR () hpa2xn (8) 4 =+ 4 By 2 (£)
bi¢imindedir.
Tammm 2.2.1. H c GL(n,R) bir alt grup; x:1 = R™bir parametrik egri olmak {izere
f < x > bir diferansiyel rasyonel fonksiyon olsun. Eger Vh € H i¢in f < hx >= f < x >
ise f < x > diferansiyel rasyonel fonksiyonuna H-invaryant denir. Biitiin H-invaryant
diferansiyel rasyonel fonksiyonlar kiimesi R < x > ile gosterilir. Benzer sekilde H-
invaryant diferansiyel polinom tanimi verilebilir. Biitin H-invaryant diferansiyel
polinomlar kiimesi R{x} ile gosterilir.

R{x;, x,}7 ve R < x;, x, > yukaridaki gibi tanimlanir.
Ornek 2.2.1. H = 0(1) = {—1,1} olsun. 0 # f(x) € R{x}* icin

fix} =X Agy..qyx“0(x) % ... (x0) 0
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bi¢cimindedir. f, H-invaryant oldugundan:

fl=x} = X Ay (=2)% (=) .. (=x )
= Y Ay ¥ () . (xM) = flx}

olmalidir. Buradan:

fl=x} = D(—D)%ttan 4, x%(x")% . (x™)%n
=Y Agy.a, X0 (X .. (x(Myan

olmalidir. ay + -+ +a,, tek ise:

N1 Angan X0 () . (x )M = 3 g, x70 (X)) ()
olur. Buradan:

2(T Agy ., x%(xN)% ... (x™M)an) = 0

olup Ag, . «, = 0 elde edilir. O halde f, H-invaryanttir ancak ve ancak terimleri istleri
toplamui tek olanlarin katsayilar1 O dir.

Teorem 2.2.1. 1. (x4, ..., Xmm), GL(2, R) grubunun bir GL(2, R)-invaryant polinomu
(rasyonel fonksiyonu) olsun. Bu takdirde:

f(xlr ---'xm+1) = (P(x1 — Xm+1 o Xm — xm+1)

kosulunu saglayan f , Af f (2, R)-invaryant polinom (rasyonel fonksiyon) dur.
ii. f(xq, ey Xme1), DIr Aff (2, R)-invaryant polinomu (rasyonel fonksiyon) olsun. Bu

takdirde ¢ (x4, ..., x;n) GL(2, R)-invaryant polinom (rasyonel fonksiyonu)

f (X1, s Ximg1) = @(X1 = X1y oo Xmn — Xmt1)

olacak sekilde mevcuttur.
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Ispat: i. @(xy, ..., %), GL(2, R)-invaryant polinom (rasyonel fonksiyon) olsun. V g €
GL(2,R),V b € R? icin;

f(gx;+b,..,gxme1 +b)

= ¢((gx1 +b) = (g¥ms1 + b)), ooe, (9% + b) = (gXms1 + D))

= @(gx1 — 9Xm+1> - 9Xm — 9Xm+1) (g lineer oldugundan)

= @(g(x1 — xmy1), s 9(Em — Xmi1)) (@, GL(2, R) invaryant oldugundan)
= QX1 = Xm+1r 0 X — Xm41)

= f(xli "'ixm+1)

olup f, Aff (2, R)- invaryant polinom (rasyonel fonksiyon) dur.

ii. f(xq1, -, Xxmy1), Af f (2, R)- invaryant polinom (rasyonel fonksiyon) olsun.

(p(xl; Jxm) = f(xll ---:xm; 0)

olarak alalim. f , Aff(2,R)- invaryant polinom (rasyonel fonksiyon) oldugundan ozel
olarak b = 0 alinirsa GL(2,R)- invaryanttir. Dolayisiyla ¢, GL(2,R)- invaryanttir. b €
R? ve g =e olarak almirsak f, Aff(2, R)-invaryant polinom (rasyonel fonksiyon)
oldugundan;

f(xlf ---:xm+1) = f(xl + b) o Xme1 + b)

elde edilir. b = —x,,,,4 olarak alirsak;

f(xlr "'!xm+1) = f(xl ~Xm+1r o Xma1 — Xm+1s 0)
= @(x1 — Xing1, o) Xm — Xma1)

olup esitlik saglanir.m

23. R<xq,x, > Diferansiyel Cisminin Uretecleri

Bu tez calismasinda yapilan orijinal ¢alismalar bu boliim ve devamindaki bdliimlerde

yer almaktadir.
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Bundan sonra bir x parametrik egrisinin regiilerligi bakimindan Vt € [ igin
[x,(t) x{' ()] # 0 oldugunu varsayacagiz [15].
Teorem 2.3.1. x; Ve x, R? de iki parametrik egri, x; regiiler ve G = Aff(2,R) olsun. Bu

durumda R < x; , x, > nin iirete¢ kiimesi

[xi x"] [xt’ 21 [x—xe 2] [xD xn —x
[x1 2] 7 [xp x4'1 7 kg xd'1 7 [xpoxq']
bi¢imindedir.

ispat: f € R < x; ,x, >®olsun. Bu durumda 3k € N i¢in

- ’ ’ " " k k
f<x1,x,>=f<2x1,X%3,X1 ,%X,%X1 ,%X5, e, X1 ( ),xz( ) >

G-invaryanttir. Buradan Vg € GL(2, R) ve Vb € R? igin

f<gxy +bgx,+b>=f<x;,x; >

dir. O halde

f <gx,+b,gx,+b,gx, ,gxy, gxy,gxy, ..,gx; ©, g, >

=f <xp,xx5 1, x) %y, g O x,® >
olur. g=e alirsak

f<x; +bx,+bxi xb,x!, x5, ., x; B, >

=f <x1,%,% x5, %) %y, 0, x; B2, >
elde edilir. Bu esitlik Vb i¢in gecerli oldugundan b=—x; alirsak

’ r 17 " k k
f<x1—2X1,%X—X1,X] ,X3, X1 , X5, e, X1 ( ),xz( ) >

—_ ! ! n 14 k k
—(p < XZ‘xl ,x1 ,xz,xl ,xz,... ,x1 ( ),xZ( ) >

olur. ¢, GL(2, R) invaryant oldugundan
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@ < g%y ).gxi ,9%5, gx1, gxy, .., gx; ©, gx,® >

— ! 14 14 " k k
_(p < xZ-xl ’xl rx2;x1 err---;xl ( )sz( ) >

dir. Burada x; = y; ve x,-x; = y, alirsak Vg € GL(2, R) i¢gin

Y < Y1, 9Y2 9Y1, GY3 - 925 >S= < 31,0, 91,5, o, ¥, >

elde edilir. ¥, GL(2, R)-invaryanttir, buradan

i yil Dayi'l eyl Dayel
iyl "Dyl Cyavil vl

ile tretilebilir [17]. y, = x, — x; Ve y; = x; ifadelerini yerine yazarsak

[x{ xi" [x;  x1"] [x; —x1 x1'] [x1 x—x ]
[ x1'] ° [ %]’ [x1 x'] 7 [x; x1']
elde edilir.m

2.4. iki Egri Ailesinin Denkligi

Tanmm 2.4.1. {x,x,}, {y1,y,} iki parametrik egri ailesi olsun. Eger 3g € GL(2,R) ,
3b € R? i¢in

yi(t) = gx;(t) + b
y,(t) = gx,(t) + b Vt €]

ise bu egri ailelerine Af f (2, R)-denktir denir ve { x;, x,} 4/@R {y v} ile gosterilir.
Teorem 2.4.1. G = Aff(2,R) olsun. { xq,x,} ve { y4,y,} iki egri ailesi ve x4, y; regiiler

olsun. Eger
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nr nr

[x; 1] [yi 1] [xi x1"]

]

A R 7 R P

1 'l

[x; =2 x1 _[J’Z—Y13’1'] [x1 X2 —x1 ] _ [y1 ¥2 — 1l

p 21T Dol [xg o]

oluyor ise 3g € GL(2,R) ve 3b € R? i¢in

y1(6) = gx,(t) + b
y2(t) = gx,(t) + b

dir. Yani { x;, x,} 47@R {y, y.1 dir.

1 'l

Ispat: x; =2z, ,y; =wy,x, —x; =2z, ,Y, — Yy, = W, olsun. Bu durumda yukaridaki

esitlikler
[zy z1'] _ wi'] [ z1 2] 1 wy wi']
[z1 Z{] [wq W{] ’ [z1 Zi] [wq W{]
[z2 z1] - wy wi] [z1 23] _ [wy wa]
[z1 z1] wi wil " [zg z1]  [wp wi]

olarak yazilabilir.

z11(t) 711 (1)

matrislerini géz 6niine alalim.

_ (2O 2
AZ‘(z12<t> ziz(t)) Az_<z12<t) 25()

(1)
()

)

[x; x{]1=1[z 2] # 0 oldugundan A, matrisinin tersi mevcuttur. A;1.A, =C

olsun. Buradan A}, = A, - C olur. O halde

1A 144 1A
(Z11 Z11) _ <Z11 Z11) (C11 C12)
Z12 713 Z1y;  Z13) \C21 C22

dir. Buradan asagidaki denklem sistemleri elde edilir:

1 !
Z11 = €11Z11 + C21214

1 ]
Z1p = €11Z12 + €127
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"no_ li
Z11 = C12Z11 + C22214

"no_ I
Z1p = C12Z12 + €227

Bu denklem sistemlerinin ¢oziimlerinden

! Il

bulunur.

A, = (Xll Wfl) matrisini gdz oniine alalim. (1) ve (2) esitliklerinden At A}, =
12 Wiz

A7 A, bulunur.
(AwAzD)' = AAz' + Ay (A7Y)
= A, A;1 — A, A; 1AL A
= Ay Ay AwAzt — AyAz Az AT

= A, (4514, — A7TADAZT =0

dir. Oyleyse 3g € GL(2,R) dyleki A, A;* = g dir, buradan A, = gA, dir. Bunu acik

olarak yazarsak
(W11 Wél) _ (911 912).<Z11 Zé1)
Wip Wi, 921 Y22/ \z1, 7z,
olur. O halde
wy(t) = gz, (t), vt €1
ve buradan

yi1(t) = gx1(t), VtEl

bulunur. Her iki tarafin integrali alinirsa



37

y1(6) = gx,(t) + b 3)

elde edilir.
_(Z11 Z2n1 -1 _ 2 . . .
D, = (le Zzz) ve A,;°.D, =H olsun. Oyleyse D, = A,.H dir. Acik sekilde

yazarsak
(Z11 221) _ (211 Zh) (h11 hlz)
Z12  Z2 Z15  Z15) \hp1 hypy
olur. Buradan asagidaki denklem sistemleri elde edilir:
Z11 = h11211 + hyq214
Z12 = h11215 + hy121,
Zy1 = h12211 + hpp214

J— 1A
Zyy = hq3Z15 + hypzp,

Bu denklem sistemlerinin ¢oziimlerinden

_z1 z1] _ _lz12z1] _ _z2 7] _[z122]
CE AN 1, ey = (21 z{]_o » haz Tz z)] hzz Tz 2]

bulunur. Buradan

olur. 4,, = g4, idi.
A;1.D, =(g9.4,)"t.D, = A;.g"1.D,
dur. O halde

D, =g *.D,
DW = gDZ ) g € GL(Z,R)
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elde edilir. Acik sekilde yazarsak
(b won) = (g )Gz 220)
olur. Buradan
w, =gz,, g € GL(2,R)
dir. Yani
Y2 — Y1 =g(x3 — %)
dir. y; = gx; + b idi. O halde
y,=9gx, +b , g € GL(2,R), b € R? (4)
elde edilir. (3) ve (4) den { x;, x,} A7F/@R{y. .} bulunur.m
Ornek.2.4.1.  x,(t) = (t,t%), x,(t) = (t,et), y;(t) = (t + 2t> —1,3t> + 2) ve

y,(t) = (t + 2et — 1,3et + 2) R? de x,, y, regiiler olan parametrik egriler olmak iizere

{ x1,x,} 4F@RYy. .} dir. Teorem 2.4.1. deki esitlikler saglaniyorsa bu iki egri ailesi
birbirine denktir. Gergekten;

1 0 1+4t 0
bt o] _ e ol _o o Aot _ler ol o oo ] _ bt
oI — 11 o] — - ’ [; 17 — |11+4t 4| — - [; 17 - [ 17
[x1 x1'] |2t 2| 2 [vi ¥1'] ot 6‘ 6 [x7 x1'] [v1 ¥1']
1 0 4 0
bt 1] Lol _o g Do) _fe ol _o_ o x| bt ot
[x7 x1'] 2 2 " v1 vl 6 6 [x1 x1'] [vi ']
0 0 2t2-2et 4
[x2—x1 x1'] — |t2—et 2| =0 [y2—y1v1' ] _ I3t2-3¢t 6| =0> [xz—x1 x7'] — [y2-v1y1 ]
[x] x1'] 2 AR 6 [x1 x7'] y1 »1']
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, 0 - , 1+4t 2t2-2et - ,

[x1 xz—24 | — l2t t2-etl _17—€ [y1 y2=y1] — 1 6 3t2-3et _t° e [x1 xz—21 ] —
[x1 x1'] 2 2’ [v1 »1'] 6 2 [x1 x7']

[J’{ Y2—Y1]

i1 ¥1']

olarak bulunur. Teorem 2.4.1. deki esitlikler saglanir. Yani { x;, x,} A7@®{y, y,} dir. Bu

1 2
0 3

teoremin ispatindan elde edilir.

denklik g = ( ) € GL(2,R) ve b = (_21) € R? igin saglanir. Buradaki g € GL(2,R)

2.5. Diferansiyel Uretec Sisteminin Bagimsizhig

Teorem 251 G=Aff(2,R) ve fi(t),fo(t), f5(t), fo(t), t €1 C*-fonksiyonlar

olsunlar. Bu durumda

III

B AR e B GRS e SRS AOR e SRS AG IO

[x1 x1']

olacak sekilde, x; regiiler olan x; , x, parametrik egrileri mevcuttur.

Ispat: x; =y, ve x, — x; = y, olsun. Teoremdeki esitlikler asagidaki hale gelir:

iyl _ [y1 y1

[y y'] - fl(t) [ fZ(t) (6)

el p o), 22l £ U
Diger taraftan;

A = (3’11 3’11) A = (J’h y{&)
7 YViz Y12/’ 1 Viz Yi2
ve A;}.A;,l = B olsun. Buradan Ag,l = A, .Bolur.

()’{1 y{&):<}’11 J’h).(bn b12)
Viz Yi2 Yiz  Viz b1 by
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Matris ¢arpiminin esitliginden agagidaki denklem sistemleri bulunur:

Y11 = b11y11 + ba1yiq
Y1z = b11y12 + ba1y1,
Y11 = b12y11 + ba2y11
Y12 = b12Y12 + b22y12

denklem sistemlerinin Cramer kuralina gore ¢6ziimii ile,

o7

il _ by, = 2l

[J’1 y{] _ _ [J/1 y{']
] ] =1, bz

[v1 1] T il

by, = y byy =

elde edilir. Buradan B matrisi

=1 1)

olarak bulunur. 4}, = A, .B oldugundan

yi1 = Ly + fi(©)y11
viz = L(O)y12 + fi(O)y12

diir. O halde
y{’l): Y11\ ¢ o +<y{1) .
i) =G o+ () ae

Y11

denklem sistemi elde edilir. (y12

) = z dersek,

z" = fi®)z' + fL,()z
olur. Diferansiyel denklemler teorisinden bu denklemin bir ¢6ziimii vardir. Bu ¢6ziim
y1(t) = (wq(t), w,(t)) olsun. Bu durumda y, (t) egrisi (6) esitliklerini saglar.

A, = (Y11 Y21

matrisini g6z 6niine alalim. A;1. A, = H olsun. Buradan
Y12 }’22) & yirti2
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A; = Ay, . H olur. Agik sekilde yazarsak

(3’11 3’21) _ (J’11 341) (h11 hlz)
Y1z Y22 Yiz Yiz2/ \ha1  hy;
olur. Buradan

Y11 = hi1y11 + haiyi
Y12 = h11Y12 + ha1yiz
Y21 = hizy11 + hopyis
Y22 = h1z2y12 + ha2y12

denklem sistemleri elde edilir. Bu denklem sistemlerinin Cramer kurali ile ¢oziimiinden

P 2T 1 _ 2] _banl _ D1yl
1 [v1 1] » 2 [v1 1]’ ey [v1 1] L 22 [y1 ¥1l
olup,
1 £
1=(0 jo)
0 £

olarak bulunur. Buradan asagidaki denklem sistemi elde edilir:

V21 = f3(O)y11 + fa(®)yi1
V22 = f3(O)y12 + fa()y12

Bu denklem sisteminin ¢6ziimiinden bir y,(t) = (u1 (t),u, (t)) egrisi elde edilir. Burada

ui () up(t)
w'(8) u' (1)

y1 = X; Ve x, — x; =y, oldugundan

det ( ) # 0 dir ve y, egrisi (7) esitliklerini saglar.

x1(t) = [y1(Ddt +¢;
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ve

x,(8) = ¥, () + 1. (1) = y,(O) + [y1(Ddt + ¢

wi(t)  wy(t)
wi'(t) wy'(t)

[x:"x,""] # 0, yani x;(t) egrisi regiiler olur. Bu sekilde elde edilen x;(t) ve x,(t) egrileri

egrileri elde edilir. Ayrica det( )qt 0 oldugundan [y; y;] # 0 olup

teoremdeki kosullar1 saglayan egrilerdir.m

Sonu¢ 2.5.1. {a;, a;}, {B1, B} R? de regiiler egri aileleri ve x; € ¢ ,¥1 € Ppg,

3[x11 xl(w)][ x;! xl”]+12[x1’x1”][xl"xl”’]—s[xl’xl”’]z

3lxy 2,2

H(t) =

Y _ 3[)’1’ J’1(w)][ vi' Y1”]+12[J’1’3/1”][J/1”3/1”’]—5[J’1IY1”’]2
(t) = T 1172
3[y1'y1"']

olsun.
i T(a) =T(B) # (—0,+0) ve T(az) =T(f;) # (—o,+») icin
{ay, @} ATER(B B} & sgn(H(D)) = sgn(Y (b))

AR N A B A I A P

[x{ xi'] [yi'ya" 1 ’ [x{ xil] 1 ¥1"'1]

[x2—x1 xi’] — [y2—y1 Y1”] [xi X2—X1 ] — [J/{ Y2—Y1]
[x1 x1'] 'yl 7 [xp %] [y1y:""]

esitlikleri vardir.

ii. T(a) =T(B) =T(a) = T(B;) = (—o0,+0) icin {ay, a,} VOB, B,}
& Ja € (—oo,+ ) dyleki s' = s + a olmak tizere

sgn(H(t)) = sgn(Y (t))

[x1 ) x"®)] _ D" 6D [ ) "] _ v () v 6D

[x] & x' )] i) yI'6NT X ) 2 ()] i) v )]
[r2()=x1 ) 21’ ®)] _ [y2(s)=31(") y1' D] [ ) x2)=x1 O] _ i) ¥2(N=y1(N]
[x1 (5) xf' (9] [y1(s") v1'(sD)] " ) X (9] 1" yi'(sN]

esitlikleri vardir.



3. SONUCLAR

1. Genel afin gruba gore bir ikili egri ailesinin afin diferansiyel invaryantlari

kiimesinin iiretegleri

[x1 x1"] [xt X1 e —xp %] [xf xg —xp ]
[xf xi'] 7 xp xi"1 7 [y a1 [xpoxd]

olarak bulunmustur.

2. Iki tane ikili egri ailesinin genel afin grupta denk olabilmesi i¢in

A I 2 100 IR A 0 I A 2

[x] x1'] yi »1'1 ° Ixf x{] 1 ¥1']

[x—x1  x7'] — [y2=y1 ¥1' ] [x] x2—x1 ] r [y1 y2-y1]
[x7 x1'] iyl 7 Ixg xf] [vi ¥1']

esitliklerini saglanmasi gerektigi belirtilmistir.
3. Bulunan afin diferansiyel invaryantlar kiimesinin, iirete¢ kiimesinin minimal

oldugu agiklanmistir.
4. {ay, a3},{B1, B>} R* de regiiler egri aileleri ve x; € ¢y, ¥1 € Pp,

X' xl(w)][ xq! xl”]+12[x1'x1"][xl”xl”’]—s[xl’xl’”]z
3[x1"x,"]

H() = 3L

Y _ 3y Y1(w)][ yi' Y1”]+12[Y1'Y1”][Y1”3’1’”]—5[Y1'3’1”']2
) = 1y 1172
3[y1'y1"']

olmak tlizere
i. T(ay) = T(By) # (—o0,+0) ve T(a;) = T(B,) # (—0, +0) igin
{ay, az}Aff(E'R){ﬁp,Bz} © sgn(H(t)) = sgn(Y(t))

AR N A B A I A

[x{ xi'] iy 1 ’ [x{ xi'] 1 ¥1"'1

[x2—x1 xi’] — [y2—y1 J’1”] [xi X2—Xq | — [Y{ Y2—Y1]
[x7 x1'] i'yv"1 7 [x) x] iy

esitlikleri vardir.
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i. T(ay) =T(By) = T(az) = T(B;) = (=0, +») icin {a, a,} Aff(E’R){ﬁpﬁz}
& Ja € (—oo, +) dyleki s’ = s + a olmak tizere sgn( H(t)) = sgn(Y(t))

[x1 () x1"' )] _ asH "D Iy () 21 _ [v1'() yi'' ()]

[x1 ) 2]~ i) ¥’ [x (s) 21 ()] [v1 ") ¥1'(s"]

[x2()=x1 () x1' ()] _ [y2(s")=pa(s") ¥1'(s")] [x1 () %2()=x1 ()] _ 1) 2=y ()]

[x] (s) xi (9] [y1(s") ¥1'(sN] T [xg () %1 (9)] [y1(s") ¥1'(sN]

esitlikleri vardir.



4. ONERILER

1. Bulunan bu sonuglar iiclii veya n-li egri ailelerine uygulanabilir.

2. Afin diferansiyel invaryant parametrizasyonu kullanilarak, ayni inceleme
yapilabilir.

3. Afin diferansiyel geometride daha yiiksek boyutlarda (n = 3) afin diferansiyel

invaryantlar, denklik problemi arastirilabilir.
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