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1.GENEL BILGILER

1.1.Giris

20. yiizyilin baslangicinda ilk kaynaklarin1 U. Volterra, I. Fredholm, D. Hilbert, M.
Frechet, F. Riesz’in ve S. Banach’in ¢aligmalari olan ve daha sonralar1 ‘fonksiyonel analiz’
olarak adlandirilan yeni bir alan gelismeye basladi. Bu matematikciler integral

denklemleri, 6zdeger problemleri ve ortogonal ayrilis gibi konular incelemislerdir.

Fonksiyonel analizin gelismesinde, J. von Neumann’in Hilbert uzayinda operatorler
cebiri alaninda yaptig1 ¢aligmalar biiyiik 6neme sahiptir [15]. J. von Neumann’in operator
teorisinin kuantum mekanigindeki genis uygulama alanina sahip oldugunu gostermistir.
Stiphesiz operator teorisinin ve operatorlerin spektral teorisi D. Hilbert [16], F. Riesz
[17,18,19,20,21], B. Sz.-Nagy [22], N.l. Akhiezer ve I.M. Glazman [23], P.R. Halmos
[24], L.H. Loomis [25], B.A. Lengyel ve M.H. Stone [26], A. Wintner [27], K. Yosida ve
T. Nakayama [28] gibi birgok matematikg¢i tarafindan sekillendirilmis ve gelistirilmistir.

Ozel olarak, yar1 normal operatorler sinifi ilk kez 1953 yilinda A. Brown [5]
tarafindan tanitilmis ve ¢alisilmistir. Yari normal operator tanimindan rahatlikla goriilecegi
gibi yar1 normal operatorler smnifi normal operatorleri (AA™ = A*A) ve izometrileri
(A*A = E) de igerir. Diger taraftan, herhangi bir yari normal operator normal bir
genislemeye sahip olup alt normal operatordiir [2]. Normal operatérler ile izometrilerin
ozellikleri tamamen incelenmis ve yapilart 1yi bilinmektedir. Yar1 normal operatorler,
normal operatorler ve izometriler kadar basit olmamakla birlikte alt normal operatorler
kadar da anlasilmasi zor degildir. Yar1 normal operatdrler analitik fonksiyonlarda genis bir
uygulama alanina sahiptir. Ustelik yar1 normal operatorler i¢in alinan sonuglar alt normal

operatorlerin daha 1yi anlasilmasina kolaylik saglamaktadir.
Operator teorisinin ilk problemlerinden biri, verilen bir A operatorii igin

AB = BA



denklemini saglayan B operatorlerinin olusturdugu kiimenin belirlenmesidir. Bu alanda
V.I. Lomonosov 1973 yilindaki ¢alismasi [29] bir¢cok farkli problemleri de beraberinde
getirmistir. Bunlardan biri de A operatorii ile B operatorii arasinda AB = ABA bagintisinin
incelenmesidir. Bu tip denklemler kuantum mekaniginde uygulama alanlar1 olup ayrica
spektral analiz iginde Onemli bir yere sahiptir [3]. Simdi bu problemle ilgili yapilan

calismalarin kisa bir 6zetini verelim.

H ayrilabilir kompleks Hilbert uzayr ve L(H) ise H iizerinde tanimli tiim sinirh
lineer operatorlerin kiimesi olsun. A € L(H) operatorii igin,
TA = AAT
kosulunu saglayan sifirdan farkli T € L(H) operatorii var ise A kompleks sayisina A sinirlt
operatoriiniin bir genisletilmis 6zdegeri ve ayrica T € L(H) operatoriine de A nin 4 ya
karsilik gelen genisletilmis 6zoperatorii adi verilir [4]. A nin tim genisletilmis 6zdegerler

kiimesi ise 0, (A) ile gosterilir. A. Biswas, A. Lambert ve S. Petrovic, [4] ¢alismalarinda
V:L,[0,1]—->L,[0,1] , Vf(x) = f(f f(t)dt olarak tanimlanan V Volterra operatoriiniin

genisletilmis 6zdegerler kiimesinin 0,y (V) = (0,4+) oldugunu ispatlamiglardir. M.T.
Karaev, [30] ¢alismasinda, L,[0,1] iizerinde taniml1 V' Volterra operatoriiniin genisletilmis
Ozoperatorlerinin kiimesini tanimlamistir. Bundan bagka, A. Biswas ve S. Petrovic, [4]
calismalarinda, o (A) ile A operatoriiniin spekturum kiimesi gésterilmek {izere,
Oext(A) c{AEC : 0(A) Na(14) + 0}

oldugunu M. Rosenblum Teoremi'ni kullanarak elde etmislerdir. Ustelik S. Shkarin, [32]
caligmasinda, ayrilabilir bir H Hilbert uzayinda genisletilmis noktasal spektrum kiimesinin
yalmzca {1} kiimesine esit oldugu yari nilpotent kompakt operatorlerin varligimi
gostermistir. G. Cassier ve H. Alkanjo, [8] calismasinda, operatorlerin birebir olmasi
durumunda bir 6zeslenik pozitif operatoriin ¢arpim operatdrii ve bir normal operator igin
genisletilmis 6zdegerlerinin kiimesini tanimlamislardir. Z.I. Ismailov ve E.O. Cevik, [10]
caligmasinda, direkt toplam operatorlerin = genisletilmis 6zdegerlerinin  koordinat
operatorlerin genisletilmis 6zdegerleriyle baglantisini incelemislerdir ve normal kompakt
operatorlerin genisletilmis 6zdeger kiimesini belirlemislerdir. Ayrica G. Cassier ve H.
Alkanjo, [39] calismasinda, Saf yar1 normal operatorler i¢in genisletilmis 6zdegerlerini ve

genisletilmis 6zuzaylarini incelemislerdir.



Bu tezde, H ayrilabilir kompleks Hilbert uzayi ve L(H) ise H iizerinde tanimli tiim
sinirlt lineer operatorlerin kiimesi olmak lizere A yar1 normal operatoriiniin genisletilmis
0zdegerlerine baglh problemler ele alinmistir. Ayrica goriintii kiimesi yogun olan kompakt
normal bir operatér yardimiyla tanimlanan bir cebir homomorfizmasinin spektrumu

incelenmesi amaglanmigtir.

1.2.Gerekli Kavram ve Aciklamalar

Bu boliimde tezde kullanilacak gerekli kavram ve agiklamalar verilecektir.

Tamim 1.2.1 (Metrik Uzay, ([7], 5.40)): X bostan farkli bir kiime ve her x,y, z € X igin,
(1) d(x,y) =0ved(x,y) = 0ancak ve ancak x = y (6zdeslik aksiyomu)
(2) d(x,y) = d(y,x) (simetriklik aksiyomu)
(3) d(x,z) <d(x,y) +d(y,z) (iggen esitsizligi)
kosullarini saglayan
d: XxX—>R

(x,y)>d(x,y)

fonksiyonu var ise bu d fonksiyonuna bir metrik ve (X, d) ikilisine de bir metrik uzay

denir.

Ornek 1.2.2: X keyfi bir kiime olmak iizere, d: XxX — R fonksiyonu

1, X *
awn={y 327

olarak tanimlansin. O halde boyle tanimlanan d fonksiyonu bir metriktir ve 6zel olarak bu
metrik triviyal metrik veya ayrik metrik olarak tanimlanir. Gergekten,

(1) Her x,y € X i¢gin d(x,y) = 0. d(x,y) =0 ise d nin tanimindan x = y olur ve
terside dogrudur.

(2) Her x,y € X i¢ind(x,y) = d(y, x) olur.

(3) Her x,y,z € X i¢in d nin tammindan d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) oldugu kolayca

goriiliir.

Ornek 1.2.3: n € N ve x;, y; € R olmak iizere,



1

M%w=<§]m—%F>

seklinde tanimlanan d : R"xR"™—> R fonksiyonu R" iizerinde tanimli bir metriktir. Bu

metrige R" iizerinde tanimli Oklid metrigi denir. R™ {izerinde tanimli farkl1 bir metrik,

n

dCoy) =) lx -y,

i=1

seklinde tanimlanan d; : R™xR"™— R fonksiyonudur.

Tamim 1.2.4 (Ayrilabilir Metrik Uzay, ([9], s.19)): (X, d) bir metrik uzay olsun. Eger bu
metrik uzayin sayilabilir yogun altkiimesi var ise bu metrik uzaya ayrilabilir metrik uzay

denir.

Ornek 1.2.5: Q c R rasyonel sayilar kiimesi || mutlak deger metriginde yogun ve

sayilabilir oldugundan (R, |-|) metrik uzay1 ayrilabilir metrik uzaydir.

Tanmm 1.2.6 (Lineer (Vektor) Uzay, ([9], s.3)): X bostan farkli bir kiime ve
K (R veya C) bir cisim olsun.
+:XxX - X, (x,y) »x+vy, X,y €X
-t KxX - X, (¢, x)—> a.x, a€eK,xeX
doniistimleri ile toplama ve skalerle garpma islemleri denilen islemler tanimlansin. Bu
islemler her x,y,z € X ve her a, 8 € K igin;
@) x+y=y+x
b)) x+@+2)=C+y)+z
() x + 0 = x bagintisin1 saglayan bir tek 0 € X eleman1 vardir.
(d)  x+ (—x) = 0 bagintisin saglayan bir tek —x € X elemani vardir.
(e) l.x=x
) a.(B.x) = (a.B).x
(9) a(x+y)=ax+ay
(h) (a+B)x=ax+p.x

kosullari saglaniyor ise X kiimesine K cismi tizerinde bir lineer uzay (vektor uzay) denir.

Ornek 1.2.7 ([9], s.5): S bostan farkl1 bir kiime ve X, K cismi iizerinde bir vektdr uzay
olsun. Bu durumda F (S, X) := {f| f: S —X bir fonksiyon} olmak tizere F (S, X) ailesi



F+Px)=fx)+gkx), f,geF(SX)
(af)(x) = af(x), a€K, fEF(SX)

islemleri altinda bir vektor uzaydir.

Tamm 1.2.8 (Lineer (Vektor) Altuzay, ([9], s.3)): X bir vektor uzay olsunve Y € X, Y #
@ olsun. Eger Y kiimesi X lizerinde tanimli olan cebirsel islemlere gore kendi basina bir
vektor uzay olusturuyorsa Y kiimesine X vektor uzaymin bir altuzayidir denir.

Y altkiimesinin vektor altuzay oldugunu anlamak i¢in x,y €Y ve a,f € K igin

ax + By €Y olmasi yeterlidir (altuzay testi).

Ornek 1.2.9: X vektor uzay olmak iizere {0} c X altkiimesi X in bir vektor altuzayidr.

Tanmm 1.2.10 ([9], s.4): X bir vektor uzayl, V = {v;,v,,v3, .., v} € X, n=>1, n€N
sonlu bir altkiime ve M c X bostan farkli keyfi bir altkiime olsun. Keyfi a4, @5, as, ... , &,
skalerleri igin,

X = oV +av, +azvz + -+ a,v, EV
yazimina V' nin elemanlarinin bir lineer kombinasyonu denir. Eger,

avq + av, + azvz + -+ apv, =0
esitligi ancak ve ancak
ap=a, ==a, =0

olmasi halinde gergekleniyorsa V = {v;,v,, V3, ..., 1} kiimesine lineer bagimsiz, aksi
halde lineer bagimli denir.

M nin her sonlu altkiimesi lineer bagimsiz ise M ye lineer bagimsiz, aksi halde M
ye lineer bagimli denir. M nin tiim sonlu altkiimelerinin tiim lineer kombinasyonlarinin
kiimesine M nin gereni (spani) denir ve SpanM ile gosterilir.

Eger V lineer bagimsiz ve SpanV = X ise V ye X in bir bazi denir. Eger X in sonlu
bir bazi var ise bu bazin eleman sayisina X in boyutu denir ve dimX ile gosterilir. X in

sonlu bir bazi yok ise X e sonsuz boyutlu denir.

Tamm 1.2.11 (Normlu Vektor Uzay, ([9], s.31)): X, K cismi iizerinde taniml1 bir vektor
uzay olmak iizere, her x,y € X ve her a € K igin,

D lxlf=0

2 |x]| = 0 igin gerek ve yeter sart x = 0

@) llax]l = [alllx|



4 lx+yll < llx|l + [[yll (iegen esitsizligi)
kosullarin1 saglayan ||-|| : X— R fonksiyonuna bir norm ve iizerinde norm tanimlanan X
vektor uzayma bir normlu vektor uzayr denir. Ayrica ||x|| = 1 esitligini saglayan x € X

vektorune birim vektor denir.

Ornek 1.2.12: C iizerinde tanimli bostan farkli sonlu boyutlu keyfi bir vektér uzayr X
olsun. {eq, ey, ...,e,} kiimesi X vektér uzaymin bir baz1 olmak tizere, her x € X igin,
x = i, Aje; yazabilecek sekilde tek tirlii {14, 45, ..., 1,,} € C skalerleri vardir. O halde,

1l X - R
1

x|l = (i I/1iI2>2

i=1
olarak tanimlanan fonksiyon X {izerinde bir normdur. Gergekten her x,y € X i¢in,
x=Y" Ae vey =" ue; vea € Colsun. O halde,
1
D) ixll = G 142 =0
1
(2) x = 0ise ||x|| = 0 olur. Tersine Il x I= 0 ise (X%, |4|?)z=00lurki1<i<n

icin A; = 0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla x = 0 olur.

1 1
(3)  llaxll = (Z ladil?)z = lal (B, 14137 = |allix]
(4)  Holder esitsizliginden dolay,

n n n n n
e+ yI7 = Y W+l = D P+ Y T ) it ) il
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n n n
= D 0+ ) 2R + ) Il < ) IR+ ) 1Al + ) lul?
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

1 1
n n E n E n
< ZIMZH-(Z MAZ) (Z w) £ lul?
i=1 i=1 i=1 i=1
= [1xll? + 21xlllyll + Iy 1 = Cllell + l1yly?

olur ki buradan ||x + y|| < [|x]| + ||¥]| oldugu goriiliir.

Onerme 1.2.13 ([9], 5.36): X bir lineer (vektdr) uzay1 ve bu uzay iizerinde tanimli bir norm
II]l olmak tizere d : XxX—>R , d(x,y) = |lx —yl|| olarak tanimlanan fonksiyon bir
metriktir ve (X, d) bir metrik uzaydir, ayrica 6zel olarak bu metrik, ||| normu tarafindan

dogurulmus metrik uzay olarak adlandirilir.



Tamm 1.2.14 (Yakinsak Dizi, ([9], s.36; s.12)): (X, ||{||) normlu uzay, (x,) c X bir dizi

olmak tizere, eger x € X igin lim,,_,.||x, — x|| = 0 ise, (x,,) € X dizisi x € X elemanina

|| || normuna gére yakinsiyor denir ve x,, x ya da lim,,_,,, x,, = x notasyonlarindan

Il
P
n — oo
biri ile gosterilir.

Tamim 1.2.15 (Cauchy Dizisi, ([9], s.12; s.36)): (X, ||-]|) normlu uzay, (x,,) c X bir dizi
olmak tizere, her € > 0 ve m,n > n, dogal sayilari i¢in ||x,, — x;,|| < € olacak sekilde bir
ng € N sayisi bulunabilir ise (x,,) < X dizisine (X, ||-||) normlu uzayinda bir Cauchy dizisi

denir.

Ornek 1.2.16: C([0,1],R) := {f|f:[0,1] > R ve siirekli} olmak iizere (f,))  €([0,1], R)
dizisi her t € [0,1] igin f,,(t) = t™ seklinde tamimlaniyor. (f;,) dizisi,

1
CAOALRL I -1, I f = f Fldx , f € C([0.1],R)
0

normlu uzayinda bir Cauchy dizisi olmasina ragmen,

(COLLR), I -llee) S 1 f o= sup{lf ()]:x € [0,1]} , f € C([0,1], R)

normlu uzayinda bir Cauchy dizisi degildir. Gergekten, n,m € N ve n > m olmak lizere,

1 n—m <1
m+1 n+1 (m+Dn+1D) m

1
j [t — t™|dt =
0

esitsizligi elde edilir. Eger her € > 0 i¢in n, := [E]] + 1 alinirsa her n,m > n, igin

1
o = fully < <&
olacagindan
1 = fonlly < €
oldugu bulunur. Oyleyse (f,) dizisi (C([0,1],R), |l -ll;) normlu uzayinda bir Cauchy
dizisidir.

Simdi (f,,) dizisinin (C([0,1], R), Il - ll,) normlu uzaymnda bir Cauchy dizisi
olmadigr gosterilsin. (f;,) dizisi (C([0,1], R), Il - ll,,) normlu uzayinda bir Cauchy dizisi ve
n,m € N ven > m olsun. O halde n > m i¢in,

Ifn = finllo =sup{|t" —t™|:0<t<1}=sup{t"—t": 0<t <1}
esitligi elde edilir. Buradan da



m
Mmym—-n m
sup{t" —tMm: 0<t<1}= (;)m n(l—;)
esitligi bulunur. Buradan devam edilirse,
m\iom m
n—-m
W=l = (5)" (1--)

esitligine ulasilir. Eger m = k € Nve n = 2k € N alinirsa
k

== () (1-38) =3 (1-3) =1
I = Jnlle = 2 ' k) 2° 2) 4
olur. Bu durumda ¢ = % icin i > % esitsizligine ulasilir ki bu bir geliskidir. Dolayisiyla

(f) dizisi (€([0,1], R), Il - ll,) normlu uzayinda bir Cauchy dizisi olamaz.

Tamim 1.2.17 (Tam Uzay, ([9], s.16; 5.36)): Eger bir normlu uzayda her Cauchy dizisi bu

normlu uzayda yakinsak ise bu uzaya tam uzay denir.

Tamim 1.2.18 (Banach Uzay, ([9], s.16; $.48)): Tam normlu uzaya bir Banach uzayi

denir.

Ornek 1.2.19 ([9], 5.49): 1 < p < o olmak iizere,
,(C) = {x = (x;):x; €C,i = IZIinP < 00}
i=1

uzayl,

© Y
Ixll, = (lem’)
i=1

ile taniml1 norma gore bir Banach uzayidir. Gergekten, 1 < p < oo ve (x(")):zl, 1,(C) de

bir Cauchy dizisi olsun. O halde her ¢ > 0, 6yle bir ny € N, n,m > n, dogal sayilari igin,

o0

xi(n) _ xi(m)|p < Z|xi(n) _ xi(m)|p _ ”x(n) _ x(m)”z < &b

=1
olacagindan her i = 1,2, ... i¢in (xi(n)) skalerlerin dizisi bir Cauchy dizisidir. Burada her

x™ € C ve C tam normlu uzay oldugundan,
x; = lim xi(n)
n-—>x

olur. Buradaher N > 1 ve n,m = ng igin



N 0

Z|xi(n) - xi(m)|p < Z|xi(n) — xim|p <eP
i=1 i=1
bulunur. n ve N yi sabit tutarak, m— oo limiti alinirsa, n = ny, ve N > 1 igin
N
D x| < e

i=1
esitsizligi elde edilir. Simdi n yi sabit tutarak, N — oo limit alarak n > n, igin

[ee]

Z|xi(n) - xi|p <eP (1.1)

=1
)

elde edilir. O halde her i i¢in x;~ — x; € C olup x = (x;) ve her n € N igin x = x™ —
(x™ — x) € 1,,(C) oldugu rahatlikla gériiliir. Ayrica (1.1) den her n > n, igin,
Ix™ —x|l,<e

oldugu bulunur. Sonug olarak [,(C) Banach uzayidir.

Tamm 1.2.20 (i¢ Carpim Uzayi, ([9], s.51; s.53)): X , K (K = RyadaK = C) cismi
tizerinde bir vektor uzay olsun. Eger (-, -): XxX — K fonksiyonu her x,y,z € X ve her
a,f € K i¢in,

(@) (x,x) e Rve (x,x) =0,

(b) (x,x) = 0 igin gerek ve yeter sart x = 0 olmasidir,

(€ (ax+ By, z) = (ax, z) + (By, 2) = a(x,z) + (¥, 2),

@ &»N=0x

sartlarini sagliyor ise bu fonksiyona X iizerinde bir i¢ ¢arpim ve (X , (-, )) ikilisine de bir i¢

carpim uzay1 denir.

Ornek 1.2.21: (-, ) : C*xC* -»C , (x,¥) = X*_, X, Vx olarak tanimlanan fonksiyon C"
tizerinde bir i¢ ¢arpimdir ve 6zel olarak bu i¢ ¢arpima C" iizerindeki standart i¢ ¢arpim
denir. Gergekten her x,y,z € C"* ve her o, € C igin,

@  (0x) = Xkor aXe = Tk=r [k |* € Rve (x,x) = Xio; 0% = L= | |* 20,
(b) x=0 ise (x,x) =X 1xxXx = 2neq |xx|? =0 olur. (x,x) =0 ise (x,x)=
YR Xk Xk = Yr—q |xk|? = 0 olacagindan her k € N igin x; = 0 olmalidir. Buradan x = 0
olur,

©  (ax+ By z) = Xi=1(axy + BYi)Zi = Xk=1 AXxZ + Lk=1BYiZk =

a Yk=1XkZk + B Xi=1Y1Zx = a(x,z) + f(y,2),
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(d) (6, y) = Xe=1 XYk = Lk=1%kVk = Zk=1 %Yk = (¥, %)
oldugundan (-,-): C*xC"* -»>C , (x,y) = Xjp=1 Xk olarak tamimlanan fonksiyon C"

tizerinde bir i¢ ¢arpimdir.

Ornek 1.2.22 ([12], s.40): t € [a, b] olmak iizere,

b
s Ditan] = f F(OF@dt, f.g € Ly(a,b)

seklinde tanimlanan doniisim L,[a, b] lineer uzayi lizerinde bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur.

Gergekten,
(@  Herf € L,la,b]igin,

b b
(f: FLalan) =ff(t)mdt= flf(t)lzdt >0.

Eger,

b b
 Duatarn = [ FOF@ae = [ 17@Fae =0

ise |[f(t)] = 0 2 —h.h.y. olup buradan f(t) = 0 A — h.h.y. oldugu bulunur.

Tersine, eger f = 0 ise
b

b b
(Dt = [ FOF@at = [15@12ae = [0ae=o

a

olup (f, f)1,1ap] = O esitligi elde edilir.
(b) Herf,g € L,[a,b]igin,

b

b b
., Ditan) = f F(OFO dt = f FOg(0) dt = f g(OFD dt = @, P

a

(©) Her f € L,[a, b] ve B € C igin,

b b
BF. ratons = | BIOF@ de = § [ F©OFT de = BF. 91,100

(d) Herf,g,h€Lyla,b]igin
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b b
(F + B )1y an) = f (F(O) + h(®)g @ dt = f (F(OFD + h(OFD) dt

b b
= ff(t)ﬁ dt + f h(©)g@® dt = (f, Pryap) + (b 9 iyfap]

Tamm 1.2.23 ([11], s.131): X bir i¢ ¢arpim uzay1 olmak iizere, x,y € X igin,

(x,y)=0
ise x ve y ortoganeldir denir ve x_Ly ile gosterilir. Benzer sekilde, A € X ve B c X olmak
tizere her y € A igin x1y oluyorsa x1 A ve her y € A,x € B iginylx ise, ALB seklinde

gosterilir.

Tamim 1.2.24 (Ortogonal Kiime, Ortonormal Kiime, ([11], 5.152)): X bir i¢ ¢arpim
uzay1 olmak iizere, M € X bostan farkli bir altkiime olsun. Eger her x,y € M, x # y i¢in
x1y oluyorsa M ye ortogonal kiime denir. Ayrica M ortogonal kiimesinin her x elemani

icin (x,x) = 1 ise M ye ortonormal kiime denir.

Tamim 1.2.25 (Ortonormal Baz, ([11], 5.183)): X bir i¢ ¢carpim uzay1 ve M altkiimesi X in

bir bazi olsun. Eger M ayrica bir ortonormal kiime ise M ye bir ortonormal baz denir.

Tamim 1.2.26 (i¢ Carpimin Urettigi Norm, ([9], $.56)): (X , (- )) bir i¢ carpim uzayi
x € X igin,
1
lIxll = (x,%)2
seklinde tanimlanan fonksiyon X {izerinde bir norm olup ve bu norma i¢ ¢arpimin iirettigi

norm denir.

Tanim 1.2.27 (Hilbert Uzayi, ([9], s.63)): Eger bir i¢ carpim uzay1 i¢ ¢arpimin irettigi

norma gore tam uzay ise bu i¢ ¢arpim uzayina Hilbert uzay1 denir.

Ornek 1.2.28 ([9], s.64): [,(C):={(xp):x, €C,n=>1,Y%_,|x,|?> < o} iizerinde
tanimli, (-, ) : L(OxL(CO—>C, (%y) = Xi=1% Y, x = (xn), ¥ = (n) € L(O)

fonksiyonu bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur ve [, (C) uzay1 bu i¢ ¢arpimin {irettigi

0

2
Ixlly, = G )2 = (ZW) X = () EL(O

n=1
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normuna gore bir Hilbert uzayidir.

Tamim 1.2.29 (Lineer Operator, ([9], s.82)): X ve Y aym K cismi lizerinde iki lineer
uzay, D(A); X in bir lineer altuzayr ve A:D(A) € X —Y bir operator olsun. Eger her
x,y € D(A) vehera,B €K igin,

A(ax + By) = aAx + BAy
ise A operatoriine bir lineer operatoér denir. Burada D(A) kiimesine A lineer operatoriiniin
tanim kiimesi, R(A) ={y € Y:Ax = y,x € D(A)} kiimesine A lineer operatoriiniin
gortintii kiimesi, KerA = {x € D(A) : Ax = 0} kiimesine de A operatoriiniin ¢ekirdegi

denir.

Tamm 1.2.30 (Birim Operator, ([9], 5.84)): X bir lineer uzay olmak tizere E: X — X, her

x € X i¢in Ex = x seklinde tanimlanan operatdre birim operator denir.

Tamm 1.2.31 (Sifir Operator, ([9], 5.84)): X bir lineer uzay olmak {izere 0: X— X , her

x € X i¢in Ox = 0 seklinde tanimlanan operatdre sifir operatorii denir.
Ornek 1.2.32 ([9] , 5.84): Birim ve sifir operatorleri lineer operatorlerdir.

Ornek 1.2.33 ([9], 5.90): 1.(C) = {c = (c,,): ¢, € C, sup{|c,|,n € N} < 0} olmak iizere
(cn) € 1,(C) ve x = (x,) € 1;(C) igin,

A: 1;(C) »C
Ax = chxn
n=1

seklinde tanimlanan operator ([9], s.89) daki Lemma 4.3 ten iyi tanimhdir. Ayrica
x=(x),y =0n) € L(C) vea,f € Colmak iizere,

k k
Alax +By) = lim > cy(@xy + Byn) = Jim > (et + cafyn)
n=1 n=1

k K K K
= lim (Z Crhax, + Z cn,Byn> = lim z CnXp + F lim Z CnVn
k—> o0 k—>o k—o
n=1 n=1

n=1 n=1
= aAx + fAy

olup A operatorii lineer olur.
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Tamim 1.2.34 (Siirekli Operator, ([9], 5.96)): X ve Y iki normlu lineer uzay, D(A); X in
bir lineer altuzayi, A: D(A) € X —Y bir operator ve x, € D(A) olsun. Eger her € > 0 ve
her x € D(A) igin ||x — x,|| < § oldugunda ||[Ax — Ax,|| < € esitsizliginin saglayan Oyle
bir § > 0 sayis1 mevcut ise A operatoriine x = x noktasinda siireklidir denir. A operatorii

her x € D(A) noktasinda stirekli ise bu operatore siirekli operator denir.

Tamm 1.2.35 (Stmirh Operator, ([9], 5.92)): X ve Y iki normlu lineer uzay, A : X —= Y bir
lineer operator olsun. Her x € X i¢in ||Ax||y < k||x||x kosulunu saglayan pozitif k reel
sayis1 var ise A operatoriine sinirlidir denir ve X den Y ye tanimlanan tiim sinirlt lineer
operatorler kiimesi L(X,Y) ile gosterilir. Ozel olarak X =Y ise L(X,X) yerine L(X)

yazilir.

Onerme 1.2.36 ([9], s.88): X ve Y iki normlu lineer uzay ve A : X — Y bir lineer operator
olsun. O halde asagidakiler birbirine denktirler.

(@) A lineer operatorii diizgiin stireklidir.

(b) A lineer operatorii siireklidir.

(©) A lineer operatorii, x = 0 noktasinda siireklidir.

(d)  llx|l £1 esitsizligini saglayan her x € X i¢in ||Ax]|| < k olacak sekilde k pozitif
reel sayis1 vardir.

(e) Her x € X igin ||Ax|| < k||x]|| kosulunu saglayan pozitif k reel sayisi vardir, yani A

lineer operatdrii sinirlidir.

Ornek 1.2.37 ([9], s.91): a,b € R icin, k:[a,b] X [a,b] » C siirekli ve M =
sup{lk(s,t)|: (s,t) € [a, b] X [a,b]} < o olsun. g € C[a, b] i¢in,

b
£(s) = f k(s, ). g(O)dt

seklinde tanimlanan f: [a, b] — C fonksiyonu C[a, b] nin elemanidir. Ayrica K: C[a, b] -

Cla, b] operatorii,

b
(K(@))(s) = f(s) = f k(s Dg(D)dt

seklinde tanimlansin. O halde, K € L(C[a, b]) ve
IK(@Il = M(b —a)llgll
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olur. Gergekten, varsayalim ki € > 0 ve s € [a, b] olsun. Ayrica kg = k(s,t) ,t € [a, b]
olacak sekilde kg € C[a,b] fonksiyonu tanimlayalim. [a,b] X [a,b] kiimesi R? nin
kompakt bir altkiimesi oldugundan k fonksiyonu diizgiin siireklidir. Dolayisiyla her
t € [a,b] i¢cin |s —5s'| < § oldugunda |kg(t) — kg (t)| <& olan § > 0 sayis1 vardir.

Buradan devam edilirse,

b
If(s) = f(sDl = flk(s. t) — k(s D)llg®ldt < (b — a)llgl

olacagindan f siireklidir. Her s € [a, b] igin,

b b
(K@) < f lk(s,)g(D)ldt < f Mllglidt = M(b — a)llg]|
a a
olacagindan, ||K(g)|| < M(b — a)||g|| olur ki K € L(C|a, b]) oldugu ispatlanir.

Ornek 1.2.38 ([9], s.92): Tim polinom tipli  fonksiyonlar1 igeren
Ccl0,1] = {f| f:[0,1] > C, f siirekli} uzayinin lineer altuzay: P ile gosterilsin. Her p € P
icin p’ ile p nin tirevi gosterilmek tizere, T: P — P lineer operatori,
T(p)=p'
olarak tanimlanirsa bu T lineer operatorii siirekli degildir. Gercekten de, p, € P
polinomlar1 p,, (t) = t™ olarak tanimlansin. O halde,
llpnll = sup{lp,(O);t € [0,1]} =1
olmasina ragmen her n € N igin,
IT @)l = llpa' Il = sup{lp,’(®)]:t € [0,1]} = sup{[n.t" *|: t € [0,1]} =n
oldugundan, herp € P ic¢in |[Tpl|l < kl|p|| olacak sekilde k = 0 sayis1 bulunamaz.

Dolayisiyla T operatdrii sinirsiz bir operatordiir.

Tamim 1.2.39 (Operator Normu, ([9], 5.97)): X ve Y normlu uzay olmak fizere, A :
X —Y smirli operatorii i¢in,
IAll = sup{l|Ax|ly: x € X, lIx|lx < 1} = inf{k: [[Ax|ly < kl|x||x,herx € X }

seklinde tanimly, ||-||: L(X,Y)— R normuna A sinirli operatoriiniin normu denir.

Ornek 1.2.40: X normlu uzay iizerinde tanimli E: X —X birim operatdrii sinirli olmak
tizere, ||E|| =1 dir. Benzer sekilde X normlu uzay iizerinde tanimhi 0 : X—>X sifir

operatorii sinirli operator olup, ||0|] = 0 dir.
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Ornek 1.2.41: Cr[0,1] = {fIf:[0,1] >R ve f siirekli} ~ olmak iizere ||flle =
sup{|f(x)|:x € [0,1]}, f € Cr[0,1] olsun. Simdi, f € Cx[0,1] i¢in;

1
Af(t):= ff(t) dt
0

seklinde bir doniisiim tanimlansin. O halde,

AF(D)] = f FO dt| < f F(D)] dt < j 1Fllen dt = [If 1l

olup her f € Cgr[0,1] i¢in Af(t) € R olur, yani A:Cgr[0,1] >R seklinde bir
fonksiyoneldir. Ayrica A lineer operatérii sinirli bir operatér olup ||A|| =1 olur.
Gergekten, her f € Cr[0,1] i¢in,
IAf O] < If lleo
esitsizliginden A lineer operatoriiniin siirh ve ||A]| < 1 oldugu elde edilir.
Diger taraftan,
lAll = sup{|Af (©I: f € Cr[0,1] ve lIf]lo < 1}
oldugundan her x € [0,1] igin g(x) = 1 seklinde alinirsa,

1
9 € Cal011. gl = 1velag()| = | [ g(de| =1
0
olup buradan ise 1 < ||A|| sonucu elde edilir. Sonug olarak ||A|| = 1 esitligi bulunur.

Teorem 1.2.42 ([9], s.97): X ve Y iki normlu uzay olmak tizere X den Y ye tanimli tiim
lineer smirl operatérlerin olusturdugu L(X,Y) lineer uzayi ||-||-operatér normu altinda bir

normlu uzaydir.

Tamim 1.2.43 (Operator Normunda Yakinsama, ([7], 5.246)): X ve Y iki normlu uzay ve
A,, A€ L(X,Y), n=>1 olsun. Eger her € > 0 igin, her n > N, oldugunda ||4,, — 4|l < ¢
kosulunu saglayacak N, € N mevcut ise (4,) dizisi A ya operatér normunda yakinsiyor

veya diizgiin yakinsiyor denir.

Tamim 1.2.44 (Kompakt Kiime, ([9], s.16)): X bir normlu uzay ve M c X bir kiime olsun.
Eger her (x,) € M dizisi M kiimesinde bulunan bir elemana yakinsayan bir altdizi

iceriyorsa M c X kiimesine kompakt kiime denir.

Ornegin; R™,n > 1 Oklid uzayimnda her kapali sinirli kiime kompakttir.
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Tamm 1.2.45 (Kompakt Operator, ([11], 5.405)): X ve Y iki normlu uzay ve A: X—>Y
lineer sinirlt bir operatér olsun. Bu durumda eger her sinirli M € X altkiimesi igin A(M)
kiimesi kompakt ise A operatoriine kompakt operator denir. X den Y ye tiim kompakt

operatorler ailesi K (X,Y) ile gosterilir. Ozel olarak X = Y ise bu aile K (X) ile gosterilir.

Teorem 1.2.46 ([11], s.407): X ve Y iki normlu uzay ve A: X—Y lineer operator olsun. A
operatoriiniin kompakt operator olmasi igin gerek ve yeter sart A operatoriiniin X deki her
smirh (x,,) € X dizisi i¢in (Ax,) € Y dizisinin Y de yakinsak bir altdizisinin mevcut

olmasidir.

Teorem 1.2.47 ([11], s.407): X ve Y normlu uzaylar ve A: X—Y lineer operator olsun. O
halde;
a) A smirli ve dimR(A) < oo ise A operatorii kompakttir.

b) Eger dimX < oo ise A operatorii kompakttir.

Teorem 1.2.48 ([12], s.93): H, ve H, iki Hilbert uzay1 olmak iizere eger (4,) C

Ornek 1.2.49 ([11], 5.409): 1,(C) == {x = (x,):x, EC,n = 1,¥%_, |x,|*> < oo} olmak

Xn

tizere, her x = (x,) € [,(C) igin, Ax =y, y= O € L), y, = —,n= 1,2, ...
seklinde tanimlanan A : [,(C)—[,(C) operatorii kompaktir. Gergekten, A operatdriiniin
lineer oldugu asikardir ve x = (x,) € [,(C) ve y = (3,) € [,(C) igin A,: [,(C)— [,(C)

operatorii, her n € N igin

X2 X3 X4 Xn
Ax= (g3 g

seklinde tanimlansin. A, lineer ve simirhdir dolayisiyla Teorem 1.2.47 a)’dan dolay1

0,0,0, )

kompakttir. Bundan bagka,

Z‘” Z‘” 1 1 Z‘” I x 112
A—A 2 — 12 = — -ZS— -ZS—
i=n+1 i=n+1 i=n+1

olur. Burada normu ||x|| < 1 olan her x € [,(C) igin supremum alinirsa,

1
A, Al £ ——
14 = All € ——

olur ki, operatér normuna gore A,—>A oldugu goriliir. Teorem 1.2.48 den dolay1 A

kompakt olur.
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Ornek 1.2.50: H bir Hilbert uzay1, (e,),»; € H ortonormal baz olmak iizere, A: H— H,

herx EH,x = Yo 1 ane, , Yooy |ay|? < o icin

oo
Ax = Z Unen+1
n=1

operatori kompakt degildir. Gergekten,
Ae, =eq,n=>1
olup
M={e,,n=>2}cH
kiimesi g6z oniine alinirsa her n > 1 i¢in
leall® = (en ) =1
olup M kiimesi sinirlidir. Bu halde
A(M) = Span{e,:n = 2}
olup
Xp=¢€p,n=2
seklinde alinirsa (x,,) dizisinin hicbir altdizisi yakinsayamaz. Cilinkii n # m igin
|2 — xmll> = (en —em.en —em) =14+1=2
olup
lltn = X ll = V2
bulunur. Buradan A(M) c H kiimesinin kompakt olmadig1 dolayisiyla da A operatériiniin

kompakt olmadig: elde edilir.

Ornek 1.2.51 ([33],5.449): 1 <p<o0,1<qg< o0 Ve % + 5 =1 olsun. x = (x;) € 1,(C)

vei=1,2,3,..1¢in,

j=1

ile verilen A:1,,(C) - [,(C) lineer doniisiimii gz dniine alinsin. Eger,

ZZV‘UV <o

i=1 j=1

ise 0 zaman A operatorii kompakt oldugu gosterilsin.

Z|kij|q =(a)?,i=1,23,..
j=1
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ve

o)

Y @t =) n=012..

i=n+1

ve B = B, olsun. Hipotezden, }.72; a;? yakinsak oldugundan,
lim B, =0
n—>o0o

oldugu goriiliir. Eger 1 < p < covex = (x]-) € 1,,(C) ise o zaman Holder esitsizliginden,

1 1
%} %) E %) 5
q p
Dl < | D iyl | { D lsl” ) = e, (1.2)
j=1 j=1 j=1

bulunur. Eger p = oo ise 0 zaman q = 1 dir ve her j igin
|keij| < [k llxlloo

ve

> eyl < alixlle (13)
j=1
olur. (1.2) ve (1.3) birlikte her bir i > 1 i¢in (Ax); nin var oldugunuve i > 1, 1 <p < o
i¢in,
|(Ax);] < a;llx|l, (1.4)

oldugunu gosterir. Bu nedenle

D10 < ()" > et = (Bllxll,)’
i=1 =1

esitsizligi saglanir. Buna gore her i i¢in A operat6rii iyi-tanimlidir, yani her x € [,(C) igin
Ax € 1,(C) olur. Ustelik her x € 1, (C) igin,
lIxllg < Blixll,

bulunur. O halde A € L (lp((C), lq((C)). n=1,2,3,..i¢in

Ax = Z(Ax)iei — ((Ax)1, (Ax),, .., (Ax),,,0,0, ...)

ile A, : [,(C)— [;(C) tamimlayalim. Buna gore A,x € [,(C) dir, 4, lineerdir ve (1.2)

den

(14nxllg)" = > 1A% < (lxll,)* Y et
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elde edilir. Buradan,

1
n =

q
1Anxllg < lIxll, (Z aﬂ) = Bllxllp

i=1
esitsizligi dogru olur. Bu (4,,) operator dizisinin operatér normuna gore smirli oldugunu
gosterir. Ayrica her n € N i¢in A,, operatoriiniin goriintii kiimesi sonlu boyutludur. Yani
dimR(A,) < oo . Bu nedenle her n € N i¢in A4, kompakt operatordiir. Diger taraftan her
n € N ve her x € [,,(C) igin,

0 , 1<i<nign

(Ax); — (Apx); = { (Ax);, [ > nigin

oldugundan (1.4) esitsizligi kullanilarak

(0]

(1A% = Apxll ) = D" 1041 < > adllall,)? = B ()

i=n+1 i=n+1
bulunur. Boylece,

IAx — Apxllg < Bullxllp
elde edilir. O halde [|4 — 4,|| < B,—0 olur. Buradan, L(zp(@,zq(«:)) icinde A, — A
dir. Ayrica A, kompakttir ve [,(C) Banach uzay1 oldugundan kompakt operatorler kiimesi,
L (lp (©), 1, ((C)) sinirli  operatorler kiimesinin kapali bir altuzayidir. Buradan A €
K (1,(C), 14(C)) oldugu goriiliir.

Benzer sekilde [, (C) ve [, (C) i¢in ve x = (x}) €,(C), i=1,2,3,..i¢in

(Ax); = Z kij x;
=1
ile taniml A: [; (C) - 1, (C) doniistimii gz oniine alinsin. Eger her bir i € N igin,

a; = sup|kij| < oo
jz1

ve lim; ., a; =0 ise 0 zaman A € K(14(C),1,(C)) olur. Gergekten de yukaridaki

islemlerin benzeri uygulandiginda A operatoriiniin kompakt operator oldugu goriliir.

Tamm 1.2.52 (Kapal Lineer Operator, ([11], 5.292)): X ve Y iki normlu uzay, D(4), X
in bir lineer altuzayi ve A: D(A) € X—Y lineer bir operator olsun. Bu durumda,

Gr(A) = {(x,Ax):x € D(A)} c XxY
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olarak tanimlanan A operatoriiniin grafigi XxY normlu uzayinda kapali ise A operatdriine

kapal1 lineer operator denir.

Teorem 1.2.53 ([11], s.293): X ve Y iki normlu uzay, D(A), X in bir lineer altuzay:1 ve
A:D(A) c X—>Y lineer bir operator olsun. Bu takdirde A operatoriiniin kapali operator
olmasi i¢in gerek ve yeter sart her lim,,_,,, x, = x ve lim,,_,,, Ax,, = y olan (x,,) € D(4)

icin x € D(A) ve y = Ax olmasidir.

Tamim 1.2.54 (Bire-Bir Operator, ([11], s.614)): X ve Y iki lineer uzay, D(A), X in bir
lineer altuzayi ve A: D(A) € X—Y lineer bir operator olsun. Eger her x; ,x, € D(A) igin
X, # x, bagintisi saglandiginda Ax; # Ax, bagintis1 saglaniyorsa A operatoriine bire-bir

operator denir.

Tamim 1.2.55 (Eslenik Operator, ([7], s.353)): H bir Hilbert uzayi, D(A) , H nin bir
lineer altuzayi, A: D(A) € H— H lineer bir operator ve D(A) = H olsun. Bu durumda,
D(A*):={y € H: Vx € D(A) igin bir z € H vardir 6yle ki (Ax,y)y = (x,2)y}
olmak tizere,
A*:D(A")c H—>H, Ay =2z

seklinde tanimlanan operatdre A operatoriiniin eslenik (adjoint) operatorii denir.
Ornek 1.2.56 ([9], 5.170): Keyfi f € C[0,1] i¢in Ty € L(L,[0,1]) operatéri,
(Trg)(®):= f(D)g(¢)
olarak tanimlansin. O halde eger f € C[0,1] ise (Tf)* = T olur. Gergekten g, h € L,[0,1]

ve k = (Tf)*h olsun. Eslenigin tanimindan (Tf 9, h) = (g, k) olmali ve dolayisiyla,

1 1
f F(©gORDdt = f g(OF@dt
0 0

esitligi saglanmalidir. Bu esitlik k(t) = h(t)f(t) igin gecerli oldugundan, buradan
k(t) = f(t)h(t) olur. Eslenigin tekliginden dolayi, (Tf)*h: k = fh elde ederiz ki

dolayistyla (Tf)ak = Tf olur.

Ornek 1.2.57 ([9], s.171): S,: 1,(C) > 1,(C), S,(xq, %3, %3, ...) = (0,x1, %, x3, ... ) Olarak
tanimlanan S, operatoriine saga Oteleme operatorii denir. S, € L(1,(C)) saga Oteleme

operatoriiniin eslenigi S, olmak iizere,
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S WLy Yz ) = 2, ¥3, Y4, )
dir. Gergekten x = (x,) ve y = (y,,) € I, ve z = (z,) = S, (y) olsun. Eslenik operatoriin
tanmimindan (S,x,v) = (x,S,"y) olur. Dolayisiyla,

((0; X1, X2, X3, ), (V1) V2, V3) oo )) = ((x1,x2,x3' ), (21,22, 23, ))

olacagindan,
X1y, + XY3 + X3y, + ... = X1Zy + X325, + X323 + ...
olur. Eger z; = y,,z, = y3, ..., ise bu esitlik her xq,x,, x3, ... i¢cin saglanir ve eslenigin
tekliginden,
S Vo Y2 Ya ) = (21,22,23, ) = (V2,¥3, Y4, )
oldugu elde edilir.

Ornek 1.2.58: H = (L,[0,1],]|l;) mm bir altuzayi1 D(A) := {u € L,[0,1]; v’ €
L,[0,1],u(0) = u(1)} olsun. O halde,

A:D(A) c L,[0,1]—>L,[0,1], Au =u'
olarak tanimlanan lineer operatorii igin eslenik operatorii bulunsun. Soyle ki A%, A

operatoriiniin eslenik operatérii ve u, v € L,[0,1],t € [0,1] i¢in,

1 1
(Au,v) = fu’(t)v(t)dt =u(D)v(1) —u(0)v(0) — f u(t)v'(t)dt
0 0
1 1
= —fu(t)v’(t)dt = fu(t)(—v’(t))dtZ(u,A*v)
0 0

oldugundan A*v = —v' ve D(A) = D(A") oldugu elde edilir.

Tamm 1.2.59 (Ozeslenik Operator, ([7], 5.359)): H bir Hilbert uzay1, D(A), H nimn bir
lineer altuzayi, A:D(A) € H—»H bir lineer operator ve A*, A operatoriiniin eslenik
operatorii olsun. Bu durumda, eger D(A) = D(A*) ve her x € D(A) i¢in Ax = A*x ise A

operatoriine 6zeslenik (self adjoint) operator denir.

Ornek 1.2.60 ([9], 5.170): Keyfi f € C[0,1] i¢in Ty € L(L,[0,1]) operatéri,

(Trg)(©):= f(t)g(t)
olarak tanimlansin. O halde eger f € C[0,1] ise Ornek 1.2.56 den dolay1 (Ty)* = T olur.

Eger f € C[0,1] reel degerli ise (Tf)* = T olur ki bu durumda reel degerli f € C[0,1]

i¢in T¢ 0zeslenik operatordiir.
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6I‘nek 1.2.61 ([9], 5170): H = CZ ve X12, X21 € C, X11,X22 € R,x_lz = X221 Olmak ﬁzere,

X11
X21

x
A:C?2»C* | A =( X;z) seklinde tanimli A operatorii 6zeslenik operatordiir.

X11 x21>_(x11 X12
X127 Xo X21  X22

Gergekten, A operatoriiniin eslenigi A* =( )= A oldugundan

A = A* olup A operatorii 6zesleniktir.

Tanmim 1.2.62 (Normal Operator, ([7], s.365)): H bir Hilbert uzayi, A € L(H) ve A
operatorii, A lineer operatoriiniin eslenik operatorii olmak iizere,
D(4) = D(4")
ve
AA* = A"A

ise A operatoriine normal operator denir.

Teorem 1.2.63 ([7], s.379): H kompleks Hilbert uzayi, A € L(H) ve A" operatorii, A lineer
operatoriiniin eslenik operatorii olmak {izere, A nin normal operatoér olmasi i¢in gerek ve
yeter sart her x € H i¢in,

lAx|| = [lA"x]|

olmasidir.

Ornek 1.2.64: H = (L,[0,1], ||]l) nin bir altuzay,
D(A) :=={u € L,[0,1];u’ € L,[0,1],u(0) = u(1)}
olsun. O halde,
A:D(A) c L,[0,1]—>L,[0,1], Au=1u'
olarak tanimlanan lineer operatorii bir normal operatordiir. Gergekten, Ornek 1.2.58 de
gorildigi gibi, A*v(t) = —v'(t) ve D(A") :=={v € L,[0,1]; v' € L,[0,1],v(0) = v(1)}
olup, D(A) = D(A*) ve her u(t) € L,[0,1] i¢in,
||Au||L2[0,1] = ||u'||L2[0,1] = ||—u'||L2[0,1] = ||A*u||L2[0,1]

dir. Dolayisiyla A normal operatdrdiir.

Tanmm 1.2.65 (Yar1 Normal Operator, ([2], 5.29)): H bir Hilbert uzay1, A € L(H) ve A*
operatorii, A lineer operatoriin eslenik operatorii olmak tizere, A ile A*A komiitatif, yani
AA™A = A*AA

ise A operatoriine yar1 normal (quasinormal) operator denir.
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Ornek 1.2.66 ([9], 5.176): Keyfi f € C[0,1] i¢in Ty € L(L,[0,1]) operatérii Ornek 1.2.56
daki gibi tanimlansmn. Eger f € C[0,1] ise T; normaldir. Gergekten de Ornek 1.2.56 da

(Tf)* = TF oldugu goriiliir. Bundan dolay1, her g € L,[0,1] igin,
(1 (1)) (9) = Ty (Tf (g)) =Ti(fg) = ffg

ve
(1) 'Tr) (@) = T7 (Te()) = T (F9) = ffg = ffg
olup,
7(T7) = (T;) Ty
esitligi bulunur. Buradan Ty operatoriiniin normal bir operator olup ayni zamanda yari
normal operatdr oldugu goriiliir.
Ornek 1.2.67 ([9], s.177): S,:l,—>1y, S.(x1,%5 %3,...) = (0,x1,%5,%3,...) olarak
tanimlanan S, saga Oteleme operatrii bir normal operatoér degildir fakat yari normal
operatordiir. Gergekten de her (y,,) € [, igin S, operatoriiniin eslenik operatori,
S V1 Y2 Y3 ) = (V2 Y30 Yar )
oldugu Ornek 1.2.57 de gésterilmisti. O halde (x,,) € [, igin,
Sr*(Sr(xl,xz,x3, )) = 85,7(0,x1, %5, X3, .. ) = (X1, X2, X3, .. )
ve
Sr(Sy" (1, %2, %3, ) = Sy (%2, X3, %4 ) = (0, X2, X3, X4y v
olup
S.S, #S,S,"
olacagindan saga Gteleme operatorii normal degildir. Fakat
(S-S, S ) (1, %2, X3, .. ) = Sp(Sr" S (21, X2, X3, .)) = Sp(31, %5, X3, .00
= (0,x4,%2,%3, ...)
ve
Sy Sp Sy (%1, %5, %3, ) = Sy " Sp(Sp (%1, %2, X3, ... )) = 8,5, (0, %1, X2, X3, ...)
= (0,xq,x3,x3,...)
oldugundan,
SSy Sy = S "SrSy

olur ki, buradan S, saga 6teleme operatoriiniin yar1 normal operator oldugu goriiliir.
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Tamim 1.2.68 (Saf Yar1 Normal Operator, ([2], s.38)): H bir Hilbert uzayi, A € L(H)
olsun. Eger A yar1 normal operator fakat H daki tiim altuzaylara kisitlanisi normal operator

degil ise A operatoriine saf yar1 normal operatdr denir.

Tamim 1.2.69 (Uniter Operator, ([9], s.181)): H bir kompleks Hilbert uzay1, A € L(H) ve
A*, A operatoriiniin eslenik operatorii olsun. Bu durumda E: H— H birim operatdr olmak

tizere, eger AA* = A*A = E ise A operatdriine liniter operator denir.

Ornek 1.2.70: H=C? ve x,y €C, |x|> +|y|> =1 olmak iizere, A:C>?—>C? , A=

x y i )
(—eiﬁj_/ eiﬁf) seklinde tanimli A operatorii tniter operatordiir. Gergekten de A
_,—id

i y) oldugu agiktir. O halde,
e "x

L[ X Y \(x —ePy\ (x> + |y|? 0 /10
AA" = (—ew}_/ el? —) (}—] e~ Wy ) _< 0 |x|2 + I_'Y|2> - (0 1)

4 (% —eTy\( X Y\ (IxI2+|yl? 0 )_ 10
AA_(y e_wx><—eh937 e”‘)‘( 0 |2 + |y|? ‘(0 1)

olur ki, AA* = A*A = E oldugundan A operatorii liniterdir.

. o X
operatoriiniin eslenik operatorii A* = <_
y

Tamim 1.2.71 (izometri, ([7], s.51)): H; ve H, birer Hilbert uzayi, A: H, — H, operatorii
birebir olsun. Eger keyfi x € H, i¢in ||Ax||y, = ||x|[y, oluyor ise A operatdriine izometri

ve bu iki uzaya da izometrik denir.

Teorem 1.2.72 ([7], s.364): H,; ve H, birer Hilbert uzay1 ve A: H; — H, lineer operator

olmak tizere A*, A operatoriiniin eslenik operatorii olsun. Bu durumda E: H; — H; birim

operator olmak iizere, A operatdriiniin izometri olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul,
A*'A=E

esitliginin saglanmasidir.

Tamm 1.2.73 (Uniter Denklik, ([6], $.258)): H;, H, birer Hilbert uzay:r olmak {izere
A,:H;{— H, ve A,: H,— H, lineer operatdrleri igin,

UA, UL =4,

U 1A,U = Ay
olacak sekilde U: H; — H, liniter (6rten izometri) operator var ise A; ve A, operatorlerine

uniter denktir denir.
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Tamm 1.2.74 (Kismi izometri, ([38], 5.248)): H, ve H, birer Hilbert uzay, A: H; — H,
operatdrii i¢in her x € (KerA)* igin ||Ax|| n, = |Ix|ly, oluyorsa A operatoriine kismi
izometri operator denir. Burada ki (KerA)* , A nin baslangic (initial) uzay1 ve R(A) uzay1

da A nin final uzayi olarak adlandirilir.

Tamm 1.2.75 (Pozitif Operator, ([7], s.411)): H bir Hilbert uzay1 ve A:D(A) c H>H
bir dzeslenik operator olsun. Eger her x € D(A) i¢in
(Ax,x)y =0

ise A operatoriine pozitif operator denir ve A = 0 sembolii ile gosterilir.

Tamim 1.2.76 (Karekok Operator, ([7], s.422)): H bir Hilbert uzay1 ve A:D(A) c H>H
bir pozitif operator olsun. O halde, B? = A esitligini saglayan B dzeslenik operatoriine A
operatdriiniin bir karekokii ad verilir. Ek olarak B > 0 oldugunda B = VA yada B = A

ile gosterilir.

Teorem 1.2.77 ([7], s.422): H bir Hilbert uzay1 ve A € L(H) bir pozitif operator olsun.
B? = A esitligini saglayan tek bir B € L(H),B = 0 operatérii vardir ve A operatdrii ile

komiitatif olan her C € L(H) operatdrii ile komiitatiftir.

Teorem 1.2.78 (Kutupsal Ayrisim, [38], s.248, [1], s.74): H,, H, Hilbert uzaylan
A € L(H,,H,) ve A* operatorii A nin eslenik operatdrii olsun. Baslangic uzay1 (KerA)',
bitis uzay1 R(A) olan U: H, — H, kismi izometrisi ve P € L(H,) bir pozitif operatér olmak
uzere,

A=UP
esitligi yazilabilir ve bu yazima A nin kutupsal ayrisimi denir. Ayrica bu gosterimde
KerU = KerP olur. Gosterimde 6zel olarak P = |A|: H;—» H, ,|A| = (AA*)l/Z secilebilir
ve o halde bu gosterim,

A=U|A|

seklinde olur.

Tamim 1.2.79 (Rezolvent Kiime, ([7], 5.298)): X kompleks normlu lineer uzay, D(A), X
in bir lineer altuzayi ve A: D(A) € X— X lineer operator olsun. E: X — X birim operator ve

A € C olmak {izere, eger R(A — AE) kiimesi X de yogun ve (A — AE) operatoriiniin tersi
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R(A — AE) kiimesinde var ve simirli ise 1 € C sayis1 A operatriiniin rezolvent kiimesine

aittir denir ve A € p(A) ile gosterilir.

Tamim 1.2.80 (Siirekli Spektrum, ([7], 5.298)): X kompleks normlu lineer uzay, D(A4), X
in bir lineer altuzay1 ve A: D(A) € X— X lineer operator olsun. E: X — X birim operator ve
A € C olmak {izere, eger R(A — AE) kiimesi X de yogun ve (A — AE) operatoriiniin tersi
R(A — AE) kimesinde var fakat sinirli degil ise A sayist A operatoriintin  siirekli

spektrumuna aittir denir ve A € a.(A) ile gosterilir.

Tanim 1.2.81 (Kalan Spektrum, ([7], s.298)): X kompleks normlu lineer uzay, D(A), X
in bir lineer altuzayi ve A: D(A) € X— X lineer operator olsun. E: X — X birim operator ve
A € C olmak fiizere, eger R(A— AE) kimesi X de yogun degil fakat (A — AE)
operatoriiniin tersi R(A — AE) kiimesinde var (smirh ya da sinirsiz) ise A sayist A

operatoriiniin kalan spektrumuna aittir denir ve A € g,.(4) ile gosterilir.

Tanim 1.2.82 (Noktasal Spektrum, ([7], s.298)): X kompleks normlu lineer uzay, D(A),
X in bir lineer altuzay1 ve A: D(A) € X— X lineer operator olsun. E: X — X birim operator
ve A € C olmak iizere, (A — AE) operatoriiniin tersi yok ise A sayisi A operatoriiniin

noktasal (ayrik) spektrumuna aittir denir ve 4 € a,,(4) ile gosterilir.

Tamm 1.2.83 (Ozdeger, Ozvektor, ([7], 5.6, 5.298)): X kompleks normlu lineer uzay,
D(A), X in bir lineer altuzay1 ve A: D(A) € X— X lineer operatdr olmak iizere A € 0,,(4)
sayistna A nm Ozdegeri, Ax = Ax, x € X, x # 0 denklemin ¢o6ziimiine ise A nin A

0zdegerine karsilik gelen 6zvektorii denir.

Tanim 1.2.84 (Spektrum, ([7], s.298)): X kompleks normlu lineer uzay, D(A), X in bir
lineer altuzay1 ve A:D(A) € X— X lineer operatdr olmak iizere 0.(4) U 0,.(4) U 0, (4)

kiimesine A nin spekturumu denir ve a(A) ile gosterilir.

Tamim 1.2.85 (Esas Spektrum, ([6], s.243)): H bir Hilbert uzayi, D(A), H nin bir lineer
altuzayr ve A:D(A) € H—>H lineer operatorii simirl olsun. Eger R(A) kapali, KerA
ve coKerA nin boyutlar1 sonlu ise A operatoriine Fredholm operatér denir. E birim
operator ve A € C igin A — AE operatoriiniin bir Fredholm operatorii olmadigr tim A € C
kompleks sayilarinin kiimesine A operatoriiniin esas spektrumu denir ve esas spektrum

kiimesi 0,45(A) ile gosterilir.
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Tamim 1.2.86 (Rezolvent Operator, ([11], s.370)): H bir Hilbert uzayi, D(A), H nin bir
lineer altuzay1 ve A: D(A) € H—» H lineer operator olsun. Bu takdirde A € C, E: H— H ise

birim operatdr olmak iizere Ay = A — AE operatdrii terslenebilir (tersi var ve sinirli) ise
At =A-2E)1

operatoriine A operatoriiniin rezolvent operatorii denir ve R; (A) sembolii ile gosterilir.

Ornek 1.2.87 ([1], $.299): V:L,(0,1)—>L,(0,1), Vf(x) = foxf(t)dt ile tanimli lineer
siirlt  Volterra operatoriiniin - spektrumu  o(V) = {0} seklindedir. Gergekten de
E:L,(0,1)— L,(0,1) birim operator olmak tizere A € C igin,

V—-2E)f =g, f,g € L,(0,1)
spekturum problemine bakilsin. ilk olarak

@ g =0, A2 +# 0 durumu incelensin. Bu durumda problem

(V—2AE)f =0

seklinde olup buradan,

[ rwde=ar, 1 e
0

seklindedir. Bu integral denklemi,

{f (x) = Af'(x), A—hhy.
f()=0

diferansiyel denklem olan sinir-deger problemine doniisiir. Son esitlikten,
1
f'lx) = Zf(x), A—hh.y.
olup buradan ise f(x) ¢6ziimi
1
f(x) = cex”
seklinde olur. Buradan f(0) = 0 sinir-deger sartin1 yerine yazilirsa f(x) = 0, 1 — h.h.y.

bulunur. Bu A € C, A # 0 sayisinin 6zdeger olamayacagi anlamina gelir.
(b) g =0, 1 =0 durumu ele alinsin. Bu halde Vf = 0 olup

ff(t)dt =0, f e L,(0,1)
0
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olur. Buradan f(x) =0,A—h.h.y. oldugu bulunur. Bu ise A =0 sayisinin Ozdeger
olamayacag1 anlamina gelir. Boylece (a) ve (b) durumlarindan o,(4) = @ oldugu elde
edilir.

(©) g # 0, 2 # 0 durumundan,

V—-2E)f =g, f,9 € L,(0,1)
yani

[r@d-a@ =gt fge LoD
0

olur. Bu halde

X
hG) = [ fode
0
olarak alinirsa integral denklemi

{h (x) ——h(x) ~ ——g(x)
h(0) = 0

diferansiyel denklemine doniisiir. Bu denklemin genel ¢6ziimii

X
1. 1( 1
hCx) = cer —= f 1D g(t)dt

0

seklindedir. h(0) = 0 oldugundan ¢ = 0 olup buradan
1[ 1
h() = =3 f e Vg ()de
0

esitligi elde edilir. h(x) = | Ox f(t)dt oldugundan,

!

WV = 2E)g(x) = f(0) = h'(x) = f AC D (0t
0

M»—x

1 X
196 -3 [ i Og(ora
0

¢Oziimii elde edilir. Son esitlikten Ry (V) = (V — AE)~? nin var oldugu ve
(Vv —2E)"* € L(L,(0,1))
oldugu elde edilir. Sonug olarak,

C\ {0} =p(V)
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olup
a(V) = {0}
seklindedir.
(d g=+#0, 2=0durumundaise 0 € g.(V) oldugu agiktir. Boylece

o(V) =a.(V) = {0}
bulunur.

Ornek 1.2.88 ([33], 5.269): €l0,1], Il “lle) Banach uzayinda
A;:D(4) c C[0,1]—C[0,1], i = 1,2, 3 icin,

a) Aju=1u", D(4;) ={u€eCl0,1]; u' € C[0,1],u(0) = 0},

b) Au=1u", D(A,) ={u € C[0,1]; u' € C[0,1]}

C) Azu:=1u", D(43) ={u € C[0,1]; u' € C[0,1],u(0) = u(1)}

operatorlerinin spektrumlari bulunsun. Bu halde E: C[0,1]— C[0,1] birim operator olmak
lizere,

a) A € Cigin

Aju=u"=u+f,f €Cl01]

denkleminin genel ¢6ziimii,
t
u(t) = ce’t + j ert=9f(s)ds ,c € C
0

seklinde olup u(0) = 0 sinir deger kosullarindan ¢ = 0 bulunur. Dolayisiyla A € C i¢in
(A, — Du=f,f € C[0,1]

denkleminin
t

w(®) = Ri(ADF(©) = j A f(5)ds € C[0,1]

0

seklinde tek bir ¢oziimii vardir, yani
Ry(Ay) = (41 — AE)_l
mevcut olup,
(4, — AE)"t e L(C[0,1])
dir. Dolayisiyla 6 (A;) = @ ve p(4;) = C olur.

b) A € Cigin
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A, u=u"=Au,u € D(A,)
denkleminin ¢6ziim kiimesi,
u(t) =ce*,cecC
seklinde olup her A € C i¢in A,u = Audenkleminin u # 0,u € C[0, 1] seklinde ¢oziimii
vardir. Dolayistyla noktasal spektrum tanimindan,
a(Az) = Up(Az) =C

olur.
C) A € Cigin

Asu=u"=Au,u € D(4;3)
denkleminin ¢6ziim kiimesi,
w(t) =ce?t ,ceC,0<t<1

seklindedir. Ayrica u; € C[0,1] olup u(0) = u(1) smir degerleri kullanilirsa,

c = ce?
esitligi elde edilir. Buradan,
c(l — e’l) =0
olup ¢ # 0 i¢in,
1=e?

olur. Buradan ise A= 2kmi, k € Z oldugu bulunur. Noktasal (ayrik) spektrum
tanimindan,
0,(43) = {2kmi : k € Z}
elde edilir. Simdi A # A, = 2kmi , k € Z durumu incelensin.
Asu=Au+f, u, f € C[0,1]
denkleminin ¢6ziim kiimesi,
t
u(t) = ce + J e =9 f(s)ds,c € C
0
seklindedir. u(0) = u(1) sinir degerleri kullanilirsa,
1
c=(1- e’l)_l f er1=9) £ (5)ds
0

olup,
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t

1
Rif(t) = (1- el)_lfe’l(1+t_s)f(s)ds + f et f(s)ds ,f € C[0,1]
0 0

sonucuna ulasilir. Buradan,

t A

1+et e f A(t—S)f( )d
e s)as
)
t

— fe"(t‘s)f(s)ds+

0

elde edilir. Simdi R, f(t) € L(C[0,1]) oldugu gosterilsin.
IR f (Dl = sup {|R2f ()1}
te[0,1]

R/lf()— 1

t
1+ et

l(t—s) d +
e;tfe f(s)ds +7

0

= Su
te[og] 1-

1
e’ A9 £($)d
o7 f eV (s)ds
t

1

f At=9)f(s)ds

t

< sup

t
1+ elf
A(t-s)
e (s)ds|; + su
tefo,1] 1—e? o f p

telo,1]

1

et [|le=*f(s)|ds
i

0

1+ et
1—et

< sup
tefo,1]

1

A
e
+ su e’lfe"ls (s)|ds
tE[Oﬁ] 1_61 Ol f |
< v rom + 2 o, = 2 o
= [ =er WOl + 75| IF Ollee = |55 I/ (Ol

olacagindan, R;f(t) € L(C[0,1]) olur. Boylece her A # A, ,k € Z ise A € p(A3). Sonug
olarak,
0(A3) = {2kmi; k € Z}

olur.

Teorem 1.2.89 ([7], s.299): Eger A lineer operatorii sonlu boyutlu X lineer uzayinda

tanimli bir operatér ise g,(A) = @ ve 0.(A) = @ olur.
Teorem 1.2.90 ([11], s.390): H bir Hilbert uzay1 olmak tizere A € L(H) ise a(A) # @ olur.

Teorem 1.2.91 ([7], s.382): H bir Hilbert uzayi olmak tizere A € L(H) olsun. Bu durumda,
a) Eger A = A*ise, 0,(A) = @, 0(A) < [—I A, Il A ll] olur.

b) Eger A operatérii normal bir operatér ise, o,-(4) = @ olur.
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Ornek 1.2.92 ([33], s.415): 4 € L(1,(C)), A(xy, %3, %3, ...) = (0,3x4, X2, 3x3, ... ) olarak
tanimlanan operatdr icin eger |u| < 3 ise 0 zaman u, (4*)? nin bir 6zdegeri olur. Buradan,
o(4) = {/1 eEC:|A < \/§} oldugu goriiliir. Gergekten ¢(A) yi bulmadan 6nce (A4*)?
bulunsun. A¢ik¢a goriilecegi gibi A*(xq, x5, X3, ... ) = (3x5, X3, 3Xy4, ... ) dir. O halde
(A)?(xpx2, %3, . ) = A(A"(xx, X2, X3, ... )) = A (3x5, X3, 3%4, X5, ...
= (3x3, 3x4, 3x5, 3Xg, ... )
oldugu elde edilir. Buradan,
(3x3,3%4, 3%5, 3xg, .. ) = p(x1,%5, X3, ... ) = (g puxz, uxs, ...)
olacak sekilde yani her n € N i¢in 3x,,, = ux, olacak sekilde sifirdan bir (x,) =
(1,%2, %3, ... ) € 1,(C) bulunsun. O halde x; = x, = 1 ven > 2 igin,

Xon-1 = Xon = (%)”_1

olsun. Dolayisiyla (x,,) sifirdan farklidir ve her |u| < 3 igin,

Z| n|2_22<| |>z(n 1) 7

olup, buradan (x,) € [,(C) oldugu elde edilir. Boylece, (4*)?(x,) = u(x,) esitligi
saglanir ve u sayisi (A*)? nin bir 6zdegeridir ve bu 6zdegere karsilik gelen 6zvektor (x,,)
dir. Buradan devam edilirse,
{AeC: |1 <3} ca((4")?

oldugu elde edilir. Boylece,

{lecC:|A <3}ca(4?)
bulunur. Fakat,

{fec: |1 <3}={1€C:|A <3}

esitliginin dogrulugundan,

{AeC: |1 <3} coa(4?)
olur. Genel teoremden o (A?) kapali olup

{AeC: |1 <3} ca(4?)
olur. Dolayisiyla |A| <+/3 ise 0 zaman A € g(A) dir. Ciinkii aksi takdirde 1% & o(A4?)
olurdu ve bu |A|? > 3 geliskisi verirdi. O halde,

{recC:|2 <V3}ca(A)
dir. Diger yandan, eger 1 € o (A) ise 0 zaman 12 € a(A?) dir. Bu halde,

2 <1,(A%) <I A% II=3
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oldugu elde edilir. Buradan ¢(A) S {A eEC: |1 < \/§} olur. Sonug¢ olarak da A nin
spektrumu, a(4) = {1 € C : |A| < 3} olarak bulunur.

Ornek 1.2.93 ([13], 5.223): L,(0,1) uzayinda A: L,(0,1)— L,(0,1),

1
Af(x) = f min(x,y) f(")dy
0

seklinde tanimlanan operatdriin spektrumu bulunsun. Oncelikle, her f € L,(0,1) icin A

operator,

X

A = [ minGy) 0y = [ yf@ady +x [ £y
0 X

0

seklinde yazilabilir. Bu esitlikte kullanilarak 6nce A operatoriiniin noktasal spektrumu

incelensin. Yani A € C igin

Af (x) = Af (x), f €L,(0,1)
denkleminin ¢6ziimii bulunsun. O halde,

X

1
[ yroay+x [ roray =1

0

denklemini ¢6zmek i¢in her iki tarafin tiirevi alinirsa,

Xf () + j FO)dy = xf () = Af ()

denklemi elde edilir. Buradan,

1
[ roray =27

esitligi elde edilir. Bulunan denklemin her iki tarafinin tiirevi tekrar alinirsa,

—f(x) = Af"(x)
oldugu bulunur. Burada eger A = 0 ise f = 0 olur, yani 1 = 0 & 0,,(4). SimdiA # 0,1 €
C oldugu kabul edilsin. O halde yukaridaki yapilan islemlerden bakilan problem,

f'x) = —%f(x), feL,(01),1€C
f(O)=f(1)=0

sinir deger problemine doniisiir. Bu denklemin ¢oziimii,
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fx)=c cos%x + ¢, sin%x , x €[0,1]
sekilndedir. f(0) = 0ve f'(1) = 0 sinir degerleri kullanilirsa,
1 1
¢, =0 ve Czﬁ cosﬁz 0
esitlikleri, buradan da cos \/% = 0 oldugu elde edilir. Son esitlikten,
(2k+1)n=i kel
2 Ny
ve buradan da
2
V= T On ke
oldugu goriiliir. Bu sonuncu esitlikten ise A nin 6zdegerlerinin,
A = y = . — k€L
2k + 1)?m? (k + 1/2) 2
seklinde oldugu goriiliir, yani
o,(4) = ; t keZ

(k +1/5) 2n2
sonucuna ulasilir.

A:L,(0,1) > L,(0,1), A€ K(L,(0,1)) ([13], $223) ve dimL,(0,1) =
oldugundan A~' smirli olamaz ([9], s.208). Dolayisiyla 0 € 0,,(A). Ayrica A operatdrii
Ozeslenik operator oldugundan Teorem 1.2.91’den dolayr o,(A) = @ olur. O halde
0¢0,(4),0¢p(4) ve o,(A)=0 ise 0€o.(A). Sonug olarak A operatdriiniin

spektrumu,

cA) = {0}u]l—— kez

seklinde oldugu bulunur.

Tanim 1.2.94 (Genisletilmis Ozdeger, [4]): H bir kompleks Hilbert uzay1 ve A € L(H)

olsun. Eger,
TA = AAT

olacak sekilde sifirdan farkli T € L(H) operatori mevcut ise A € C sayisina A

operatoriiniin bir genisletilmis 6zdegeri ve ayrica T € L(H) operatoriine de A operatoriiniin
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A € C sayisina karsilik gelen genisletilmis 6zoperatorii adi verilir. A operatoriiniin tiim

genisletilmis 6zdegerler kiimesi ise g,,;(A) ile gosterilir.

Bu durumda A =1 sayisinin her lineer smirlt A operatorii i¢in bir genisletilmis

6zdegeri oldugu agiktir. Burada tanimdaki T operatorii E birim operatdrii segilebilir.
Tanim 1.2.95 ([4]): H bir kompleks Hilbert uzayi ve A € L(H) olsun. X € L(H) i¢in,
XA =AY (1.5)

kosulunu saglayan sifirdan farkli Y € L(H) operatorii var olabilir. (1.5) denklemini
saglayan X lineer sinirl operatorlerinin kiimesi ¢4 ile gosterilir. Agiktir ki &4 kiimesi bir

cebirdir. Eger A € L(H) operatoriiniin goriintii Kiimesi yogun, yani R(A) = H ise,

®,: g4 > L(H)
X>o,X) =Y

operatorii tanimlanabilir. Kolayca goriilecegi gibi @, operatdrii cebir homomorfizmasidir.

Teorem 1.2.96 ([4]): H bir kompleks Hilbert uzay1, A € L(H) ve R(A) yogun olsun.
Tanim 1.2.95 de tanimlanan @4 : &4, — L(H) cebir homomorfizmasi ¢, iizerinde kapalidir.
Gergekten de kapali oldugunu gostermek i¢in, g4 lizerinde tanimli operatér normuna gore
yakinsak (X,) operator dizisi X operatdriine yakmsadiginda, (@4(X,)) dizisi de bir
Y € L(H) operatoriine operatér normuna gore yakinsadiginda, X € g4 ve P4(X) =Y
oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun igin oncelikle @,4(X,) =Y, olsun. O halde ¢4
tanimindan,

Xp,A =AY, (1.6)
olur. Agiktir ki X,,A—> XA ve AY,—>AY, n—> oo goriiliir. Dolayisiyla (1.6) deki esitlik
XA = AY olur ki, burada @,(X) =Y dir.

Tamim 1.2.97 (Hilbert Uzaylarinin ve Operatorlerinin Direk Toplami, ([14], 5.256)):
H, ,n = 1 Hilbert uzaylarinin sonsuz direkt toplami ve H,, n = 1 Hilbert uzayi iizerinde
yogun tanimli kapali A,:D(4,) € H,—»H, , n =1 operatorlerin sonsuz direkt toplami

sirastyla,

o0 [ee]
H= & Hn= u=(un):unEHn,n21,leun ||12_In<00}
=1 n=1
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(0]
A= © A,,A:D(A)c H—>H
n=1
D(A) ={u=(u,) €EH:u, € D(4,),n = 1,Au = (A, u,) € H}
(00}
seklinde tanimlanir. Ayrica her n € N igin H,, = H, ise €@ H, yerine H1(°°) gosterimi
n=1
kullanilir. O halde H uzay1
(u, U)H = Z (Un, 1771)Hn
n=1

i¢ carpimi ile bir Hilbert uzayidir[1,4].

Omegin; H,, := (C,|),n = 1 olmak iizere

0 [o/e)
(C(oo)= b (C={(un):unE(C,n21ve2|un|2<°°}=lz(©
n=1 n=1

seklindedir. Ayrica eger,

AnH,—>H, , Ayu, = a,u,,n=>1,a, €C, a = sup |ay| < o
nz1

olmak iizere,

olsun. O halde
vi=Au, (vy) = (Apuy) = (auuy),n =1

olup her u € C igin

(o) 2
ull = <z|an|2 |un|2> < allully
n=1

seklindedir. Dolayisiyla

operatOrii sinirl bir operatordiir.

Tamm 1.2.98 ([2], s.4): H bir Hilbert uzay1 ve keyfi x;, x, € H olmak tizere, her x € H
icin, x; @ x, : H—> H operatdrii

x; & x2(x) = (x,x2)x1
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olarak tanimlanir.

Tamm 1.2.99 (Tarafli Oteleme, ([2], 5.13)): H bir Hilbert uzay1 ve S, H iizerinde taniml
bir operator olsun. Hy, H,, Hs, ... ikiserli ortogonal olan H nin altuzaylar i¢in H = H; @
H, @ H; @ ...olmak {lizere, eger S operatori H, altuzaymi H,,, altuzayi {izerine

izometrik olarak resmediyorsa S ye bir tarafli 6teleme operatorii denir.

Eger her n € N i¢in dimH,, = 1 ise tarafli 6telemeye, ‘saga Oteleme operatorii’

denir.
Aciktir ki tanimdaki her H,, in boyutu aynidir ve boyutlar1 sonsuz da olabilir.

Tanim 1.2.100 (idempotent Operatér, ([9], 5.155)): X herhangi bir vektdr uzay1 olmak
lizere, P? = P kosulunu saglayan P : X — X lineer operatdriine bir idempotent operatorii

denir.

1 0

Ornek 1.2.101: H =C?ve P: C?—»C?,P = (0 0

) ise P bir idempotent operatoriidiir.

X
Gergekten, her x = (x;) € C? igin,

remreo=(5 6 DE-( DE-(-6 D=

olup, buradan P? = P oldugu goriiliir.

Tamim 1.2.102 (Ortogonal Projeksiyon, ([7], s.407)): H bir Hilbert uzay1 ve M kapali bir
altuzayi olsun. H = M @ M+, H nin direkt toplam1 olmak iizere, her z € H igin,

zZ=x+Yy
olacak sekilde x € M ve y € M* vardir. Pz = x olarak tamimli P: H— H operatdriine M

tizerinde ortogonal projeksiyon denir.

Teorem 1.2.103 ([7], s.408): H bir Hilbert uzayr ve P : H— H lineer operatdriiniin
ortogonal projeksiyon olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart P lineer operatdriiniin idempotent
ve 0zeslenik operatdr olmasidir.

Teorem 1.2.104 (Kompakt Normal Operatérler icin Spektral Teorem, ([7], 5.438)): H
kompleks bir Hilbert uzayi, A € L(H) operatorii kompakt normal operatér ve E birim
operator olsun. Ker(A — AE) uzay:1 ile A — AE operatoriiniin ¢ekirdegi gosterilsin. Py

operatorii Ker(A — AE) {izerinde tanimli ortogonal projeksiyon operatdr olmak tizere,
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H = Ker(A) & Z @ Ker(A — AE) =Ker(A)EBZEB Ker(A — AE)
A€ap(4) ﬁe(g
A#0 *

= ZEB Ker(A — AE),

AeC

ya da

H = Z@ Ker(A* — 2E),

AeC
ayrica,
RCA) = RGAD = ) @ Ker(A—2E) = ) @ Ker (4" - 7E)

A#£0 A#0

ve
A=ZAPA= APA, E—EP)L
A€eC A€ap(4) A€eC

esitlikleri saglanir.



2. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR
2.1. Bir Sinif Yar1 Normal Operatorlerin Genisletilmis Spektrumu

Bu boliimde, H ayrilabilir kompleks Hilbert uzayir ve L(H) ise H iizerinde tanimli
tim simirli lineer operatorlerin kiimesi olmak iizere A yar1 normal operatoriiniin
genisletilmis 6zdegerlerine bagli problemler ele alinmistir. Ayrica, A operatorii kompakt
normal operatér ve yogun gorintii kiimesi var ise @, operatoriiniin Spektrumu

incelenmistir.

Onerme 2.1.1: A € L(H) yart normal operatdr ve 0 € 0,,(4) ise 0,y (A) = C esitligi

saglanir.

Ispat : A:H — H lineer operatorii i¢in U: H— H bir kismi izometri operatér ve |A|, A*A
nin karekokli olmak tizere, A nin kutupsal ayristmi1 A = U|A| biciminde yazilabilir. Bu
yazimda KerU = Ker|A| esitligi dogrudur. Ayrica A:H — H lineer operatoriiniin yart
normal operator olmasi igin gerek ve yeter kosul,
UlA| = |AlU
esitliginin saglanmasidir [1]. Ustelik 0 € g,(A) oldugundan,
Axqg =0
olacak sekilde bir x, € H\{0} elemani1 mevcuttur. Buradan her x € H igin,
A(xy @ x9)x = A((x, xo)xo) = (x,x9)Ax, =0 (2.1)
ve diger taraftan,
(%0 ® x0)Ax = (xo ® x0)U|Alx = (U|A|x, x0)x0 = (x, U"|Alx¢)x = 0 (2.2)
esitligi dogrudur. (2.1) ve (2.2) den her 1 € C igin,
(x0 ® x9)A = AA(xo & xo)
esitligi dogru olacagindan,
Oext(4) = C
esitligi elde edilir. m
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Teorem 2.1.2: A:H — H lineer operatdrii bir yar1 normal operatér ve 0 & g, (A) olsun.

Eger A: H — H normal operatdr degilse,

{% €C: 4,4 € Up(A)} U {0} C 0exe(4)

bagintis1 dogrudur.

Ispat: A: H - H lineer operatdrii yar1 normal operator oldugundan,
AA*A = A"AA
esitligi saglanir. O halde,
(AA* — A"A)A =0 = 0A(4A" — AA)
ve hipotezden A lineer operatorii normal operatér olmadigindan AA* — A*A + 0 olup
buradan,
0 € g (A)

oldugu goriiliir. Diger taraftan eger A € C kompleks sayisi 0, (A) kiimesinin elemani ise

A € a,(A") olur [9]. Dolaysiyla her 4; , 4; € 6,(4) igin;

Axi = /1ixl-
A*xi = }{_lxi
ij = /1]x]
Axj = dyx;

esitlikleri saglayan x;, x; € H \ {0} 6zvektdrleri mevcuttur. Buradan,

(xi X xj)Ax = (Ax, xj)xi = (x,A*xj)xi = (x,/T}xj)xi = Aj(x, xj)xi (2.3)
ve

A(xl- X xj)(x) = A((x, xj)xi) = (x, xj)Axi = (x, xj)/ll-xi = Ai(x, xj)xl- (2.4)
esitlikleri bulunur. (2.3) ve (2.4) denklemlerinden de;

A;
(Xi ® XJ)A = /,T].A(Xi ® Xj)

esitligi elde edilir. Dolayisiyla her A; , 4; € 0,,(A4) i¢in,

A
A_j € Oext (A)

oldugu bulunur. =
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Sonu¢ 2.1.3: Eger A:H - H lineer operatorii Ozeslenik operator ve esas
spektrumu o,.,(A) = 0 ise,
Oext(A) ={AEC : a(A) No(AA) # @}

esitligi saglanir.

Ispat : A € L(H) operatorii H iizerinde 6zeslenik operator olsun. oess(A) kiimesi o(A)
daki Ozuzaylar1 sonlu boyutlu olan ayrik O6zdegerlerin disindaki noktalar1 igerir
[36]. 0.ss(A) = @ oldugunda, dzeslenik operatorler igin spektral problemden, A; € o,(4)
ve P; ikiserli ortogonal sonlu rankl1 operatorler olmak iizere A operatdrii igin,

A= z AP,

i=1
esitlii saglanir [6]. Eger 0 € 0,,(4) ise Onerme 2.1.1 den dolay: esitligin dogrulugu
aciktir. Diger taraftan her 1 € g,,(A4) i¢in,
TA = AAT

esitligini saglayan sifirdan farkli bir T: H— H operatorii mevcuttur. Bu durumda TP, # 0

olacak sekilde bir B,,n € N projeksiyon operatorii mevcuttur. Bu halde 3n € N, TP, # 0

i¢in,
TAP, = AATP,
olup,
1,TP, = 1ATP,
yani,
ATP, = T”Tpn
olur. Buradan,
An
—€ag(4
€ 0(4)

olur. Bu sonuncudan
Opxt(A) C {AE C:0(A)No(A14) + B}
bagintisi elde edilir. Bu bagint1 ve Teorem 2.1.2 den dolayz,
Oext(A) = {4 € C: 6(4) N 6(A4) % 0}

esitligi saglanir. m

Ayrica, asagidaki sonug [10] ¢alismasinda bir kompakt normal operatoriin spektral

gosteriminden elde edilmistir.
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Sonuc¢ 2.1.4: Eger A € L(H) bir kompakt normal operator ise
Oext(A) = {1 € C: 0,(4) No,(14) # 0}
esitligi saglanir [10].

Not: Eger bir A : H = H lineer operatorii kompakt yar1 normal operator ise normaldir.

Teorem 2.1.5: Eger A : H — H kompakt normal operatdr ve 0 € g.(4) ise @, : g4 —

L(H) cebir homomorfizmasi i¢in,
0(®4) = 0p(Pa)

bagintis1 saglanir.

Ispat: Genel teoriden o(®,) kiimesi kapali oldugundan, 0,(®,) < o(®,) bagmtist
dogrudur. Simdi o(®,) c 0,(®4) oldugu gosterilsin. A kompakt normal operator ve
0 € 0.(A) oldugundan A operatorii, Spektral Ayrigim Teoremi’ne gore, {x;,%,, X3, ...}

kiimesi H nin ortonormal bazi ve A; € C olmak iizere,

A=Z/1ixi®xi , /1i—>0, i > 4w

i1
seklinde yazilabilir [7]. Varsayalim ki 1 € C\o,(®,4) ve Y: H — H keyfi lineer smirl bir

operator olsun. Bu Y operatorii yardimiyla;

+o0
X = z AALE — 24) Yx, ® x,
n=1

seklinde X: H — H operatdrii tanimlansin. Keyfi x,y € Hve a, 8 € C igin,

X(ax + By) = Z AALE — 24)7 Y x, Q@ x,(ax + By)

400

- Z(ax + By %) AULE — AA) 1Y x,,

n=1

- Z((ax,xn)xn + (By , %) )A(AE — A4) 'Y x,,

+o0

= Z(a(x )Y X + B, %)) A(AE — AA) ™Y x,

n=1

= ) (@b, 1)) AGLE = A4) 'Y x,
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+ ;(B(y ) )AGLE — A4) Y x,
=a Z AMLE —24)" 1 Yx, @ x,(x)
n=1

+00
+B Z AME —24)" Y x, ® x,,(v)
n=1

= aXx + Xy
oldugundan operator lineerdir. Dahasi her n,m € N i¢in,
(AE — 2A) YA E — 2A)x,, = Xy
olacagindan
(AE — 24T (A, — A%, = X,
ve buradan,

1

E—AA)txy =———

esitligi saglanir. Dolayisiyla

A
AE =AD"= ) 5

Am€Eop(4)
esitligi elde edilir. Ustelik,
IACL,E — 14)~1|| = sup{’l—m| A€o (A)}
n An _ A/’{m ym tn Y4
1
=supq [—| Ay An € 0,,(A) ¢ < +0 (2.5)
y
m

sonucuna ulagilir. Her x € H i¢in,

x|l = < supq [ Am An € 0, (A4) ¢ 1Y I[IIx]I

z A E — 2A) Yx, ® x, x
n=1

oldugundan X sinirli olur. Ayrica, her x € H igin



44

XAx = Z AALE — AA) Y (Ax, x,) x, = A Z(Ax, xn) (A E — 24) Y x,

n=1 n=1

o] +o0
iy Z(x,A*xn)(/lnE _A)Yx, = A Z A, (x, %) (A E — 24) 1Y x,,
n=1 n=1

~ A Z A (AE — 24) 1Y x, @ x,x = Ad, (X)x
n=1
olacagindan,
400
Du(X) = In(AE — 24) Y x, ® Xy,
n=1

seklinde operatdr (2.5) den smirli oldugu kolaylikla goriiliir. Ustelik,

40 400
(@, — AE)X = Z A (L E — AA) Y x, @ x, — A 2 AQLE — A4)"Yx, @ x,

n=1 n=1
+0 +o
- E(AnE A ALE — 24) Y x, @ x,, = 2 Yx, ®x, =Y
n=1 n=1

olur ki yani (@, — AE)X =Y esitligi bulunur. Buradan @, — AE operatoriiniin orten ve

Sonug 2.1.4 den bire bir olup A2 € p(®,) oldugu elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.m

Sonug 2.1.6: Eger A : H — H kompakt normal operator ve 0 € g.(A) ise @, : ¢4 = L(H)

cebir homomorfizmasi igin,

A
o(®,) = {/1_1 €EC: A4 € Gp(A)}
/)

bagintis1 saglanir.

Ornek 2.1.7: H bir Hilbert uzay1 ve {x;, X5, X3, ..., Xp, ... }, H nin bir ortonormal bazi olsun.

O halde, x,, € {x1, %, X3, ..., Xy, ... } olmak tizere,

o (-D)"
A:H—H, A=Z - Xn @ x,
n=1

olarak tanimlanan lineer operatdrii ele alinsin. Oncelikle A operatdrii bir 6zeslenik
operatordiir. Gergekten x,y € H igin, x = Y01 @pXy V€ YV = 201 BuVn » An, Bn €EC
olsun. O halde,
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Il
[M]s
,\
S v—k
—/
3
3Q
\
ék
Il
[M]s

= (x, A%y)

—1)" o e —1)"
) anﬁn=z( n)
n=1

( 1)” )
anxn' y

(%, %) (¥, X3)

_1)71
(xn, y)xn> = (x, Ay)

olacagindan A = A" olur ki A 6zesleniktir. A operatoriiniin kompakt operator oldugu A nin

kanonik gosterimin bir sonucudur ([34], s.243). A kompakt operatoriiniin noktasal

spektrumu,
Op (4) = {
olur. Buradan, Sonug 2.1.4 ten dolay1 da,

Oext (A) =

elde edilir. Bu esitlik ve Sonug 2.1.6 dan,

D"
n

,neN}

(_1)n+mn
-

;n,mEN}

o(D,) = O-p(cpA) = Oext(A) =

sonucuna ulasilir.

(_1)n+mn
=

:n,mEN}z]R

Ornek 2.1.8: A: L,[0,1] > L,[0,1], (Af)(x) = (1 — x) foxyf(y)dy + xfxl(l — ) f(y)dy

lineer operatdrii tanimlansin. A operatdrii 6zeslenik operatordiir. Gergekten her f,g €

L,[0,1] i¢in,

1

(Af,g) = f (1-2) f Yy +x f (1 - NfO)dy |gGdx
0 X

0

Il
o —_

1- 9@ j YOy + xg() j (1 -y fOdy |dx
0 X

1

[ a-05G [ yroay |ax+ [ x9G [ - nrway |ax
0 0 X

0
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1 X
< f (1 - y)gO)dy f yf(y)dy>
1 1
+ f < f (1- y)g(y)dy>xf(x)dx
0 X
+ (f yg(y)dyf(l y)f(y)dy>
0
1
+f<f yg(y)dy (1 —x)f(x)> dx
0
] FO)x ( j (1- y)g(y)dy) dx + j FGA -2 ( f yg(y)dy) dx

0

= jf(x) <x (j(l - y)g(y)dy> +(1-x) (J yg(y)dy>> dx
0 X 0

=, 49)
oldugundan A = A* olur ki A 6zeslenik operatordiir. Ayrica,

1-x)y, 0<sy<x<1
x(1—-y), 0<x<y<l1

x=1

x=0

k(xy) =

olmak tizere, k: [0,1]x[0,1]— R fonksiyonu siirekli ve

Af () = j ko )f () dy
0

oldugundan A kompakt operatordiir [2]. Simdi noktasal spektrum kiimesi, yani A € C i¢in,

Af =Af , [ E€L,[01]
denkleminin ¢dzliim kiimesi bulunsun. x € [0,1] i¢in,

1-2 f YOy +x f (1= NFOdy = 2 ()
0 X

esitliginin her iki tarafinin da tlirevi alinirsa,

X 1

- j yfdy + (1 —x)xf(x) + f(l —Mfdx —x(1 = x)dx = Af"(x)

0 x
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esitligine ulasilir. Bu esitlik diizenlenip tekrar tiirev alinirsa,

—xf () = (1 =x)f(x) = Af"(x)
esitligine ulagilir. Buradan,

{ Af"+f=0
f)=f0)=0

sinir deger problemine ulagilir. Burada A = 0 igin f(x) = 0 olacag1 asikardir. Varsayalim

Ki 1+ 0 olsun. O halde bu smir deger probleminin ¢6ziimii de A, =# ,NEN

Ozdegerleri i¢in miimkiindiir. Sonug olarak,
1
a,(4) = {W ;N E N}
elde edilir. Sonug 2.1.4 ten dolay: da,
n?
Oext(A) = {W;n,m € N}

olur. Sonug 2.1.6 dan dolay1 da

2

o) = 7p(@2) = Toxe @) = {(=) smm € N} = [0, +00)

oldugu elde edilir.
Sonug 2.1.9: Eger A : H = H kompakt lineer operator ve 0 € o.(A) ise 0 € a(P,) olur.

Ispat: A:H—>H operatoriiniin goriintii kiimesi yogun oldugundan 0Og 0y (Py) dir.
Gergekten 0 € 0,(®4) olsa idi, TA = 0 olan bir T # 0 lineer operatdrii mevcut olurdu.
Oysa R(A) = H oldugundan T = 0 olur. Bu ise 0¢ 0, (P,) oldugunu verir. Ayrica
A:H— H lineer operatorii kompakt oldugundan (x,) ve (y,,), H da ortonormal dizi ve

(4,) € R sifira yakinsayan pozitif reel say1 dizisi olmak {izere A operatdriiniin,

+o0
A= Z AnXn @ Yy
n=1

seklinde kanonik gosterimi mevcuttur [38]. Ek olarak, 4,,—» 0, n—> oo oldugundan her

n€N igin 0< 4y < — ve 0< Aitn) < % olacak sekilde (Aj(n)), (Ai(n)) c (1)

n2
altdizileri bulunabilir. Buradan,

A
lim Jm _ 0
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olur. Bu halde, H iizerinde Y = 3% ¥jn) ® Yin) seklinde tanimlanan operator lineer

siirl operatordiir. Gergekten her x € H igin,

IYx|| =

[ee] [} 1/2
Z(x,yi(n))y,-(n) = (Zl(x,yun))lz) < [lxl
n=1 n=1

oldugundan Y operatorii sinirlidir. Eger @4 orten ise Y operatori igin, @4(X) =Y olacak

sekilde bir X: H — H, X € g4operatorii bulanabilir. Fakat XA = AY oldugundan her n € N
igin,
XAYjm) = AYYj@m)
buradan,
L)X Xjm) = AYin) = Aim)Xitn)
yani, her n € N igin,

Aitn)
X%jm) = T L

olacagindan X, H tzerinde smirli olamaz, dolayisiyla @, Orten degildir. Buradan 0 €

o (®,) oldugu elde edilir. m

Sonug 2.1.10: Eger A: H— H lineer operatori i¢in KerA = {0} ve A = },;2, A;P; olacak
sekilde P; ikiserli ortogonal sonlu rankli izdiistim operatorleri mevcut ise,
0(D4) = 0,(Pa)

esitligi saglanir.

Teorem 2.1.11: A : H — H yar1 normal ama normal operatdr olmasin, o halde |[1] < 1

kosulunu saglayan tiim A € C sayilar1 0,,;(A) kiimesinin elemanlaridir, yani D(0,1)

Oext (A)

Ispat : A: H » H yar1 normal ama normal operatdr olmasin, o halde A, normal kisim ve

A Hy ve Hy iizerinde saf yart normal kisim olmak iizere A = A4, @ A, olarak

p )
yazabiliriz. Ayrica, A = U|A| kutupsal ayrisimi i¢in U(H;) = H;,; ve |A|(H;) € H; ,
i € N olacak sekilde Hy = H; @ H, @ ... ayristm1 mevcuttur [2]. Ustelik, P; operatorii H;

lizerinde projeksiyon ve A2 € D(0,1) olmak iizere Ty := ¥;cn A'P; operatorii igin,
ITax]l < Il

T;{A = /‘lA Tl
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ve
P,A=0
esitlikleri dogrudur. Buradan D(0,1) C a,,.(4) oldugu elde edilir.m

Ornek 2.1.12: (a,)) c C\{0} ve her n € N igin |a,+,| = |a,| olmak iizere,
A:L(N) = (N)

A(xq, %9, ...) = (0,a1x1,a3%5, ...)
olarak tanimlanan bir agirlikli saga Gteleme operatorii bir yari normal fakat normal
operator degildir. Bu operatoriin genisletilmis 6zdegerleri sadece C nin kapali birim
¢emberi i¢indedir. Gergekten de,

A H(N) = [(N)

A(xq, x5, ...) = (0, ayxq,a3%5, ...)
olarak tanimlanan A agirlikli saga Gteleme operatoriiniin bir saf yari normal operator
oldugu gosterilsin. Agikga goriilecegi gibi A operatdriiniin eslenigi,

A" (x4, x5, ...) = (@1x5, a3%3, ...)
olur. Simdi her x = (xy, x5, x3, ... ) € H igin,

AA*x = A(Q1xy,5%3, ... ) = (0, |ai|?xy, |az|?x3, ...)
ve
A*Ax = A*(0,a,xq, ayxy, ...) = (|aq|*x4, |az]%x,, ...)
oldugundan AA* # A*A olur, yani normal degildir. Fakat, her x = (x4, x5, x3, ... ) € H igin
AA*Ax = A(la1|*xy, |az %y, ..) = (0, aq|aq Xy, a3 |az]?x,, .00)
ve
A"AAx = A*A(0,a,xq,ayx5,...) = A*(0,0,a,a,X, aya3xy, ...)
= (0, ay |az|?xy, azlaz|?xy, ...)
olacagindan A*AA = AA*A olup A agirlikli saga 6teleme operatdrii yart normaldir. Simdi
bu A operatoriiniin genisletilmis 6zdegerleri sadece C nin kapali birim ¢emberi oldugu
gosterilsin. Varsayalim ki, A € g,,:(A)ve [1] > 1 olsun. O halde,
TA = AAT

olacak sekilde sifirdan farkli bir T operatdrii vardir. Agiktir ki [,(N) Hilbert uzayr dogal

bazin her elemani i¢in,

An
Tep,, =————A"Te;, , neEN
ApQy_q - O
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esitligi gecerlidir. T sifirdan farkli operatér oldugundan Te; € [,(N) sifirdan farklidir.
Ayrica,

A
ITent1ll2 = |a_|n”AnTe1”2 = |2"||[Teqll, , n€N
1

esitliinden dolayr T smirsizdir, dolayisiyla agirlikli saga oteleme operatoriiniin

genisletilmis 6zdegerler kiimesinde |A| > 1 kosulunu saglayan hi¢bir eleman yoktur.

Tamm 2.1.13 [38]: A operatorii keyfi H Hilbert uzay: tizerinde tanimli sinirli operator

olmak iizere H® = H @ H @ ... {izerinde S ® A operatorii,
0

SRA=

cooox o
oocoXxo o
OO OO0 O
DO o0 O

[N el oo N
oo oo

matrisi ile tanimlanir.

Teorem 2.1.14 [38]: H Hilbert uzay: iizerinde tanimlanan keyfi bir T operatoriinii saf yari
normal operator olmasi i¢in gerek ve yeter sart S bir tarafli 6teleme ve A, KerA = {0} olan
bir pozitif operatdr olmak {izere T nin Tanim 2.1.13 de tanimlanan S @ A operatorii ile

uniter denk olmasidir.

Onerme 2.1.15: A operatorii keyfi H Hilbert uzay: iizerinde tamimli sinirh operatdr ve
S operatérii H) = H @ H @ ... {izerinde tanimli bir tarafl1 6teleme operatorii olsun. Eger,
T =[Tylfj=1 » TsH - H,  Te€LH®)

TER®A) =A(SRAT

ise,
i)T;; =0, her j > iicin ve
i) T;jA = AAT;_1j_,, heri = j igin
esitlikleri saglanir. Tersine, eger T = [Tj;]7 ;=1 operatorli yukaridaki iki durumu sagliyor

ise S @ A operatdriiniin bir genisletilmis 6zoperatoriidiir.

Ispat: Varsayalm ki T = [Til5j=1 » TijsH > H iginT(S ® A) = A(S ® A)T esitligi

saglansin. Burada ki S @ A operatorii Tanim 2.1.13 deki gibi tanimlanmigtir. O halde,
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(T11 T2 Tis 0O 0 O
Ty Ty Tug A 0 O
T3; T3y Tsg 0 A O
TS®A) = : :
Ti,A Ti3A Ti,A
T,0A Ty3A TyA
T34 T33A T3,A
0 0 O 1MT11 Tz Tis
A 0 O Tyy Tyy Taug
0 A O Ts1 Tz Tss
ASR AT =2 : :
r 0 0 0
ATy, ATy, ATy
ATy, ATy, ATy
oldugundan,
i)Tl-j=O, herj > iicin ve

ll) TUA = AATi—lj—l , heri > ] icin

olmalidir. Tersi de yukarida ki esitliklerin sonucudur.m

Onerme 2.1.16: H,, H, Hilbert uzaylar olmak iizere A: H; — H,ve B: H,— H, operatorleri

siirli operatorler ve iiniter denk olsun. O halde 0,y (A4) = 0., (B) esitligi saglanir.

Ispat : A: H,— H,ve B: H,— H, operatorleri sinirh operatorler ve iiniter denk olsun. O
halde,

U:H, - H,

UAU™' =B

A=U"1BU

olacak sekilde bir izomorfizm vardir. Simdi A € g,,;(A) alinsin. O halde,
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T,A = AAT,
olacak sekilde sifirdan farkli bir T;: H; — H; operatorii vardir. Buradan devam edilirse,
T,U 'BU = AU 'BUT,
olur ve buradan da,
(UT,UY)B = AB(UT,U™Y)
olacagindan, A € a,,:(B) olur (2.7).
Diger taraftan A € a,,;(B) igin benzer sekilde,
T,B = ABT,
olacak sekilde sifirdan farkli bir T,: H, — H, operatdrii vardir. Dolayisiyla,
T,UAU™1 = AUAU'T,
ve buradan da,
U T,UA = AAUIT,U
olacagindan A € a,,;(A) olur (2.8). Dolayisiyla, (2.7) ve (2.8) sonuglarindan
Oext(A) = Oext(B)

esitligi elde edilir.m
Teorem 2.1.17: Eger A : H — H operatorii saf yar1 normal operator ise

Text(1A]) © Texe (A)

bagintis1 dogrudur.

Ispat: A saf yar1 normal operatdriiniin kutupsal ayrisim1 A = U|A| olsun. A saf yari normal
oldugundan U: H— H kismi izometridir. Ayrica, von Neumann-Wold Ayrigim
Teoremi'nden,

H=KerU* @ U(KerU*) @ U?(KerU*) @ ...
esitligi yazilabilir [2]. Her n > 0 ig¢in U™ (KerU™) altuzaylari n € N i¢in |A| operatorii
altinda invaryanttir [2,5]. |A| operatoriiniin her genisletilmis 6zdegeri i¢in KerU™ lizerinde
tanimli sifir operatoriinden farkli bir 6zoperatorler vardir ve KerU™ bu operatorler altinda
invaryanttir. Gergekten bir A, |A| operatdriiniin keyfi bir genisletilmis 6zdegeri olarak
alinsin. O halde,

T|A| = 1|A|T
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kosulunu saglayan sifir olmayan bir T operatorii vardir. Bu durumda T sifirdan farkli bir

(00)
operatorve H = @ U™(KerU*) oldugundan P; ,i > 0 operatérleri U (KerU™)
n=20
altuzaylari i¢in birer projeksiyon operatorleri olmak iizere,

P, Tx, #0

olacak sekilde x,,, € U™(KerU™) ve B, projeksiyon operatorii mevcuttur. Buradan B,Th,
operatdriiniin sifirdan farkli oldugu elde edilir. Ustelik,

X =U""P, TP, U™
seklinde tanimlanan operator KerU™ iizerinde sifirdan farklidir. Ustelik KerU*, X altinda
invaryanttir ve (KerU*)* c KerX olur. Dahas1 |A| ile U komiitatif oldugundan

X:KerU*— KerU~

X|A| = A|A|X

esitligi saglanir. [5] deki sonuca gore, A operatorii,

B : (KerU*)®) — (Keru*)®)

0 0 0
|14l 0 0
B=1o 4] 0
: g |A|

olarak tanimlanan B operatdrii ile iiniter denktir. Onerme 2.1.15 den dolayz,
W:(KerU*)®) - (KerU*)*)
X 0 0
|10 X 0
W= 0 0 X
seklinde tanimlanan operator sifirdan farkli olur. Ayrica WB = ABW esitligi elde edilir.

Bu sonuncudan a,,;(|A]) € 0.,:(A) oldugu elde edilir. m

Sonug 2.1.18: Eger A: H — H saf yar1 normal operatdr ise
A 1 € e (1AD , [ul <1} € 0.4 (4)

bagintis1 saglanir.
Ispat: Teorem 2.1.11 ve Teorem 2.1.17 nin direk sonucudur. m

Sonug¢ 2.1.19: A operatdrii saga dteleme operatdr olmak iizere,
Oext(A) ={1EC: || =1}

esitligi saglanir.
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Ornek 2.1.20: A: ?(0, +00) — L?(0, +) operatérii,
x—1) , x=1
Af(x) = {g ( )

, x<l1
olarak tanimlansin. A nin bir saga 6teleme operator ve A*, A operatoriiniin eslenik
operatorii olmak {lizere,
Af) =fx+1)
oldugu kolayca goriiliir. Buradan,
A f(x) = Af(x +1) = f(x)
ve

x=>1
, x <1

AAF(x) = A F(x — 1) = {f(ox) :

oldugundan, A*A # AA* olur ki A operatorii normal degildir. Fakat,

o=/ 32}
ve
A*AAf (x) = A" Af(x — 1) = {f%x -1, ;c i 1

olacagindan A operatorii yart normal operatordiir. Dolayisiyla Sonug 2.1.18 den,
Oext(A) ={AEC: ,|A| £ 1}

olur.

Ornek 2.1.21 (G. E. Keough, [2], s.46): H bir Hilbert uzayi ve A, H iizerinde tanimli

pozitif tersi mevcut bir operatdr olsun.
et = {F:D(O,IA ™) > H3F() = ) 2%, ) IAPll2 < oo, fy € H
n=0 n=0
kiimesi tanimlansin. Ayrica, G(z) = ¥, z" g, € H,* olmak iizere,

(F.6) = ) (4'fy, A"g)
n=0

seklinde tanimlanan i¢ ¢arpima gore (H 2 C )) uzay1 bir Hilbert uzayidir. O halde,
M:H,? > H,*
(MF)(z) = zF(2)
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olarak tanimlanan M operatdrii yar1 normaldir ve M*, M nin eslenik operatorii olmak {izere
M*M operatorii terslenebilirdir. Gergekten, M: H,?— H,> , (MF)(z) = zF(z) olarak

taniml1 M operatOriiniin yar1 normal fakat normal olmadig1 gésterilsin. O zaman,

(o8] (o]

F,G € H%,F(2) = Zznfn ,G(2) = Zzngn ve fu,gn €EH
n=0 n=0
olmak iizere,
(MF,G) = (Z Zn+1fn ’ G) = (Z ann—l ’ G) = Z(Anfn—l'Angn)
n=0 n=1 n=1

- Z(Anfn: AnAzgn+1) = (F, M*G)

n=0

oldugundan, M* eslenik operator,

MFY@) = ) 2" o = A2 ) 2o
n=0 n=0

olur. Simdi M*M ile MM™* operatorleri bulunsun.

M(M*F)(z) = M (i ZnAzfn+1> = i z"A% fy

n=0 n=1

ve

M*(MF)(z) = M* <§: Zn+1fn> =M (i ann—l) = i z"A’f, = A’F(2)

n=0 n=1 n=0

oldugundan M*M # MM™* olur. Yani M normal operator degildir. Devam edilirse,
(MM*M)F(z) = M(M*MF)(z) = M(AZF(Z)) = A%zF (2)
ve
(M*MM)F(z) = (M*M)(2F (2)) = A%2F (z)
oldugundan, MM*M = M*MM olur ki bu M nin yart normal oldugunu gosterir.
(M*M)"/2 = AE
olup, Sonug 2.1.18 den,
A 2 € 0ext(A), lul < 1} € 02t (M)

bagintis1 saglanir.
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Teorem 2.1.22: A: H— H saf yar1 normal operatér ve A = U|A| kutupsal gésterimi ve
dimKerU* < oo olsun. O halde,

Oext(A) = Ooxt (U) . 0oxt (|A])
esitligi dogrudur.

Ispat: A:H—H saf yar1 normal operator ve A = U|A| kutupsal gosterimi olsun.
Opxt(U) . 0oyt (JA]) € 0oyt (A) oldugu Sonug 2.1.18 den agiktir. Simdi varsayalim ki
A € Oyt (A) fakat Ag 0, (U) . 0exe (JA]) olsun. O halde, A ¢ o,,:(|A]) ve |A] > 1 olur.
T = [T;17j=1, Tyj: H = Higin T: (KerU*)(®) — (KerU*)(*®), T # 0 operatorii Syle ki

T(S ® |AD = A(S ® |[ADT
olur. T # 0 oldugundan, T; i LJEN bilesen operatdrii sifirdan farklidir. Onerme 2.1.15 ve
dimKerU* < o oldugundan |A|~! mevcut olup,

Tix = A Al " Tignnea 1A
esitligi dogrudur. Burada T # 0 oldugundan T;; # 0 alinabilir. Eger u € a(T;) ise

Ty = UE = A A Ty [AI" = AAMUE = A A (T pnin — TWIAI
esitliginde her n € N i¢in,
U(Ti+n,n+1) = "0 (T;1)
olur. Burada, T;; : H— H operatéorii sifirdan farkli oldugundan o (T;;) # {0} ve her n € N
i¢in Ty # Ti4nn+1.- Buradan
5 [T | = Jim (AT ) = +o0

olur fakat T sinirli bir operatér olup her x € KerU™, ||x|| < 1 igin,

Xn = (xl,n' X2 X315 ) € (KerU*)(®

0, i#j
xi,j:{x , i=j

olmak tizere, her n € N igin,

(o8]
1%l = D [ Tasicn]] < o0
k=0

olup her n € N igin,

[T enmsax]| < ITZmzll < oo
yani her n € N igin, ||Tiynns1|| < o oldugu bulunur. Bu ise limy, o ||Tiznns1|| =

olmastyla celisir. Sonug olarak,

Jext(A) = Gext(U) -O-ext(lAl)
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esitligi elde edilir. m

Ornek 2.1.23: S ® A: (€3 (C*)™) ve A = [(2) (1)] olmak iizere A~* mevcut olup
Teorem 2.1.22 den,

Oext (S @ A) = et (S) - Text (A)
olur. Burada o,,:(A) = {%, 1, 2} oldugundan,

Oext(SQA) = 5(0;2)
oldugu elde edilir.

o]

Sonug 2.1.24: A: H— H smurli terslenebilir bir operator ve T: H®) — H®)| T = [Tij]ij=1’

T;j: H — H operatoril igin,
TS A) = A(S Q AT
olsun. Eger 1 € 0,4t (S @ A)/ 0ot (S). 0pn: (A) ise her i,j € N i¢in,
o(Ty;) = {0}

esitligi dogrudur.



3. SONUCLAR

Bu tez calismasinda sonsuz boyutlu bir Hilbert uzayinda tanimli yari normal
operatorlerin,
1. Oz degerleriyle, genisletilmis spektrumun arasinda bagmtilar elde edilmistir.
2. Kompakt olmast durumunda operatér yardimi ile tanimlanan homomorfizmanin
spektrum kiimesi belirlenmistir.

3. Kutupsal ayrisim operatorlerinin genisletilmis spektrumlariyla iliskisi incelenmistir.

Alman bu sonuglar 6rneklerle desteklenmis olup bu bulgular makale olarak Turkish

Journal of Mathematics dergisinde kabul edilmistir [40].



4.ONERILER

Teorem 2.1.5. kapsamindaki cebir homomorfizmanin tanim kiimesinin sonlu
boyutlu operatorlerin kiimesine kisitlandiginda iz normuna gore spektrumu
arastirma konusu olabilir.

Teorem 2.1.5. kapsaminda cebir homomorfizmanin tanim kiimesinin kompakt
operatorlerin kiimesine kisitlanisi alinarak iz normuna gore spektrum kiimesi
arastirma konusu olabilir.

Bir operatoriin kutupsal ayrisimindaki operatdrlerin genisletilmis spektrumlarinin
carpim  kiimesi  ile  operatoriin  genisletilmis  spektrum  kiimesinin

iligkilendirilebildigi operator siniflar1 arastirma konusu olabilir.
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