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Yiksek Lisans Tezi

OZET

DUZLEMDE BiR EGRININ AFIN DIFERANSIYEL INVARYANTLARI

Ugur GOZUTOK

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Dog. Dr. Yasemin SAGIROGLU
2016, 59 Sayfa

Bu tezde, diizlemde bir egrinin afin diferansiyel invaryantlari olan yay uzunlugu ve
egriligi incelenmistir.

Birinci béliimde, bu tez caligmasina temel olusturacak Vektér Uzaylar1 ve Lineer
Doniisimler, Matris, Determinant ve Lineer Denklem Sistemleri, Jordan Normal Form,
Afin Uzay, Grup Hareketi, Yoriinge ve Invaryant, Afin Grup ve Alt Gruplari, Temel
Diferansiyel Geometri kavramlar verilmistir.

Ikinci bolimde, Lie doniisim gruplar iizerinde temel hesaplamalar yapilip, bu
gruplar teorisinin afin diferansiyel geometri ile iliskisi kurulmustur. Grup operatorleri ve
sonsuz kiiciik operatorler tanitilip, bu kavramlardan yararlanilarak diizlemde afin
doniigiimlerin tek parametreli grubu elde edilmistir. Son olarak operatorler kullanilarak
diizlemde bir egrinin afin yay uzunlugu ve afin egriligi hesaplanmistir. Operatdrler metodu

kullanilarak afin grup ve onun alt gruplarinda uygulamalar yapilmstir.

Anahtar Kelimeler: Afin diferansiyel invaryantlar, Afin yay uzunlugu, Afin egrilik,
r —parametreli Lie grubu
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Master Thesis

SUMMARY

AFFINE DIFFERENTIAL INVARIANTS OF A CURVE ON THE PLANE

Ugur GOZUTOK

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Assoc. Prof. Yasemin SAGIROGLU
2016, 59 Pages

In this thesis, arc length and curvature which are affine differential invariants of a
curve in the plane are investigated.

In Chapter 1, the notions Vector Spaces and Linear Transformations, Matrices,
Determinants and Systems of Linear Equations, Jordan Canonical Form, Affine Space,
Group Action, Orbits and Invariants, Affine Group and Subgroups, Elementary
Differential Geometry which form a basis for this thesis are given.

In Chapter 2, we make elementary calculations on Lie transformation groups and
associate that group theory with affine differential geometry. Then we introduce group
operators, infinitesimal operators and by using these notions we obtain one parameter
group of affine transformations on the plane. Finally, by using operators, affine arc length
and affine curvature of a curve in the plane are calculated and all these ideas are applied to

affine group and subgroups.

Key Words:  Affine differential invariants, Affine arc length, Affine curvature,
r —parameter Lie group

Vil



SEKILLER DiZINi

Sayfa No

Sekil 2.2.1. Genellestirilmis parabol ve hiperbol............ccociiiiiiiiiiiiiee 20
Sekil 2.2.2. Logaritmik €ZIiler........ccoviiiiiiiiiiiicii e 22
22

Sekil 2.2.3. x eksenine paralel egriler



SEMBOLLER DiZiNi

. A 6z degerinin 6z uzay1

: n X n tipinde birim matris

. x elemaninin yoriingesi

: Reel sayilar kiimesi

: n boyutlu reel vektor uzay1

. A matrisinin ranki

: V uzaymm boyutu

: x elemaninin sabitleyeni

: § kiimesi tarafindan gerilen alt uzay

: V uzayindan W uzayina tiim lineer doniistimlerin kiimesi
: V uzayindan V uzayina lineer operatorlerin kiimesi
. A matrisinin determinanti

. p noktasinin normu

: R3 {in p noktasindaki tanjant uzayi

. f fonksiyonunun v, vektériine gore yonlii tiirevi



1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Afin diferansiyel geometri, geometri alaninda biiyiik 6nem teskil eden bir konudur.
Klasik diferansiyel geometrinin bir dali olan afin diferansiyel geometri, 1920’lerin basinda
ortaya atilmistir. 1923°te W.Blashke, [2] ¢alismasiyla bu konuya ilk katkida bulunanlardan
biri olmustur. Bundan kisa siire sonra G. Fubini ve E. Cech [5] ¢alismalariyla afin
diferansiyel geometri ve projektif geometri ile ilgili ¢alisma alanini genisletmislerdir.
Ozellikle bu iki konunun birbiriyle ve klasik diferansiyel geometri ile iliskisi yeni
problemler olusturmustur. Ancak tiim bu yeni c¢alisma alanlarinin dogmasia Felix
Klein’in Erlangen Program’t sebep olmustur. Klein, Erlangen Program’da gruplar teorisini
kullanarak bu gruplarin temel olusturdugu geometrileri karakterize edebilmek i¢in bir
metot vermistir.

Afin diferansiyel geometri, klasik diferansiyel geometride oldugu gibi modern
diferansiyel geometride de ayn1 6nemde yer tutmaktadir. Afin diferansiyel geometri ile
ilgili ¢alismalar birgok 6nemli matematikginin ilgisini ¢ekmistir. 1962°de P.A.Schirokow,
[19] calismasi ve 1983°te S.Buchin, [3] calismasi ile bu alana iki temel eser
kazandirmiglardir. Bu ¢aligmalarda genel afin grup ve onun alt gruplarinda egriler teorisi
olusturulmustur. Ayrica 1994’te K.Nomizu ve T. Sasaki [11] calismalarinda afin
immersiyonlar1 tanitmistir. Djavvat Khadjiev’in afin grubun alt gruplarinda egrilerin
diferansiyel invaryantlarina ait bir ¢ok ¢alismasi bulunmaktadir. 2012’de Y.Sagiroglu [16]
calismasinda parametrik egrilerin denkligini invaryantlar aracilig1 ile agiklamigtir.

Afin diferansiyel geometride en ¢ok ilgi goren konular egriler, egrilerin yay
uzunlugu ve egriligi gibi invaryantlart olmustur. [10,15-18,20] calismalarinda bu
invaryantlarin elde edilisi farkli metotlarla yapilmistir. Ayrica birgok kaynakta afin grubun
alt gruplar1 olan equi-afin, centro-afin ve equi-centro-afin gruplarin geometrisindeki
invaryantlar ve bunlarin elde edilisleri incelenmistir; fakat genel afin grupta afin
invaryantlarin elde edilisi ile ilgili literatiirde yeterince ¢alisma mevcut degildir. Bunun
sebebi genel afin grubun geometrisinde bu invaryantlarin elde edilmesinin zorlugudur.

Schirokow [19] ¢alismasinda, iki boyutta genel afin grubun ve onun tiim alt gruplarinin



geometrisinde bir egrinin yay uzunlugu ve egriligini hesaplamistir. Ancak verilen
yontemin {i¢ boyut i¢in ¢oztiimii zordur.

Bu tez ¢alismasinda, Lie Gruplari Teorisinde operatorler metodu kullanilarak, genel
afin grup ve onun tiim alt gruplarinin geometrilerinde bir diizlem egrisinin yay uzunlugu ve
egriligi hesaplanmigtir. Bu metotla, genel afin grup ve onun alt gruplar1 bir r-parametreli
Lie Grubu olarak ele alinmaktadir. Bir r-parametreli Lie Grubunun genisletilmis grup
denklemleri ve genisletilmis grup operatorleri, bu grupta alinan herhangi bir egrinin yay

uzunlugu ve egriliginin hesaplanmasinda kullanilmistir.

1.2. Temel Kavramlar

Bu baslik altinda verilen kavramlarin olusturulmasinda [1,4,6,8-9,12,14,21-22]

kaynaklarindan yararlanilmistir.

1.2.1. Vektor Uzaylari ve Lineer Doniisiimler

Tamm 1.1 F bir cisim ve V bostan farkli bir kiime olsun. V kiimesi iizerinde
+: VXV —>V ve -: FXV oV
ile tanimli toplama ve skalerle carpma islemleri verilsin. Eger asagidaki sartlar
saglantyorsa, bu iki islemle birlikte, bostan farkli V kiimesine F cismi iizerinde bir vektor
uzay1 denir:
i. Herhangi u,v,w € V elemanlari i¢in u + (v + w) = (u + v) + w olmaldir.
ii. Herhangi u, v € V elemanlari i¢in u + v = v + u olmaldir.
iii.Herhangi u € VV elemani i¢in 0 + u = u + 0 olacak sekilde bir 0 € V' eleman
vardir.
iv.Herhangi u € V elemani i¢in u + (—u) = (—u) + u = 0 olacak sekilde bir
—u € V elemani vardir
v. Herhangi a,b € F ve u, v € V elemanlar1 i¢in a(u + v) = au + av,
(a + b)u = au + bu, (ab)u = a(bu) ve 1u = u olmalhdir.
Burada F cisminin elemanlarina skalerler, V' kiimesinin elemanlarina da vektorler

denir. Ayrica F lizerinde bir V vektor uzayina kisaca V uzayi denir.



Tanmm 1.2. V, F cismi iizerinde bir vektdr uzay1 ve S € V bostan farkli bir altkiime olsun.
Eger S, V iizerindeki toplama ve skalerle carpma islemleri ile F iizerinde bir vektor uzayi
oluyorsa S altkiimesine V vektor uzayinin bir alt vektor uzayi veya alt uzay1 denir.

Teorem 1.3. V, F cismi lizerinde bir vektor uzay1 ve S € V bostan farkli bir altkiime olsun.
Bu takdirde, S bir alt uzaydir & Va, b € F ve Yu,v € S igin au + bv € S dir.

Tamm 1.4. V, F cismi {lizerinde tanimli bir vektor uzay1 ve S € V bostan farkli bir altkiime
olsun. S kiimesindeki elemanlarin tim lineer birlesimlerinin kiimesine, S tarafindan

tiretilen (gerilen) alt uzay denir ve bu uzay asagidaki sekilde ifade edilir:

Sp(S) ={r,v; + -+ nrv, |1, €F,v; €S}

Tanmm 1.5. V, F cismi iizerinde bir vektdr uzayi ve S € V' bostan farkl bir altkiime olsun.
Hers; € Svea; €EF,i=12,..,ni¢in a;5; + -- + a,s, = 0 oldugunda, heri = 1,2, ...,n
icin a; = 0 oluyorsa, S kiimesine lineer bagimsizdir denir. Eger S lineer bagimsiz degil ise
lineer bagimlidir denir.

Tanmim 1.6. V bir vektor uzay1 ve S € V bostan farkli bir altkiime olsun. Eger S lineer
bagimsiz ve Sp(S) = V ise S kiimesine V uzayinin bir bazidir denir.

Tamm 1.7. V bir vektor uzayr olmak {lizere, eger V sifir uzay ise ya da sonlu bir baza
sahipse V uzayma sonlu boyutludur denir. Aksi durumda V uzayma sonsuz boyutludur
denir. Bir vektor uzaymin boyutu, herhangi bir bazindaki vektor sayisina esittir. Eger bir V
uzay1 n elemanl bir baza sahip ise n —boyutludur denir ve boy(V) = n yazilr.

Tamm 1.8. V ve W, bir F cismi tizerinde iki vektor uzayi, L: V. — W bir fonksiyon olsun.

Eger Va,b € F ve Vu,v € V igin

L(au + bv) = aL(u) + bL(v)

oluyorsa L fonksiyonuna bir lineer doniigiim denir.
V uzayindan W uzayina tiim lineer doniigiimlerin kiimesi L(V, W) ile ifade edilir.
Tamm 1.9. V uzayindan V uzayina bir lineer doniistime V iizerinde bir lineer operator

denir. V uzayindan V uzayina tiim lineer operatdrlerin kiimesi L(V) ile ifade edilir.



1.2.2. Matris, Determinant ve Lineer Denklem Sistemleri

Tanmm 2.1. F bir cisim olmak iizere, F cisminin elemanlarinin m satir ve n siitundan
olusan her bir dikdortgensel dizilimine, F cismi {lizerinde m X n tipinde bir matris denir.

m X n tipindeki bir matris asagidaki sekilde ifade edilir:

a1 Qg2 A1n
A1 Ay - Qyn

A= : : : = (aij)mxn .
Am1 Amz " Qmn

Tamm 2.2. n X n tipindeki bir matrise kare matris denir.

11 Q12 0 Qi

a1 Qpp - Qyp
A= : : . P

An1 Qpz  * App

seklindeki bir kare matrisin a4, a,z, ..., @,y elemanlar1 matrisin késegenini temsil eder ve
bu elemanlara kosegen elemanlari denir.

Tamm 2.3. Késegen elemanlarmin tiimii 1, geriye kalan elamanlarinin timii 0 olan n X n
tipindeki bir kare matrise birim matris denir ve I ya da I,, ile ifade edilir.

Tanim 2.4. A, n X n tipinde bir matris olmak iizere, A matrisinin determinanti

E(Al, AZ! ,ln)aulauz aMn
A1 A2,09)

degeri ile tanimlanir ve asagidaki sekilde ifade edilir:

11 Q2 0 Qqp

a1 Az - Qyp
|A| = : : . S £

Ap1 Qpz = Qpp

Buradaki € asagidaki sekilde tanimhidir:



€y Ay s 1) = SgT. 1_[ (e —1.).

1<sr<ssn

Teorem 2.5. A,n X n tipinde bir matris ve A matrisinin determinant1 |A| olsun. A
matrisinin herhangi iki satir1 ya da siitunu yer degistirilirse elde edilen matrisin
determinant1 —|A| dir.

Sonug 2.6. A, n X n tipinde bir matris olmak iizere, eger A matrisinin herhangi iki satir1 ya
da stitunu ayni ise |A| = 0 dur.

Teorem 2.7. A,n X n tipinde bir matris ve A matrisinin determinant1 |A| olsun. A
matrisinin herhangi bir satirinin ya da siitununun bir k sabitiyle carpilmasiyla elde edilen
matrisin determinant1 k|A| dir.

Sonug 2.8. A n X n tipinde bir matris olmak tizere, |kA| = k™|A| dir.

ay; e Ay .. Qqp a1 - by . aqp
Teorem 2.9. z1 = Qzr o Q2p I S byr o Ggn| _
An1 - Apr . Qpp An1 - bnr e Qpn
Ay . Ay +by o ain
_ a1 - agy by . on |
Ap1 o Qe T by o Qpp

Tamm 2.10. 4,n X n tipinde bir matris olmak tizere, AB = I olacak sekilde bir Bn X n
matrisi varsa B matrisine A matrisinin tersidir denir. Tersi var olan bir matrise regiiler
matris denir.

Teorem 2.11. A,n X n tipinde bir matris olmak iizere, A matrisinin tersi vardir ancak ve
ancak |A| # 0 dur.

Teorem 2.12. A,n X n tipinde regiiler bir matris olmak iizere |[A~1| = |A|~1 dir.

Tanim 2.13. a4, a,, ..., a, Ve b reel sabitler olmak iizere x4, x,, ..., x,, degiskenlerine baglh

bir lineer denklem asagidaki esitlikle verilir:

a x, + azx, + -+ apx, = b.

Buradaki x4, x5, ..., x,, degiskenlerine denklemin bilinmeyenleri denir.



Tamm 2.14. x4, x5, ..., X, degiskenlerine bagh lineer denklemlerin sonlu bir kiimesine bir
lineer denklem sistemi denir. Eger x; =5s;,x, =S,,..,X, =S, sistemdeki tiim
denklemleri sagliyor ise, sj,S5,...,S, sayl dizisine lineer denklem sisteminin bir
¢oziimidiir denir. n bilinmeyenli ve m denkleme sahip bir lineer denklem sistemi

asagidaki sekilde ifade edilir:

ay1%1 + o+ agnx, = by
alel + -+ az-nxn == bz

Am1X, + -+ QG Xy = by

Bu denklemdeki bilinmeyenlerin katsayilarindan olusan matrise lineer denklem sisteminin

katsayilar metrisi denir ve bu matris asagidaki sekilde ifade edilir:

a1 Aaq Ain

a; Az arn
A= .

Am1 Amz - Qmn

X1 b;
Boylece x = l 52‘ ve b = lbzl olmak iizere, verilen denklem sistemi matrisler formunda
Xn bm
asagidaki sekilde ifade edilebilir:
Ax = b.
Bu denklemdeki bilinmeyenlerin katsayilart ve by, b,, ..., b, degerlerinden olusan matrise

lineer denklem sisteminin genisletilmis matrisi denir ve bu matris asagidaki sekilde ifade

edilir:



Tamm 2.15. Higbir ¢6ziime sahip olmayan lineer denklem sistemlerine uyumsuzdur denir.
Eger bir denklem sisteminin en az bir ¢6ziimii mevcut ise bu denklem sistemine uyumludur
denir.

Tamm 2.16. Bir A matrisinin lineer bagimsiz satir sayisina ya da lineer bagimsiz siitun
sayisina A matrisinin ranki denir ve rankA ile ifade edilir.

Teorem 2.17. Ax = b, n bilinmeyene ve m denkleme sahip bir lineer denklem sistemi
olsun. Bu takdirde, Ax = b uyumludur < rankA = rank[A|b].

Sonug 2.18. Ax = b, n bilinmeyene ve n + 1 denkleme sahip bir lineer denklem sistemi

olsun. Bu takdirde, Ax = b uyumlu ise det[A|b] = 0.

1.2.3. Jordan Normal Form

Tamm 3.1. A,n X n tipinde bir matris ve v = (vq, vy, ..., V) sifirdan farkli bir vektor
olmak tizere, Av = Av olmasini saglayan A degerine A matrisinin 6z degeri; v vektdriine
Ise A 6z degerine karsilik gelen 6z vektor adi verilir.

Tamm 3.2. A, n X n tipinde bir matris ve A da A matrisinin bir 6z degeri olsun. Bu takdirde
A 6z degerinin 6z uzay1 E; = {v | Av = Av} ile tanimlanur.

Tammm 3.3. A,n X n matrisi i¢in, I,n X n tipindeki birim matrisi ifade etmek iizere
det (AI — A) polinomuna, A matrisinin karakteristik polinomu denir.

Tammm 3.4. A,n X n tipinde bir matris, a da onun bir 6z degeri olsun. det (Al — A)
karakteristik polinomunun bir kokii olarak a degerinin katlhiligina, a 6z degerinin cebirsel
kathilig1 denir. Ayrica a 6z degerine karsilik gelen E, 6z uzaymnin boyutuna da, a 6z
degerinin geometrik katlilig1 denir.

Tamm 3.5. A ve B,n X n tipinde iki matris olsun. Eger A = PBP~! olacak sekilde, tersi
var olan bir P matrisi mevcut ise A ve B matrislerine benzerdir denir.

Tanmm 3.6. A,n X n tipinde bir matris olmak iizere, eger A kdsegen bir matris ile benzer
ise A matrisine kosegenlestirilebilir matris denir.

Tammm 3.7. Bir A 6z degerine karsilik gelen k X k tipinde bir Jordan blogu asagidaki
sekilde k X k tipinde bir matristir:



A1 0
A1
A1
=
A1
0 A

Tammm 3.8. i = 1,2,...,n ve her J; k X k tipinde bir Jordan blogunu temsil etmek iizere

Jordan normal forma sahip bir J matrisi asagidaki sekilde bir blok késegen matristir:

1 0
J2
] = I3

Lo ©

Tamim 3.9. A, n X n tipinde bir matris ve A da A matrisinin bir 6z degeri olsun. Bir k > 0
tamsayist i¢in (Al — A)*(v) = 0 esitligini saglayan sifirdan farkli v vektdriine, A
matrisinin 4 6z degerine karsilik gelen genellestirilmis 6z vektorii denir. Bu sart1 saglayan
en kiigiik k tamsayisina ise v genellestirilmis 6z vektoriiniin indeksi denir.
Tamm 3.10. 4, n X n tipinde bir matris ve 1 A matrisinin bir 6z degeri ve {v,, ..., v} da 1
0z degerine karsilik gelen genellestirilmis 6z vektorlerin kiimesi olsun. v, genellestirilmis
0z vektoriinlin indeksi k olmak tizere v,y = (A — ADvy, Vj—y = (A — ADV_q, ..., V; =
(A —ADv, sarti saglaniyorsa {v,..., v} kiimesine genellestirilmis 6z vektorlerin k
uzunluklu bir zinciri denir.
Teorem 3.11. 4,2 X 2 tipinde bir matris olsun. Bu takdirde asagidaki durumlardan biri
gecerlidir:

I. A matrisi, her biri 1 cebirsel katliliga sahip a ve b gibi iki 6z degere sahiptir.

u = (uq,U,), a 6z degerine karsilik gelen; v = (v4,v,) de b 6z degerine karsilik

: U, v
gelen 6z vektor olsun. Bu takdirde A = PJP~1 olup, | = [8 g] ve P = [u; v;]

dir.
ii. A matrisi, cebirsel katlilig1 2 olan tek bir 6z degere sahiptir.

a. A, lineer bagmmsiz iki 6z vektdre sahiptir. Oz vektorler u = (uy,u,) ve

Uy v .
v = (vy,v,) olmak iizere, A = PJP" 1 olup ] = [g 2 ve P = [u; vﬂ dir.



b. A, genellestirilmis 6z vektorlerin {u = (uq,u,),v = (v4,v,)} seklinde bir

zincirine sahiptir. Bu takdirde A = PJP~1 olup ] = [8 611] ve P = [ul vl]

U, v,
dir.
Jordan normal formun diferansiyel denklem sistemlerine uygulanisi agagidaki sekilde
verilir:
1) Bir homojen diferansiyel denklem sistemi Y’ = AY matris formuyla verilsin.
i. J, A matrisinin Jordan normal formunu ifade etmek {izere A = PJP~1 seklinde
yazilir. Bu esitlik sistemde yerine yazilirsa sistem agagidaki sekle dontisiir:
Y' = (PJP~H)Y
Y' = PJ(P71Y)
Py’ = J(P71Y)
(P7YY) = J(P71Y).
ii. P7YY = Z denilirse sistem Z' = JZ bicimine doniisiir ve bu sistem Z igin
¢Ozilir.
iii.Z = P~1Y oldugundan ana sistemin genel ¢dziimii Y = PZ seklinde elde edilir.
2) Bir homojen olmayan diferansiyel denklem sistemi Y’ = AY + G matris formuyla
verilsin.
i. J, A matrisinin Jordan normal formunu ifade etmek lizere A = PJP~1 seklinde
yazilir. Bu esitlik sistemde yerine yazilirsa sistem asagidaki sekle dontisiir:
Y =@P/PYY+G
Y =PJ(P7Y)+G
Py’ =J(P YY)+ PG
(P7Y) =J(P71Y) + P71G.
ii. P71Y = Z ve H = P1G denilirse sistem Z' = JZ + H bic¢imine déniisiir ve bu
sistem Z igin ¢Oziiliir.

iii. Z = P71Y oldugundan ana sistemin genel ¢6ziimii Y = PZ seklinde elde edilir.

1.2.4. Afin Uzay

Tanmm 4.1. V, n boyutlu bir reel vektdr uzay1r ve 1 bostan farkli bir kiime olsun. Eger
agagidaki sartlar1 saglayan, Q X Q — V, (p,q) — pq seklinde tanimli bir fonksiyon var

ise Q kiimesine V ile iligkili afin uzay denir:
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I. Herhangi p, g, € Q elemanlari i¢in pq + q7 = pr dir.
ii. Herhangi p € Q. ve x € V elemanlan i¢in x = pq olacak sekilde yalmiz bir
q € () elemani vardir.

Q afin uzayinin boyutu, V vektor uzayimin boyutu olarak tanimlanir.
Ornek 4.2. Her reel vektor uzay, kendi iizerinde bir afin uzaydar.
Ornek 4.3. R", n boyutlu standart reel vektor uzayi, n boyutlu standart afin uzaydir.
Tamm 4.4. Q, V vektor uzayi iizerinde n boyutlu bir afin uzay ve {ey, ...,e,}, V vektor
uzayinmn bir bazi olsun. Herhangi bir p € Q icin op = Y, x*(p)e; yazilsin. Burada reel
sayilarm (x*(p), ..., x™(p)) n —li gdsterimine p noktasinin koordinatlar1 denir. {x?, ..., x™}
fonksiyon kiimesine ise o € Q orijinli afin koordinat sistemi denir.

Tanm 4.5. Q; ve Q,, V; ve V, vektor uzaylan iizerinde afin uzaylar, f: Q; — Q, afin

uzaylarin bir fonksiyonu olsun. Her p,q € Q; elemanlar i¢in F(pq) = f(p)f(q) olacak

sekilde bir F: V; — V, lineer doniisiimii varsa f fonksiyonuna bir afin doniisiim ad1 verilir.

F(pq) = f(p)f(q@) yazalim f(q) = f(p) + F(q — p) seklinde ifade edebilir. Boylece, f

afin donlistimiiniin bir lineer doniisiim ve bir otelemeden olustugu goriiliir. Buradaki F
lineer doniisiimiine f afin doniisiimii ile ilgili lineer doniistimdiir denir.

Tamm 4.6. Q, V vektor uzay1 tizerinde bir afin uzay ve Q' c Q bostan farkli bir alt kiime
olsun. Eger bir p € Q' elemani i¢in {pq | ¢ € Q'} vektor kiimesi V nin bir alt uzay1 ise Q'

alt kiimesine () afin uzayinin afin alt uzay1 denir.

1.2.5. Grup Hareketi, Yériinge ve invaryant

Tamm 5.1. G bir grup ve X bostan farkli bir kiime olsun. ¢: G X X — X fonksiyonuna,
asagidaki iki sart1 saglamasi halinde G grubunun X {izerindeki hareketi denir:

i. e € G, G grubunun birim elemani olmak tizere Vx € X igin ¢ (e, x) = x dir.

ii. Vg,h € G ve x € X icin p(gh,x) = ¢(g, p(h,x)) dir.

G grubunun X tizerindeki hareketi notasyonel olarak, g € G ve x € X elemanlar1 i¢in
¢(g,x) = gx seklinde ifade edilir.
Tamim 5.2. G, X kiimesi iizerinde hareket eden bir grup olmak iizere, bir x € X elemaninin
grup hareketi altindaki goriintlisiinden elde edilen tiim noktalarin kiimesine x elemaninin

yoriingesi denir ve bu kiime asagidaki sekilde ifade edilir:

Ox:{gxlgEG}-
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Bir x elemanmin yoriingesindeki eleman sayisi, yoriingenin uzunlugu olarak
tanmimlanir. Eger bir x elemaninin y6riingesinin uzunlugu 1 ise bu elemana hareketin sabit
noktasi denir.

Tammm 5.3. G, X lzerinde hareket eden bir grup olmak iizere, bu hareketin tek bir
yoriingesi mevcut, yani her x,y € X elemanlar1 i¢cin gx =y olacak sekilde bir g € G
varsa, bu harekete gecislidir denir.

Tammm 5.4. G, X iizerinde hareket eden bir grup olmak iizere, bir x € X elemani igin
St(x) = {g € G | gx = x} kiimesine x noktasinin sabitleyeni denir.

Tamm 5.5. G, X iizerinde hareket eden bir grup olsun. Belirli bir N kiimesi i¢in 6: X — N
fonksiyonunun ayni yoriingeye ait noktalarda aldigi degerler birbirine esit ise o
fonksiyonuna hareketin bir invaryant: denir.

Tamim 5.6. G, X tlzerinde hareket eden bir grup olsun. Belirli bir N kiimesi igin 6: X — N

invaryanti farkli yoriingelerde farkli degerler aliyorsa, o invaryantina tam invaryant denir.

1.2.6. Afin Grup ve Alt Gruplar

Tamm 6.1. Q, n boyutlu bir afin uzay ve f: Q — Q, ilgili lineer déniisiimii regiiler olan bir
afin doniisiim olsun. Bu sart1 saglayan tiim f afin doniistimlerinin olusturdugu gruba genel
afin grup denir.

x € Q elemanini x" € Q elamanina déniistiiren, ilgili lineer doniisiimii regiiler olan f
afin doniligiimiinli matrisler yardimiyla asagidaki sekilde ifade edebiliriz:

x'=Ax+b, detA+0O.

Tamm 6.2. n boyutlu bir Q afin uzayinda, x € Q elemanini x" € Q elemanina doniistiiren,
x'=Ax+ b, detA =1 ile tanimh afin doniisiimlerin olusturdugu gruba equi-afin grup
denir.
Tamm 6.3. n boyutlu bir Q afin uzayinda, x € Q elemanmni x’ € Q elemanina doniistiiren,
x' = Ax, detA # 0 ile tanimhi afin doniisiimlerin olusturdugu gruba centro-afin grup
denir.
Tamm 6.4. n boyutlu bir Q afin uzayinda, x € Q elemanini x’ € Q elemanina doniistiiren,
x" = Ax, detA =1 ile tamimh afin doniistimlerin olusturdugu gruba equicentro-afin grup

denir.
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1.2.7. Temel Diferansiyel Geometri

Tamm 7.1. R3 te, v,p € R® olmak iizere bir v vektér kismindan ve bir p uygulama
noktasindan olusan vektore v, tanjant vektorti denir. Bir v, tanjant vektorl, p noktasindan
p + v noktasina bir ok ile resmedilir.

Tamm 7.2. Bir p € R3 igin, uygulama noktas1 p olan tiim tanjant vektdrlerin kiimesine R3
iin p noktasindaki tanjant uzay1 denir ve bu uzay T,,(R?) ile gosterilir.

Tamm 7.3. R3 teki her bir p noktasin1 V(p) tanjant vektériine esleyen bir V fonksiyonuna
R3 te bir vektdr alam denir.

Tanimm 7.4. f:R®> — R diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve v,, R? te bir tanjant vektor

olsun. v,[f] =%f(p+tv)|t=0 degerine f fonksiyonunun v, tanjant vektoriine gore
tiirevi denir.

Tamm 7.5. Bir I c R acik arahig1 icin a: I — R3 diferansiyellenebilir fonksiyonuna R3 te
bir egri denir.

Tamm 7.6. a:1 — R3 egrisi verilsin. a(t) = (a,(t), a,(t), a3(t)) olmak iizere, Vt € I

icin a egrisinin t noktasindaki hiz vektorii asagidaki sekilde tanimlanir:

d d d
a'(t)=< e lORI R (t>>.

Tamm 7.7. a: | — R3 egrisi verilsin. Eger Vt € R igin @’(t) # 0 ise « egrisine regiilerdir
denir.

Tamm 7.8. a: I — R3 egrisi verilsin. Bir J ¢ R acik araligi i¢in eger h: /] — I fonksiyonu
diferansiyellenebilir ise B = a(h):] — R3 egrisine a egrisinin bir parametrizasyonu

denir.

Tanimm 7.9. ¢,,: T,(R*) — R fonksiyonu her v,w € T,,(R?) ve her a, b € R igin

¢p(av + bw) =ag,(v) + b, (W)

lineerlik sartin1 sagliyorsa, bu fonksiyona T, (R?) iizerinde bir 1 —form denir.
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Tamm 7.10. f: R® — R diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere, f fonksiyonunun

df diferansiyeli asagidaki sekilde tanimli bir 1 —formdur:

df(vp) = vlf1].

Ornek 7.11. Dogal koordinat fonksiyonlarmin dx;,dx,,dx; diferansiyelleri birer

1 —formdur ve asagidaki sekilde tanimlidir:

0x;
dxi(vp) =vplx] = Z Vja—j;(P) = v

]

Ornek 7.12. ¢ = fidx; + fodx, + fzdx; ile tanimlh déniisiim bir 1 —formdur ve bir
v, € T,(R3) :

() = (D fidx) () = D fil)dx(v) = ) fip) v

dir.
Tamm 7.13. p = (P4, P2, 03), 9 = (41,92, q3) € R3 elemanlarinin nokta ¢arpimi asagidaki

sekilde tanimlanir:
p-q = p1q1 T P2q2 t P3Gs.

Tamim 7.14. Bir p € R3 noktasinin normu ||p|| = \/ﬁ ile tanimlanir.

Tamm 7.15. Aymi uygulama noktasina sahip v, ve w, tanjant vektorlerinin nokta
carpimlari v,.w;, = v.w ile tanimlanir.

Tamm 7.16. Bir p € R® noktasinda, karsilikl1 olarak birbirlerine dik olan ey, e,, e3 birim
tanjant vektorlerin kiimesine p noktasinda bir ¢ati denir.

Tamm 7.17. Ayni uygulama noktasma sahip v, ve w, tanjant vektorlerinin vektorel

carpimlari asagidaki sekilde tanimlanir:
e e, e3
Vi1 V2 V3
Wy Wy W3

VXW=
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Tamm 7.18. a:1 — R3 bir egri olsun. a egrisinin hiz1, hiz vektériiniin boyu olarak
tanimlanir ve v(t) = [|la’(t)]| ile ifade edilir.

Tamm 7.19. a: I — R3 bir egri olsun. Eger a egrisinin hiz1 ||@’|| = 1 ise bu egriye birim
hizl1 egri denir.

Tamm 7.20. a: I — R3 bir egri olsun. a egrisinin t = a dan t = b ye kadar yay uzunlugu

asagidaki formiil ile verilir:

b
f la' (0] dt.

Teorem 7.21. a: I — R3 regiiler bir egri olsun. Bu takdirde, a egrisinin, birim hizl olacak
sekilde bir f parametrizasyonu vardir.

Tamm 7.22. B:1 — R3 birim hizli bir egri olsun. Bu takdirde T = B’ vektor alanina S
egrisinin birim tanjant vektor alami denir. Ayrica T’ vektor alanina B egrisinin egrilik
vektor alant denir. Diger yandan T.T = 1 ifadesinin tiirevlenmesinden T'.T = 0 elde
edilir. Bunun anlami 7' niin daima T ye dik olmasidir, yani T’ niin B egrisine normal
olmasidir.

Tanmim 7.23. Her s € [ igin k(s) = ||T'(s)|| ile tamimh k reel degerli fonksiyonuna S
egrisinin egrilik fonksiyonu denir.

Tamm 7.24. k > 0 olmak iizere, N =% ile tanimh vektor alanmma B egrisinin temel

normal vektor alani ve B = T X N ile taniml1 vektor alanina da 8 egrisinin binormal vektor
alan1 denir.

Tanmm 7.25. Burada tanimlanan T, N, B {gliisiine [ egrisi iizerindeki Frenet cati alani
denir.

Tamim 7.26. B’ = —1N esitligi ile verilen reel degerli T fonksiyonuna, S egrisinin burulma
fonksiyonu denir.

Teorem 7.27. B:1 — R3 birim hizl bir egri olsun. k > 0,  egrisinin egriligi ve 7, B

egrisinin burulmasi olmak iizere, asagidaki esitlikler saglanir:

T' kN
N’ —xT + 1B
B' = —TN



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Lie Déniisiim Gruplar1 Uzerinde Islemler

Boyutu n olan bir uzayda bir x noktasinin koordinatlar1 x*, x?, ..., x™ ile verilsin. Bu

uzayda x noktasini x’ noktasina doniistiiren dontisiimleri asagidaki sekilde tanimlayalim:

xi'= @i(xq, 0, X Aq,,a,)  ((=1,2,..,0). (2.1.1)

Burada ¢; analitik fonksiyonlart x; ve a, (a =1,2,...,r) degiskenlerine baghdir. a,
degiskenlerine (2.1.1) doniisimiinii belirleyen parametreler denir. Bu parametrelerin
aralarinda higbir iliski yoksa yani sayilar1 azaltilamiyorsa, bunlara bagimsiz ya da temel
parametreler denir. Bu durumda (2.1.1) goriintiilerinin kiimesi r-parametreli aile adini alir.
(2.1.1) ifadesindeki doniisiimii kisaca T, ile ifade edecek olursak, (2.1.1) denklemi

asagidaki sekilde yazilabilir:

x' = Tyx. (2.1.2)

(2.1.1) donistimlerinin r-parametreli ailesi asagidaki sartlar1 saglamasi halinde r-

parametreli Lie grubu adini alir:

i. Aileye ait iki doniisiimiin ¢arpimu1 yine bu aileye ait olmali.
Baska bir deyisle: x' = T,x,x = T,x' ise x" = T.x olup, burada c, parametreleri
ile belirli analitik fonksiyonlar a,, ve b, parametreleri ile belirlenir.
ii. Ailedeki her doniisiimiin ters doniistimii bu ailede var olmali.
Bagka bir deyisle, (2.1.2) denkleminin x degiskenine gore ¢0ziilebildigini
varsayalim: x = T, x', buradaki doniisim b,(a) parametreleri ile belirlidir ve
x = T;1x" ile de ifade edilir. Bu iki sartin saglanmasi ile grup, herhangi bir T
doniisiimii i¢in T~1T doniisiimiinii yani birim doniisiimii igermis olur.
Parametrelerin a; = a, = - = a,, = 0 alinmasiyla x; = @;(x4, ..., x; 0, ...,0) birim
doniisimii elde edilir. ¢, lar keyfi sabitler olmak iizere, a, parametrelerini c,dt “sonsuz

kiigiik” degerleriyle degistirelim, bdylece etkisi altinda x noktasini, yakin bir
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komgulugunda x' ye déniistiiren bir “sonsuz kiigiik doniisim” elde edilir. Bu asagidaki

sekilde ifade edilir [19]:

,
0o,
xi’=xi+z 29 ¢ et 2.1.3)
da,
a=1 0

(gri) degerini &.(xy,...,x,) ile ifade edelim. Boylece asagidaki diferansiyel
a’

operatorler olusturulabilir:
0
Xo=&x)— (a=12,..,1). (2.1.4)
0x,

Bu operatorlere, grubun sonsuz kiiciik operatorleri denir. Bu operatorlerin dogrusal

kombinasyonlar1 kullanilarak (2.1.3) denklemi, asagidaki sekilde yazilabilir:
xl-' =x; + (caXaxi)(?t. (215)

Burada (2.1.5) sonsuz kiigiik doniisiimii, X = c,X, sonsuz kiigiik operatorii tarafindan
tanimlanir denir.
Simdi r-parametreli grubun operatorii yerine, asagidaki gibi herhangi bir diferansiyel

operatorii alalim ve inceleyelim:

. d
=g ] 2.1.
X Ed(xlr 'xn) axn ( 6)
£1,82, ..., & icin,
dx, dx, dx,
€_1=?=...= £ = dt (2.1.7)

diferansiyel denklem sistemini olusturalim.. Bu sistemin ¢6ziimiinden asagidaki denklem

sistemi elde edilir:
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(2.1.8)
fn—l(cl; ey Cn' t) = xn—l

fn(ci, s t) = Xy,

Burada x; degiskenlerinin t = 0 igin baslangig degeri x? olsun. Bu takdirde

asagidaki esitlikler yazilir:

fl(clf ] Cn) = X?

fr-1(c1, s €n) = Xp_y, (2.1.9)

fu(cy, o cy) = xD.

Boylece (2.1.9) denklemlerinden elde edilen baslangic degerleri, (2.1.8) denklem
sisteminde yerine yazilirsa, x, noktasini x noktasina doniistiiren bir doniisiim elde edilir ve
t degiskenini de bu doniisiimiin parametresi olarak alinirsa, dontisiimlerin tek parametreli
bir ailesi elde edilmis olur. Bu aile aslinda tek parametreli bir Lie grubu olusturur. Bu
grubun sonsuz kii¢iik bir doniisiimii altinda hareket eden bir noktanin koordinatlarinin

diferansiyeli, asagidaki denklemle belirlenir:

dx; = Xx;dt = E'dt.

(2.1.7) denkleminden goriilecegi gibi, X operatorii tek parametreli grubun bir sonsuz kiigiik
operatoriidiir. Bu operatér igin, (2.1.6) sonsuz kiigiik operatorii tarafindan iretilir denir. t
parametresinin her degeri i¢in grubun doniisiimii altindaki her noktanin goriintiisiine x,
noktasinda bir yoriinge denir. Cesitli noktalarin ydriingelerine kisaca, verilen grubun

yoriingesi denir.
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2.2. Diizlemde Afin Doniisiimlerin Tek Parametreli Grubu

Diizlemde genel afin grup asagidaki denklemlerle verilir:

x'=ayx+ by +cy,
y' =a,x + b,y +cy,

a; by

a, b, * 0.

Bu 6-parametreli bir Lie grubudur. Bu grubun bir sonsuz kiigiikk doniisiimii asagidaki

formdadir:
x'=x+ (a1x + B1y +y1)6t, } (2.2.1)
y, = y + (azx + ﬁzy + y2)6t, B

burada «;, B;, y; keyfi sabitler ve 6t ise sonsuz kiigiik bir ¢arpandir. Buradan, grubun alti

sonsuz kiiciik operatorii elde edilir:

0 d 0 d 0 d

ox '’ oy '’ Xox Yox ' xay' y@'
Boylece (2.2.1) doniisiimii tarafindan belirlenen operator asagidaki gibidir:

X = a-|' a-|' a-|' a-I‘ a-I‘ g 2.2.2

(2.2.1) denklemlerini asagidaki sekilde yazabiliriz:

8x = (ayx + Bry + v1)6t, } (2.2.3)
8y = (azx + By + v2)ot. B

(2.2.2) operatoriiniin olusturdugu tek parametreli grubu belirleyebilmek ve bu grubun

yoriingelerini bulabilmek i¢in asagidaki diferansiyel denklem sistemini olusturalim:

dx _ dy _
X+ 1y +yr ax+py+v:

dt. (2.2.4)
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Oncelikle yeni bir koordinat sistemi olusturarak bu sistemi daha basit bir hale getirelim.

Bunun ig¢in,

T a0 P Y

koordinat doniisiimii (2.2.3) sistemine uygulanmasi sonucunda elde edilen yeni denklem

sisteminde x, ¥ degiskenlerinin katsayilar matrisi B ile eski matris B = (Zl 2)1) arasinda
2 P2

asagidaki iligki vardir:
B = ABA™L.

Burada, B asagidaki Jordan normal formlarindan birine sahip olacak sekilde A matrisini

se¢mek her zaman miimkiindiir[21]:

A 0, A1
1. (0 /12), 2 (2 ) (2.2.5)
Simdi tiim bu durumlar inceleyelim.
1.Durum: Bu durumda (2.2.4) sistemi agagidaki hali alir:
(2.2.6)

dx  dy —dr
Mx+yr ALy+v: .

Bunu birka¢ 6zel duruma boélelim:

a) A, #0,4, # 0,1, # +4,

Burada uygun bir koordinat doniisiimii ile y4,y, sabitleri yok edilebilir ve (2.2.6)

sistemi i¢in asagidaki ¢oziimleri elde ederiz:
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x = ¢y et

y = cyet2t,

Bu denklemlerde; c,, ¢, leri bir M baslangi¢ noktasinin koordinatlar1 ve x, y leri de
M' doniistiiriilmiis noktasinin koordinatlar1 olarak diisiiniirsek, asagidaki tek parametreli
grup elde edilmis olur:

x' = xeMt,
y' = ye't.

Bu grubun yoriinge egrileri, orijinde merkezlenmis, genellestirilmis hiperbol (a < 0)

ve paraboldiir (@ > 0): y = cx® (a = 22). (Sekil 2.2.1)
1

y y
A A
» X
0 x 0 >
a>0 a<0

Sekil 2.2.1. Genellestirilmis parabol ve hiperbol

b) 4, =—A, =4 #0

Benzer islemler yapildiginda asagidaki tek parametreli grup elde edilir:

Bu grubun yoriinge egrileri standart hiperbollerdir: xy = c.
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C) /112122/17&0

Bu durumda da benzer islemlerin ardindan asagidaki tek parametreli grup elde edilir:

Bu grubun yoriinge egrileri ise orijinden gegen dogrulardir: y = cx.

d) Al;tO,AZ:O

Bu durumda, uygun bir doniisiim yardimiyla y; sabiti yok edilebilir fakat y, sabitini

yok edemeyiz. Dolayisiyla (2.2.6) sisteminin ¢dziimiinden asagidaki tek parametreli grup

elde edilmis olur:

x' = xeMt
y' =y -+t
Y, # 0 durumu i¢in ydriinge egrileri logaritmik egrilerdir: y = alnx + ¢ (a = ;/TZ)
1
(Sekil 2.2.2)

¥, = 0 durumu igin ise tek parametreli grup asagidaki sekle donisiir:

x' = xeMt,

y' =y.

Bu durumda da yoriinge egrileri x eksenine paralel dogrulardir. (Sekil 2.2.3)
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y y
A A
e e
\\\ /// I
0 X 5 > p X
—>
—>
Sekil 2.2.2. Logaritmik egriler Sekil 2.2.3. x eksenine paralel dogrular
e) Al == /12 = O

Bu durumda (2.2.6) sisteminin ¢oziimiinden asagidaki tek parametreli grup elde

edilir:

x'=x+yt,
y' =y -+t

Bu grubun yoriinge egrileri y,y, vektoriine paralel dogrulardir.
2.Durum: Bu durumda asagidaki sistem elde edilir:

dx _dy
x+y+y, Ay+y,

= dt. (2.2.7)

Burada da ii¢ se¢enek mevcuttur:

a) A+0

Eksenlerin 6telenmesi ile (2.2.7) sistemindeki y; ve y, sabitlerinden kurtulabiliriz.

Dolayisiyla elde edilen yeni sistemin ¢oziimlerini asagidaki sekilde elde ederiz:

x = (ct + c¢;)e’t,

y = ce’t.
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Bu ¢6zlimler de asagidaki tek parametreli grubu verir:

x' = (x + yt)e’t,
y' = yel.

Bu grubun yoriinge egrileri transandantal egrilerdir: x = %ylny + cy.

b) /120,)/2?&0

Bu durumdaki tek parametreli grup asagidaki sekildedir:

tZ

x'=x+yt+—,
s O

y =y+t.
Bu grubun yériinge egrileri paraboldiir: y? = 2x + c.
c) 1=0,y,=0
Bu durumdaki tek parametreli grup ise asagidaki sekildedir:

x' = x+ yt,
y' =y

Bu grubun yoriinge egrileri x eksenine paralel dogrulardir.
Tiim bu yapilan incelemeler 15181nda, diizlemde genel afin grubun tek parametreli alt

gruplarmin tiim ¢esitlerini gérmiis olduk. Simdi de diger 6zel afin gruplar igin ayni

incelemeleri yapalim.

I.Equi-afin Grup

Bu grubun elemanlar1 asagidaki formdadir:
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x'=a1x+ byy+cy,
y' =a,x + b,y + ¢y,

a; by

a, b, =1.

Bu elemanlar 5-parametreli bir Lie Grubu olustururlar. Bu grubun sonsuz kii¢iik

dontistimleri asagidaki formdadir:

x'=x+ (1x + By +v1)6¢, }
y' =y + (a,x — a,y + y,)6t,

Buradan grubun sonsuz kiiciik operatdrleri agagidaki gibi elde edilir:

9] 9] 9] 0 d d

ox ' oy '’ Yox x(’)y' x%_y@'
Boylece sonsuz kii¢iik doniisiim tarafindan belirlenen operator asagidaki sekildedir:

X_<a a>+ o, 9., 93 3
- al xax yay ﬁl)/ax yl ax azxay VZ ay'

Bu operatoriin olusturdugu tek parametreli grubu bulabilmek i¢in asagidaki denklem

sistemini olusturalim:

dx _ dy — dt
X+ Py +tyr Gx—ay+y, .

Bu denklem sisteminin katsayilar matrisi asagidaki Jordan normal formalarindan

birine sahiptir:

1. (g _0/1); 2. (8 (1))

1.Durum: Bu durum i¢in sistem asagidaki sekli alir:
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dx dy
= = dt.
Ax+y, —Ay+y,

Burada iki 6zel durum mevcuttur:

a 1+0

Bu durumda 6teleme kullanarak y; ve y, sabitlerinden kurtulabiliriz. Dolayisiyla

sistemin ¢6ziimii asagidaki sekilde elde edilir:

x = c et

— oAt
Y =ce .

Boylece grubun tek parametreli alt grubu asagidaki sekilde elde edilir:

x' = xet

y' =ye ™.

Bu tek parametreli grubun yoriinge egrileri standart hiperbollerdir: xy = c.

b) =0

Bu durumda diferansiyel denklem sisteminin ¢éziimiinden asagidaki tek parametreli

grup elde edilir:

x'=x+yt
y' =y +yat.

Bu grubun yoriinge egrileri y,y, vektoriine paralel dogrulardir.

2.Durum: Bu durumda sistem asagidaki hale doniisiir:
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dx dy

= dt.
Yy+vi Y2

Y2 # 0 i¢in sistemin ¢oziimiinden asagidaki tek parametreli grup elde edilir:

x’=x+yt+y?2t2

y' =y +vy,t

Bu grubun yoriinge egrileri parabollerdir.

¥, = 0 i¢in asagidaki tek parametreli grup elde edilir:

x'=x+y
y' =y

Bu grubun yoriinge egrileri x eksenine paralel dogrulardir.
I1.Centro-affine Grup

Diizlemde centro-afin grup asagidaki sekilde verilir:

x'=a;x+ by,
y' =a,x + byy,

a; by

a, b, * 0.

Bu 4-parametreli bir Lie grubudur. Bu grubun bir sonsuz kiigiikk doniisiimii asagidaki

formdadir:

x'=x+ (a1x + B1y)dt, }
y' =y + (ax + fy)8t,

Buradan, grubun alt1 sonsuz kiigiik operatorii asagidaki sekilde elde edilir:

0 0 0 0

*ox Yox xay' y@.
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Boylece grubun sonsuz kiiciik operatorii asagidaki bi¢imde ifade edilir:

UL IO B N
- alxax ﬁlyax azxay ﬁzyay

Bu operatoriin olusturdugu tek parametreli grubu belirleyebilmek ve bu grubun

yoriingelerini bulabilmek i¢in asagidaki diferansiyel denklem sistemini olusturalim:

dx _ dy _
ax + By axx + By

dt.

Bu sisteminin katsayilar matrisi asagidaki Jordan normal formlarindan birine

sahiptir:

A
1. (01 fz); 2. (g /11)

1.Durum: Bu durumda denklem sistemi asagidaki hali alir:

dx dy

— = = dt.
Mx Ay

Bunu birka¢ 6zel duruma boélelim:
a) A #0,4, #0,4; # +4,
Bu durum i¢in asagidaki ¢oziimler elde edilir:

x = ¢y et

y = cye’2t,

Boylece asagidaki tek parametreli grup elde edilir:



28

x' = xeMt

y' = ye’t.

Bu grubun yoriinge egrileri, genellestirilmis hiperbol (a < 0) ve paraboldiir (a > 0):
pl
y =cx% (a = f).

b) /11=—/12=/1¢0

Benzer islemler yapildiginda asagidaki tek parametreli grup elde edilir:

y' =ye
Bu grubun yoriinge egrileri standart hiperbollerdir: xy = c.
C) Al = lz N A 0

Bu durumda da benzer islemlerin ardindan asagidaki tek parametreli grup elde edilir:

Bu grubun yoriinge egrileri ise orijinden gegen dogrulardir: y = cx.
d) Al * 0,&2 = 0
Bu durum i¢in asagidaki tek parametreli grup elde edilmis olur:

x' = xeMit,

y' =y.

Bu grubun yoriinge egrileri x eksenine paralel dogrulardir.
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2.Durum: Bu durumda asagidaki sistem elde edilir:

dx  dy
Ax+y Ay

dt. (2.2.7)

Burada iki secenek mevcuttur:
a) A+0
Denklem sistemin ¢oziimiinii asagidaki sekilde ederiz:

x = (ct + c;)et,

y = ce’t

Bu ¢ozlimler de asagidaki tek parametreli grubu verir:

x' = (x + yt)e’t,
y' = yel.

Bu grubun yoriinge egrileri transandantal egrilerdir: x = %ylny + cy.
b) 1=0
Bu durumdaki tek parametreli grup asagidaki sekildedir:

x' = x+ yt,
y' =y

Bu grubun yoriinge egrileri x eksenine paralel dogrulardir.
I11.Equi-centro-affine Grup

Bu grubun elemanlar1 asagidaki formdadir:
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x'=a;x+ by,
y' =a,x + byy,

a; by

o nl=1

Bu elemanlar 3-parametreli bir Lie Grubu olustururlar. Bu grubun sonsuz kiigiik

dontistimleri asagidaki formdadir:

x'=x+ (ayx + B1y)dt, }
y' =y + (a,x — a,v)6t,

Buradan grubun sonsuz kiiciik operatdrleri agagidaki gibi elde edilir:

0 0 9] d

Yox © Yoyt Yox Yoy
Boylece sonsuz kii¢iik doniisiim tarafindan belirlenen operator asagidaki sekildedir:

¥ = (6 6>+ a+ d
— M\ *ax Yoy Blyax X5y

Bu operatoriin olusturdugu tek parametreli grubu bulabilmek i¢in asagidaki denklem

sistemini olusturalim:

dx B dy — dr
X+ 1y axx —agy .

Bu denklem sisteminin katsayilar matrisi asagidaki Jordan normal formalarindan

birine sahiptir:

1. (g _0/1); 2. (8 (1))

1.Durum: Bu durum i¢in sistem asagidaki sekli alir:
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dx d
2o e
Ax =Ly

Burada A # 0 igin sistemin ¢6ziimiinden asagidaki tek parametreli grup elde edilir:

Bu tek parametreli grubun yoriinge egrileri standart hiperbollerdir: xy = c.

2.Durum: Bu durumda sistem asagidaki hale dontistir:

dx d
Y
y 0

Bu sistemin ¢oziimiinden de asagidaki tek parametreli grup elde edilir:

x'=x+yt
y' =y

Bu grubun yoriinge egrileri x eksenine paralel dogrulardir.

2.3. r-Parametreli Bir Lie Grubunda Bir Egrinin Egrilik ve Yay Uzunlugu

Diizlemde r-parametreli bir Lie Grubu asagidaki sekilde verilir:

x = fi(x,y;a4,...,a.), }
2.3.1
Y1 =fz(X,y;a1,...,ar). ( )

y(x), (n — 1).mertebeden siirekli tiirevlere sahip olmak iizere, y = y(x) egrisini

alalim. Bu takdirde asagidaki notasyonu kullanabiliriz:
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3y y" = ol yT-2) = dy™™?
dx ’ dx '’ dx

y

Burada x;, vy, ¥’ ..., ¥1""2) degerlerini doniistiiriilen degerler olarak diisiinerek,

asagidaki esitlikleri olusturabiliriz:

xl = fl(xry; alf ...,Clr),
Y1 = fZ(xiy; ay ., a‘r‘)'
i =HL&yyia, ... a), (2.3.2)

y17D =69,y ...y ay, ..., ar).)

(2.3.2) denklem sistemine, genisletilmis grup denklemleri denir. Bu sisteme ayrica grubun
(r — 2).mertebeden diferansiyel genislemesi denir.

Burada x,y,y’,..,y7"™2 degerlerini bagimsiz degiskenler olarak diisiiniirsek,
bunlarin olusturdugu sirali  —liye (r — 2).mertebeden eleman denir ve e ile ifade edilir.
Ayrica x,v,y’, ...,y72) degerlerine e elemanlarinin koordinatlart denir. Diger yandan,

donilisiim grubunun parametre sayisi da r dir.

(r — 2).mertebeden elemanlarin uzayinda genisletilmis grup gecismelidir. Yani
herhangi bir e elemani igin, bu elemanin belirli bir komsulugunda, e elemanini bir e,
elemanina doniistlirebiliriz. (2.3.1) fonksiyonlar1 analitik olduklarindan, asagidaki ifadeleri

yazabiliriz [19]:
a, = a,(e,ep),...,a, = a.(e, e) (2.3.3)

Diger yandan her bir koordinatin diferansiyeli alinirsa:

_0f df1
d 1 a—dX‘l‘Wdy,
_0f afa
dy, = 3 dx + dy dy

elde edilir. Burada a, parametrelerini (2.3.3) ifadesindeki karsiliklar1 ile degistirirsek,
asagidaki esitlikler elde edilir:
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dx; = B1(e,e1)dx + B, (e, e1)dy, } (2.3.4)

dy, = vi(e,e)dx + y,(e, e)dy.

Bu ifadelerde dx,dy ve e, grubun doniisiimii ile dx;,dy,; ve e; degerlerine bagh
keyfi degerlerdir. dx*,dy* ve e* da dx, dy ve e ifadelerinin grubun baska bir doniistimii
altindaki goriintiileri olsun. (2.3.4) sisteminde dx, dy ve e yerine dx*,dy* ve e* yazilsa da
denklem sistemi saglanacaktir. Baska bir deyisle, dx;, dy; ve e; sabit tutulup dx, dy ve e
ifadeleri grup doniisiimleri ile donistiiriiliirse (2.3.4) esitlikleri degismeyecektir. Boylece
Bi(e,e1) = A1(e), B2(e,e1) = A;(e),v1(e,e1) = py(e), v2(e 1) = py(e) diyebiliriz.

Buradan da asagidaki diferansiyel formlar elde edilmis olur:

w1 = A (e)dx + A,(e)dy, }
wy = pi(e)dx + py(e)dy.

Simdi y = y(x) esitligi ile verilen egriyi géz oniine alalim. dy = y'dx oldugunu

biliyoruz. Bunu w,, w, formlarinda yerine yazarsak asagidaki esitlikler elde edilecektir:

Wy = [A1(e) + 2 (e)y']dx = A(e)dx, }
wz = [M(e) + pz(e)y’]dx = p(e)dx.

Bu katsayilarin orani grubun, yalnizca e degiskenine bagl invaryantidir. Bu invaryanttan
w = w(e)dx bigiminde bir invaryant form olusturulabilir. Buna r — parametreli Lie
Grubu’nun {irettigi geometrideki bir egrinin yay elemani denir ve ds = w(e)dx ile ifade
edilir [19].

Simdi (2.3.2) genisletilmis grup denklemlerindeki y, "~2) ifadesinin diferansiyelini

inceleyelim:

d d d d
dyl(r_z) :idx.l—idy.l—idy’_'...._'_ f;’_
ay(T 2)

(r-2)
dx oy ay' dy '

Burada a, parametreleri yerine (2.3.3) esitliklerini yazarsak asagidaki ifade elde edilir:

dy, 2 = a,(e,e))dx + ay(e,e))dy + -+ a, (e, e;)dy T2,
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Yine e;elemani sabit tutulup benzer islemler yapilirsa asagidaki diferansiyel form elde

edilir:
a,(e)dx + ay(e)dy + -+ a,(e)dyT=2).
Diger yandan tekrar y = y(x) egrisini ve asagidaki esitlikleri dikkate alalim:
dy = y'dx,dy’ = y"dx, ..., dy"2 = yr—Dqy,
Boylece asagidaki invaryant form elde edilir:
[al(e) +az(e)y’ + -+ ar(e)y(r_l)]dX,
bunu da baska bir ifadeyle asagidaki gibi yazabiliriz:
[@(e) + B(e)yTV]dx.

Bu formu egrimizin yay eleman1 ds = w(e)dx ile bolelim, bu takdirde asagidaki

diferansiyel form elde edilmis olur:
k =a(e)+Be)yT D, (2.3.5)

Bu ifadeye r — parametreli Lie Grubu’nun iirettigi geometride bir egrinin egriligi denir.

2.4. “Kk” ve “ds” ifadelerinin Grup Operatorleri Yardimiyla Hesaplanmasi

Bir r — parametreli Lie Grubu’nun r tane lineer bagimsiz sonsuz kii¢iikk operatorii

asagidaki sekildedir:

0 9]
Xo = 5954‘779@ (06=12,..,1).
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Bu operatoriin (r — 1).mertebeden genisletilmis hali, asagidaki gibi tanimlanir [4]:

0 d d
(r-1) _ —_ ! (r-1
XQ S‘?Q ox + nQ ay +n Q ay' + + Mo ay(r—l)'

Burada,
, _dne  ,d
Te ™ x dx
"no_ dr]’Q _ Ilﬁ
Me dx dx
dn, "™ dg,
n@(r—l) kO y(r—l) e

dx dx’

seklindedir. Ornek olarak bu denklemlerden birincisini tiiretelim. (x,y) noktasin (x,y;)

noktasina doniistiiren sonsuz kiiciik doniisiim asagidaki sekilde ifade edilebilir:

X1 =x+€Q6t+€Q(6t)2+; 6x=fg6t;
Y1 =Y + 1,0t +n,(61)% + -+, 8y = 1,6t.

Bu esitliklerin diferansiyeli alinirsa:

dx; = dx + d€,8t + d&,(85¢)? + -+,
dy; = dy + dnySt + dn,(6t)* + -,

olur ve buradan da

' _dyl_ 1] dr]@ Ide
T +(a‘ya ot

elde edilir. Boylece asagidaki esitlik elde edilmis olur:
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dn ds,
5y =1n',6t = —==—y' =2 6t.
Y =Te ( dx 7 dx >
r — parametreli bir Lie Grubu’nun geometrisinde bir egrinin egriligi

k=ayT™bY+p.

biciminde tanimlanmisti. Bu esitligin sonsuz kii¢iik doniisiim altinda goriintiisii asagidaki

bigimdedir:
ok ba 6B
- Ay@-1) (r-1) 4 I _ 24.1
5 (’)‘ty +an, + 5t 0. ( )
Burada,

oldugunu biliyoruz. Bu esitligin hesaplanmasi ile elde edilen r]g_l) degerinde y™—1

degiskeninin katsayisini y, ve geriye kalan tiim terimleri de &, ile ifade edersek,

Ny =y + 6,

esitligi elde edilir. Bunu (2.4.1) denkleminde yerine yazarsak,

ok _ (T‘l>(5a+ )+6ﬂ+ §,=0
st 7 5t T Me) Tier T %% =

elde edilir. y™~V keyfi oldugundan, bu denklemin saglanmast igin,
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oa + 0

St e

58 (2.4.2)
E + C{5Q =0

denklem sisteminin saglanmasi gerekir. Bu denklemlerden birincisini detayli olarak yazip
inceleyelim:

Slna dina dlna dlna dlna (-,

!

- = ) —
5t +7%, = o $o + 3y Ne + 3y Mo + +ay(r_2)179 +7%, =0.

Burada o = 1,2, ..., 7 oldugundan r tane denklem elde edilir. Ayrica,

alnad +6lnad +alnad A dina
ax dy Y Y dy(r-2)

dyT™2 —dina = 0

oldugu dikkate alinirsa, r + 1 adet denklem elde edilir ve bu denklem sistemi uyumlu ise

asagidaki esitlik gegerlidir:

(r-2)
1

& oo oy Y1
& o mny oMy o ng_z) Y2
S : : |=0
’fr Ny nr, ngr_Z) Yr
dx dy dy - dyT? —dina

Burada,
&1 M Y_Z) Y1 &1 M Y_Z) V1
$2 My Ug_z) Y2 $2 My TIEH) Y2
P : i | =-Adlna+ | 2 - : (=0
Er Ny 77?_2) Vr fr Ny nr(-r_Z) Yr
dx dy - dy" 2 —dina dx dy - dy0=2 0

oldugu g6z oniine alinirsa,
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&0 mo om' nir_z) Y4
dinga==|"*+ ' " : (2.4.3)

A fr Nr Nr 77? 2 Vr

dx dy dy - dyT™2 0

esitligi elde edilir ve A agagidaki sekildedir:

1] -2

& omomg e Uir )
A=]: : : s (2.4.4)

Er Nr 777" o 777(~T_2)

(2.4.2) denklem sisteminin ikinci denklemi i¢in de benzer islemler yapilirsa

asagidaki ifade elde edilir:

& mon nﬁH) o
al: c : : :
dg =—| ' if i . (2.4.5)
A fr Ny  Mr 771(~T 2 67*
dx dy dy - dy"2 0

(2.4.3) ve (2.4.5) ifadelerinden a ve [ elde edilip (2.3.6) denkleminde yerine
yazilirsa egrinin egriligi elde edilmis olur.

Diger taraftan,
k=ay®D+p

esitliginin diferansiyeli alinirsa,

dk =y Yda + ady™V + dp
elde edilir. Bu ifade diizenlenirse,
dk = a[y"Vdina + dyTV] + dp

olur. Buradaki dina yerine (2.4.3) deki karsiligi ve df yerine de (2.4.5) deki karsilig:
yazilirsa,
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[ $1 M UY_Z) V1 ] 1 m nf_z) 81
1] : : : : al : : : :
dk = a y(r_l)_ : '_ + dy(‘r—l) += . : ._ :
Alg TRy, Alg P s,
dx dy dyT™=2 0 dx dy dyT™=2 0
olup, esitlik diizenlenirse
$4 M Uir_Z) Y1 $4 M Uir_Z) [
a . H H H H H H H
dk = y(r_l) H ._ N + H N ._ N + Ady(r_l)
A & UK R A P s,
dx dy dy™2? ol ldx dy dy™2? 0

elde edilir. Determinantlarin temel o6zelliklerini kullanarak bu esitligi asagidaki sekilde

ifade edebiliriz:

+ Ady(=1D |,

& m om Ty 46,
all : : : g :
a=Cll ] i
Alle: ne m, 0P yyT D 4,
Ll dy dy' dy(=2 0

Yine burada determinantin siitun a¢ilimini kullanarak,

&omoond nﬁr_z) )/1y(r—1) +6;
al : : : : :
=l 3 E
Alé me e ™ ey s,
dx dy dy' dyT=2) dy(—b
esitligi elde edilir. Burada ny " =,y + §, oldugu
elde edilir:
& m n Tlir_Z) 77?_1) I
al : : : : :
g Pt 3 N
Ale, nd? Y
dx dy dy dy™=2 qy=D

|

kullanilirsa agagidaki formiil

(2.4.6)
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Buradan goriiliir ki (2.4.6) formiilii ile k direkt hesaplanabilir.

Simdi de bir egrinin yay uzunlugunu hesaplayalim. r-parametreli bir Lie grubunda
bir egrinin yay uzunlugu asagidaki sekilde verilir:

s = j(p(x,y,y’,...,y(r_z))dx.

Sonsuz kii¢iik doniisiim durumunda 8x = £,8t ve 8§y = 1,6t esitlikleri kullanilirsa
S  dég
S+ f (E-I_ (pa)dx(?t

elde edilir [19]. Egrinin yay uzunlugu bir grup invaryant: oldugundan i—f + 90% =0

olmalidir. Dolayist ile

Slngp d¢, Odlng dingp ding | dng -z déq
5t Tax ~ ox et gy Met gy et it aieyla g

=0
elde edilir. Diger yandan asagidaki 6zdesligi de goz oniine alalim:

ding ding olng | ding (r—2) _
Fp dx + 3y dy + 3y dy' + +6y(r‘2) dy ding = 0.

Boylece (r + 1) denklem elde edilir. Bu denklem sisteminin uyumlulugundan asagidaki
esitlik yazilir:

_ dé
o (r-2) ot
5.1 77.1 77.1 UR d_x
, '_ d:,f =0.
’fr Ny Nr Tlgr 2 d_xr
dx dy dy' - dy"? —dina

Buradan kii¢iik bir diizenlemeyle asagidaki denklem elde edilir:
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_ dé
roo (r-2) 1
%1 77-1 77.1 R ' _d.x
E ) (r—2) & —A dlnqo = 0.
T n?" T]r T]T dx
dx dy dy - dy"2? 0

Bu denklemin diizenlenmesiyle agagidaki formiil elde edilir.

_ dé
oL p-2 o1
) $1 M M Ui dx
ding =2 : . -2) &
r T’T nT nr dx
dx dy dy - dyT?» 0

Buradaki A, (2.4.3) denklemindekiyle aynidir. Boylece egrinin yay uzunlugu formiilii olan

s= [0y, .., yTP)dx esitligindeki ¢ fonksiyonu igin bir formiil elde edilmis olur.

2.5. Uygulamalar: Afin Grup ve Onun Alt Gruplarinin Geometrisinde, Bir
Diizlem Egrisinin Egriligi ve Yay Uzunlugu

2.5.1. Equi-centro-afin Grupta Hesaplamalar
Equi-centro-afin grubun diizlemdeki gorintiisii asagidaki sekildedir:

x; = ax + by,

Y1 =cx + dy, |? Z|:1'

Bu grubun operatorlerti;

0 0 9] 9]

Yox © Yoy Yax Yoy
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seklindedir. Bu operatorleri X, = ¢, ;—x + 1, :—y genel formunda yazip &, ve 1, katsayilari

elde edilir. X; = y% , Xy = x% , X3 = xaa—x — y% oldugundan, katsayilar asagidaki

sekilde elde edilir:

&=y, n =0
$ =0, N, =X
{3 =X, N3 = -y

Diger yandan bu grubun 2.mertebeden genisletilmis grup operatorii

X”_f d i + ! d + " d
e an neay neay' 779 ayn

formundadir ve bu genisletilmis operatoriin n', ve n,"” katsayilar1 asagidaki formiiller

araciligi ile hesaplanir:

I dr]@ lde
Te= g ~ Y ax
" :dn,Q_ II&

Te=™ 0 7Y ax

n% =%—y'i—% esitligindeki ¢, ve n, ifadeleri yerine yazilip, ¢ =1,2,3 igin

hesaplamalar yapilirsa:

m=-y
n, =1
Ny =-2y'

katsayilar1 elde edilir. Diger yandan, ", = % - y”i—% esitligindeki n’, ve ¢, ifadeleri

denklemde yenine yazilirsa:

77:,1, — _3y/yu
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n7 =0
ng = —3y"

katsayilar1 elde edilmis olur. Tim bu katsayilar (2.4.4) esitliginde yerine yazilirsa

y 0 —y?
A=0 «x 1 |=y —y)?
x -y -2y

olmak tizere, (2.4.3) formiiliinden

~

. y 0 —y? vy
0 x 1 0
dlmp—z x -y =2y 1
dx dy dy" 0
1 0 X 1 0 X 1
= v =z Y -y =2y -1|x -y —2y’]
(xy' =) dx dy dy dx dy dy
1
= =y [y (xy" = y)dx — (xy" — y)dy + x(xy" = y)dy']
R - (xy" = y)(y'dx + xdy' — dy) = 4y ~y)
(xy' —y)? xy' —y

=din(xy' —y)

elde edilir. Yani ding = din(xy' — y) bulunur. Bu denklemin ¢éziimiinden ¢ = xy' —y

elde edilir. Bu esitlik yay uzunlugu formiiliinde yerine yazilirsa, egrinin yay uzunlugu
ds = (xy' —y)dx (25.1)

olarak elde edilir.

o, egri lizerindeki bir noktanin konum vektdriinii gostermek iizere, herhangi bir ¢

parametresi i¢in

120

. dy dydx
=2 =" =y

Y= A dxdt
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olup,

elde edilir. Boylece bu esitlik (2.5.1) formiiliinde yerine yazilirsa formiil asagidaki sekilde

diizenlenebilir:

__ds_dsdx_()'/ ),_ . .
STat T dxar \Fx Y)FTTYE

Diger yandan, elde edilen esitlikte
. X X ) g
00) = | =xy —yx
(00) ly y| y=y

determinant gosterimi kullanilirsa (2.5.1) formiilii asagidaki sekilde ifade edilir:

ds . .
yri s = (09).

Benzer sekilde egriligi hesaplamak i¢in (2.4.3) ve (2.4.5) formiilleri kullanilmalidir.
Bunun igin 6ncelikle ngy = y,y" + 8, esitligindeki katsayilar elde edilmelidir.

7]1’ — _3yry/r
n7 =0
ny = —3y"

oldugundan y, ve &, katsayilar1 asagidaki sekilde elde edilmis olur:

v = -3y, 6,=0
Y. =0, 6,=0
y3:_3, 63:0.
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Bu degerler (2.4.3) formiiliinde yerine yazilirsa,

ly 0 —y? =3y

1lo x 1 0
dina =3 —y -2y -3
dx dy dy 0
1 0 X 1 ’ y 0 —y'z
= ———13y' -y =2y'[+3|0 x 1
(xy" =) dx dy dy' dx dy dy
3 !
=& =2 [-y'(xy" = y)dx + (xy' —y)dy — x(xy" — y)dy']
-3 —3d(xy' —y)
=— =y -y)@dx +xdy' —dy) = —————
Gy =2 $210% y' —dy) X —y
1
=din(xy' —y)™3 =dIn (—, 3)
(xy' =)
olup,
1
A=
(xy' —y)?

elde edilir. Bununla beraber §; = 0,6, = 0,63 = 0 degerleri de (2.4.5) formiiliinde yerine

yazilirsa
y 0 —y? 0
alo0 «x 1 0
B=xx -y -2y o=
dx dy dy' 0
olup,
B=0

elde edilir. Son olarak, elde edilen a = ( ve 8 = 0 degerleri k = ay” + f egrilik

1
xy'-y)3

formiiliinde yerine yazilirsa egrinin egriligi asagidaki sekilde bulunur:
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14

__ry
(xy' —y)3

o, egri lizerindeki bir noktanin konum vektdriinii gostermek iizere, herhangi bir ¢

parametresi i¢in

dy dydx .
“dat axdat 7"
ve
dy _d dy’ dx .dy’dx i .4y .
T T e R A T T AL
olup,
v
Y =%
ve
L%y
y = x3

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler k = = Y formiiliinde yerine yazilip

1A
y'-y)3

ve
o=l =0

determinant esitlikleri kullanilirsa egrinin egriligi asagidaki gibi ifade edilir:
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_ (g9)
= oo

2.5.2. Centro-afin Grupta Hesaplamalar

Bilindigi gibi, centro-afin grubun diizlemdeki goriintiisii asagidaki gibidir:

X1 = ax + by,

Y1 = cx + dy, |Ccl Z|¢O'

Bu grubun operatorleri,

X,=x—, X,=y—, Xo=x—, X,=y—
1 xax' 2 yax' 3 xay’ 4 yay

seklindedir. Buradan 3.mertebeden genisletilmis operatoriin katsayilart asagidaki gibi elde
edilir:

SGi=x m =0 m=-y n'=-2y n =-3y
&=y =0 ny=—y? ny==3yy" ny =-=3y"*—4y'y"

nr

§3=0 mz=x n3=1 n3 =0 n3' =0
§4=0 my=y m=y  ni=y" ng =y".
Dolayisiyla,
x 0 =y =2y"
0 —y? =3yy" et N2
A=) =2 -~
0 x 1 0 y'(xy' =)
0 y yl yll

olmak tizere,
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x 0 -y 2y" 1|
1|y 0 -y =3y Y W
dln(p=z 0 x 1 0 0| =din pos
0 y yl yll 0 y y
dx dy dy' dy" 0

elde edilir. Buradan gerekli islemler yapildiginda yay uzunlugu formiilii

11/2

Y

ds = ———
T T oy =)

dx (2.5.2)

olarak elde edilir.

o egri lzerindeki bir noktanin konum vektoriinii gostermek {iizere, herhangi bir ¢t

parametresi i¢in (2.5.2) formiiliinii agagidaki sekilde ifade ederiz:

ds . (66)?
dt =~ ° T ez

Diger yandan, egrilik hesabi i¢in (2.4.2) ve (2.4.4) formiillerini kullanalim. Bu
hesabin yapilabilmesi i¢in Oncelikle formiillerdeki @ ve [ degerlerinin hesaplanmast

gerekmektedir.

!/

x 0 -y =2y" =3
2 1.0 !
1|y 0 —y° =3yy -4y xv' — v)1/2
dina = A 0 x 1 0 0 |=din (%)
0 y yl yu 1 y
dx dy dy' dy" 0

olup,

_ (1 =)
AV

elde edilir. Bununla beraber
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|x 0o -y =2y" 0
2 1o "2
P O e g
] x = e
A ’ " 2(xy’ — y)1/2
0y vy y 0 (xy" =)
dx dy dy' dy" 0
olup,
3 xy'i/?
P =2y =7

elde edilir. Boylece egrilik asagidaki sekilde elde edilmis olur:

1y —y)Y2 3 xy'/?

k= o Ny M A
2 yug/z y 2 (xyr _ y)l/Z

Herhangi bir t parametresi ile yeni parametrizasyon sonucunda formiil asagidaki

bi¢imde ifade edilir:
L= (c6)'/? (66) - (cra) (cé)
2(66)3/2 " (o) |

2.5.3. Equi-afin Grupta Hesaplamalar

Equi-afin grubun diizlemdeki goriintiisii asagidaki sekildedir:

x; =ax + by +e, |a b|_1
yw=cx+dy+f, c dl 7~

Bu grubun operatérleri;
9 0 d 9] d 0

ox’ oy’ Y ox’ ay’ xﬁ_y@'
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seklindedir. Buradan 4.mertebeden genisletilmis operatoriin katsayilar1 asagidaki gibi elde

edilir:
&= n =0
&= n,=1
&=y n13=0
&=0 n,=x
és=x nNs=-y
Dolayisiyla,
|1 0
0o 1
A=y O
0 x
X =y
olmak iizere,
1
0
1|y
ding = alo
X
dx

0
0

_y’2

1
-2y

0
1
0
X

-y
dy

!

m =0 n' =0
n7 =0 ny' =
2omy =3y omg =3y —4yy”
ny =0 ng' =0
==2y ng=-3y"  ng’=—-4"
0 0 |
0 0
=3y'y" =3y"? —4y'y"| = 9y'3
0 0
—3y" —4y""
0 0 0 0
0 0 0 0
—y? =3y'y" =3y —4y'y" Y
1 0 0 0
=2y =3y" —4y"" 1
dy’ dy" dy'"’ 0

C))

n =0
n,” =0
ny? = —
=0
e = —
= dlny

elde edilir. Buradan gerekli islemler yapildiginda yay uzunlugu formiilii

ds = y"3dx

olarak elde edilir.

10yllylll _ 5yly(4.)
5y®
/3

(2.5.3)

o egri lzerindeki bir noktanin konum vektoriinii gostermek {izere, herhangi bir t

parametresi icin (2.5.3) formiiliinii asagidaki sekilde ifade ederiz:
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Benzer sekilde egriligi de hesaplayalim.

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
. B 1 y 0 _ylz _3ylyll _3y112 _ 4ylylll Syl _ 1
ne=xlo x 1 0 0 0 | =3y
x _y _Zy’ _3yll _4ylll _5
dx dy dy dy" dy'"’ 0
olup,
1
a = 3yu5/3
elde edilir. Bununla beraber
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
dﬁ B g y O _y,2 _3ylyll _3y112 _ 4nyIII _10yIIyIII
“ALO X 1 0 0 0
x _y _Zyl _3y” _4ylll 0
dx dy dy' dy" dy'"’ 0
5 1y
9}/ 8/3
olup,
5 yIIIZ
B=-57mrm
9y'"8/

elde edilir. Boylece egrilik asagidaki sekilde elde edilmis olur:

1 yIV 5 y’”2

ke = 3y75/3 " 9)8/3

Herhangi bir t parametresi ile yeni parametrizasyon sonucunda formiil asagidaki

bi¢imde ifade edilir:
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o _ 368)(63) +12(66)(56) - 5(66)°
N 9(66)8/3 '

2.5.4. Genel Afin Grupta Hesaplamalar

Diizlemde genel afin grubun goriintiisii asagidaki sekildedir:

X, =ax + by +e, |a b|¢0
yi=cx+dy+f, c d '
Bu grubun operatorleri;
d 0 d d d 0
S ) . ) x - ) = ) x I ) e o
dx dy d0x Y d0x dy 2 dy
seklindedir. Buradan 5.mertebeden genisletilmis operatoriin katsayilar1 asagidaki gibi elde
edilir:
=1 m=0 m=0 7y=0 n =0 Y =0 n® =0
;=0 n,=1 n=0  ny=0 ny' =0 ns? =0 N =0
G=x n3=0 ny=-y nf=-2y" oy =-3y" s = —4y® 7S = —5y®
&=y my=0 ni=-y? nf=-3yy" 5y =-3y"7—4yy" 7’ =-10y"y" —5yy® 7> =-10y""? - 15y"y® — 6y'y®
&=0 ns=y ni=y  ni=y" g =y" i = y® 7 =y®
&=0 me=x me=1 n¢=0 ng' =0 g’ =0 ng =0
Dolayisiyla,
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
x 0 _yl _Zyll _3yIII _4y(4-)
A = y O _yrz _3ylyll _3y112 _ 4yryru _10y//ylu _ Sy/y(4.)
0 y yl yu yIII y(4.)
0 x 1 0 0 0

=2y"*(3y"y™® —5y'""2)

olmak lizere,



1 0 0 0
0 1 0 0
. x 0 _y/ _Zyu
dln(p = Z y 0 _yIZ _3ylyu
0 y yl yll
0 X 1 0
dx dy dy' dy"

3 " (4) _ 5 "
(Y 5y
3y''2
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0
0

"2

I

_ 4ylylll

y
0

dy
1/2

nr

—10y

0
0
—4y®
Hylll _ Sy/y(4-)
y®
0
dy(4)

elde edilir. Buradan gerekli islemler yapildiginda yay uzunlugu formiilii

3y y® —
$=<yy

5y1112 1/2
3772 ) dx

olarak elde edilir.

o egri iizerindeki bir noktanin konum vektoriinii gostermek iizere, herhangi bir t

parametresi i¢in (2.5.4) formiiliinti asagidaki sekilde ifade ederiz:

ds

dt

Benzer sekilde egriligi de hesaplayalim.

1 0 0 0
0 1 0 0
1 x O _yl Zyll
dlna — Z y 0 _yIZ _gylyll
0 y yl yll
0 x 1 0
dx dy dy' dy"
3y()
= dln2(3/2 T

olup,

. (3(68)(66) + 12(66)(66) — 5(56)?
_S_( 3(66)? )

0
0

"2

_ 4ylylll

"

y
0

dy
yII 3 yuz

nr

"r2

1/2

—10y

0
0
IIyIII _ Syly(4)
MO
0
dy(4')

~

cocoo <. roo

(2.5.4)
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Sy(s)
a = —2(3/2}]”

elde edilir. Bununla beraber,

ap
1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
mE 0 -y =2y" -3y —4y™® 0
— Z y 0 _ylz _3y/yu _3y112 _ 4ylylll _10yuyru _ 5y/y(4.) _10y1112 _ 15yuy(4)
0 y yl yu yIII y(4) 0
0 X 1 0 0 0 0
dx dy dy dy" dy'" dy® 0

3 nr (4) 40 "3
= d s+ Sl
2(3/2 y 2 9 y 3

olup,

3 yuly(4) 40 ylug
(s

= 20372 E 9 33

elde edilir. Boylece egrilik asagidaki sekilde elde edilmis olur:

3 <y(5) y/lly(4) 40 yIII3>
k — .

- 2(3/2 yu - yuz 9 yu3

Bu esitligi daha basit formda asagidaki sekilde yazabiliriz:

k= 3 l ¢y
- 20172 ( ny,,3/2> :

Herhangi bir t parametresi ile yeni parametrizasyon sonucunda formiil asagidaki

bi¢imde ifade edilir:
3 d A
L L TV
k 2A1/2dt(ln((’r&)3/2>' s



3. SONUCLAR

Diizlemde afin doniisiimlerin tek parametreli grubu ve bu grubun yoriinge egrileri
elde edilmistir. Elde edilen tek parametreli grup ve grubun yoriinge egrileri agagidaki
sekildedir:

a) X' = xelst tek parametreli grubunun yoriinge egrileri y = cx* (a = A—Z) dir
y' = yehat p g yorunge eg y 1 -
x' = xet : e
b) Y = ye it tek parametreli grubunun yoriinge egrileri xy = c dir.
x' = xer : .
C) Y = yelt tek parametreli grubunun yoriinge egrileri y = cx dir.
g X =xeht treli grub sriinge egrileri y = alnx + ¢ di
) Y =yt ek parametreli grubunun yoriinge egrileri y = alnx + c dir.
x' = xeMt . w, o .
e) =y tek parametreli grubunun yoriinge egrileri y = c dir.
x'=x+yt ) .
) -, tek parametreli grubunun yoriinge egrileri y;y, vektoriine paralel
y =y+tvrat
dogrulardir.
"= (x + yt)et : - :
9) x ,(x yM)e tek parametreli grubunun ydriinge egrileri x = % ylny + cy dir.
y =ye
! tz
h) x=xtytts tek parametreli grubunun yoriinge egrileri y? = 2x + ¢ dir.
y'=y+t
x'=x+yt

) Y =y tek parametreli grubunun yoriinge egrileri y = c dir.

Herhangi bir r —parametreli Lie grubunun geometrisindeki bir diizlem egrisinin yay
uzunlugu ve egriligi i¢in formiiller elde edilmistir.

Herhangi bir r —parametreli Lie grubunda operatorler araciligiyla k ve ds igin
formiiller elde edilmistir.

Afin diferansiyel geometri ile Lie gruplar teorisinin iliskisi ortaya konulmustur.
Equi-centro-afin grubun geometrisindeki bir diizlem egrisinin yay uzunlugu ve

egriligi elde edilmistir:

_ (dd)

s = (006), k= 05
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Centro-afin grubun geometrisindeki bir diizlem egrisinin yay uzunlugu ve egriligi

elde edilmistir:

_ (66)/? (06)1/? (66) - (aa) (06)
"~ (00)1/2’ 2(00)3/2 " (g6) |

Equi-afin grubun geometrisindeki bir diizlem egrisinin yay uzunlugu ve egriligi elde

edilmistir:

3(d6) (cm) + 12(00)(00) 5(00)

S — (A 1/3
s =(d6)""°, k= oL

Afin grubun geometrisindeki bir diizlem egrisinin yay uzunlugu ve egriligi elde

edilmistir:
v
_ (3(65)(66) + 12(66)(56) — 5(66)"\?
B 3(66)2 ’
3 d A
[ — - 1/2 — ¢
ST VERT (l" (0'6)3/2>' A=



4. ONERILER

Bu tez ¢alismasinda elde edilen sonuglardan hareketle, afin grup ve onun alt
gruplarinda egriler teorisi olusturulabilir.

Iki boyutta operatdrlerden faydalanilarak yay uzunlugu ve egrilik hesab: temel
alinarak, metodun ii¢ boyuttaki ve n boyuttaki durumu arastirilabilir.

Sonsuz kii¢iik dontisiimlerden elde edilen operatorler yardimiyla farkli gruplarda yay

uzunlugu ve egrilik hesabi olusturulabilir.
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arastirma gorevlisi olarak goreve basladi ve bu tarihten itibaren tezli yiiksek lisans

egitimini Karadeniz Teknik Universitesi’nde siirdiirdii. Yabanci dili Ingilizcedir.
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