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Yiksek Lisans Tezi

OZET

REGULER STURM-LIOUVILLE PROBLEMLERI ve OZDEGERLER iCIN ASIMPTOTIK
TAHMINLER

Serap DUGENCI
Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Prof. Dr. Haskiz COSKUN
2016, 73 Sayfa

Bu ¢alisma esas olarak iki boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde
Ly(x) :=a0(x)y"(x) + a1(x) y'(x) + ()

denklemi ve
any(a) + arzy '(a) + buy(b) + b2y '(b) = 0

az1y(a) + azzy '(a) + basy(p) + b2 y '(b) =0
ayrilmamis sinir kosullarini igeren regiiler Sturm-Liouville problemleri ile ilgili teoriye
yer verilmigtir.
Ikinci béliimde, ilk olarak 6zdeger problemi igin kendine eslik, basit 6zdegerler, green
fonksiyonu ve diskriminant fonksiyonunu(A) iceren bazi teorik sonuglar ispatlanmistir.

Daha sonra
y" (x) + A=a(x))y(x) =0, x € [a,b]
diferensiyel denklemi ve

ay(a) +ay'(a)=0
bo y(b) + b1y'(b) =0

ayrilmis sinir kosullarini iceren sinir deger probleminin 6zdegerleri i¢in bazi asimptotik
tahminler bulunmustur. [3] ¢calismasinda 6zdegerler i¢in elde edilen asimptotik

tahminlerdeki o(n—2%) hata terimi elde ettigimiz sonuglarda o(n—*) olarak iyilestirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Regiiler Sturm-Liouville problemleri, Ozdegerler, Asimptotik
tahmin
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EIGENVALUES
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This thesis is composed of two parts. In the first part, we give some basic theory
related to regular Sturm-Liouville problem including the differential equation

Ly(x) := ao(x)y"(x) + a1(x) y'(x) + az(X)
with non-seperated boundary conditions

anry(a) + a2y '(a) + bury(b) + b2y '(b) = 0

az1y(a) + azzy '(a) + bary(b) + b2z y '(b) = 0.

In the second part, we first prove some theoretical resullts for eigenvalue problems
including self-adjointness, simple eigenvalues, green’s function and obtaining A
discriminant function and then some asymptotic estimates for the eigenvalues of the
boundary value problem including the differential equation

y" (x) + (A=a(X))y(x) =0, x € [a,h]
with seperated boundary conditions

o y(a) +awy'(a)=0

bo y(b) + b1y'(b) =0

are obtained. The error term o(n—2) which appears in the asymptotic estimates of the
eigenvalues in [3] is improved to o(n—*) in our same type of results.

Key Words: Regular Sturm-Liouville problems, Eigenvalues, Asymptotic estimates
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SEMBOLLER DiZiNi

: 0zdeger

: X’ e gore birinci tlirev

: Z(X) fonksiyonunun x’e birinci tiirevi
: A, 0 a yaklagirken

: g(x) fonksiyonunun eslenigi

: asimptotik davranislari tarif etmek i¢in kullanilan simgeler

: Wronskian determinanti
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1. GENEL BiLGILER
1.1. Giris

Diferensiyel denklemler i¢in Sturm-Liouville problemleri teorisi ilk olarak 19. yiizyilin
ortalarinda Isvecli matematikci Jacques Sturm(1803-1855) ve Fransiz matematik¢i Joseph
Liouville (1809-1882) nin ¢alismalarinda ortaya ¢ikmistir. Bu teori i¢in 6zdeger ve
ozfonksiyon kavramlari temel olusturmaktadir. Ayrica bu teori sadece matematik alaninda

degil bir¢ok fizik alanlarinda da kullanilmaktadir.

Ozdegerler (veya karakteristik degerler) fiziksel bir sistemin sahip olabilecegi 6zel
degerlerde nasil davrandiklarini belirlemek i¢in 6nemlidir. Bu degerler sisteme ait 6zel bir
enerji, 0zel bir frekans degeri, dalgalarin girisimi veya kuvvet dengesinin saglandigi bir
duruma ait olabilir. Ozfonksiyonlar ise, fiziksel sistemin sahip oldugu 6zdegerlerdeki

(6rnegin bir dalga) fonksiyonlar1 olabilir.

Titresim yapan bir sistemin dogal frekansi ile disaridan uygulanan siiriicii kuvvetin
frekansi birbirine esit veya yakin olmasi sistemin kararlilig1 ag¢isindan veya malzemelerin
elastik 6zelliklerinin incelendigi durumlarda, sekil bozukluklarinin bagladig1 noktalarin

belirlenmesinde 6zfonksiyonlarin alacagi 6zdegerler nemli olmaktadir.

Bu tez caligmasinda da bazi diferensiyel denklemler icin 6zdegerler ve 6zfonksiyonlar
ile ilgili teorik bilgiler ele alinacaktir. Ayrica 6zellikle teorik yaklagimlarin uygulandigi
ikinci boliimde genel bir ¢oziim formu elde edebilmek amaciyla asagida tanimlar verilen

biiytik “O” ve kiiciik “o0” notasyonlar1 kullanilacaktir:
“xo” 1 herhangi bir €9 civarindaki tiim x ler i¢in
If(x)] < M|g(x)|, X€eo, X#Xo

esitsizligini saglayan bir M > 0 sayis1 varsa X, xo’ a yakinsadiginda f(x) fonksiyonu , g(x)

fonksiyonuna gore sinirlidir” denir ve
f(x) = O(9(x)), x— xo

seklinde yazilir.”
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Ek olarak “ f(x) ve g(x) fonksiyonlar1 xo noktasinin herhangi bir € civarinda tanimlanmis

ve g(x) # 0 olmak iizere

lim 1 =

X—Xo 8(X)

esitliginin saglanmasi durumunda f(x) fonksiyonuna g(x) fonksiyonundan asimptotik olarak

kuguktiir” denir ve

f(x) = 0(9(x)), x—xo
seklinde yazilir.”[8]

1.2. Sturm-Liouville Teori

L ikinci mertebeden asagidaki gibi tanimlanan lineer bir diferensiyel operatér,

L 5= a0(X) < + au(x) <= + aa(x) (1.1)
ve A kompleks bir parametre olmak iizere

Ly(x) =Ay(x), X € [ab] (1.2)

denklemi g6z 6niine alinsin. Tanimlanan L operatoriinde ao(X), a1(X) ve ax(x) katsay1
fonksiyonlari [a,b] araliginda tanimli siirekli fonksiyonlar ve ao(x) # 0 olsun. (1.2)

denkleminin
any(a) + a2y '(a) + bay(b) + bz y '(b) = 0
a21y(@) + az2y '(a) + b21y(b) + b2y '(b) =0 (1.3)

siir kosullarini saglayan y(x) ¢oziimiinii bulma problemine 6zdeger problemi veya Sturm-
Liouville problemi ad1 verilir. Sinir kosullarinda ajjve bij (i, ] =1,2) katsayilar sabitlerdir.
(1.3) esitliklerinin her ikisi de hem a hem de b degerlerini igerdiginden bu tiir sinir kosullarina
ayrilmamig sinir kosullart adi verilir. Eger ilk esitlik sadece a degerlerini, ikinci esitlik ise
sadece b degerlerini igerirse bu tiir sinir kosullarina da ayrilmis sinir kosullart ad1 verilir.

Ayrilmamis siir kosulundaki bu iki denklem lineer bagimsiz olmalidir.



Yani,
ain are bu bo
a1 axz bz b 1.4

matrisinin ranki 2 olmalidir.

y(X)= 0 ¢oziimii [a,b] araliginda verilen diferensiyel denklemi ve sinir kosullarini saglar. Bu
¢oziime 6zdeger probleminin trivial ¢oziimii adi verilir. Ozdeger problemlerinde &nemli
olan nokta trivialden farkli ¢ézlimiiniin olup olmadigidir. Bu problemlerde A nin tiim
degerleri igin ya da baz1 degerleri i¢in trivial olmayan ¢oziimler olabileceginden A parametresi

de onemlidir. Eger 6zdeger probleminde y(x) = 0 ¢oziimii elde ediliyorsa A 6zdeger olamaz.

(1.3) esitliklerinin her ikisi i¢in tiim ajj degerlerinin sifir olmas1 ve sadece bij degerlerinin
mevcut olmasi durumunda (veya tiim bjj degerlerinin sifir ve ajj lerin sifirdan fakli olmasi
durumunda ) (1.3) kosullarina baslangi¢ kosullar1 ad1 verilir. Ornegin; tiim ajj lerin sifir
olmasi durumunda (1.3), y(b) ve y'(b) ye ait iki denklemden olusur. (1.4) matrisinin ranki iki
oldugundan det(bij) # 0 olur. Boylece y(b) = y'(b) = 0 oldugu kolaylikla goriiliir. Bu durum

(1.2) - (1.3) probleminin trivial ¢6ziimiiniin mevcut oldugunu gosterir.
Benzer durum her bjj = 0 i¢in s6z konusudur.

Tamm 1.1: [ a,b] araliginda yukarida verilen diferensiyel denklemi ve sinir kosullarini
A =20 ve y(X) = ¥(x) durumunda saglayan, Ao ve sifirdan farkli W(x) mevcutsa bu
durumda Ao degerine verilen Sturm-Liouville probleminin 6zdegeri , ¥(x) fonksiyonuna ise

Ao O6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonu adi verilir.

Tamim 1.2: Eger bir Ao 6zdegerine karsilik gelen iki lineer bagimsiz 6zfonksiyon mevcutsa

Ao 6zdegerine kath 6zdeger, bir tek 6zfonksiyon mevcutsa basit 6zdeger adi verilir.
Ornek 1.1: -y"(X)=dy(x) (0<x<nm) (1.5)
diferensiyel denklemi

y(0)=0ve y(m)=0 (1.6)

sinir kosullart ile verilsin. Trivial olmayan y(x) ¢6ziimlerini bulunuz.
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Céziim: A = k%> 0 olsun. (1.5) denkleminin ¢oziimii A, B sabitler olmak iizere
y(x) = A cosvA X + B sinv x

seklindedir. (1.6) da verilen birinci sinir kosulu ile y(0) = 0 esitliginden A =0 elde edilir.

Boylece denklem

y(x) = BsinvaA x
sekline doniisiir. Simdi ikinci sinir kosulunu uygularsak

BsinVAn =0

elde edilir. Trivial olmayan ¢oziimleri arastirdigimizdan bu esitlikte B # 0 olmalidir. O halde
siVAm =0 esitliginden An=n? (n=1,2,...) dzdegerleri bulunur. Boylece trivial
olmayan ¢oziimleri yn(X) = B sinnx, (n=1,2, ...) seklinde yazilir. Burada A = n?,
(n=1,2,...) 6zdegerlerine karsilik gelen iki lineer bagimsiz 6zfonksiyon yoktur. Yani

(1.5)-(1.6) probleminin dzdegerleri basittir.

Eger A =0ise (1.5) denkleminin ¢éziimii y(X) = AX + B seklindedir. Burada (1.6) sinir
kosullar1 uygulanirsa A= B = 0 elde edilir. Yani y(x) =0 trivial ¢c6ziimii mevcut olup A =0

0zdeger olamaz.
Eger A = —k?< 0 ise (1.5) denkleminin ¢ziimii
y(x) = A coshvA x + B sinhv/ x

seklindedir. Sinir kosullarindan y(0) =0 ile A =0 ve y(m) = 0 ile B = 0 bulunur. Yani

y(X) = 0 trivial ¢oziimii elde edilir. Bu durumda da A = —k? < 0 6zdeger olamaz.
1.3. Ozdegerler icin Diskriminant (A( A) ) Fonksiyonu

D1(x,A) ve D2(x,A) , (1.2) denkleminin A kompleks parametresine bagli lineer bagimsiz

¢oziimleri olsun. (1.2) denkleminin her bir ¢c6ziimi A1 ve Az x’den bagimsiz olmak {izere ;
Y(X,A) = A1 D1(X,A) + Az D2o(X,A) .7

seklindedir.
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Y(X,A) ¢oziimii (1.3) ile verilen sinir kosullarini saglayacagindan,
a11[A1 @1(a,A) + Az @2(a,A)] + az[A1 @1’ (a,)) + A2 ©2' (a,4)]

+ bui[A1 @1(b,A) + Az ©2(b,A)] + b2 [ A1 @1’ (bA) + A2 D2 (b,A)] =0 (1.8)
Ve

a21[A1 D1(a,A) + Az @2(a,A)] + azz2[A1 @1’ (a,)) + A2 ©2' (a,4)]

+ b21[A1 @1(b,A) + A2 D2(b,A)] + bao[A1 @1 (b,A) + A2 @2' (b,A)] =0 (1.9)

esitlikleri bulunur. (1<, j <2) igin

aij(A) := ai1 Dj(a,A) + a2 Dj’(a,A) + bix @j(b,A) + biz @j’(b,A) (1.10)
olarak tanimlanirsa (1.8)-(1.9) esitlikleri asagidaki denklem sistemine doniisiir:

Aro11(A) + A2 a12(A) =0

A1 a21(A) + Az 022(A) =0 (1.12)

Bu durumda A’ nin 6zdeger olabilmesi i¢in y(x,\A) # 0 olmasi gerekir. Bunun igin Az ve Az

ayni anda sifir olmamalidir.

Bu durumda katsayilar determinanti olarak tanimlanan A( 1) fonksiyonu i¢in

01 (D) o (M)

AV= o) ™

0 (1.12)

gerekliligi ortaya ¢ikar. Bulunan bu determinant ile de A 6zdegerleri hesaplanir. Yani A( L)

fonksiyonunun sifir yerleri A 6zdegerlerini belirler.

O halde 6rnek 1.1 de bulunan 6zdegerler A(A) yardimiyla da hesaplanabilir:
y(X,A) = AcosVA X + BsinvA x ¢oziimiinden ®1(X,A) = cosvA X ve ®2(x,A) = sinvA x

alabiliriz (A = k?> 0 durumunda).

y(0) = 0 ve y(nr) = 0 oldugundan (1.3) ile verilen sinir kosullarina gére ai1 =1, ai2=0,
b11=0,b12=0,a21 =0, a2 =0, ba1=1ve by =0dir.



a =0 ve b =« olmak lizere;

a11(A) = ayg @1(0,A) + a2 @1'(0,A) + b11 ®1(m,A) + b1o D1'(7,A)
= ®1(0,A) =cosvVA0 =1

a12(A) = air ©2(0,A) + a2 ©2'(0,A) + b1 Oo(m,A) + b1 D2'(7,A)
= ®(0,A) =sinvA0=0

a21(A) = a1 @1(0,A) + az2 @1'(0,A) + bo1 ®1(m,A) + b D1'(7,A)
= ®y(7,A) = cosvVA T

a22(A) = a21 ©2(0,A) + az2 ®©2'(0,A) + ba1 Da(w,A) + boo @2'(7,A)
= Oy(7A) =sinVAn

degerleri bulunur. Bu degerler (1.12) katsayilar determinantinda yerine yazarsak

1 0

cosﬁ T sin\/xn =0

elde edilir.

Bu durumda sinvA =0 esitligi yani An=n? (n=1.2,...) dzdegerleri bulunur. Béylece

bir dnceki yontemle bulunan 6zdegerleri bu yontemle de elde etmis oluruz.
Ozel olarak (1.2) denkleminde ao(x) = —1, a1(x) = 0 ve ax(x) = q(x) alinmas1 durumundaki
y' )+ (A—q(X)y(x) =0, x € [ab] (1.13)
diferensiyel denkleminin
a0 y(a) + awy'(a) = 0

bo y(b) + b1y'(b) =0 (1.14)
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seklindeki ayrilmis sinir kosullar1 ile A( A) fonksiyonu incelensin. Burada q(x) reel degerli

ve [a,b] araliginda stirekli bir fonksiyondur.

Oncelikle

y'(x) + Ly(x) = f(x) (1.15)
homojen olmayan denklemi géz oniine alinsin ve denklemin genel ¢6ziimii sistemler igin

degisen parametreler yontemi kullanilarak hesaplansin. (1.15) ile verilen denklem sisteme

dontstiiriiliirse;
X1=Y
X2 =y

olmak lizere
X1'=Xx2

X2" = f(X)—Ax1

seklinde bulunur. X:= (i;) olarak tanimlanirsa (1.15) denklemi

XZ(gxé)X+G&)

denklem sistemine doniisiir.
Eger sistemler i¢in degisen parametreler yontemine gore
X'=AX + F(x)

bi¢iminde bir sistem varsa
X =Xc+ Xp

seklinde ¢ozlim arastirilmalidir. X¢ homojen kismin ¢éziimii, Xp de homojen olmayan kisim
icin 0zel ¢oziimdiir. Daha fazla olarak ¢§ homojen kismin bir ¢6ziimii ve C := (2;) sabit

matris olmak tizere genel ¢oziim

X=¢pC+Y
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seklinde olmalidir. Burada Y 6zel ¢6ziim i¢in uygun bir matristir.
Yukaridaki denklem sisteminde

A=(0 o) ve Foo= (f(?o)

olmak {izere ¢ matrisi incelenmelidir.

Diferensiyel denklemler teorisine gore, X' = AX sistemi i¢in X3, Xz, ..., Xn lineer

bagimsiz ¢oziimler olmak iizere
(I):=[X1 X2...Xn]n><n

seklinde temel ¢6ziim matrisi mevcuttur. X1, X, ..., Xn lineer bagimsiz ¢éziimlerin elde
edilmesi i¢in oncelikle |A — AI| = 0 yapan A 6zdegerleri bulunmalidir. Eger A 6zdegerleri

kompleks ise ¢oziimler su sekilde bulunur:
M=p+igqve AL =p-iqolsun. A1 =p +1qi¢in V1 = a + ib 6zvektorii olarak alinirsa
X1(x) = e™(acosqx - bsingx)
X2(x) = e™(bcosgx + asingx)

seklinde yazilir.[7]

0 1) matrisi gz Oniine alinirsa
1 0 8
|A — Al = 0 determinanti ile 6zdegerler VA ve —iva seklinde kompleks olarak bulunur.

Dikkat edilirse buradap =0ve g=vA dir. (A—ivA 1) V1=0 ile 6zvektor

Simdi yukarida elde edilen sistemdeki A = (

V1= () +i(z)

seklindedir. Burada da a = ((1)) veb= ( \/OX) dir. Bu durumda X3 ve X; i¢in ¢6ziimler

_ cosvA x
Xl(x) - (—\/x sin\/xx)

_ sin VA x
Xo(0) = (o)



olur. O halde yukaridaki ¢ tanimu ile

(I):( cosvVA x sin vV x )
—V/\ sinvVd x VA cosVA x

seklinde yazilir ve ¢’ = ( Ok 0)([) homojen denklem sistemini saglar.

Ikinci olarak denklemin homojen olmayan kismi igin dzel ¢6ziim arastirilsin. Bu durumda
Xp = oY

seklinde bir ¢6ziimiin mevcut olmasi gerekir. Bu ¢6ziim denklem sisteminde yerine yazilirsa

Y'= ‘1"1(«?0)

elde edilir.

—sinVix
cosvA x =

(I)' =
. cosvVh x
SlIlV}\, X T

oldugu go6z oniine alinirsa
| —sin \/_ Xf( %)
Y - COS\/—Xf( )
bulunur. Burada her iki tarafin integrali alinirsa

—sinVAt
X f(t)
YZfa(cosxf_t )dt

f(t)

olur. c1 ve ¢z keyfi sabitler olmak tizere C := (E;) seklinde tanimlansin. Bu durumda genel
¢Ozim
X=¢C+ oY

esitligi ile
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—sinVAt
f(t)
= C1 X
X (I) (CZ) f (cosx/—tf(t)> d
seklinde yazilir. ¢ matrisinin degeri yerine yazilirsa
sm\/—
X= ( cosvVA x sin vV x ) (Cl) +fx At it
—V sinVh x VA cosVA x/| \€2 C°Srtf(t)

bulunur. X = (Xl) = (y) oldugundan,
X2 y

in VA (x—t)

y(x, ) = c1c0sVA x + CosinVA x + [ = ——f(t)dt (1.16)

olur. (1.15) denklemindeki f(x) degeri yerine yazilirsa

y(x, 1) = cacosvA x + easinVA x+ [ q() A0y (1.17)

seklinde genel ¢oziim bulunur.

(1.17) tipindeki denklem bir Volterra integral denklemi olarak bilinir. Burada bilinmeyen c:
ve C katsayilari (1.14) ile verilen siir kosullar1 ile bulunur. Genel varlik teoremlerinden
biliniyor ki bir lineer diferensiyel denklemin katsayilar siirekli ise (1.17) de verilen y(x, 1)
bir ¢oziimdiir. Ayrica y(x, A) ¢oziimii de a < X < b araliginda siirekli olur. Analizden sirekli

bir fonksiyonun sinirli oldugu bilindiginden bir K > 0 i¢in
ly(x, )| <K, (@<x<h)

saglanir. Benzer sekilde q(x) siirekli olarak verildiginden a < X <b aralifinda
lax)| =M

olacak sekilde bir M > 0 sayist mevcuttur. (1.17) deki integral igin;

smx/_(x t) sm\/_(x t)|| (t)ldt

[ a® y(®dt| < [ 1a(®|

< - MKb (1.18)

s~
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bulunur. Bu durumda

in VA (x—t) 1
[} a®=F=—y(®dt=0(7)

yazilabilir. O halde genel ¢6ziim
y(x, 1) = c1C0SVA x + CosinvA x + O( %) (1.19)

sekline doniisiir. (1.13) denklemi ikinci mertebe oldugundan lineer bagimsiz iki ¢éziimii

mevcuttur. Daha 6nce (1.13) denkleminin asimptotik iki ¢oziimii

yi(x,A) = cosVA x + %Sin\/fxf qx)dx + ...

ya(x,A) = sinVA x — % cosVA x [ q(x)dx + ...

seklinde verilmisti[2]. Buradan da goriilityor ki yi(x, A) ve y2(x, A) ¢dziimlerinin ikinci

terimleri O( \/—17\ ) ile sinirhidir.
Ri(x,1) := ﬁsinﬁqu(x)dﬁ

R2(x,A) i=— % cosVA x [ q(x)dx + ...
olarak tanimlansin. Bu durumda

yi(x, ) = cosVA x + Ri(x,1)

ya(x, A) = sinVA x + Rz(x,1) (1.20)
seklinde yazilir. (1.19)-(1.20) ile

y(x, A) = c1yai(x, A) + caya(X, L)

¢oztimi elde edilir. Bu ¢6ziim i¢in (1.14) simir kosular1 kullanilarak c; ve c; katsayilari

bulunmalidir:
[aoy1(a) + aiyi'(a)] c1 + [aoy2(a) + a1y2'(a)] c2=0

[boy1(b) + b1y1'(b)] c1 + [boy2(b) + b1y2'(b)] c2 =0
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y(x, A) ¢Oziim oldugundan c1 ve C2 ayni anda sifir olamaz. O halde katsayilar determinanti
olan ve A Ozdegerlerini elde etmemizi saglayan A(A) fonksiyonu incelenmelidir. (1.20)

esitlikleri kullanilarak;

ao[ cosvAa + Ri(ad) | + ao[ sinvAa+ Ra(ad) ] +

A(A) =| ai[—VAsinvA a + Ri'(a,))] a1[VAcosvA a + Ry'(a,))] (1.21)
bo[ cosVA b + Ri(b,1) ]+ bo[ Sin VA b + Ra(b,)) ]+
bi[—VAsinvA b + R1'(b,X) bi[VAcosvA b + R2/(b,))]

seklinde yazilir. Burada Ri(x,A) ve Ri'(x,A) (i= 1,2) fonksiyonlar1 sinirlidir.

Simdi asagidaki notasyonlarin tanimlanmasi ile A( A) fonksiyonu yakindan incelensin:
P1(A) := —aibisinVA b R2'(a,\)—aib1 R1'(b,\)R2'(a,.) — aibicosvA a Ri'(b,X)
—arbisinvA a R2'(a,1) + aibicosvVA b Ri(a,}) + a1b1 R1'(a,M)R2'(b,}) ,
P2(M) := aobicosvA aR2'(b,A)+ aob1vAcosvA b Ri(a,L) + aob1 R2'(b,L) Ri(a,L)
—agb1 R1'(b,)) Ra(a,k) —aobisinyvA aR1(b,}) + aob1vAcosvA b Ra(a,})
— a1boVA sinVA aRa(b, M)+ a1boRa(b,}) R1'(a,}) + a1bovA sinvA bR1'(a,X)

—a1boVA cosvA aR1(b,})— aibocosvA bR2'(a,k)— aiboR1(b,) R2'(a,})

ve
P3()\) := aobosinvA bRi(a,L) — agbocosvA bRa(a, L)+ aobocosvA aRa(b,\)

— aobosinyA aR1(b,A) + aoho R1(a,L) Ra(b,}) — aoho R1(b,X) Ra(a,L).

olmak tizere
A(X) = AaibisinVA (b—a) + VA P1(L) + (acb1i— a1bo) VA cosvA (b — a) + Pa(X)

+ aobosinv (b—a) + % P3())
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olur. Burada tanimlanan Pi(X), (i = 1,2,3) sinirlidir ve A( A) i¢in li¢ durum s6z konusudur:
i) a1b1# 0 olsun. Bu durumda

A(X) = AaibisinV (b—a) + VA P1(})
seklindedir. A 6zdegerlerini bulabilmek i¢in

—Pi

sinvVA (b—a) = Viash,

olmalidir. Esitligin sag tarafi bliyliyen A degerleri i¢in giderek kiigiileceginden;

\/_z(br‘j‘a) n=12,..)

elde edilir.

i) aibs = 0 ve aob1— aibo# 0 olsun. Bu durumda
A( L) = (aob1— a1bo) VA cosvVA (b — a) + P2(})

seklindedir. A 6zdegerlerini bulabilmek igin

-P2(M)
cosVA (b—a) =——
(b-a) VA (agby—agbg)
olur. Buradan yine daha biiyiik A degerleri ile;

1
+_
Vi = (g)_zjf (n=12,..)

bulunur.

iii) aib1 = agb1— aibo = 0 olsun.
A(}) = achosinVA (b—a) + J—lx Ps())

olur. Bu durumda A 6zdegerleri

—p3z(A)

sinVA (b—a) = Trobe
ApDo
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esitligi ile

Vi = (b“_“a) h=12,..)

bulunur.

Teorem 1.1 [1]: L ikinci mertebeden lineer bir diferensiyel operator,
L := ao(X) % + a1(X) % + a2(X)
A kompleks bir parametre olmak tizere
Ly(x) =Ay(x), x€[ab]
denklemi verilsin. Asagida verilen ayrilmamis sinir kosullar1 g6z oniine alinsin.
anry(a) + ary '(@) + buy(b) + broy '(b) =0
az1y(a) + az2y '(a) + bawy(b) + b2z y '(b) = 0

Burada, ya
a) Her kompleks say1 bir 6zdegerdir.
ya da

b) Ozdegerler sonlu olmayan limit noktasi ile sayilabilir bir kiime olusturur.
Ispat: A kompleks degeri icin

1 (A)  a2(A)

A = o, ) ap®)

seklinde bir A(A) fonksiyonu tanimlansin. Burada aij(A) ler (1.10) da tanimlanmustir.
®1(x,A) ve D2(x,A) teoremdeki denklemin [a,b] araliginda belirli noktalardaki baslangig

degerleri A 6zdegerinden bagimsiz olan ¢oziimleri olsun.

D1(Xx,A) ve d2(x,A) tim kompleks A diizleminde analitik fonksiyonlardir. (Teorem1.7.2 [1])
Ayrica (1.10) ile tanimlanan as(A) , D1(X,A) ve ®2(X,A) ¢oziimlerinin lineer kombinasyonlari

oldugundan analitiktir. A( A) fonksiyonu da aij(A) lere bagli oldugundan analitiktir.
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Ayrica teoremde verilen 6zdeger probleminin 6zdegerleri A( L) fonksiyonunun sifir
yerleridir. Bu nedenle tiim A degerleri icin A(X) =0 olmadik¢a A(A) fonksiyonunun

sifirlar1 sonlu limit noktasina sahip olmaz. Boylece teorem1.1 ispatlanmis olur.

1.4. Kendine Es Ozdeger Problemleri
Tamm 1.3: L ikinci mertebeden asagidaki gibi tanimlanan lineer bir diferensiyel operatdr,
L:=a (x)i+a (x)i+a (x)
T dx? . dx 2
ve A kompleks bir parametre olmak iizere

Ly(x) = Ay(x), X €[a,b]

denklemi goz 6niine alinsin. Tanimlanan L operatoriinde ao(X), a1(X) ve ax(x) katsay1

fonksiyonlari [a,b] araliginda tanimli siirekli fonksiyonlar ve ag(X) # 0 olmak iizere
an1y(a) + a2y '(a) + buy(b) + b2y '(b) =0
az1y(a) + azzy '(a) + bary(p) + b2 y '(b) =0

ayrilmamis sinir kosullari ile verilsin. f(x) ve g(X) [a,b] araliginda siirekli ikinci tiireve sahip

ve yukarida verilen sinir kosullarini saglayan fonksiyonlar olmak iizere

J7 BOOLI) dx = [ f()Tg(x) dx (1.22)

esitligi saglaniyorsa bu probleme kendine es 6zdeger problemi ad1 verilir (Bazi kaynaklarda
kendine es problem yerine simetriklik kavrami kullanilmaktadir). (1.22) deki bagint1 kendine

es operatdrler teorisinde 6nemli sonuglara sahiptir. Fakat bunlar1 vermeden 6nce bu bagintiya
2
denk olan green formiilii elde edilmelidir. L = ao(X) % +ai(x) % + ax(X)

ikinci mertebe lineer diferensiyel operatérii icin ar(x) ler C?-"[a,b] de (r =1,2)

tanimli olsunlar.

[PBCOLEC) dx = [ g a0(X)f "(x) + as(x) F'(x) + a2(x)f(x)] dx
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= 7800 a)f "(x) dx + [ g(x) as(x) F'(x) dx + [ g()aa(x)f(x) dx
- \ ,

I I,

oldugundan Iy ve I integralleri hesaplanmalidir.

b
1= [ 800 a0()f "(x) dx = g() ao()f ()| — [ {ga0()} F'(x) dx
u dv a I3

b

o= [E09a000) F(X)0x = (093000} )| — [ G0 (569 a0 (0] "

u aV a

I3 integralinin hesaplanan bu degeri |1 de yerine yazilirsa

b b

— {g8(®ag ()} f(x)

a a

1= g(x) ao(x)f "(X) + [P 60 {800 a0 ()} "dx

olur. Benzer sekilde

b

l2 = [ (a8 dx = gtafx) | — [ () {a; (08} ‘dx

a

bulunur. 11, 12 ve I3 degerleri yerine yazilirsa b

[P COLE) dx = [8(%) a0()f ()~ { g()ap(x)} %) + g (x)f(X)]

+ [PEOIE00 a0} "~ {a1 (08} '+ (220800 ] dx

seklinde bulunur.

[f,0] () = g() a0(x)f '(x)— {g()a0 ()} (x) + g()ar(x)f(x),

(1.23)
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* d2 d
L :=ao(X) e ai(x) =t a2(x)
olmak tizere (1.23) esitliginde yerine yazilirsa

[ 8GOLEG) dx = [f.g] (b) — [£.0] (2) + [, f(x) ['g(x) dlx

bulunur. Buradan

[} 8OOLECx) dx — [ () Tg(x) dx = [£.g] (b)—[f.o] (2)

seklinde green formiilii elde edilmis olur.

Green formiiliinde;

i)L=L",

i) Her f(x) ve g(x) siirekli tiirevlenebilir ve ayrilmamis sinir kosullarini saglayan
fonksiyonlar i¢in [f,g](b) = [f,g](a) oluyorsa (1.22) esitligi elde edilir. Yani L kendine es

forma sahip olur.

p(x) ve q(x) reel degerli olmak iizere

L= —=p(x)=+q(x) (1.24)
operatori

Ly(x) = Ly(x)
denklemi ile kendine es forma sahiptir. Sinir kosullar1 az,a2,b1 ve b2 reel olmasi durumunda

aiy(a) + azy'(a) =0

bay(b) + bay’'(b) =0 (1.25)
veya

y(@) -y() =0

p(a)y’(a) - p(b)y'(b) =0 (1.26)

seklindedir.
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L, (1.24) deki gibi verildiginde ao(x) = —p(x) ve ai(X)= —p’(x) olur. Bu durumda green

formuli;

[f,9] (x) = pH{FC0E' () - f' ()eX)}

olmak lzere

fab{@ Lf(x) — f)Lg()}dx = [f.g] (b) ~[f.q] (a) (1.27)
seklinde yazilir.

Sinir kosullari (1.25) deki gibi verildiginde [f,g] (b) = [f,g] (&) esitliginin saglandig:
gosterilmelidir. Bunun igin f(X) ve g(x) (1.25) sinir kosullarini saglayan siirekli ikinci tiireve

sahip fonksiyonlar olsun. O halde
aif(a) +axf'(a) =0
aig(a) +a-g'(a) = 0
olur. a1 ve az ayni1 anda sifir olamayacagindan
f@)g'() -f'(a)g(a) =0
esitligi saglanir. Benzer sekilde
aif(b) + a2f '(b) =0
a:g(b) + axg'(b) = 0
i¢cin
f(b)g'(b) - f'(b)g(b) =0
bulunur. Buradan
[f.0l(a) = 0 = [f,g](b)

olur.



19

Sinir kosullari (1.26) gibi verildiginde de [f,g] (b) = [f,g] (a) esitliginin miimkiin olacagi
gosterilmelidir. f(X) ve g(x) fonksiyonlari (1.26) sinir kosullarini saglayan iki fonksiyon

olsun. O halde

[f,g1(b)—[f.gl(2) = p(b) {f(b)g'(b) - ' (b)g()} —p(a) {f(2)g'(a) - f'(a)g(a)}

esitligi elde edilir. f(x) ve g(x) fonksiyonlariin sinir kosullarini sagladigi géz oniine alinir ve

esitlikte yerine yazilirsa
[f,9](b)—[f.gl(a) = 0
bulunur. Yani
[f.0](b) = [f.0](a)
saglanir.
Ayrica (1.26) daki sinir kosullarina periyodik sinir kosullari ad1 verilir.

Boylece (1.24) ile tanimlanan L operatoriiniin ayrilmis sinir kosullart ve periyodik sinir

kosullart durumunda kendine es forma sahip oldugu gosterilmis olur.

Ozel olarak (1.24) operatoriinde p(x)=1 ve sinir sartlariin (1.25) esitligindeki gibi

olmasi durumunda da (1.24) de tanimlanan L operatorii kendine estir.

L, (1.24) deki gibi verildiginde (1.2) diferensiyel denklemi

{p()y' ()} +{1—q(x)}y(x)=0 (1.28)
olan Sturm-Liouville denklemine doniisiir. Genelligi bozmaksizin [a,b] araliginda p(x) > 0
alabiliriz. Eger p(x) < 0 ise (1.28) esitligini —1 ile garpar ve p(x), q(X) ve A yerine sirasiyla
— p(x), — q(x) ve -A alabiliriz.

Simdi kendine es operatdrlerle ilgili literatiirde mevcut bazi 6nemli teoremler ele alinsin.

Teorem 1.2 [1]: L ikinci mertebeden lineer bir diferensiyel operator,
d? d
L:= ao(X) @ + al(X) & + aZ(X)

ve A kompleks bir parametre olmak {izere
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Ly(x) = ay(x) , x € [ahb]
denklemi ve
any(a) + a2y ‘(a) + buy(b) + b2y '(b) = 0
a21y(a) + azzy '(a) + bary(b) + b2 y '(b) =0

ayrilmamis sinir kosullar1 ile kendine es 6zdeger problemi goz 6niine alinsin. Bu problemin

biitlin 6zdegerleri reeldir.

Ispat: Ao bir 6zdeger ve W(x) bu 6zdegere karsilik gelen bir 6zfonksiyon olsun. (1.22) de
f(x) = g(x) = W (x) alinsin. W(x) bir 6zfonksiyon oldugundan L W¥(x) = Ao'¥(x) olur. Bu

esitlik ve tanim 1.3 kullanilirsa
Jof GO dx = X [ 1%(x)

yani
(ho—Ro) J; ¥ () = 0

bulunur. ¥(x) # 0 olacagindan integral degeri sifir olamaz. O halde
(Ao—2)=10

olur. Buradan

elde edilir. Boylelikle A 6zdegerlerinin reel oldugu gosterilir.

Sonuc 1.1: Kendine es 6zdeger probleminin 6zdegerleri sonlu olmayan limit noktasi ile

sayilabilir bir kiime olusturur.

Bunun ispat1 teorem1.1 den elde edilir. (a) saglanmadigindan (b) nin olacagi sonucu

kolaylikla ortaya ¢ikar.
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Tamm 1.4: fi(X) ve f2(x) [a,b] araliginda tanimli, integrallenebilen fonksiyonlar ve r(x) >0

olmak tizere;

2 1) £, ) dx =0

esitligi saglantyorsa f1(X) ve f2(x) fonksiyonlari r(x) agirlik fonksiyonuna gore [a,b] araliginda

ortogonaldir denir. Ozel olarak r(x) = 1 olmas1 durumunda
b —_—
J, (0 f,() dx =0
esitligi saglaniyorsa f1(X) ve fo(x) fonksiyonlari [a,b] araliginda ortogonaldir denir.

Ortogonallige ek olarak f(x) fonksiyonu i¢in
b 24y —
fa If(x)]°dx =1
sart1 saglantyorsa f(x) fonksiyonuna [a,b] tizerinde ortonormaldir denir.

Teorem 1.3 [1]: L ikinci mertebeden lineer bir diferensiyel operator,
L := ao(x) ;—; + a1(x) % + a2(X)
A kompleks bir parametre olmak {izere
Ly(x) = Ay(x), x€[ab]
denklemi ve
aity(a) + aroy '(a) + buy(b) + b2y (b) =0
a21y(a) + azzy '(a) + bawy(b) + b2z y '(b) = 0

ayrilmamis siir kosullari ile kendine es 6zdeger problemi goz dniine alinsin. Bu problemin

farkli iki 6zdegerine karsilik gelen iki 6zfonksiyonu ortogonaldir.

Ispat: A1# A, olmak iizere A1, A2 6zdegerler ve sirasiyla bunlara karsilik gelen
ozfonksiyonlar W1(x) ve W2(x) olsun. Bu durumda LW1(x) = AMW1(x) ve LY2(X) = A2¥2(X)

esitlikleri saglanir.
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f(x)= W1(x) ve g(x) = ¥2(X) olmak iizere (1.22) esitliginde yerine yazilirsa
M LT W0 dx= R, [LW 0T dx
elde edilir. 2= A, olmak iizere
(2= 22) [ 91 () P, (%) dx =0
esitliginde A1 # A2 oldugundan
[P0 %200 dx=0

bulunur. Buradan Wi(x) ve W2(x) 6zfonksiyonlarinin ortogonal oldugu goriiliir.
Yukarida verilen iki teorem ornek 1.1 i¢in incelenebilir:
Ozdegerlerin reel oldugu agiktir. m=#n olmak iizere Am # An igin dzfonksiyonlar sirasiyla

P (x) = sinmx ve W2(x) = sinnx olsun.( k?> 0 olmas1 durumunda)
fab ¥, (X)W, (x) dx = fab sinmx sinnxdx
=— % fon cos(n —m)xdx — % fon cos(n +m)xdx
=0
bulunur. Boylece keyfi segilen W1(x) ve W2(x) fonksiyonlari i¢in ortogonallik gosterilir.

Ayrica Wn(x) = B sinnnx 6zfonksiyonlar1 i¢in B = ’2/,1 segilirse Wn(X) = 2/n sinnnx

ozfonksiyonlari [0,m] {izerinde ortonormal olur.

Genel olarak herhangi bir f(x) fonksiyonu ortonormal 6zfonksiyonlarin sonsuz serisi

seklinde yazilabilir. Yani Wn(x) ortonormal bir 6zfonksiyon ve
Cn = [ () Pn(t)dlt
olmak iizere

f(X) = Xn=1 cn ¥n(X) (1.29)
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seklindedir.
Bu esitlik 6zfonksiyon a¢ilim formiilii olarak bilinir.

Son olarak;
Py ()} +{A—-qx)}y(x)=0

denklemini daha basit bir denkleme doniistiiren ( p(x) =1), Liouville doniisiimii olarak

bilinen doniigiime yer verilecektir.

Dontisimiin uygulanabilmesi i¢in [a,b] araliginda p(x) reel degerli, p(x) > 0 ve p"(x)

mevcut ve siurekli olmalidir.

t= [T f(w)du , y(x) = g(x)z(t)
doniisiimii tanimlansin.

Burada f(x) ve g(x) sonradan belirlenecek uygun fonksiyonlardir. t degiskenine gore alinan

(1344

tiirev “.” ile gosterilirse,
by} +{A-a}y = py" +py + (-0 y
=p(g'z + g'zf + g'2f + gif + gaf’) +p'(g'z + gzf) + (A—q)gz
= (pgf)z + (p'gf + pg'f + pg'f + pef)z + (p'g' + pg” + (A—0)g)z
= (pgf)z +[fg'p + (fgp)1z + [(pg)+ (\—a)g]z - (1.30)
Eger z terimi mevcut degilse
fg'p = —(fgp)’
alimmalidir. Bu son esitligin her iki tarafi “fgp” ile boliiniirse

g _ _ (fgp)

g fgp
bulunur. Her iki tarafin integrali alinir ve integral sabiti de sifir secilirse

Ing=—Infgp
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veya

fg’p=1
elde edilir. Ayrica

2p:=1 (1.31)
tanimlanirsa (1.30) asagidaki sekilde yazilir:

(py")' + (A—0q)y = 9Z + [(pg)’ +(A—0)g]z

=glZ +{(A —q) + (pg)/g}7]

(1.31) esitligi kullanilarak

f(x) = p(x)~**
bulunur. Benzer sekilde verilen esitlikler kullanilarak

g(x) = p(x)~+*

olur. Boylece f(x) ve g(x) tanimlanmis olur. Denklem i¢in elde edilen son esitlik kullanilirsa

z(t) i¢in denklem

Z(t) HA—qu(t)]z(t) = 0 (1.32)
sekline doniisiir. Burada,

G = a(®) + P™ - {p (0 3P0} (133)

dir. Boylece (1.28) denklemi p(x) =1 olan (1.32) denklemine doniisiir.



2. YAPILAN CALISMALAR, BULGULAR VE IRDELEME
Bu boliimde Sturm-Liouville problemleriyle ilgili baz1 sonuglar elde edilmistir.

[k olarak kendine eslik ve A(A) fonksiyonu ile ilgili problemlere ve teoremlere yer
verilmistir. Coziimleri ve ispatlari i¢in birinci boliimde verilen teorik yaklasimlar
kullanilmistir. Ayrica ele alinan bazi1 6rnekler sayesinde wronskian determinantina ve green
fonksiyonuna deginilmistir. Ek olarak A 6zdegerlerinin hangi sartlar altinda pozitif, negatif
veya sifir olmasi gerektigini gosteren 6rnekler incelenmis ve burada da rayleigh oranina

deginilmistir.

Ikinci olarak [3] calismasindaki sonuglar n = 3 i¢in genisletilmistir. Bunun icin 6ncelikle
[3] de oldugu gibi priifer doniisiimii kullanilarak uygun yaklasimlarin tanimlandigi 6; dizisi ve
hata terimlerini belirleyen lemmalar kullanilmistir. Elde edilen sonug¢ n =2 durumunda [3]
deki sonuc¢la uyumludur. Bu uyumluluk 6zellikle ilgili sonuglari verildigi boliimde
vurgulanmistir. Boylelikle n—oo i¢in elde edilen gelistirilmis yaklasimlar 6nemli katk1

saglamaktadir.

2.1. Elde Edilen Teoremler ve Bazi Problemler

Teorem2.1: y" (x)+{A-qx)}y(x)=0 (2.2)
denklemi ve
y(b) = ay(a) + By'(a) (2.2)

y'(b) =vy(a) + 8y'(a)
sinir kosullart g6z oniine alinsin.

i) D? := L

dx2

olarak tammlanirsa L = D?—q(x) operatdriiniin kendine es operatdr olmast icin gerek ve

yeter kosul ad -y = 1 esitliginin saglanmasidir.

ii) b11b22—b21b12 # 0 olmasi durumunda



26
auy(a) + awy'(a) + buy(b) + b2y '(b) =0
a21y(a) + az2y'(a) + buy(b) + b2z y '(b) = 0
ayrilmamis sinir kosullari (2.2) ile verilen sinir kosullarina doniisiir.

Ispat: i) L = D?—q(x) olsun. f(x) ve g(x) siirekli ikinci tiireve sahip fonksiyonlar olmak

uzere,;

(800 L) — FGOLEE Jdx = [f,g1(b) — [f.gl(a) = 0

kabul edilsin. Buradaki f(x) ve g(x) fonksiyonlar: kendine eslik tanimindan (2.2) ile verilen

sinir kosullarini saglar. O halde
[f.0](b) — [f.9](a) = 0
esitliginde sinir kosullart yerine yazilirsa
[f(@) g'(a) — £ (@)g(@)][ad — yp —1] = 0
elde edilir. Buradan ilk terim sifirdan farkli olacagindan
ab—yB—-1=0
yani
ad—yp=1
olur.

Tersine ad — yB =1 alindiginda yukarida verilen L operatoriiniin kendine es oldugu

gosterilebilir.

i) b11b2o—b21b12 # 0 olsun. Ayrilmamis sinir kosullari
bi1y(b) + b1z y'(b) = — auy(a) — awzy '(a)
ba1y(b) + b2z y'(b) = —azy(a) —azy '(a)

seklinde yazilsin. ilk denklem by ve ikinci denklem bi ile garpilip taraf tarafa ¢ikarilirsa;

(*)
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( b11b22—b21b12)y(b) = y(a)(broa21—a11b22) + y'(a)(b1oaze—b20a12)

elde edilir. b11b22—b21b12 # 0 oldugundan her tarafi y(b) nin katsayisi ile bolersek
y(b) = ay(a) + By’ (a)

seklinde yazilabilecegi gosterilir.

(*) da ilk esitlik ba1 ikinci esitlik bi1 ile garpilir ve bi1ibo—bzibi> # 0 oldugundan her tarafi

y'(b) nin katsayisi ile boliintirse

y '(b) = vy(a) + 8y'(a)
seklinde sinir kosuluna doniisiir.
Teorem2.2:  y'(x)+{A—qX)}y(x)=0

denklemi g6z Oniine alinsin. Bu denklemin [a,b] araliginda bir ¢6ziimii ¢(x) ile gosterilirse

AL d2)dx = [P[d2 00+ dx — $B)d'(b) + d(a)'(a)

esitligi saglanir. m:= infq(x) (a< x < b) olarak tanimlansin. aja; < 0 ve b1b2 = 0 saglanmasi

durumunda diferensiyel denklemin
aiy(a) + azy'(a) =0
b1y(b) + b2y'(b) =0
sinir kosullar ile elde edilen tiim 6zdegerleri m degerinden biiyiik veya esittir.

Ispat: Oncelikle ¢(x) coziimiiniin yukaridaki esitligi sagladig1 gosterilsin. $(x) bir ¢oziim

oldugundan denklemde yerine yazilirsa

$ () + A — q(x)}b(x) = 0 2.3)
olur.
AL G200 dx = [LGGIL A §(x)] dx (2.4)

esitligindeki A ¢(x) degeri (2.3) esitliginden ¢ekilirse
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L2 0[a)d(0) — ")) dx = [L 2 dx — [ b(x) ' (X dx (2.5)
|

bulunur. I integraline kismi integrasyon uygulanirsa;
b,
I = $(b)¢'(b) — d(a) §'(a) - [, [d'(x)]* dx

olur. I ve (2.5) esitlikleri (2.4) de yerine yazilirsa

Afab $* (x)dx = fab [$"2 () + a()d*(x)]dx — d(b)§'(b) + d(a)d'(a)

esitligi elde edilir. Simdi verilen esitligi kullanarak teoremin diger kismi ispatlansin.

Yukaridaki son esitligin her iki tarafi A nin katsayisi ile boliiniirse

L10200+a@et@ldx _ dMIP'(D) | @9’ @

A=
J? 92 (x)dx P e2eodx [P p2(x)dx

(2.6)
elde edilir. ¢(x) bir ¢dziim oldugundan verilen sinir kosullarini sagladigi goz oniine alinir ve
a132 < 0 ve bibz = 0 kabulleri kullanilirsa
¢(@)d'(a) =20, ¢(b)$'(b) <0

elde edilir. Ayrica fab $?(x) dx = 0 oldugu da analizden bilinmektedir. Benzer sekilde
fab ¢’ 2(x) dx = 0 oldugu goriiliir. m:= infq(x) durumuda goz dniine alinirsa (2.6) esitligi ile

A=m
elde edilir.

Teorem 2.3: X€ [X1, X2] araliginda p(x), r(x) >0 ve p'(x), r(x) ve q(x) [X1,X2] de siirekli

fonksiyonlar olmak tizere

%[p(X)y’(x)] +[q(x) + Ar(x)]y(x) = 0

denklemi verilsin. Bu durumda asagidakiler saglanir:
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X2
i) — [ [P0y’ 2(0) —a(y0)ldx + 27 ryA(0dx + p)y(x)y'(x)| =0
X1
X2
i) pX)yx)y'(x)| =0 ve q(X)< Oise tiim 6zdegerler sifirdan bliyiik veya esittir.
X1

i) y(x1)y'(xy) = 0, y(x2)y'(x2) < 0 ve q(x) < 0 ise tiim 6zdegerleri sifirdan biiyiik veya esittir.
Ispat: ) A °rCIy’()dx = [* yeORr(Oy()ldx (*)
verilen diferensiyel denklemden Ar(x)y(x) yerine esiti yazilirsa

L2 y(0 - 5 [PGIY' (9] - gy (0ldx = = 22 q()y2(¥)dx— 22 y(9)[ - [P0y’ (x)]dx
-

)

~
|

I integrali i¢in kismi integrasyon uygularsak
X2

L= p()yy'(x) — [ pCIy*(X) dx
X1

olur. Bulunanlar (*) esitliginde yerine yazilirsa X2

— [ 2 PGy (%) —qeIY*(0ldx + A L7 r(OY*(x)dx +p()y(x)y'(x)| =0

X1

elde edilir. X2
i) p(X)y(xX)y'(x)| = 0 oldugundan
X1

L2y 2 (0 -a(x)y? ()]dx
B L2 r(0y?(x)dx

olur. p(x), r(x) > 0 tanim1 q(x) < 0 kabulii ve bir fonksiyonun karesinin integralinin sifirdan

bliylik veya esit olma 6zellikleri goz Oniine alinirsa
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A=>0
elde edilir.

iii) (1) ile verilen esitlikte A yalniz birakilirsa

o b 0Oy 00-aGOY (X i)y (xa)y (xa) = PRV Cra)y ()

JoZ r(0y? () dx JoZ r(0y?(x)dx
olur. y(x1)y'(x1) = 0, y(X2)y'(x2) < 0 esitsizlikleri ile
X2
PRY)Y'()| < 0
X1
elde edilir. (ii) deki benzer durumlar géz 6niine alindiginda

A=0

bulunur.

(**) ile verilen bu esitlige rayleigh orani ad1 verilir.

Simdi asagidaki problemde kullanilacak Wronskian fonksiyonu incelensin:

**)

f1, 2, fa,...,fm bir J araliginda tanimli fonksiyonlar olmak tizere her biri J araliginda (m-1)

defa tiirevlenebilir olsunlar.

B0 R - )
') LX) o f®
fim-1)  f(m-1) ... £, (m-1)

mxm lik bu determinanta fy, f2, f3,....fn fonksiyonlarinin Wronskian 1 denir.

W(f1, f2, f3,....fm) (x) seklinde gosterilir.
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Ozel olarak f1 = 01 ve f, = 0, alinirsa

0:(x)  6,(%)
8:'(x) 6,'(®

W(0y, 62) =
ile hesaplanur.
Problem 2.1:  y"(x) + Ay(x) =0 O0<x<m

denklemi

y(0)=0vey(m)=0

stir kosullari ile verilsin. Bu 6zdeger probleminin A = 0 ve A = k?> 0 durumlar1 i¢in green
fonksiyonlarini bulunuz.

Coziim: Sinir deger problemleri i¢in green fonksiyonu W(01, 62) = —A( A) olmak {izere;
—01(x, M)02(E, 1) /A(N) (as<x<¥)
G(x, & M) =
—02(x, M)01(E, M) / A() (E<x<h)

seklinde oldugu bilinmektedir (Bolim 5.6 [1]). Burada 01 fonksiyonu birinci sinir kogulunu,

02 fonksiyonu ikinci sinir kosulunu saglayacak sekilde belirlenen fonksiyonlardir.

L =k?> 0 durumunda genel ¢oziim y(X) = c1coskx + czsinkx seklindedir. O halde [1] ile

verilen tanimlamalar kullanilarak green fonksiyonu hesaplansin.
01 := c1coskx + Cosinkx  01(0) =0
02 := dicoskx + dosinkx  62(m) =0

seklinde tanimlansin. Verilen sinir kosullari ile uygun se¢imler yapilirsa
01(x) = sinkx ve 02(X) = sink(mt —x)

alinabilir. 01 ve 02 nin bu se¢imleri ile W(01, 02) = —ksinkr olur.

Bu sonuglar yukarida tanimlanan G(x, §, A) green fonksiyonunda yerine yazilirsa



7 sinkx sink(mt— &)

—ksinkTt (0=x=<9
G(x, & k)= <
M sasn
elde edilir. k = VA oldugu g6z Oniine alinirsa
(i psysy
G(x, & 1) =
ksimfxz sinVA(mt— x) (E<x<m)

—VAsinVAT

olur.

A =0 i¢in denklemin genel ¢6ziimii y(x) = c1+ C2x seklindedir. O halde
Br:=ci+cx  01(0)=0
O2:=di+dx 02(m)=0

seklinde tanimlanirsa 01(X) = X ve 02(X) = —x alinabilir. Buradan W (01, 62) = —m bulunur.
Sonug olarak green fonksiyonu

G(x, & 1) = <

g (m—x)

N\ —T

seklinde bulunur.
Problem 2.2:  y"(x) + Ay(x) =0 (@<x<bh)

denklemi
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y'(@)=0vey'(b)=0

siir kosullart ile verilsin. Bu 6zdeger probleminin 6zdegerlerini, 6zfonksiyonlarini ve green

fonksiyonlarii bulunuz.

Coziim: L =0 olsun. Genel ¢oziim Yy(X) = c1 + C2X seklindedir. Sinir kosulari uygulanirsa
c2 = 0 olur. c1 i¢in kisitlayict higbir esitlik elde edilmediginden c1 keyfi segilir. O halde A =10

0zdegeri igin ¢oziimler (6zfonksiyonlar) y(X) = c1 seklindedir.
01:=0C1 01(d) =0
02:=ds 02(b) =0

secilsin. W(01, 62) = 0 oldugundan green fonksiyonunda yerine yazilirsa A = 0 i¢in green

fonksiyonun mevcut olamayacagi goriiliir.
L =k?> 0 olsun. Genel ¢oziimii y(x) = c1C0SkX + Czsinkx seklindedir. Sinir kosullari ile
y'(a) = —kcasinka + kcocoska = 0
y'(b) = —kessinkb + kcacoskb = 0

saglanir. Buradan ci ve C2 yi ayni anda sifir yapmayan degerlerin olmasi i¢in bu esitliklerin

katsayilar determinant1 sifir olmalidir. Bu durumda
k2sink(b—a) = 0

saglayan k = (bnTﬁa) (n=1,2,3,...) seklinde k degerleri mevcuttur. O halde A, =[ (bnja)]z

0zdegerleri i¢in

or X + CoSin or
(b—a) > (b-a)

Yn(X) = €1C0S X (n=1.23...)

trivial olmayan ¢éztimler mevcut olur.
01 :=c1c0skx + cosinkx  01'(a) =0
02 := dicoskx + dasinkx  62'(b) =0

seklinde yazilsin.



34

Sinir kosullart ile uygun segimler yapilirsa
01(x) = cosk(x—a) ve 02(x) = cosk(x—b)

olur. W(01, 62) = ksink(b—a) sonucu da kullanilirsa

~ cosk(§—a) cosk(x—b)

ksink(b—a) (a<x<g
G(x, &, k) <
cosk(x—a) cosk(§— x)
ksink(b—a) E=x=<b)

\

seklinde green fonksiyonu bulunur.

A= —k?< 0 olsun. Denklemin genel ¢oziimii Yy(X) = cicoshkx + Czsinhkx seklindedir.

Sinir kosullar yerine yazilirsa
y'(a) = keasinhka + kcaocoshka = 0
y'(b) = keisinhkb + kcacoshkb = 0

saglanir. Buradan oncelikle katsayilar determinanti incelenirse
— k%sinhk(b—a) =0

bulunur. Fakat bu esitlikte b—a # 0 ve k # 0 oldugundan esitlik hi¢bir zaman miimkiin
olamaz. O halde c¢1 = ¢z = 0 elde edilir. Yani L = —k?< 0 ile trivial ¢oziimler elde edilir. Bu

durumda green fonksiyonu mevcut olamaz.
Teorem 2.4 [1]: y"(x) + {A—q(X)}y(x) =0
diferensiyel denklemi ve

aoy(a) + a1y'(a) =0

boy(b) + b1y'(b) =0

ayrilmig sinir kosullari ile basit 6zdegerlere sahiptir.
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Ispat: Kabul edelim ki ¢1(x) ve ¢@2(x) ayn1 A 6zdegerine karsilik gelen iki lineer bagimsiz
ozfonksiyonlar olsun. @1(X) ve @2(x) ¢dziim oldugundan baslangi¢ degerlerini saglarlar. x = a

noktasinda,
a0 @1 (a) + a1 p1'(d) =0
a0 @2 (a) + a1 @2'(a) =0

olur. ap ve a1 ayn1 anda sifir olamayacagindan katsayilar determinanti (wronskian
determinanti) ile W(1, @2)(a) = 0 bulunur. Benzer sekilde x = b noktasinda

W(@1, @2)(b) = 0 bulunur. Dolayisiyla ¢1(X) Ve @2(x) orantili olmak zorundadir. Bu durum
@1(X) ve @2(x) ¢oziimlerinin lineer bagimsiz olmasiyla ¢eligir. O halde A 6zdegerine karsilik
gelen bir tek 6zfonksiyon vardir.

dr

Problem 2.3: L, n. mertebe lineer operatéric L =1, an_r(x)er ,

Ly(x) = Ay(x) 2.7)
denklemi ve
YL fayy™ (@ + by} =0 (i=12,....n) (2.8)

siir kosulu ile verilsin. A(A) fonksiyonunu bulunuz.

Ozel olarak L=d*/dx* lineer operatorii ile

Ly(x) = Ay(x)

denklemine

y(a) = y®(a) = y(b) = y®(b) = 0
sinir kosullarii uygulayarak A(A) fonksiyonunu bulunuz.

Céziim: Oncelikle operatoriin ve denklemin n.mertebe hali en genis sekilde yazilsin.
L= + d R a2
= an(X) + an-1(x) o an-z(x)@ e ao(x)@

opratorii igin
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()Y (x) + ... + an2(x)y"(x) + an-1(x)y'(x) + (an(x)=W)y(x) = 0
denklemi yazilir. Benzer sekilde sinir kosulu incelensin.

Yifayy(@ + by} =0 (i=12,...n)
i =1 olsun.

any(a) +awzy'(a) + ... + a1ny"D(@) + biry(b) +b12y'(b) + ... + biny™I(b) = 0
I =2 olsun.

ao1y(a) +azy'(a) + ... + azny™ (@) + bary(b) +b22y’(b) + ... + bany™I(b) = 0
i =3 olsun.

as1y(a) +az2y'(a) + ... + asny™(a) + bary(b) +ba2y’(b) + ... + bany™(b) = 0

i =n olsun.
an1y(a) +an2y’(a) + ... + amy™(a) + b1y (b) +bn2y’(b) + ... + bany™(b) = 0.
d1(x,A), P2(X,A), ..., dn(x,A) verilen diferensiyel denklemin lineer bagimsiz ¢éziimleri olsun.
O halde A1, Ao, ...,An ler sabit olmak lizere
y(X,A) = A1 ¢1(x,A) + Az d2(x,A) + ...+ An dn(X,0)
seklinde ¢oziimii mevcuttur. y(x,A) ¢6ziim oldugundan verilen sinir kosullarini saglar.

Buradan;
aij(h) = aindj(a,d) + aizdj'(a,d) + ...+ aind "V (a,L) + birdj(b,1) + bizdy'(b,1) + ... +bind"D(b,1)

(1,j=1,2,...,n) olmak iizere
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Ara1i(A) + A2a2(M) + ...+ Anotan(A) =0

Aroi(A) + A202(A) + ... + Anazn(A) =0

Alanl(x) + A2an2(7\4) + ...+ An(Xnn()\.) =0

elde edilir. y(x,A) ¢oziim oldugundan Az, Ao, ...,An ler ayni anda sifir olamaz. O halde

katsayilar determinanti sifir olmak zorundadir. Yani
ai1(A) aiz(A) -+ am(A)

A(A) =|o21() azz(d) - oza(X)|= 0

1) anz(d) - ann(d)

dir. Bu determinanti sifir yapan degerler (2.7)-(2.8) probleminin 6zdegerleridir.
Simdi yukarida verilen dzel durum igin A(A) fonksiyonu hesaplansin. Oncelikle;
y(a) = 0ile i = 1 durumundan a1 = 1 digerleri sifirdir.

yB(b) = 0 ile i= 2 durumundan by, = 1 digerleri sifirdir.

y@(a) = 0ile i = 3 durumundan ass = 1 digerleri sifirdur.

y®(b) = 0ile i = 4 durumundan bas = 1 digerleri sifirdur.

Daha 6nce n. mertebe lineer operatore sahip Ly(x) = Ay(x) denkleminin (2.8) ile verilen

sinir kosullart ile A(A) fonksiyonu hesaplanmisti. Bu A(A) fonksiyonunu n= 4 igin
a11(A) aiz(A) aiz(d) aa(A)
A(A) =|o21(A) az22(A) az23(A)  o24(A)
az1(A) asz2(A) asz(A) az4(A)

as1(A) aa2(A) aa3(A)  aaa(R)
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seklinde yazabiliriz. ajj ve bjj degerleri bilindiginden aij ler kolaylikla hesaplanir ve yerine
yazilirsa

bu(a, 1) d2(a,h)  d3(a,h)  da(a, )
ACR) = d'(b,A) §2'(b,2) ¢s'(b,h)  §a'(b, 1)
$1"(@, 2 $2"(a, ) §3"(a, h) §4"(a, 1)

b1"'(b, A) ¢2"'(b, 1) 3""(b, A) §4™'(b, 1)
elde edilir.
Problem 2.4:  y"(x) +dy(x) =0 0<x<1)
diferensiyel denklemi

Y(1) = ay(0) ve y'(1)=By'(0) (a B: reel)
sinir kosullart ile verilsin.
i) + B=0ve o® =1 olmasi durumunda 6zdegerleri bulunuz.
ii)a+ B =0 vea® # 1 olmas1 durumunda 6zdegerleri bulunuz.

Coziim: i) a + B=0ve a® =1 olsun. Budurumda a =1 iken B = —1 veya a=—1 iken
B =1olur.
a =1iken = —1 olsun. Sinir kosullar1 y(1) = y(0) ve y'(1) = —y'(0) sekline doniisiir.

A =0,—k?< 0 ve k?> 0 durumlar1 bu varsayim altinda incelensin.

A =0 olsun. Genel ¢6ziim y(X) = c1 + C2Xx seklindedir. y(1) = y(0) ve y'(1) = —y'(0)
kosullar1 g6z 6niine alinirsa ¢2 = 0 ve c1 keyfi sabit olarak bulunur. Bu durumda A =0 i¢in

genel ¢6ziim y(x) = c1 seklinde yazilir.

L =— k?< 0 olsun. Genel ¢dziim y(X) = cicoshkx+ czsinhkx seklindedir. y(1) = y(0) ve
y'(1) = —y'(0) kosullar1 uygulanirsa
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ci(coshk—1) + cpsinhk = 0
ciSinhk+ cz(coshk + 1) =0

elde edilir. Buradan c1 ve ¢z degerlerinin ayn1 anda sifir olmamasi igin katsayilar determinanti
incelenir ve sifir bulunur. O halde A =— k%< 0 6zdegeri igin C1, C2 keyfi sabitler olmak iizere

Y(X) = cicoshkx+ cosinhkx ¢éziimii mevcut olur.

A =k?> 0 olsun. Genel ¢oziim y(x) = c1coskx+ czsinkx seklindedir. y(1) = y(0) ve

y'(1) = —=y'(0) kosullar1 uygulanirsa
ci(cosk—1) + cosink = 0
—c1Sink+ cz2(cosk + 1) =0

elde edilir. Buradan cz1 ve c2 degerlerinin ayn1 anda sifir olmamasi i¢in katsayilar determinanti
incelenir ve yine sifir bulunur. O halde A = k>0 6zdegeri icin c1, C2 keyfi sabitler olmak

tizere Y(X) = c1C0Skx+ CoSinkx trivial olmayan ¢6ziim elde edilir.

a=—1 iken B =1 olsun. Smir kosullar1 y(1) =— y(0) ve y'(1) = y'(0) sekline doniisiir.

Simdi A =0,—k?< 0 ve k> 0 durumlarin1 bu varsayim altinda incelensin.

A =0 olsun. Genel ¢6ziim y(X) = €1 + C2X seklindedir. Sinir kosullar1 yerine yazilirsa C1, C2
keyfi sabitler olarak bulunur. Bu durumda A =0 6zdegeri ile y(X) = c1 + C2x seklinde trivial

olmayan ¢oziimler bulunur.

L =— k?< 0 olsun. Genel ¢dziim y(X) = cicoshkx+ czsinhkx seklindedir. y(1) =— y(0) ve
y'(1) = y'(0) kosullar1 uygulanirsa

ci(coshk+1) + cosinhk = 0
cisinhk+ ca(coshk — 1) =0

elde edilir. Buradan c: ve ¢ degerlerinin ayn1 anda sifir olmamasi i¢in katsayilar determinanti
incelenir ve sifir bulunur. O halde A =— k?< 0 6zdegeri icin C1, C2 keyfi sabitler olmak iizere

y(X) = cicoshkx+ czsinhkx ¢éziimii mevcut olur.
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A =k?> 0 olsun. Genel ¢oziim y(x) = c1coskx+ czsinkx seklindedir. y(1) =— y(0) ve

y'(1) = y'(0) kosullar1 uygulanirsa
ci(cosk+1) + cosink =0
—csink+ cz(cosk — 1) =0

elde edilir. Buradan c: ve ¢ degerlerinin ayn1 anda sifir olmamasi i¢in katsayilar determinanti

incelenir ve sifir bulunur.

O halde A = k?> 0 dzdegeri igin C1, C2 keyfi sabitler olmak iizere y(X) = c1C0SkX+ C2sinkx

trivial olmayan ¢oziim elde edilir.
ii)a+ B=0veo® lolsun. Budurumdaa+ B=0vea # 1,—1ile B+ 1,—1olur.

A =0 i¢in genel ¢6ziim Y(X) = C1 + C2X idi. Smur kosullart a # 1 ve 8 # 1 durumunda
g0z oniine alinirsa c1 = €2 =0 yani y(x) = 0 trivial ¢6zlimii elde edilir. O halde A = 0 6zdeger

olamaz.
=— k%<0 icin genel ¢ziim y(x) = c1coshkx+ czsinhk idi. Sinir kosullari uygulanirsa
ci(coshk—a) + cosinhk =0
cisinhk+ ca(coshk — B) =0

elde edilir. Buradan ci ve c2 degerlerinin ayni anda sifir olmamasi i¢in katsayilar determinanti

incelenirse
(ap+1)=0
esitligi bulunur. o +f = 0 ile § = —a elde edilir. Bu durumda yukaridaki esitlikten
az =1

bulunur ki bu a2 # 1 olmasiyla gelisir. O halde c1 = c2 = 0 ile y(x) = 0 trivial ¢éziimii elde

edilir.

L =k?> 0 olsun. Genel ¢dziim y(X) = c1c0oskx+ Czsinkx seklindedir. Sinir kosullar:

uygulanirsa
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ci(cosk—a) + cosink = 0
—casink + ca(cosk — B) =0

elde edilir. Buradan c: ve ¢ degerlerinin ayn1 anda sifir olmamasi i¢in katsayilar determinanti

incelenirse
(aB+1)=0

esitligi bulunur. Benzer sekilde yukaridaki durum goz oniine alinirsa trivial ¢6ziim elde edilir.

Bu durumda A =k?> 0 6zdeger olamaz.
2.2. Ozdegerler icin Asimptotik Coziimler

q(x) reel degerli ve [a,b] aralifinda lebesque anlaminda integrallenebilir bir fonksiyon

olmak tizere;
y'(x) + (A=a(x))y(x) =0 (2.9)
diferensiyel denklemi
aoy(a) +a1y'(a)=0 (2.10)
boy(b) + b1y'(b) =0
ayrilmig sinir kosullari ile g6z 6niine alinsin.

Burada a:=0 (b1 =0) olmasi durumuna dirichlet sinir kosulu, ap =0 ( bo = 0) olmasi

durumuna neumann sinir kosulu ad1 verilir.

Amacimiz (2.9)-(2.10) 6zdeger probleminin n—oo i¢in An 6zdegerlerinin asimptotik

yaklagimlarii bulmaktir. Genel olarak bu yaklagimlar
An = F(n) + o(n—¥) (2.11)

seklindedir. Burada K, q(x) fonksiyonunun diizgiinliigiine bagl olarak hata teriminde bir

sabittir. Daha diizgiin bir potansiyel fonksiyonu q ile daha biiyiik bir K sabiti elde edilir.

Simdi asagida tanimlanan priifer doniisiimiinii kullanilsin:
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tan O(x) := A2 % . x€[ab] (2.12)

Buradan
y(x,L) = pA 2 sin O(x)
y'(x,A) = pcos O(x)
olur. Ayrica
yi=y
y2=y'
seklinde tanimlanirsa
yi'=y2
y2' = (q(x)=My1

bulunur. Burada y ve y’ degerleri yukaridaki esitliklerden yerine yazilir ve uygun katsayilarla

esitlenirse
0'(x) = AY 2 cos? B(x) + (A—q(x))A~Y 2sin 20(x)

1—cos26
2

1+cos26
2

olur. cos 20(x) = ( ) ve sin 20(x) = ( ) esitlikleri yerine yazilirsa
0'(x) = W2~ 1Y 2q(x) + A~V 2q(x)cos(26(x) (2.13)

bulunur. (2.13) denklemindeki 6(x) fonksiyonu igin [3] de tanimlandig1 gibi asagidaki dizi

g0z Oniine alinsin. j=1, 2, 3, ... i¢in
01(x) = 6(a) + M H(x—a) — > 1-V2 [*q(t)dt (2.14)
0j+1(X) = 01(X) + %x—l’z [ a(t) cos(2 (1)) dt (2.15)

seklindedir.
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Simdi asimptotik ¢oziimleri elde etmek i¢in kullanilan bazi teoremler ve lemmalar

verilecektir.

Teorem 2.5 [3]: Her n tamsayisi igin A—00 igin
8(b) — B(a) = AV ?(b—a) — 2 A~V [ q(t)dt
+ 2212 2 q(t) cos(2 B1(1)) dt + o(a-H/ 20+ V)
seklindedir.
Ispat: (2.13) esitliginin [a,x] iizerinde integrali almirsa
0(x) — 0(a) = M2(x—a) — = 2-Y2 [¥q(t) dt + =12 [* q(t) cos(20(1)) dt
bulunur. Ozel olarak x =b almirsa;
8(b) — B(a) = A 2(b—a) — 24~V [7 q()dt + 2227 q(t) cos(2 B(1)) dt
olur. Ispat tamamlanmadan 6nce gerekli birkag lemma verilmelidir.
Lemma 2.1 [6]: x € [a,b] ve g € L![a,b] verilsin. A—>oo igin;
J. a(®) cos(20(t)) dt = o(1)
seklindedir.
Ispat: p:= 1/ (2\!"?) seklinde tanimlansin. Ayrica
X1+ u<b ve Xo—x1 =
kosullar verilsin.
;L +
| := fx"f q(t) cos(20(t)) dt, 1’ := fx";;‘ q(t) cos(26(t)) dt
seklinde tanimlansinlar.

1= [ q(1) cos(20() dt + [ q(©) cos(26(1)) dt

(2.16)

(2.17)
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olur. Her iki tarafin mutlak degeri alinirsa

-1 =

fx"11+“q(t) cos(20(t)) dt + fx’?*“q(t) cos(20(t)) dt

< [2™1q(®)] leos20(D)ldt + [*™q(v)] | cos(20(t))]dt
—1< cosx<1veq€ L' ab] ve p=o0(1)oldugundan
1= o(1) (2.18)
olur.

[+1'= fx"f q(t) cos(20(t)) dt + 2™ q(t) cos(26(t)) dt

X1+H
esitligine u = x—p doniisiimii uygulanirsa
[+1'= fxxlz [q(t) cos(26(t)) dt + q(t+p) cos(20(t+w))] dt
= fxxf q(t) {cos(20(t)) + cos(26(t + w))} dt

+ [ cos(26(t + 1) {a(t + 1) — (D)t

bulunur. g € L[a,b] oldugundan

f, ™ laCt+ 1) - 4] dt = o(2)
saglanir. Bu durumda esitligin son terimi o(1) olur. Ayrica
cos(20(t)) + cos(20(t + p)) = 2 cos {B(t + ) + () }cos{O(t + p) — 0(t)}
dir. Ek olarak a< x;<x, <b ve & > 0 olmak iizere x,— x; < 612 verilsin,
Bu takdirde A—co icin
0(x2) — 0(x1) = A 2(x,—x1) + 0(1)
dir (Lemma 4.1.[4]). Buradan

B(t+ ) — (1) = g +0(1)
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bulunur. Bu durumda I+I" esitliginin ilk terimi de o(1) olur. Sonug olarak
I+ = o(1) (2.19)
elde edilir. (2.18)-(2.19) esitlikleri ile
I = o(1)
olur. Ozel olarak x1=a Ve X2=x alimirsa ispat tamamlanr.
Lemma 2.2 [6]: X €[a,b] ve (j=1,2,...) olmak lizere A—oo i¢in;
[z a(®) S, 26;(0) dt = o(2)
seklindedir.
Ispat : Lemma 2.1 in ispatina benzer sekilde yapilir.
Lemma 2.3 [3]: x € [a,b] ve (j=1,2,...) olmak iizere A—o0 i¢in;
0j+1(X)—0j(X) = o(A71/2)
esitligi saglanir.
Ispat: j iizerinde indiiksiyon yontemi uygulanmalidir. j = 1 olsun. (2.14)-(2.15) esitlikleri ile
02()—01(x) = > A-2 [*q(t) cos(2 O1(1)) dit
dir. Lemma 2.2 ile integral terimi o(1) olur. Buradan da
02(X)—01(X) = o(A~1/2)
elde edilir. j—1 i¢in
0,0 —65-1(x) = 0(A-0-112)

olsun. j i¢in de dogru oldugu gosterilsin. (2.14)-(2.15) esitlikleri ile
01(x) — 0i(x) = A=Y [*q(t) {cos(2 6;(t)) — cos(2 B;_1(t) } dit

= — A2["q(t) sin( 6;(t) — 0;_1 (£))sin( 6;(t) + 6;_, (D)) it
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bulunur. Buradan
16j+1() — 60 < A7 Zassggbwj (x) = 01 ()| f;IQ(t)Idt
= 0(A-1/2)
olur.
Lemma 2.4 [3]: X € [a,b] ve (j=1,2,...) olmak lizere A—o0 igin;
0()—0j(x) = o(A-1/2)
esitligi saglanir.
Ispat: j iizerinde indiiksiyon yontemi uygulanmalidir. j = 1 olsun. (2.14)-(2.17) esitlikleri ile
0(x)—6:1(x) = ~A~Y2 [*q(t) cos(20(1)) dt
bulunur. Lemma 2.1 ile integral terimi o(1) olur. Buradan da
0(x)—01(X) = o(A~1/2)
bulunur. j i¢in dogru olsun. j+1 i¢in dogru oldugu gosterilsin.
0(x)—0j+1(X) = %X—”Z [ a(®) {cos(26(t)) — cos(26;(1)) } dt
= — A=Y2[" (1) sin( B(t) — 0;(t))sin( B(t) + 6;(t)) dt
olur. Indiiksiyon hipotezi ile
1069 = 051 (O] = 2% sup [0G) ~ ;9] f; a0l
= 0(A-(W/D(+D)
bulunur.

Simdi teorem 2.5 in ispati tamamlanabilir:

n=1,2,... i¢in



47
6(b) — O(a) = AV?(b—a) — 2 A~V [ q(t)dt + 222 [7 q(t) cos(2 Bn(t)) dit
+ 2372 [2 q(t) {cos(2 B()) — cos(28, (D)} dt
seklinde yazilirsa Lemma 2.4 ile
237Y2 [ (1) {cos(2 8(D) — cos(26,(1)} dt = o(h- M2 1)
olur. Buradan
8(b) — B(a) = AV ?(b—a) — 2 A~V [ q(t)dt
+ 222 [ q(t) cos(2 B(1)) dt + o(a- X2 O+
elde edilir ve ispat tamamlanir.
Lemma2.5[5]: a<xi<x2<bvefeLYa,b] olsun. A\>o0 igin;
S 6D gy @A(t—a)) dt = o(2)
dir.
Ispat: Bunun ispat1 igin [4], [5] referanslarina bakilabilir.

Simdi (2.9)-(2.10) 6zdeger probleminin A, 6zdegerlerinin iyilestirilmis asimptotik

tahminlerini elde etmek i¢in n =3 durumunda teorem 2.5 goz Oniine alinsin.

Teorem 2.6 : A — wi¢in
8(b) — B(a) = AV ?(b—a) — 2 A~V [ q(t)dt
+ 22V [7 (1) cos(2 0s(t)) dt + 0(2-2) (2.20)

seklindedir.

Oncelikle yukaridaki teoremde yer alan 03(x) degeri (2.14)-(2.15) esitlikleri kullanilarak
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0a(x) = 0(a) + AV ?(x—a) — 24~V [ q(t)dt
+ % Y2 f: q(t) cos{20(a) +2 AV 2(t—a)— A2 f; q(s) ds
+1-Y2 [7q(s) cos[20(a) +2 AV X(s—a)

— A=Y2 [2q)dI] ds} dt (2.21)

bulunur. Bundan sonraki ispatlarin daha iyi anlasilabilmesi i¢in asagidaki notasyonlar

tanimlansin:

Bi(s) :=26(a) +2 1Y%(s—a) ve Ba(s) := [ q(Ddl,

Fe(s , AY?) := cos26(a)cos(2AY?(s—a)) — sin26(a)sin(212(s—a)),

Fs(s , AY2) := sin20(a)cos(2AY?(s—a)) + c0s20(a)sin(2A2(s—a)). (2.22)
Lemma 2.6: 0(x) fonksiyonu (2.12) deki gibi tanimlanmak {izere A — o i¢in

cos[26(a) +2 \Y X(s—a)— A2 [* q(D)dl] := cos[Bi(s)— A-Y2 a(s)]

— Fc(S , }\’1/2) + x_1/2 BZ(S) Fs(S 1 xl/Z)

— 2 (By())? Fels , 1)

2 (B9 Fi(s , A1) + O(?)

esitligi saglanir.
Ispat: Yukarida verilen notasyonlar ve kosiniis fonksiyonu igin fark formiilii kullanilirsa
cos[20(a) +2 A (s—a)— A=Y [ q()dI] = cos[B1(s)— A=Y ? Ba(s)]

= cosPi(s)cos( A=Y 2 Ba(s) )

+ sinf1(s)sin( A=Y2 B2(s) )
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olur. cos( A2 Bafs) ) = [1~ “- (Bo(s))? + O] ve

-3/2

sin( A2 B(5) ) = [ 272 Ba(s) — “— (B(5))° + OO~ 5]

oldugu go6z Oniine alinirsa

cos[Ba(s)— A2 Ba(s)] = cosBi(s) + A=Y ? Ba(s) sinpa(s) — }\2: (B2(s))* cosBa(s)

A 3/2
6

(B2(s))® sinpa(s) + O(A~2)

seklinde bulunur. $1(S) taniminda yine kosiniis ve siniis i¢in toplam-fark formiilleri kullanilir

ve (2.22) tamimlamalar1 yerine yazilirsa
cos[20(a) +2 AY¥(s—a)— A2 [~ q(D)dI] = cos[B1(s)~ A2 By(s)]
= Fe(s, M%) + Y2 B2(s) Fe(s , A1)

5 (Ba(9)? Fels 1)

A=

2 (Ba(9)* Fels , 1)

6
+O(A72)
olur.

Sonug 2.1: A—00 icin

Y2 [ a(s)cos[20(a) +2 1Y X(s—a)— Y2 [7 q(D)dl] ds = -2 [ q(s)cos[Br(s)~ 12 Ba(s)]
=22 [ q(s) Fe(s , A¥2) ds
+ A1 [ a(s) Fls , 22) Bo(s) ds

~ 222 [ q(s) Fel(s . 122) (By())? s

+ O(\2)
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bulunur. Burada B, (s), B,(s), Fe(s , A\Y?) ve Fs(s , AY2) (2.22) deki gibidir.
Ispat: Lemma 2.6 kullanilarak elde edilir.

Sonug 2.1 de bulunan esitlik igin;
Au(t, \M?) = [ q(s) Fe(s , A¥2) ds,
Ba(t, A?) := [ q(s) Fs(s , M%) Ba(s) ds,

At 11%) 1= 2 [ a(s) Fels , 1) (B5())? ds

ve

Q(t, W?) 1= 1-Y2 [7q(s) Fe(s, A2 ds + A1 [ q(s) Fs(s , A2) B(s) ds

A3/ ot
— 228 [4(s) Fels , A¥2) (B (5))? ds + O(1)
olarak tanimlanirsa
Q(t, }\‘1/2) _ }\’_1/2 Al(t, }\’1/2) + }\'_1 Bl(t, )\’1/2) _ )\_3/2 Az(t, )\‘1/2) + OO"_Z)

seklinde yazilir. Simdi bu tanimlamalar kullanilarak kolaylikla hesaplanabilecek asagidaki

lemma verilsin.
Lemma 2.7: A—o igin,
cos[B1(t)— A=Y 2 Ba(t) + Q(t, AY?)] = Fe(t, AY?)
+ Y2 Ba(t) Fo(t, AM2) + Fo(t, AM2) Au(t, 1M2)]

+ A1 —Au(t, AY?) Ba(t) Fe(t, A2 — Fs(t, AM2) Ba(t, A1)

Fe(t, AV2)Ba()?  Fe(t, AY2)Ay(t, A1/2)? |
2 2

- 1/2 3
ez [ BEXDEOD g ey 0, (; 12)°

CFs(t AY2)B0DA( AY2) AL (6A2) Fy(t, A1)
2 6
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_ Fc(t,kllz)Al(t,k”Z)Bl(t,kllz) _ Fs(t,kllz)Az(t,kllz)

— Fe(tA"9)Ba(t,A%)B2(1) ]
+0(A?)
Ispat: Yukarida verilen tanimlamalar kullanilirsa
cos[B1(t)— A=Y 2 Ba(t) + Q(t, AY2)] = cos[B1(t)— A~ 2 Ba(t)]cos Q(t, A2)
— sin[B1(t)— A-Y2 B(t)]sin Q(t, A?)

olur. Burada
cos Q(t, AY2) = cos[A~Y 2 Ax(t, AY?) + A1 Ba(t, AY?) — A=¥2 A(t, AY?) + O]

= 1- LD AR ) — A2 Ag(t, M) Ba(t, M) + O(1D),
sinQ(t, AY?) = sin[A-Y 2 As(t, AY?) + A-1Ba(t, AY?) — A-¥2 Ax(t, AY?) + O(A-?)]

— ;\‘_1/2 Al(t, ;LlIZ) + ;\‘_1 Bl(t, 7\,1/2) e )\_3/2 Az(t, 7\,1/2)

~ 2 A, 107 + 0())

dir. (2.24)-(2.25) ile cos[B1(t)— A=Y 2 B2(t)] nin lemma 2.6 dan elde edilen degeri

cos[Ba(t)— A2 Ba(t)] = Fe(t, A2) + A2 Bo(t) Fu(t, M%) — AZ: (B2(9)? Fe(t, 1)

-

2 (Ba(9)” Fi(t, 1) + O02)

ve benzer sekilde

sin[Ba(t)~ A2 Ba(t)] = Filt, A1) — A2 Ba() Felt, 1) — - (B (D)2 Fi(t, 119)

+ 28 (Ba(0)? Felt, 1) + O(A2)

degerleri (2.23) de yerine yazilirsa

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)
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cos[B1(t)— A=Y 2 Ba(t) + Q(t, AY)] = Fe(t, AM2)
+ Y2 Ba(t) Fo(t, AM2) + Fo(t, AM2) Au(t, 1M2)]
+ A1 [—=Aa(t, AY?) Ba(t) Fe(t, AY2) — Fy(t, AY2) Ba(t, AY2)

Fe(t AY2)Ba(0)2  Fe(t AY2)A (¢ 11/2)2]
2 2

— 1/2 3
¢ a0y [ TADNROD 4 028, (04, (5 1/2)]

Fs(6 AY2)B DA (6 AY2) A (6AY2) Rl
2 6

— Fe(t AY2) A1 (tAY2)B1(t,AY2) - Fo(t, AY2) A(t,112)
— Fe(tA"%)Ba(t,A%)B2(1) ]
+0O(A?)
elde edilir.
Sonug¢ 2.2: A—oo igin
12 [*q(t) cos[Ba(t)~ A2 Ba(t) + Q(t, W] dt = AV [*q(t) Fe(t, AP)dt
2 AL q(0) [Ba(t) Pt AV2) + Fi(t, V%) Aa(t, 292)]dt

+2 A2 [Xq(0) [ —Aut, M) Baft) Felt, 1V?)

1/2 2
— Fs(t, AM2) Ba(t, AV?) — m

Fc(t A/2)A (t, AY/2)?
2

] dt

+0(?)
olur.

Ispat: Lemma 2.7 kullanilarak elde edilir.
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Sonug olarak (2.21) ile verilen 03(x) degerinde lemma 2.5-2.7, sonug 2.1-2.2 kullanilir ve

notasyonlarla verilen ifadelerin gergek degerleri yerine yazilirsa A—oo icin
Ba(x) = B(a) + AV 2(x—a) — A~V [7 q(D)dt + TA-Y2 [¥ q(t) Fe(t, A1)t
+2 A% q(o) [Ba(t) Fe(t, AV2) + F(t, AV2) Au(t, A2)]dt
+2 A7/ [Xq(0) [ —Aalt, A12) Ba(t) Fe(t, M)

1/2 2
— Fy(t, AM2) By(t, \12) — w

Fo(t A/2)A (t, AY/2)?
2

Jdt
+0(-?)
= 0(a) + AY2(x—a) — > A-Y2 [P q(0ydt
+ 227Y20520(a) [ q(t)cos22(t—a) dt — = A-%5in26(a) f" q(D)sin2AY2(t—a) dt
+  A7sing6(a) [ q(t) ( J; cos2AV/2(s — a) ds) cos2A%(t—a) dit
— 2 2sin 220(a) [ q(0) ( f, sin2A2(s — ) ds) cos2AM(t—a) dt
+ % A~1cos 226(a) f: q(®) ( fat cos2AY/2(s — a) ds) sin2\Y2(t—a) dt
— - Wsing6(a) [ q(t) ( J] sin2A1/2(s — a) ds) sin2A%(t—a) dit
+ - 2-15in20(a) [ () ( f, q(s) ds) cos22¥2(t—a) dt
+ 2 2=1c0s20(a) [ q(t) ( f; q(s) ds) sin2AY(t—a) dt

+ o( A7%2)
bulunur.

Elde edilen bu 03(x) degeri



54

03(X) := B(a) + AY2(x—a) + T(x, A\Y2) + o( 1 %?)
seklinde tanimlansin. Bu durumda asagidaki teorem verilir.

Teorem 2.7: A—oo igin
8(b) — 0(a) = AY?(b—a) — 2 A~V [’ q(t)dt
+ % A~Y2c0s20(a) f: q(t) cos2AY?(t—a) cos2T (t, AY/2) dt
_ % 2-Y20520(a) fab q(t) sin2AY2(t—a) sin2T(t, AY2) dt
_ % A-Y25in20(a) f; q(t) sin2AY2(t—a) cos2T (t, A12) dt
— 22-"25in26(a) f, q(t) cos2A(t—a) sin2T(t, A1?) dt

+ 00-2)
seklindedir.

Ispat: 03(x) tanimlanan son degeri teorem 2.6 da yerine yazilirsa
8(b) — B(a) = A 2(b—a) — > A-Y2 [ q(t)cl

+ % Y2 f; q(t) cos{26(a) + 2 A ?(x—a) + 2T(t, A3} dt + o(A—?)
bulunur. Esitligin sag tarafinda bulunan ikinci integral iginde yer alan ifadesinin
cos{20(a) + 2 AV 2(x—a) + 2T(t, AY2)} = cos[20(a) + 2 AY 2(x—a) Jcos2T(t, AY2)
— sin[26(a) + 2 AY 2(x—a)]sin2T (t, A?)
= {c0s20(a)cos(2 AV 2(x—a))—sin20(a)sin(2 1Y 2(x—a))}cos2T(t, A*?)
—{sin20(a)cos2 AY 2(x—a) + cos20(a)sin2 LY 2(x—a)}sin2T(t, AY/?)
oldugu g6z Oniine alinirsa ispat tamamlanir.

Teorem 2.7 kisaca soyle ifede edilsin:
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0(b) — 0(a) := \Y2(b—a) — % A2 f; q(O)dt + I1 + I+ I3+ ls + o(A=2) (2.28)
Simdide 1, l2, I3 ve ls degerlerini ayr1 ayr1 hesaplansin. Oncelikle
cos2T(t, AY?) = 1—% AL( f; q(s) ds)® — % A1cos 220(a)( fat q(s) cos2At?(s—a)ds)?
— > 2=1sin 220(a)(f; a(s) sin2AY¥(s—a)ds)? + O(A~?) (2.29)

sin2T(t, A12) = 2T(t, AM2) + 00— 32) (2.30)

bulunur.
l1 = %k—l/zcosze(a) f: q(t) cos2AY?(t—a) cos2T(t, A*2) dt
esitliginde (2.29) dan cos2T(t, AY?) degeri yerine yazilirsa;
I = 22-Y2c0526(a)f, q(t) cos2A(t—a) dt
— =32 0s20(a) [P a®( [} a(s)ds )? cos2AM2(t—a) dt
— i?rS’Z cos® 20(a) f; q(t)( fat q(s)cos2A/?(s — a)ds )? cos2AY?(t—a) dt
- % A—%2sin40(a) sin26(a) f; q(t)( fat q(s)sin2A/2(s — a)ds )? cos2AY?(t—a) dt

+ 0( )\'_5/2)

bulunur. Burada esitliklerin daha iyi goriilmesi agisindan agagidaki notasyonlar tanimlansin:
fatq(s)sin27\1/2 (s —a)ds := Ky(t, 1)
f:q(s)COSZ?\l/Z (s —a)ds :=Kc (t, A)

fat q(s)ds :=Q(t) (2.31)

Bu durumda,
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Iy = %k—l’zcosze(a)Kc(b, 2
— 252 60526(a) [, q(t) Q A(t)cos22(t—a) dit
— 22792 ¢0s26(a) [, q(t) K(t, 1) cos2AM7(t—a) dit

— 22-%%5in46(a) sin26(a) [, q(t) Ks(t, ) cos2(t—a) dt

+o( A7)

olur.
b= — 22-Y2c0s260(a) [, q(t) sin2A(t—a) sin2T(t, A*?) dit
esitliginde (2.30) dan sin2T(t, AY2) degeri yerine yazilirsa;
= 1 A-lcos20(@)f; q(t) ([ q(s)ds) sin22%(t—a) di
— 2 2t cos? 26(2) [, q(t)( J; a(s)cos2Al/2(s — a)ds ) sin2h(t—a) dt
+ i A1 sin 46(a) f; q(t)( fat q(s)sin2A'/?(s — a)ds ) sin2AY?(t—a) dt
— i A—325in48(a) c0s26(a) x
f; q(t)( fat q(s) ( f; q(Dcos2A2(1 — a)dl) cos2AM?(s—a)ds)sin2AY2(t—a)dt
+% A—2sin%26(a)c0s26(a) x
f; q(t){fat q(s) (f: q(Dsin2AY2(1 — a)dl )cos2AY?(s—a)ds}sin2A Y2 (t—a)dt
— % A—32cos 326(a) x
f; q(t){fat q(s) (faS q(Dcos2A'/2(1 — a)dl )sin2AY?(s—a)ds}sin2AY?(t—a)dt

+ i A—3sin40(a) cos26(a) x
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f; q(©){ fat q(s) ( f: q(Dsin2AY/2(1 — a)dl ) sin2AY?(s—a)ds}sin2AY(t—a)dt
— i A—325in46(a) f;’ q(t)( fat q(s) ( f: q(D dl )cos2AY?(s—a)ds)sin2AY2(t—a)dt

— % A—32cos 226(a) f; q(®){ fat q(s) ( f: q(D) dl )sin2AY?(s—a)ds}sin2AY2(t—a)dt
+o(A?)

bulunur. Oncelikle I esitliginin sag tarafindaki integrallerin bazilar1 i¢in kismi integrasyon

uygulansin. Burada
lo:=lo1+ loo+ 123+ loa + los + log + lo7 + log + 129

seklinde tanimlanirsa I> nin son 6 terimine kismi integrasyon uygulanmasi yeterli olacaktir.

O halde

l24 = —i A—325in40(a) cos26(a) x

fab q(t)( fat q(s) ( f; q(Dcos2AY2(1 — a)dl ) cos2At?(s—a)ds)sin2A?(t—a)dt

esitligi icin (2.31) deki tanimlamalar kullanilarak

los = — i A—32sin40(a) cos26(a) x fab q(t)( fatq(s)Kc(S, LM)cos2At2(s—a)ds)sin2AY2(t—a)dt
seklinde yazilir.

U= [ q(s)Ke(s, Mcos2AM4(s—a)ds,

du = q(t) Ke(t, A)cos2AM2(t—a)dt,

dv = q(t) sin2AY?(t—a)dt,

V= fat q(s) sin2AY?(s—a)ds,

doniisiimleri ile kismi integrasyon uygulanirsa
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l24 = — i A—3%5in48(a) cos20(a)| fab q(O)Ke(t, Mcos2AM2(t—a)dt ] Ks(b, 1)
+ 2 2-325in48(a) cos26(a) f; q(OKe(t, 1) Ku(t, 1) cos2(t—a) dt
bulunur.
25 = % A—32sin? 20(a) cos26(a) x
fab q(t)( fat q(s) ( f: q(Dsin2AY/2(1 — a)dl) cos2A?(s—a)ds)sin2A?(t—a) dt
= 1 2-%%sin? 26(a) cos20(a) x J, a(O)(f; a(s) Ks(s, ) cos2A¥?(s—a)ds)sin2(t—a) dt
esitligi icin yukaridaki benzer doniisiimler uygulanirsa kismi integrasyon ile
l2s = % A~=%2 sin? 20(a) cos28(a)[ fab q(H)Ks(t, A)cos2A2(t—a) dt ] Ks(b, 1)
— 2 %9 sin? 20(a)cos26(a) [, q()Ks2(t, 1) cos2AM?(t—a) di
seklinde bulunur.
ls= — > A-¥2cos? 260(a) X
fab q(t)( fat a(s) (f7 a)cos21? (1 — a)dl ) sin22Y*(s—a)ds)sin2A2(t—a) dt
=— % A—32cos® 26(a) x fab q(t)( fat q(s) Ke(s, L) sin2AY?(s—a)ds)sin2A*?(t—a) dt
esitligi i¢in yukaridaki benzer doniigiimler uygulanirsa kismi integrasyon ile
l2s = — % A=32 cos® 20(a)[ fab q(t)Ke(t, V)sin2AY2(t—a) dt ] Ks(b, 1)
+2 -3 cos® 260(a) f, q(DKs (t, 1) Ko (t, 1) sin22%(t—a) di

bulunur.
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l27 = i A~ 5in40(a)cos20(a) x

o

J, a(e)( fat a(s) (f; asin21? (1 — a)dl) sin2AY2(s—a)ds)sin2AM2(t—a) dt
= i A—32sin46(a)c0s26(a) fab q(t)( fatq(s) Ke(s, A) sin2AY2(s—a)ds)sin2AY?(t—a) dt
esitligi icin yine yukaridaki benzer doniisiimler uygulanirsa kismi integrasyon ile
l27 = i A—%25in40(a)cos20(a)[ fab q(D)Ks(t, A)sin2A2(t—a) dt ] Ks(b, 1)
— 2 A-9%sind0(a)cos20(a) [, q(HKs? (¢, A) sin2AM2(t—a) dit
bulunur.
log = — i A=32sin40(a) x fab q(t)( fatq(s) ( f; q(Ddl) cos2At?(s—a)ds)sin2A?(t—a) dt
= — = 1-¥%in40(a) x J? a®(; a(s) Q(s)cos2h2(s—a)ds)sin2h?(t—a) dt
esitligi i¢in yine yukaridaki benzer doniisiimler uygulanirsa kismi integrasyon ile
log = — i A—325in40(a)[ fab q(t)Q(t)cos2AY?(t—a) dt ] Ks(b, 1)
+ 2 2-%%5ind0(a) [, q(DQ(YKS (t, A)cos2AM2(t—a) dit
bulunur.
l2g = — % A—32 cos 220(a) x fab q(t)( fatq(s) ( f; q(Ddl) sin2A?(s—a)ds)sin2AY?(t—a) dt
=_ % A—32cos 220(a) x fab q(t)( fatq(s) Q(s)sin2AY2(s—a)ds)sin2A(t—a) dt
esitligi i¢in yine yukaridaki benzer doniistimler uygulanirsa kismi integrasyon ile

l2g = —% A—%2c0s 220(a)[ fab q(H)Q(t)sin2AY2(t—a) dt ] Ks(b, 1)

+ 2 2-%%c05 226(a) [, q(D)Q(Ks (t, Msin2h2(t—a) dt

bulunur. Buradan
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o= 2 A-1c0s20(@) [, q(t) Q(Y) sin2A ?(t—a) dit
— 2 2t c0s? 26(2) f q(O)K(t, 1) sin2A1X(t—a) i
+ 2 A~tsin 46(a) [, q(OK(t, A) sin2X(t—a) dt
—i A~¥2sin46(a) cos20(a)[ fabq(t)Kc(t, Mcos2AM?(t—a)dt ] Ks(b, 1)
+ 7 A=%%5in46(a) cos20(a) J? a(OKe(t, 1) Ks(t, 1) cos22X2(t—a) dt
+ 2 2-%25in? 20(a) cos20(@)[ [, q(DKs(t, A)cos2h2(t—a) dt ] Ks(b, 1)
_ % 2-3¥2 5in? 26(a)c0s26(a) fab q()Ks2(t, L) cos2AM2(t—a) dt
— 2 7% cos® 20(@)[ f; a(HKe(t, Msin2h2(t—a) dt ] Ke(b, 1)
+ % 232 cos? 26(a) fab q(t)Ks (t, X) Ke (t, 1) sin2AY%(t—a) dt
+ 2 A-%25ind6(a)cos20(@)[ [, a(DK(t, A)sin2A2(t—a) dt ] Ks(b, 1)
_i )~¥25in40(2)c0s26(a) fabq(t)Ksz(t, L) sin2AY?(t—a) dt
=2 A-%sind6(a)] f, q(Q(t)eos2h2(t—a) dt ] Ke(b, 1)
+ 2 A-5ind6(a) [, q(DQ(Ks (t, A)cos2A(t—a) dt
— 2 2-%c0s 220(a)[ [, a(Q(t)sin2A(t—a) dt ] Ks(b, 1)

+ 2 2-%%c0s 226(a) f; q(H)Q(Ks (t, Msin2(t—a) dt

+o(A7?)

olur.

ls= — 2 -15in20(a) [} q(t) sin2AY%(t—a) cos2T(t, A1?) dit
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esitliginde (2.29) dan cos2T(t, A?) degeri yerine yazilirsa;
ls = — 2 2-Y25in26(a) f, (1) sin2h2(t—a) dt
+ = 2792 5in20(a) [2 a®)( [} a(s)ds ) sin2A2(t—a) dt
+ i A3 sin28(a)cos? 20(a) f; q(t)( fat q(s)cos2A/?(s — a)ds )? sin2AY?(t—a) dt
+ %7»—3’28in 320(a) f: q(t)( fat q(s)sin2AY2(s — a)ds )? sin2AY?(t—a) dt

+ O( }\'_5/2)

bulunur. (2.31) g6z 6niine alinirsa
ls = — ~A-Y%sin20(a) Ks(b, 2)
+ 22792 5in20(a) [ q(t) Q(Dsin2h1(t—a) dt
+ ik—w sin26(a)cos? 26(a) f: q(t) Ke?(t, A)sin2AY2(t—a) dt
+22-%%5in °26(a) [, q(t) Ks? (t, Vsin2h2(t—a) dt

+o( A-5?)
seklinde yazilir.
li= — 22-Y%in26(a) [ q(t) cos2A(t—a) sin2T(t, A1) dt
esitliginde (2.30) dan sin2T(t, A*2) degeri yerine yazilirsa;
o= 2 A-%sin20(@) [ q(t) ( J; q(s)ds )cos2AM7(t—a) dit

— % A1 sin 40(a) f; q(t)( fatq(s)c0527\1/2 (s — a)ds ) cos2AY?(t—a) dt

1, . b t . 2
+- A tsin®26(a) [ q()( [ q(s)sin2A'/?(s — a)ds ) cos2AM*(t—a) dt
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- % A-32sin40(a) sin20(a) X
12 a4 a() (7 acos2A2(1 — a)dl ) cos2h2(s—a)ds}cos22X2(t—a)dlt
+ 2 A-¥%5in’20(a) x
I a4 a() ([ asin2AY>(1 — a)dl Yeos212(s—a)ds}cos21Y2(t—a)dt
— = A-¥c0s 220(a)sin26(a) x
12 a4 as) (F gcos2A/2(1 — a)dl )sin2h 2 (s—a)ds}eos2AM2(t—a)dt
+ 2 A-%"25in46(a) sin26(a) X
I2 U a6) (5 gWsin2A¥2( — a)dl ) sin2h2(s—a)ds}cos20 2 (t—a)dt
— 2 3-5in226(a) [ a4 a(s) (IS a(D) dl Yeos222(s—a)ds}eos2h(t—adt
— 2 2-%%5inde(@) f, a4 a(s) (J5 q@) 1 )sin22 2(s—a)ds}eos2n 2 (t—a)dt
+o(A7?)
bulunur. Burada

lg := lag + lag + laz + lag + las + lag + laz + lag + lag

seklinde tanimlanirsa I4 iin son 6 terimine kismi integrasyon uygulanmalidir. O halde

laa = —i A—%2sin40(a) sin20(a) x

fab q(t)( fat q(s) ( f: q(Dcos2AY2(1 — a)dl ) cos2AY?(s—a)ds)cos2AY?(t—a)dt
esitligi i¢in (2.31) deki tanimlamalar kullanilarak
lag = — i A—sin40(a) sin26(a) x fab q(t)( fat q(s)Ke(s, A)cos2AY2(s—a)ds)cos2AY?(t—a)dt

seklinde yazilir.
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u= [ q(s)Kc(s, Mcos2A2(s—a)ds,
du = q(t) Ke(t, A)cos2At*(t—a)dt,
dv = q(t) cos2AY?(t—a)dt,
V= fat q(s) cos2At?(s—a)ds,
doniistimleri ile kismi integrasyon uygulanirsa
lag = — i A=32sin40(a) sin20(a)[ fab q(H)Ke(t, Mcos2AM2(t—a)dt ] Ke(b, 1)
+ 2 -3%5in46(a) sin26(a) [ q(t)Ke X(t, Meos2h(t—a) dt
bulunur.
las = % A=32sin® 20(a) x
fab q(t)( fat q(s) ( f: q(Dsin2A2(1 — a)dl ) cos2AY?(s—a)ds)cos2A?(t—a) dt
= ~ A=¥%in® 20(a) [ a® (! a(s) Ks(s, ) cos222(s—a)ds)cos2AM2(t—a) dt
esitligi icin yukaridaki benzer doniisiimler uygulanirsa kismi integrasyon ile
l45 = % A=32 sin® 20(a)[ fab q(O)Ks(t, L)cos2A?(t—a) dt ] Ke(b, A)
— 2 %-9sin° 20(a) [ q(OK(t, &) Ke(t, 1) cos2AM2(t—a) di
seklinde bulunur.
lis= — = A~32cos? 26(a) sin20(a)x
fab q(t)( fat q(s) ( f: q(Dcos2AY?(1 — a)dl) sin2AY2(s—a)ds)cos22M2(t—a) dt
=— ; A—32cos? 26(a) sin26(a) fab q(t)( fatq(s) Kc(s, 1) sin2AY2(s—a)ds)cos2AY?(t—a) dt

esitligi i¢in yukaridaki benzer doniisiimler uygulanirsa kismi integrasyon ile
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lag = — % A~=%2 cos? 26(a)sin26(a)[ fab q(H)Ke(t, V)sin2A?(t—a) dt ] Ke(b, 1)
+ % A2 cos? 26(a)sin26(a) fab q(OKe (t, A) sin2AY?(t—a) dt
bulunur.
l47= % A3/ 5in40(a)sin20(a) X
fab q()( fat a(s) (f; asin21?(1 — a)dl) sin21Y2(s—a)ds)cos2A%(t—a) dt
= % A—372 sin40(a)sin26(a) fab q(t)( fat q(s) Ks(s, 1) sin2AY2(s—a)ds)cos2AY?(t—a) dt
esitligi icin yine yukaridaki benzer doniisiimler uygulanirsa kismi integrasyon ile
la7 = i A~325in460(a)sin20(a)[ fab q(t)Ks(t, L)sin2AY2(t—a) dt ] Ke(b, 1)
— i A—5in40(a)sin26(a) fab q(OKs(t, ) Ke (t, L) sin2AY?(t—a) dt
bulunur.
lag = — % A=32sin 220(a) fab q(t)( fatq(s) ( f; q(Ddl) cos2AY?(s—a)ds)cos2A?(t—a) dt
= — 2 A-%%5in 226(a) [, q(O(J; q(s) Q(s)cos2A?(s—a)ds)cos2AM7(t—a) dit

esitligi i¢in yine yukaridaki benzer doniistimler uygulanirsa kismi integrasyon ile

L= —2 A-¥sin 220(a)[ [? a(©Q(t)cos212(t—a) dt ] Ke(b, 1)

+ 2 2-%%sin 220(a) [, q(D)Q(K (t, A)cos2AM2(t—a) dit
bulunur.

lag= — i A3/ 5in40(a) fab q(t)( fat q(s) ( f: q(Ddl) sin2A?(s—a)ds)cos2AY?(t—a) dt

= i A—32sin46(a) fab q(t)( fat q(s) Q(s)sin2A?(s—a)ds)cos2AY2(t—a) dt
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esitligi i¢in yine yukaridaki benzer doniisiimler uygulanirsa kismi integrasyon ile

o= — > A-3%sind0(@)[ f; q(D)Q(Vsin2AM2(t—a) dt ] Ke(b, 1)

+ 1 A-%sind0(a) [ q(O)Q(YK (t, M)sin2AM7(t—a) dit
bulunur. Buradan
lo= 2 2-sin26(a) [, q(t) Q(t)cos22(t—a) dit
— 2 2-"sin 46(a) [ q(Ke(t, ) cos22V(t—a) dit
+2 2t sin? 20(a) [} q(DK(t, &) cos2h(t—a) dt
—i A—%2sin4B(a) sin26(a)| fab q(O)Kc(t, M)cos22M2(t—a)dt ] Ke(b, 1)
+i A=325in40(a) sin26(a) fab q(DKe 2(t, M)cos2AV2(t—a) dt
+ 2 252 in® 26(a)] J, q(OKs(t, A)cos2AM2(t—a) dt ] Ke(b, 1)
— 2 2-32in 20(@) [, q(DK(t, &) Ke(t, 1) cos20(t—a) dt
— % A—372 cos? 20(a)sin20(a)| fab q(O)Kc(t, A)sin2A2(t—a) dt ] Ke(b, 1)
+2 -3 cos? 20(2)sin26(a) J,” q(t)Ke X(t, 1) sin2A%(t—a) di
+= 1-¥%ind0(a)sin20(a)[ J? g(OKs(t, Vsin2h?(t—a) dt ] Ke(b, 1)
— i A—%25in40(a)sin26(a) fab q(OKs (t, &) Ke (t, &) sin2AM?(t—a) dt
— 2 2-5in 26(a)] f, q(HQ(e0s2h2(t—a) dt ] Ke(b, 1)
+ 3 27%%in 20(a) [, a(DQUKe (1 eos2h2(t=a) o

— 2 2-%5in40(a)[ [, a(t)Q()sin22(t—a) dt ] Ke(b, 1)
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+ 2 2-%5ind0(a) [ q(D)Q(K (t, M)sin2AM7(t—a) dit
+0(?)
elde edilir. Bulunan bu degerler (2.28) de yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

0(b) — 0(a) = AY2(b—a)
Y2 [— [7 q(t)dt + cos26(@)Ke(b, 1) — sin26(@)Ks(b, )]
2%~ cos 26(a) [, q(H)Q(t) sin2A?(t—a) di
sin20(a) [ q(H)Q(t) cos2A(t—a) dt
— c0s 220(@) [, q(OK«(t, ) sin2AM?(t—a) dt
— 2 sin 46(a) [, q(H)Ke(t, 1) cos22(t—a) dit
+ 1 sin46(a) [ q(OKs(t, 1) sin22Y(t—a) ot
+ 5in220(a) [ q(OKs(t, 1) cos2A2(t—a) dt |
2 %-97 [—cos 26(a) [, q(H)Q X(t) cos22Y(t—a) dt
+5in 20(3) J q(H)Q () sin2A?(t—a) dit
+ (2sin? 26(a)—C0s226(a)) c0520(a) ( [, q(t) Ke? (t, 1) cos2h?(t—a) dt
—2 sin 48(a) sin 26(a) f,, q(t) Ks? (t, 2) cos2(t—a) dt
+ (sin® 20(a)—sin40(a) c0s26(a) ) ( J,” q(t) Ks?(t, 1) sin2A 2(t—a) dit
+2 sin 48(a) cos 26(a) [ q(t) Fe? (t, 1) sin2AM(t—a) dit

+ (2cos® 26(a)—sin46(a) sin26(a) )( f; q(OKs(t, L) Ke (t, ) sin2AY?(t—a) dt
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+ (—2sin® 20(a) + sin40(a) c0s26(a) )( S q(O)Ks (t, ) Ke (t, 1) cos222(t—a) dit
+ 5in40(a) [T q(t)Ks (t, &) Q) cos222(t—a) dt
+ 2052 20(3) [ q(t)Ks (t, A) Q() sin2A2(t—a) dt
+ 25in220(a) [ q(OKe (t, &) Q() cos2A2(t—a) dt
+5in48a) [T q(t) Ke (t, ) Q(Y) sin22 2(t—a) dit
— (sin 48(a) cos 26(a) [ q(t) Ke (t, %) cos2W2(t—a) dt ) Ke(b, )
+ (sin 46(a) sin 260(a) [ q(t) Ks (t, 1) cos2A12(t—a) dt ) Ks(b, 1)
— (2c05*26(a) [ q(t) Ke (t, %) sin2W2(t—a) dt ) Ke(b, %)
+ (sin 46(a) cos 26(a) [ q(t) Ks (&, 1) sin2AY2(t—a) dt ) Ks(b, %)
= (sin40(@) [, a(t) Q) cos2A¥(t—a) dt) Ks(b, 1)
~ (2c0s 20(2) [, q(t) Q(Y) sin2AY2(t—a) dt ) Ks(b, %)
~ (sin 46(a) sin 26(a) [ () Ke (t, 1) cos22(t—a) dt ) Ke(b, )
+ (2sin® 20(a) J° a(®) Ks (t, %) cos2A2(t—a) dt ) Ke(b, 1)
— (sin 48(a) cos 26(a) [ q(t) Ke (t, 1) sin2W2(t—a) dt ) Ke(b, 1)
+ (sin 46(a) sin 20(a) J° () Ks (t, 2) sin2A2(t—a) dt ) Ke(b, 1)
~ (2sin? 26(a) [, a(t) Q1) cos2AM(t—a) dt) Ke(b, 1)

— (sin 46(a) [ q(t) Q) sin2A¥2(t—a) dt ) Ke(b, A) ]

+ o(A-?) (2.31)
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bulunur.

Bu teoremde elde edilen sonug [3] ile uyumlu ve 6zdegerler igin daha da iyilestirilmis

yaklagimlar elde edilmesini saglar.
Teorem 2.8: y"(x)+ (A -q(x) )y(x) =0
diferensiyel denklemi

y(0)=0, y(m) =0

sinir kosullar ile verilsin. Sturm- Liouville probleminin n—oo i¢in 6zdegerleri asagidaki

esitligi saglar:

A Y2 = (n+1) + = (—) [Q(m) - Ke(m, n)]

2t " n+1

+ (o ) [y a®Q®sin2(n + Dt de

— [ a(®OK(t, n)sin2(n + Dt dt]

~ 3 (o ) [ Jy a®@®cos2(n + Dt dt
— [ (DK (t, n)cos2(n + Dt dt
+ 2/ q(OKc(t, )KL, n)sin2(n + Dt de
+ 2, q(DQOK(t, n)sin2(n + Dt dt
— 2(f, a(®OK(t, n)sin2(n + Dt dt )Ks(,m n)
~ 2(J; a®Q®sin2(n + Dt dt )Ky(m, )]
~ o [Q() - Ke(m, )]
+ o(n~*)

Ispat: Ozel olarak a=0ve b= alir ve (2.31) de yerine yazilirsa;
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A Y2 = (n+1) + O(1)

olur. Buradan

1
An -1z = 1 + O(n—z)

degeri (2.31) esitliginde tekrar yerine yazilirsa An igin

1
2nt(n+1)

An 2= (n+1) + +0(n-?)

iyilestirilmis degeri elde edilir.

1 1

12 - _+ _4
A T n+1 2m(n+1)3 +0(M™),
1 _ 1 _4
An =" = 12 +0(n~?)
ve
32 - _ 1 _4
An = +0(n~)
bulunur. Ayrica
. 24 — _2
sin2An™“t = sin2((n+1) + 21T(n+1)+0(n )

=sin2(n+1)t + o(n—1)

ve

1
2m(n+1)

cos2An?t = cos2((n+1) + +0(n—?))

= cos2(n+1)t + o(n~1)

bulunur. Ayrica y(0) = 0 sinir kosulunda 6(0) = 0 ve dolayisiyla sin26(0) = 0, cos26(0) =1

oldugu g6z oniine alinsin.

Bulunan tiim bu esitlikler (2.31) de yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

teorem 2.8 ispatlanir.



3. SONUCLAR
Bu calismanin literatiire katkilar1 asagidaki sekilde 6zetlenebilir:
1 y'(x)+ {A=q(})}y(x) =0
diferensiyel denkleminin
y(b) = ay(a) + By'(a)
y'(b) =vy(a) + 8y'(a)
ayrilmamis sinir kosullarini saglamasi halinde kendine eslik kriteri elde edilmistir.
2. y'®)+ {A-a()}y(x) =0
denklemi
aoy(a) +ay’'(@ =0
boy(b) + b1y’(b) =0
ayrilmis sinir kosullari ile verildiginde 6zdegerlerinin basit olabilecegi literatiirdeki
mevcut sonucu incelenmistir.
3. XE€[xg, X2] olmak iizere

fer PO 2(0-a(y? (1A p(xy)y(x2)y (%2) = P ()Y (x0)
JoZ r(Oy2()dx JoZ r(0y2(x)dx

rayleigh orani kullanilarak 6zdegerlerin pozitifligi incelenmistir.
4. y'(x) +Ay(x) =0

denkleminin ayrilmis sinir kosullarini saglayan bazi 6zdeger problemleri i¢in green

fonksiyonu elde edilmistir.

5. L, n.mertebe lineer operatorii

n dr
L :Zrzo an—r(x)@ )
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Ly(x) = Ay(x)
denklemi ve
YL fayi™r @) + by} =0 (i=12,...,n)
siir kosulu i¢in A(A) fonksiyonu incelenmistir.
6. q € LY[a, b] ve ag, a1, bo, b1 sabitler dyleki ao? + a1? # bo? + b1? olmak iizere
y'(x) + {A=a()}y(x) =0,
y(b) = ay(a) + By'(a)
y'(b) =vy(a) + 8y'(a)
probleminin 6zdegerleri i¢in “iyilestirilmis asimptotik tahminler” elde edilmistir. Bu
tahminler
A = F(n) + o(n—%)
seklinde bulunmustur. [3] nolu ¢alismada An 6zdegerleri igin bulunan asimptotik
tahminler
A = Fa(n) + o(n—3)
seklindedir. Ayrica F(n) = F1(n) + F2(n) oldugu gérilmiistiir.
7. (6) da 6zetlenen sonuclar 6zel olarak y(0) = 0 ve y(m) = 0 Dirichlet sinir kosulu i¢in

hesaplanmustir.
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