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Yiiksek Lisans Tezi

OZET

STABILIZE SONLU ELEMANLAR YONTEMI iLE ADAPTIF AG OLUSTURMA
Mahir Ceylan ERDOGAN

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Dog. Dr. Selguk Han AYDIN
2014, 38 Sayfa

Literatiirden bilindigi iizere, konveksiyon baskin konveksiyon-difiizyon
denklemlerinin smirh boélgelerde ¢éziimlerinde smir katmanlar1 bulunur. Bundan dolay1
standart sonlu elemanlar yontemi ile esit aralikli kaba bir ag kullanilarak elde edilen sayisal
cOziimlerde, gercek coziimde olmayan salimimlar ve kararsizliklar ile karsilasilir. Bunu
gidermek i¢in, kullanilan agin diizenlenmesi veya stabilize edilmis yontem kullanilmasi
gerckmektedir. Bu tezde, en ¢ok tercih edilen stabilize sonlu elemanlar yontemlerinden
SUPG yontemiyle adaptif ag olusturularak, esit aralikli aga oranla daha yakinsak sonuglar
elde edilmeye calisilmistir. Onerilen yontem, 1 ve 2 boyutlu uzayda tamimli 6rnek
problemler iizerinde test edilerek adaptif ag ile elde edilen sonuglarin verimliligi

gozlemlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Konveksiyon-difiizyon denklemi, stabilize sonlu elemanlar
yontemleri, SUPG, Adaptif ag

VII



Master Thesis

SUMMARY

ADAPTIVE MESH GENERATION USING STABILIZED FINITE ELEMENT
METHOD
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It is already known from literature that convection dominated convection-
diffusion equations on a bounded domain have boundary layers. Therefore, there are some
oscilattion sand numerical instabilities obtained from standard finite element method using
uniform rough mesh which are not exist on the exact solution. In order to eliminate these
numerical errors, either the mesh must be refined or some stabilized method should be
used. In this thesis, the mostly used stabilized finite element method called SUPG is used
to generate an adaptive mesh and improve the stabilized finite element solutions obtained
from uniform mesh. The proposed method is tested on some problems defined in 1D and

2D, and the accuracy is observed from the obtained solutions using adaptive mesh.

Key Words: Convection-diffusion equation, stabilized finite element methods, SUPG,
adaptive mesh.
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1. GENEL BILGILER
1.1. Giris ve Calismanin Amaci

Bu tezde 6zellikle konveksiyon baskin konveksiyon-difiizyon denklemlerinin sonlu
elemanlar yontemi ile ¢dzlimiinde adaptif ag olusturularak kararl ¢dziimlerin elde edilmesi

incelenecektir.

1.2. Sonlu Elemanlar Yontemi

Bu boliimde, basta miihendislik problemleri olmak {tizere bircok fiziksel ve
matematiksel problemin ¢6ziimii i¢in kullanilmakta olan Sonlu Elemanlar Yontemi (SEY)
hakkinda 6zet bilgiler verilecektir.

Sonlu elemanlar yontemi diferensiyel denklem veya denklemlerle ifade edilen pek
cok fizik veya mithendislik problemlerinin sayisal olarak ¢6ziimiinde kullanilan yaygin bir
yontemdir. Sonlu elemanlar yontemi, keyfi herhangi bir blgede tanimlanan problemlerin,
basit alt bolgelere ayristirilarak, her bir alt bolgede daha esnek kosullarda elde edilen
¢oziimlerin birlesiminden olusan sayisal bir yontemdir.

Sonlu elemanlar yonteminin pek ¢ok farkli siirlimleri mevcuttur. Bunlarin bazilari,

e Standart sonlu elemanlar yontemi (Galerkin Method)

e  Siireksiz sonlu elemanlar yontemi (Discontinuous Galerkin Method)

e  Gelistirilmis sonlu elemanlar yontemi (Extended finite element method-XFEM)
e Ag bagimsiz sonlu elemanlar yontemi (Mesh free finite element method)

e Smoothed Finite Element methods (S-FEM)

e hp-FEM.

olarak adlandirilir.

1.3. Tarihsel Gelisim ve Literatiir Taramasi

Sonlu elemanlar yontemi ile ilk uygulamalar giiniimiizden ¢ok oncelerde yaklagik
M.S 13 yillarinda geometri alaninda olmustur. Sonlu elemanlar yontemi, m sayisimin

yaklagik degerini bulmak, dairenin alani ile ¢evresini hesaplamak igin kullanmislardir [1].



Daireyi diizenli poligonlara aymrarak basitlestirilmis problemi ¢ézmek, sonlu elemanlar
yonteminin 6nemli 6zelligini sergilemektedir.

Sonlu elemanlar yonteminde modern kullanim ilk olarak yapi analizi iizerinde
olmustur ve bu c¢alismalar Alexander Hrennikoff (1941) ve Mc Henry (1943) tarafindan
gelistirilen yar1 analitik analiz metotlardir. Hrennikoff ve Mc Henry bir boyut i¢in dogru
elemanlarin1  kullanmiglardir. Buna alternatif olarak Richard Courant ¢6ziimleri
varyasyonel formda kurmayi onermistir. Sonra Courant buna ilaveten yaklasik sayisal
cozlimleri bulabilmek amaci ile biitiin bolgeyi daha basit alt {icgensel bolgeler iizerinde
parcali sekil fonksiyonlarmi tanitmistir.

Argyis ve Kelsey (1954) enerji prensibini kullanarak “matrix structural analysis”
(matrislerin yapisal analizi) yontemini gelistirmistir. Turner ve dig. (1956) iki boyutlu
elemanlar lizerinde yaptig1 ¢alismalarda kafes eleman, kirig eleman, iki boyutlu {icgen ve
dikdortgen elemanlar i¢in eleman matrisini (rijitlik matrisini) olusturmuslardir. "Sonlu
Elemanlar" terimi ilk defa Ray W.Clough (1960) tarafindan diizlemsel gerilme analizinde
uygulanmaya baslandiginda kullanilmistir.

Martin (1965) kararhilik analizini ilk defa sonlu elemanlar yontemiyle incelemistir.
Bununla birlikte artik statik problemlerin gibi dinamik problemler de sonlu elemanlar
yontemiyle incelenmeye baslandi.

Varyasyonel formiilasyon terimi ilk kez Melosh (1963) tarafindan kullanilmistir.
Szabo ve Lee (1969) “agirhikhi rezidii yontemi” nin sonlu elemanlar ydonteminde
uygulanmasimi saglamislardir. Zaman igerisinde bunlara ek olarak, sonlu elemanlar
yontemi gelistirilerek 1s1 transferi, yeralt1 sularmin akisi, manyetik alan ve diger bir¢ok
alandaki problemlerin ¢6ziimlerine de uygulanmustir [2].

Sonlu elemanlar yontemi, etkin bir yontem oldugundan dolay1 pek ¢ok arastirmaci
tarafindan kullanilmis olup bu alanda yiizlerce makale, kitap ve benzeri ¢alismalar
yaymlanmistir. Bu ¢alismalarm bazilar [9];

Marco Tullio de Vilhena, “An analytical solution of the steady state convective-
diffusion equation with space dependent diffusion coefficient” (Journal of Membrane
Science, 71, 1-2 (1992) 51-56) isimli ¢aligmasinda konveksiyon-difiizyon denkleminin
zaman bagimsiz kararli halinin konum degisken diflizyon katsayili halinin analitik
¢Oziimiinii incelemistir. A. Rapa, L. Elliottb, D.B. Inghamb, D. Lesnicb ve X. Wen,
“DRBEM for Cauchy convection-diffusion problems with variable coefficients”,

(Engineering Analysis with Boundary Elements, 28 (2004) 1321-1333) isimli



calismalarinda ikili siir elemanlar1 yontemi (Dual Reciprocity Boundary Element Method
(DRBEM)) ile Tikhonov regiilirizasyon yontemi (Tikhonov regularisation method) veya
yuvarlanmis tekil deger ayristirmasi yontemi (Truncated Singular Value Decomposition
(TSVD) method) birlesimi ile degisken katsayili konveksiyon-difiizyon denklemini
¢ozmiiglerdir. Ming-Chih Lai ve Yu-Hou Tseng, “A fast iterative solver for the variable
coefficient diffusion equation on a disk”, (Journal of Computational Physics 208 (2005)
196-205) isimli ¢aligmalarinda kutupsal koordinatlarda tanimlanan degisken katsayili
konveksiyon-difiizyon denklemini sonlu farklar yaklasimi kullanarak preconditioned
conjugate gradient (PCG) yontemi ile ¢6ziimiinii elde etmislerdir. Yeliz Koca, ‘“Pozisyona
bagh difiizyon katsayisi iceren karsit akimli sistemlerde difiizyon isleminin
modellenmesi”, (Yiiksek Lisans Tezi, Gebze Yiiksek Teknoloji Enstitiisii, Miithendislik ve
Fen Bilimleri Enstitiisii, Kimya Miihendisligi Anabilim Dali, Gebze, 2008) yiiksek lisans
tezinde, difiizyon katsayismin pozisyonun bir fonksiyonu oldugu durumlarin
modellemelerini yapmis ve Rayleigh-Ritz yontemi ile sayisal ¢oziimlerini elde etmistir.
Dmitri Lastochkin ve Moshe Favelukis, “Bubble growth in a variable diffusion coefficient
liquid”, (Chemical Engineering Journal 69 ( 1998) 21-25) isimli calismalarinda difiizyon

katsayisinin iistel olarak konsantrasyona bagli oldugu durumu incelemislerdir.

1.4. Stabilize Edilmis Sonlu Elemanlar Yo6ntemi

Konveksiyon baski ve smir katmanli bir diferensiyel denklemin standart sayisal
yontemler ile ¢oziimiinde salinimlar, kilitlenme, tekil matrisler ile karsilagsma gibi pek cok
sayisal kararsizlik sorunlari ile karsilasilir. Bu sorunlar1 gidermek i¢in sayisal yontemde
kullanilan ag {izerinde degisiklik yapilabilir (eleman ve nokta sayismin artirilmasi,
problemin yapisina gore noktalarin sayilarmin ve yerlerinin degistirilmesi, vb. [3-5]) veya
sayisal formiilasyona ilave terimler eklenerek sayisal ¢oziimiin kararliligi saglanmaya
caligilir.

The Streamline-Upwind/Petrov-Galerkin  (SUPG) yontemi sonlu elemanlar
yonteminde ilk olarak ortaya konulan ve halen daha etkin bir sekilde kullanilan
stabilizasyon yontemidir. SUPG yontemi ilk olarak Brooks ve Hughes [6] tarafindan
konveksiyon baskin konveksiyon-difiizyon problemlerinin ¢éziimii i¢in ortaya konulmus
ve daha sonra pek ¢ok probleme uygulamasi gelistirilmistir. SUPG yontemi, standart sonlu

elemanlar yontemi ile elde edilen sonuglarda olusan salmimlar1 ve sayisal kararsizliklar



azaltarak daha yakmsak bir ¢6ziim elde edilmesini saglar. Yontemin temel yaklasimi,
standart sonlu elemanlar formiilasyonuna akim ydniinde ag bagimli terimler ekleyerek
denklemdeki kararsizliklar1 azaltmaktir. Bu terimler sayisal hatalari, akis yoniinde yapay
akigskan gibi davranarak iyilestirir.

SUPG yontemi, Petrov-Galerkin yonteminin gelistirilmesi ile elde edilen bir
stabilizasyon tiiriidiir. SUPG haricinde, hemen hemen SUPG ile ayn1 yapida olan Galerkin
en kiigiik kareler yontemi (Galerkin Least Squares — GLS), Douglas-Wang Galerkin
yontemi (Dougles-Wang Galerkin Method — DWG) de 6zellikle yiiksek dereceli cebirsel
polinomlar secildiginde kullanilan diger stabilizasyon tiirleridir. Konveksiyon-difiizyon
problemi haricinde, Stokes denklemleri, Navier-Stokes denklemleri, Magnetohidrodinamik
denklemleri gibi pek ¢ok dogrusal veya dogrusal olmayan denklemlerin sayisal elemanlar
yontemi ile ¢Oziimlerinde asagidaki stabilizasyon yontemleri pek ¢ok ¢alismada
kullanilmastir.

e ki asamali sonlu elemanlar yontemi (Two-levelfinite element method - TLFEM)
e Stabilize edilmis alt grid yontemi (Stabilized subgrid method — SSM)

e Streamline Diffusion Finite Element Method (SDFEM)

e Residual-Free Bubble Method (RFBM)

e Multiscale Finite Element Method (MFEM)

Stabilize Sonlu Elemanlar Yontemi ile yapilan ¢alismalarin bazilarimi listelenecek
olursa [9];

Ramon Codina, “Comparison of some finite element methods for solving the
diffusion-convection-reaction equation”, (Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 156
(1998) 185-210) isimli ¢aligmasinda, konveksiyon-difiizyon denkleminin degisik sonlu
elemanlar yontemi formiilasyonlar1 ile ¢Ozlimlerini, formiilasyonlarm avantaj ve
dezavantajlarmi incelemistir. Onder Tiirk, “The Finite Element Method Solution of
Reaction-diffusion-advection Equations in Air Pollution”, (Yiiksek Lisans Tezi, Orta Dogu
Teknik Universitesi, Ankara, 2008) isimli yiiksek lisans tezinde hava kirliligi modelleme
problemlerinde ortaya ¢ikan reaksiyon difiizyon adveksiyon denklemlerinin stabilize sonlu
elemanlar yontemi ile ¢Oziimiinii incelemistir. Janivita Joto Sudirham, “Space-time
Discontinuous Galerkin Methods For Convection-diffusion Problems Application to Wet-
chemical Etching”, (Doctor’s Thesis, University of Twente, 2005, Indonesia) isimli

doktora tezinde zaman bagimli konveksiyon-difiizyon denklemlerinin siireksiz Galerkin



sonlu elemanlar yontemi ile ¢éziimii ve uygulamasini incelemistir. Feng-Nan Hwang, “A
new submesh strategy in the two-level finite element method for the advective-diffusive
equation”, (Master Thesis, University of Colorado Denver , 1999, Denver) isimli yiiksek
lisans tezinde konveksiyon-difiizyon denklemleri i¢in iki agamali sonlu elemanlar yontemi
ve alt ag {izerinde uygun sonlu elemanlar agi belirlenmesi {izerine ¢aligma
gerceklestirmistir. J.M. Melenk ve C.Schwab, “An hp finite element method for
convection-diffusion problems”, (IMA Journal of Numerical Analysis, 19, 3 (1999) 425-
453) isimli caligmalarinda konveksiyon-difiizyon denkleminin hp-sonlu elemanlar yontemi
ile ¢6ziimiinii incelemislerdir. R. Bruce Kellogg ve Christos Xenophontos, “An Enriched
Subspace Finite Element Method for Convection-diffusion Problems”, (International
Journal of Numerical Analysis and Modeling, 7, 3 (2010) 477-490) isimli ¢aligmalarinda
siir katman davranismin oldugu bir boyutlu konveksiyon-difiizyon denklemini, normal
sonlu eleman yonteminde kullanilan baz fonksiyonlarmin sinir katmanmin oldugu
bolgelerde, sinir katman davranisi ile ayni yapida ek fonksiyonlar ile gelistirilmesi ile elde
edilen yeni formiilasyon ile ¢oziimiinii elde etmislerdir. J.M.L.Maubach, “A parallel finite
element method for convection-diffusion problems” (Proceedings of the ECMI-2004
conference, 2004, Eindhoven) isimli konferans c¢aligmasinda paralel sonlu elemanlar
yonteminin konveksiyon-difiizyon denklemine uygulamasmi gerceklestirmistir. Ramon
Codina I Rovira, “A Finite Element Model For Incompressible Flow Problems” (Doctoral
Thesis, Universitat Politecnica De Catalunya, 1992, Barcelona) isimli doktora tezinde,
basta konveksiyon-difiizyon denklemleri olmak iizere akis problemleri i¢in stabilizasyon
yontemlerini, kararlilik ve hata analizlerini incelemistir. R.D. Lazarov ve P.S. Vassilevski,
“Least-Squares Streamline Diffusion Finite Element Approximations to Singularly
Perturbed Convection-Diffusion Problems”, (Conference on Singularly Perturbed
Convection-Diffusion Problems Lozenetz, Bulgaria, 1998) isimli ¢aligmalarinda en kiigiik
kareler yontemi ile sonlu elemanlar yonteminin singiiler pertiirbe konveksiyon-difiizyon
problemlerinin ¢dziimlerini incelemislerdir. Gerard R. Richter, “An Explicit Finite Element
Method for Convection-dominated Steady State Convection-diffusion Equations” ( Siam J.
Numer. Anal.,, 28, 3 (1991) 744-759) isimli ¢alismasinda konveksiyon baskin
konveksiyon-difiizyon denklemlerinin yiiksek dereceli gelistirilmis sonlu elemanlar
yontemi ile ¢oziimil ve analizini yapmistir. A.I. Nesliturk, “A stabilizing subgrid for
convection-diffusion problem”, (Math. Models Methods Appl. Sci., 16 (2006) 211-232) ve

“On the choice of stabilizing sub-grid for convection-diffusion problem on rectangular



grids”, (Computers and Mathematics with Applications, 59 (2010) 3687-3699) isimli
caligmalarinda c¢ok kiiciik difiizyon katsayili konveksiyon-difiizyon denklemlerinin
stabilize ¢ozlimlerini tek noktal alt grid kullanarak elde etmistir. Eugenio Onate ve Marco
Manzan “Stabilization techniques for finite element analysis of convection-diffusion
problems” (Convection Heat Transfer.". WIT Press, 2000,10-25.) isimli ¢aligmalarinda
konveksiyon-difiizyon denkleminin  ¢oziimiinde kullanilan genel stabilizasyon
formiilasyonlarmin 6zetini ¢ikartmiglardir. Torsten LinB ve Niall Maddeny, “A finite
element analysis of a coupled system of singularly perturbed reaction-diffusion equations”
(Applied Mathematics and Computation, 148,3 (2004) 869-880) ve Christos Xenophontos
ve Lisa Oberbroeckling “A numerical study on the finite element solution of singularly
perturbed systems of reaction-diffusion problems” (Applied Mathematics and
Computation,187 (2007) 1351-1367) c¢alismalarinda singiiler pertiirbeli konveksiyon-

difiizyon denklem sistemlerinin sonlu elemanlar yontemi ile ¢oziimlerini incelemislerdir.

1.5. Adaptif Sonlu Elemanlar Yontemi

Esit aralikli ag iizerinde sonlu elemanlar yontemi kullanimi, 6zellikle smir katman
problemlerinin ¢6ziimiinde yetersiz kalmaktadir. Smir katmanmin oldugu bdlgelerde,
¢Ozlimiin karakteristigini daha etkin bir sekilde ortaya koymak i¢in eleman sayisinin
artirilmasi gerekmektedir. Bu durum ise genel denklem sisteminin biiyiimesine, dolayisi ile
hesaplama stiresinin ve hesaplama maliyetinin artmasina neden olmaktadir.

Bu sorunu gidermek icin Ozellikle 1980’11 yillarin sonlarinda ve 1990’I1 yillarin
baslarindan itibaren adaptif ag gelisimi iizerine ¢alismalar baslamistir. Adaptif ag
yontemlerinde genel olarak, ihtiya¢ duyulan bolgelerde

e Cebirsel polinonum derecesini artirma (p metodu)

¢ Eleman sayisimi artirma (h method)
seklinde iki farkli yaklagim kullanilir. Gelistirilmis yontemler ise bu iki yaklagimin
birlesimi olan hp-FEM (hem eleman sayisinin hem cebirsel polinomun derecesinin
artirilmasi) yontemini kullanirlar [7].

hp-FEM ayristirmalari fikri, Barna Szabo’nun ve Washington Universitesi, St. Louis,
Missouri’deki Ogrencileri ve 1is arkadaslarinin p metodu {izerine ¢alismalarina
dayanmaktadir [8]. P metodunda mesh tespit edilir ve yakinsama diizgiin bir bigimde ya da

uyarlamali olarak polinom mertebesi p’yi artirarak elde edilir. Spektral sonlu elementlerin



biiylik bir bdliimiiniin temsilcisi olan p metodu, sinira kadar analitik olan ¢oziimleme
problemleri i¢in iistel bir yakinsama getirebilir. Bununla birlikte periyodik sinir kosullu
birim kiiplerinde tanimlanan problemler haric bdyle bir diizenleme genellikle pratikte
olusmaz. Babuska ve Vogelius tekillikler durumunda p yakmsamasinin h yakisamasi i¢in
oldugundan (serbestlik derecesi agisindan) iki kat daha hizli oldugunu gdstermistir. Hp
uyarlanabilir metodunun ilk sinirl versiyonu (p = 1, 2, 3) Philippe Devloo tarafindan 1988
yilinda Teksastan ayriligindan kisa bir siire sonra bir araya getirildi. Birtakim 2D, 3D p ve
hp kodlar1 arastrma organizasyonlarinda ve akademik cevrede gelistirildi. Ik p
kodlarindan olan STRIPE Borje Anderson tarafindan, Isve¢ Havacilik Enstitiisii'nde
gelistirildi.  Yullar icinde, STRIPE, ugak basinci/catlak analizi, yapisal durdrgiianhik
metallerde, kompozitlerde catlak/kirik analizi, statik analiz ve mikromekanik’i iceren
birgok arastirma projesinin temeli oldu [8]. Kodlama kiitlesi ilk zorlanmis yaklasiklama
versiyonunu uygulayan ve ilk tam otomatik hp uygulanabilir stratejilerini kesfeden ve
uygulayan Waldek Rachowicz tarafindan yapildi. PHLEX olarak adlandirilan ve hp adaptif
sonlu elemanlarin ¢ekirdegini olusturan yazilim COMCO (Computational Mechanics
Company) de gelistirilmisti. COMET-X, FIESTA, PROBE, NETGEN, NEKTAR,
MELINA, PolyFEM, Pro/MECHANICA, ve Stress Check ticari amagl gelistirilen hp-
FEM yazilimlaridir.

Hp-FEM yontemi ile yapilan ¢alismalarin bazilarmai listelenecek olursa [8];

M. Ainsworth ve B. Senior “An adaptive refinement strategy for hp-finite element
Computations” (Appl. Numer. Math., 26(1-2): 165-178, December 1997) calismalarinda
hp-fem yontemini anlatmiglardir. 1. Babuska ve B.Q. Guo “Approximation properties of
the hp version of the finite element method” (Comput. Meth. Appl. Mech. Eng., 133: 319-
346, 1996) calismalarinda hp-fem ile yaklasim 6zelliklerini incelemislerdir. |. Babuska, T.
Strouboulis, ve K. Copps “hp optimization of finite element approximations: analysis of
the optimal mesh sequences in one dimension” (Comput. Meth. Appl. Mech. Eng., 150:
89-108, 1997) ¢aligmalarinda 1 boyutlu uzayda hp-fem ile mesh optimizasyonu iizerinde
calismislardir. W. Cecot, L Demkowicz, ve W. Rachowicz “An hp-adaptive finite element
method for electromagnetics. Part 3: a three-dimensional infinite element for Maxwell’s
equations” (Int. J. Numer. Meth. Eng., 57: 899-921, 2003) g¢alismalarinda 3 boyutlu
uzayda hp-fem ile Maxwell denklemlerinin ¢oziimlerini incelemislerdir. H.J. Chang, J.M.
Bass, W. Tworzydlo, ve J.T. Oden “hp-Adaptive Methods for Finite Element Analysis of
Aerothermal Loads in High-Speed Flows” (Technical Report TR-93-11.A., COMCO,



1993) caligmalarinda yiiksek hizli akimlar i¢cin hp-fem yontemini uygulamiglardir. M.
Costabel, M. Dauge, ve Ch. Schwab “Exponential convergence of hp fem for Maxwell’s
equations with weighted regularization in polygonal domains” (Math. Models. Meth. Appl.
Sci., 15(4), 2005) calismalarinda hp-fem yontemin Maxwell denklemleri igin istel
seviyede yakimsakligini incelemislerdir. L. Demkowicz, J.T. Oden, ve Ph. Devloo “On h-
type mesh refinement strategy based on a minimization on interpolation error” (Comput.
Meth. Appl. Mech. Eng.,53: 67-89, 1985) c¢alismalarinda enterpolasyon hatasinin
minimize edilmesi ile hp-fem yonteminin uygulamasmi gergeklestirmislerdir. L.
Demkowicz, J.T. Oden, ve R. Rachowicz “A new finite element method for solving
compressible Navier-Stokes equations based on an operator splitting method and hp
adaptivity” (Comput. Meth. Appl. Mech. Eng., 84: 275-326,1990) ¢alismalarinda Navier-
Stokes denklemlerinin ¢éziimlerini hp-fem yontemi ile incelemislerdir. Ph. Devloo, J. T.
Oden, ve P. Pattani “An hp adaptive finite element method for the numerical simulation of
compressible flow” (Comput. Meth. Appl. Mech. Eng.,203-235, 1988) calismalarinda
sikistirilabilir akimlarin  hp-fem yontemi ile sayisal ¢oziimii ve similasyonunu

gostermiglerdir.

1.6. Tezin Plam

Tez asagidaki taslak c¢ergevesinde hazirlanmistir. Bolim 2’de ilk olarak
konveksiyon-difiizyon denkleminin standart sonlu elemanlar yontemi ile formiilasyonu
verilmistir. Daha sonra SUGP tiirii stabilizasyon yontemi anlatilip denklemlere eklenecek
ilave terimlerin formiilleri verilmistir. Bu boliimde son olarak, SUPG yontemi kullanilarak
1D ve 2D uzayinda adaptif ag gelistirme algoritmasi sunulmustur. Boliim 3’de ise 6rnek
problemler iizerinde, Bolim 2’de elde edilen sonuglarin 1D ve 2D problemlerine

uygulamalar1 yapilarak elde edilen sonuglarin yorumlar1 yapilmistir.



2. YAPILAN CALISMALAR, BULGULAR VE iRDELEME

Bu boliimde ilk olarak sonlu elemanlar yontemi anlatilacaktir. Daha sonra stabilize
edilmis sonlu elemanlar yontemi incelenecek. Adaptive sonlu elemanlar yontemleri gozden
gegcirildikten sonra, tezde uygulanan adaptive yontemin ayrintilari verilecektir.

Sonlu elemanlar yontemi, smirli bir Q bdlgesinde tanimlanmis sinir deger
probleminin sayisal olarak ¢dziimiinde kullanilan bir yontemdir. Ik olarak problem tanim
bolgesi Q daha basit (sade) alt bolgelere ayristirilir. Bu alt bolgeler ‘eleman’ olarak
adlandirilir. Elemanlar ise diigim noktalar1 olarak adlandirilan noktalarla birbirine
baglanarak problem tanim bdlgesi olusturulmus olur. Diiglim noktalar1 haricindeki diger
noktalarm da dahil oldugu tiim noktalara ayriklastirma noktalar1 denir [9,10].

Yontem Ozetle li¢ ana adimdan olusur:

1) Birinci adimda, genel hali ile verilen problem tanim bdlgesi, geometrik olarak
basit alt bolgelere ayrilir.

2) Ikinci adimda, her bir eleman igin diferensiyel denklemin ¢dziimii, bilinmeyen
fonksiyonun eleman iizerinde se¢ilen noktalarda (node) cebirsel polinomlar tiirtinden ifade
edildikten sonra, denklemin varyasyonel formu kullanilarak elde edilen dogrusal denklem
sistemi tiirtinden ifade edilir.

3) Son adimda ise her bir eleman i¢in elde edilen denklem sistemlerinin etkilesimi
(assembly procedure) yapilarak problem bolgesi {izerinde gegerli genel denklem sistemi
olusturulur ve ¢6ziim, noktasal (discreate) olarak elemanlar tizerinde segilen noktalarda

elde edilir.

2.1. 1 Boyutlu Uzayda Elemanlar

Bir boyutlu uzayda elemanlar dogru pargalari ile gosterilir. Elemanlarin u¢ noktalari
(digiim noktalar1) ayriklastirma noktalar1 olarak segilir ise bu tiir eleman dogrusal (lineer)
eleman olarak adlandirilir. Nokta sayisi ti¢ olursa (liglincii eleman genellikle orta nokta

segilir) bu tiir elemanlar ikinci dereceden (kuadratik ) eleman olarak adlandirilir.
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2.2. 2 Boyutlu Uzayda Elemanlar

Iki boyutlu uzayda genellikle iiggen ve dortgen elemanlar kullanilmaktadir. Bu tezde
sadece iicgen elemanlar kullanilacaktir. Segilecek sekil fonksiyonunun derecesine gore
iicgen eleman {lizerinde ig, alt1 ve daha fazla ayriklastirma noktas: kullanilabilir. Eger
ayriklagtirma noktalar1 sadece ii¢genin kose noktalari olarak segilirse bu tiir eleman
dogrusal (lineer) liggen eleman olarak adlandirilir. Bélgenin liggenlere ayriklastirilmasinda
dikkat edilmesi gereken kurallar; tiggenler iist iiste gakismamali, bolge i¢inde bosluk
kalmamali (bolgenin tamamu liggenlestirilmeli), bir tiggenin kdse noktas1 diger herhangi bir
ticgenin kenarma denk gelmemeli ve iiggenler bir birlerine sadece kose noktalarindan

baglanmalidir.

2.3. Sekil Fonksiyonlari

Sonlu elemanlar yonteminde bilinmeyen fonksiyon, her bir eleman i¢in eleman
tizerinde seg¢ilen ayriklastirma noktalar1 kullanilarak tanimlanan sekil fonksiyonlarinin (Nj)

dogrusal kombinasyonu olarak
U = U509 =Y UrN ) 1)
i=1
formunda tanimlanir [10].

2.3.1. 1 Boyutlu Uzayda Sekil Fonksiyonlari

1 Boyutlu uzayda sekil fonksiyonlarini tanimlamak i¢in N; sekil fonksiyonlar ile

eleman tlizerinde secilen X; ayriklastirma noktalar1 arasinda saglanmasi gereken
1, igjise
NS (x.)=
() {O, i = jise (2.2)

ozelligi kullanilir.

Eleman iizerinde sadece iki nokta segilir ise bu tiir elemanlar dogrusal eleman olarak
adlandirilir ve dogrusal elemanlar i¢in N; sekil fonksiyonlar1 a ve b sabit sayilar olmak

uzere
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N (x;)=a+bx;, ij=12 (2:3)

formunda tanimlanirlar. Yukarida verilen, sekil fonksiyonlarinin saglamasi gereken (2.2)

ozelligi kullanilarak a; ,b; ve a; ,b, degerleri yerine yazilar ise Ni(x) ve Nz(X)

_ (X=X, _ (x=x)
Nl(X) - (Xl_XZ) ’ NZ(X) - (XZ_Xl) @9

olarak bulunur.

2.3.2. 2 Boyutlu Uzayda Uc¢gen Eleman i¢in Sekil Fonksiyonlar:

Bu tezde sadece iicgen elemanlar kullanilacagi i¢in {iggen elemanlar iizerinde
tanimlanan sekil fonksiyonlar1 incelenecektir. U¢gen eleman iizerinde se¢ilen noktalar saat
yoniinde veya saatin tersi yoniinde sirasi ile numaralandirir (¢ogunlukla saatin tersi yont

kullanilir) ve tiim elemanlar i¢in ayn1 yon kullanilmalidir.

(T .y) (T2.Y9)

Sekil 2.1. Kbse noktalar1 verilen genel bir liggen
Dogrusal iiggen eleman i¢in sekil fonksiyonlar1
N.(x,y)=a+bx+cy, i=123 (2.5)

formunda tanimlanir. 1 boyutlu elemanlar iizeride tamimli sekil fonksiyonlar1 igin
tamimlanan kural 2 boyultlu elemanlar igin de gegerlidir. Ornek olarak, N; baz fonksiyonu
birinci ayriklastirma noktasinda 1 degerini diger noktalarda (ikinci ve liglincii ayriklagtirma
noktalarinda) ise sifir degerini alr. Buna goére dogrusal iiggen eleman igin sekil

fonksiyonlarmni bulmak igin
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Nl(X17 Y1) =1= a1+b1 X+G Y,
Nl(XZ'yZ) =0= a1"'b1 X,+C Y,
N,(X;,y;)=0=a,+b x;+C Yy,

Nz(X1'Y1) =0 :az"'bz X,+G Y,
Nz(X21y2):1:az+b2 X,+C Y, (2.6)
Nz(Xsfys) =0 =a2"'b2 X3+C Y3

N,(X,y,)=0=a,+b, x,+C, Yy,
N,(X,,Y,)=0=a,+b,x,+cC,y,
N3(X3’y3) =1= a3+b3 X3+ CY;

dogrusal denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemlerinin ¢6ziimiinden A,, € iiggen

elemaninin alani olmak tizere

Nl(X, y) = X, Y3 —X3Y,+ (yzz_pi/e,) X+ (Xs_ Xz) y

N, (X,y) = XY, =X Y+ (y32_AZl) X+ (Xl_ XB) y

(2.7)

N3 (X, y) _ XY, = XY+ (ylz_éz) X+ (Xz — Xl) y

olarak bulunur.
Herhangi bir iiggen eleman icin sekil fonksiyonlar1 bu yontem ile hesaplanabiliyor
olsa dahi, sonlu elemanlar yOonteminin programlanmasida bu yOntem yerine, verilen
herhangi bir liggen dogrusal doniisiimle standart birim ilicgene donistiiriiliir ve sekil
fonksiyonlar1 bir kereye mahsus olmak tizere sadece standart birim iiggen i¢in hesaplanir.
(x,y) koordinat sisteminde tanimlanan herhangi keyfi bir tiggeni (&,7) koordinat
sisteminde standart birim tiggene dontistiirebilmek igin
X=a,+a,é+a,n
y=PB+055+ B

dogrusal doniisiimii kullanilir.

(2.8)
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C,(0,1)

Az, )

'™ |

T A,(0,0) B, (1,0)

Sekil 2.2 Genel bir tiggenin standart bir tiggene doniigsmesi [9]

2.3.2.1. Keyfi Tamimlanms Bir U¢genin Standart Birim Ucgene Déniisiimii

(X, y) koordinat sisteminde iiggenin kose noktalar: (X1, Vi), (X2, Y2), (X3, Ys) olarak

almir ve sekil fonksiyonlarinin 6zellikleri ve agsagidaki tablo degerleri kullanilarak standart

birim iiggen i¢in sekil fonksiyonlari

N,($m)=1-—n
N,(&m)=¢ (2.9)
N;(Sm)=n

olarak bulunur [10].

Tablo 1. Kose noktalarmin doniisiim degerleri

x-y koordinat sistemi ¢ _Mkoordinat sistemi
(X1,Y1) 0.0
(X2,Y2) (1.0)
(Xs,Ys) (0.1)
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2.4. Siir Kosullar

Sonlu elemanlar yontemi sinirli bolge tlizerinde tanimli smir deger problemlerine
uygulanabilen bir yontemdir. Bundan dolay1 problemde smir kosullarmin da tanimlanmis

olmas1 gerekmektedir
Ug farkli sekilde smnir sartlari tanimlanabilir;

Sinirlarda fonksiyon degeri belirtildigi durumlar Dirichlet tiirii sinir kosulu (u=g),

sinirlarda fonksiyon normal tiirev degeri belirtildigi durumlar Neumann tiirii sinir kosul

(g—uz g) Vve smir kusullart Dirichlet ve Neumann tiirii kosullarin kombinasyonu olarak
n

. e ou
tanimlanmig ise karigik ve Robin tirii smir kosulu cu +Cza—=g, c,,C, e R olarak
n

adlandirilir.

2.5. Sonlu Elemanlar Yontemi Formiilasyonu

Oncelikle Q bdlgesi iizerinde konveksiyon-difiizyon smir deger problemi
—e&V'U+avuU = f (2.10)
diferensiyel denklemi ve

U:ngD %_L::gl’rN
smir kosullari ile tanimlanmig olsun. Denklemin ¢oziimii U(X,y) fonksiyonu, denklemin
tanimlandig1 QQ bdlgesinin tamaminda ve sinir sartlarini biitiin smirlarda saglayacagindan
dolay1 problemin bu hali problemin giiclii hali (strong form) olarak adlandirilir. Biitiin bu
kosullar1 saglayan ¢oziim teorik olarak elde edilebilir. Sonlu elemanlar yonteminde ise
problemin daha esnek kosullar altinda ¢6ziimii elde edilmeye ¢alisilacaktir.

Denklemin daha esnek kosullar altinda ¢oziimiin elde etmek igin, Oncelikle
diferensiyel denklem bir agirlik (test) fonksiyonu @ ile ¢arpilir ve problem tanim bolgesi
tizerinde integrali alinir. Bu yontem agirlikli rezidii yontemi(weighted residual method)

olarak adlandirilir.
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1 boyutlu uzayda taniml
—eU, (x)+aU, (x) = f(x), X, < X< X,
U(x,) =U, (2.11)
U(xy)=Uy

Konveksiyon-difiizyon problemine agirlikli rezidii yontemi uygulanir ise

[ (~eu, +au, - Fodx =0 (2.12)
integral esitligi elde edilir. Elde edilen bu esitlikteki ikinci mertebeden tiirev terimine kismi

integrasyon yontemi uygulanir ise

XN X
J. (su o +au o— fo)dx-—suwm| " =0 (2.13)

% X,
esitligi elde edilebilir. Bu esitlige problemin zayif hali (weak form) denir. Eger problemin
simir kosullar1 Dirichlet tiirii sinir kosullar1 olarak tanimlanmis ise, agirlik fonksiyonu i¢in

@(X,) = w(x,) =0 ilave kosulu ile sinir deger terimlerinin etkisi kaybolur. Bu durumda
Lo (su, o, +au, o— fo)dx=0 (2.14)

denklemi elde edilebilir.
Benzer sekilde 2 boyutlu uzayda
9*U(x,y) N d?U(x,Y)

ViU =
Ox? oy?

ve

3U( Y) 3U( Y)

a=(a(xy)a(xy))icin a-VU=2a,(xy) ———=+8(xy)———=

olmak tuzere

—eV2U(x, y)+a(x, y).VU(x, y) = f(x,y), (x,y)eQ
U, y)|(x,y) ey =g, I'p (2.15)

oU (x,
%K)ﬁ y)el'y =g, Iy
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esitlikleri ile tanimlanan konveksiyon-difiizyon probleminin zayif halini elde etmek i¢in

I(—sz u+a.v u-"fewdxdy =0 (2.16)
Q

integral esitliginde —V?uw terimi i¢in Divergence teoremi

j (V2 U)wdQ = j vwa)dmgSa)(n Vu)ds (2.17)

uygulanir ise

j (VUuVo+(@vu)e- fa))dxdy—qS(gn.V U)wds =0 (2.18)

esitligi elde edilir. Smir kosulunun Dirichlet tirt belirtildigi smirlarda @ =0 sarti
saglayacagindan (2.18) esitliginde bulunan sinir integrali diiser. Bundan dolay1 Dirichlet

tiiri sinir kosullar1 i¢in
jQ (VUuVa+(avu)o— f o)dxdy =0 (2.19)

integral esitligini elde edebilir.

Problem tanim bolgesi € iizerinde elde edilen integral denklemlerinin ¢oziimii,
bolgenin alt bolgelere ayriklastirilmasi ile elde edilen elemanlar {izerinde ayri1 ayri
integrallenmesi ve elde edilen sonuglarin birlesiminden bulunur. Her bir eleman {izerinde

bilinmeyen fonksiyonun sekil fonksiyonlariin kombinasyonu tiiriinden

(9 ~ U300 = Y UENE ()

yazilmasi ile denklemlerin zayif hallerinden varyasyonel halleri elde edilir.

2.5.1. 1 Boyutlu Varyasyonel Hal

1-D Varyonyonel hali i¢in sonlu elemanlar yonteminde, denklem (2.13) de U yerine

(2.1) deki yaklagim yazilir ise

Xis1

000 e D oS ue N S e N
J‘(a‘&;ui P +awi2:1:ui P fcojdx (ga);ui 8Xj

X

Xi+1
=0 (2.20)
X.
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integral denklemi elde edilir. Benzer sekilde agirlik fonksiyonu da sekil fonksiyonlarmin

dogrusal kombinasyonu olarak ifade edilir ise

n Xis1 8N aNe eaN 41 e
Z[L [5 > ax aNe & de}u —J f N Sdx

i=1

(2.21)

X.
i+1 O
X.

S e ONF ue
_Z_l:gN‘ x

integral denkleminde i,j indislerinden matris-vektor formunda
Xis1 ON? £
K =J- g—'% \ e Ny dx
% OX OX ox

eleman matrisi,

= jge f N dx (2.22)

yiik vektorii ve

. ONS . |Xi.
Q=) eNs—us| ™

Y OX X;
normal tiirev vektorii olmak iizere
K J{ur} ={F}+ {7} (2.23)

esitligi elde edilir. Eleman bazinda elde edilen matris ve vektorlerin bir birlerine etkilesimi

(assembly procedure) gergeklestirildikten sonradiferensiyel denklem igin
[K]{u}={F} (2.24)

genel matris-vektor sistemi elde edilir.
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2.5.2. 2 Boyutlu Varyasyonel Hal

Bir boyutlu uzaydaki sonlu elemanlar yaklagimi ile iki boyutlu uzaydaki sonlu
elamanlar yaklagimi paralellik gosterir. Buna gore (2.18) denkleminde bilinmeyen u(x,y)

fonksiyonu ve agirlik fonksiyonu yerlerine sekil fonksiyonlar tiirtinden ifadeleri yazilir ise

n ON¢ e ON¢ e e e
Z I &(— N, +—1 N, )+a1NfaN' +a2Nj?aN' xdy tuf
|7 Coax ox oy oy OX oy

—_[Qe f Nj"dxdy—("}re eNjq,ds=0, j=1,2,...,n (2.25)
esitligi elde edilir.

aNe e aNe e e e
K§ =] {e(— N N )+a1NfaN' +a2NfaN' xdy
Q, OX OX oy oy OX oy

Fje = IQE f N?dXdy (2.26)

Qf = <_|‘>r eNjq,ds
tanimlamalar1 kullanilarak elde edilen denklem eleman bazinda matris-vektor formunda
[K* Jjuf={Fef+ e (2.27)

seklinde ifade edilebilir. 1 boyutlu uzaydaki duruma benzer sekilde her bir eleman igin elde

edilen eleman matrisleri ve yiik vektorlerinin etkilesiminden
[KRu}={F}+{Q} (2.28)

genel matris-vektor sistemi elde edilir. Elde edilen bu genel (global) sisteme Dirichlet tiirii

sinir kosul degerleri uygulandiktan sonra ¢6ziim elde edilir [9].



19

2.5.3. Stabilize Edilmis Sonlu Elemanlar

Literatiirde bilindigi tlizere konveksiyon baskin veya smir katmanmna sahip
konveksiyon-difiizyon denklemlerinin standart Galerkin sonlu elemanlar yontemi ile
¢coziimiinde kararli sonuglar elde edebilmek icin yogun bir grid (mesh) kullanilmasi
gerekmektedir. Ayriklagtirma nokta sayisinin artirilmasi ise elde edilen genel matris-vektor
sisteminin boyutunun biiylimesine neden oldugundan dolayr hesaplama maliyetini
artirmaktadir. Bunun yerine ise, nokta sayisini artirmadan, sinir katman bdlgesine gore
noktalarin dagilimi diizenlenebilir. Shishkin ve Backhvalov mesh algoritmalar1 bu alanda
en c¢ok kullanilan grid ayarlama yontemleridir [3-5]. Bu se¢im, sayisal yontemden
kaynaklanan kararsizliklar1 belli oranda giderebilmesine ragmen yeterli olamamaktadir.
[lave olarak sisteme stabilizasyon yontemi uygalamak gerekmektedir. Sonlu elemanlar
yonteminde farkli stabilizasyon yontemleri uygulanmaktadir. Streamline-Upwind/Petrov-
Galerkin (SUPG) yontemi Brooks ve Hughes tarafindan ortaya konulan ve halen daha
kullanilmakta olan bir stabilizasyon yotemidir [6]. SUPG yonteminde sisteme eleman
boyutuna ve konveksiyon ve difiizyon katsayilarinin degerlerine bagli terimler eklenerek

¢Ozlim kararli hale getirilir.

2.5.3.1. 1 Boyutlu Denklemler icin Stabilizasyon

1 boyutlu uzayda tanimlanan

—-¢eU, +au, = f (2.29)

konveksiyon-difiizyon denkleminde konveksiyon katsayisina gore ¢ok kiigiik diflizyon
katsayis1 (0<e<<a) durumunda, denklemin standart Galerkin sonlu elemanlar yontemi ile

elde edilen

J'guxvxdx + I au,vdx = J'f dxv (2.30)

integral denklemi ikili (bilineer) formda
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e(u,v)+a(u,v)=(fv) (2.31)

esitligi ile ifade edilir ise, denklemin SUPG formiilasyonu [6]

&(u,,v,) +a(u,,v)+z,(au,av,) = (f,v) + 7, (f.av,) (2.32)

formunda yazilir. Denklemde yer alan z_ stabilizasyon parametresi; h_eleman boyu ve

Pe, = %ﬂ Pecket sayis1 olmak tizere
g
h, ,Pe_>1
_J6la]
KT 2
n, , Pe, <1
12¢ (2.33)

olarak tanimlanir [6].

2.5.3.2. 2 Boyutlu Denklemler icin Stabilizasyon

1 boyutlu uzaydakine benzer sekilde, 2 boyutlu uzayda konveksiyon-difiizyon
denkleminin SUPG formiilasyonu[6]

e((u,,v,)+(u,,v,))+(au, +a,u,,v)+7 (au, +au,,aV, +a,v,)
=(fv)+zr.(fav, +a,v,) (2.34)

Stabilizasyon parametrisi ile 7, 6yleki

h

= ,Pe_>1
- 6,3’ +a,’
- ,Pe_<1
12¢ (2.35)

[52 2
P :h’(ai—-l_azl (2.37)

o 6e
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dir [6].

2.5.4. Adaptif Yontemler

Literatiirde pek ¢ok adaptif yontem algoritmalar1 mevcuttur. Bunlardan en ¢ok
kulanilanthp-FEM olarak bilinmektedir.

Bu tezde ise yeni bir adaptif ag olusturma algoritmasi Onerilmektedir. Asamali
adaptif ag olusturmada SUPG yOntemindeki stabilizasyon parametresinin degeri
kullanilarak stireg ilerletilmektedir.

Algoritma:

1. Esit aralikli kaba bir baslangic ag1 secilir

2. Her bir eleman igin stabilizasyon parametresi 7, hesaplanir

&
3. Stabilizasyon parametresi belli bir degerden biiyiik ise (7, 2 m ) eleman boliinerek

kiigiiltiiliir (1 boyutlu uzayda orta noktasindan 2 ayri elemana, 2 boyutlu uzayda liggen

elemanlar i¢in kenarlarin orta noktalar1 kullanilarak 4 alt tiggene (Sekil 2.3 )

4. 2 boyutlu uzayda boliinmeyecek diye isaretlenen elemanlar da boliinecek komsu
eleman sayisina gore ag biitlinliigliniin saglanmas1 i¢in yeni alt tiggenlere
ayristiriirlar (asagida ayrintisi verilmektedir).

5. Belli bir adim sayis1 kadar veya bdliinecek eleman kalmayana kadar 2. adimdan

itibaren siire¢ tekrar ettirilir.

2.5.5. Ucgenlerin Boliinmesi

Boliinmek {izere isaretlenen ilicgen elemanlar Sekil 2.3 de gosterildigi sekilde
kenarlarin orta noktalar1 kullanilarak toplam 4 tiggene ayristirilir. Boliinmeyecek tiggenler

ise, boliinecek komsu eleman sayisina gore;

e Eger hi¢ bir komsusu boliinmeyecek ise, o eleman da bolinmeden oldugu gibi
birakilir.

e Sadece 1 komsusu boliinmek lizere isaretlenmis ise (Sekil 2.3 (a), AB kenarmin
oldugu komsu iiggen boliinmek iizere isaretlenmis), komsu elemanin bdliinmesinden

eklenen yeni nokta (nl) ‘dan dolayi, ag biitiinliigiiniin saglanmasi ve ortantili (hemen
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hemen agilar1 ve kenarlar1 bir birine esit) iggen elemanlar olusturmak i¢in, iiggenin
agirlik merkezinde yeni ag noktasi (al) da kullanilarak iiggen 4 iiggene ayrilir (E1,
E2, E3, E4).

2 komsusu boliinecek tiggenlerde ise (Sekil 2.3 (b), AC ve BC kenarlarinin komsu
oldugu tiggenler boliinmek lizere isaretlenmis), yeni eklenen noktalar (n1 ve n2) ve
yine ti¢cgenin agirlik merkezi (al) kullanilarak tiggen 5 liggene ayrilir (E1, E2, E3,
E4,E5).

3 komsusunun da bolinmesi durumunda ise kendisi de otomatik olarak boliinmek

lizere isaretlenir ve 4 alt iggene ayrilir (Sekil 2.3 (c)) (E1, E2, E3, E4).

E4 | E3 Nl n2 n3 A n2
a1 ~%_—
E1 | E2 al El E2
El

A nl B A B

(a) (b) ©)

Sekil 2.3. Uggenler (a) bire boliinmiis (b) ikiye bdliinmiis (c) lige boliinmiis



3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, bir onceki boliimde bir boyutlu ve iki boyutlu uzaylarda sabit ve
degisken konveksiyon katsayili konveksiyon-difiizyon denklemleri i¢in dnerilen adaptif ag
olusturma yontemi bazi Ornek problemler iizerinde test edilip, bulunan sonuglarin

yorumlar1 yapilacaktir.

3.1. 1-D Konveksiyon-Difiizyon Problemi

Ik olarak 1 boyutlu uzaydaki drnekleri inceleyelim.

Ornek 1.

[k 6rnek olarak

—-eu, +U, =0

u(0)=1, u(1)=0

esitlikleri ile verilmis 1 boyutlu konveksiyon-difiizyon denkleminin sayisal ve gergek
(analitik) ¢dziimleri karsilastirilacaktir. Oncelikle € =0.01 degeri igin 17 esit aralikli nokta
(16 eleman) ile elde edilen ag iizerinde stabilizasyon uygulanmadan, standartd Galerkin
sonlu elemanlar yontemi ile elde edilen ¢6ziim gercek coziim ile karsilastirilmaktadir
(Sekil 3.1). Problemin sag u¢ sinir noktasinda sinir katmani mevcut oldugundan dolayz,
standart sonlu elemanlar yontemi ile elde edilen sonuglarda 6zellikle smir katmaninin
oldugu bolgeye yakin yerlerde salmimlar oldugu ve bunun gergek ¢oziimle uyusmadigi
gozlemlenmektedir. Ayni problem, ayni ag (esit aralikli 17 nokta) lizerinde SUPG
stabilizasyon formiilii kullanildiginda ise, sayisal ¢oziimdeki salinimlarin ortadan
kayboldugu ve saywisal c¢oziimiin gergek c¢oziime yakinsadigr Sekil 3.2°den
gozlemlenmektedir. Esit aralikli 33 nokta (32 eleman) kullanildiginda ise stabilizasyon
uygulanmadigi durumda, azalmis olsa dahi halen daha ¢oziimde salinimlar oldugu (Sekil

3.3), stabilizasyonlu ¢6ziimlerin ise hemen hemen gergek ¢oziimle ¢akistigi gdziikmektedir
(Sekil 3.4).
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Sayisal

Gergek

1.0 AV/\V/\
\

0.2 04 0.6 0.8 1.0

Sekil 3.1. Standart sonlu elemanlar yontemi ile sayisal ¢oziim ve gercek
¢oziimiin karsilastirmasi (17 nokta)

1.0 Sayisal
Gergek
0.8
0.6
04
0.2
0.2 04 0.6 0.3 1.0

Sekil 3.2. Stabilize sonlu elemanlar yontemi ile sayisal ¢oziim ve gergek
¢ozlimiin karsilastirmasi (17 nokta)
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1.2 / Sayisal
Gergek
1.0 il
NN
0.8
0.6
0.4
0.2
0.2 04 0.6 0.8 1.0

Sekil 3.3. Standart sonlu elemanlar yontemi ile sayisal ¢6ziim ve gercek
¢oziimiin karsilastirmasi (33 nokta)

1.0 \ Sayisal
Gergek

0.8

0.6

04

0.2

0.2 04 0.6 0.3 1.0

Sekil 3.4. Stabilize sonlu elemanlar yontemi ile sayisal ¢oziim ve gercek
¢Ozlimiin karsilastirmasi (33 nokta)
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Benzer durum —eu,, +U, =1u(0)=0, u(1)=0 problemi icin de gdzlemlenmektedir

(Sekil 3.5).

08

0.6

0.4

04 0.6 08 1.0 0.2 04 0.6 08 1.0

(@) (b)

Sekil 3.5. Standart (a) ve stabilize (b) sonlu elemanlar yontemleri ile sayisal ¢6ziim ve
gercek ¢ozlimiin karsilagtirmast

Ornek 2.

Bu ornekte ise, degisken konveksiyon katsayili konveksiyon-difiizyon denkleminin
¢Ozlimii incelenmistir.
—-&u, +Xu, =0

u(0)=0, u(1)=1

Degisken konveksiyon katsayisindan dolayi, her bir eleman i¢in stabilizasyon
katsayis1 da degisecektir. Bu nedenle oOnceki oOrneklerde her asamada elemanlarin
davraniglar1 (boliinme/boliinmeme) ayni kalmasina ragmen, bu durumda ise 6zellikle smir
katmaninin  oldugu bolgedeki elemanlarda daha fazla boliinmenin  oldugu
gozlemlenmektedir. €=0.1 degeri ile ilk asamada esit aralikli 3 nokta (2 eleman) ile
baglatilan siirecte, her bir asama sonunda elde edilen ag nokta konumlar1 Sekil 3.6 de
gosterilmistir. Sekillerden de goriilecegi ilizere, ilk asamada her bir eleman esit aralikli
olarak boliinmesine ragmen, ikinci ve liclincli agsamada ise sadece sag sinir bdlgesinde
olusan smir katmanma yakin elemanlar boliinmekte ve son asamada ise 12 noktaya (11
eleman) iceren adaptif bir agin olusmustur. Sekil 3.7 de ise elde edilen adaptif ag ile ayni
nokta ve elaman sayisina sahip fakat esit aralikli ag kullanim ile elde edilen sonuglarin

karsilastirilmast yapilmistir. Grafikten de ¢ok agik sekilde goriildiigli {lizere, stabilizasyon
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kullanildigindan dolay1 esit aralikli ag kullanilarak elde edilen sonuglarin kararli olmasina
ragmen adaptif ag kullanilarak elde edilen sonuclar ger¢ek c¢oziime gore cok daha

yakinsaktir.

(@) (b) ©)

Sekil 3.6 Her asama sonunda ag noktalarmin dagilimi

1.0

Sayisa S
aysal 10 e Sayisal

Gergek

08 Gergek
R 08

0.6 0.6

04

04

0.2 0.2

0.2 04 0.6 08 1.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

(@) (b)

Sekil 3.7. Adaptif ag (a) ve esit araliklik ag (b) kullanarak elede edilen sayisal ¢6ziimler
ile gercek ¢ozlimiin karsilagtirmasi
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3.2. 2-D Konveksiyon-Difiizyon Problemi

Bu boliimde ise, onerilen adaptif as olusturma yonteminin 2 boyutlu uzayda 6rnek

problemler tizerinde testi gergeklestirilecektir.
Ornek 3.

Ilk 6rnek problem olarak, sinir kosullar1 Sekil 3.8 de birim kare bdlge iizerinde
tamimlinan homojen konveksiyon difiizyon problemi difiizyon katsayisi &£=0.01 ve

konveksiyon katsay1 vektorii a=0.75(y, x) degerleri i¢in ¢oziilmiistiir.

(0.1) 0 (1.1)

(0,0) u=sinmxX (1,0)
Sekil 3.8. Problem tanim bdlgesi ve sinir kosullar

Esit aralikli, diizgiin dagilimh iiggenler kullanilarak elde edilen kaba ag iizerinde
baslatilan adaptif siirec 3 asamali olarak gerceklestirilmistir. Ilk asama sonrasinda tiim
licgen elemanlar boliindiiglinden dolay1 yine esit aralikli, esit boyutlu liggen elemanlardan
olusan ag elde edilimistir (Sekil 3.9 (a)). 2. asamada ise, sol alt kdseden baslayarak,
stabilizasyon katsayisinin degeri kiiclilmeye basladigindan dolayr boliinme islemleri de
azalmaya baslamaktadir (Sekil 3.9 (b)). Bu durum 3. asamada c¢ok daha fazla
belirginleserek, etkinin sag iist koseye dogru daha fazla yayginlasdigi gozlemlenmektedir
(Sekil 3.9 (c)). Adaptif agm sag iist koseye dogru yigilmasinin, denklemin 2 boyutlu
¢coziim egri izdiisiimleriyle de uyumlu oldugu son sekilden de goriilmektedir (Sekil 3.9
(d)). Konveksiyon katsayisinin degerinden dolay1, sag tist kdseye dogru bir akim olmast,
ozellikle sag kenarda ve sag iist kdseye dogru bir sinir katmanmin olusmasi, ¢éziimiin bu
bblgede hasas davranmasini ve sonlu elemanlar ydnteminde stabilizasyon ihtiyacini

gerektirmektedir.
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(@) (b)

(© (d)

Sekil 3.9. Adatif ag siirecinde elde edilen aglar ( ikinci asama (a), {li¢iincii asama (b),
dordiincii asama (c)) ve sayisal ¢oziim izdiisiim egrileri (d)
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Ornek 4.

Bu problem, dikdortgensel bolgede 1s1 katman problemi olarak bilinmektedir [11].
Konveksiyon difizyon denklemi difiizyon katsayis1 £=0.01 ve konveksiyon katsay1
vektorii a=(2y,0) degerleri i¢in ¢Oziilmiistiir. Problem bolgesi ve sinir kosullar1 Sekil
3.10 da gosterilmistir. Soguk alt kenardan, sicak iist kenera dogru bir 1s1 gegisinde sol
kenarin sabit, sag kenarin ise genislik ile dogrusal olarak orantili bir sekilde 1sitildig1 kabul

edilmektedir.

(0,0,5) 1 (1, 0.5)

1 2y

(0,0) u=0 (1,0)
Sekil 3.10. Problem tanim bdlgesi ve sinir kosullar

Bir onceki oOrnekte oldugu gibi, esit aralikli ag kullanilarak baslatilan siireg
sonrasinda alt kenardan iist kenara dogru agm gittikge yogunlastigr goriinmektedir. 3
asama sonrasinda elde edilen adagtif ag kullanilarak elde edilen ¢6ziimiin 2 boyutlhu iz

diisiim egrileri de son sekilde gosterilmektedir.
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0.5
>
0 0 1
X
@)
05
>
0 0 1
X
(b)

Sekil 3.11. Adatif ag siirecinde elde edilen aglar ( birinci agsama (a), ikinci asama (b),
ticlincii asama (c)) ve sayisal ¢oziim izdiisiim egrileri (d)
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Sekil 3.11’in devami

05

(©

(d)
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Ornek 5.

Bu 0rnek ise, birim kare bolge igerisinde kenar sinik kosullarina ek olarak i¢ bolgede
de smir kosulu belirtilmektedir [11]. Problemin ¢ =0.01 ve a=(0.5—y,x—0.5) degerleri

icin ¢oziimii incelenmistir. Smir kosullar1 ve problem tanim bolgesi Sekil 3.12 de

verilmektedir.

©0,1) 0 (1,1)

0 (0,5,0,5) 0
cos( i (4y-1)) +1
2

(0,00 (0,5.0) (1,0)

Sekil 3.12. Problem tanim bdlgesi ve sinir kosullar

Problem, i¢ sinir bdlgesinde en biliyiikk degerini alir ve bu bdlge komsulugunda
fonksiyon degerinde hizli degisimler olur. Bundan dolay1 adaptif agda yogunlasma bu
noktalardan baslayip, 6zellikle kdse noktalarda daha da etkin olmaktadir (Sekil 3.13 (a) ve
(b)). Coziimiin 2 boyutlu iz diistim egrileri Sekil 3.13 (¢) de ve 3 boyuthu yiizey grafigi de
Sekil 3.13 (d) de verilmektedir. 3 boyutlu grafikten ¢6ziim fonksiyonunun davranisi daha
acik bir sekilde goriilmektedir.
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(@) (b)

(© (d)

Sekil 3.13. Adatif ag siirecinde elde edilen aglar (ii¢iincii asama (a), dordiincii asama
(b)) ve sayisal ¢6ziim izdiisiim egrileri () ile 3 boyutlu grafigi (d)

Ornek 6.

Son olarak yontem L-seklindeki bolge tizerinde tanimlanan ve smir kosullar1 Sekil
3.14 de verilen konveksiyon-difiizyon denkleminin [12], £ =0.01 ve a=(-y,x) degerleri
icin ¢0zlimi incelenmistir. Adaptif yontem ile elde edilen ag iledenklemin ¢ozlimiiniin 2
boyutluizdiigiim egrilerinin grafigi Sekil 3.15 de gosterilmistir. Problem, bolgenin hemen

hemen tamaminda smir katmani davranigi gosterdiginden dolay:r yogun bir ag kullanimi
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gerektirmektedir. Bundan dolay1 hemen hemen her asamada tiggen elemanlarin tamaminin

boliindiigii gozlemlenmektedir.

(0,1) 0 (1,1)

(0,5, 0.5)

05,0 u=1_ 10

Sekil 3.14. Problem tanim bolgesi ve smir kosullari

S S S S s

(@) (b)

Sekil 3.15. Adatif ag siireci sonunda elde edilen ag (a) ve sayisal ¢oziim izdiisiim
egrileri (b)



4. SONUCLAR

Bu ¢alismada bir ve iki boyutlu uzaylarda konveksiyon baskin konveksiyon-difiizyon
denklemlerinin stabilize edilmis sonlu elemanlar yontemlerinden en ¢ok kullanilan SUPG
yontemi kullanilarak adaptif ag olusturularak, esit boyutlu (uniform) ag kullanimima oranla
daha yakinsak sayisal sonuglar elde edilmeye calisilmistir. Onerilen adaptif ag olusturma
yontemi bir ve iki boyutlu uzaylarda sabit ve degisken konveksiyon katsayili 6rnek
problemler iizerinde test edilmis ve yorumlar1 yapilmistir. Elde edilen sonuglardan

olusturulan adaptif agin ¢oziimlere olan etkisi gdzlemlenmistir.



5. ONERILER

Bu c¢alismada stabilize edilmis sonlu elemanlar yontemi kullanarak olusturulan
adaptif ag ile konveksiyon-difiizyon denklemlerinin bir ve iki boyutlu uzaylarda sayisal
coziimleri incelenmistir. Tezde, oOzellikle smir katman problemlerinde, konveksiyon
katsayisinin baskin oldugu durumlarda adaptif ag kullanimimin sayisal ¢oziimlerdeki etkisi
gosterilmeye  calisilmustir.Onerilen  yontemin, konveksiyon-difiizyon — denklemleri
haricinde, Navier-Stokes denklemleri gibi dogrusal olmayan denklemlere ve birden fazla
bilinmeyenli denklem sistemlerine genellestirilerel uygulamasi ileriki asamalardaki
calisma olarak gerceklestirilebilir.

Ayrica, literatiirde en ¢ok kullanilan hp-adaptif ag iiretme yontemi daha detayli bir
sekilde incelenip, Onerilen yontemin hp algoritmasi ile birlestirilip birlestirelemeyecegi

arastirilabilir.



6. KAYNAKLAR

10.

11.

12.

Davies, A.J., The Finite Element Method: An Introduction with Partial Differential
Equations, Second Edition,1-6, Oxford University Press Inc.,New York, 2011.

Logon,D.L., A First Course In The Finite Element Method, Fifth Edition,2-4,
Cengage Learning, USA, 2010.

Linb, T., Analysis of a Galerkin Finite Element Method on a Bakhvalov-Shishkin
Mesh for a Linear Convection-Diffusion Problem, IMA Journal of Numerical
Analysis, 20, 4 (2000) 621-623.

Linb, T., Layer-adapted Meshes for Convection-Diffusion Problems, Computer
Methods in Applied Mechanics and Engineering, 192, 9-10 (2003) 1061-1105.

Hans-Gork, R., Schoenfeld, M., and Luts, T., Robust Numerical Methods For
Singularly Perturbed Differential Equations, Springer, 2008.

Brooks AN and Hughes TJR. Streamline upwind/Petrov-Galerkin formulations for
convection dominated flows with particular emphasis on the incompressible
Navier-Stokes equations. Computer Methods in Applied Mechanics and
Engineering, 32 (1982 ) 199-259.

Bangerth, W., and Rannacher, R., Adaptive Finite Element Methods For
Differential Equation, Birkhauser, 2000.

Demkowicz, L.F., Computing With hp-Adaptive Finite Elements One and Two
Dimensional Eliptic and Maxwell Problems, Charman & Hall, 2007.

Ciftei, C, Degisken Diflizyon Katsayili Konveksiyon-Diftizyon Denklemlerinin
Sonlu Elamanlar Yontemi Ile Coziimii, Yiiksek Lisans Tezi, Karadeniz Teknik
Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Trabzon, 2012.

Reddy, J.N., An Introduction to the Finite Element Method, The McGraw-Hill
Companies, 2006.

Neslitiirk, A.I, Approximating the incompressible Navier-Stokes equations using
two level finite element method, Doktora Tezi, University of Colorado, Applied
Mathematics, Danver, 1999.

Brezzi, F., Marini, D. and Russo, A., Applications of the pseudo residual-free
bubbles to the stabilization of convection-diffusion problems. Computer Methods
in Applied Mechanics and Engineering, 166 (1998) 51-63.




OZGECMIS

1987 yilinda Rize'nin Pazar Ilcesi’nde dogdu. ilkokul ve orta 6grenimini Hamidiye
[Ikogretim Okulu’nda, liseyi ise Ardesen Yabanci Dil Agirlikli Lisesi'nde okudu. 2006 yilinda
girdigi Atatiirk Universitesi Matematik Boliimii’nden 2010 yilinda mezun oldu. 2010 yilinda
Karadeniz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali'nda yiiksek

lisans programina basladi. Iyi seviyede ingilizce bilmektedir.



