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ONSOZ

Bu galismada, literatiirde 6nemli bir yer tutan (s,S) tipli yari-Markov modeller
sinifindan olan “Genellestirilmis beta miidahaleli (s,S) tipli rastgele yiiriiyiis siireci’’ ele
alinmis ve asimptotik yontemlerle incelenmistir.
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esirgemeyen danisman hocam Sayin Yrd. Dog¢. Dr. Tiilay Kesemen’e en igten
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Yiiksek Lisans Tezi

OZET

GENELLESTIRILMIS BETA MUDAHALELI (s,S) TIPLI RASTGELE
YURUYUS SURECI

Cisem OCAL

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Tiillay KESEMEN
2013, 44 Sayfa, 9 Sayfa Ek

Bu calismada, kesikli sans karigimli bir yari-Markov rastgele yiiriiylis siireci (X (t))
ele alinmistir. Bu silire¢ matematiksel olarak tanimlanmis ve ergodik dagiliminin ilk dort
momenti igin kesin ifadeler elde edilmistir. Bunlardan yararlanarak, {¢,},n > 0 rastgele
degiskenler dizisinin dagilmi s,S,a,8 >0, 0 <s < S < oo olmak iizere (s,S,a,p)
parametreli genellestirilmis beta dagilimina sahip olmasi durumunda ve E({,) — oo iken
siirecin ergodik dagiliminin ilk doért momenti i¢in asimptotik sonuclar elde edilmistir.
Bunlara ilaveten, bu asimptotik sonuglardan yararlanarak, siirecin ergodik dagiliminin
carpiklik ve basiklik katsayilari i¢in de asimptotik agilimlar bulunmustur. Son olarak elde

edilen asimptotik agilimlarin dogrulugu Monte Carlo simiilasyon metoduyla test edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yari-Markov rastgele yiiriiyiis siireci, kesikli miidahale, asimptotik
acilimlar, genellestirilmis beta dagilimi.
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Master Thesis

SUMMARY

ASYMPTOTIC RESULTS FOR THE SEMI-MARKOVIAN RANDOM WALK WITH
GENERALIZED BETA DISTRIBUTED INTERFERENCE OF CHANCE

Cisem OCAL

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematic Graduate Program
Supervisor: Assist. Prof. Tilay KESEMEN
2013, 44 Pages, 9 Appendix

In this paper a semi-Markov random walk process (X(t)) with a generalized beta
distributed of chance is considered. X(t) is constructed mathematically and exact formulas
for the first four moments of the ergodic distribution of the process are obtained. Using
these expressions the asymptotic expansions for the first four moments of the ergodic
distribution of the process are found as E({,) — o when the random variable , has a
generalized beta distribution with parameters (s,S,a,B), 0 < s < S < oo. Moreover, the
asymptotic expansions for the skewness and kurtosis of the ergodic distribution of the
process X(t) are established. Finally, the accuracy of the approximation formula is tested
by the Monte Carlo simulation method.

Key Words: Semi-Markov random walk process, discrete interference of chance,
asymptotic expansions, generalized beta distribution.
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SEKILLER DiZiNi

Sekil 1. Genellestirilmis Beta Miidahaleli rastgele yiiriiyiis siirecinin bir gosterimi
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TABLOLAR DiZiNi

Tablo 1. EX igin asimptotik ve simiilasyon degerlerinin karsilastirilmasi ..
Tablo 2. EX? i¢in asimptotik ve simiilasyon degerlerinin karsilastirilmasi
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E()
EE™)
E[¢]
fixfa
Fon
Inf A
SupA
Lim,_, f(x)
P{}
P {3
Var(¢)

Var, (§)

1 ted
’A(t):{o teA

a(x)~ b(x)
g(x)=o(p(x))
9(x)=0(¢ (x))
M (s)

M (s)

a<<oo

SEMBOLLER DiZiNi

¢ rasgele degiskenin beklenen degeri

¢ rasgele degiskenin n. baslangi¢c momenti
¢ rasgele degiskeninin mutlak momenti
f1 ve f, fonksiyonlarinin konvoliisyon ¢arpimi
f fonksiyonunun kendisiyle n kat konvoliisyon ¢arpimi
A kiimesinin infumumu

A kiimesinin supremumu

X, o’ a giderken f(x) fonksyonunun limiti

{.} olaymin olasilig1

{.} olayimin kosullu olasilig1

¢ rasgele degiskenin varyansi

¢ rasgele degiskenin kosullu varyansi
A kiimesinin indikator fonksiyonu

a(x)’in b(x)’ e asimptotik denkligi

o)

lim,_,, (

lim,_,, (%) <C<ow

M(t) fonksiyonun Laplace doniistimii
M(t) fonksiyonun Laplace-Stiltijes doniistimii

a sonludur



1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Miihendislik, iktisat, fizik, kimya ve biyoloji gibi bilim alanlarinda yapilan
caligmalarda ortaya ¢ikan birgok problemin incelenmesinde, ifade edilmesinde ve
¢oziilmesinde yenileme, 6diillii yenileme, rastgele yiiriiylis sliregleri ve onlarin tlirevleri
genis bir Ol¢lide kullanilmakta ve boylece biiylik kolayliklar saglanmaktadir.

Olasilik kuramu rastgele olaylarin analizi ile ilgilenen bir bilim dalidir. Olasilik
kuraminin ana Ogeleri rastgele degiskenler, rastgele siiregler, olaylar olarak sayilabilir.
Bunlar ya tek olarak ortaya ¢ikan ya da bir zaman donemi i¢inde geliserek meydana gelen,
ilk gorlintisii rastgele bir sekilde olan deterministik olmayan olaylarin veya o6lgiilebilir
miktarlarin matematiksel soyutlamalaridir. Matematiksel olasilik kuraminin tarihsel kokleri
16. yy’da Gerolamo Cardano ve 17. yy’da Pierre de Fermat ile Blaise Pascal tarafindan
yapilan sans oyunlarinin matematiksel incelemelerine kadar dayanir.

Baslangigta, olasilik kurami genellikle ayrik olaylari incelemek icin gelistirilmis ve
kullanilan  yontemler genel matematik kurallarmma dayandirilmistir.  Fakat,
giderek matematik analiz gortsleri daha agir basarak olasilik
kuramina siirekli degiskenlerin incelenmesinin de katilmasi gerekmistir. Bu gelismenin su
andaki en son agamasinin temelleri, Andrey Nikolaevich Kolmogorov tarafindan, 6l¢iim
kuramina baglantili olan modern olasilik kurami olarak ortaya ¢ikartilmistir. Kolmogorov
Richard Von Mises tarafindan ortaya atilan 6rneklem uzayi kavramlarini = lgiim
kurami kavramlar1 ile birlestirerek 1933'te modern olasilik  kurami igin esas
olan Kolmogorov aksiyomlarini ortaya konmustur. Bu gelisme kisa zamanda, bilim
diinyasi1 tarafindan modern olasilik kuraminin ana aksiyom sistemi olarak benimsenmistir.
[statistik bilim dalmin matematiksel temelini olusturan olasilik kurami, biiyiik veri
serilerinin niceliksel analizini gerektiren bircok insan faaliyetinin incelenebilmesi ve
anlasilabilmesi i¢in temel esaslar1 olusturur. Bunun yanisira olasilik kurami, olasilik
kuraminin yontemleri ve durumlari hakkinda sadece kismen bilgimiz olabilecek (6rnegin

istatistiksel mekanik gibi) karmasik sistemlerin tanimlanmasina da uygulanabilir.
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Olasilik teorisinde stokastik kavrami ise ilk kez bu teorinin kurucularindan olan J.
Bernoulli (1654-1705) tarafindan kullanilmaya baglanmistir. Sonra bu kavram bir siire
unutulmus olmasina ragmen iinlii olasilik¢i V. Bortkiyevig (1868-1913)’ in biiyiik
katkisiyla 20. yy’in baglarinda yeniden kullanilmaya baslanmistir. Stokastik siire¢ kavrami
ise sistematik olarak A. N. Kolmogorov A. Y. Hingin gibi iinlii bilim adamlari tarafindan
ortaya konulmus ve bu alanda ilk esasli sonuclar elde edilmeye baslanmistir. A. N.
Kolmogorov giiniimiizde Markov tipli siirecler olarak adlandirilan stokastik siireclerin
esaslarim1 ortaya koyarken, A. Y. Hingin ¢alismalarinda stasyoner siiregler olarak
adlandirdig1 stokastik siiregler iizerinde calismalar yapmistir. Stokastik siireglerin tam
olarak belirlenmesi i¢in ¢ok sayida kiime ortalamalar1 (durum ortalamasi) gerekir. Fakat,
bu islem hem karmasik hem de pahalidir. Bu nedenle az sayida gbzlem kiimesiyle yetinilir.
Bunun i¢in rastgele siire¢ olusturan kaynagi temsil eden fiziksel mekanizma saglanabilir ve
bazi temel sartlar altinda zaman ortalamalarinin durum ortalamasma yakinsadig
gosterilebilir. Bu amagla, Gihman ve Skorohod (1975) kesikli miidahaleli yari-Markov
stirecleri i¢in genel ergodik teoremi ifade etmislerdir. Cagimizda stokastik stireglere iliskin
problemlere biiytik ilgi gosterilmektedir. Stokastik modellerin 6zellikle de Markov ve yari-
Markov stokastik modellerin uygulama alanlar1 hizla genislemektedir. Giivenirlilik
teorisinin, stok kontrol teorisinin, risk teorisinin ve matematiksel biyolojinin bir¢ok énemli
problemi Markov veya yari-Markov modellerinin yardimiyla ¢6ziilebilir.

Literatiirde, Markov ve yari-Markov modelleri ile ilgili bir¢ok teorik c¢alisma
mevcuttur. Bu ¢aligsmalarin, bir kismi uygulamanin ihtiyacini karsilayabilecek nitelikte olsa
da bir¢ogundaki sonuglar uygulama igin yararli olabilecek nitelikte degildir. Ciinkii, ele
alman modeller gereginden fazla idealize edilmislerdir. Ayrica, miidahaleyi ifade eden
rastgele degiskenler genis bir sinifa ait olduklarindan siirecin temel karakteristikleri i¢in
kullanilabilir formiillerin elde edilmesi ¢ok zordur. Fakat asimptotik yaklasim yontemi bu
zorlugu biraz olsun ortadan kaldirmaktadir. Son yillarda matematigin bir¢ok alaninda
oldugu gibi olasilik teorisinde de biiyiik ragbet goren bu yontem yardimiyla elde edilen
sonuglar, yaklasik formiiller olmalarina ragmen birgogu bilginin biiyiik kismini icermekte,
diger yandan, arastirmacilarin kolaylikla kullanabilecekleri sadelige sahip olmakta, ele
alinan siirecler siifin1 daraltmayan ve dolayisiyla da biyiik smiflar i¢in genel kurallarin
elde edilmesine imkan saglamaktadir. Bu nedenle son yillarda asimptotik yoOntemler
uygulanarak yaklagik, fakat pratik Oneme sahip olan bir¢ok degerli calisma ortaya

konulmustur. Ornegin, Kesemen (2006) doktora tezinde bor¢ alma stratejisi olarak



yorumlanan {; rastgele degiskeninin A > 0 parametreli Ustel, ikinci ve iigiincii mertebeden
Erlang ve (a,A) parametreli Gamma dagilimlarina sahip olmasi durumunda siirecin
ergodik dagiliminin ilk dért momenti i¢in kesin formiiller ve asimptotik agilimlar elde
etmistir. Mammadova (2011) doktora tezinde, normal miidahaleli rastgele yiiriiyls siirecini
matematiksel olarak tanimlayip, siirecin ergodik dagiliminin ilk dort momenti i¢in kesin ve
asimptotik sonuclar elde etmistir. Gamma miidahaleli siirecler incelenirken ortaya cikan
integraller genellikle yenileme fonksiyonunun Laplace doniisimii yardimiyla ifade
edilebilirler. Normal miidahaleli siireclerin incelenmesinde ise literatiirde yer alan Miller
teoreminden yararlanilir, fakat genellestirilmis beta miidahaleli siirecler heniiz bu agidan
incelenmemistir. (@, f) parametrelerinden dolayr esnek bir yapiya sahip olan
Genellestirilmis Beta miidahaleli siireglerin arastirilmasi hem bilimsel hem de pratik
O6neme sahiptir. Bu nedenle bu ¢alismanin temel amaci, asimptotik yontemleri kullanarak,
Genellestirilmis Beta miidahaleli rastgele yiiriiyiis siirecinin olasilik ve sayisal
karakteristikleri i¢in pratik 6neme sahip olan yaklasik ifadeler elde etmektir. Bu maksatla,
stirecin ergodik dagiliminin ilk dért momenti i¢in analitik ve asimptotik formdiiller elde
edilmistir. Bunlardan yararlanarak siirecin ergodik dagiliminin carpiklik, basiklik
katsayilar1 i¢in de asimptotik agilimlar elde edilmistir. Ayrica, Monte Carlo simiilasyon

yontemi kullanilarak elde edilen yaklagik formiillerin dogrulugu test edilmistir.

1.2. Literatiir Arastirmasi

Bu tezde, stokastik siireclerin énemli bir sinifim1 olusturan “Genellestirilmis Beta
Miidahaleli Yari-Markov Rastgele Yiiriyiis Siireci” ele alinmistir. Bu amagla, arz-talep
miktarlarini ve onlarin ortaya ¢ikma anlarini rastgele degiskenler dizisi yardimiyla ifade
ettikten sonra, belirli yenileme ve rastgele yiirliylis siireglerini tanimlayarak, bu
kavramlarin araciligiyla fiziksel model yari-Markov rastgele yliriiylis siireci bigiminde
matematiksel olarak tamimlanacaktir. Bu nedenle, yari-Markov rastgele ylriiyiis
stireglerinin son yillardaki gelisimi hakkinda bilgi verilsin.

Yari-Markov siire¢ kavrami, Levy (1987), Smith (1965-1966) ve Takacs (1997) gibi
olasikgilar tarafindan ortaya atilmistir. Yari-Markov siireglerinin tamaminda durum uzay1
sonlu oldugundan ve sicrama anlart fiziksel olarak belirlendiginden bu kavramin
genellestirilmesine ihtiyag duyulmustur. Bu amagla Cinlar (1986), Gihman ve Skorohod
(1975), Serfoza (1971), Ezhov (1967) ve Korolyuk (1981) ¢aligmalarinda genel durum



uzayma sahip yari-Markov slireci tanimlarini vermislerdir. Bu siireglerle ilgili bir¢cok
onemli problemleri ise Borovkov (1986), Korolyuk ve Borovskikh (1981), Cinlar (1968,
1975), Takacs (1954, 1977), Kemperman (1963), Kovalenko vd. (1983), Shurenkov vd.
(1984,1989) calismalarinda ayrintili bir bi¢imde incelemislerdir.

Yari-Markov siiregleri i¢in ergodik teoremler ve bu siireglerin ergodik dagilimlari
teorik ve uygulama bakimindan 6nem arz etmektedir. 1975 yilinda Smith (1958,1959)
yari-Markov sinifina ait olan yenileme siirecleri i¢in esas ergodik teoremi ispatlamustir.
Ezhov ve Shurevkov (1977) tarafindan yari-Markov siiregleri igin ergodik teoremler
ispatlanmistir. Ayrica Shurenkov (1989) yari-Markov siireglerin ergodik dagiliminin
varlig1 i¢in gerek ve yeter sartlar1 elde etmistir. Anisimov (1995,1999), Dzhafarov vd.
(2003), Korolyuk ve Svichchuk (1967) tarafindan yari-Markov siiregler igin en genel
durumda limit teoremleri verilmistir. Skorohod ve Slobodenyuk (1970), Nasirova
(1984,1998) ve Harlamov (1973) ise rastgele yiirliylis siiregleri i¢in limit teoremlerini
vermislerdir.

Yari-Markov siireglerinin incelenmesinden sonra uygulamada karsilagilan bir takim
problemlerin incelenmesi ve ¢ozliimlenmesi icin yari-Markov siirecinin degisik tipleri, yani
bariyerli tipleri incelenmeye baslandi. Bunlar ise bir bariyerli veya iki bariyerli olarak
siiflandirilabilir. Bu bariyerlerde ortaya ¢ikan somut problemlere bagl olarak yansitan,
tutan, yutan vs. olabilir. Nasirova (1984), sifir seviyesinde tutan bariyere sahip olan bir
bariyerli yari-Markov rastgele yiiriiyiis siirecini kurmustur. iki bariyerli rastgele yiiriiyiis
stirecleri hem pratik hem uygulama bakimindan 6nemli olmalarindan dolay1 bu siiregler
hakkinda Korolyuk ve Borovskikh (1981), Lotov (1982,1991), Prabhu (1981), Zhang
(1992), El-Shehawey (1992), Weesakul (1961), Kastenbaum (1966), vs. tarafindan birgok
ilmi ¢aligmalar yapilmistir. Ancak yapilan bu ¢alismalarin ¢ogu sonlu durum uzayina sahip
rastgele yiiriiylis siiregleri igin smir-deger problemleriyle iliskilendirilmistir. Khaniyev
(1984,1986) ise iki tutan bariyerli yari-Markov rastgele yiiriiyiis siirecini kurmus ve
incelemistir. Khaniyev (1984,1986) bu siire¢ igin, siirecin dagilimini, verilen bir seviyeye
ilk kez ulagma aninin dagilimini, siirecin beklenen degeri, varyansi gibi bazi olasilik
karakteristiklerini hesaplamig ve siire¢ i¢in ergodik teoremini ifade ve ispat edip, bu siireg
icin limit teoremlerini vermis ve siirecin asimptotik durumunu incelemistir. Ayrica
Nasirova, Yapar ve Khaniyev (1998) sifir seviyesinde yansitan ve § > 0 seviyesinde tutan

bariyerli yari-Markov toplam rastgele yiiriiyiis siirecini kurmus ve bu silirecin dagilim



fonksiyonunun Laplace doniisiimii ile siirecin ilk kez yansima aninin dagilimlarini
vermiglerdir. Ayrica siireg i¢in seriler seklinde limit teoremlerini ispatlamiglardir.

Kesemen (2001) yiiksek lisans tezinde ele aldigi modeli bir bariyerli Yari-Markov
rastgele yiiriiyiis stireci olarak incelemis ve X(t) siirecinin ergodik dagiliminin karakteristik
fonksiyonu Sy, smir fonksiyonelinin yardimiyla ifade edip siirecin ergodik dagiliminin
ilk iki momenti i¢in kesin formiiller elde etmistir. Kesemen (2006) in doktora tezinde,
bor¢ alma stratejisi olarak yorumlanan {; rastgele degiskeninin A > 0 parametreli tstel,
ikinci ve ticlincli mertebeden Erlang ve (a,A1) parametreli Gamma dagilimlarina sahip
olmasi durumunda siirecin ergodik dagiliminin ilk dért momenti i¢in kesin formiiller ve
asimptotik agilimlar elde edilmistir. Kesemen (2013), Weibull miidahaleli rasgele yiiriiyiis
stirecinin ilk dort momenti i¢in asimptotik ac¢ilimlar elde etmistir. Ayrica, yine bu siireg
icin zayif yakinsama teoremini ispat etmistir. Kesemen ve Yetim (2013) gecikmeli ve
pareto miidahaleli rastgele yiirliylis siireci i¢in ilk dort momenti i¢in asimptotik agilimlar
elde etmistir ve bu siire¢ i¢in zayif yakinsama teoremi ispat etmistir. Mammadova (2011)
doktora tezinde normal miidahaleli rastgele yliriiyiis silirecini matematiksel olarak
tanimlay1p, slirecin ergodik dagiliminin ilk dért momenti i¢in kesin ve asimptotik sonuglar
elde etmistir.

Bu calismada mevcut ¢alismalardan farkli olarak genellestirilmis beta dagilimi ele
alinmigtir. Clinkii, beta dagiliminin siirekli dagilim fonksiyonlar1 ailesi igerisinde diger
dagilim fonksiyonlarindan daha esnek bir yapiya sahip olmasi reel uygulamalarda daha
pratik olarak kullanilabilme avantajini kazandirmaktadir. a ve B parametrelerinin farkli
secimleriyle beta fonksiyonunun grafigi de esnek bir sekilde degisim gosterir. Bunun yani
sira son yillardaki arastirmalarda bu esnekligin daha fazla saglanabilmesi igin beta dagilimi
tizerinde bir takim genellestirmelere gidilerek farkli fonksiyonel formlarda dagilim
fonksiyonlari elde edilmistir.

Genellestirilmis beta dagilimiyla ilgili ilk olarak ¢alisan James B. McDonald ve Xu
J. Yexiao (1994) dir. Bu aragtirmacilart Simon C. Parker takip etmektedir. Simon C. Parker
(1998) genellestirilmis beta dagiliminit ABD' nin gelir vergisi verilerine uygulayarak
pareto ve lognormal dagilimdan daha esnek bir yapiya sahip oldugunu gostermistir. Beta
dagiliminin, boyle esnek bir yapiya sahip olusu ve bundan dolayr da reel hayatta ortaya
¢ikan problemlere karsi daha fazla uyumlu olabileceginden bu c¢alisma, hem teorik hem
uygulama agisindan 6nem arz etmektedir. Bu caligmada fiziksel model, bir rastgele

yurliyiis siireci yardimiyla ifade edildikten sonra, bu siire¢ bir {T,,} yenileme siireci ve bir



{Y,} rastgele yiiriiylis siireci yardimiyla matematiksel olarak insa edilmistir. Ayrica,
stirecin ergodik dagiliminin ilk dért momenti i¢in asimptotik sonuglar elde edilip, bu
asimptotik sonuglardan yararlanarak, siirecin ergodik dagilimimin g¢arpiklik ve basiklik
katsayilar1 i¢in de asimptotik agilimlar elde edilmistir. Son olarak elde edilen asimptotik

acilimlarin dogrulugu Monte Carlo simiilasyon metoduyla test edilmistir.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Genellestirilmis Beta Miidahaleli Yari-Markov Rasgele Yiiriiyiis Siirecinin
Asimptotik Yontemlerle incelenmesi

2.1.1. Fiziksel Model

Bu caligmada, ele alinan stokastik silire¢ olusturmadan Once asagidaki gercek
modeller incelensin:

Model 1. Merkez Bankasindaki para rezervlerinin optimal yonetilmesi:

Merkez Bankasindaki para rezervlerini belirli araliklarla artirarak kritik esige
inmesini 6nlemek ve dolayisiyla diinya ve iilkemizde olabilecek olaganiistii durumlarda
Merkez bankasinin ve ona bagli olan kuruluslarin zor duruma diismesini énlemek i¢in bu
calismada elde edilecek sonuglarin uygulanmast miimkiin olacaktir. Ayrica bu sonuglar
g6z Oniinde bulundurularak merkez bankasi ve hazinede bulunan para stoklarinin isletilip
en uygun sekilde dagitilmasini saglamak i¢in optimal dlgiitler ¢ikarilabilecektir.

Model 2. Su barajlarindaki stok miktarinin optimal kullanimi:

Barajdaki su birikimi, baraji besleyen kaynaklardan elde edilen miktara bagl olarak
zamanla degisim gosterir. Bu degisimde bolgeye yagan kar ve yagmurlar etkilidir. Buna
karsin, sulama, buharlagsma, yanlara sizma ve ¢esitli amaglar i¢in su sikintist olan bolgelere
aktarilan su miktar: barajlardaki su seviyesinin azalmasina neden olan baslica etmenlerdir.
Bu faktorlerin hemen hemen hepsi rastgele zamanlarda ve miktarlarda oldugundan dolay:
barajdaki su seviyesinin her zaman daha Once belirlenen alt ve {ist esikler arasinda
gerceklesmesi beklenmemektedir. Bu nedenle, su miktarinin arzu edilen esikler arasinda
kalmasini saglamak icin, stok miktar1 iist esige ulastifinda baraj kanallarinin agilmasi, alt
esige yaklastiginda ise sahip olunan stok miktarinin tasarruflu kullanilmasi1 ya da ek
kaynak arama yoluna gitme gibi yontemlere bagvurulabilmektedir. Bu ¢alisma kapsaminda
sozii edilen Onlemler ve sakincali durumlarin ¢6ziilmesine bilimsel katkilar

saglanabilecektir.



Model 3. Sigorta sirketlerinin ¢aligmas:

Sigorta sirketlerinin anaparasi misterilerinden alinan primlerle artar, rastgele anlarda
gerceklesen kazalar sonucu olusan zarardan dolay1 miisteriye 6denen miktarlarla da azalir.
Sansa bagh olarak girdiler ¢iktilardan fazla ise sirketlerde isler iyi gider ve para kazanirlar.
Sansa bagli oldugundan dolay:1 ¢iktilarin fazla olma durumunda ise zarar ederler. Bu
durumla karsilagsmak istemeyen sigorta sirketleri zamaninda ek Onlemler almak zorunda
kalirlar. Bu model Sekil 1°de grafiksel olarak verilmistir. Bu c¢alisma, sigorta
sirketlerindeki ana paranin optimal sekilde yoOnlendirilmesinin (sansa birakilmaksizin)
matematiksel algoritmasini da gelistirmis olacaktir.

Yukarida agiklanan ger¢cek modelleri ifade edecek stokastik siireg, matematiksel

olarak kurulmaya ¢alisilsin.

2.1.2. X(t) Siirecinin Matematiksel Kurulusu

(2,F,P) olasilik uzayinda tanimlanmis {&,},{n,},{¢,},n =1 dizileri bagimsiz
rastgele degiskenler dizisi olsunlar. Ayrica, her bir dizinin elemanlar1 da kendi aralarinda
bagimsiz ve aym dagilima sahip olsunlar. {£,},n = 1 sadece pozitif, {n,}, n =1 hem
pozitif hem negatif degerler alabilen rastgele degiskenler dizisi olsun. {y, {5, ..., {y, ---
rastgele degiskenleri ise (s,S) araliginda degerler alabilen ve {, =z;z€ (5,5),s >0
seviyesinden baglayan ve (s,S,a, ) parametreli genellestirilmis beta dagilimina sahip
rastgele degiskenler olsun. Ayrica &, n, ve (, rastgele degiskenlerinin dagilim
fonksiyonlar1 belli olup sirasiyla ®¢(t) , F,(x),m(z) olsun. Yani ;

pe(®) =P{&1<t}, F®=Pm<x}, n2={G<2z}

{&,},n = 1 dizisinden yararlanilarak asagidaki yenileme dizisi insa edilsin:

n
To=0,T1=¢ , T, =8+ '---anZZEi n=1

=1

{n,},n = 1 dizisinin yardimi ile de asagidaki rastgele yiiriiyiis siireci kurulsun:

n
S0 =051 =11,8, =M #1120, S0 = ) 7 in 21
i=1

Tam degerli {N,},n > 1 rastgele degiskenler dizisi asagidaki gibi tanimlansin:

No=0, Ny =inflk =N, +1:3, =S+ Sy, <s}n=0,



Ayrica,
$o=2€[s,5],0n =Ty 4nysin, n=1Ve V() =Emax{n=0:T, <t} t>0
dir. Burada,
N(z)

SN(Z)EZm iLp=N;+N,+--+N,, ;m=>1;z€(sS5);s>0
i=1

dir.{N,},n = 0 rastgele degiskenler dizisinden yararlanarak asagidaki pozitif degerli

rastgele degiskenler insa edilsin:

N(z-s) Lm
70 =0 ;7,(2) = z & Tm=Z€i ; m=1
i=1 i=1

Burada 7, rastgele degiskeni siirecin s kontrol seviyesinin altina ilk kez diisme an1
olarak yorumlanir. Ayrica, {¢,}, n = 1 rastgele degiskenler dizisinin irettigi yenileme
stireci, v(t) = max{n = 0: T, < t};t > 0 olsun.

Bu bilgilerden yararlanarak bu ¢alismanin temel amaci olan X (t) siireci asagidaki

sekilde kurabilir. V t € [1,,, Tp41), 1 = 0 igin,

X(t) = max{s, ¢, + Sy) — S, } 1)

(1) ile tanimlanan X(t) siireci yari-Markov rastgele yiiriiyiis siirecidir. Bu siire¢ kesikli
sans karigimli bir yari-Markov rastgele yiiriiyiis siireci olarak bilinen bir stokastik modelin

matematiksel ifadesidir.

ﬂuX(t)
S
(1 €N1+1
inN1+1 £
| | - Enya2 QM’I
! H 1 1 1
z= (o'—f—l-h 7]25 > 1IN, +1 S -
oo 2 — .
| 52 i 1 E
o SN
I I S S S S
i i ¥ * *
= —» t
T1 T2 TN1 71 TN2 =1, TNg =15

Sekil 1. Genellestirilmis Beta miidahaleli rastgele yiiriiylis siirecinin bir
gosterimi
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2.2. X(t) Siirecinin Ergodikligi ve Ergodik Dagilim Fonksiyonu ile Karakteristik
Fonksiyonu I¢in Kesin Ifadeler

Bu boliimiin temel amaci, X(t) siirecinin ergodikligini ve ergodik dagilimini
asimptotik yontemlerle incelemektir. Bu maksatla oncelikle ele alinan X (t) siirecinin hangi
kosullar altinda ergodik oldugu incelensin.

Teorem 2.2.1. {&,}; {nn.}; {C,}; n=1,2,3,... rastgele degiskenler dizileri asagidaki ek
kosullar1 da saglasinlar:

1) 0 <E(§) < oo,

2)E(y) >0 ,EM) < +oo,

3) 1, rastgele degiskeni aritmetik olmayan bir rastgele degisken ,

4) ¢y rasgele degiskeni (s,S,a,B) s,S,a, > 0 parametreli genellestirilmis beta
dagilimina sahip olsun.

Bu takdirde, X(t) siireci ergodiktir.

Ispat: Ele alinan X (t) siireci literatiirde “Kesikli Sans Karisimli Yari-Markov Siiregleri”
diye adlandirilan genel bir stokastik siirecler sinifina aittir. Bu smif icin literatiirde
Smith’in “anahtar yenileme teoremi” tipli genel ergodik teoremi bilinmektedir (Gihman ve
Skohorod, 1975). Fakat, bu teoremin sartlari ve ifadesi olduk¢a karmasik bir yapiya
sahiptir. Bu kisimda, siirecin 6zelliklerinden yararlanilarak, zayif sartlar altinda siire¢ icin
ergodik teorem ispatlanmaya caligilacaktir. Ele alinan siire¢ igin ergodik teoremini
ispatlamak Teorem 2.2.1° in kosullart saglandiginda, yukarida adi gegen genel ergodik
teoremin sartlarinin da saglandigi gostermek anlamima gelmektedir. Bu nedenle, X(t)
stirecinin ergodik olabilmesi i¢in asagidaki iki varsayimin saglanmasi gerekmektedir.
1.Varsayim: X (t) siirecinin iginde gémiilii ergodik bir Markov zinciri mevcut olmalidir.
Incelenen durumda, bir Markov zinciri kurmak igin dncelikle, 1 olasilig1 ile, monoton artan
pozitif degerli bir rastgele degiskenler dizisi belirlenmesi gerekmektedir. Bu amagla,
yukarida tanmimlanan {t,}, n=1,2,... rasgele degisken dizisi kullanilabilir. Ciinkii tanimi
geregi, 1 olasihigiile 0 =15 <11 < Ty < < Ty < Tpgq < -+ < oo dir. Hatirlatalim ki
, Ty, rastgele degiskenleri X(t) siirecinin kontrol seviyesine diisme anlaridir ve tanimlari
geregi Markov momentleridir. X(t) siirecinin bu noktalardaki degerleri X, ile gosterilsin.
Yani X, = X(t, + 0) olsun. X(t) siirecinin matematiksel kurulusuna gére , 1 olasihig1
ile, X, = ¢, dir. {,}, n=1,2,3... bagimsiz rastgele degiskenler dizisi oldugu i¢in { X}

dizisi bir Markov zinciri olusturmus olur. Ayrica {, rastgele degiskenleri (s, S, a,3)
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parametreli genellestirilmis beta dagilimina sahip olduklarindan {X,} zinciri m(z) =
P{Zl < Z}; s < z < S duragan dagilima sahip bir ergodik zincirdir ve bu zincirin duragan

dagilimi su sekildedir:

1 A i i
") = ey | ¢ O 0P s € (59)

N

O halde Teorem 2.2.1.’in kosullar1 altinda genel ergodik teoremin ilk varsayimi
saglanmis olur.
2.Varsaymm: {t,}, n = 1,2,3,... Markov momentleri arasinda gegcen zaman siirelerinin

beklenen degeri sonlu olmalidir. Yani, her n = 1,2,3, ... i¢in;
E(Tn - Tn—l) < 00 (2)

olmahdir. t, — t,_1, n = 2,3,... rasgele degiskenleri bagimsiz ve ayni dagilima sahip

olduklarindan, (2) kosulunun saglanmasi i¢in

0

E[t,(2)] < ove E(ty — Ty_1) = j E[t,(z)]dn(z) < oo ; n = 2,3, ... (3)
0

integralinin sonlu oldugunu gostermek yeterlidir. E[t,(z)] < o dur, ¢iinkii,

T1; Ty — Ty T3 — Typ; ... ayni dagilima sahiptirler ve Wald 6zdesligine gore,

E(Tn - Tn—l) <@

ve
N1 (z)
Bln@]=E| Y & | =B, )EN @] @
dir. Burada,
S
BN, ()] = | BING = 9)ldn(2) ©)

dir. Ayrica Teorem 2.2.1’in sartlarina gore gore E(&;) < co saglanir. Bu durumda (2)

kosulunun saglanmasi i¢in

E[NI(Z)] < (6)
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olmasi yeterlidir. Simdi bunu gosterelim. Hatirlatalim ki,
E[Nz—-5s)]=U,(z—s) = 1+ZF,’;“(Z—S) (7
n=1

dir. Burada {n,},n = 1 rastgele degiskenlerinin tamimladig1 yenileme siireci U, (x) ile
gosterilmistir. U, (x) her sonlu x igin sonludur (Feller, 1971).
Diger taraftan U,(x) yenileme siireci pozitif degerli ve azalmayan fonksiyondur.

Béylece her z € (s,S) i¢in Uy (z — s) < Uy (S — s) esitsizligi elde edilir. O halde;
S S
E[N; (2)] = f E[N(z — 5)]dn(z) = f Uy (z — s)dn(2)
S S

S S
< f Uy (S = s)dn(z) = Uy (S — s)f dn(z) = Uy(S—5s) <o (8)
S S
olur. Dolayisiyla her 0 < s < S < oi¢in (2) kosulunun saglandigi gosterilmis olur.
Boylece ikinci varsayim da saglanmis oldu.
Sonug olarak , Teorem 2.2.1’ in sartlar1 altinda genel ergodik teoremin varsayimlari
saglanmig olur. Bu, X(t) siirecinin ergodik oldugunu gosterir ve bu teoremin ispati

tamamlanmus olur.

Teorem 2.2.2. Teorem 2.2.1.”in kosullar1 saglanmis oldugunda her bir sinirl, Slgiilebilir

f(x) fonksiyonu i¢in asagidaki esitlik 1 olasiligi ile dogrudur:

t oo
1 _ 1
lim ~ f ) du = s Of )y [E(AGK 3] ©)
BN @] = [ BN e ElAG )] = [ AG2)dn() (10)
0 0
A(x,z) = Z a, (x,2); a,(xz)=P{z—-S5>0;, i=1nz—-S5,<x} (1)
n=0

Sonu¢ 2.2.1. X(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu (Qx(x)) asagidaki gibi
gosterilebilir:

_E(A(2)
E(N1(¢1))

Ispati. Teorem 2.2.2 de f(x) fonksiyonun yerine gosterge (indikatdr) fonksiyonunu

Qx(x) = lim P{X(t) < x} (12)

yazilarak, (12) esitligi elde edilir.
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Sonu¢ 2.2.2. X(t) siirecinin ergodik dagilimmin Kkarakteristik fonksiyonu ((px(H))
asagidaki gibi gosterilebilir:

¢x(0) = limE(exp(i0X(D)) = 9% d,E(A(x,$1)) (13)

1 (o)
E(N1<<1))fo ©

Not. Sonug 2.2.1 ve Sonug 2.2.2 den de goriindiigi gibi, X(t) siirecinin ergodik dagilim
fonksiyonu Q,(x) ve Kkarakteristik fonksiyonunu ,(0) hesaplayabilmek igin A(x,z)
fonksiyonunu bilmek gerekir. Fakat A(x,z) fonksiyonu en basit durumlarda bile ¢ok zor
hesaplanabilen bir fonksiyondur. Bu nedenle Q,(x) ve @4(0) i¢in alternatif gosterimlere
ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu zorlugu aradan kaldirmak i¢in rastgele yiiriiyiis siirecinin temel
Ozdesliginden ve Sonug 2.2.2 den yararlanarak, ¢,(6) i¢in asagidaki alternatif gosterimi
ortaya koymak miimkiindiir (Feller,1971).

Sonug 2.2.3. X(t) siirecinin ergodik dagilimmin ¢, (8) karakteristik fonksiyonu, Sy,
simir fonksiyonelinin ve m; rastgele degiskeninin karakteristik fonksiyonlar1 yardimiyla
asagidaki gibi ifade edilebilir:

oy Psniy T — 1

. . 1 *
@x(0) = t11_)1210E(exp(19X(t)) = m}; e on (0 =1 dn(z) (14)
Burada,
@n(=6) = E(exp(=ifny)); @s,,, (—6)E(exp(—i8¢n(,)); 6 € R/{0} (15)
dir.

Ispati. Rastgele yiiriiyiis siireci igin temel 6zdesligi (Feller, 1971), Sonug 2.2.2°de yerine
yazip, gerekli hesaplamalar yapilarak, (14) esitligi elde edilir.

Not. Sonug 2.2.3 de ¢, (0) Karakteristik fonksiyonunun, Sy, sinir fonksiyonelinin uygun
karakteristigi ile ifade edilmesinin temel nedeni, literatiirde sinir fonksiyoneli ile bagh
bircok degerli sonuglarin mevcut olmasidir (Borovkov, 1965), (Feller, 1971) ve (Rogozin
vd., 1964). (12) esitliginden yola ¢ikarak, X(t) siirecinin momentlerinin asimptotik
davraniglar1 incelenebilir. Bu amag¢ igin Oncelikle X(t) siirecinin ergodik dagiliminin

momenti i¢in kesin ifadeler elde edilsin:



14

2.3. X(t) Siirecinin Ergodik Dagiliminin ilk Dért Momenti i¢in Kesin Ifadeler

Sonug 2.2.3 de X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ¢, (0) karakteristik fonksiyonu,
SN(z swmir fonksiyonelinin Karakteristik fonksiyonu ile (14) formiiliindeki gibi ifade
edilmistir. Bu formiilden yararlanarak, bu boliimde X (t) siirecinin ergodik dagiliminin ilk
dort momentini Sy ;) sinir fonksiyonelinin ilk bes momenti ile ifade edilecektir. Bu amagla

asagidaki notasyonlari tanimlansin:

My (z)
M;(z)’

My
¢, (my) = E(MY), M(2) = E(S§(p)), Miy = k_ml; My (2z) = k=15 (16)

X(t) = X(¢) —s; E(XX) = lim E((X()¥), k=1,234 (17)

Bu notasyonlar1 g6z dniinde bulundurarak, asagidaki teoremleri verilsin.
Teorem 2.3.1. Teorem 2.2.1 in kosullarina ek olarak E(|n;|3) < o olsun. Bu takdirde,

X(t) siirecinin ergodik dagiliminmn 1 ve 2. momentleri sonludur. Ayrica Sy simr

fonksiyonelinin ilk {i¢ momenti,

— 1
B = EQGM, () — 3 EMa@)] + 4y (18)

GOl
E(My(¢1))

22y 1 _ 1
ER) = ooy U FGM @) B(GMa6) + B (M, 6)|

1
+24, [B(GM60) — 5 E(Mo )| + 4, (19)
dir. Burada;
2
_ M2y _ M1 M3
Ay = 2’ Az 2 3

dir (Kesemen, 2006).

Teorem 2.3.2. Teorem 2.2.1 in kosullarina ilaveten E(|n;|®) < oo kosulu da saglandiginda
X(t) siirecinin ergodik dagiliminin 3 ve 4. momentleri sonludur ve Sy, simr

fonksiyonelinin ilk bes momenti,



BR?) = s
REC)
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3
{[E@Mi@) — 5 EEEML@0) + B(0Ms () -

1
_ZE(M4(Z1))] + A1[3E((12M1(<1)) - 3E(Z1Mz(<1)) + E(M3(Z1))]

+38, [E(@ML @) ~ 3 E(M,@0)]} + 34, 20)

EXY) =

E(Ml(il)) (e

((1 M1(Z1)) 2E(§1 M, (Zl)) + 2E(<1M3 (Zl))

B (M, (@) + g E(Ms(@)|

1
+2A, [ZE(GMKQ)) - 3E(Z1ZM2(<1)) + 2E(<1M3(<1)) + EE(M4(Z1))]

1
+64, [B(E2ML @) — E(GM2(0) +5B(M3 ()|

+6A3[2E(7;M; (%)) — E(M2(3))]} + 3A,, (21)

Burada;

myq; MgzpMpy
A3 =

3
4+ Mz (22)

12 3

4 2
M3y  M31M3,

4

MmyqMyg m§1 _ M5y (23)

A, =
YT g 2

dir (Kesemen, 2006).

6 9 30

Ispat: Teorem 2.3.1. ve Teorem 2.3.2. kosullar1 altinda SNz swir fonksiyonelin ilk bes

momentleri mevcut ve sonludur (Feller,1971). Sy, ve nj, rastgele degiskenlerinin

karakteristik fonksiyonlari i¢in Taylor seri agilimlar1 kullanilarak kesin ifadeleri (18), (19),
(20) ve (21) deki gibi elde edilir.

2.4. X(t) Siirecinin Ergodik Dagihmimin Ik Dért Momenti icin Asimptotik

Acilimlar

X(t) stirecinin ergodik dagiliminin momentleri ig¢in elde edilen kesin formiiller,

karmasik matematiksel yapida olduklarindan pratik problemlerin ¢dzlimlenmesinde

kullanighi degillerdir. Bu nedenle, pratikte daha kolay uygulanabilir formiillerin elde

edilmesi gerekir. Bu formiiller genelde asagidaki yontemlerle elde edilebilir:
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1. Ozel durumlari ele alarak, daha kiiciik smiflar icin agik ve pratik formiillerin elde
edilmesi,

2. Simiilasyon yontemlerin yardimiyla niimerik sonuglarin elde edilmesi,

3. Asimptotik yontemlerin uygulanmasi ile yaklagik formiillerin elde edilmesi.

Ayrica belirtilmelidir Ki;

Birinci yontem ele alinan siirecler sinifin1 daraltir. Dolayisiyla hem teorik, hem de
pratik yonden 6nemli olan bir¢ok problemlerin ¢6ziimiinde arastirmaciya yardimci olamaz.
Ikinci yontem, sayisal veriler talep ettigi i¢in ve sonuglar1 sayisal bicimde ortaya koydugu
icin somut bir problemin ¢6ziimiinde faydali olsa da genelleme yapilmasina imkan
saglamaz. Ugiincii yontem olan asimptotik yaklasim, son yillarda matematigin bir ¢ok
alaninda oldugu gibi olasilik teorisinde de biiyiik ilgi gérmektedir. Ciinkii bu yontemin
yardimiyla elde edilen sonuglar, yaklasik formiiller olmalarina ragmen ¢ogu zaman da
bilginin biiyilk kismin1t igermekte, diger taraftan ise arastirmacilarin kolaylikla
kullanabilecekleri sadelige sahip olmakta ve ¢ogu zaman ele alinan siiregler smifini
daraltmayan ve dolayisiyla, biiylik siniflar icin genel kurallarin elde edilmesine imkan
saglamaktadir.

Bu nedenlerden dolay1, bu ¢alismada ele alinan X(t) siirecinin ergodik dagiliminin
ilk dort momenti asimptotik yontemlerle incelenmistir. Bu incelemeyi yapabilmek igin
basamak degiskenlerine ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu nedenle, hatirlatma amaciyla, basamak
degiskenlerin tanim1 ve onlarla ilgili bircok ilging dzellikler asagida verilecektir. Oncelikle,
{nn},n = 1, rasgele degiskenler dizisinin yardimiyla asagidaki rasgele yiiriiyiis siirecini

tanimlansin:

n
Sn=zni,n21, S, = 0 (24)
i=1

ve bu siirecin basamak degiskenlerini asagidaki gibi verilsin:
vi =min{n>1, S, >0}, (25)

Vip = inflk > 1:S, >SS, }n>1 (26)

n
Xn+1 = Syne1y, — Z Xi (27)
i=1
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her n > 1 i¢in;
n
z Xi» (28)
i=1

tam degerli rasgele degiskenlerine n. (yukar1 ) basamak ani;
n
Z xi (29)
i=1

pozitif degerli rasgele degiskenine ise n.(yukar1) basamak yiiksekligi denir.

Ayrica, n =1 igin (v, x}) ler bagimsiz ve aym tir dagilima sahip rasgele
degiskenler dizisi olusturdugu bilinmektedir (Feller, 1971).

(vi, x5 giftine ise (yukar1) basamak degiskenleri denir. Basamak degiskenleri,
ozellikle birinci basamak ani (vi) ve birinci basamak yiiksekligi (x7) rasgele yiiriiyiis
stirecinin incelenmesinde 6nemli rol oynamaktadir.

N(z) sinir fonksiyonelini basamak degiskenleri yardimiyla ifade edebilmek i¢in H(z)

yenileme stireci asagidaki gibi tanimlansin:

H(z) =min{n2 1:in+ 22],220. (30)

i=1
Kolayca gormek miimkiindiir ki, her z > 0 i¢in H(z) siireci, {;;}, n = 1, dizisinin

olusturdugu bir yenileme siirecidir. Diger taraftan N(z) nin tanimina gore,
H(z)

N(z) = Z v

i=1
biciminde yazilabilir. Bu durumda, N(z) siireci 6dillii yenileme siireci olur. Bu siirecin
olasilik karakteristikleri literatiirde iyi bilinmektedir (Brown, 1975). Bunlarin yardimiyla

Sn(z) stireci asagidaki gibi tanimlanabilir:

H(X)

Sno = ) X (31)
i=1

Bu bilgiler dikkate alinarak asagidaki yardimci teorem verilebilir:
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Yardima Teorem 2.4.1. 7 rastgele degiskenin ilk iic momenti mevcut ve sonlu oldugu

taktirde Sy, sinir fonksiyonelinin ilk bes momenti i¢in asagidaki asimptotik agilimlar

yazilabilir:

B(M, (@) = BG) + 22+ o(y) 32)
E (LM, (%) = E@) +EE(<1)+0(1) (33)
1
E(GM: (3) = E@D +5 L LE@) +o (;) (34)

21 1
E(3M, (@) = E@H) + ”—E(gl) + o( ) (35)
Y
1
B(ZM, @) = B@) + 22 EGD + o (Y ) (36)
B(Mo@0) = B@) + 1B @) + o+ o(1) (37)
1
E(GMy(3) = E(@) + 1y EQ) + 22 LEQ) +o (y) (38)
1 1
E(GM2(@) = E@) + a1 BQD) +”iE(<1> +o(3) (39)
1
E(GM2 @) = B@D + 1 EGD + 5L Q@) +0(5) (40)
21 1
E(M; (@) = E@@) + =2 ” E() + 1s,E@) + 0 <v> (42)
21 1
B(GMa(@) = E@) + 522 E(@) + g EQD) + o () (42)
1
E(@M;(2) = E(%) + “21 E@) + 15, E(E) + 0 (y ) (43)
1
E(My(30)) = E@D) + 2415, E(@) + 24131 E@) +0 (y—z) (44)
1
E(C1M4(81)) = E(@D) + 212, E(@D) + 2415, E@) + 0 (‘?) (45)
1 1 1
E(Ms(30) = E(G}) + uz E@) 2 Hg E@ +o (y > “o
Burada;
e = BEGDS e =4 - M(x) = E(SKp )ik =15

dir (Mammadova, 2011).



19

Yardime1r Teorem 2.4.2: Sinirli, olgilebilir , limy_, g(x) =00lan her g:R- R

fonksiyonu ve her u € [s, S] igin asagidaki limit saglanir ( Khaniyev vd., 2011).

S
limf g(2)f(z;s,S,a,8)dz = 0 (47)
Y- Ju

Burada, y = ? dir.

Ispat: (47) esitligindeki integralde bulunan f(z; s, S, a, ) genellestirilmis beta dagilimimin
olasilik yogunluk fonksiyonu hakkinda bilgi verilsin. Oncelikle; genellestirilmis beta

rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu:

n(z) =P{{, <z} = fzf(z; 5, S, o, B)dx, (48)
m(z) = Cyy jz(x — )% 1(S — x)F1dx, (49)
1

— : : 50
CZY_(Zy)(HB—lB(O(,B) 0ssszsS<o;af>0. 0

O halde bu bilgilerden yararlanarak genellestirilmis beta dagilimmin olasilik yogunluk

fonksiyonu asagidaki gibi elde edilir:

. _ _a—1/¢ _ -1 51
f(Z'S'S'a'B)_(2y)°‘+5‘1B(a,B)(Z 5)*"1(S—2)P (51)
Simdi,
S
I = ] g(2)f(z;s, S, a, B)dz (52)
integraline,
_zZ—s
t= 7

doniistimiinii uygulansin. Sinirlar z = u igin t = uz—_ys ve z =S i¢int = 1 olarak bulunur.

Z=2yt+s

olup,
dz = 2ydt
dir.
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Bunlar, Iintegralinde yani (52) esitliginde yerlerine yazilirsa:

_(Zy)‘1 1 z —s\%1 /S —7\F1
[= B B) uz_;sg(Zyt+s)( 2y ) ( 2y ) 2vydt
__ ! fl g2yt +s)(H*1(1 — t)P-1dt (53)
B(a, B) g

elde edilir. Amag, her ¢ > 0 ve y = oo i¢in |I| < € oldugunu gostermektir. Ciinkii boylece;

s
)}Lrgf 92 f(zs,S,a,B)dz=0 (54)

olup ispat tamamlanir. Bunun i¢in basta elde edilen bilgilerden de yararlanarak asagidaki
esitsizlikleri yazilabilir:

1

<
~ B(a,B) Ju=s
2y

g2yt +s)(H)* (1 — t)P-1dt (55)

S
f g(@)f(zs,S, a,B)dz

€ >0 Kkeyfi, sabitlenmis, pozitif bir sayi, K bir takim islemlerden sonra, sonradan

belirlenebilecek olan sabitlenmis bir tam say1 ve

8 €
8(g) = sup {8 >0: f (O 11—k dt < —} >0 (56)
0 K
olmak tizere;
8(¢)
Li(e):= f lg(2yt + )| (D 1(1 — t)B-1dt (57)
0
1
L(e):= | gyt+s)(®*1(1—1t)f1dt (58)
5(¢)

seklinde tanimlanirsa (55) esitsizligi,

[11(&) + 1 (e)] (59)

S 1
ju g(Z)f(Z; s, S, qa B)dZ < m

seklini alir. Diger taraftan,

lim g(x) =0
X—00
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oldugundan, y parametresini dyle biiyiik se¢ilebilir ki,

z(¢e) = inf{z >0: ililzjlg(u)l < %} (60)

olur. Ayrica g sinirhi fonksiyon olarak verildiginden en az bir M pozitif sayis1 mevcuttur
Oyleki supysolg(x)| = M < oo saglanir. Boylece, (57) ve (58) denklemlerini géz Oniine

alinirsa;

I1(e) < M% (61)
ve

1
L(e) < % (*1(1 — OP-1dt
5(e)

e (! -1 -1
Sﬁfo O* (1 —t)f-1dt
€
= EB(GJ B)

1,(2) < £ B(aB) (62

olur. (61) ve (62) esitsizlikleri taraf tarafa toplanip (59) da yerine yazilirsa;

S M
]u 81255, 00 < & (5o + ) (63)
elde edilir.
M
= (64)
“=Bap
secilirse;
M+ Blp) <1 (65)
KB(a, B)

olacagindan, segilen (64)’ te segilen K sabiti (63)’ te yerine yazilirsa, segilen keyfi € > 0

Ve y — o igin;

S
fg(Z)f(Z:s,S,a,ﬁ)dz <e (66)
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dogru olacagindan her & > 0 ve y — oo i¢in de (66) saglanir. Boylece,
s
lim f 9g2)f(zs,S,a,B)dz=0 (67)
y—)OO u

olur ki, bu da ispati tamamlar (Khaniyev vd., 2011).
Sonu¢ 2.1.5.1: g(x) fonksiyonu, Yardimci Teorem 2.4.2 deki gibi tanimlansin ve R, (x)
fonksiyonu R, (x) = x"g(x), n=—1,0,1,2, ... olsun. Her « > 0 ve y — o iken, asagidaki

bagint1 dogrudur:

o

f Rn(tl%)dt —0 (Q) (68)

0 ta
Teorem 2.4.1: {&;, {1, n} rastgele degiskenler dizisi asagidaki ek kosullari da saglasin.
1) 0< Eg < oo,
2) Eng > 0ve E[nq|® < oo,
3) 1, aritmetik olmayan rastgele degisken,
4) ¢; rasgele degiskeni (s,S) araliginda (s,S,a,f) parametreli genellestirilmis beta

dagilimina sahip olsun.

Bu takdirde, X(t) siireci ergodiktir ve siirecin ergodik dagilimiin ilk dért momenti

iciny = % ve y — o iken, agsagidaki li¢ terimli asimptotik agilimlar yazilabilir:

X(t) = X(t) — s (69)
% = Lo (70

E) = Co1 (@ By + By (0. B) + Bra(a B) +o )

E(X?) = C31(a, B)Y* + By1 (o, B)Y + Byz(a, B) + 0o(1) (71)

E(K3) = Ca1(a, B)Y3 + B3q (0, B)Yz + B3, (o, B)y + o(y) (72)

E(X*) = Cs1(a, B)Y* + By (o, B)Y? + Baz (a, B)Y? + 0(y*) (73)

Burada;
E(TY) = Ci(o, B)YX k=15 (74)
k
Cule p) = Anet DM@+ B) ) 1o (75)

Mo+ B+l
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Cra (o, B) = % ; k=15

B ) = 5 - uzzlcff(ﬂ)m

R ol ey

B (o, B) = my;Cyy (o, B) — %
- e e

Bs1 (o, B) = 3m21c;1(°" B _ “221&4(1 OE(XB )B)

el = 2 ont )
By1 (@, B) = 6C41 (@, B)(mag — iz1) — %

B, (a, B) = 3Ca1 (00, B) <2m21p21 g+ w>

H%1C51(0@ B)  3py1C4q(a, B)(myg — ppy)

4C$ (o, B) Ci(a, B)
Burada
j25%
e =E(xf) 5t = =13
1
my
my :E(T]If) ; Mg :m ;k = 1,3
1

dir.

(76)

(77)

(78)

(79)

(80)

(81)

(82)

(83)

(84)

Ispat: Oncelikle, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin beklenen degeri igin ii¢ terimli

asimptotik agilimlar elde edilsin. Ayrica Teorem 2.3.1 de E(X) i¢in kesin formiil asagidaki

gibi elde edilmisti:

— 1 1
B) = o iz (EG M @) — 3 B G + A

(85)
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Burada:
1
J(v) = E(G:M4 (1)) — EE(MZ(Cl)) (86)
olarak secilsin. Ayrica,
2
Mo, _Man My
Al - 2 ) 2 = 2 3

dir.
Yardimer Teorem 2.4.1 deki (33) ve (37) esitlikleri yukaridaki esitlikte yani (86) da
yerine yazilirsa:

1 1 1 1
J(y) =E@D + 5 Hz1E(G) +o(1) — EE(Z%) 5 H21E(Gy) — 5 sy +o(1) (87)

1 ) 1
J(v) = 2 E(CY) — gll31 +o(1)

(74) ifadesi (87) esitliklerinde yerine yazilirsa;

2(‘1 B) H31

4+ o(1)

J) =——

1 o, 1 1
= Ca(o P |5 6C2(3(; DE (TZ)] (88)

1
EMM:(6)))

D(y) = (89)

1 _ 1

BOMLED)  B(G) +2u,, 400 [C(@y + iy, + 00
1

D(y) =

Cl((l, B)Y [1 + %Hm m% + 0(%)]
1 1 1

c1 1 M (90)
“O[i+ ot

_ 1 1 M21 1 l’l21 2 1 1
D(y) = Cl(—a,B); ll - 2C, (o, [3)§+ (ch(a B)) (lﬁ)l oY
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_ 1
E(X) =D()J(y) + §m21

_ C(op) ll 1wy 101w 11 Hg 11 by 1

T C@P) 27 40 wB)Y  8CHaP)Y?  6C 0Py | 12Cyi(a B)Cy(0 BV

1 1
+ O('Y_3) +§m21

CoaB) 101w, 11 opy 1 gy )1 1 1
-Cop'linemy Gaey saep)e o @)| e @
. CZ(OL, B) 1 Cz(a; B)“?l 1 CZ(U" B)u21 _ 1 CZ((X, B)l'li%l )l l
"~ 2¢4 (o, B)Y + 2 lle B 2¢2(a, B) <§ c3 (o, B) 6¢,(0,B)cy (0, B) ) ¥ + O( )
2@+ Rr@+p)
Gl p) = rla+B+k)(a) '’ k=15
oldugu hatirlanirsa;

a+1 4 <m21 1(a+ D(a+ B)Un)

E(X) = +B+1y 2 4 (@@+p+D
1 (a+1)(a+B)2 1 ps(a+B)\1 1
+<16 Ca+p+D "1« >§+O(§) )

EX) = C B B . <1>
(X) = C31(o, B)Y + By1 (o, B) + 12(0(:[3)]—( 0 Y

olur. Simdi de, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ikinci momenti igin y — oo, asimptotik

acilimlar elde edilsin. Ayrica, Teorem 2.3.1 de E(X?) icin kesin formiil asagidaki gibi elde

edilmisti:
B = ———{B(@M, (@) ~ E(GMa @) + 5 E(Ma@)| +
B(M, () 3
1
+24, [B(GM @) - 5 EM @) |} + 4, (94
1
J1(y) = E((%M1(Z1)) - E(§1M2 (c1)) + §E(M3(<1)) (95)

Yardimci1 Teorem 2.4.1° deki (34), (38) ve (41) esitlikleri yukaridaki esitlikte yani (95)

yerine yazilirsa,
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1 1 1
J1(y) = E(G’) + §H21E(<%) +o0 (;) - E(Z%) - H21E(<%) - §H31E(Z1)

1 1 1 1 1
+o(0) +3E@ +5uaE@) +3nuE@) +o ;) (96)
1 1
h ) =3E@ +o(;) ©7)
1
Jo (y) = my, [E(<1M1(Z1)) - EE(M2(<1))] (98)

elde edilir. Yardimc1 Teorem 2.4.1 deki (33) ve (37) esitlikleri yukaridaki esitlikte yani

(98) yerine yazilirsa;

2
120 = mar [B(G) + 2 p(c) - St L) (99
_ m21E(C2) Mmpq Ky
J.(y) = [ > - — 6 2 ]
J) =) +1.(n) (100)
I'(y) = _E(C )+ 21E(C1) _ Maglgy N o(l) (101)
Y) = 1 6 y

E(E3) = Ba(a+ 1)(a+2)
(&)= (a+B)(a+p+1D(a+B+2)

v = C3(0, B)y?

ve
4a(a+1)

(a+B)(a+ B+ 1)y2 = Ca(a B)y*

E(G]) =

esitlikleri (101)’de yerine yazilirsa;

oy Cala, BY* myica(aB)y*  myipsg 1

() =+ > - (;) (102)
_ 1 myic; (a B) myq Uzq 1
= cs(@ By’ |5+ @By e B O (;)I

B(R) = (D) + -z~ 2t (103)

6
(102) ve (91) esitlikleri (103)’de yerine yazilip diizenleme yapilirsa;
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E(X?) = c3(a, B)y? 1_{_ my; C;(a, B) _ H21 _ My Ha1 €2 (a, B) n M3
C1 (O(, B) 3 2C3 (a' B)y 6C1 ((X, B)y 4'CI‘} (O(, B)Cl (O(, B)YZ IZC% (O(, B)YZ
1 3m3; — 2m
n 0(]7 l 4 22 - 31

_ cz(a, B)y? 1+ <m21cz(0(, B) My )(1)
ci(a,B) [3 2c3(a,B) 6c,(a, B)/) \y

U3 Myl C2 (0, B) 1 1 3m3; — 2mg,
+ (12cf(a, B) B 4c5(a, B)cy (a, [3)) (\7) +o (\7)] + 6

_ c3(a, B)Y?[1 | /myico(a,B) H21 1
¢y (a, B) §+( 2¢;(0, B)  6¢4(a, B)) (;)

U3, My 1 C2 (0, B)) 1 1 3m3; — 2mg,
+ <12cf(oc, B)  4cs(o)cy(a, B)) (\7) to (\7)] + 6

E(X?) = cz(a, B)y? + <m21cz(a» B) c3(a B)Hm)

3¢, (e, B) 2, () 6c2(a, B)

(C3(0(;B)H%1 Myq Uy C2 (0, B) 3m%1—2m31

12¢3(a B)  4c2(, B) G ) +0(1) (104)

2T(a+R(a+p)
Fla+B+kIr( ’ k=15

Ck ((X! B) =

oldugu hatirlanirsa;

E(X?) =§

(a+ D(a+2) ,  (mz(a+1) ppy (a4 D(a+ 2)(a+P)
(a+B+D@+B+2)" <(oc+[3+1)_?(oc+[3+1)(oc+[3+2)oc>Y

(Lo @t D@+2)(@+ P mapy (@t D at2)
12" G+ B+ D@+ B+ 2 (a+B+D2(a+B+2)

3m3; — 2my,

- )+ o(1) (105)

E(X?) = C31(a, B)y* + B21 (0, B)y + By (0, B) + 0(1)
elde edilir.
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Teorem 2.4.2: {&,,{;1,n,} rastgele degiskenler dizisi asagidaki ek kosullar1 da saglasin.
10 < EE) <o,
2) Eng > 0ve E[ny|* < oo,
3) n, aritmetik olmayan rastgele degisken,
4) ¢, rastgele degiskeni (s,S) araliginda (s,S,0,B), 0 <s < S < oo parametreli
genellestirilmis beta dagilimina sahip olsun.

Bu takdirde, X(t) siireci ergodiktir ve siirecin ergodik dagiliminin ilk dort momenti

iciny = % vey — oo iken, asagidaki li¢ terimli asimptotik agilimlar yazilabilir:

E(X?) = C41(a, B)Y? + B3y (e, B)y* + B3z (o, B)y + o(y) (106)
E(X*) = Cs1(a B)Y* + Bar (o, B)Y° + Byz (o, B)y* + o(y?) (107)
Burada,
X(t) = X)) —s
_ 3m;1C31(a, B) _ t21C41(a, B)
Bs1(a, B) = > TN (108)
_ Ca1(a, B) 1#5:1C41(c, B)  3ptaymy1C3q(a, B)
B32(0(: B) = — (3m3; — 2m3,) + 4C2(, B) - 4C, (o, B) (109)
Csq1(a,
B (6B = 601 (@ By — ) — B (110)
3m3, — 2
By, (o, B) = 3C31(a, B) <2m21u21 —Hz1 t w>
151 Cs1 (o, B) _ BUz1Cyq (0, B)(Ma1 — p21) (111)

4C% (o, B) C1(a, B)
dir.
Ispat: Oncelikle, E(X®) igin ispat verilsin. Teorem 2.3.2° de E(X®) i¢in asagidaki kesin

ifade elde edilmistir:

— 3 1
B(T) = {[E@M @) - S E@M@) + E@GMs @) - 7E(ML@)]

_1
E(M; (%)

+A; [3E(ZM, Q1)) — 3E(4M, () + E(M3(3)]

1
+34, [B(6 M, 0)) - 5 B(MG) |} + 344 (112)
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3 1
Js(v) = E(GM1(G0) — S E(EM(G0) + E(GMs (6)) — 7E(Ma () (113)

Yardimecr Teorem 2.4.1 deki (35), (40), (42) ve (44) esitlikleri yukaridaki esitlikte yani
(113) de yerine yazilirsa;

21 1 21 31
1) = BED + @) + 0 () -5 B@h - e - e

+0 (yl ) +E@) + 221

1
E(@) + uz1E@) + o <\7>

1 1
——E((4) H21E(Z1) =31 E(@F) +o (F)

2
1, 1
Ja(@) = 3@ + o(5) (114)
Ja(y) = A1[3E(Z%M1(Z1)) - 3E(Z1M2(Z1)) + E(M3 (<1))] (115)
Yardimc1 Teorem 2.4.1 deki (34), (38) ve (41) esitlikleri yukaridaki esitlikte yani
(115) yerine yazilirsa;
21 1
14 = A [3EE) + P E@) + o () - 3EQD — 3uE@)
Y
21 1
“usaB@) +0 () + B@D + HEB@) +unEG) +o(0) (19
1) = AE@) +0(3)
Js) = 38 [B@M (@) — 3 E(M @) (117)

olur. Yardimc1 Teorem 2.4.1 deki (33) ve (37) esitlikleri yukaridaki esitlikte yani (117)
yerlerine yazilip diizenlenirse;
i W il
Jo() = 38 [B@D) + L E@) + o(1) —5 @) ~ 22 E@) "2+ o(1) |

= 3a, [2 E@D) -2+ o()]

2H31 +0(1) (118)

Js(v) = —= E(Zl) -

') = Js(0) +J.(v) +J5(v) (119)
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olur. Yukarida elde edilen (114), (116) ve (118) esitlikleri (119) da yerlerine yazilirsa;

Azuzq
2

1 1 1y 34,
(0 = ZEGD + o(5) + AEGD +o(0) + 52 EG =5 + ()

Azlzq +o(1) (120)

1 3A
() = 7EG@D + AE@) + == E(@) -
seklini alir. E((}) = C4(a)y* oldugu hatirlanirsa,

C.(o, B)y* 3A,¢c,(a, B)Y? A
4( 4B)Y +ACa (o B)Y: + 2 2(2 By _ 2;131

B L1 AC(aB) 1 3Ajc,(a,B) 1
= Cala By [Z+ @B v 2C (B Fl

" () = to(D) (121)

1
PO = g v @)

_ 1 Hpp 1 M3 1 1
"~ Cy(a, B)Y [1 NI A (v_)l (122

EX®) =]"(¥)D(Y) + 34, (123)

Cy(a, B)Y3 l _ H21 l n H%1 i
Cl(a' B) 4 8C1 (a, B) Y 16C% ((X, B) YZ

m;1C3(a, B) l _ Imyy M21C3(a, B) l 3A;c,(a, B) il
2C4 (0(' B) Y 4'C4 (0(' B)Cl(ai B) Yz 2C4— (O(, B) y2
_ C4(a, B)Y? 1 <m21 C3(a, B) M2 >1
Cl(O(, B) 4 2C4(a, B) 8C1((X, B) Y
( M3 Mgy M21C3(a, B) 3A,¢; (o, B))ll
16(:% ((X, B) 4‘Cél- (O(, B)Cl(ai B) 2C4— (ar B) YZ

_ Cy(a, B)Y3+<m21C3(0‘: B)  H21C4(a, B)) 2

T 4C (0 B)  \ 2C(a,B)  8c2(q,PB)

E(X3) =

(124)

(H%1C4 (o, B)  myippC3(a,B)  3Azc(a, B)

163(wp)  42@p) | 2C.(p) )Y o)

2Tla+Rr(a+p)
Fla+B+KI () ’ k=15

Cx(o, B) =

oldugunu hatirlayip (124) esitliginde yerlerine yazilirsa;
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2+ 1) (a+2)(a+3)

(oc+B+1)(oc+[3+2)(oc+[3+3)Y3

E(X3) =

2my; (a+ 1) (a + 2) wor(a+B)(a+ D(a+2)(@+3) \ ,
((a+B+1)(0(+B+2)_2(oc+[3+1)(0(+B+2)(0(+B+3) v

w31 (a+ B)?*(a+ D(a + 2)(a + 3) My (o + B)la+ D(a+2
8a?(a+ B+ D(a+B+2)(a+B+3) 4a(a+B+D(a+B+2)

3A,(a+ 1)
(a+B+1)

E(X®) = C4q(a, B)Y* + B3y (o, B)y* + B3z (at, B)Y + o(y)

>Y +o(y) (125)

olur. E(X*) i¢in asimptotik ifade elde etmek i¢in Teorem 2.3.2 de E(X*) i¢in asagidaki
kesin ifade elde edilmisti:
1
EM;(C1))

EX*) = {E(7tM1(3y)) — 2E(33M,(Q))) + 2E(33M5(%y)) — E(4 M, (T))

1 1
+§E(M5(Z1)) + 2A4 [ZE(QMKQ)) — 3E(¢ZM, () + 2E(<1M3(<1)) - EE(M4(Z1))]
1
+64, [B(BM (1) — E(GMa @) + 5 E(M @)

+6A3[2E(3;M; () — E(M2(2))]} + 3A, (126)
Je(v) = E(1iM;(31)) — 2E(GM2(3y)) + 2E(EEM3(3y))

—E(3M,(3)) + %E(MS(Q)) (127)

Yardimci1 Teorem 2.4.1°deki (36), (40), (43), (45) ve (46) esitlikleri yukaridaki esitlikte

yani (127)’ de yerine yazilip diizenlenirse;

3Hz1
2

1 1
Jo() = FEE ~ 5 E@) — 1 E@) +0(5) (128)

elde edilir.

1
Jor) = 24, |2B(GM (1) - 3E(EM, (@) + 2E(6Ms @) - s EMu@)|  (129)
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Yardimer Teorem 2.4.1 deki (35), (39), (42) ve (44) esitlikleri yukaridaki esitlikte
yani (129) de yerine yazilip diizenlenirse;

3
Jor) = 241 [SE@D + 2ia1 B + 201E ) | (130)
elde edilir.
1
J1o () = 65 [E(GM, 2) — B(GMo(60) + 3 E(Ms ()] (13)

Yardimer Teorem 2.4.1 deki (34), (38) ve (41) esitlikleri yukaridaki esitlikte yani

(131) yerine yazilirsa;

1

o) = 24E@) +0(5) (132)
elde edilir.

Ji.(y) = 6A3[2E(Z1M1 (51)) - E(M2(§1))] (133)
Yardimci Teorem 2.4.1°deki (33) ve (37) esitlikleri yukaridaki esitlikte yani (133) te yerine
yazilirsa;

() = 645 [EGH -5 (134
elde edilir.

J"(v) = Js(¥) +Jo(¥) +J10(¥) +J11(Y) (135)

Yukarida elde edilen (128), (130), (132) ve (134) esitlikleri (135)’ de yazilirsa;

3my, _ 321
2 2

1
o0 = B + ( JEGD + @maritor — sy + 285)EQ)

+(6A3 + 2myqpz4) E(Z%) (136)
elde edilir. Diger yandan;
E(G) = Calo B)Y* ve E(GD) = Cs(a, B)Y®

oldugu hatirlanirsa;

—_— (: x —_ - :4 C('lB 1
],”(Y) 5( ;B)Y5{5+< m21——||21>%
+ Zm C a,B 1 (:2 O(, 1
( 21HM21 |J31 + ZAZ) —zg §_2+(6A3 2m21 21) SE B; 3} ( )
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_ 1 _ 1 _ H21 M3 l l
D(”‘E(Mﬂl))‘cl(a,myll zc1<a,6)y+4c%<a,s)y2+°<v2> (138)

EX*) =]"()D()

e 1Cs(0,B) 3 3 \C(p) 1 Cs(oP)
EX*) = 5C. (@ p) v* ((z my; — EHZl) C. (B ToM C2(q, B)>Y3
1 2 C5 (oc, B) C3 (O(, B)
(% H21m + (2maipp; — Hag + ZAZ)W
1/3 3 Cy (o,
3 5ma b o gy 00 .
2@+ Rr@+p)
B =T T pror@ KT
oldugu hatirlanirsa;
E(RY) = 16 (a+D(a+2)(a+3)(a+4) 4
(X = ?(oc+[3+1)(oc+B+2)(oc+B+3)(OL+B+4)]y

12(my; — o) (a + D(a + 2)(a + 3)
(a+B+D(a+B+2)(a+B+3)

4 (a+B)(a+D(a+2)(a+3)(a+4) 3

5 ”21a(a+[3+1)(a+B+2)(a+[3+3)(a+8+4)ly

pi (a+B)2%(a+ D(a+ (e +2)(a+ 3)(a + 4)
lSaZ(a+ B+D(a+B+2)(a+B+3)(a+B+4)

4(2myqpp1 — mzg + 2A7)(a+ 1) (a + 2)
(a+B+D(ax+p+2)

3(my; — pzq)Hzr(a+ B)(a+ D(a+ 2)(a + 3)
ala+B+D(a+B+2)(a+p+3)

v2+o(y?) (140)

Yukarida, X(t) siirecinin ergodik dagilimmin ilk dért momenti icin asimptotik
agilimlar elde edilmistir. Bu momentlerden yararlanarak X(t) siirecinin ergodik dagiliminmn
birgok karakteristiklerini hesaplamak miimkiindiir. Bu karakteristikler icerisinden hem
teorik hem pratik acidan Onemli olanlardan ikisi asimetri (garpiklik) ve basiklik

katsayilaridir. Asagida bu karakteristiklerle ilgili asimptotik a¢ilimlar elde edilmistir:
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E(X —a)3
EX—a)*
- ot

Y3

Ya
Burada, 6% = Var(X) ; a = E(X) dur.

Sonug 2.4.2: Teorem 2.4.2° nin kosullar1 altinda X (t) siirecinin ergodik dagilimimnin
asimetri ve basiklik katsayilar1 i¢in y — oo iken asagidaki asimptotik agilimlar, sirasiyla
yazilabilir:

_E(X- EX)’ _ Ca = 3C31Car +2C5, ‘o

e O N T

EX—-a)*

(v)

Ya

_ Cs1(e) + 6C31 () CF; () — 4Co1 () Cyy (@) — 3C3; () _
(C31(0() - C%1(0())2

34+ 0(y)

Bu boliimde, (93), (105), (125), (140) a¢ilimlarindaki ilk ¢ terimi kullanilarak,
siirecin n=1,2,3,4 ergodik momenti i¢in yaklasik ifadeler olusturulacaktir. Olusturulan bu
ifadelere ergodik momentler i¢in asimptotik degerler denilecektir. Bu degerler sembolik
olarak E(X™) ile gosterilecektir. Benzer sekilde, E(X™) ile n. ergodik moment i¢in Monte
Carlo benzetim yontemini kullanarak elde edilen simiilasyon degerleri gosterilecektir.
Ayrica, her bir simiilasyon degeri n = 108 realizasyonu (izi) iiretilerek elde edilmistir. Bu
degerlerden asagidaki tablolar ilk dort ergodik momentleri i¢in olusturulmustur. Bununla
birlikte, A,,d,, AP, notasyonlar1 ile sirasiyla mutlak hatalar, nispi hatalar ve uyum

yiizdeleri gosterilmistir. Yani ;

A, = [EE) —EEM)|; 8, = =

= 555 100% AP, = (100 — 5,)%

dir. y parametresinin gesitli degerleri igin diizenlenmis tablolar asagida verilmistir.

Tablo 1. E(X) icin asimptotik ve simiilasyon degerlerinin
karsilastirilmasi
EX) | EX) | A 8:1(%) | AP1(%)
3 2,9000 |2,8897 |0,0102 |0,3523 | 99,64
4 3,7034 |3,7013 | 0,0020 | 0,0557 | 99,94
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Tablo 1’in devami

4,5089 |4,5082 | 0,0006 |0,0140 | 99,98
5,3159 |5,3128 | 0,0030 | 0,0566 |99,94
6,1172 |6,1161 | 0,0010 | 0,0164 | 99,98
6,9169 |6,9186 | 0,0017 |0,0255 | 99,97
7,7174 | 7,7205 |0,0031 |0,0413 | 99,95
0 8,5230 |8,5221 | 0,0008 |0,0101 | 99,98

P OO NO| Ol

Tablo 2.E(X?) icin asimptotik Ve simiilasyon degerlerinin
karsilastirilmasi

r EX? EX?) A, 5,(%) | AP, (%)

11,3000 | 11,2843 |0,0156 | 0,1387 | 99,86
18,5899 | 18,5852 |0,0047 |0,0252 | 99,97
27,6670 | 27,6622 |0,0048 |0,0173 | 99,98
38,5716 | 38,5151 | 0,0565 |0,1464 | 99,85
51,1902 |51,1441 |0,0461 | 0,0900 | 99,90
65,5457 | 65,5491 |0,0034 |0,0051 | 99,99
81,7160 |81,7297 |0,0137 |0,0167 | 99,98
0 99,7876 | 99,6867 |0,1009 |0,1011 | 99,89

PO N OBA~lW

Tablo 3.E(X3®) i¢in asimptotik ve simiilasyon degerlerinin

karsilastirilmasi
r | EX® E(X?) Az 83(%) | AP3(%)
3 51,300 50,2017 | 1,0983 | 2,1409 | 97,85
4 107,1051 | 106,9484 | 0,1567 | 0,1463 | 99,85
5 195,1455 | 195,1295 | 0,0160 | 0,0081 | 99,99
6 322,1749 | 321,6018 | 0,5731 | 0,1778 | 99,82
7 493,5821 | 493,2221 | 0,3600 | 0,0729 | 99,92
8 716,1316 | 716,8472 | 0,7156 | 0,0999 | 99,90
9 998,0837 | 999,3339 | 1,2502 | 0,1252 | 99,87
10 1348,3000 | 1347,539 | 0,7610 | 0,0564 | 99,94




3.BULGULAR

Bu ¢alismada Yari-Markov siireclerin dnemli bir sinifi olan “Genellestirilmis Beta
Miidahaleli Yari-Markov Rastgele Yiiriiyiis Stireci” ele alinmistir. Bu siirecin matematiksel
tanim1 verilip, siire¢ i¢in ergodik teorem ispat edilmistir. Daha sonra bu siirecin ergodik
dagiliminin ilk dért momenti i¢in ii¢ terimli asimptotik agilimlar ortaya konulmustur. Elde
edilen bu bilgilerden yararlanarak siirecin ergodik dagilimimin varyansi ile ¢arpiklik ve
basiklik katsayilar1 i¢in de asimptotik agilimlar elde edilmistir. Ayrica Monte Carlo
simiilasyon yontemi uygulanarak ergodik momentlerin degerleri elde edilmistir. Elde
edilen bu simiilasyon degerleri asimptotik sonuglarla karsilagtirnlmistir. Karsilagtirma
sonucunda elde edilen asimptotik agilimlarin simiilasyon sonuglarina yeterince yakin

olduklar tespit edilmistir.



4 IRDELEME

Literatiirde, Markov ve yari-Markov modelleri ile ilgili bir¢ok teorik caligmalar
mevcuttur. Fakat bu caligmalarin ¢ogundaki sonuglar teorik bakimdan 6nemli olmalarina
karsin uygulama agisindan elverisli degillerdir. Ciinkii, ele alinan modeller gereginden
fazla idealize edilmislerdir. Ayrica, miidahaleyi ifade eden rastgele degiskenler genis bir
siifa ait olduklarindan siirecin temel karakteristikleri i¢in kullanilabilir formiillerin elde
edilmesi ¢ok zordur. Yontem olan asimptotik yaklagim bu zorlugu biraz olsun ortadan
kaldirmaktadir. Son yillarda matematigin bir¢ok alaninda oldugu gibi olasilik teorisinde de
biiyiik ragbet goren bu yontem yardimiyla elde ettigimiz sonuglarin yaklasik formiiller
olmalarmma ragmen, cofgu zaman bilginin biiyiikk kismini igcermekte, diger yandan,
arastirmacilarin kolaylikla kullanabilecekleri sadelige sahip olmakta, ele alinan siirecler
simifin1 daraltmayan ve dolayisiyla biiyiik siniflar i¢in genel kurallarin elde edilmesine
imkan saglamaktadir. Bu nedenle son yillarda asimptotik yontemler uygulanarak yaklasik,
fakat pratik oneme sahip olan bir¢ok degerli ¢alismalar ortaya konulmustur. Ornegin, T.
Kesemen’ in doktora tezinde Ustel, Erlang ve Gamma miidahaleli rastgele yiiriiyiis
stireglerinin ergodik dagilimlarinin ilk doért momenti icin asimptotik acilimlar elde
edilmistir. Bu tezde, miidahale dagilimi genellestirilmis beta olarak alinmistir. Ciinkii, Beta
dagilimi, stirekli dagilim fonksiyonlar: ailesi igerisinde diger dagilim fonksiyonlarindan
daha esnek bir yapiya sahip olmasi reel uygulamalarda daha pratik olarak kullanilabilme
avantajim1 kazandirmaktadir. Ayrica, bu ¢alismadaki model, diger calismalardan farkli
olarak, depoya dnceden belirlenmis miktarda ek stok ilave etmeye gerek yoktur. Sadece
eklemelerden sonra seviyenin 0 < s, S < oo olmak iizere (s, S) araliginda olmasi yeterlidir.
Bu ¢alismadaki s6z konusu model, bir bariyerli yari-Markov rastgele yiiriiyiis siiregleri
yardimiyla ifade edilmistir. Bu X (t) siireci, {T;,} yenileme siireci ve {Y, } rastgele yiiriiyiis
stireci yardimiyla insa edilmistir. Ayrica, siirecin ergodik dagiliminin ilk dort momenti i¢in
asimptotik agilimlar elde edilmistir.Bu ¢alisma, yeni bir c¢alisma olmasina ragmen
varsayimlarla oynayarak bazi degisiklikler yapmak miimkiindiir. {; rastgele degiskeni
incelenen dagilimlardan bagka bir dagilim segilebilir. Reel hayata uygulanabilirligin
artmasi agisindan miidahaleler arasina gecikme zamanlar1 eklenebilir. Calismay1r daha
kuvvetlendirmek icin de, siirecin ergodik dagilimi i¢in zayif yakinsama teoremleri ispat

edilip limit dagiliminin asikar sekli bulunabilir.



5. SONUCLAR

Fizigin, kimyanin, biyolojinin, ekolojinin, iktisadin ve teknolojik sistemlerin pek ¢ok
ilging problemleri Markov ve yari-Markov modellerin yardimiyla ifade edilmekte ve
gerekli bigimde ¢oziimlenmektedir. Bu ¢alismada ele alinan “Rasgele hacimli genisletilmis
(s,8) tipli modeller” in rastgele yiiriiyiis siireglerinin incelenmesi hem teorik hem de
uygulama bakimindan &nemlidir. Ozellikle elde edilen sonuglarin, su barajlarindaki su
miktarmin kontrol edilmesine, iilkenin petrol, gaz ve bankadaki para rezervleri ile askeri
mithimmatin optimal bicimde kullanilmasi, dolayisiyla iilke ekonomisine énemli oranda
katkilar1 olacaktir. Bu nedenle bu ¢alismada, X(t) siireci, bir {T,,} yenileme siireci ve bir
{V,,} rastgele yiiriiyiis siireci yardimiyla matematiksel olarak insa edilmistir ve bu siirecle
ilgili asagidaki teorik sonuglar elde edilmistir.

1. Ilgilenilen fiziksel modelleri ifade eden stokastik siirecler, matematiksel olarak
olusturuldu.

2. Bu siireg icin ergodik teorem ispat edildi ve ergodik dagiliminin asikar sekli bulundu.

3. Ergodik dagilimimin karakteristik fonksiyonu, Sy,) smir fonksiyoneli yardimiyla ifade
edilmistir.

4. Genellestirilmis Beta Miidahaleli Yari-Markov Rastgele Yiiriiyiis Siireci’ nin ergodik
dagiliminin ilk dért momenti i¢in {i¢ terimli asimptotik a¢ilimlar elde edilmistir.

5. Miidahaleyi ifade eden {; rastgele degiskeninin s,S,a, 8 > 0 olmak {iizere (s,S,a,f)

parametreli genellestirilmis beta dagilimina sahip olmasi durumunda siirecin ergodik
dagiliminin varyansi ile birlikte ¢arpiklik ve basiklik katsayilari i¢in, y = % y — oo iken

asimptotik formiiller elde edildi.



6. ONERILER

Yapilan bu calismanin, stokastik siire¢ teorisindeki bir eksikligi giderebilecegi
umulmaktadir. Bununla beraber bu calismanin asagidaki asagidaki yonlerde de
gelistirilebilmesi miimk{indiir:

1. Kesikli miidahaleyi ifade eden rastgele degiskenin dagilimi mevcut incelenmis
dagilimlardan farkli bir dagilim alinarak benzer analitik ve asimptotik oOzelliklerin
incelenmesi.

2. Ele alinan siire¢ igin toplamsal fonksiyonlarin olasilik karakteristiklerinin bulunmasi.

3. Sy(z) smur fonksiyonelinin momentleri i¢in Ui¢ terimli asimptotik agilimlar elde

edilmesi.

4. Baglangi¢ rastgele degiskenlerinin bagimli olmasi durumunda ortaya ¢ikan benzer
modellerin incelenmesi.

5. Sonsuz varyansl rastgele degiskenler i¢in benzer problemlerin incelenmesi.
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8.EKLER

A. WALD OZDESLIGI

v tam degerli rastgele degiskeni ve {€,} rastgele degiskenler dizisi (Q,F,P) olasilik
uzayimda tanimlanmig olsunlar. Ayrica v = 0 ve &, rastgele degiskenleri kendi aralarinda
bagimsiz olsunlar. Jy , ile &, &x41, ..., &y rastgele degiskenlerinin irettigi sigma cebir, yani

Skn = 06(Ek Ekt1, - §n) gosterilsin.

Tanmm A.1. n=1,2,... i¢in {v < n} olay1, J,;1 . sigma cebirinden bagimsiz oldugunda v
rastgele degiskenine “gelecekten bagimsiz” rastgele degisken denir.

Tanmmm A.2. Her n=1,2,... igin {v<n}€ J;, oldugunda v rastgele degiskenine
“Markov rastgele degiskeni” veya “durdurma ani” denir.

Bagka bir deyisle , bu durumda &;,¢,,...,§, rastgele degiskenlerinin degerleri
bilindiginde {v < n} olayinin gergeklesip gergeklesmedigini kesin olarak sdylemek
mimkiindiir. Markov rastgele degiskeni v ; {§c}ks1 rastgele degiskenler dizisi igin
gelecekten bagimsiz rastgele degiskendir.

So =8 +& +--+&, olsun. Bu durumda S,, rastgele sayida rastgele degiskenin
toplamina esittir (Borovkov, 1984).

B. GENELLESTIRILMIiS BETA DAGILIMI

Genellestirilmis beta dagilim fonksiyonu (Khaniyev, 2011)

m(z) = P{{, <z} = j(x — )% 1(S — x)P1dx

(2y )"““B 'B(a, B)

seklindedir . Olasilik yogunluk fonksiyonu ise

1 (x—s)*1(S—=x)F1 ; aB>0; _5=s
(2y)**#-1B(a, B) PP = T V=T

f(x;s,S,0,B) =

seklindedir. Bu bilgileri kullanilarak genellestirilmis beta dagilimmin momentleri
asagidaki gibi hesaplanabilir:

> 1 -1 B-1
EX) = L X(Zy)“+|3‘1B(a, 5 (x—9s)*1(S—x)P1dx

Integralini hesaplamak i¢in kolaylik adma t = XZ—_; doniisiimii uygulansin:

S—s X—S dx . o
V=" t= ; dt=—; x=sicint=0vex=Sicint=1
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EX) = fsx 1 (x — )% 1(S — x)P1dx
s (2y)**B~1B(a,B)

Gyt SX (x - S)O“l (S - X)B_l i

C BB T\ 2y 2y
1 ' -1 -1
:W.B)fo 2yt + )t 1(1 — 0P-1dt

1 1 1
= arq _ +\B-1 a-171 _ +\B-1
B B) Inyo t*(1—1t) dt+s]0 t* (1 —-1t) dtl

1
= 5B [2yB(a+ 1,B) + sB(a, B)]

_M@+p), Ila+DI@)
TR 'T@+ g+ 1)

B = —% y 4
_a+By S

- S-s .
elde edilir veya y = =~ yerine yazilirsa;

olarak bulunur. Yani, X~GBeta(s,S, a, B) ise

B = —% 4
_0(+By S

dir.
Benzer sekilde aym t = xz—;s donlislimiinii  uygulanarak genellestirilmis beta

dagiliminin ilk dort momenti ve varyansi asagidaki gibi elde edilir:

3 1
E(X?) = L X2 ) 1B B) (x — )*"1(S — x)P~1dx
1 1
= B(a, B)j(; (4‘Y2t2 + 4yts + Sz)ta_l(l — t)B—ldt
1 1 1 L
= B B) [4\’2 j;) tet (1 — t)P-1dt + 4YSL t%(1 — t)B-1dt + s2 L te1(q — t)B_ll
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1
= BB [4y?B(a + 2,B) + 4ysB(a + 1,B) + s?B(a, B)]

_T(a+B) 2 I'(a+2)T(B) 4 SF(OHL Dre) b g2 I'(I'(B)
“T@I® | Ta+B8+2) " PTa+p+D " ° T(a+p)

doa(a+ 1 4sa
( ) Y+ y + s2

EC) = i merprD) Tarp

S—s .
dir veya y = T yerine yazﬂlrsa,

(Sa+ sB)? + (S?a + s2B)
(a+B)(a+p+1)

E(X?) =

seklinde elde edilir. Varyansi ise,

Var(X) = E(X2) — E(X)?
_ (Sa+sB)? + (S*a+s?B) /S +sB 2
T (a+Pa+p+1) _<a+B>

3 aB(S —s)?
T (a+B)2(a+B+1)

B 4af3 )
T @+ B2+ B+1D)’

seklinde elde edilir. Ilk iki momente benzer sekilde ayn1 t = XZ—_YS dontisiimii uygulayarak

X rastgele degiskeninin {igiincii ve dordiincii momentleri de asagidaki gibi hesaplanir:

3 1 1 -1
E(X?) =.f x3 (2 )(HB TBle. B) (x — )% 1(S — x)P1dx

j (2yt + s)3t*"1(1 — t)P-1dt

G

= B B)f (8Y3t3 + 12y%t?s + 6yts? + s3)t* (1 — t)P~1dt

1

1 1
= 8 3[ t92 (1 — t)P~1dt + 12 ZsJ toet1 (1 — t)P-1dt
B(O@B)l % ) ( ) Y ) ( )

1 1
+ 6ys? f t* (1 —t)F~1dt + s3 J t*1 (1 —t)B-1dt
0 0

1
= B(o. B) [8Y3B(a + 3,B) + 12y%sB(a + 2,B) + 6ys?B(a + 1,B)
+s*B(a, B)]
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8a(a + 1) (o + 2) 5 12sa(a+ 1) , 65’

St Pt rD@rp+2) Ta s+ Tw@rp

y+s3

dir. Ayrica,

S 1
E(XY) =f x* (2 )“*B‘lB(a 3 (x —s)* (S —x)P~1dx

f (2yt + )4t*1(1 — t)P1dt

~ B(ap)

1 1
= Bl B)f (16y*t* + 32y3t3s + +24y2t%s? + 8yts3
»P)Jo
+ st (1 — t)P-1dt

1
16y t°‘+3(1 —t)B-1dt + 32y3sf t*+2(1 — t)P-1dt
0

B( B)
1

+ 24y252 f t*t1(1 — t)P-1dt
0

1 1
+ 8ys3 j t*(1 —t)B-1dt + s4f t*1(1 — t)B‘ldtl
0 0

E(X*) =

B@.p) [16y*B(a + 4, B) + 32y3sB(a + 3,B) + 24y?s?B(a + 2,B)
’ + 8ys3B(a + 1,B) + s*B(a, B)]

B 16a(a+ 1)(a+ 2)(a+ 3)
T @ P+ B+ D@+ B+2)@rB+3))

4

32sa(a+ 1) (a+ 2) /2 24s*a(a+1) , 85«

T e pa+p+rD@+p+2! T rparp+D Toarp

Sonug olarak, bu momentler asagidaki sekilde genellestirilebilir:

k k-n.n
(Zy) s"a(a+ 1) (0 —n + k— 1))
B(XY) = Z @+ B@a+B+D..(a+rB-—n+k—1) k=1

C. KESIKLI MUDAHALELI YARI-MARKOV SURECLERI iCiN GENEL
ERGODIK TEOREM

Teorem C.1. (Genel Ergodik Teorem)

X(t) stireci kesikli miidahaleli bir yari-Markov siireci olsun. Ayrica asagidaki iki
varsayim saglansin:
1- X(t) siirecinin T4, Ty, ..., T, anlarindaki degerleri (X(t,),n=1,2,...,) ergodik bir
markov zinciri olacak sekilde 1o =0<1, <71, < <71, < <00 artan zaman anlari
bulunsun.
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2- 14,7y, ..,T, anlar arasinda gecen siirelerin beklenen degeri sonlu olmus olsun, yani
her n=1,2,... i¢in E(t, —Tp—1) < olsun. Bu taktirde X(t) siireci ergodiktir.
(Gihman ve Skorohod, 1975)

Teorem C.2.

Teorem C.1’deki varsayimlar saglandiginda her sinirh 6lgiilebilir f(x) fonksiyonu
icin asagidaki esitlik 1 olasiligi ile dogrudur:

o1 1 |
gi%l?j;) f(X(s))ds =S¢ = E(e) _[o _[o J f(x)P,{t; > t; X(t) € dx}dtdn(z)

t=

o

Burada m(z) dagimi {X(t,)} Markov zincirinin ergodik dagilimidir (Gihman ve
Skorohod, 1975).

Not: Bu teorem, zaman ortalamalarinin durum ortalamalarina 1 olasilig1 ile yakinsadigi
ifade eden bir 6nermedir ve ergodik siirecler i¢in en temel bagintiy1 ifade eder.

D:KESINLESTIRILMIS YENILEME TEOREMI

{nn}, n = 1,2, ... rastgele degiskenler bir (Q,F,P) olasilik uzayinda tanimlanmis
bagimsiz, ayni dagilima sahip ve pozitif degerli rasgele degiskenler dizisi olsun. Bu dizinin
yardimiyla asagidaki stokastik siire¢ insa edilsin:

n
N(t) = min{n > 1:27]1 >t},t>0
i=1
N(t) siirecine literatiirde “Yenileme Siireci” denir. N(t) yenileme siirecinin beklenen

degerine “Yenileme Fonksiyonu” denir ve genellikle U(t) sembolii ile yani

U(t) = E(N(D)

dir.n,, n = 1,2,... rasgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonu F(t) yani F(t) = P{n; <t}
seklinde oldugunda U(t) yenileme fonksiyonu asagidaki gibi gosterilebilir:

Ut = Z 0 (1)
n=0

burada F*"(t) ile F(t) dagilim fonksiyonunun n. mertebeden konvoliisyon g¢arpimi
gosterilmis olup asagidaki sekilde tanimlanmistir:

PO = e(t) = {§ ttfg ;

F*1(t) = F(b);

F(t) = FFO-D(0) « F(t) = f F*@=D(t—s)dF(s); n=23,..
0
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U(t) fonksiyonu, monoton azalmayan ,pozitif degerli bir fonksiyondur ve U(0) = 1 dur.
Ayrica, her sonlu t i¢in U(t) < oo’dur (Feller,1971). Ayrica U(t) fonksiyonu asagidaki
integral denklemini saglamaktadir: (Feller,1971)

U =1+ ftU(t— 9dF(s), t>0

0

U(t) fonksiyonunun asimptotik fonksiyonunu incelemek, olasilik teorisinde 6nemli bir yer
tutmaktadir. Bu nedenle, U(t) nin t > oo iken asimptotik davranisi ile ilgili literatiirde
bircok Onemli sonuglar mevcuttur. Bu sonuglarinin  en Onemlilerinden birisi
“Kesinlestirilmis Yenileme Teoremi” adi ile bilinmekte olup, Feller (1971) tarafindan
ispatlanmistir. Asagida bu teorem ispatsiz olarak verilmistir.

Teorem D.1. (Kesinlestirilmis Yenileme Teoremi )

F(.) dagilimi aritmetik olmayan bir dagilim olsun. Ayrica, bu dagilimimin beklenen
degeri (1) ve varyansi (62) sonlu olsun. Bu taktirde, t — oo iken

uZ + o2
2u?

0£U(t)—(£)—>

dir (Feller,1971).
Not: “Birinci Yenileme Teoremi” olarak bilinen asagida verilen Teorem D.2.den

sadece U(t)~ (ﬁ) sonucuna ulasilir. Asagidaki teorem, Birinci Yenileme Teoremi

daha rahat anlasilabilmesi i¢in verilebilir.
Teorem D.2. (Birinci Yenileme Teoremi )

F(.) dagilimi aritmetik olmayan bir dagilim olsun. Ayrica , bu dagiliminin beklenen
degeri () sonlu olsun. Bu taktirde, V h > 0 sabiti igin t - oo iken,

h
U(t) —U(t—h) » -
K

dir (Feller, 1971).
E: TAUBER-ABEL TEOREMI

F(t) ve G(t) fonksiyonlarmin Laplace doniisiimleri sirasiyla F(A) ve G(A) mevcut
olsun (en azindan dyle bir (—a, ) araligi mevcut olsun ki, her A € (—a, B); a, B > 0 i¢in
F(A) ve G(A) mevcut ve sonlu olsun).

Ayrica t — oo iken F(t)~G(t) oldugunda A >0 iken F(A)~G(A) olur. Bu
onermenin tersi de dogrudur, yani eger A >0 iken FQ)~G(Q) ise t— oo iken
F(t)~G(t) dir.

Burada "~" simgesi ile iki fonksiyonun asimptotik denkligi gosterilmistir, yani
"F(t)~G(t)" yazilabilmesi igin
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. F(®
lim =

—C =1
{2 G(O

ve "F(0)~G(A)" yazilabilmesi igin
F(A
lim # =1
toe G(Y)
olmalidir. Bu 6nerme literatiirde Tauber-Abel teoremi olarak bilinmektedir (Feller, 1971).

F:YAKINSAMA CESITLERI

Rastgele degisken dizilerinde yakinsamalara gegmeden once reel say1 dizilerindeki
yakinsamalar1 asagidaki gibi verilebilir. Elemanlar1 reel sayilar olan bir dizi f,, olsun. Yani
Vn € N i¢in f, € R olsun.

1. f, elemanlar1 reel sayilar olan bir dizi ve f € R olsun. Eger, her € > 0 i¢in bir ny(€)
say1st var ve n > ng(¢€) igin |f, — f| < € oluyorsa, f,, dizisi f noktasina yakinsiyor denir
ve f, = f (veyalim,_ f, = f) ile gosterilir.

2. Egerf, - Oise, f, =0(1) vef,/g, — 0 isef, = o(g,) dir.

3. Sonlu bir M sayisi i¢in M ye bagl bir ny sayisi var ve n > ny igin |f,| < M oluyorsa
f, dizisi sinirhidir denir ve f, = O(1) ile gosterilir. Benzer sekilde, (f,/gn, ) = 0(1) ise
yani f, = 0(g,) dir.

Omegin, f, = (4n + 3)/n? oldugu durumda, n - oo iken f,, = 0 oldugu agiktir. O
halde f, = o(1) dir. Burada aslinda g, = 1 alinir ve f,/g,, — 0 dir ve sonug olarak,

fn = 0(gn) =0(2)

dir.

f 4n + 3 2 3
fh_Gn+3)Mm” .3
gn 1/n n

olupvn € N igin

3
=Ja+2]<s
n

fr
8n
yazilabilir. Dolaysiyla , f, /g, = O(1) veya limn_)oo:;—“ = 4 oldugundan f, = O(g,) dir.

{X,,n=12,..} rasgele degisken dizisi ve X, rasgele degiskeni ayni bir olasilik
uzayinda (€, F,P) tanimlanmis olsun. Bu taktirde, asagidaki yakinsaklik cesitleri
verilebilir.
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Tanim F.1. (Olasihga Gore Yakinsakhk) Her ¢ > 0 i¢in

I11_r)rolo P{w: X (w) —X(w)| =€} =0

oldugunda “ X, rasgele degisken dizisi X, rasgele degiskenine olasiliga gore yakinsar *

- P . .. oq .
denir. Kisacan — oo iken X, — X, ile gosterilir.

Tammm F.2. (Ortalamaya Gore Yakinsakhk) Her r > 0 i¢cin E(|X,(w)|") < o ve
E(|X(w)|") < oo olsun. Eger

lim E(1X, (@) — X(@)[7) = 0

ise ,{ Xp}nen rasgele defisken dizisi, X rasgele degiskenine “ r.mertebeden orta manada
yakinsaktir’tir denir. Ozel olarak,

lim E(|Xn(w) = X(w)|?) = 0

ise {Xp}nen rasgele degisken dizisi, X rasgele degiskenine “Ortalama karesel manada
yakinsaktir’tir denir ve l.i.m. ile gosterilir.

Tamm F.3. (Dagillma Gére Yakinsakhk) F(x)’ in siirekli oldugu noktalar i¢in

lim Fy (x) = F(x)

ise, { X, neny rasgele degisken dizisi, X rasgele degiskenine “Dagilima gore yakinsaklik”tir
denir ve X, (w) = X(w), n—oo seklinde yazilir. Literatiirde bu yakinsaklik cesidi, zayif
yakinsaklik olarak da bilinmektedir.

Tamm F.4. (1 Olasih@na ile Yakinsaklik) Olgiisii sifir olan bir kiimenin diginda
P{lim X, (w) = X(oo)} =1 veya P {1im X, (w) # X(oo)} =0
n—->co n—»>o0o

ise, 1 olasihigr ile X,(w) —=2 X(w) ise {X,}nen rasgele degisken dizisi, X rasgele

n—-oo

P
degiskenine “1 olasilig1 ile yakinsaktir”tir denir.

G. B}"JYI"JK SAYILAR KANUNU VE BUYUK SAYILARIN
GUCLENDIRILMIiS KANUNU

(Q,F,P) olasilik uzayinda {X,,n = 1,2, ...} rasgele degisken dizisi verilmis olsun.
Bu dizinin yardimiyla asagidaki rastgele degiskenler dizisi ele alinsin (Aliyev, 2010)

X1(w) + Xz(w) + - Xn () = E[X; (@) + Xp(w) + -+ Xp(w)]
n

;o n=1,o00, (%)
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Tanim G.1. Eger () dizisi, olasihiga gore sifira yakinsiyorsa {X,,n=1,2,..}
dizisi “ biiylik sayilar kanununa uyuyor” denir.

Tanimm G.2. Eger (x) dizisi, 1 olasig1 ile sifira yakinsiyorsa {X,,n = 1,2, ...} dizisi
“biiylik sayilarin giiglendirilmis kanununa uyuyor” denir. Bu asagidaki sekilde
gosterilebilir:

n

P{ lim > (Xk(@) ~ ECXi(@)) = 0} = 1.

k=1
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