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Using these results, the asymptotic expansions for the first four moments of the boundary
functionals are established asE({ ) — o« when random variable{ has a Pareto distribution
with parameters (a,2). Finaly, the accuracy of the approximation formula is tested by the
Monte Carlo simulation method.

Key Words: Renewa reward process, Semi-Markov Process, Boundary functional,
Ergodicity, Asymptotic expansion, Simulation.

VII



SEKILLER DiZINi

Sayfa No
Sekil 1. X(t) Gecikmeli ve Pareto Mudahaleli Oduillii Y enileme Siirecinin bir
OEIGEKIESMEST ...t 5

VIl



Tablo 1.
Tablo 2.
Tablo 3.
Tablo 4.
Tablo 5.
Tablo 6.
Tablo 7.
Tablo 8.
Tablo 9.

Tablo 10.
Tablo 11.
Tablo 12.
Tablo 13.
Tablo 14.
Tablo 15.
Tablo 16.
Tablo 17.
Tablo 18.
Tablo 19.
Tablo 20.

TABLOLAR DiZiNi

Sayfa No
EN (x) icin asimptotik ve simulasyon sonuglarimin karsilagtirilmasit............. 9
EN (x) iginasimptotik ve similasyon sonuglarinin karsilastirilmas ............ 9
EN (x) icinasimptotik ve ssmulasyon sonuclarimn karsilastirilmas .......... 10
EN (x) icinasimptotik ve ssmulasyon sonuclarimn karsilastirilmas .......... 10
Et (x) icin asimptotik ve similasyon sonuglarinin karsilastirilmas ............ 12
Et (x) icin asimptotik ve similasyon sonuglarimin karsilastiriimasi ............ 12
Et (x) icin asimptotik ve similasyon sonuglarimn karsilastiriimasi ............ 12
Et (x) icin asimptotik ve similasyon sonuglarinin karsilastirllmasi ............ 13
Ey (x) icin asimptotik ve similasyon sonuglarinin karsilastinlmasi ............ 15
Ey (x) icin asimptotik ve simulasyon sonuglarinin karstlastiriimasi ............ 16
Ey (x) icin asimptotik ve similasyon sonuglarinin karsilastirilmasi ............ 16
Ey (x) icin asimptotik ve simulasyon sonuglarinin karsilastirilmasi ............ 16
EN (T ) icinasimptotik ve similasyon sonuglarinin karsilagtiriimasi ......... 20
EN (T ) icin asimptotik ve similasyon sonuglarinmn karsilastiriimasi........... 21
EN (T ) icin asimptotik ve simulasyon sonuclarinin karsilastiriimasi........... 21
EN (T ) icin asmptotik ve simulasyon sonuclarimn karsilastiriimasi.......... 22
Ey (T )icin asimptotik ve similasyon sonuclarimn karsilastirilmasi............ 26
Ey (Q) icin asimptotik ve simulasyon sonuglarimn karsilastiriimasi............. 26
Ey (C) icin asmptotik ve simulasyon sonuclarinin karsilastiriimasi ........... 27
Ey (T ) icin asmptotik ve simulasyon sonuclarinin karsilastiriimasi............ 27



SEMBOLLER DIiZiNi

: Bir stokastik deneyin 6rnek uzay:
: Q'nin alt kimeleri Uzerindeinsa edilmis bir  cebir

(., ) : Olasilik uzayi
E() : rasgele degiskenin beklenen degeri

() :  rasgele degiskenin kosullu beklenen degeri
E( ) : rasgele degiskenin n. baslangic momenti

| | :  rasgele degi skeninin mutlak momenti
* : ve fonksiyonlarimin konvolisyon carpimi

: f fonksiyonunun kendisiyle n kat konvoltisyon ¢arpimi

Inf A : A kiimesinin infimumu
SupA : A kUimesinin supremumu
e () : X 00" giderken f(x) fonksyonunun limiti
P{.} : {.} olayinin olasil g1
{} : {.} olayinin kosullu olasilig
Var( ) :  rasgele degiskenin varyansi
() : rasgele degiskenin kosullu varyansi
(H) =" ; : A kimesinin karekteristik fonksiyonu
ax)~ () : a(x)'1n b(x)" e asimptotik denklig
. ()
g(x)=o( () tlim . —— =0
s(x)=0( ( )) :lim % < <w
(s) : M(t) fonksiyonun Laplace donistimu
() : M(t) fonksiyonun Laplace-Stiltijes dontstimi
a<oo : asonludur
F : F fonksiyonunun z degi skenine gére diferansiyeli
—I (C, )] : F(x,y)'nin x degiskenine gore n. kismi tlrevi



1. GIRIS VE LITERATUR TARAMASI

Son yillarda hizla gelisen teknolojiyle birlikte bilim adamlari hergin degisik
problemlerle karsilsmakta ve bu problemlerin  ¢ozimi igin  yeni yontemler
gelistirmektedirler. Bdylece her gecen gin yeni bilimsel gelisme ortaya cikmaktadir. Y eni
bilimsal gelismelerin ortaya gcikmasinin en onemli sebebi ise gergek hayatta karsilasabilen
problemlerinin bircogunun ¢éziimlenmesinde bilinen medotlarin yetersiz kalmasi veya ¢ok
zor uygulanabilir olmasdir.

Batun bu gelismelere parelel olarak olasilik teorisi kendini gelistirmis ve hemen her
bilim alana girmistir. Bugtin olasilik teorisinin uygulanmadi g1 alan hemen hemen hig yok
gibidir. Yirminci yuzyilda olasilik teorisi modern bir aksiyomatik kurulusa kavusmustur.
Ozellikle fen bilimlerinde zamandan zamana degisen olaylann incelenmesiyle ilgili
problemlerin ¢ozilmesinde olasilik teorisinin 6énemli bir kismuni olusturan stokastik
surecler teorisi kullanilmaktadir. Glinimuizde hizla gelismekte olan teknol oji ve ekonomiye
parelel olarak stoklarin kontrol edilmes ile ilgili birgok 6nemli problemler ortaya
cikmaktadir. Askeri stoklarin, kuyruk sistemlerinin v.s. kontrolinde ortaya ¢ikan bu tip
problemler icin ele alinan problemi tam olarak ihtiva eden stokastik sreclerin
matematiksel kuruluslarimin verilmesi oldukca dnemlidir. Stok kontrol seviyesi, kuyruk
teoris ve guvenirlik teorisindeki problemlerin cogu Yari-Markov modeli ile ifade
edilebilir.

Kuyruk teorisi, stokastik finans, guvenirlik teorisi, matematiksel sigorta, stok kontrol
teorisi, fizik ve biyoloji gibi alanlarda birgok ilging problemler yenileme ve odulll
yenileme siiregleri ile ifade edilmektedir. Odiillii yenileme stregleri ileilgili birgok teorik
calismalar literatirde mevcuttur. Bu ¢alismalarin birgogunda sonuclar teorik olarak 6nemli
olmasna rggmen, uygulamanin ihtiyacini karsilayacak nitelikte degillerdir. Anaitik
sonuglarin karmasik yapisindan kurtulmak igin 1990 yilindan itibaren arastirmacilar
asimptotik yontemleri kullanarak yiksek uyumluluga sahip yaklasik fakat daha sade
sonuclar elde etmislerdir. Ornegin Alsmeyer (1991), Janseen ve Leewarden (2007), Chang
ve Peres (1997), Lotov (1996), Khaniyev ve Aliyev (2008-2010), Khorsunav (1997) vs.

Khaniyev ve digerleri 2000 y1lindan sonra elde ettigi sonuclarda genellikle incelenen
sirecin ergodik dagilimun ve ergodik momentleri ele ainmis ve bunlar asimptotik

yontemlerle incelemistir. Simdi, 6dulli yenileme slrecine ait son yillarda yapilan bazi



caligmalar verelim. Okur Bekar (2006) yuksek lisans tezinde midahaleyi ifade eden ( )
rasgele degiskenin Ustel dagilima sahip oldugu durumda sirecin ergodik dagilinunin
momentlerini, analitik ve asimptotik yontemlerle incelemistir. Okur Bekar (2012) doktora
tezinde ayn sirecin () rasgele degiskeni Gamma ve Weibull dagilinuna sahip oldugu
durumda surecin simir fonksiyonelleri ve strecin ergodik dagilimumn momentlerini
asimptotik yontemlerle incelemistir.

Mammadova (2011) doktora tezinde norma mudahelleli 6dulllu yenileme slirecin
ergodik dagiliminin momentlerini literatlir de mevcut olan Miller teoreminden yararlanarak
asimptotik yontemlerle incelemistir. Khaniyev ve Atalay (2010) calismasinda mtdahalenin
tcgensel dagil ima sahip oldugu durumda stirecin ergodik dagil imnnin momentlerini detayl1
bir bicimde incelemistir. Khaniyev ve Aksop (2011) calismasinda 6dull i yenileme slirecini
inventory modellini uyarlayarak sirecin ergodik dagilimimn momentlerini analitik ve
asmptotik yontemlerle incelemistir. Ayrica Monte Carlo similasyon degerleri ile ne
derece uyum sagladigim gostermislerdir.

Y ukarda ifade ettigimiz gibi matematiksel sigorta teorisinin birgok problemlerinde
Pareto dagilimu aktif bir sekilde kullarilir. Bundan dolay1 bu tezde mevcut ¢alismalardan
farkli olarak gecikmeli 6dullt yenileme sirecini ele ainmistir. Midahaleyi ifade eden ¢
rasgele degiskeni Pareto dagilimina sahip oldugu durumda sirecin snmir fonksiyonelleri
analitik ve asmptotik yontemlerle incelenmistir. Ayrica benzetim yontemini kullanarak

elde edilen formullerin yaklagik dogrulugu test edilmistir.



2. YAPILAN CALISMALAR

Sistem, baslangic am olan = noktasindan calismaya baslasin. Sistem rasgele
bir sures kadar kaldiktan sonra,, mesafes kadar azalsin (burada  yalmiz pozitif
degerler aabilen bir rasgele degiskendir). Bu halde asagidaki iki farkli durum stz
konusudur:

1. Kabul edelim ki sistem s seviyesinin altina inmemis olsun. Bu durumda =

+ yeni pozisyonundan hareketine devam eder. Yani sistem durumunda
siiresince kaldiktan sonra mesafes kadar azalarak , bir sonraki = +
pozisyonuna ulasmaya calisacaktir.

2. Kabul edelim ki sistem s seviyesine atina inmis olsun. Bu durumda , disaridan
mudahale edilerek sistem yeni bir €[ , +o0) baslangic durumundan harekete baslamaya
mecbur edilir ve ondan sonraki hareketine yukardaki kurallara uygun olarak devam eder.
Dolayisiyla, ¢calismakta olan sistem s seviyesine ulasmadig: slrece bir yenileme siirecine
tabi olur. Daha sonra sistemin hareketi yukandaki kosullara benzer sekilde
tekrarlanacaktir.

Dikkat edilmelidir ki, rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu uygun sekilde

degistirilerek 0zel bariyerli yar1 —Markov streci elde etmek miumkuandur.

2.1. Siirecin Matematiksel Kurulusu

{ ., , , },n=1dzs (Q,3, ) olasilik uzayinda tanimlanmis bagimsiz ve
ayn: dagilima dagilima sahip rasgele degiskenler dizis olsun. Ayrica , , , rasgele
degiskenleri kendi aralaninda bagimsiz ve pozitif degerli degiskenler olsun. Bu rasgele
degiskenlerin dagilim fonksiyonlari bilinsin ve sirasiyla, ®(t),F(x), m(z),H(t) ile

gosterilsin. Yani

M = P{§ = t};
F(x) = P{n = x}
m(z) =P{C <1z}
H(t) =P{® <t}



{ } ve{ } Dbaslangic rasgele degiskenlerinin dizileri yardimiyla { } ve { }
yenileme dizileri asagidaki sekilde tanimlansin:

Burada,
T =Y =0
dir.

Ayrica tam degerler alan { }, n >0 rasgele degiskenler dizisi asagidaki gibi
verilsin:

N =0,
N =N@)=infflk>1:z—-S <s}, z=>0
N

=N (€)=inf{fk=N +1:S —=S > —s}, n=>1.

Burada inf(@) = +oo olarak kabul edilmistir. {N }, n> 1 tam degerli rasgele
degiskenler dizisinden yararlanarak, ssagidaki {t }, n=> 1 dizis insa edilsin:

Yy =1 +06; n=1, olsunve () yenilemesireci asagidaki gibi tammlansin:
()=max{ =0: <} >0
Simdi elealinacak () stokastik siireci asagidaki gibi verilebilir;

Vy <st<y , n=0 icin X(t) =max{s,s+¢ —S (,+S }



olsun. Burada,

chr.
X(t) slrecinin yukardaki tanim asagidaki sekilde de verilebilir:

()= max s, + — (H+ I )(t)

Buradal (t)ile kimesininindikator fonksiyonu gosterilmistir, yani

1, teA
LO= ¢ tga

Bu sekilde tammlanan X(t) stirecine, literattirde “ kesikli mudahaleli 6dullt yenileme
sireci” denir. Bu calismada , kesikli midahaleliyi ifade eden rasgele degiskeninin
[0,00) araliginda ( , ) paremetli Pareto dagilima sahip oldugu varsayilir. Bu nedenle, ele
ainan () sirecine “Pareto dagilima sahip kesikli mudahaleli 6dullt yenileme slreci”
veya kisaca “ Pareto mudahaleli 6dilli yenileme slreci” denir.

X(t) stirecinin bir gorinimi asagidaki sekilde gosterilmistir.

A
X(1t)
= > <1 1 I
B ‘fl 1 : : <2 II 1
: 1 : 1 : :_ —
Z ! i |
R oy /P | i !
1 1 '_’l 1
: | ! | ' :
A | e B
1 1 e 1 1 1
: ' ' a : ' 2] :
R S Lovvereaens bereeeeeseeeenessens G 2
A T )
1 : * 1 ’i‘ 1
1 1 1 1 1 1
- L A .
I T T - Ty, V17 6+ T, V2=0+1 L

Sekil 1. X(t) Gecikmeli ve Pareto Midahaleli Odiillti Y enileme Siirecinin Bir Gorinumi



2.2. Siirecin Smir Fonksiyonellerinin incelenmesi

rasgele degiskenine, “slrecin ilk kez kontrol seviyesine ulasma ani” denir. N
anir fonksiyoneli de,  amna kadar olan sigramalarin sayisini gostermektetir. Bu rasgele
degiskenler birer simir fonksiyoneli olup siirecin birgok karekteristiklerinin incelenmesinde
buyik 6nem tasimaktachr. Ozellikle sirecin ergodik dagihmlarimin incelenmesi icin bu
rasgele degiskenlerin dagilimumin ve bazi olasilik karekteristiklerinin bilinmesi gereklidir.
Bu nedenle bu kisimda, sirasiylaN , T ve® snir fonksiyonelleri incelenecektir.

2.2.1. Siirecin Siir Fonksiyonellerin ilk Dért Momenti icin Kesin Formiiller

Bu kisimda stirecin sinir fonksiyonellerinin ilk dért momenti, rasgele degiskenin
dagilim fonksiyonu tarafindan Uretilen (H) =X * () yenileme fonksiyonu
yarcimiyla ifade edilecektir. Burada ( )= { < ), rasgele degiskenin dagilim
fonksiyonunu gostermektedir.

Teorem 2.2.1.1. U (x) yenileme fonksiyonun yardimiyla, N (x) simr fonksiyonelinin

ilk dort momenti asagidaki gibi yazilabilir:

EN (x)=U (x), 1
EN (x) =2U* (x)+ U (x). )
EN (x) =6U* (x)+6U* (x) +U (x), (3)
EN (x) =24U" (x) +36U" (x) +14U* (x) + U (x) (Feller,1971). (4)

Yardimel teorem 2.2.1.1. ve baslangi¢ rasgele degiskenleri (2.1) kosullarina ek
olarak asagidaki kosullar: saglasin:

i)a =E() <o, i)m =E(n)<o.

Bu taktirde, T (x) simr fonksiyondlinin ilk dért momenti ¢ ve N (x) rasgele
degiskenlerinin momentleri yarcimiyla asagidaki gibi yazilabilir;



Et (x) =a EN (%), (5)
Et (x)=a EN (x)+ (@ —a )EN (x), (6)
Et (x)=a EN (x)+3a(a —a )EN (x)+(2a —3aa +a )EN (x), (7

Et (x)=a EN (x) +6a (a —a )EN (x) +(11la —18a a +4a a
+3a EN (x)+ (@ +12a a —4a a —3a —6a )EN (x), (8

burada a =E§ , k=14 dr(Aliyevvd., 2010).
Teorem 2.2.1.2. ve baslangi¢c rasgele degiskenleri (2.1) kosullarina ek olarak
agagidaki kosullan saglasin:

i)a =E( ) <o, i)m =E(n )<om.

Bu taktirde, () snir fonksiyonelinin ilk dért momenti () yenileme

fonksiyonunun yardimiyla asagidaki gibi yazilabilir:

Et (x) =a U (), (9)
Et x)=2aU* (x)+a U (x), (10)
Et (x)=6aU* (x)+6a aU* (x)+a U (x), (11)
Et (x)=24a U* (x)+36a a U* (x)+(8a a +6a )U* (x)+a U (x), (12)

buradaa =E & , k=14 dir. (Aliyevvd., 2010)

Sonu¢ 2.2.1.1. rasgele degiskeni mutlak siirekli dagilima sahip olsun. Bu taktirde,
teorem 2.2.1.2"nin kosullarn atinda Et (x) fonksiyonu, [0,0) araliginin herhangi bir
kapal1 alt araliginda sinirlidir.



2.2.2. Siirecin Smir Fonksiyonellerinin Ik Dért Momenti I¢in Asimptotik
Acilimlar

Onceki  bolimde, sirecin  simr  fonksiyonellerinin  ilk  dort momenti ile
U (x) yenileme fonksiyonu yardimiyla elde edildi. Fakat elde edilen bu formallerin
problemlerin ¢dziimlenmesinde uygulanmasi oldukga zor oldugundan, pratikte daha kolay
kullanilabilir formdllerin elde edilmesine ihtiyag vardr.
Yardimel Teorem 2.2.2.1. baslangi¢ rastgel e degiskeninin ilk ¢ momenti mevcut ve

sonlu olsun. Bu taktirde, — o iken U (x) yenileme fonksiyonu icin asagidaki

asimptotik acilimlar yazilabilir.

U @ X + m + 1
X)) =—+—+4+0 —,

m 2Zm X (13
U (0 X m 1 3m m m )

X = om + m m X+ 4m 3m 2m +old), (14)
Ut (%) X_ 4 3m 1 + 3m m 2m 4 1 +o(x)

X) = — ——— X — — — x+ o(x),

6m 4m m m 2m m m (15)

U () X N m 1 N 5m 7m 9m N 3 ol )

X = am 3m  2m 4m  12m  4m  2m o (16)

buradam =E n , k=1,3 dir (Aliyev vd., 2010).
Teorem 2.2.2.1. E(n ) <o olsun. Budurumda — o iken () siir fonksiyonelinin

ilk dort momentleri iciniki terimli asimptotik acil imlar asagidaki gibi verilebilir:

m

1)EN (x) = mi+ o T o), (17)
X 2m X

2)EN (x)=m—+ Pl o(x), (18)
X 9m X

3) EN (x)=m—+ Tm "3 m—+o(x ), (19)
X 8m X

4) EN (x)=m—+ m——6 m—+o(x ), (20)

buradam =En , k=14 dr (Aliyevvd.,2010).



Simiilasyon Sonuglar

Bu kisimda, Teorem 2.2.2.1 de X(t) sirecinin N (x) snir fonksiyonelinin ilk dort
momentleri icin elde edilen asimptotik agilimdaki ilk tg terim kullanilarak, bu momentler
icin yaklasik degerler elde edilmistir. Bunun igin, n rasgele degiskeninin (2,20)
paremetreli Erlang dagilimi g6z oninde bulundurulmus ve bu degerler sembolik olarak
EN (x) ile gosterilmistir. Benzer sekilde, bu momentler igin Monte Carlo benzetim
yontemi kullanilarak elde edilen ssimiilasyon sonuglariise EN (x) ile gosterilmistir. Ayrica
her bir similasyon degeri, Matlab programi ile sirecin n = 10 sayida realizasyonu
uretilerek elde edilmistir. Bu degerler yardimiyla, sirecin N (x) snir fonksiyonelinin ilk
dort momenti igin asagidaki tablolar olusturulmustur. Burada A ,6 ve AP srasiyla bu
momentlerin yaklasik degerleri ile similasyon degerleri arasndaki mutlak hatayi, nispi

hatayi ve dogruluk yuzdelerini gostermektedir.

A =

Tablo 1.EN (x) icinasimptotik ve similasyon sonuclarimn karsilastirilmas:

EN (x) —EN (x) ; 6 =

EN (x)

100% ; AP =100% —6& ,k =1,2,3,4.

X EN (x) EN (x) A 1) (%)Ap

2 20,753 20,75 0,003 | 0,014455741 | 99,98554426
3 30,748 30,75 0,002 | 0,006504488 | 99,99349551
4 | 40,749 40,75 0,001 | 0,002454048 | 99,99754595
5 50,736 50,75 0,014 | 0,027593819 | 99,97240618
6 60,749 60,75 0,001 | 0,001646118 | 99,99835388
7 70,749 70,75 0,001 | 0,001413448 | 99,99858655
8 80,751 80,75 0,001 | 0,001238375 | 99,99876163
9 | 90,7501 90,75 0,0001 | 0,000110193 | 99,99988981
10 | 100,751 | 100,75 0,001 | 0,000992546 | 99,99900745

Tablo 2. EN (x) icin asimptotik ve similasyon sonuglarinin karsilastiriimasi

X EN (x) EN (x) A 6 (%)Ap

2 | 440,617 | 440,625 0,008 | 0,001815636 | 99,99818436
3 | 960,613 | 960,625 0,012 | 0,001249202 | 99,9987508
4 11680,609 | 1680,625 | 0,016 | 0,000952036 | 99,99904796
5 |2600,621 | 2600,625 | 0,004 | 0,000153809 | 99,99984619




Tablo 2'nin devami

10

6 | 3720,569 | 3720,625 | 0,056 | 0,001505146 | 99,99849485
7 | 5040,516 | 5040,625 | 0,109 | 0,002162477 | 99,99783752
8 | 6560,754 | 6560,625 | 0,129 | 0,001966237 | 99,99803376
9 8280,64 | 8280,625 | 0,015 | 0,000181145 | 99,99981885
10 | 10200,8 [10200,625| 0,175 | 0,001715552 | 99,99828445

Tablo 3. EN (x) icinasmptotik ve similasyon sonuclarimn karsilastirilmasi

X EN (%) EN (%) A ) (%)Ap

2 9565,312 9565 0,312 | 0,003261786 | 99,99673821
3 30472,481 | 304725 | 0,019 | 6,23513E-05 | 99,99993765
4 70129,677 | 70130 0,323 | 0,000460575 | 99,99953942
5 | 134537,472 |134537,5| 0,028 2,0812E-05 | 99,99997919
6 | 229691,062 | 229695 | 3,938 | 0,001714477 | 99,99828552
7 | 361590,729 [361602,5| 11,771 | 0,003255338 | 99,99674466
8 | 536276,825 | 536260 | 16,825 | 0,003137372 | 99,99686263
9 | 759669,307 |759667,5| 1,807 | 0,000237867 | 99,99976213
10 |1037854,471| 1037825 | 29,471 | 0,002839608 | 99,99716039

Tablo4.EN (x) icin asimptotik ve similasyon sonuglarinin karsilastirilmas

EN (x)

EN (x)

A

5

(%)Ap

212093,445

212000

93,445

0,04405841

99,95594159

981124,659

981000

124,659

0,012705725

99,98729428

2960158,786

2960000

158,786

0,005364104

99,9946359

7025195,665

7025000

195,665

0,002785189

99,99721481

14291988,32

14292000

11,679

8,17171E-05

99,99991828

26116114,87

26117000

885,128

0,003389202

99,9966108

44098240,48

44096000

2240,48

0,005080656

99,99491934

OO |N|OOTA|WIN| X

70065508,06

70065000

508,057

0,000725117

99,99927488

=
o

106104736,8

106100000

4736,794

0,004464263

99,99553574

Teorem 2.2.2.2. & ve n baslangic rasgele degiskenleri (2.1) kosullarina ek olarak

asagidaki kosullan saglasin:
DEE ) <o, i)m =E(Mm ) <oo.

Bu taktirde, x - oo ikent (x) sinir fonksiyonelinin ilk dort momenti icin asagidaki

asimptotik acilimlar yazilabilir;
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m a 1 (21)
+o0 —,
2m X

a
1DEt (x) = m—x+

a 2m a a — 2a
2)Et (x) =—x + + X
m m m
B3ma 2ma m(a —2a) )
2m  3m + 2m +oll), (22)

9ma 3a(a —2a)
+ X

ET () = —x +
)TX_mX 2m m

9ma 3ma 6ma(@ —2a) 6a —6aa +a
+ - + +
m m m m

x +0(x), (23)

8ma 6af(a —2a)
+ X

a
4)Et (%) =X + - o

30m a 8ma+27ma(a —2a)+36a —36a +4a a +3a

m m m m

+o(x ), (24)

burada,
a=E¢f& m=En , k=13
dir (Okur Bekar, 2012).

Simiilasyon Sonuglari

Bu kissmda, Teorem 2.2.2.2 de X(t) surecinin t (x) sinir fonksiyonelinin ilk dort
momenti icin elde edilen asimptotik agilimdaki ilk tg terim kullanilarak, bu momentler igin
yaklasik degerler olusturulmustur. Bunun igin, n rasgele degiskeninin (2,20) paremetreli
Erlang dagilimi g6z oniinde bulundurulmus ve bu degerler sembolik olarak Et (x) ile
gsterilmistir. Benzer sekilde, bu momentler icin Monte Carlo benzetim yontemi
kullanlarak elde edilen similasyon sonuglari ise Et (x) ile gosterilmistir. Ayrica her bir
simiilasyon degeri, Matlab programi ile siurecin n = 10 sayida realizasyonu uretilerek
elde edilmistir. Bu degerler yardmiyla, sirecin t (x) sinir fonksiyondinin ilk dort
momentleri icin asagidaki tablolar olusturulmustur. Burada A ,8 ve AP sirasiyla bu
momentlerin yaklasik degerleri ile simiilasyon degerleri arasindaki mutlak hatayi, nispi
hatayi ve dogruluk yuzdelerini gostermektedir.



A

12

= Et (X —Et (x) ;6 = 100% ; AP =100% — 6 , k=1,2,34
Et ()

Tablo 5. Et (x) icin asimptotik ve simulasyon sonuclarinmn karsilastiriimast
X Et (x) Et (x) A 5 (%)Ap
10 50,377 50,375 0,002 | 0,00397006570 | 99,9960299343
20 100,378 | 100,375 | 0,003 | 0,00298870270 | 99,9970112973
30 150,373 | 150,375 | 0,002 | 0,00133002600 | 99,9986699740
40 | 200,379 | 200,375 | 0,0040 | 0,00199621717 | 99,998003783
50 | 250,373 | 250,375 | 0,002 |0,00079880818 | 99,9992011918
60 | 300,387 | 300,375 | 0,012 | 0,00399484665 | 99,9960051534
70 | 350,386 | 350,375 | 0,011 | 0,00313939484 | 99,9968606052
80 | 400,395 | 400,375 0,02 |0,00499506737 | 99,9950049326
90 | 450,363 | 450,375 | 0,012 |0,00266451729 | 99,9973354827
100 | 500,365 | 500,375 0,01 | 0,00199854107 | 99,9980014589

Tablo 6. Et (x) i¢in asimptotik ve simulasyon sonuclarinin karsilastirilmast

X Et (x) Et (x) A 6 (%)Ap

10 | 2575,542 | 2501,09 | 74,44825 |2,89058574855 | 97,1094142514
20 | 10150,920 | 10001,84 |149,07625 |1,46859841275 | 98,5314015872
30 | 22724,794 | 22502,59 |222,20025 |0,97778774144 | 99,0222122586
40 | 40300,230 | 40003,34 |296,88625 |0,73668624224 | 99,2633137578
50 | 62874,336 | 62504,09 |370,24225 |0,58886069190 | 99,4111393081
60 | 90450,466 | 90004,84 |445,62225 |0,49266993273 | 99,5073300673
70 [123033,143 |122505,59 |527,54925 | 0,42878629054 | 99,5712137095
80 [160617,031 |160006,34 |610,68725 |0,38021326020 | 99,6197867398
90 (203164,472 |202507,09 |657,37825 |0,32356949201 | 99,6764305080
100 |250739,701 |250007,84 | 731,85725 |0,29187928640 | 99,7081207136

Tablo 7. ET (x) icin asimptotik ve simulasyon sonuclarinin karsilastirilmasi

Et (x)

Et (%)

A

s

(%)Ap

10

133594,919

133515,625

79,294

0,059354054

99,94064595

20

1034118,234

1033906,25

211,984

0,02049901

99,97950099

30

3451228,375

3451171,875

56,5

0,001637098

99,9983629

40

8135537,563

8135312,5

225,063

0,002766418

99,99723358

50

15836297,776

15836328,13

30,349

0,000191642

99,99980836

60

27304603,104

27304218,75

384,354

0,001407653

99,99859235

70

43293551,446

43288984,38

4567,071

0,010549079

99,98945092

80

64551547,524

64540625

10922,524

0,016920623

99,98307938

90

91802296,836

91809140,63

6843,789

0,007454921

99,99254508

100

125837042,34

125844531,3

7488,91

0,005951276

99,99404872
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Tablo 8. Et (x) icin asmptotik ve simulasyon sonuclarimn karsilastirilmast

X

Et (x)

Et (x)

A

5

(%)Ap

10

7028703,865

7027187,5

1516,365

0,021573892

99,97842611

20

106121021,113

106108750

12271,113

0,01156332

99,98843668

30

526717498,167

526744687,5

27189,333

0,005162033

99,99483797

40

1648431949,729

1648435000

3050,271

0,000185041

99,99981496

50

40005/78412,683

4000679688

101274,817

0,002531504

99,9974685

60

8262964482,523

8262978750

14267477

0,000172668

99,99982733

70

15266781552,312

15264832188

1949364,812

0,012768669

99,98723133

80

25991541754,000

25985740000

5801754

0,0223217

99,9776/783

0

41550698398,508

41555202188

4503788,992

0,010839262

99,98916074

100

63247213173,060

63252718750

5505576,94

0,008704853

99,99129515

Teorem 2.2.23¢ ,m ve 0 baslangic degiskenleri (2.1) kosullarna ek olarak asagidaki

kosullar saglaan:
Da =EE )<,
i)m =E(m ) <o,
iii) E(8 )< .

Bu taktirde

X — 00

iken y (x)

asagidaki asimptotik agihmlar yazilabilir.

a m 1
DE(y)=—x+ —+K a +o0 —,
m 2m X

2)E(y ) = ;—X +

3ElY ) = ;—x +

2m a

3m a

a —2a +2K a
+

m

2m a +(m (a —2a)+2maK)

X

2m

3m

2m

O9m a ((Ba(a —2a)+3akK)
+ X

2m m
9m a 3ma+6ma(a—2a)+6maK
m m m

X

6a —6aa +a +3@ —2a)aK +3aa

m

X + 0(x),

+K a +o(1),

sinir fonksiyonelinin ilk dért momentleri igin

(25)

(26)

(27)
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8m a +6a (a —2a)+4akK
m m

4)E(y ) = ;—X + X

30m a 8ma+27ma(a—2a)+18mal(

- X
m m m
36a —36a a +4aa +3a +12a(a —2a)K +6aak
+ m X
+o(x ), (28)
burada,
E 6 _
a =E¢ , m =En , K=——k=13vei= 1,2
E ¢
drr.

Ispat: Teorem 2222 den elde edilen (1)-(4) ssitlikleri yardimiyla y (x) snir
fonksiyonelinin ilk dort momentini yazalim:

E(y)=E(t +6 )=E(t )+ E(0); (29)
burada K =E(6 )/E(§ ) oldugu literatirde bilinmektedir. E(6 ) =a K ve Teorem
2.2.2.2nin (1) ssitligi ( 29) ssitliginde yerine yazilir,

E(y )=E(t )+ E(6)

a m a 1
= —x+ +0 - +ak
m 2m X
a m a 1
=—x+—+4+a K +0 - (30)
m 2m X
y=1+06 ; y = +60) =t +2t0 +6 (31)

ve (31) ssitligi g6zonune ainirsa,

ECy)=E(t )+ 2E(t )E(B ) +E(® ) (32)

a 2ma a —2a Sma 2ma m(a —2a)
=—x + + X + - +
m m m 2m 3m 2m

f2Ka LEMA LK a o))
m X 2m a 0 (33)

a 2m a a —2a +2K a
=—x + + X
m m m

3m a 2ma+(m(a—2a)+2maK)

2m 3m 2m

+K a +0o(1), (34)
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elde edilir. Burada,

_E(B)

K =Ry

E(0 )=a K

chr.
Benzer sekilde y (x) simir fonksiyonelinin Uglincl ve dordinci momentlerinin

asimptotik acilimlar: elde etmek munkindur.

Similasyon Sonuglar

Bu kisimda, Teorem 2.2.2.3 de X(t) surecinin y (x) sinir fonksiyoneinin ilk dort
momentleri igin elde edilen asmptotik agilimdaki ilk Gg terim kullanilarak, bu momentler
icin yaklasik degerler olusturulmustur. Bunun igin, n rasgele degiskeninin (2,20)
paremetreli Erlang dagilimi g6z 6nunde bulundurulmus ve bu degerler sembolik olarak
Ey (x) ile gosterilmistir. Benzer sekilde, bu momentler igin Monte Carlo benzetim
yontemi kullanilarak elde edilen ssimilasyon sonuglan ise Ey (x) ile gosterilmistir. Aynca
her bir similasyon degeri, Matlab programi ile sirecin n =10 sayida realizasyonu
uretilerek elde edilmistir. Bu degerler yardmiyla, sirecin y (x) sinir fonksiyonelinin ilk
dort momentleri icin asagidaki tablolar olusturulmustur. Burada
A ,8 ve AP sirasiyla momentlerin yaklasik degerleri ile ssimilasyon degerleri arasndaki

mutlak hatay, nispi hatayr ve dogruluk yiuzdelerini gostermektedir.

A =

Ey (x) —Ey (%) ;6 = 100%; AP =100% -8, k=1234.

Ey (x)

Tablo 9. Ey (x) icin asmptotik ve simulasyon sonuclarinin karsilastinlmast

X Ey (x) Ey (x) A 8 (%)Ap

10 | 51,371 | 51,0375 | 0,3335 |0,649198964 | 99,35080104
20 | 101,392 |101,0375 | 0,3545 |0,349633107 | 99,65036689
30 | 151,36 |151,0375 | 0,3225 |0,213068182 | 99,78693182
40 | 201,373 |201,0375 | 0,3355 |0,166606248 | 99,83339375
50 | 251,372 |251,0375 | 0,3345 |0,133069713 | 99,86693029
60 | 301,387 |301,0375 | 0,3495 | 0,11596386 | 99,88403614
70 | 351,371 |351,0375 | 0,3335 |0,094913923| 99,90508608
80 | 401,404 |401,0375 | 0,3665 |0,091304521 | 99,90869548
90 | 451,388 |451,0375 | 0,3505 |0,077649384 | 99,92235062
100 | 501,361 |501,0375 | 0,3235 |0,064524365 | 99,93547564
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Tablo 10.Ey (x) icin asimptotik ve similasyon sonuglarinin karsilastirilmasi

X

Ey (x)

Ey (x)

A

8

(%)Ap

10

2677,599

2678,09375

0,49475

0,018477375

99,98152263

20

10356,251

10353,09375

3,15725

0,030486418

99,96951358

30

23028,116

23028,09375

0,02225

9,6621E-05

99,99990338

40

40703,14

40703,09375

0,04625

0,000113628

99,99988637

50

63376,583

63378,09375

1,51075

0,002383767

99,99761623

60

91060,481

91053,09375

7,38725

0,008112465

99,99188753

70

123724,936

123728,0938

3,15775

0,002552234

99,99744777

80

161426,340

161403,0938

23,24625

0,014400531

99,98559947

90

204090,453

204078,0938

12,35925

0,006055771

99,99394423

100

251737,996

251753,0938

15,09775

0,005997406

99,99400259

Tablo 11. Ey (x) igin asmptotik ve similasyon sonuglarinn karsilastiriimasi

X

Ey (x)

Ey (x)

A

6

(%)Ap

10

141571,040

141378,125

192,915

0,136267276

99,86373272

20

1065542,315

1064631,25

911,065

0,08550247

99,91449753

30

3520464,514

3519759,375

705,139

0,020029715

99,97997029

40

8257677,360

8256762,5

914,86

0,011078902

99,9889211

50

16026230,353

16025640,63

589,728

0,003679767

99,99632023

60

27581088,319

27576393,75

4694,569

0,017020971

99,98297903

70

43658818,429

43659021,88

203,446

0,000465991

99,99953401

80

65039239,292

65023525

15714,292

0,024161248

99,97583875

90

92436914,349

92419903,13

17011,224

0,018403063

99,98159694

100

126588476,827

126598156,3

9679,423

0,00764637

99,99235363

Tablo 12. Ey (x) icin asimptotik ve similasyon sonuglarinin karsilastirilmasi

Ey %)

Ey %)

A

8

(%)Ap

10

7590765,572

7613437,

5

22671,928

0,29867 7757

99,70132225

20

110427045,718

110453750

26704,282

0,02418273]

99,9758172¢

30

540834898,989

541020937,5

186038,511

0,034398397

99,9656016]

40

1681466306,335

1681815000

348693,665

0,02073747¢

99,97926257

50

4064612215,234

4065335938

723722,266

0,017805444

99,9821945¢

60

8374631371,275

8374083750

547621,275

0,00653904¢

99,99346094

70

15438579861,39]

1544055843¢

1978576,105

0,01281579]

99,9871842]

80

26253245760,09¢

2624726000(

5985760,09

0,02280007¢

99,97719997

90

41930678557,33

4192668843¢

3990119,837

0,009515997

99,9904840]

100

63750740348,89¢

6376134375(

10603401, 1]

0,016632593

99,9833674]
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2.2.3. Miidahalenin Pareto Dagilimina Sahip Olmasi Durumunda  X(t)
Siirecinin Siir Fonksiyonellerinin Momentleri Icin Asimptotik A¢ihhmlar

Bu kiamda (¢ rasgele degiskenin (o, A),a> 0,A>0 paremetreli  Pareto
dagilimina sahip olmas durumunda, t (¢ ), N(C ) vey (C ) sinir fonksiyonellerinin baz
momentleri icin asimptotik agilimlar elde edilecektir. Bunun igin kism 2.2.2 de verilen
Teorem 2.2.2.1 ve Teorem 2.2.2.2 de x — oo iken siirecin sinir fonksiyonelleri igin elde
edilen asimptotik acilimlar kullanacaktir. Burada ¢ rasgele degiskeni (o, A), a > 0,A >0

paremetreli, Pareto dagilimina sahip oldugundan dagilim fonksiyonu asagidaki gibi
verilebilir:

A
Fx) =1- < A>0, >0; €[ ,+x). (35)
N(C ) sinir fonksiyonellinin ilk dért momenti igin asimptotik agilimlari incelenmeden
once asagidaki yardimci teorem verilsin.

Yardimar teorem 2.2.3.1 Eger g(x), (g:R — R) fonksiyonu sinirli ve

g(x)
=¢ (36)

lim
- X

ise(ax >0, €R) butaktirde o > 0 iken ssitlik (37) verilen baginti dogrudur.

A
li_>m g t—_ dt = 0. (37)
(Kesemen, Y etim 2012)

Sonug: g(x) fonksiyonu, yardimc teorem 2.2.3.1 deki gibi tammlansin ve R (x)
fonksiyonu R (x) =x g(x), n=-1,0,1,2,... olsun. Her a >0 ve A — 0 iken ssitlik
(38) verilen asimptotik bagint: dogrudur.

A
R (7dt=o0( ). (38)
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Teoerem: 2.2.3.1. Kisim 2.2.2 de verilen Teorem 2.2.2.1 in kosullan sgglasn. Bu taktirde
a>1i¢in E({) » o iken N(T ) sinir fonksiyonellinin ilk dért momenti icin asagidaki

asimptotik agilimlar verilebilir:

(o4 m 1
DEN (Z)zm(a—l)x+2m o A’ (39)

o + 3m 2m m +o(1)
— — 0 ,
m m (40)

2EN )= — (5—2)}\ + =

a
3)EN (Z):m(a—B)}\_{_ 2Zm m o —2

9m 3m 6m L o A A
* m m m th a1 +o(h), (41)
MEN (()=—3% 5 4 M _6 @,
) ¢ “m (a—4) m m o-—3
+ 30m _8m _27m +l o A\ +of)
- - - o oA ), (42)

ispat: E(n ) < o kosulu atinda, Teorem 2.2.2.1 den (17) ssitligine gére asagidaki

asimptotik agilim mevcuttur:

X m
EN (X)=m—+K+R(X), X > 0 43)
buradaverilen R (x) = g(x) ve g(x) = o(1) dir. Bu durumda,
EN ()= EN (Wdn(v) = EN (Wf K (v)dv
= T4 Z iR f Wdv
m 2Zm
1 m
=— vf (Wdv+— f (Wdv+ R Wf (Wv)dv
m 2m
1 m
=m—E(Z )+K+E(R @) (44)

dir. Burada,
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EQ)=—m2 ;a>1
(Z ) - o — 1 ; A
oldugu olasilik teorisinden bilinmektedir. E(R (¢ ) asagidaki gibi verilebilir:

ER (@)= R M™f (vdv

=aA v ( IR (W)dv = ar v O Jg(v)dv

A
= g t—_ dt, (45)

bu durumda Y ardimci teorem 2.2.3.1 e gore (40) esitliginden her o > 1 i¢in

1

lim ERR (¢)=0; ER (¢)= X (46)

elde edilir. Bu durumda (46) ssitligi, (44) esitliginde yerine yazilrsa, N (¢ ) sir
fonksiyonelinin birinci momenti, (39) esitligi gibi yazlabilir.

Benzer sekilde, N (T ) sinir fonksiyonelinin ikinci, tGi¢iincii ve dérdiinci momentleri
icin a > 1 iken asimptotik agihmlar elde etmek munkiandir. E(m ) < oo kosullar altinda,
Teorem 2.2.2.1 egore sirasiyla (18 ), (19) ve (20 ) ssitliklerden

1 2m 1 3m 2m m

EN (Z)=m—E(Z)+ o m E(C)+ om  3m Zm +ER (@), (47)
1 9m 3 9m 3m 6m 1

EN (Z)=m—E(Z)+ T E(C)+ Tt E(C)
+ER (T), (48)

1 8m 6 30m 8m 27m 7
EN (¢)=—EC)+ ———— EC)+ ———-——-——+_— E{)

+ER (), (49)

elde edilecegi agikgca gorulmektedir. Burada

04
E@)=-—"A ,n=12.. (50)
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oldugu olaslik teorisinden bilinmektedir. Bu durumda ER (T), ER (3) ve
E(R (¢ )) fonksiyonlan hesaplanmalidr. Her o> 1 igin E(( ) = oo iken Yardima
Teorem 2.2.3.1 kullanilarak

ER (@) =o(1) (51)
ER (@) =0, (52)
ER (@) =o(d), (53)

elde edilir. Son olarak srasiyla (51)-(53) esitlikleri (47)-(49) esitliklerinde yerine yazilirsa,

ispat tamamlanir.

Similasyon Sonuglar

Bu kisamda, Teorem 2.2.3.1 de X(t) surecinin N ({ ) simir fonksiyonelinin ilk dort
momenti icin elde edilen asimptotik agil imdaki ilk U¢ terim kullanilarak, bu momentler icin
yaklasik degerler olusturulmustur. Bunun igin, n rasgele degiskeninin (2,20) paremetreli
Erlang dagilimi g6z 6niinde bulundurulmus ve bu degerler sembolik olarak EN (T ) ile
gosterilmistir. Benzer sekilde, bu momentler igin Monte Carlo benzetim yontemi
kullanilarak elde edilen similasyon sonuglar ise EN (C ) ile gosterilmistir. Ayrica her bir
simulasyon degeri, Matlab programi ile sirecin n = 10 sayida realizasyonu uretilerek
elde edilmistir. Bu degerler yardimyla, sirecin N (¢ ) sinir fonksiyonelinin ilk dort
momenti igin asagidaki tablolar olusturulmustur. Burada A ,6 ve AP sirasiyla
momentlerin yaklasik degerleri ile simllasyon degerleri arasndaki mutlak hatayi, nispi
hatay: ve dogruluk yizdelerini gostermektedir.

A =EN (@) —EN(Q) ;8 = 100% ; AP =100%—58, k=1234

EN (T)

Tablo 13. EN (¢ ) icin asimptotik ve similasyon sonuglarinin karsilastirilmasi

() () A (%)
1 | 13249 | 13250 | 0,001 | 0,007547739 |99,99245226
2 | 25749 | 25750 | 0,001 | 0,003883646 |99,99611635

3 38,254 38,250 0,004 | 0,010456423 |99,98954358
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4 50,742 50,750 0,008 | 0,015766032 |99,98423397
5 63,246 63,250 0,004 | 0,006324511 |99,99367549
6 75,748 75,750 0,002 | 0,002640334 |99,99735967
7 88,246 88,250 0,004 | 0,004532783 |99,99546722
8 | 100,760 | 100,750 0,010 | 0,009924573 |99,99007543
9 | 113,237 | 113,250 0,013 | 0,011480347 |99,98851965
10 | 125,744 | 125,750 0,006 | 0,004771599 | 99,9952284

Tablo 15. EN (T ) icin asimptotik ve simulasyon sonuclarimn kKarsilastirilmas

A |EN@) | EN@) | A 5 (%)Ap

1 192,279 | 192,2916 0,0126 |0,006552978 |99,99344702
2 717,247 | 717,2916 0,0446 |0,006218221 |99,99378178
3 1575,435 | 1575,6250 0,19 0,012060161 |99,98793984
4 2764,102 | 2767,2916 | 3,1896 |0,115393716 |99,88460628
5 4290,577 | 4292,2916 | 1,7146 |0,039961991 | 99,96003801
6 6150,398 | 6150,625 0,227 |0,003690818 |99,99630918
7 8342,890 | 8342,2916 | 0,5984 |0,007172574 |99,99282743
8 10871,342110867,2916 | 4,0504 | 0,03725759 |99,96274241
9 13721,440| 13725,625 4,185 |0,030499714 |99,96950029
10 16914,569(16917,2916 | 2,7226 |0,016096183 |99,98390382

Tablo 16. EN (T ) icin asimptotik ve simtlasyon sonuclarimn kKarsilastirilmas

EN (¢)

EN (€)

A

5

(%)Ap

3165,580

3165,625

0,045

0,00142154

99,99857846

22559,852

22581,250

21,398

0,094849913

99,90515009

72939,678

73246,875

307,197

0,42116583

99,57883417

168881,249

170162,500

1281,251

0,75866978

99,24133022

327490,314

328328,125

837,811

0,255827719

99,74417228

562757,902

562743,750

14,152

0,002514758

99,99748524

889138,188

888409,375

728,813

0,081968473

99,91803153

1321924,706

1320325,000

1599,706

0,121013398

99,8789866

OO N0 WIN(F| >

1871384,299

1873490,625

2106,326

0,112554434

99,88744557

IR
o

2559862,448

2562906,250

3043,802

0,118904905

99,8810951
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Tablo 17.EN (T ) icin asimptotik ve similasyon sonuclarinin karsilastirilmasi

EN ()

EN (@)

A

8

(%)Ap

65923,872

66666,660

742,788

1,126736002

98,873264

901199,124

926666,666

25467,542

2,825961691

97,17403831

4190810,907

4470000,000

279189,093

6,661934866

93,33806513

12798130,83

13786666,670

988535,835

7,724064147

92,27593585

32038099, 79

33166666,670

1128566,874

3,522577435

96,47742256

72150467,010

68100000,000

4050467,01

5,6139165

94,3860865

123238726,9

125276666, 700

2037939,782

1,653652089

98,34634791

208572722

212586666, 700

4013944,692

1,924482096

98,0755179

331683332,8

339120000,000

7436667,198

2,242098551

97,75790145

Blo|oN|joug|hMwiN(ik| >

501102326,3

515166666, 700

14064340,33

2,806680311

97,19331969

Teorem:2.2.3.2. Teorem 2.2.2.2 nin kosullart saglansin. Bu taktirde, her o >4 igin
E(C ) — oo iken X(t) stirecinin T (¢ ) sinir fonksiyonelinin ilk doért baslangic momenti igin

asagidaki asimptotik agilimlar yazilabilir:

DE -2« ?\+ma+ l >1
VET (@) “ma-—1 2m 0 oA’ ¢ (54)
2VE _a o X+ 2m a a —2a o N
)T(Z)_m oa—2 m m a—1
S3ma 2ma m(a —2a) +of1 o5
2m 3m 2m o(1), * (55)
3NE _a }\+9ma+3a(a—2a) ax
)T(Z)_m a—3 2m m oa—2
O9ma 3ma 6am((a —2a) 6a —6aa +a a
+ — + A
m m m m a—1
+o(A), a>3 (56)
4E()_a oc}\+8ma+6a(a —2a) a}\
JET (€ m a-—4 m m a—3
30ma ©8ma 27ma(a —2a) 36a —36aa +4aa +3a a
+ — + + A
m m m m o—2
+o(A ), a>4 (57
buradaa =E¢ , m =En ,k=14dr.

ispat: Bu teoremin ispati bir 6nceki teoremin ispatina benzer sekilde yapilir.
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Teorem:2.2.3.3. Teorem 2.2.2.3 nin kosullar1 saglansin. Bu taktirde, her o >4 ig¢in
E({ ) » oo iken X(t) sirecinin y (T ) sinr fonksiyondlinin ilk dért baglangg momenti

icin asagidaki asimptotik agilimlar yazlabilir:

DEy @)= a4 ™ 4K a 40 >1
ac “ma—1 2m aToey (58)
E K aA+2ma+a—2a+2Ka a}\
)Y(Z)—ma_2 o - p—

B3ma 2ma (m (@ —2a)+2m akK)

o 3m + m +Ka +0(1), a>2 (59
3\E _a o« }\+9ma+(3a(a —2a)+3aK) cx}\
)Y(C)—nla_3 o - p—

9m a 3ma+6ma(a —2a)+6mak a

m m m a—1

6a —6aa +a +3(@ —2a)aK +3aa a
m a—1

A+ o(}), a>3 (60)

8ma+6a(a —2a)+4a K a

A
m m oa—3

da (04
4)Ey ()= m—a_—47\ +

30ma 8ma 27ma(a —2a)+18maKkK a

+ — + A
m m m oa—2
36a —36aa +4aa +3a +12a(a —2a )K +6aaKk a N
m oa—2
+o(1 ), a>4 (61)
burada,
E 6 ]
a =E¢ , m =En , K=—k=13vei= 12
Eg
dir.

ispat: E(n ) < oo kosullan atinda, Teorem 2.2.2.3 den (25) ssitligine gore asagidaki

asimptotik agcilim mevcuttur:

a m
E(Y)=m—x+ o +K a +R(x x> o (62)

buradaverilen R (x) = g(x) ve g(x) =0 - dir. Budurumda,
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Ey Q)= Ey (v)dn(v) = Ey (Wf  (v)dv

_ a m_ K R f d

= mV+ 2m+ a +R (v) f (v)dv
a m

=— vf (v)Jdv+ —+K a f (vdv+ R W (v)dv
m ’ 2m ’ '

_ d m

_m—E(Z)+ E-H( a +ER (C) (63)

dir, burada
(04
E(C) = O:)\, a>1

oldugu olaslik teorisinden bilinmektedir ve E(R (T ) asagidaki gibi degerlendirilebilir:

ER @)= R WFf (vdv
=aA v ( IR (w)dv = at v O Jg(v)dv

A
= 8 _dt (64)
t
bu durumda Y ardimci teorem 2.2.3.1 e gore (46) esitliginden her a > 1 igin

lim ER ({)=0 ; E(R(Z)=% (65)

elde edilir. Bu durumda (65) esitligi, (63) sesitliginde yerine yazilirsa, y (T ) snir
fonksiyonelinin birinci momenti, (58) esitligi gibi yazilabilir.

Benzer sekilde, y (T ) snir fonksiyonelinin ikinci, tG¢iinci ve dérdiincii momentleri
icin a > 4 iken asimptotik agilimlar elde etmek munkindur. E(m ) < o kosulu altinda,

Teorem 2.2.2.3 egore srasiyla (25 ),(26) ve (27) esitliklerinden

a 2m a a —2a +2K a
2)By Q)= —EQ)+ ——+—— EQ)

3m a 2ma+(m(a —2a )+2mak)

2m 3m 2m

+Ka +ER (T), oa>2 (66)
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9 3 —2a)+3a K
ey (@)= B+ oy LB ZEITR T g
9ma_3ma+6ma(a—2a)+6maK E(0)
m m m
6a —6aa +a +3(@ —2a)aK +3aa
+ EQ)
m
+ER (7)), a>3 (67)
a 8ma 6a (a —2a)+4aK
DEY )= —EQ)+ ———+ - EG)

30m a 8ma+27ma(a —2a)+18ma K

m m m
36a —36aa +4aa +3a +12a(a —2a)K +6a ak
+ m E)
+ER (T), o> 4 (68)
elde edilecegi agikga gorilmektedir. Burada,
E()=—2A ,n=12
(C)—m n=12.. (69)

oldugu olaslik teorisinden bilinmektedir. Bu durumda E R (), ER () ve
E(R (T )) fonksiyonlari hesaplanmalidir. Her o« > 1 igin E({ ) > o iken Yardma

Teorem 2.2.3.1 kullanilir ise

ER (C) =o(1) (70)
ER (C) =0, (71)
ER (C) =o(d), (72)

elde edilir. Son olarak srasiyla (70)-(72) esitlikleri (66)-(68 ) esitliklerinde yerine

yazilirsa, ispat tamamlanir.
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Simiilasyon Sonuglar

Bu kisimda, Teorem 2.2.3.3 de X(t) direcininy (¢ ) simir fonksiyonelinin ilk dort
momenti igin elde edilen asimptotik agilimdaki ilk tg terim kullanilarak, bu momentler i¢in
yaklasik degerler olusturulmustur. Bunun igin, n rasgele degiskeninin (2,20) paremetreli
Erlang dagihmi g6z oniinde bulundurulmus ve bu degerler sembolik olarak Ey (¢ ) ile
gosterilmistir. Benzer sekilde, bu momentler igin Monte Carlo benzetim yontemi
kullanlarak elde edilen similasyon degerleri ise Ey (¢ ) ile gosterilmistir. Ayrica her bir
similasyon degeri, Matlab programi ile sirecin n = 10 sayida realizasyonu Uretilerek
elde edilmistir. Bu degerler yardimiyla, surecin y (¢ ) sinir fonksiyonelinin ilk dort
momenti icin asagidaki tablolar olusturulmustur. Burada A ,5 ve AP sirasiyla bu
momentlerin yaklasik degerleri ile similasyon degerleri arasndaki mutlak hatayi, nispi
hatay ve dogruluk yuzdelerini gostermektedir.

A =|Ey @) —Ey Q)8 )100%;AP =100% -6, k=1,234

Tablo 18. Ey (T ) i¢in asimptotik ve similasyon sonuclarinin karsilastirilmas

A | Ey (T) | Ey Q) A 8 (%)Ap

5 | 32,624 | 32,2875 | 0,3365 | 1,03144924 |98,96855076
6 | 38,881 | 385375 | 0,3435 |0,883464931 |99,11653507
7 | 45123 | 44,7875 | 0,3355 |0,743523259 |99,25647674
8 | 51,366 | 51,0375 | 0,3285 |0,639528093 |99,36047191
9 | 57,628 | 57,2875 | 0,3405 | 0,50085861 |99,40914139
10 | 63,886 | 63,5375 | 0,3485 |0,545502927 |99,45449707
11 | 70,125 | 69,7875 | 0,3375 |0,481283422 |99,51871658
12 | 76,374 | 76,0375 | 0,3365 |0,440594967 |99,55940503
13 | 82,631 | 82,2875 | 0,3435 | 0,41570355 |99,58429645
14 | 88,871 | 88,5375 | 0,3335 |0,375263022 |99,62473698
15 | 95,132 | 94,7875 | 0,3445 |0,362128411 |99,63787159

Tablo 19.Ey () icin asimptotik ve similasyon sonuglarinin karsilastirilmasi

Ey (C)

Ey (T)

A

8

(%)Ap

1153,958

1154,135417

0,177416667

0,015374621

99,98462538

1635,262

1634,34375

0,91825

0,056153081

99,94384692

2197,909

2197,885417

0,023583333

0,00107299

99,99892701

A
5
6
7
8

2843,246

2844,760417

1,514416667

0,053263652

99,94673635
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9

3575,917

3574,96875

0,94825

0,026517674

99,97348233

10

4390,345

4388,510417

1,834583333

0,041786769

99,95821323

11

5285,55

5285,385417

0,164583333

0,003113836

99,99688616

12

6265,192

6265,59375

0,40175

0,006412413

99,99358759

13

7331,252

7329,135417

2,116583333

0,028870694

99,97112931

14

8475,047

8476,010417

0,963416667

0,011367685

99,98863231

15

9709,324

9706,21875

3,10525

0,031982144

99,96801786

Tablo 21. Ey (T ) icin asimptotik ve similasyon sonuglarinin karsilastirilmas

Ey (2)

Ey (T)

A

S

(%)Ap

46171,295

45978,51563

192,779375

0,417530795

99,58246921

77620,436

77392,96875

227,46725

0,293050724

99,70694928

120789,619

120588,6719

200,947125

0,166361254

99,83363875

177306,190

177440,625

134,435

0,075820816

99,92417918

250343,547

249823,8281

519,718875

0,207602265

99,79239773

339886,508

339613,2813

273,22675

0,080387642

99,91961236

449495,719

448683,9844

811,734625

0,180587843

99,81941216

579107,065

578910,9375

196,1275

0,033867226

99,96613277

SR Blo|o|~N|o|u| >

733100,690

732169,1406

931,549375

0,127069772

99,87293023

14

909865,279

910333,5938

468,31475

0,051470779

99,94852922

15

1115622,645

1115279,297

343,348125

0,030776367

99,969223633

Tablo 22. Ey (T ) icin asimptotik ve similasyon sonuclarinin karsilastirilmasi

Ey ()

Ey ()

A

8

(%)Ap

2416203,871

2369359,375

46844,496

1,938764214

98,06123579

4634840,225

4761877,500

127037,275

2,740920265

97,25907973

8425423,962

8625194,375

199770,413

2,371042857

97,62895714

14150336,869

14465560,000

315223,131

2,227672273

97,77232773

22472687,441

22864224,375

391536,934

1,742279089

98,25772091

33475327,927

34477437,500

1002109,573

2,993576568

97,00642343

50850397,648

50036449,375

813948,273

1,600672385

98,39932761

69683667,220

70347510,000

663842,78

0,9526519

99,0473481

94756321,622

96291869,375

1535547,753

1,620522754

98,37947725

124661548,485

128825777,500

4164229,015

3,340427795

96,65957221

163562105,223

168980484,375

5418379,152

3,312735028

96,68726497
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2.3. X(t) Siirecinin Ergodikligi

Bu bal imde sirecin ergodikligi incelecektir. Bu amaglaasagidaki teoremi verelim.
Teorem 2.3.1. Baslang¢ rasgele degiskenler dizisi {(§ ,n ,C )}, n > 1 icin asagidaki ek
kosullar saglansin:
1) 0 < E(§) <o,

2)EMm ) >0,

3)En <+4ox,

4)n aritmetik olmayan bir rasgel e degisken,
5)E(0 ) < 4o,

6) ¢ , rasgele degiskeni (o, A) parametreli Pareto dagilimina sahip olsun.
Bu durumda X(t) slireci ergodiktir.

Ispat: Ele ainan X(t) sireci literatirde “Kesikli Sans Karisimli Yari-Markov
Suregleri” diye adlandirilan genel bir stokastik stiregler simfina aittir. Bu sinif igin genel
ergodik teorem A.N. Skohorod tarafindan ispatlanmistir (Gihman ve Skohorod, 1975). Bu
kisimda, stirecin Ozelliklerinden yararlanilarak, yeterince zayif sartlar altinda sirec icin
ergodik teorem ispatlanmaya calisilmistir. Ele alinan streg icin ergodikligi ispatlamak
Teorem 2.3.1 in kosullart saglandiginda, yukarida adi gecen genel ergodik teoremin
sartlarimin da saglandigi anlamina gelmektedir. Bu nedenle, X(t) surecinin ergodik
olabilmesi i¢in agagidaki iki varsayimin saglanmas: gerekmektedir.

1. Varsaymm: X(t) slrecinin icinde gémult ergodik bir Markov zinciri mevcut
olmalidir. Ele aldigimiz durumda, bu zinciri kurmak icin éncelikle, 1 olasilig ile, monoton
artan pozitif degerli bir rasgele degiskenler dizis belirlemek gerekmektedir. Bu amagla,
yukarida tanmmlacigimiz {t }, n = 1,2,3... rasgele degiskenlerini kullanabiliriz. Clnku
tamm geregi, 1 olasiligiile

0=t <1 <1 <<71 <T < <00
chr.

Hatirlatalim ki, t ler X(t) strecinin kontrol seviyesine disme anlaridir ve tammlari
geresi Markov momentleridir. Sirecin matematiksel kurulusuna goére, X(t) strecinin bu

anlardaki degerleri 1 olasihg ile, X(t +0) = dir. { }, n=1,2,.., bagimsiz rasgele



29

degiskenler dizisi oldugu icin {X(t + 0)},n = 1,2, ..., dizisi bir Markov zinciri olusturur.
Ayrnica rasgele degiskenleri (a, A) parametreli Pareto dagilinuna sahip olduklarina gore
Xt +0)}, n=12,.., zinciri m(z) =P{ < duragan dagilima sahip bir ergodik

zincirdir ve bu zincirin duragan dagil ima,

A
n(z) =1- Z ,Z € [\, +)

dir. Dolayisiyla Teorem 2.3.1 in kosullar atinda genel ergodik teoremin 1. Varsayimi

saglanmustir.
2.Varsayim: {t },n = 1,2,3,... Markov momentleri arasinda gegen siirenin beklenen

degeri sonlu olmalidir, yani her n = 1,2,3, ... i¢in,

E(t -1 )< (73)

olmahdir. t —t ,n= 23, .., rasgele degiskenleri bagimsiz ve aym dagilima sahip

olduklarindan, (2) kosulunun saglanmasi icin,

20

Et () <woveE(r —1t )= E1(z) dn(z)<w n=23,.. (74)

integralinin sonlu oldugunu gostermek yeterlidir. Hatirlanmalichir ki, Wald 6zdesligine

gore,

Q)
Et(z) =E ¢ =EE)EN (2) (75)

olur. Dolayisiyla,

o0

E@ —t )=EE) EN (2) dn(2) (76)

olur. Teorem 1'in sartlarina gére 0 < E(§ ) < oo dur. Bu durumda (74) kosulunun

saglanmast igin

EN () <o ve EN (2) dn(z) < = (77)
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olmalidir. Bu problemi c¢tzmek icin {S },n =0, rasgele yirlyis sirecinin basamak

anlarini (v ) ve basamak yuksekliklerini (x ) tammlayal im:

v =min{n=>1:S >0} x =S = 7 (78)

v =min n>1:S >y ;X =S = n;m=12,.. (79)

olsun. v rasgele degiskenleri kendi aralarinda bagimsiz vev ile aym dagilima sahip; y
rasgele degiskenlerin de kendi aralarinda bagimsiz ve y  ile ayni dagilima sahip olduklart
bilinmektedir (Feller,1971). Bu durumda, E.Dynkin prensibine gore asagidaki esitlikler

@) @)
N (z) = v ve S ()= X (80)

verilebilir. Burada,

H(z) =min n>1: y >z
(81)
dir.
Wald 6zdesligine gore,
ENN (z)) = E(H(2) JE(v ) (82)

olur. E(H(z) ) fonksiyonu, ¥ , n>1 basamak ytksekliklerinin Urettig bir yenileme
fonksiyonudur.E(m ) > 0 oldugu igin E(v ) < coolur. Dolayisyla E(N (z))’ in sonlu
olmas icin E(H(z) ) = U (z) yenileme fonksiyonu sonlu olmalidir. Buise her sonlu z icin
zaten dogrudur, yani, her 0 < < +oiginU (z) < +oo dir (Feller,1971).

Burada amacimiz,

U (2)dn(z) < =

oldugunu ispatlamaktir. Fakat her zicin U (z) nin sonlu olmasi burada yeterli degildir.
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o

A
n(z) =1- ~ 7 € [N +0),0>1

olduguna gore,

EUQ) = U @dn(z)= U (Z)a%az%dz (83)
A

chr.
E(m) <+wiken,p =E(x ) < +oo oldugundan, kesinlestirilmis yenileme teoremine
gore (Feller,1964), z — « iken,

U (@) =242+ o(1)
Lo 2 (84)

olur. Notasyon kisaltmak igin,
1}

82 =U ()~ ——-—
poo2u

olsun. Kesinlestirilmis yenileme teoremine gore,

li_rllog(z) =0
dir (Feller, 1964). Dolayisiyla, her € > 0 icin dyle bir b = b(e) sayisi bulmak mumkandur
ki, 0 <b(g) < +o olmak lizereher z > b(g) igin

€
0£g(z)<§

olur. Simdi (83) ifadesindeki integrali iki kisma ayiralim.

(e) ©
E(U (@)= U (Z)G}\,az%dZ-l— U (z)a)»“z%dz =1(e)+1 (e) (85)
L O]

U (z) monoton azalmayan bir fonksiyon oldugundan 0 < z < b(g) i¢in

U (z) £ U (b(g)) < +oo yazabiliriz. Bunun sonucunda;

(e (&)
1
[()= o0 (&) 5—dz <U (b(e)) oL @ Jgz (86)
A A

©)

burada [, "~ oA"z © )dz < oo sonludur. Gk,
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(®) (®) Lo
A’z @ ddz=or* z @ ddz=1- b@
8 8
A <b(e) olmasindan dolay:
(®
ad z O ddz=1- A =M(e) >0
b(e)

dir. Buradan da

)
o’z @ Jdz < o

k (87

olur. (86) ve (87) ssitsizlikleri birlikte gozoniine alinirsa,

(e)

I (e) = U (ir%z © ddz< ME)U ble) <o (88)
»

olur. Simdi de (85) deki ifadenin ikinci kismindaki ikinci integralin sonlu oldugunu

gosterelim.
z W
()= U @arz ( Jdz= —+—+g@ arz ()
Hooo2p
) )
1 W
=— zai z ( )dz+2— arz O ddz + g@arz ( Ddz
" O H ) O)
I()—a}\ q 1 € oA m €
A I AT S s P (89)

O
Burada olasilik yogunluk fonksiyonunun ozelligi kullamlmistir. b(e) sayisnmn

tanumindan dolay,

b(e) n
U b(e) Su—8+ ﬂ-l-% (90)

dir. (88) esitsizligi (90) esitsizliginde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa
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© _MEbE) | M@ MG

a, @ )
x U (z)ar’z dz " 2n > (91)
elde edilir. (91) esitsizligi ile (89) esitsizligini birlikte g6z dniinde bulundurursak,
’ M(e)b(e) MEn M 2
U (zar’z (¢ Jdz < (&) (8)+ ;)u + (28)8+ - —+ 2“ +§
. il B L b(e) H
olur. Buradan,
U (2or"z (¢ )dz <o (92)
A
dir. (83) ve (92) ssitsizliklerini birlikte distnursek,
U (2)dn(z) <o (93)
esitsizligini elde ederiz. (93) ve (82) esitsizligini goz 6ninde bulundurursak;
E(N (z))<ove EN (z) dn(z) < «© (94)

olur.

o]

E(t (z))<owveE(t —t )= E1(z) di(z)<oo,n=23,..

oldugu ispatlanmis olur. Bu da 2. varsayimin saglandigim gosterir. Bu durumda genel
ergodik teoreme gore ele adigimiz X(t) siireci, Teorem 2.3.1 in kosullar1 altinda ergodiktir.
Bu dateoremin ispatim tamamlar.



3. BULGULAR

Bu ¢alismada Yari-Markov sireglerinin 6nemli bir stifint olusturan * Gecikmeli ve
Pareto Midahaleli Odullii Yenileme Siireci” olarak adlandiralan siireg ele alinmistir. Bu
surecin fiziksel modeli verilmis ve matematiksel olarak insa edilmistir. Bazi zayif sartlar
atinda, slrecin Ergodik oldugunu gosterilmistir. Bunlara ek olarak slrecin sinir
fonksiyonellerinin ilk dort momenti kesin formillerle ifade edilmistir.

Ayrica literatiirde ki mevcut bilgilerden yararlanarak {C }, n > 0 rasgele degisken
dizisinin dagilim: ( , ) paremetreli Pareto dagilima sahip olmasi halinde stirecin bir takim
sanir fonksiyonellerine ait ilk dért momentinin asimptotik agcilimlart () — oiken elde
edilmistir.

Bunlara ilaveten, elde edilen ilk dért momentin asimptotik sonuclarinin yardinyla
hesaplanan degerlerin, kesin degerlere ne kadar yakin oldugunu gostermek icin 6zel bir
durum ele alinmus ve bu durum icin Monte Carlo similasyon yontemi uygulanarak, 6dullG
yenileme stirecinin mudahale anini gosteren sinir fonksiyonelinin momentleri ve gecikmeli
Pareto mudahaleli 6dullt yenileme slirecinin ergodik dagilim fonksiyonu icin degerler elde
edilmis ve bu degerler asimptotik sonuglarla karsilastirilmistir. Karsilastirma sonucunda,
elde edilen asimptotik acilimlarin similasyon sonuglarina yeterince yakin olduklar: tespit
edilmigtir.



4. IRDELEME

Markov veya Y ari-Markov surecleri ileilgili olan birgcok teorik calismalar literatiirde
mevcuttur. Bu calismalarin bircogunda sonuglar teorik bakimindan 6nemli olsalar da
uygulama ihtiyacim karsilayacak nitelikte degildir. Buna karsin kesin ifadeleri iceren ve
uygulamaicin yararli olabilecek ¢calismalar da vardir. Fakat bu ¢aligmalarin eksik yonu ele
alinan modellerin gereginden fazla idealize edilmis olmasdir. Bu ¢alismalarin her yoniyle
incelenmemesinin temel nedeni, bu sureglerin olasilik ve sayisal karakteristikleri cok
karmasik bir matematiksel yapiya sahiptir. Ozellikle midahaleyi ifade eden rasgele
degiskenler yeterince genis bir sinifa ait olduklarindan stirecin temel karakteristikleri icin
kullanilabilir formllerin elde edilmesi ¢ok zordur. Literatirde, son yillarda asimptotik
yontemler uygulanarak yaklasik, fakat pratik éneme sahip olan asimptotik sonuclar elde
etmege yonelik bircok degerli calismalar ortaya konulmustur. Bu sonuclar genellikle
surecinin snir fonksiyonelleri ile ilgilidirler. Fakat bircok pratik problemin ¢tzimiinde
snir fonksiyonellerinin yan: sira siirecin ergodik dagiliminin bilinmesi de biyuk 6nem
tasimaktadir.

Bu calismada model, bir bariyerli Yari-Markov 6dullti yenileme strecleri ile ifade
edilmistir. X(t) sireci { } ve { } yenileme slrecleri yardimmyla matematiksel olarak
ifade edilmistir. Bu ¢alismada { } > 0 rasgele degiskenler dizisinin dagilim ( , )
parametreli Pareto dagilimina sahip olmasi halinde sirecin  bir takim  snir
fonksiyonellerine ait ilk dort momentleri icin asimptotik acilimlart () —» oo iken elde
edilmistir. Bu calismada, Monte Carlo similasyon metoduyla elde edilen bu asimptotik
sonuclar test edilmistir.

Bu caisma kapsaminda incelenen modelde bazi degisikliklerin  yapilmas
mumkundar. X(t) surecini, iki bariyerli segmek mumkindir. Ayrica baslangi¢ rasgele
degiskenlerinin bagimli olmast durumunda benzer problemler incelenebilir. Midahale

daha genis simiftan segmek mumkdn ol abilir.



5. SONUCLAR

Bu calismada stok kontol, kuyruk ve guivenirlik teoremlerdeki bircok problemin
¢Ozumlerinde kullarilan 6zel bir stokastik siire¢ ele alinmistir. Bu tipten stokastik suregler
pek cok uygulama alamna sahip olmasina ragmen, literatir de yeteri kadar ele
alinmamistir. Bu nedenle, galismada “ Gecikmeli ve Pareto Mudahaeli Odullii Yenileme
sureci” olarak adlandirillan X(t) slreci matematiksel olarak kuruldu ve bu sireg ile ilgili
asagidaki teorik sonuglar ortaya konuldu.

1) ilgilenilen fiziksel modelleri ifade eden stokastik siirecler, matematiksel olarak insa
edilmigtir.

2) Gecikmeli ve Pareto mudahaleli odulli yenileme stirecinin sinir fonksiyonellerinin
momentleri icin literatlrdeki mevcut bilgilerden yararlanarak kesin formiller elde
edilmis ve bu formilleri kullanarak X(t) strecinin smir fonksiyonellerinin
momentleri icin asimptotik sonuclar elde edilmistir.

3) Gecikmeli ve Pareto midahaleli 6dulli yenileme streclerinin ergodikligi bazi zayif
sartlar altinda ispatlanmustir.

4) Odullii yenileme siireglerinin miidahale ammn temsil eden simir fonksiyonellerinin
momentleri icin similasyon sonuglar: verilmistir.

5) Gecikmeli ve Pareto mudahaleli odullt yenileme stireclerinin sinir fonksiyonellerinin

momentleri icin similasyon sonuglar: verilmistir.



6. ONERILER

Yapillan bu calismanin, Yan-Markov sirecgleri teorisindeki bir  eksikligi
giderebilecegi umulmaktadir. Bununla beraber bu caismamn aagidaki  yonlerde
gelistirilebilmesi mumkuindur:

H{ , , , },n=1 rasgee degiskenler dizisinin bilesenleri bagimli olmasi
durumunda siirecin yeniden ele alinmasi ve benzer ¢calismalarin yapilmast.

2) Calismada ele ainan 6zel dagilimlarin disindaki bazi dagilimlar icinde benzer
hesaplarnn yapil masi.

3) Yapilan calismada ortaya konulmus sonugclarin uygulanabilecegi alanlarin teshiti ve

uygulanmas.



7. KAYNAKLAR

Abramowitch, M. ve Stegun, I.A., 1964. Handbook of Mathematical Functions with
Formulas, Graphs and Mathematical Tables, John Wiley, New Y ork.

Afanasyeva, L.G. ve Bulinskaya, E.V., 1984. Some asymptotic results for random walksin
astript,Theory of Probability and Its Applications, 29 , 654-668.

Akdi, Y., 2005. Matematiksel Istatisti ge giris, Bigaklar Kitabevi, Ankara.
Aliyev, R.T., 2010. Stokastik siirecler teorisine giris, KTU Matbaasi, Trabzon.

Aliyev, R.T., 2009. Okur Bekar, N., Khaniyev T. ve Unver, |, Weak convergence theorem
for the ergodic distribution of the renewal-reward process with a gamma

distributed interference of chance, Theory of Stochastic Processes, 15 ,42-
53.

Aliyev, R, Okur Bekar, N., Khaniyev, T. ve Unver, I., 2010. Asymptotic expansions for
the moments of the boundary functionals of the renewal reward process
with a discrete interference if chance, Mathematical and Computationa
Applications, 15,117-126.

Alsmeyer, G., 1991. Some relations between harmonic renewa measure and certain first
passage times, Statistics and Probability L etters, 12 ,19-27.

Alsmeyer, G., 1994. On the Markov renewa theorem, Stochastic Processes and Their
Application, 50, 37-56.

Alsmeyer, G., 1996. Superposed continuous renewal processes. A Markov renewad
approach,_Stochastic Processes and Their Application, 61, 311-322.

Anisimov, V.V. ve Artelojo, JR., 2001. Analysis of Markov multi-server retrial queues

with negative arrivals, Queuing Systems. Theory and Applications, 39,
157-182.

Aras, G. ve Woodroofe, M., 1993. Asymptotic expansions for the moments of a randomly
stopped average, Annals of Statistics, 21, 503-519.

Borovkov, A.A., 1984. Asymptotic Methods in Queuing Theory, John Wiley,New Y ork.
Borovkov, A.A., 1986. Theory of Probability, Nauka, Moskov.

Brown, M. ve Solomon, H., 1975. A second-order approximation for the variance of a
renewal-reward process, Stochastic Processes and Their Applications 3,
301-314.




39

Brown, M. ve Ross, S.M., 1972. Asymptotic proporties of processes, SIAM Journal of
Applied Mathematics, 22 , 1, 93-105.

Chang, J.T. ve Peres, Y., 1997. Ladder heights, Gaussian random walks and the Riemann
zetafunction, Annals of Probability, 25, 787-802.

Csenki, A., 2000. Asymptotic for renewal reward processes with retrospective reward
structure, Oper.Res. Letter, 26 , 201-209.

Cox, D.R., 1962. Renewal Theory,London: Methun & Co.Ltd.
Cinlar, E., 1975. Introduction to Stochastic Processes, Englewood Cliffs, New Jersey.
Cinlar, E., 1975. Markov renewal theory, Advancesin Applied Probability, 1, 123-187.

Erbay Dalkili¢, T., Kesemen, T., ve Tank, F., 2013. Numerical characteritics of Pareto
distribution under uncertainty, , Journal of the Turkish Stetistica a
Association, 6, 2, 66-72.

Federyuk, M.V ., 1984. Asymptotics for integrals and Series, Nauka, Moscow.

Feller,W., 1971. An Introduction to Probability Theory and Its Applications |1, John Wiley,
New York.

Feller, W., 1964. On semi-Markov processes, Proceding of National Academy of Sciences,
USA, 51, 4, 130-145.

Gever, B., Khaniyev, T., ve Mammadova Z., 2011. Genellestirilmis yanstan bariyerli
odullt yenileme sirecinin ergodik dagilim icin zayif yakinsama teoremi,
12.Uludararas1  Ekonometri, Istatisik ve Yoneylem Arastrma
Sempozyumu, Denizli, Bildiriler Kitali, 310-311.

Gever, B., 2011. Gendlegtirilmis Yanstan Bariyerli Odillii Yenileme Sirecinin
Asimptotik Y ontemlerle Incelenmesi, Yiiksek Lisans, TOBB Ekonomi ve
Teknoloji Universitesi, Fen Bilimler Engtittisli, Ankara.

Gihman, 1.I. ve Skorohod, A.V., 1975. Theory of Stochastic Processes Il, Springer-
Verlang, Berlin.

Goovaerts M., Dhaene J. and De Schepper A., 2000. Stochastic upper bounds for present
value functions, Journal of Risk and Insurance, 67,1, 1-14.

Janssen, A.JE.M. ve Van Leewarden, J.S.H., 2007. Cumulants of the maximum of the
Gaussian random walk, Stochastic Processes and Their Applications, 117,
1928-1959.

Janson, S., 1983. Renewa Theory for m-dependent variables, Annals of Probability, 11,
558-568.




40

Jewdl, W.S., 1967. Fluctuation of a Renewal-Reward Process, Journal of Mathematical
Anaysis and Applications, 19, 309-329.

Kesemen, T. ve Yetim, F., 2012. Weak convergence theorem for a semi-markovian
random walk with delay and Pareto distributed interference of chance, First
International Conference On Analysis and Applied Mathematics, American
Institue of Physics Conference Proceeding, 1470, 255-258.

Khaniyev, T.A., Unver, |. ve Maden, S., 2001. On the Semi-Markovian random walk with
two refleting barriers, Stochastic Analysis and Applications,19 , 799-819.

Khaniyev, T.A., 2005. About moments of generalized renewa process, Transactions of
NAS of Azerbaijan, Series of Phys. Tech., and Math. Sciences, 25, 95-100.

Khaniyev, T. ve Aksop, C., 2011. Asymptotic results for an inventory model of type (s,S) ,
with a generalized beta interference of chance, TWMS J.App. Eng. Math., 1, 2,
223-236.

Khaniyev, T.A., ve Mammadova , Z.l., 2006. On the Stationary Characteristics of the
extended model of type (s,S) with Gaussian distribution of summands,
Journal of Statistical Computation and Simulation, 76, 861-874.

Khaniyev, T.A., Aliyev, R.T., Kucuk, Z., ve Okur Bekar, N., 2008. On the distribution of a
renewa reward process and its additive functional, Mathematical and
Computational Applications,13, 41-50.

Khaniyev, T.A., ve Ataday, D.K., 2010. On the weak convergence of the ergodik
distribution for an inventory model of type (s,S), Hacettepe Journa of
Mathematics and Statistical s, 39-4, 599-611.

Khaniyev, T.A., Gever, B. ve Mammadova, Z., 2011. Genellestirilmis yansitan bariyerli
odullt yenileme sirecinin momentleri igin asimptotik agilimlar, 6.Ankara
Matematik Gunleri, Ankara, Bildiriler Kitabi, 114-115.

Khaniyev, T.A., Gever, B. ve Mammadova, Z., 2011. Yanstan bariyerli 6dulll yenileme
siirecinin duragan olmayan dagilim: (izerine, 10.Sempozyumu, istanbul,
Bildiriler Kitabs, 117.

Khaniyev, T.A., Gever, B. ve Mammadova, Z., 2011. Investigation of a renewa reward
process with a generalized reflenting barrier, The 4.congress of the Turkic
World Mathematical society (TWMS), Baku, Bildiriler Kitabi, 100.

Lotov, V.l., 1996. On some boundary crossing problems for Gaussian random walks,
Annals of Probability, 24-4, 2154-2171.

Mammadova Z., 2011. Normal Miudahaei Yar-Markov Sireglerinin Asimtotik
yontemlerle incelenmesi, Doktora Tezi, KTU, Fen Bilimler Enstitiisi,
Trabzon.



41

Mammadova Z., Khaniyev, T. ve Gever, B., 2011. Uggensel Miidahaleli (s,S) tipli Yari-
Markov modeli icin asimtotik sonuclar, 12. Uluslarasi Ekonometri,
Istatistik ve Y 6neylem Arastirmas: Sempozyumu, Denizli, Bildiriler Kitaby,
285.

Nasirova, T.l., Yapar, C. ve Khaniyev, T.A., 1998. On the probability characteristics of the
stock level in the model of the type (s,S), Cybernetics and System Analysis
5, 69-76.

Nasirova, T.l., Khaniyev, T.A., Yapar, C., Unver, 1. ve Kiigikk, Z., 2009. Olasilik, KTU
Matbaasi, Trabzon.

Prabhu, N.U., 1980. Stochastic Storage Processes.Queues, Insurance Risk and Dams,
Springer , New Y ork.

Okur Bekar, N., 2006. Ustel Mudahaeli Odillii Yenileme Sirecinin Analitik ve
Asimptotik yontemlerle incelenmesi,Y iksek Lisans, KTU, Fen Bilimler
Enstitusl, Trabzon.

Okur Bekar, N., 2012. Odulli Y enileme Streglerinin Asimptotik Y 6ntemlerle Incelenmesi,
DoktoraTezi, KTU, Fen Bilimler Enstittisi, Trabzon.

Rogozin, B.A., 1964. On the distribution of the first jump, Theory of Probability and Its
Applications, 9, 450-464.

Ross, SM., 1996. Stochastic Processes, New Y ork, John Wiley & Sons.

Smith, W.L., 1954. Asymptotic renewa theorems, Proceedings of the Royal Society of
Edinburgh, Section A (Mathematical and Physical Sciences), 64, 9-48.

Smith, W.L., 1958. Renewa theorem and its ramifications, Journal Roya statist. Soc., 2,
243-302.

Woodroofe, M., 1932. Nonlinear Renewa Theory in Sequential Anaysis, SIAM,
Philadelhia.



8. EKLER

A: STOKASTIK SURECLER

Tanmm A.1.Q # @ bir kime olsun. Q ‘in bir F simfi icin ssagdaki 6zellikler
saglanirsabu F sinifinaQ Uzerinde bir cebirdir denir.

() QO€eF,
(DEEF icin E =Q\EEF,
(iii) k =1,2,...,n icin

E eEF= E €F,

eger (iii) yerineher n €N igin

E eF= E eF

satt  aimirsa F  cebirine bir o — cebiri adi verilir. Bir o — cebiri , sayilabilir
birlesim,kesisim ve timleme islemine gore kapal idir.

Tamm A.2. R kiUmesindeki butin agk (ab) araiklanmn Urettigi o —cebirine Borel
Cebiri denir B(R ) ile gosterilir. n = 1 olmasi halinde B(R) Borel cebiri ile gosterilir.
Borel cebirinin herbir elamanina“Borel kiimesi” denir.

Tamm A.3. ( Rasgele Fonksiyon) (Q,F,P) olaslik uzay1 veT bir indeksler kiimesi,
(U,R) herhangi bir 6lcllebilir uzay olsun. iki degiskenli f fonksiyonu

f: QxT - U
tammlanmus olsun. Eger her A € Rigin
{(w,t):f(w,t) €A} € o(FxB )

ise, bu taktirde f(w, t) fonksiyonuna rasgele fonksiyon denir.

Burada,B  sigma cebiri T'nin at kimeleri Uzerinde tammmlanmis bir o —cebir ve
o(FxB ) ise T ve B sigma cebirlerin kartezyen carpimlarin iceren en kucuk bir
o —cebirdir.

Rasgele fonksiyonlart en genel sekli ile incelemek bazen cok zordur. Bu nedenle,
mevcut literatiirde T indeksler kiimesinin 6zel durumlan ele ainmistir. Ozellikle T €
[0, +00) ve U = R= (—o0,+0) oldugundave t € T degiskeni zaman paremetres olarak
yorumlandiginda, yukarda tamimlanan f(w, t) rasgele fonksiyonuna stokastik siire¢ denir.



Bu burumdaU =R veT € [0,4+0) oldugu icin yukardaki genel tamimin daha basit
bir sekilde ifadesi verilebilir.

Tamm A.4 (Stokastik Siire¢) Eger f:QxT—->R fonksiyonu her A€ B igin

{(0,0):f(o,t) € A} e 6(FxB ) ise, bu taktirde f(w, t) fonksiyonuna bir stokastik slreg
denir.

Tamm A.5 (Markov ve Yari-Markov siirecler) (Q,F,P) bir olaslik uzay:1 ve T <
[0, +00) olsun. X(t) = X(w,t) ise OxT * detammlanmus bir stokastik stireg olsun. Eger

0=t <t <<t <oo,n=12., x,x,..,Xx ER ic¢n
PX(t)<x |IX(t)<x,..,Xt )<x }=PXt)<x Xt )<x }

saglaniyorsa, X(t) surecine “Markov siireci” denir. Markov sirecinde zaman kesikli
oldugunda ise o siirece “Markov zinciri” denir. Markov sirecinin t  gelecek andaki
degerinin dagilimi yamz t simdiki andaki degerine bagli olup ondan dnceki zaman
anlarnnabagl1 degildir.

Sirecin herbir keyfi gelecek amndaki degerinin dagilimi, yalmiz simdiki andaki
degerinin dagilimina bagli olup , gegmisteki degerlerinin dagilimina bagli olmamasi
durumda ise “Markov bagimliligr” olarak ifade edilir. Bir stokastik streg , bazit € T ‘ler
icin Markov bagimliliga sahipse, o stirece “Yari-Markov Siire¢” denir.

Yenileme ve Odiillii Yenileme Siirecleri

Tamm A.6.1 (Yenileme Siireci) (Q,F,P) olaslhk uzayinda { }, n>1  negatif
olmayan birbirinden bagimsiz ve aym keyfi dagilima sahip rasgele degiskenler dizisi olsun.
Bu durumda, n. Y enilemenin gerceklesme ani,

T=0T= §&,n=>1
vet aninda veyat anindan once gergeklesen yenilemelerinin sayisimn maksimumu

N(t) = max{n: T <t}
olmak Uzere, {N(t),t = 0} saymasiirecine“ yenileme siireci” denir.
Tamm A.6.2 (Odiillii Yenileme Siireci) (Q, F,P) olaslik uzayinda { }, n>1 aym
dagihma sahip ,bagimsiz ve pozitif degerli rasgele degiskenler dizis yardimiyla
olusturulan

N(t) =max{n: T <t t>0}

yenileme siireci verilsin. Burada

T=0T-= £&,n>1



bunun yani sira, yenilemenin oldugu her bir zamanda bir 6dul verildigi kabul edilsin. Bu
durumda R ,n.yenileme amnda kazamlan “ odul” olmak Uzere, {R },n>1 aym
dagilima sahip, bagimsiz rasgele degiskenler dizis ve  (§ ,R ),n>1 birbirinden
bagimsiz ve ayni dagilima sahip rasgele degi skenler olsun. Bu taktirde ,

O
R)= R

ile tammlanan  {R(t),t > 0} slrecine , “odiillii yenileme siireci” denir ve R(t), t
zamanina kadar kazanilan toplam 6dill G ifade eder . (Ross,1996)

B: KESIKLi MUDAHALELI YARI-MARKOV SURECLERI iCiN GENEL
ERGODIK TEOREMI

Teorem.B.1(Genel Ergodik Teorem)

X(t) sireci kesikli midahaleli bir yar-Markov siireci olsun. Ayrica asagidaki iki
varsayim saglansin:

i) X(t) slrecinint , T ,.., anlardaki degerleri  (X(t ),n= 1,2, ...,) ergodik bir Markov
zinciri olacak sekilde T =0<71 <1 <:-<1 <:-<o0o atan zaman anlar
bulunsun.

ii) Tt ,t,..,T,.. anlan arasinda gecen sirrelerin beklenen degeri sonlu olmus olsun, yani
hern=12,.. icinE(t —t ) < oo olsun.

bu taktirde X(t) sireci ergodiktir. (Gihman ve Skorohod, 1975)
Teorem.B.2.

Teorem.B.1 deki varsayimlar: saglanmis olsun. Bu taktirde, her scrarli 6lctlebilir f(x)
fonksiyonu icgin asagidaki esitlik 1 olasilig: ile dogrudur:

1
limz f X(s) ds =S

burada S fonksiyoneli asagidaki gibidir:

92]
I
U=y

fP{t > ; (b) € dx}dtdn(z)

m
~

-
—

buradam (z) dagilim {X(t )} Markov zincirinin ergodik dagilimidir. (Gihman ve Skorohod,
1975)



Not: Bu teorem, zaman ortalamalannin durum ortalamalarina 1 olaslig ile yakinsadig
ifade eden bir 6nermedir ve ergodik suregler icin en temel bagintiyi ortaya koyar.

C: WALD OZDESLIGI

v tam degerli rasgele degiskeni {§ } dizis (Q,F,P) olasilik uzayinda taommlannus
olsunlar. Ayrnicav > 0 ve § rasgele degiskenleri kendi aralarinda bagimsiz olsun. J
ile §,..,& rasgeledegiskemlerinin Urettigi sigmacebir ,yani 3 =o0o(,..,§ ) ile
gosterilsin.

Tamm C.1.Her n=1,23,.. i¢gin {v<n}olayr, I sigma cebirinden bagimsiz
oldugunda v rasgele degiskenine “gelecekten bagimsiz rasgele degisken” denir.

Tamm C.2.Her n=12.3, ... icin {u<n}€ J oldugundav rasgele degiskenine
Markov rasgele degiskeni veya durdurma an: denir.

Bagka bir deyisle , bu durumda € , ...,§ rasgele degiskenlerinin degerleri bilindiginde
{fu <n} olayimin gergeklesip gerceklesmedigini kesin olarak sdylemek mumkundr.
Markov rasgele degiskeni v,& rasgele degiskenler dizis icin “gelecekten bagimsiz’
rasgele degiskendir. (Borovkov, 1984)

S =% +--+§ olsun . S , v rasgele degisken sayisinda rasgele degiskenlerinin
toplamudr.

Teorem C.1.(Wald 6zdesligi)
¢ ,¢ ,...rasgele degiskenleri kendi aralarinda bagimsiz ve ayni dagilimina sahip, v

rasgel e degiskeni ise “ gelecekten bagimsiz” bir rasgel e degisken olsun. Ayrica E(€ ) < o«
ve E(v) < oo saglansin. Budurumda,

ES)=E & =EE)EQW)
olur. (C.1) esitligine Wald Ozdesligi denir. ( Borovkov,1984)

D:KESINLESTIRILMIiS YENILEME TEOREMI

{n}, n=12 .. ‘ler bir (Q F,P) olasilik uzayinda tammlanmis bagimsiz, aynm
dagilima sahip ve pozitif degerli rasgele degiskenler dizisi olsun. Bu dizinin yardimyla
asagidaki stokastik stireg insa edilsin:

N(t)=min{fn>1: n > }, >0

N(t) surecine literatirde “Yenileme Sureci” denir. N(t) yenileme slirecinin beklenen
degerine “Yenileme Fonksiyonu” denir ve genellikle U(t) semboltile, yani

U(t) = E(N(D)



seklinde yazilir. 1 , n =1,2, ... rasgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonu F(t) , yani
F(t) = P{n <t} seklinde olsun. Bu taktirde, U(t) yenileme fonksiyonu asagidaki gibi
gosterilebilir:

U = F* (t)
Burada F* (t) ile F(t) dagilim fonksiyonunun n.konvolisyon carpimi gosterilmis olup

asagidaki sekilde tarmlanmustir:

FO=:®= 5 Zo
F* (t) = F(b);
F* ©)=FC J©+«F®) = FC( )t—s)dF(s) n=23,...

U(t) fonksiyonu, monoton azalmayan, pozitif degerli bir fonksiyondur ve U(0) = 1’ dhr.
Ayrica, her sonlu ticin U(t) < oo’dur (Feller, 1971). U(t) fonksiyonu asagidaki integral
denklemini saglamaktadir (Feller,1971):

U) =14+ U(t—-s)dF(s), t=0

U(t) fonksiyonunun asimptotik davranmst incelemek, olasilik teorisinde dnemli bir yer
tutmaktadir. Bu nedenle, U(t)'nin t - co iken asimptotik davranisi ile ilgili literatirde
bircok ©6nemli sonuclar mevcuttur. Bu sonuglarimin  en  Onemlilerinden  birisi
“Kesinlestirilmis Yenileme Teoremi” ach ile bilinmekte olup, Feller (1971) tarafindan
ispatlanmustir. Asagidaki, bu teorem ispatsiz olarak verilmistir.

Teorem D.1. (Kesinlestirilmis Yenileme Teoremi )

F(.) dagilimt aritmetik olmayan bir dagilim olsun. Ayrica, bu dagiliminin beklenen
degeri (W) vevaryansi (o ) sonluolsun. Bu taktirde, t - oo iken

t + o0
0<U@M - -~ »H
! 2p

Olur (Feller, 1971).

Not: “Birinci Yenileme Teoremi” olarak bilinen asagida verilen Teorem D.2.den
sadece U(t)~ " sonucuna ulasilir. Asagidaki teorem Birinci Y enileme Teoremi daha
rahat anlasilabilmesi igin verilebilir.



Teorem D.2. (Birinci Yenileme Teoremi )

F(.) dagilim: aritmetik olmayan bir dagilim olsun. Ayrica, bu dagiliminin beklenen
degeri () sonlu olsun. Bu taktirde, her h > 0 sabiti icin t - oo iken,

U — Ut —h) -
m

olur (Feller, 1971).
E: TAUBER-ABEL TEOREMI

F(t) ve G(t) fonksiyonlarinin laplace donustimleri F(A) ve G(A) mevcut olsun (en
azindan oyle bir (—a, ) araig1 mevcut olsun ki, her A € (—a, B); o, > 0 icinF(A) ve
G(A) mevcut ve sonlu olsun).

Ayricat - oo iken F(t)~G(t) olsun. Butaktirde, A > 0 iken F(A)~G(A) olur. Bu
Onermenin tersi de dogrudur, yani eger A >0 iken F(A)~G(A) ise t— oo iken
F(t)~G(t) olur.

Burada "~" simges ile iki fonksiyonun asimptotik denkligi gosterilmistir, yani
"F(t)~G(t)" yazilabilmesi igin

F(t)

EON

1

ve "FQ)~G()" yazilabilmesi icin

olmalidir. Bu 6nermeliteratiirde Tauber-Abel teoremi olarak bilinmektedir (Feller, 1971).

F: YAKINSAMA CESITLERI

Rasgele degisken dizilerinde yakinsamalara gegmeden once, reel sayr dizilerindeki
yakinsamalar1 verelim. Elemanlan redl sayilar olan bir dizi f olsun. Yani her n € N igin
f € Rdir.

1) f elemanlarireel sayilar olan bir dizi vef € R olsun. Eger, her € > 0igin bir
n (¢) sayistvarven > n (g)icin|f —f] < oluyorsa f dizis f noktasina
yakinsiyor denirvef — f (veyalim _, f = f)ileg0osterilir.

2) Egerf - 0ise, f =o0(1) vef /g -0 isef =o(g ) dir.
3-Sonlu bir M sayis igin M ye bagli birn  sayis var ven>n igin |f | <

oluyorsaf dizisi simirlidir denir ve f = 0(1) ile gosterilir. Benzer sekilde, (f /g ) =
O(1l)iseyani f =0(g )dir.



Ornegin,f = (4n+ 3)/n olsun. Budurumda, n —» o« ikenf — 0 oldugu agiktir.
O haldef =o0(1) dir. Buradaadindag =1 airvef /g — 0dir ve sonug olarak,

f =o(g ) =0(1)dir.

_ (4n+3)/n 3
B 1/n _4+n

0’Q|'—n

oluphern € N icin

3
— = 44-<5
g n

yazilabilir. Dolayisiyla, f /g = 0(1) veyalim , — =4 oldugundanf = O(g ) dir.
{X ,n=1,2 ...} rasgele degisken dizisi ve X rasgele degiskeni aym bir olasilik
uzayinda (Q,F,P) tammlannmus olsun. Bu taktirde, asagidaki yakinsaklik cesitleri
verilebilir (Akdi, 2005).
Tamm F.1.(Olasihga Gore Yakinsakhk) Her € > 0 icin
lim P{w: [X (w) —X(w)I =€} =0

oldugunda“ X rasgele degisken dizis X rasgele degiskenine olasiliga gére yakinsar”
denir. Kisacan — oo iken X — X ilegosterilir (Okur Bekar, 2012).

Tamm F.2.(Ortalamaya Gore Yakinsaklik) Herr > Oicin E(J]X (w)] ) < o« ve
E([X(w)| ) < o olsun. Eger

lim E(]X (w) —X(w)| )=0

ise {X } ey rasgeledegiken dizisi , X rasgele degiskenine “ r.mertebeden orta
yakinsaktir” denir. Ozel olarak,

lim E(IX (0) —X(w)] ) =0

ise {X } <y rasgele degisken dizisi, X rasgele degiskenine “ Ortalama karesel yakinsaktir”
denir ve l.i.m. ile gtsterilir (Okur Bekar, 2012).

Tamm F.3.(Dagihma Gore Yakinsaklik) F(x)’ in sirekli oldugu noktalar igin

ILmF (x) = F(x)



ise,{ X } ey rasgele degisken dizisi, X rasgele degiskenine “ Dagilima gore yakinsaklik”
denirve X (w) 5 X(w) seklinde yazilir. Literatlirde bu yakinsaklik cesidi , zayif

yakinsaklik olarak da bilinmektedir (Okur Bekar, 2012).

Tamm F.4.(1 Olasihgina ile Yakmnsakhk) Olcuisii sifir olan bir kiimenin disinda
P limX (w)=X(w) =1 veya P limX (w) # X(w) =0

ise, lolashgiile X (w) 5 X(w) ise{X } ¢y rasgeledegisken dizisi, X rasgele
degiskenine® 1 olaslig ile yakinsaktir” tir denir (Okur Bekar, 2012).

G:Biiyiik Sayllar Kanunu ve Biiyiik Sayilarin Gii¢lendirilmis kanunu

(Q, F,P) olasilik uzayinda {X ,n =1,2,...} rasgele degisken dizis verilmis olsun.
Bu dizinin yardimiyla asagidaki rasgele degi skenler dizisini ele alalim:

X (w)+X (w)+ X (w) —EX (w) +X () +--X (w)]
n

n=1,00. (%)

Tamm G.1. Eger (x) dizig, olasiligagore sfirayakingyorsa{X ,n=1,2,...} dizis “
blyUk sayilar kanununa uyuyor” denir.

Tamm G.2. Eger (*) dizis, 1 olasigi ile sifira yakinsiyorsa {X ,n = 1,2,...} dizis
“blyidk sayilarin guclendirilmis kanununa uyuyor” denir. Bunu asagidaki sekilde
gosterebiliriz (Nasirovavd., 2009).

P lim (X (0)-EX (®)=0 =1

H:DAGILIMLAR
Tanim H.1 (PARETO DA GILIMI)

Olasil ik kurami ve istastik bilim dallarinda Pareto dagilimi bir ¢ok pratik uygulamas:
bulunan ve “kucuk” bir nesnenin bir “blyik” nesneye dagiliminda kararlilik elde edildigi
hallerde kullarilan bir stirekli olasilik dagilimi veya bir glic kuramudir.

X bir pareto dagilimin gosteren rasgele degisken ise, X'in olasilik degerini herhangi
bir reel say1 olan x’ den daha bilyik olmasi yani x > A icin asagidaki ifade verilebilir.

A
P(X> )= ;



burada A mutlaka X rasgele degisken igin verilen en kiiglk degeri ve a ise pozitif
degerde bir parametredir. Pareto dagilimlar: icin iki tane sayisal parametre gerekmektedir.
Bu parametreler a ve A dir. Olasilik fonksiyonundan yararlanarak dagilim fonksiyonu
verilebilir.

Fx)=1- A>0, >0; €[,+x)

olasilik teorisinden bilindigi Uzere dagilim fonksiyonundan yararlanarak olasilik
yogunluk fonksiyonu bulabiliriz.

d X oA
f(x) = &F(X) =aS—— =

Bir f fonksiyonun olasilik yogunluk fonksiyonu olabilmes icin asagidaki iki sarti
saglamasi gerekir.

Df(x) =0
) f(x)dx =1
ozellikleri inceledigimizde birinci Ozellik kolayca goriilebilir. ikinci ozeligin
dogrulugunu gosterelim:

1
dx =0 —A =1
X a

dx = aA

1
f(x)dx = aA
X

Pareto dagil imimin beklenen degerine bakalim;

1
dx = oA O(—_lh = a1 oa>1.

1
EX)= xoa)
X

Pareto dagliminin varyansin hesaplamadan dnce kareli ortalamasinin hesaplanmas
gerekir.

1 1 o
EX )= x a?\x dx = aA a—)\ = A a> 2.

VX) = EX ) — {EX)}

sonug olarak,



o> 2.

V) = a 5 oA _ aA
X =3=2* " «=1 T (a-1) (a—=2)

Sifir etrafindaki k.inci momenti hesaplanmasi yukardakilere benzer olarak verilebilir.

1 a
x f(x)dx = aA a—k)\ a—k}\ , o>

(Erbay Dalkili¢, Kesemen vd.,2013).

Tamim H.2 (USTEL DAGILIMI)

X >0 olmak Uzere sirekli bir rasgele degisken olsun. X rasgele degiskeninin

olasilik yogunluk fonksiyonu, > 0 olmak lzere,

Ae >0
f) = eo §<o

seklinde ise f(x) fonksiyonuna Ustel dagilim ve X rasgele degiskenine Ustel dagilmis
rasgele degisken denir.

X Ustel dagilmis rasgele degiskeniken, >0 ve Ae > 0 olduguna gore, her x
icin f(x) > 0 dir. Yamsira,

1
de  dx=Al-ylime ]+1/A=1

oldugundan, [f(x)dx =10zelligi de gegerlidir. Ustel dagilimin birikimli dagihim

fonksiyonu;

F=PX<x)= 2Ae dt=1-e

oldugundan,
0 , x<0
Fx)= 1-e , x=0
1 , X — 00

seklinde bulunur. Ustel dagilimin beklenen degeri ve varyans: asagiki gibi verilebilir:

E(x)= xAe dx=

V&) = EX) - [EX)] =

olarak bulunur (Aliyev, 2010).



Tamm H.3 (ERLANG DAGILIMI)

Erlang dagilim siirekli olaslik dagilimi ve X bir Erlang dagilinum gosteren rasgele

degisken olsun. Erlang dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu, (A, o > 0) olmak Uzere,

AX e
fxa,l) = (a— 1! ’
0 , x<0

x>0

olarak bulunur. Erlang dagilimu igin iki tane sayisal parametre gerekmektedir. Bu
parametreler A, adir . Burada a=1 alindiginda olaslik yogunluk fonksiyonu Ustel dagilinun
olasil ik yogunluk fonksiyonu olur.

Ae x>0
f(x) = X2
="y " 20

elde edilir. Erlang dagilimimn dagilim fonksiyonu asagiki gibi verilebilir:

e X

F(x)=PX<x)=1- ST

elde edilir. Erlang dagiliminin beklenen degeri ve varyans asagiki gibi verilebilir:
E(X) = a),
VX)= oA,

olarak elde edilir (Aliyev, 2010).
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