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Bu çalışmada, gecikmeli ödüllü yenileme süreci olarak adlandırılan yarı-Markov bir

model (X(t)) ele alınmışve bu modeli ifade eden stokastik süreç matematiksel olarak inşa

edilmiştir. Bazızayıf koşullar altında bu sürecin ergodik olduğu ispatlanmıştır. Bunlardan

yararlanarak { }, ≥0 rasgele değişkenler dizisinin dağılımı( , ) parametreli Pareto

dağılımına sahip olmasıhalinde sürecin bir takım sınır fonksiyonellerine ait ilk dört

momentlerinin asimptotik açılımları ( ) →∞iken elde edilmiştir. Sonuçta da, Monte

Carlo simülasyon metoduyla elde edilen bu asimptotik sonuçlar test edilmiştir.
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1. GİRİŞVE LİTERATÜR TARAMASI

Son yıllarda hızla gelişen teknolojiyle birlikte bilim adamlarıhergün değişik

problemlerle karşılaşmakta ve bu problemlerin çözümü için yeni yöntemler

geliştirmektedirler. Böylece her geçen gün yeni bilimsel gelişme ortaya çıkmaktadır. Yeni

bilimsel gelişmelerin ortaya çıkmasının en önemli sebebi ise gerçek hayatta karşılaşabilen

problemlerinin birçoğunun çözümlenmesinde bilinen medotların yetersiz kalmasıveya çok

zor uygulanabilir olmasıdır.

Bütün bu gelişmelere parelel olarak olasılık teorisi kendini geliştirmişve hemen her

bilim alanına girmiştir. Bugün olasılık teorisinin uygulanmadığıalan hemen hemen hiç yok

gibidir. Yirminci yüzyılda olasılık teorisi modern bir aksiyomatik kuruluşa kavuşmuştur.

Özellikle fen bilimlerinde zamandan zamana değişen olayların incelenmesiyle ilgili

problemlerin çözülmesinde olasılık teorisinin önemli bir kısmınıoluşturan stokastik

süreçler teorisi kullanılmaktadır. Günümüzde hızla gelişmekte olan teknoloji ve ekonomiye

parelel olarak stokların kontrol edilmesi ile ilgili birçok önemli problemler ortaya

çıkmaktadır. Askeri stokların, kuyruk sistemlerinin v.s. kontrolünde ortaya çıkan bu tip

problemler için ele alınan problemi tam olarak ihtiva eden stokastik süreçlerin

matematiksel kuruluşlarının verilmesi oldukça önemlidir. Stok kontrol seviyesi, kuyruk

teorisi ve güvenirlik teorisindeki problemlerin çoğu Yarı-Markov modeli ile ifade

edilebilir.

Kuyruk teorisi, stokastik finans, güvenirlik teorisi, matematiksel sigorta, stok kontrol

teorisi, fizik ve biyoloji gibi alanlarda birçok ilginç problemler yenileme ve ödüllü

yenileme süreçleri ile ifade edilmektedir. Ödüllü yenileme süreçleri ile ilgili birçok teorik

çalışmalar literatürde mevcuttur. Bu çalışmaların birçoğunda sonuçlar teorik olarak önemli

olmasına rağmen, uygulamanın ihtiyacınıkarşılayacak nitelikte değillerdir. Analitik

sonuçların karmaşık yapısından kurtulmak için 1990 yılından itibaren araştırmacılar

asimptotik yöntemleri kullanarak yüksek uyumluluğa sahip yaklaşık fakat daha sade

sonuçlar elde etmişlerdir. Örneğin Alsmeyer (1991), Janseen ve Leewarden (2007), Chang

ve Peres (1997), Lotov (1996), Khaniyev ve Aliyev (2008-2010), Khorsunav (1997) vs.

Khaniyev ve diğerleri 2000 yılından sonra elde ettiği sonuçlarda genellikle incelenen

sürecin ergodik dağılımıve ergodik momentleri ele alınmışve bunlar asimptotik

yöntemlerle incelemiştir. Şimdi, ödüllü yenileme sürecine ait son yıllarda yapılan bazı
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çalışmalarıverelim. Okur Bekar (2006) yüksek lisans tezinde müdahaleyi ifade eden ( )
rasgele değişkenin üstel dağılıma sahip olduğu durumda sürecin ergodik dağılımının

momentlerini, analitik ve asimptotik yöntemlerle incelemiştir. Okur Bekar (2012) doktora

tezinde aynısürecin ( ) rasgele değişkeni Gamma ve Weibull dağılımına sahip olduğu

durumda sürecin sınır fonksiyonelleri ve sürecin ergodik dağılımının momentlerini

asimptotik yöntemlerle incelemiştir.

Mammadova (2011) doktora tezinde normal müdahelleli ödüllü yenileme sürecin

ergodik dağılımının momentlerini literatür de mevcut olan Miller teoreminden yararlanarak

asimptotik yöntemlerle incelemiştir. Khaniyev ve Atalay (2010) çalışmasında müdahalenin

üçgensel dağılıma sahip olduğu durumda sürecin ergodik dağılımının momentlerini detaylı

bir biçimde incelemiştir. Khaniyev ve Aksop (2011) çalışmasında ödüllü yenileme sürecini

inventory modellini uyarlayarak sürecin ergodik dağılımının momentlerini analitik ve

asimptotik yöntemlerle incelemiştir. Ayrıca Monte Carlo simülasyon değerleri ile ne

derece uyum sağladığınıgöstermişlerdir.

Yukarda ifade ettiğimiz gibi matematiksel sigorta teorisinin birçok problemlerinde

Pareto dağılımıaktif bir şekilde kullanılır. Bundan dolayıbu tezde mevcut çalışmalardan

farklıolarak gecikmeli ödüllü yenileme sürecini ele alınmıştır. Müdahaleyi ifade eden ζ
rasgele değişkeni Pareto dağılımına sahip olduğu durumda sürecin sınır fonksiyonelleri

analitik ve asimptotik yöntemlerle incelenmiştir. Ayrıca benzetim yöntemini kullanarak

elde edilen formüllerin yaklaşık doğruluğu test edilmiştir.



2. YAPILAN ÇALIŞMALAR

Sistem, başlangıç anıolan = noktasından çalışmaya başlasın. Sistem rasgele

bir süresi kadar kaldıktan sonra , mesafesi kadar azalsın (burada yalnız pozitif

değerler alabilen bir rasgele değişkendir). Bu halde aşağıdaki iki farklıdurum söz

konusudur:

1. Kabul edelim ki sistem s seviyesinin altına inmemişolsun. Bu durumda =
+ yeni pozisyonundan hareketine devam eder. Yani sistem durumunda

süresince kaldıktan sonra mesafesi kadar azalarak , bir sonraki = +
pozisyonuna ulaşmaya çalışacaktır.

2. Kabul edelim ki sistem s seviyesine altına inmişolsun. Bu durumda , dışarıdan

müdahale edilerek sistem yeni bir ∈[ , +∞) başlangıç durumundan harekete başlamaya

mecbur edilir ve ondan sonraki hareketine yukardaki kurallara uygun olarak devam eder.

Dolayısıyla, çalışmakta olan sistem s seviyesine ulaşmadığısürece bir yenileme sürecine

tabi olur. Daha sonra sistemin hareketi yukarıdaki koşullara benzer şekilde

tekrarlanacaktır.

Dikkat edilmelidir ki, rasgele değişkenin dağılım fonksiyonu uygun şekilde

değiştirilerek özel bariyerli yarı– Markov süreci elde etmek mümkündür.

2.1. Sürecin Matematiksel Kuruluşu

{ , , , } , n ≥1, dizisi (Ω ,ℑ, ) olasılık uzayında tanımlanmışbağımsız ve

aynıdağılıma dağılıma sahip rasgele değişkenler dizisi olsun. Ayrıca , , , rasgele

değişkenleri kendi aralarında bağımsız ve pozitif değerli değişkenler olsun. Bu rasgele

değişkenlerin dağılım fonksiyonlarıbilinsin ve sırasıyla, Φ(t), F(x), π(z), H(t) ile

gösterilsin. Yani

Φ(t) = P{ξ≤ t} ;
F(x) = P{η ≤ x};
π(z) = P{ζ≤z};
H(t) = P{θ≤t}.
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{ } ve { } başlangıç rasgele değişkenlerinin dizileri yardımıyla { } ve { }
yenileme dizileri aşağıdaki şekilde tanımlansın:

= ; = ; ≥1.

Burada,

T = Y = 0
dır.

Ayrıca tam değerler alan { }, n ≥0 rasgele değişkenler dizisi aşağıdaki gibi

verilsin:

N = 0,

N = N(z) = inf{k ≥1: z −S < s} , z ≥0
N = N (ζ) = inf{ k ≥N + 1: S −S ≥ζ−s}, n ≥1.
Burada inf(∅) = +∞ olarak kabul edilmiştir. {N }, n ≥1 tam değerli rasgele

değişkenler dizisinden yararlanarak, aşağıdaki {τ}, n≥1 dizisi inşa edilsin:

= 0;
τ= τ(z) = T ( ) = ξ( ) ;

= ( ) = = .

γ = τ+θ ; n ≥1, olsun ve ( ) yenileme süreci aşağıdaki gibi tanımlansın:

( ) = max{ ≥0: ≤ }, > 0.
Şimdi ele alınacak ( ) stokastik süreci aşağıdaki gibi verilebilir;

∀γ ≤t ≤γ ; n ≥0 için X(t) = max{s, s +ζ−S ( ) + S }
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olsun. Burada,

= > 0 ; ( ) =
dır.

X(t) sürecinin yukardaki tanımıaşağıdaki şekilde de verilebilir:

( ) = max s, + − ( ) + Ι[ ; ) (t)
Burada Ι(t) ile kümesinin indikatör fonksiyonu gösterilmiştir, yani

I (t) = 1, t ∈A0, t ∉A
Bu şekilde tanımlanan X(t) sürecine, literatürde “ kesikli müdahaleli ödüllü yenileme

süreci” denir. Bu çalışmada , kesikli müdahaleliyi ifade eden rasgele değişkeninin

[0,∞) aralığında ( , ) paremetli Pareto dağılıma sahip olduğu varsayılır. Bu nedenle, ele

alınan ( ) sürecine “Pareto dağılıma sahip kesikli müdahaleli ödüllü yenileme süreci”

veya kısaca “Pareto müdahaleli ödüllü yenileme süreci” denir.

X(t) sürecinin bir görünümü aşagıdakişekilde gösterilmiştir.

Şekil 1. X(t) Gecikmeli ve Pareto Müdahaleli Ödüllü Yenileme Sürecinin Bir Görünümü

=
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2.2. Sürecin Sınır Fonksiyonellerinin İncelenmesi

rasgele değişkenine, “sürecin ilk kez kontrol seviyesine ulaşma anı” denir. N
sınır fonksiyoneli de, anına kadar olan sıçramaların sayısınıgöstermektetir. Bu rasgele

değişkenler birer sınır fonksiyoneli olup sürecin birçok karekteristiklerinin incelenmesinde

büyük önem taşımaktadır. Özellikle sürecin ergodik dağılımlarının incelenmesi için bu

rasgele değişkenlerin dağılımının ve bazıolasılık karekteristiklerinin bilinmesi gereklidir.

Bu nedenle bu kısımda, sırasıyla N , τ ve θ sınır fonksiyonelleri incelenecektir.

2.2.1. Sürecin Sınır Fonksiyonellerin İlk Dört Momenti İçin Kesin Formüller

Bu kısımda sürecin sınır fonksiyonellerinin ilk dört momenti, rasgele değişkenin

dağılım fonksiyonu tarafından üretilen ( ) = ∑ ∗( ) yenileme fonksiyonu

yardımıyla ifade edilecektir. Burada ( ) = { ≤ ), rasgele değişkenin dağılım

fonksiyonunu göstermektedir.

Teorem 2.2.1.1. U (x) yenileme fonksiyonun yardımıyla, N (x) sınır fonksiyonelinin

ilk dört momenti aşağıdaki gibi yazılabilir:

EN (x) = U (x), (1)

EN (x) = 2U∗(x) + U (x) , (2)

EN (x) = 6U∗(x) + 6U∗(x) + U (x) , (3)

EN (x) = 24U∗(x) + 36U∗(x) + 14U∗(x) + U (x) (Feller,1971). (4)

Yardımcıteorem 2.2.1.1. ve başlangıç rasgele değişkenleri (2.1) koşullarına ek

olarak aşağıdaki koşullarısağlasın:

i) a = E(ξ) < ∞ , ii)m = E(η) < ∞ .
Bu taktirde, τ(x) sınır fonksiyonelinin ilk dört momenti ξ ve N (x) rasgele

değişkenlerinin momentleri yardımıyla aşağıdaki gibi yazılabilir;
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Eτ(x) = a EN (x), (5)

Eτ(x) = a EN (x) + (a −a )EN (x), (6)

Eτ(x) = a EN (x) + 3a (a −a )EN (x) + (2a −3a a + a )EN (x), (7)

Eτ(x) = a EN (x) + 6a (a −a )EN (x) + (11a −18a a + 4a a
+ 3a )EN (x) + (a + 12a a −4a a −3a −6a )EN (x), (8)

burada a = E ξ , k = 1,4 dır (Aliyev vd., 2010).

Teorem 2.2.1.2. ve başlangıç rasgele değişkenleri (2.1) koşullarına ek olarak

aşağıdaki koşullarısağlasın:

i) a = E(ξ) < ∞ , ii)m = E(η) < ∞ .
Bu taktirde, ( ) sınır fonksiyonelinin ilk dört momenti ( ) yenileme

fonksiyonunun yardımıyla aşağıdaki gibi yazılabilir:

Eτ(x) = a U (x) , (9)

Eτ(x) = 2a U∗(x) + a U (x) , (10)

Eτ(x) = 6a U∗(x) + 6a a U∗(x) + a U (x) , (11)

Eτ(x) = 24a U∗(x) + 36a a U∗(x) + (8a a + 6a )U∗(x) + a U (x) , (12)

burada a = E ξ , k = 1,4 dır. (Aliyev vd., 2010)

Sonuç 2.2.1.1. rasgele değişkeni mutlak sürekli dağılıma sahip olsun. Bu taktirde,

teorem 2.2.1.2.’nin koşullarıaltında Eτ(x) fonksiyonu, [0,∞) aralığının herhangi bir

kapalıalt aralığında sınırlıdır.
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2.2.2. Sürecin Sınır Fonksiyonellerinin İlk Dört Momenti İçin Asimptotik
Açılımlar

Önceki bölümde, sürecin sınır fonksiyonellerinin ilk dört momenti ile

U (x) yenileme fonksiyonu yardımıyla elde edildi. Fakat elde edilen bu formüllerin

problemlerin çözümlenmesinde uygulanmasıoldukça zor olduğundan, pratikte daha kolay

kullanılabilir formüllerin elde edilmesine ihtiyaç vardır.

YardımcıTeorem 2.2.2.1. başlangıç rastgele değişkeninin ilk üç momenti mevcut ve

sonlu olsun. Bu taktirde, →∞ iken U (x) yenileme fonksiyonu için aşağıdaki

asimptotik açılımlar yazılabilir.

U (x) = xm + m2m + o 1x , (13)

U∗(x) = x2m + mm − 1m x + 3m4m − m3m −m2m + o(1), (14)

U∗(x) = x6m + 3m4m − 1m x + 3mm −m2m −2mm + 1m x + o(x), (15)

U∗(x) = x24m + m3m − 12m x + 5m4m − 7m12m −9m4m + 32m x + o(x ), (16)

burada m = E η , k = 1,3 dır (Aliyev vd., 2010).

Teorem 2.2.2.1. E(η) < ∞ olsun. Bu durumda →∞ iken ( ) sınır fonksiyonelinin

ilk dört momentleri için iki terimli asimptotik açılımlar aşağıdaki gibi verilebilir:

1) EN (x) = xm + m2m + o(1), (17)

2) EN (x) = xm + 2mm −1 xm + o(x), (18)

3) EN (x) = xm + 9m2m −3 xm + o(x ) , (19)

4) EN (x) = xm + 8mm −6 xm + o(x ), (20)

burada m = E η , k = 1,4 dır (Aliyev vd.,2010).
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Simülasyon Sonuçları

Bu kısımda, Teorem 2.2.2.1 de X(t) sürecinin N (x) sınır fonksiyonelinin ilk dört

momentleri için elde edilen asimptotik açılımdaki ilk üç terim kullanılarak, bu momentler

için yaklaşık değerler elde edilmiştir. Bunun için, η rasgele değişkeninin (2,20)

paremetreli Erlang dağılımıgöz önünde bulundurulmuşve bu değerler sembolik olarak

EN (x) ile gösterilmiştir. Benzer şekilde, bu momentler için Monte Carlo benzetim

yöntemi kullanılarak elde edilen simülasyon sonuçlarıise EN (x) ile gösterilmiştir. Ayrıca

her bir simülasyon değeri, Matlab programıile sürecin n = 10 sayıda realizasyonu

üretilerek elde edilmiştir. Bu değerler yardımıyla , sürecin N (x) sınır fonksiyonelinin ilk

dört momenti için aşağıdaki tablolar oluşturulmuştur. Burada Δ ,δ ve AP sırasıyla bu

momentlerin yaklaşık değerleri ile simülasyon değerleri arasındaki mutlak hatayı, nispi

hatayıve doğruluk yüzdelerini göstermektedir.

Δ = EN (x) −EN (x) ; δ = ΔEN (x)100% ; AP = 100% −δ, k = 1,2,3,4.

Tablo 1. EN (x) için asimptotik ve simülasyon sonuçlarının karşılaştırılması

x EN (x) EN (x) Δ δ (%)Ap
2 20,753 20,75 0,003 0,014455741 99,98554426
3 30,748 30,75 0,002 0,006504488 99,99349551
4 40,749 40,75 0,001 0,002454048 99,99754595
5 50,736 50,75 0,014 0,027593819 99,97240618
6 60,749 60,75 0,001 0,001646118 99,99835388
7 70,749 70,75 0,001 0,001413448 99,99858655
8 80,751 80,75 0,001 0,001238375 99,99876163
9 90,7501 90,75 0,0001 0,000110193 99,99988981
10 100,751 100,75 0,001 0,000992546 99,99900745

Tablo 2. EN (x) için asimptotik ve simülasyon sonuçlarının karşılaştırılması

x EN (x) EN (x) Δ δ (%)Ap
2 440,617 440,625 0,008 0,001815636 99,99818436
3 960,613 960,625 0,012 0,001249202 99,9987508
4 1680,609 1680,625 0,016 0,000952036 99,99904796
5 2600,621 2600,625 0,004 0,000153809 99,99984619



10

Tablo 2’nin devamı
6 3720,569 3720,625 0,056 0,001505146 99,99849485
7 5040,516 5040,625 0,109 0,002162477 99,99783752
8 6560,754 6560,625 0,129 0,001966237 99,99803376
9 8280,64 8280,625 0,015 0,000181145 99,99981885
10 10200,8 10200,625 0,175 0,001715552 99,99828445

Tablo 3. EN (x) için asimptotik ve simülasyon sonuçlarının karşılaştırılması

x EN (x) EN (x) Δ δ (%)Ap
2 9565,312 9565 0,312 0,003261786 99,99673821
3 30472,481 30472,5 0,019 6,23513E-05 99,99993765
4 70129,677 70130 0,323 0,000460575 99,99953942
5 134537,472 134537,5 0,028 2,0812E-05 99,99997919
6 229691,062 229695 3,938 0,001714477 99,99828552
7 361590,729 361602,5 11,771 0,003255338 99,99674466
8 536276,825 536260 16,825 0,003137372 99,99686263
9 759669,307 759667,5 1,807 0,000237867 99,99976213
10 1037854,471 1037825 29,471 0,002839608 99,99716039

Tablo 4. EN (x) için asimptotik ve simülasyon sonuçlarının karşılaştırılması

x EN (x) EN (x) Δ δ (%)Ap
2 212093,445 212000 93,445 0,04405841 99,95594159
3 981124,659 981000 124,659 0,012705725 99,98729428
4 2960158,786 2960000 158,786 0,005364104 99,9946359
5 7025195,665 7025000 195,665 0,002785189 99,99721481
6 14291988,32 14292000 11,679 8,17171E-05 99,99991828
7 26116114,87 26117000 885,128 0,003389202 99,9966108
8 44098240,48 44096000 2240,48 0,005080656 99,99491934
9 70065508,06 70065000 508,057 0,000725117 99,99927488
10 106104736,8 106100000 4736,794 0,004464263 99,99553574

Teorem 2.2.2.2. ξ ve η başlangıç rasgele değişkenleri (2.1) koşullarına ek olarak

aşağıdaki koşullarısağlasın:

i)E(ξ) < ∞, ii)m = E(η) < ∞.

Bu taktirde, x →∞ iken τ(x) sınır fonksiyonelinin ilk dört momenti için aşağıdaki

asimptotik açılımlar yazılabilir;
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1)Eτ(x) = am x + m a2m + o 1x , (21)

2)Eτ(x) = am x + 2m am + a −2am x
+ 3m a2m −2m a3m + m (a −2a )2m + o(1), (22)

3)Eτ(x) = am x + 9m a2m + 3a (a −2a )m x
+ 9m am −3m am + 6m a (a −2a )m + 6a −6a a + am x + o(x), (23)

4)Eτ(x) = am x + 8m am + 6a (a −2a )m x
+ 30m am −8m am + 27m a (a −2a )m + 36a −36a + 4a a + 3am x
+o(x ) , (24)

burada,

a = E ξ , m = E η , k = 1,3
dır (Okur Bekar, 2012).

Simülasyon Sonuçları

Bu kısımda, Teorem 2.2.2.2 de X(t) sürecinin τ(x) sınır fonksiyonelinin ilk dört

momenti için elde edilen asimptotik açılımdaki ilk üç terim kullanılarak, bu momentler için

yaklaşık değerler oluşturulmuştur. Bunun için, η rasgele değişkeninin (2,20) paremetreli

Erlang dağılımıgöz önünde bulundurulmuşve bu değerler sembolik olarak Eτ(x) ile

gösterilmiştir. Benzer şekilde, bu momentler için Monte Carlo benzetim yöntemi

kullanılarak elde edilen simülasyon sonuçlarıise Eτ(x) ile gösterilmiştir. Ayrıca her bir

simülasyon değeri, Matlab programıile sürecin n = 10 sayıda realizasyonu üretilerek

elde edilmiştir. Bu değerler yardımıyla, sürecin τ(x) sınır fonksiyonelinin ilk dört

momentleri için aşağıdaki tablolar oluşturulmuştur. Burada Δ, δ ve AP sırasıyla bu

momentlerin yaklaşık değerleri ile simülasyon değerleri arasındaki mutlak hatayı, nispi

hatayıve doğruluk yüzdelerini göstermektedir.
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Δ = Eτ(x) −Eτ(x) ;δ = ΔEτ(x) 100% ; AP = 100% −δ, k = 1,2,3,4.
Tablo 5. Eτ(x) için asimptotik ve simülasyon sonuçlarının karşılaştırılması

x Eτ(x) Eτ(x) Δ δ (%)Ap
10 50,377 50,375 0,002 0,00397006570 99,9960299343
20 100,378 100,375 0,003 0,00298870270 99,9970112973
30 150,373 150,375 0,002 0,00133002600 99,9986699740
40 200,379 200,375 0,0040 0,00199621717 99,998003783
50 250,373 250,375 0,002 0,00079880818 99,9992011918
60 300,387 300,375 0,012 0,00399484665 99,9960051534
70 350,386 350,375 0,011 0,00313939484 99,9968606052
80 400,395 400,375 0,02 0,00499506737 99,9950049326
90 450,363 450,375 0,012 0,00266451729 99,9973354827
100 500,365 500,375 0,01 0,00199854107 99,9980014589

Tablo 6. Eτ(x) için asimptotik ve simülasyon sonuçlarının karşılaştırılması

x Eτ(x) Eτ(x) Δ δ (%)Ap
10 2575,542 2501,09 74,44825 2,89058574855 97,1094142514
20 10150,920 10001,84 149,07625 1,46859841275 98,5314015872
30 22724,794 22502,59 222,20025 0,97778774144 99,0222122586
40 40300,230 40003,34 296,88625 0,73668624224 99,2633137578
50 62874,336 62504,09 370,24225 0,58886069190 99,4111393081
60 90450,466 90004,84 445,62225 0,49266993273 99,5073300673
70 123033,143 122505,59 527,54925 0,42878629054 99,5712137095
80 160617,031 160006,34 610,68725 0,38021326020 99,6197867398
90 203164,472 202507,09 657,37825 0,32356949201 99,6764305080
100 250739,701 250007,84 731,85725 0,29187928640 99,7081207136

Tablo 7. Eτ(x) için asimptotik ve simülasyon sonuçlarının karşılaştırılması

x Eτ(x) Eτ(x) Δ δ (%)Ap
10 133594,919 133515,625 79,294 0,059354054 99,94064595
20 1034118,234 1033906,25 211,984 0,02049901 99,97950099
30 3451228,375 3451171,875 56,5 0,001637098 99,9983629
40 8135537,563 8135312,5 225,063 0,002766418 99,99723358
50 15836297,776 15836328,13 30,349 0,000191642 99,99980836
60 27304603,104 27304218,75 384,354 0,001407653 99,99859235
70 43293551,446 43288984,38 4567,071 0,010549079 99,98945092
80 64551547,524 64540625 10922,524 0,016920623 99,98307938
90 91802296,836 91809140,63 6843,789 0,007454921 99,99254508
100 125837042,34 125844531,3 7488,91 0,005951276 99,99404872
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Tablo 8. Eτ(x) için asimptotik ve simülasyon sonuçlarının karşılaştırılması

x Eτ(x) Eτ(x) Δ δ (%)Ap
10 7028703,865 7027187,5 1516,365 0,021573892 99,97842611
20 106121021,113 106108750 12271,113 0,01156332 99,98843668
30 526717498,167 526744687,5 27189,333 0,005162033 99,99483797
40 1648431949,729 1648435000 3050,271 0,000185041 99,99981496
50 4000578412,683 4000679688 101274,817 0,002531504 99,9974685
60 8262964482,523 8262978750 14267,477 0,000172668 99,99982733
70 15266781552,312 15264832188 1949364,812 0,012768669 99,98723133
80 25991541754,000 25985740000 5801754 0,0223217 99,9776783
90 41550698398,508 41555202188 4503788,992 0,010839262 99,98916074
100 63247213173,060 63252718750 5505576,94 0,008704853 99,99129515

Teorem 2.2.2.3 ξ,η ve θ başlangıç değişkenleri (2.1) koşullarına ek olarak aşağıdaki

koşullarısağlasın:

i) a = E(ξ) < ∞ ,

ii)m = E(η) < ∞ ,

iii) E(θ) < ∞ .
Bu taktirde x →∞ iken γ(x) sınır fonksiyonelinin ilk dört momentleri için

aşağıdaki asimptotik açılımlar yazılabilir.

1)E(γ) = am x + m2m + K a + o 1x , (25)

2)E(γ) = am x + 2m am + a −2a + 2K am x
+ 3m a2m −2m a3m + (m (a −2a ) + 2m a K )2m + K a + o(1), (26)

3)E(γ) = am x + 9m a2m + (3a (a −2a ) + 3a K )m x
+ 9m am −3m am + 6m a (a −2a ) + 6m a Km x
+ 6a −6a a + a + 3(a −2a )a K + 3a am x + o(x), (27)
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4)E(γ) = am x + 8m am + 6a (a −2a ) + 4a Km x
+ 30m am −8m am + 27m a (a −2a ) + 18m a Km x
+ 36a −36a a + 4a a + 3a + 12a (a −2a )K + 6a a Km x
+o(x ), (28)

burada,

a = E ξ , m = E η , K = E θE ξ k = 1,3 ve i = 1,2
dır.

İspat: Teorem 2.2.2.2 den elde edilen (1)-(4) eşitlikleri yardımıyla γ(x) sınır

fonksiyonelinin ilk dört momentini yazalım:

E(γ) = E(τ+θ) = E(τ) + E(θ) ; (29)

burada K = E(θ)/E(ξ) olduğu literatürde bilinmektedir. E(θ) = a K ve Teorem

2.2.2.2 nin (1) eşitliği ( 29) eşitliğinde yerine yazılır,

E(γ) = E(τ) + E(θ)
= am x + m a2m + o 1x + a K
= am x + m a2m + a K + o 1x (30)

γ= τ+ θ ; γ= (τ+θ) = τ+ 2τθ+ θ (31)

ve (31) eşitliği gözönüne alınırsa,

E( γ) = E(τ) + 2E(τ)E(θ) + E(θ) (32)

= am x + 2m am + a −2am x + 3m a2m −2m a3m + m (a −2a )2m
+ 2K am x + 2m a2m K + K a + o(1) (33)

= am x + 2m am + a −2a + 2K am x
+ 3m a2m −2m a3m + (m (a −2a ) + 2m a K )2m
+K a + o(1), (34)
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elde edilir. Burada ,

K = E(θ)E(ξ) , E(θ) = a K
dır.

Benzer şekilde γ(x) sınır fonksiyonelinin üçüncü ve dördüncü momentlerinin

asimptotik açılımlarıelde etmek münkündür.

Simülasyon Sonuçları

Bu kısımda, Teorem 2.2.2.3 de X(t) sürecinin γ(x) sınır fonksiyonelinin ilk dört

momentleri için elde edilen asimptotik açılımdaki ilk üç terim kullanılarak, bu momentler

için yaklaşık değerler oluşturulmuştur. Bunun için, η rasgele değişkeninin (2,20)

paremetreli Erlang dağılımıgöz önünde bulundurulmuşve bu değerler sembolik olarak

Eγ(x) ile gösterilmiştir. Benzer şekilde, bu momentler için Monte Carlo benzetim

yöntemi kullanılarak elde edilen simülasyon sonuçlarıise Eγ(x) ile gösterilmiştir. Ayrıca

her bir simülasyon değeri, Matlab programıile sürecin n = 10 sayıda realizasyonu

üretilerek elde edilmiştir. Bu değerler yardımıyla, sürecin γ(x) sınır fonksiyonelinin ilk

dört momentleri için aşağıdaki tablolar oluşturulmuştur. Burada

Δ, δ ve AP sırasıyla momentlerin yaklaşık değerleri ile simülasyon değerleri arasındaki

mutlak hatayı, nispi hatayıve doğruluk yüzdelerini göstermektedir.

Δ = Eγ(x) −Eγ(x) ;δ = ΔEγ(x)100% ; AP = 100%−δ, k = 1,2,3,4.

Tablo 9. Eγ(x) için asimptotik ve simülasyon sonuçlarının karşılaştırılması

x Eγ(x) Eγ(x) Δ δ (%)Ap
10 51,371 51,0375 0,3335 0,649198964 99,35080104
20 101,392 101,0375 0,3545 0,349633107 99,65036689
30 151,36 151,0375 0,3225 0,213068182 99,78693182
40 201,373 201,0375 0,3355 0,166606248 99,83339375
50 251,372 251,0375 0,3345 0,133069713 99,86693029
60 301,387 301,0375 0,3495 0,11596386 99,88403614
70 351,371 351,0375 0,3335 0,094913923 99,90508608
80 401,404 401,0375 0,3665 0,091304521 99,90869548
90 451,388 451,0375 0,3505 0,077649384 99,92235062
100 501,361 501,0375 0,3235 0,064524365 99,93547564



16

Tablo 10. Eγ(x) için asimptotik ve simülasyon sonuçlarının karşılaştırılması

x Eγ(x) Eγ(x) Δ δ (%)Ap
10 2677,599 2678,09375 0,49475 0,018477375 99,98152263
20 10356,251 10353,09375 3,15725 0,030486418 99,96951358
30 23028,116 23028,09375 0,02225 9,6621E-05 99,99990338
40 40703,14 40703,09375 0,04625 0,000113628 99,99988637
50 63376,583 63378,09375 1,51075 0,002383767 99,99761623
60 91060,481 91053,09375 7,38725 0,008112465 99,99188753
70 123724,936 123728,0938 3,15775 0,002552234 99,99744777
80 161426,340 161403,0938 23,24625 0,014400531 99,98559947
90 204090,453 204078,0938 12,35925 0,006055771 99,99394423
100 251737,996 251753,0938 15,09775 0,005997406 99,99400259

Tablo 11. Eγ(x) için asimptotik ve simülasyon sonuçlarının karşılaştırılması

x Eγ(x) Eγ(x) Δ δ (%)Ap
10 141571,040 141378,125 192,915 0,136267276 99,86373272
20 1065542,315 1064631,25 911,065 0,08550247 99,91449753
30 3520464,514 3519759,375 705,139 0,020029715 99,97997029
40 8257677,360 8256762,5 914,86 0,011078902 99,9889211
50 16026230,353 16025640,63 589,728 0,003679767 99,99632023
60 27581088,319 27576393,75 4694,569 0,017020971 99,98297903
70 43658818,429 43659021,88 203,446 0,000465991 99,99953401
80 65039239,292 65023525 15714,292 0,024161248 99,97583875
90 92436914,349 92419903,13 17011,224 0,018403063 99,98159694
100 126588476,827 126598156,3 9679,423 0,00764637 99,99235363

Tablo 12. Eγ(x) için asimptotik ve simülasyon sonuçlarının karşılaştırılması

x Eγ(x) Eγ(x) Δ δ (%)Ap
10 7590765,572 7613437,5 22671,928 0,29867775299,70132225
20 110427045,718 110453750 26704,282 0,02418273799,97581726
30 540834898,989 541020937,5 186038,511 0,03439839299,96560161
40 1681466306,335 1681815000 348693,665 0,02073747699,97926252
50 4064612215,234 4065335938 723722,266 0,01780544499,98219456
60 8374631371,275 8374083750 547621,275 0,00653904999,99346095
70 15438579861,39715440558438 1978576,1030,01281579199,98718421
80 26253245760,09526247260000 5985760,0950,02280007699,97719992
90 41930678557,33241926688438 3990119,8320,00951599299,99048401
100 63750740348,89663761343750 10603401,1 0,01663259399,98336741
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2.2.3. Müdahalenin Pareto Dağılımına Sahip OlmasıDurumunda X(t)
Sürecinin Sınır Fonksiyonellerinin Momentleri İçin Asimptotik Açılımlar

Bu kısımda ζ rasgele değişkenin (α, λ),α> 0, λ> 0 paremetreli Pareto

dağılımına sahip olmasıdurumunda , τ(ζ), N(ζ) ve γ(ζ) sınır fonksiyonellerinin bazı

momentleri için asimptotik açılımlar elde edilecektir. Bunun için kısım 2.2.2 de verilen

Teorem 2.2.2.1 ve Teorem 2.2.2.2 de x →∞ iken sürecin sınır fonksiyonelleri için elde

edilen asimptotik açılımlar kullanacaktır. Burada ζ rasgele değişkeni (α, λ), α> 0, λ> 0
paremetreli, Pareto dağılımına sahip olduğundan dağılım fonksiyonu aşağıdaki gibi

verilebilir:

F(x) = 1− λx λ> 0, > 0 ; ∈[ , +∞). (35)

N(ζ) sınır fonksiyonellinin ilk dört momenti için asimptotik açılımlarıincelenmeden

önce aşağıdaki yardımcıteorem verilsin.

Yardımcıteorem 2.2.3.1 Eğer g(x) , (g: R →R) fonksiyonu sınırlıve

lim→ g(x)x = c (36)

ise (α> 0, ∈R) bu taktirde α> 0 iken eşitlik (37) verilen bağıntıdoğrudur.

lim→ g λ
t dt = 0. (37)

(Kesemen, Yetim 2012)

Sonuç: g(x) fonksiyonu, yardımcıteorem 2.2.3.1 deki gibi tanımlansın ve R (x)
fonksiyonu R (x) ≡x g(x), n = −1,0,1,2, … olsun. Her α> 0 ve λ⟶ 0 iken eşitlik

(38) verilen asimptotik bağıntıdoğrudur.

R ( λt / )dt = o(λ). (38)
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Teoerem: 2.2.3.1. Kısım 2.2.2 de verilen Teorem 2.2.2.1 in koşullarısağlasın. Bu taktirde

α> 1 için E(ζ) →∞ iken N(ζ) sınır fonksiyonellinin ilk dört momenti için aşağıdaki

asimptotik açılımlar verilebilir:

1)EN (ζ) = αm (α−1)λ+ m2m + o 1λ, (39)

2)EN (ζ) = αm (α−2)λ+ 2mm − 1m αα−1λ+ 3m2m −2m3m − m2m + o(1), (40)

3)EN (ζ) = αm (α−3)λ+ 9m2m − 3m αα−2λ
+ 9mm −3mm −6mm + 1m αα−1λ+ o(λ), (41)

4)EN (ζ) = αm (α−4)λ+ 8mm − 6m αα−3λ
+ 30mm −8mm −27mm + 7m αα−2λ+ o(λ), (42)

İspat: E(η) < ∞ koşulu altında, Teorem 2.2.2.1 den (17) eşitliğine göre aşağıdaki

asimptotik açılım mevcuttur:

EN (x) = xm + m2m + R (x), x →∞ (43)

burada verilen R (x) = g(x) ve g(x) = o(1) dır. Bu durumda,

EN (ζ) = EN (v)dπ(v) = EN (v)f , (v)dv
= vm + m2m + R (v) f , (v)dv
= 1m vf , (v)dv + m2m f , (v)dv + R (v) f , (v)dv
= 1m E(ζ) + m2m + E(R (ζ) (44)

dir. Burada,
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E(ζ) = αα−1λ ; α> 1
olduğu olasılık teorisinden bilinmektedir. E(R (ζ) aşağıdaki gibi verilebilir:

E(R (ζ) = R (v) f , (v)dv
= α.λ v ( )R (v)dv = α. λ v ( )g(v)dv
= g λ

t dt , (45)

bu durumda Yardımcıteorem 2.2.3.1 e göre (40) eşitliğinden her α> 1 için

lim→ E(R (ζ) = 0 ; E(R (ζ) = 1λ (46)

elde edilir. Bu durumda (46) eşitliği, (44) eşitliğinde yerine yazılırsa, N (ζ) sınır

fonksiyonelinin birinci momenti, (39) eşitliği gibi yazılabilir.

Benzer şekilde, N (ζ) sınır fonksiyonelinin ikinci, üçüncü ve dördüncü momentleri

için α> 1 iken asimptotik açılımlar elde etmek münkündür. E(η) < ∞ koşullarıaltında,

Teorem 2.2.2.1 e göre sırasıyla (18 ), (19) ve (20 ) eşitliklerden

EN (ζ) = 1m E(ζ) + 2mm − 1m E(ζ) + 3m2m −2m3m − m2m + E R (ζ) , (47)

EN (ζ) = 1m E(ζ) + 9m2m − 3m E(ζ) + 9mm −3mm −6mm + 1m E(ζ)
+E R (ζ) , (48)

EN (ζ) = 1m E(ζ) + 8mm − 6m E(ζ) + 30mm −8mm −27mm + 7m E(ζ)
+E R (ζ) , (49)

elde edileceği açıkça görülmektedir. Burada

E(ζ) = αα−nλ , n = 1,2, … (50)
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olduğu olasılık teorisinden bilinmektedir. Bu durumda E R (ζ) , E R (ζ) ve

E(R (ζ)) fonksiyonlarıhesaplanmalıdır. Her α> 1 için E(ζ) →∞ iken Yardımcı

Teorem 2.2.3.1 kullanılarak

E R (ζ) = o(1), (51)

E R (ζ) = o(λ), (52)

E R (ζ) = o(λ), (53)

elde edilir. Son olarak sırasıyla (51)-(53) eşitlikleri (47)-(49) eşitliklerinde yerine yazılırsa,

ispat tamamlanır.

Simülasyon Sonuçları

Bu kısımda, Teorem 2.2.3.1 de X(t) sürecinin N (ζ) sınır fonksiyonelinin ilk dört

momenti için elde edilen asimptotik açılımdaki ilk üç terim kullanılarak, bu momentler için

yaklaşık değerler oluşturulmuştur. Bunun için, η rasgele değişkeninin (2,20) paremetreli

Erlang dağılımıgöz önünde bulundurulmuşve bu değerler sembolik olarak EN (ζ) ile

gösterilmiştir. Benzer şekilde, bu momentler için Monte Carlo benzetim yöntemi

kullanılarak elde edilen simülasyon sonuçlarıise EN (ζ) ile gösterilmiştir. Ayrıca her bir

simülasyon değeri, Matlab programıile sürecin n = 10 sayıda realizasyonu üretilerek

elde edilmiştir. Bu değerler yardımıyla, sürecin N (ζ) sınır fonksiyonelinin ilk dört

momenti için aşağıdaki tablolar oluşturulmuştur. Burada Δ ,δ ve AP sırasıyla
momentlerin yaklaşık değerleri ile simülasyon değerleri arasındaki mutlak hatayı, nispi

hatayıve doğruluk yüzdelerini göstermektedir.

Δ = EN (ζ) −EN (ζ) ; δ = ΔEN (ζ) 100% ; AP = 100%−δ, k = 1,2,3,4.
Tablo 13. EN (ζ) için asimptotik ve simülasyon sonuçlarının karşılaştırılması

( ) ( ) Δ (%)
1 13,249 13,250 0,001 0,007547739 99,99245226
2 25,749 25,750 0,001 0,003883646 99,99611635
3 38,254 38,250 0,004 0,010456423 99,98954358
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Tablo 14’ün devamı

4 50,742 50,750 0,008 0,015766032 99,98423397
5 63,246 63,250 0,004 0,006324511 99,99367549
6 75,748 75,750 0,002 0,002640334 99,99735967
7 88,246 88,250 0,004 0,004532783 99,99546722
8 100,760 100,750 0,010 0,009924573 99,99007543
9 113,237 113,250 0,013 0,011480347 99,98851965
10 125,744 125,750 0,006 0,004771599 99,9952284

Tablo 15. EN (ζ) için asimptotik ve simülasyon sonuçlarının karşılaştırılması

λ EN (ζ) EN (ζ) Δ δ (%)Ap
1 192,279 192,2916 0,0126 0,006552978 99,99344702
2 717,247 717,2916 0,0446 0,006218221 99,99378178
3 1575,435 1575,6250 0,19 0,012060161 99,98793984
4 2764,102 2767,2916 3,1896 0,115393716 99,88460628
5 4290,577 4292,2916 1,7146 0,039961991 99,96003801
6 6150,398 6150,625 0,227 0,003690818 99,99630918
7 8342,890 8342,2916 0,5984 0,007172574 99,99282743
8 10871,342 10867,2916 4,0504 0,03725759 99,96274241
9 13721,440 13725,625 4,185 0,030499714 99,96950029
10 16914,569 16917,2916 2,7226 0,016096183 99,98390382

Tablo 16. EN (ζ) için asimptotik ve simülasyon sonuçlarının karşılaştırılması

λ EN (ζ) EN (ζ) Δ δ (%)Ap
1 3165,580 3165,625 0,045 0,00142154 99,99857846
2 22559,852 22581,250 21,398 0,094849913 99,90515009
3 72939,678 73246,875 307,197 0,42116583 99,57883417
4 168881,249 170162,500 1281,251 0,75866978 99,24133022
5 327490,314 328328,125 837,811 0,255827719 99,74417228
6 562757,902 562743,750 14,152 0,002514758 99,99748524
7 889138,188 888409,375 728,813 0,081968473 99,91803153
8 1321924,706 1320325,000 1599,706 0,121013398 99,8789866
9 1871384,299 1873490,625 2106,326 0,112554434 99,88744557
10 2559862,448 2562906,250 3043,802 0,118904905 99,8810951
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Tablo 17. EN (ζ) için asimptotik ve simülasyon sonuçlarının karşılaştırılması

λ EN (ζ) EN (ζ) Δ δ (%)Ap
1 65923,872 66666,660 742,788 1,126736002 98,873264
2 901199,124 926666,666 25467,542 2,825961691 97,17403831
3 4190810,907 4470000,000 279189,093 6,661934866 93,33806513
4 12798130,83 13786666,670 988535,835 7,724064147 92,27593585
5 32038099,79 33166666,670 1128566,874 3,522577435 96,47742256
6 72150467,010 68100000,000 4050467,01 5,6139165 94,3860865
7 123238726,9 125276666,700 2037939,782 1,653652089 98,34634791
8 208572722 212586666,700 4013944,692 1,924482096 98,0755179
9 331683332,8 339120000,000 7436667,198 2,242098551 97,75790145
10 501102326,3 515166666,700 14064340,33 2,806680311 97,19331969

Teorem:2.2.3.2. Teorem 2.2.2.2 nin koşullarısağlansın. Bu taktirde, her α> 4 için

E(ζ) →∞ iken X(t) sürecinin τ(ζ) sınır fonksiyonelinin ilk dört başlangıç momenti için

aşağıdaki asimptotik açılımlar yazılabilir:

1) E τ(ζ) = am αα−1λ+ m a2m + o 1λ , α> 1 (54)

2) Eτ(ζ) = am αα−2λ+ 2m am + a −2am αα−1λ
+ 3m a2m −2m a3m + m (a −2a )2m + o(1), α> 2 (55)

3)Eτ(ζ) = am αα−3λ+ 9m a2m + 3a (a −2a )m αα−2λ
+ 9m am −3m am + 6a m (a −2a )m + 6a −6a a + am αα−1λ
+o(λ) , α> 3 (56)

4)Eτ(ζ) = am αα−4λ+ 8m am + 6a (a −2a )m αα−3λ
+ 30m am −8m am + 27m a (a −2a )m + 36a −36a a + 4a a + 3am αα−2λ

+o(λ) , α> 4 (57)

burada a = E ξ , m = E η , k = 1,4 dır.

İspat: Bu teoremin ispatıbir önceki teoremin ispatına benzer şekilde yapılır.
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Teorem:2.2.3.3. Teorem 2.2.2.3 nin koşullarısağlansın. Bu taktirde, her α> 4 için

E(ζ) →∞ iken X(t) sürecinin γ(ζ) sınır fonksiyonelinin ilk dört başlangıç momenti

için aşağıdaki asimptotik açılımlar yazılabilir:

1)Eγ(ζ) = am αα−1λ+ m2m + K a + o 1λ , α> 1 (58)

2)Eγ(ζ) = am αα−2λ+ 2m am + a −2a + 2K am αα−1λ
+ 3m a2m −2m a3m + (m (a −2a ) + 2m a K )2m + K a + o(1), α> 2 (59)

3)Eγ(ζ) = am αα−3λ+ 9m a2m + (3a (a −2a ) + 3a K )m αα−2λ
+ 9m am −3m am + 6m a (a −2a ) + 6m a Km αα−1
+ 6a −6a a + a + 3(a −2a )a K + 3a am αα−1
λ+ o(λ), α> 3 (60)

4)Eγ(ζ) = am αα−4λ+ 8m am + 6a (a −2a ) + 4a Km αα−3λ
+ 30m am −8m am + 27m a (a −2a ) + 18m a Km αα−2λ
+ 36a −36a a + 4a a + 3a + 12a (a −2a )K + 6a a Km αα−2λ
+o(λ), α> 4 (61)

burada,

a = E ξ , m = E η , K = E θE ξ k = 1,3 ve i = 1,2
dır.
İspat: E(η) < ∞ koşullarıaltında, Teorem 2.2.2.3 den (25) eşitliğine göre aşağıdaki

asimptotik açılım mevcuttur:

E(γ) = am x + m2m + K a + R (x) x →∞ (62)

burada verilen R (x) = g(x) ve g(x) = o dir. Bu durumda,
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Eγ(ζ) = Eγ(v)dπ(v) = Eγ(v)f , (v)dv
= am v + m2m + K a + R (v) f , (v)dv
= am vf , (v)dv + m2m + K a f , (v)dv + R (v) f , (v)dv
= am E(ζ) + m2m + K a + E(R (ζ) (63)

dir, burada

E(ζ) = αα−1λ, α> 1
olduğu olasılık teorisinden bilinmektedir ve E(R (ζ) aşağıdaki gibi değerlendirilebilir:

E(R (ζ) = R (v) f , (v)dv
= α.λ v ( )R (v)dv = α. λ v ( )g(v)dv
= g λ

t dt (64)

bu durumda Yardımcıteorem 2.2.3.1 e göre (46 ) eşitliğinden her α> 1 için

lim→ E(R (ζ) = 0 ; E(R (ζ) = 1λ (65)

elde edilir. Bu durumda (65) eşitliği, (63) eşitliğinde yerine yazılırsa, γ(ζ) sınır

fonksiyonelinin birinci momenti, (58) eşitliği gibi yazılabilir.

Benzer şekilde, γ(ζ) sınır fonksiyonelinin ikinci, üçüncü ve dördüncü momentleri

için α> 4 iken asimptotik açılımlar elde etmek münkündür. E(η) < ∞ koşulu altında,

Teorem 2.2.2.3 e göre sırasıyla (25 ),(26) ve (27) eşitliklerinden

2) Eγ(ζ) = am E(ζ) + 2m am + a −2a + 2K am E(ζ)
+ 3m a2m −2m a3m + (m (a −2a ) + 2m a K )2m
+K a + E R (ζ) , α> 2 (66)
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3)Eγ(ζ) = am E(ζ) + 9m a2m + (3a (a −2a ) + 3a K )m E(ζ)
+ 9m am −3m am + 6m a (a −2a ) + 6m a Km E(ζ)
+ 6a −6a a + a + 3(a −2a )a K + 3a am E(ζ)
+E R (ζ) , α> 3 (67)

4)Eγ(ζ) = am E(ζ) + 8m am + 6a (a −2a ) + 4a Km E(ζ)
+ 30m am −8m am + 27m a (a −2a ) + 18m a Km
+ 36a −36a a + 4a a + 3a + 12a (a −2a )K + 6a a Km E(ζ)
+E R (ζ) , α> 4 (68)

elde edileceği açıkça görülmektedir. Burada,

E(ζ) = αα−nλ , n = 1,2, … (69)

olduğu olasılık teorisinden bilinmektedir. Bu durumda E R (ζ) , E R (ζ) ve

E(R (ζ)) fonksiyonlarıhesaplanmalıdır. Her α> 1 için E(ζ) →∞ iken Yardımcı

Teorem 2.2.3.1 kullanılır ise

E R (ζ) = o(1), (70)

E R (ζ) = o(λ), (71)

E R (ζ) = o(λ), (72)

elde edilir. Son olarak sırasıyla (70)-(72) eşitlikleri (66)-(68 ) eşitliklerinde yerine

yazılırsa, ispat tamamlanır.
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Simülasyon Sonuçları

Bu kısımda, Teorem 2.2.3.3 de X(t) sürecinin γ(ζ) sınır fonksiyonelinin ilk dört

momenti için elde edilen asimptotik açılımdaki ilk üç terim kullanılarak, bu momentler için

yaklaşık değerler oluşturulmuştur. Bunun için, η rasgele değişkeninin (2,20) paremetreli

Erlang dağılımıgöz önünde bulundurulmuşve bu değerler sembolik olarak Eγ(ζ) ile

gösterilmiştir. Benzer şekilde, bu momentler için Monte Carlo benzetim yöntemi

kullanılarak elde edilen simülasyon değerleri ise Eγ(ζ) ile gösterilmiştir. Ayrıca her bir

simülasyon değeri, Matlab programıile sürecin n = 10 sayıda realizasyonu üretilerek

elde edilmiştir. Bu değerler yardımıyla, sürecin γ(ζ) sınır fonksiyonelinin ilk dört

momenti için aşağıdaki tablolar oluşturulmuştur. Burada Δ, δ ve AP sırasıyla bu

momentlerin yaklaşık değerleri ile simülasyon değerleri arasındaki mutlak hatayı, nispi

hatayıve doğruluk yüzdelerini göstermektedir.

Δ = |Eγ (ζ) −Eγ(ζ) |;δ = ΔEγ(ζ) 100% ; AP = 100% −δ, k = 1,2,3,4.
Tablo 18. Eγ(ζ) için asimptotik ve simülasyon sonuçlarının karşılaştırılması

λ Eγ(ζ) Eγ(ζ) Δ δ (%)Ap
5 32,624 32,2875 0,3365 1,03144924 98,96855076
6 38,881 38,5375 0,3435 0,883464931 99,11653507
7 45,123 44,7875 0,3355 0,743523259 99,25647674
8 51,366 51,0375 0,3285 0,639528093 99,36047191
9 57,628 57,2875 0,3405 0,59085861 99,40914139
10 63,886 63,5375 0,3485 0,545502927 99,45449707
11 70,125 69,7875 0,3375 0,481283422 99,51871658
12 76,374 76,0375 0,3365 0,440594967 99,55940503
13 82,631 82,2875 0,3435 0,41570355 99,58429645
14 88,871 88,5375 0,3335 0,375263022 99,62473698
15 95,132 94,7875 0,3445 0,362128411 99,63787159

Tablo 19. Eγ(ζ) için asimptotik ve simülasyon sonuçlarının karşılaştırılması

λ Eγ(ζ) Eγ(ζ) Δ δ (%)Ap
5 1153,958 1154,135417 0,177416667 0,015374621 99,98462538
6 1635,262 1634,34375 0,91825 0,056153081 99,94384692
7 2197,909 2197,885417 0,023583333 0,00107299 99,99892701
8 2843,246 2844,760417 1,514416667 0,053263652 99,94673635
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Tablo 20’in devamı

9 3575,917 3574,96875 0,94825 0,026517674 99,97348233
10 4390,345 4388,510417 1,834583333 0,041786769 99,95821323
11 5285,55 5285,385417 0,164583333 0,003113836 99,99688616
12 6265,192 6265,59375 0,40175 0,006412413 99,99358759
13 7331,252 7329,135417 2,116583333 0,028870694 99,97112931
14 8475,047 8476,010417 0,963416667 0,011367685 99,98863231
15 9709,324 9706,21875 3,10525 0,031982144 99,96801786

Tablo 21. Eγ(ζ) için asimptotik ve simülasyon sonuçlarının karşılaştırılması

λ Eγ(ζ) Eγ(ζ) Δ δ (%)Ap
5 46171,295 45978,51563 192,779375 0,417530795 99,58246921
6 77620,436 77392,96875 227,46725 0,293050724 99,70694928
7 120789,619 120588,6719 200,947125 0,166361254 99,83363875
8 177306,190 177440,625 134,435 0,075820816 99,92417918
9 250343,547 249823,8281 519,718875 0,207602265 99,79239773
10 339886,508 339613,2813 273,22675 0,080387642 99,91961236
11 449495,719 448683,9844 811,734625 0,180587843 99,81941216
12 579107,065 578910,9375 196,1275 0,033867226 99,96613277
13 733100,690 732169,1406 931,549375 0,127069772 99,87293023
14 909865,279 910333,5938 468,31475 0,051470779 99,94852922
15 1115622,645 1115279,297 343,348125 0,030776367 99,969223633

Tablo 22. Eγ(ζ) için asimptotik ve simülasyon sonuçlarının karşılaştırılması

λ Eγ(ζ) Eγ(ζ) Δ δ (%)Ap
5 2416203,871 2369359,375 46844,496 1,938764214 98,06123579
6 4634840,225 4761877,500 127037,275 2,740920265 97,25907973
7 8425423,962 8625194,375 199770,413 2,371042857 97,62895714
8 14150336,869 14465560,000 315223,131 2,227672273 97,77232773
9 22472687,441 22864224,375 391536,934 1,742279089 98,25772091
10 33475327,927 34477437,500 1002109,573 2,993576568 97,00642343
11 50850397,648 50036449,375 813948,273 1,600672385 98,39932761
12 69683667,220 70347510,000 663842,78 0,9526519 99,0473481
13 94756321,622 96291869,375 1535547,753 1,620522754 98,37947725
14 124661548,485 128825777,500 4164229,015 3,340427795 96,65957221
15 163562105,223 168980484,375 5418379,152 3,312735028 96,68726497
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2.3. X(t) Sürecinin Ergodikliği

Bu bölümde sürecin ergodikliği incelecektir. Bu amaçla aşağıdaki teoremi verelim.

Teorem 2.3.1. Başlangıç rasgele değişkenler dizisi {(ξ,η, ζ)} , n ≥1 için aşağıdaki ek

koşullar sağlansın:

1) 0 < E(ξ) < ∞,

2) E(η) > 0,
3) E η < +∞,
4)η aritmetik olmayan bir rasgele değişken,

5)E(θ) < +∞,
6)ζ, rasgele değişkeni (α, λ) parametreli Pareto dağılımına sahip olsun.

Bu durumda X(t) süreci ergodiktir.

İspat: Ele alınan X(t) süreci literatürde “Kesikli Şans KarışımlıYarı-Markov

Süreçleri” diye adlandırılan genel bir stokastik süreçler sınıfına aittir. Bu sınıf için genel

ergodik teorem A.N. Skohorod tarafından ispatlanmıştır (Gihman ve Skohorod, 1975). Bu

kısımda, sürecin özelliklerinden yararlanılarak, yeterince zayıf şartlar altında süreç için

ergodik teorem ispatlanmaya çalışılmıştır. Ele alınan süreç için ergodikliği ispatlamak

Teorem 2.3.1 in koşullarısağlandığında, yukarıda adıgeçen genel ergodik teoremin

şartlarının da sağlandığıanlamına gelmektedir. Bu nedenle, X(t) sürecinin ergodik

olabilmesi için aşağıdaki iki varsayımın sağlanmasıgerekmektedir.

1. Varsayım: X(t) sürecinin içinde gömülü ergodik bir Markov zinciri mevcut

olmalıdır. Ele aldığımız durumda, bu zinciri kurmak için öncelikle, 1 olasılığıile, monoton

artan pozitif değerli bir rasgele değişkenler dizisi belirlemek gerekmektedir. Bu amaçla,

yukarıda tanımladığımız {τ}, n = 1,2,3 … rasgele değişkenlerini kullanabiliriz. Çünkü

tanım gereği, 1 olasılığıile

0 ≡τ < τ< τ < ⋯< τ < τ < ⋯< ∞
dır.

Hatırlatalım ki,τ ler X(t) sürecinin kontrol seviyesine düşme anlarıdır ve tanımları

gereği Markov momentleridir. Sürecin matematiksel kuruluşuna göre, X(t) sürecinin bu

anlardaki değerleri 1 olasılığıile, X(τ+ 0) = dir. { }, n = 1,2, …, bağımsız rasgele
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değişkenler dizisi olduğu için {X(τ+ 0)}, n = 1,2, …, dizisi bir Markov zinciri oluşturur.

Ayrıca rasgele değişkenleri (α, λ) parametreli Pareto dağılımına sahip olduklarına göre

{X(τ+ 0)}, n = 1,2, …, zinciri π(z) = P ζ< durağan dağılıma sahip bir ergodik

zincirdir ve bu zincirin durağan dağılımı,

π(z) = 1− λz , z ∈[λ, +∞)
dır. Dolayısıyla Teorem 2.3.1 in koşullarıaltında genel ergodik teoremin 1. Varsayımı

sağlanmıştır.

2.Varsayım: {τ}, n = 1,2,3, … Markov momentleri arasında geçen sürenin beklenen

değeri sonlu olmalıdır, yani her n = 1,2,3, … için,

E(τ−τ ) < ∞ (73)

olmalıdır. τ−τ , n = 2,3, …, rasgele değişkenleri bağımsız ve aynıdağılıma sahip

olduklarından, (2) koşulunun sağlanmasıiçin,

E τ(z) < ∞ve E(τ−τ ) ≡ E τ(z) dπ(z) < ∞,∞ n = 2,3, … (74)

integralinin sonlu olduğunu göstermek yeterlidir. Hatırlanmalıdır ki, Wald özdeşliğine

göre,

E τ(z) = E ξ( ) = E(ξ)E N (z) (75)

olur. Dolayısıyla,

E(τ−τ ) = E(ξ) E N (z) dπ(z)∞

(76)

olur. Teorem 1’in şartlarına göre 0 < E(ξ) < ∞ dur. Bu durumda (74) koşulunun

sağlanmasıiçin

E N (z) < ∞ ve E N (z) dπ(z) < ∞ (77)
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olmalıdır. Bu problemi çözmek için {S }, n ≥0, rasgele yürüyüşsürecinin basamak

anlarını(v ) ve basamak yüksekliklerini (χ) tanımlayalım:

υ = min{ n ≥1: S > 0}; χ = S = η (78)

υ = min n ≥1: S > χ ; χ = S = η;m = 1,2, … (79)

olsun. v rasgele değişkenleri kendi aralarında bağımsız ve v ile aynıdağılıma sahip; χ

rasgele değişkenlerin de kendi aralarında bağımsız ve χ ile aynıdağılıma sahip oldukları

bilinmektedir (Feller,1971). Bu durumda, E.Dynkin prensibine göre aşağıdaki eşitlikler

N (z) ≡ υ ve S ( ) = χ

( )( )
(80)

verilebilir. Burada,

H(z) ≡min n ≥1: χ > z '

dir. (81)

Wald özdeşliğine göre,

E(N (z)) = E(H(z) )E(v ) (82)

olur. E(H(z) ) fonksiyonu, χ , n ≥1 basamak yüksekliklerinin ürettiği bir yenileme

fonksiyonudur. E(η ) > 0 olduğu için E(v ) < ∞olur. Dolayısıyla E(N (z) )’ in sonlu

olmasıiçin E(H(z) ) ≡U (z) yenileme fonksiyonu sonlu olmalıdır. Bu ise her sonlu z için

zaten doğrudur, yani, her 0 < < +∞için U (z) < +∞dır (Feller,1971).

Burada amacımız,

U (z)dπ(z) < ∞

olduğunu ispatlamaktır. Fakat her z için U (z) nin sonlu olmasıburada yeterli değildir.
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π(z) = 1− λz
α, z ∈[λ, +∞),α> 1

olduğuna göre,

E U (ζ) = U (z)dπ(z) = U
λ

(z)αλα 1zα dz (83)

dır.

E(η) < +∞iken , μ≡E(χ ) < +∞ olduğundan, kesinleştirilmişyenileme teoremine

göre ( Feller,1964), z →∞iken,

U (z) = z
μ

+ μ2μ+ o(1) (84)

olur. Notasyon kısaltmak için,

g(z) = U (z) − z
μ

−μ2μ
olsun. Kesinleştirilmişyenileme teoremine göre,

lim→∞g(z) = 0
dır (Feller, 1964). Dolayısıyla, her ε> 0 için öyle bir b ≡b(ε) sayısıbulmak mümkündür

ki, 0 < b(ε) < +∞olmak üzere her z ≥b(ε) için

0 ≤g(z) < ε2
olur. Şimdi (83) ifadesindeki integrali iki kısma ayıralım.

E(U (ζ)) = U(ε)
λ

(z)αλα 1zα dz + U∞

(ε)
(z)αλα 1zα dz ≡ I (ε) + I (ε) (85)

U (z) monoton azalmayan bir fonksiyon olduğundan 0 ≤z ≤ b(ε) için

U (z) ≤U (b(ε) ) < +∞ yazabiliriz. Bunun sonucunda;

I (ε) = αλαU
(ε)

λ

(z) 1zα dz ≤U (b(ε) ) αλαz (α )
(ε)

λ

dz (86)

burada ∫ αλαz (α )(ε)
λ dz < ∞ sonludur. Çünkü ,
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αλαz (α )
(ε)

λ

dz = αλα z (α )
(ε)

λ

dz = 1− λb(ε)
α

λ< b(ε) olmasından dolayı

αλz ( )
(ε)

dz = 1− λb(ε) ≡M(ε) > 0
dır. Buradan da

αλαz (α )
(ε)

λ

dz < ∞
(87)

olur. (86) ve (87) eşitsizlikleri birlikte gözönüne alınırsa,

I (ε) = U
(ε)

λ

(z)αλαz (α )dz ≤M(ε)U b(ε) < ∞ (88)

olur. Şimdi de (85) deki ifadenin ikinci kısmındaki ikinci integralin sonlu olduğunu

gösterelim.

I (ε) = U
( )

(z)αλz ( )dz = zμ+ μ2μ + g(z)
( )

αλz ( )

= 1μ zαλz ( ) dz + μ2μ αλz ( )dz + g(z)αλz ( )
( )( )( )

dz
I (ε) = αλμ z

( )
dz + μ2μ+ ε2 = αλμ(b(ε)) + μ2μ+ ε2 (89)

Burada olasılık yoğunluk fonksiyonunun özelliği kullanılmıştır. b(ε) sayısının

tanımından dolayı,

U b(ε) ≤b(ε)
μ

+ μ2μ+ ε2 (90)

dır. (88) eşitsizliği (90) eşitsizliğinde yerine yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa
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U(ε)

λ

(z)αλαz (α )dz ≤M(ε)b(ε)
μ

+ M(ε)μ2μ + M(ε)ε2 (91)

elde edilir. (91) eşitsizliği ile (89) eşitsizliğini birlikte göz önünde bulundurursak,

U∞

λ

(z)αλαz (α )dz ≤M(ε)b(ε)
μ

+ M(ε)μ2μ + M(ε)ε2 + αλα

μ b(ε) α + μ2μ+ ε2
olur. Buradan,

U
λ

(z)αλαz (α )dz < ∞ (92)

dır. (83) ve (92) eşitsizliklerini birlikte düşünürsek,

U (z)dπ(z) < ∞ (93)

eşitsizliğini elde ederiz. (93) ve (82) eşitsizliğini göz önünde bulundurursak;

E(N (z) ) < ∞ve E N (z) dπ(z) < ∞ (94)

olur.

E(τ(z) ) < ∞ve E(τ−τ ) ≡ E τ(z)∞ dπ(z) < ∞, n = 2,3, …
olduğu ispatlanmışolur. Bu da 2. varsayımın sağlandığınıgösterir. Bu durumda genel

ergodik teoreme göre ele aldığımız X(t) süreci, Teorem 2.3.1 in koşullarıaltında ergodiktir.

Bu da teoremin ispatınıtamamlar.



3. BULGULAR

Bu çalışmada Yarı-Markov süreçlerinin önemli bir sınıfınıoluşturan “ Gecikmeli ve

Pareto Müdahaleli Ödüllü Yenileme Süreci” olarak adlandıralan süreç ele alınmıştır. Bu

sürecin fiziksel modeli verilmişve matematiksel olarak inşa edilmiştir. Bazızayıf şartlar

altında, sürecin Ergodik olduğunu gösterilmiştir. Bunlara ek olarak sürecin sınır

fonksiyonellerinin ilk dört momenti kesin formüllerle ifade edilmiştir.

Ayrıca literatürde ki mevcut bilgilerden yararlanarak {ζ}, n ≥0 rasgele değişken

dizisinin dağılımı( , ) paremetreli Pareto dağılıma sahip olmasıhalinde sürecin bir takım

sınır fonksiyonellerine ait ilk dört momentinin asimptotik açılımları ( ) →∞iken elde

edilmiştir.

Bunlara ilaveten, elde edilen ilk dört momentin asimptotik sonuçlarının yardımıyla

hesaplanan değerlerin, kesin değerlere ne kadar yakın olduğunu göstermek için özel bir

durum ele alınmışve bu durum için Monte Carlo simülasyon yöntemi uygulanarak, ödüllü

yenileme sürecinin müdahale anınıgösteren sınır fonksiyonelinin momentleri ve gecikmeli

Pareto müdahaleli ödüllü yenileme sürecinin ergodik dağılım fonksiyonu için değerler elde

edilmişve bu değerler asimptotik sonuçlarla karşılaştırılmıştır. Karşılaştırma sonucunda,

elde edilen asimptotik açılımların simülasyon sonuçlarına yeterince yakın olduklarıtespit

edilmiştir.



4. İRDELEME

Markov veya Yarı-Markov süreçleri ile ilgili olan birçok teorik çalışmalar literatürde

mevcuttur. Bu çalışmaların birçoğunda sonuçlar teorik bakımından önemli olsalar da

uygulama ihtiyacınıkarşılayacak nitelikte değildir. Buna karşın kesin ifadeleri içeren ve

uygulama için yararlıolabilecek çalışmalar da vardır. Fakat bu çalışmaların eksik yönü ele

alınan modellerin gereğinden fazla idealize edilmişolmasıdır. Bu çalışmaların her yönüyle

incelenmemesinin temel nedeni, bu süreçlerin olasılık ve sayısal karakteristikleri çok

karmaşık bir matematiksel yapıya sahiptir. Özellikle müdahaleyi ifade eden rasgele

değişkenler yeterince genişbir sınıfa ait olduklarından sürecin temel karakteristikleri için

kullanılabilir formüllerin elde edilmesi çok zordur. Literatürde, son yıllarda asimptotik

yöntemler uygulanarak yaklaşık, fakat pratik öneme sahip olan asimptotik sonuçlar elde

etmeğe yönelik birçok değerli çalışmalar ortaya konulmuştur. Bu sonuçlar genellikle

sürecinin sınır fonksiyonelleri ile ilgilidirler. Fakat birçok pratik problemin çözümünde

sınır fonksiyonellerinin yanısıra sürecin ergodik dağılımının bilinmesi de büyük önem

taşımaktadır.

Bu çalışmada model, bir bariyerli Yarı-Markov ödüllü yenileme süreçleri ile ifade

edilmiştir. X(t) süreci { } ve { } yenileme süreçleri yardımıyla matematiksel olarak

ifade edilmiştir. Bu çalışmada { } ≥0 rasgele değişkenler dizisinin dağılımı( , )
parametreli Pareto dağılımına sahip olması halinde sürecin bir takım sınır

fonksiyonellerine ait ilk dört momentleri için asimptotik açılımları ( ) →∞iken elde

edilmiştir. Bu çalışmada, Monte Carlo simülasyon metoduyla elde edilen bu asimptotik

sonuçlar test edilmiştir.

Bu çalışma kapsamında incelenen modelde bazı değişikliklerin yapılması

mümkündür. X(t) sürecini, iki bariyerli seçmek mümkündür. Ayrıca başlangıç rasgele

değişkenlerinin bağımlıolmasıdurumunda benzer problemler incelenebilir. Müdahale

daha genişsınıftan seçmek mümkün olabilir.



5. SONUÇLAR

Bu çalışmada stok kontol, kuyruk ve güvenirlik teoremlerdeki birçok problemin

çözümlerinde kullanılan özel bir stokastik süreç ele alınmıştır. Bu tipten stokastik süreçler

pek çok uygulama alanına sahip olmasına rağmen, literatür de yeteri kadar ele

alınmamıştır. Bu nedenle, çalışmada “Gecikmeli ve Pareto Müdahaleli Ödüllü Yenileme

süreci” olarak adlandırılan X(t) süreci matematiksel olarak kuruldu ve bu süreç ile ilgili

aşağıdaki teorik sonuçlar ortaya konuldu.

1) İlgilenilen fiziksel modelleri ifade eden stokastik süreçler, matematiksel olarak inşa

edilmiştir.

2) Gecikmeli ve Pareto müdahaleli ödüllü yenileme sürecinin sınır fonksiyonellerinin

momentleri için literatürdeki mevcut bilgilerden yararlanarak kesin formüller elde

edilmiş ve bu formülleri kullanarak X(t) sürecinin sınır fonksiyonellerinin

momentleri için asimptotik sonuçlar elde edilmiştir.

3) Gecikmeli ve Pareto müdahaleli ödüllü yenileme süreclerinin ergodikliği bazızayıf

şartlar altında ispatlanmıştır.

4) Ödüllü yenileme süreçlerinin müdahale anınıtemsil eden sınır fonksiyonellerinin

momentleri için simülasyon sonuçlarıverilmiştir.

5) Gecikmeli ve Pareto müdahaleli ödüllü yenileme süreclerinin sınır fonksiyonellerinin

momentleri için simülasyon sonuçlarıverilmiştir.



6. ÖNERİLER

Yapılan bu çalışmanın, Yarı-Markov süreçleri teorisindeki bir eksikliği

giderebileceği umulmaktadır. Bununla beraber bu çalışmanın aşağıdaki yönlerde

geliştirilebilmesi mümkündür:

1) { , , , } , n ≥1, rasgele değişkenler dizisinin bileşenleri bağımlıolması

durumunda sürecin yeniden ele alınmasıve benzer çalışmaların yapılması.

2) Çalışmada ele alınan özel dağılımların dışındaki bazıdağılımlar içinde benzer

hesapların yapılması.

3) Yapılan çalışmada ortaya konulmuşsonuçların uygulanabileceği alanların tesbiti ve

uygulanması.
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8. EKLER

A: STOKASTİK SÜREÇLER

Tanım A.1.Ω≠∅ bir küme olsun. Ω ‘in bir ℱ sınıfıiçin aşağıdaki özellikler
sağlanırsa bu ℱsınıfına Ω üzerinde bir cebirdir denir.

(i) Ω∈ℱ,
(ii) E ∈ℱ için E = Ω\E ∈ℱ,
(iii) k = 1,2, … , n için

E ∈ℱ⇨ E ∈ℱ,
eğer (iii) yerine her n ∈ℕ için

E ∈ℱ⇨ E ∈ℱ
şartı alınırsa ℱ cebirine bir σ− cebiri adıverilir. Bir σ− cebiri , sayılabilir
birleşim,kesişim ve tümleme işlemine göre kapalıdır.

Tanım A.2. ℝ kümesindeki bütün açık (a,b) aralıklarının ürettiği σ−cebirine Borel
Cebiri denir ℬ(ℝ ) ile gösterilir. n = 1 olmasıhalinde ℬ(ℝ) Borel cebiri ile gösterilir.
Borel cebirinin herbir elamanına “Borel kümesi” denir.

Tanım A.3. ( Rasgele Fonksiyon) (Ω,ℱ, P) olasılık uzayıve T bir indeksler kümesi,(U, R) herhangi bir ölçülebilir uzay olsun. İki değişkenli f fonksiyonu

f:ΩxT →U
tanımlanmışolsun. Eğer her A ∈R için

{(ω, t): f(ω, t) ∈A} ∈σ(ℱxB )
ise, bu taktirde f(ω, t) fonksiyonuna rasgele fonksiyon denir.
Burada, B sigma cebiri T’nin alt kümeleri üzerinde tanımlanmışbir σ−cebir veσ(ℱxB ) ise T ve B sigma cebirlerin kartezyen çarpımlarınıiçeren en küçük birσ−cebirdir.

Rasgele fonksiyonlarıen genel şekli ile incelemek bazen çok zordur. Bu nedenle,
mevcut literatürde T indeksler kümesinin özel durumlarıele alınmıştır. Özellikle T ⊆[0, +∞) ve U = R = (−∞, +∞) olduğunda ve t ∈T değişkeni zaman paremetresi olarak
yorumlandığında, yukarda tanımlanan f(ω, t) rasgele fonksiyonuna stokastik süreç denir.



Bu burumda U = R ve T ⊆[0, +∞) olduğu için yukardaki genel tanımın daha basit
bir şekilde ifadesi verilebilir.

Tanım A.4 (Stokastik Süreç) Eğer f:ΩxT →R fonksiyonu her A ∈B için{(ω, t): f(ω, t) ∈A} ∈σ(ℱxB ) ise , bu taktirde f(ω, t) fonksiyonuna bir stokastik süreç
denir.

Tanım A.5 (Markov ve Yarı-Markov süreçler) (Ω, ℱ, P) bir olasılık uzayıve T ⊆[0, +∞) olsun. X(t) = X(ω, t) ise ΩxT ‘ de tanımlanmışbir stokastik süreç olsun. Eğer

0 = t < t < ⋯< t < ∞, n = 1,2, …, x , x , … , x ∈R için

P{X(t ) ≤x |X(t ) ≤x , … , X(t ) ≤x } = P{X(t ) ≤x |X(t ) ≤x }
sağlanıyorsa, X(t) sürecine “Markov süreci” denir. Markov sürecinde zaman kesikli
olduğunda ise o sürece “Markov zinciri” denir. Markov sürecinin t gelecek andaki
değerinin dağılımıyalnız t şimdiki andaki değerine bağlıolup ondan önceki zaman
anlarına bağlıdeğildir.

Sürecin herbir keyfi gelecek anındaki değerinin dağılımı, yalnız şimdiki andaki
değerinin dağılımına bağlıolup , geçmişteki değerlerinin dağılımına bağlıolmaması
durumda ise “Markov bağımlılığı” olarak ifade edilir. Bir stokastik süreç , bazıt ∈T ‘ler
için Markov bağımlılığa sahipse, o sürece “Yarı-Markov Süreç” denir.

Yenileme ve Ödüllü Yenileme Süreçleri

Tanım A.6.1 (Yenileme Süreci) (Ω,ℱ, P) olasılık uzayında {ξ}, n ≥1 negatif
olmayan birbirinden bağımsız ve aynıkeyfi dağılıma sahip rasgele değişkenler dizisi olsun.
Bu durumda, n. Yenilemenin gerçekleşme anı,

T = 0, T = ξ, n ≥1
ve t anında veya t anından önce gerçekleşen yenilemelerinin sayısının maksimumu

N(t) = max{n: T ≤t}
olmak üzere, {N(t), t ≥0} sayma sürecine “ yenileme süreci” denir.

Tanım A.6.2 (Ödüllü Yenileme Süreci) (Ω, ℱ, P) olasılık uzayında {ξ}, n ≥1 aynı
dağılıma sahip ,bağımsız ve pozitif değerli rasgele değişkenler dizisi yardımıyla
oluşturulan

N(t) = max{n: T ≤t, t > 0}
yenileme süreci verilsin. Burada

T = 0, T = ξ, n ≥1



bunun yanısıra, yenilemenin olduğu her bir zamanda bir ödül verildiği kabul edilsin. Bu
durumda R ,n.yenileme anında kazanılan “ ödül” olmak üzere, {R }, n ≥1 aynı
dağılıma sahip, bağımsız rasgele değişkenler dizisi ve (ξ, R ) , n ≥1 birbirinden
bağımsız ve aynıdağılıma sahip rasgele değişkenler olsun. Bu taktirde ,

R(t) = R( )

ile tanımlanan {R(t), t ≥0} sürecine , “ödüllü yenileme süreci” denir ve R(t), t
zamanına kadar kazanılan toplam ödüllü ifade eder . (Ross ,1996)

B: KESİKLİMÜDAHALELİYARI-MARKOV SÜREÇLERİİÇİN GENEL

ERGODİK TEOREMİ

Teorem.B.1(Genel Ergodik Teorem)

X(t) süreci kesikli müdahaleli bir yarı-Markov süreci olsun. Ayrıca aşağıdaki iki
varsayım sağlansın:

i) X(t) sürecinin τ, τ, …, anlardaki değerleri (X(τ), n = 1,2, … , ) ergodik bir Markov
zinciri olacak şekilde τ= 0 < τ< τ< ⋯< τ < ⋯< ∞ artan zaman anları
bulunsun.

ii) τ,τ, … ,τ, … anlarıarasında geçen sürelerin beklenen değeri sonlu olmuşolsun, yani
her n = 1,2, … için E(τ−τ ) < ∞ olsun.

bu taktirde X(t) süreci ergodiktir. (Gihman ve Skorohod, 1975)

Teorem.B.2.

Teorem.B.1’deki varsayımlarısağlanmışolsun. Bu taktirde, her sınırlıölçülebilir f(x)
fonksiyonu için aşağıdaki eşitlik 1 olasılığıile doğrudur:

lim→ 1t f X(s) ds = S
burada S fonksiyoneli aşağıdaki gibidir:

S ≡ 1E(τ) f(x)P {τ> ; (t) ∈dx}dtdπ(z)
buradaπ(z) dağılımı{X(τ)} Markov zincirinin ergodik dağılımıdır. (Gihman ve Skorohod,
1975)



Not: Bu teorem, zaman ortalamalarının durum ortalamalarına 1 olasılığıile yakınsadığı
ifade eden bir önermedir ve ergodik süreçler için en temel bağıntıyıortaya koyar.

C: WALD ÖZDEŞLİĞİ

υtam değerli rasgele değişkeni {ξ} dizisi (Ω,ℱ, P) olasılık uzayında tanımlanmış
olsunlar. Ayrıca υ≥0 ve ξ rasgele değişkenleri kendi aralarında bağımsız olsun. ℑ ,
ile ξ, … ,ξ rasgele değişkemlerinin ürettiği sigma cebir ,yani ℑ , = σ(ξ, … ,ξ) ile
gösterilsin.

Tanım C.1. Her n = 1,2,3, … için {υ≤n} olayı, ℑ , sigma cebirinden bağımsız
olduğunda υrasgele değişkenine “gelecekten bağımsız rasgele değişken” denir.

Tanım C.2. Her n = 1,2,3, … için {υ≤n} ∈ ℑ, olduğunda υ rasgele değişkenine
Markov rasgele değişkeni veya durdurma anıdenir.
Başka bir deyişle , bu durumda ξ, … ,ξ rasgele değişkenlerinin değerleri bilindiğinde{υ≤n} olayının gerçekleşip gerçekleşmediğini kesin olarak söylemek mümkündür.
Markov rasgele değişkeni υ, ξ rasgele değişkenler dizisi için “gelecekten bağımsız”
rasgele değişkendir. (Borovkov, 1984)S = ξ+⋯+ ξ olsun . S , υ rasgele değişken sayısında rasgele değişkenlerinin
toplamıdır.

Teorem C.1.(Wald özdeşliği)

ξ,ξ, … rasgele değişkenleri kendi aralarında bağımsız ve aynıdağılımına sahip, υ
rasgele değişkeni ise “gelecekten bağımsız” bir rasgele değişken olsun. Ayrıca E(ξ) < ∞
ve E(υ) < ∞ sağlansın. Bu durumda ,

E(S ) = E ξ = E(ξ)E(υ)
olur. (C.1) eşitliğine Wald Özdeşliği denir. ( Borovkov,1984)

D:KESİNLEŞTİRİLMİŞYENİLEME TEOREMİ

{η}, n = 1,2, … ‘ler bir (Ω, ℱ, P) olasılık uzayında tanımlanmışbağımsız, aynı
dağılıma sahip ve pozitif değerli rasgele değişkenler dizisi olsun. Bu dizinin yardımıyla
aşağıdaki stokastik süreç inşa edilsin:

N(t) = min{n ≥1: η> } , > 0
N(t) sürecine literatürde “Yenileme Süreci” denir. N(t) yenileme sürecinin beklenen
değerine “Yenileme Fonksiyonu” denir ve genellikle U(t) sembolü ile, yani

U(t) = E(N(t))



şeklinde yazılır. η , n = 1,2, … rasgele değişkenlerinin dağılım fonksiyonu F(t) , yaniF(t) = P{η≤t} şeklinde olsun. Bu taktirde, U(t) yenileme fonksiyonu aşağıdaki gibi
gösterilebilir:

U(t) = F∗ (t)
Burada F∗(t) ile F(t) dağılım fonksiyonunun n.konvolüsyon çarpımıgösterilmişolup
aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır:

F∗(t) = ε(t) ≡ 1 ; t ≥00 ; t < 0 ;

F∗(t) ≡F(t);
F∗(t) = F∗( )(t)∗F(t) = F∗( )(t−s)dF(s) n = 2,3, …

U(t) fonksiyonu, monoton azalmayan, pozitif değerli bir fonksiyondur ve U(0) = 1’ dır.
Ayrıca , her sonlu t için U(t) < ∞’dur (Feller, 1971). U(t) fonksiyonu aşağıdaki integral
denklemini sağlamaktadır (Feller,1971):

U(t) = 1 + U(t −s)dF(s) , t ≥0
U(t) fonksiyonunun asimptotik davranışıincelemek, olasılık teorisinde önemli bir yer
tutmaktadır. Bu nedenle, U(t)’nin t →∞ iken asimptotik davranışıile ilgili literatürde
birçok önemli sonuçlar mevcuttur. Bu sonuçlarının en önemlilerinden birisi
“KesinleştirilmişYenileme Teoremi” adıile bilinmekte olup, Feller (1971) tarafından
ispatlanmıştır. Aşağıdaki, bu teorem ispatsız olarak verilmiştir.

Teorem D.1. (KesinleştirilmişYenileme Teoremi )

F(. ) dağılımıaritmetik olmayan bir dağılım olsun. Ayrıca, bu dağılımının beklenen
değeri (μ) ve varyansı(σ) sonlu olsun. Bu taktirde, t →∞ iken

0 ≤U(t) − tμ →μ + σ2μ
Olur (Feller, 1971).

Not: “Birinci Yenileme Teoremi” olarak bilinen aşağıda verilen Teorem D.2.’den
sadece U(t)~ μ sonucuna ulaşılır. Aşağıdaki teorem Birinci Yenileme Teoremi daha

rahat anlaşılabilmesi için verilebilir.



Teorem D.2. (Birinci Yenileme Teoremi )

F(. ) dağılımıaritmetik olmayan bir dağılım olsun. Ayrıca, bu dağılımının beklenen
değeri (μ) sonlu olsun. Bu taktirde , her h > 0 sabiti için t →∞ iken,

U(t) −U(t −h) → hμ
olur (Feller, 1971).

E: TAUBER-ABEL TEOREMİ

F(t) ve G(t) fonksiyonlarının laplace dönüşümleri F(λ) ve G(λ) mevcut olsun (en
azından öyle bir (−α, β) aralığımevcut olsun ki, herλ∈(−α, β); α,β> 0 için F(λ) veG(λ) mevcut ve sonlu olsun).

Ayrıca t →∞iken F(t)~G(t) olsun. Bu taktirde , λ> 0 iken F(λ)~G(λ) olur. Bu
önermenin tersi de doğrudur, yani eğer λ> 0 iken F(λ)~G(λ) ise t →∞ ikenF(t)~G(t) olur.

Burada "~" simgesi ile iki fonksiyonun asimptotik denkliği gösterilmiştir, yani"F(t)~G(t)" yazılabilmesi için

lim→ F(t)G(t) = 1
ve "F(λ)~G(λ)" yazılabilmesi için

lim→ F(λ)G(λ) = 1
olmalıdır. Bu önerme literatürde Tauber-Abel teoremi olarak bilinmektedir (Feller, 1971).

F: YAKINSAMA ÇEŞİTLERİ

Rasgele değişken dizilerinde yakınsamalara geçmeden önce, reel sayıdizilerindeki
yakınsamalarıverelim. Elemanlarıreel sayılar olan bir dizi f olsun. Yani her n ∈ℕiçinf ∈ℝdir.

1) f elemanlarıreel sayılar olan bir dizi ve f ∈ℝolsun. Eğer, her ε> 0 için birn (ε) sayısıvar ve n > n (ε) için |f −f| < oluyorsa, f dizisi f noktasına
yakınsıyor denir ve f → f (veya lim → f = f) ile gösterilir.

2) Eğer f → 0 ise, f = o(1) ve f /g →0 ise f = o(g ) dir.

3-Sonlu bir M sayısıiçin M ye bağlıbir n sayısıvar ve n > n için |f | <
oluyorsa f dizisi sınırlıdır denir ve f = O(1) ile gösterilir. Benzer şekilde, (f /g ) =O(1) ise yani f = O(g ) dir.



Örneğin, f = (4n + 3)/n olsun. Bu durumda , n →∞ iken f → 0 olduğu açıktır.
O halde f = o(1) dir. Burada aslında g = 1 alınır ve f /g → 0 dır ve sonuç olarak,

f = o(g ) =o(1) dir.

fg = (4n + 3)/n1/n = 4 + 3n
olup her n ∈ℕ için

fg = 4 + 3n < 5
yazılabilir. Dolayısıyla , f /g = O(1) veya lim → = 4 olduğundan f = O(g ) dir.{X , n = 1,2, … } rasgele değişken dizisi ve X rasgele değişkeni aynıbir olasılık
uzayında (Ω, ℱ, P) tanımlanmışolsun. Bu taktirde, aşağıdaki yakınsaklık çeşitleri
verilebilir (Akdi, 2005).

Tanım F.1.(Olasılığa Göre Yakınsaklık) Her ε> 0 için

lim→ P{ω: |X (ω) −X(ω)| ≥ε} = 0
olduğunda “ X rasgele değişken dizisi X rasgele değişkenine olasılığa göre yakınsar”

denir. Kısaca n →∞ iken X →X ile gösterilir (Okur Bekar, 2012).

Tanım F.2.(Ortalamaya Göre Yakınsaklık) Her r > 0 için E(|X (ω)| ) < ∞veE(|X(ω)| ) < ∞olsun. Eğer

lim→ E(|X (ω) −X(ω)| ) = 0
ise ,{ X } ∈ℕ rasgele değiken dizisi , X rasgele değişkenine “ r.mertebeden orta
yakınsaktır” denir. Özel olarak,

lim→ E(|X (ω) −X(ω)| ) = 0
ise { X } ∈ℕ rasgele değişken dizisi, X rasgele değişkenine “Ortalama karesel yakınsaktır”
denir ve l.i.m. ile gösterilir (Okur Bekar, 2012).

Tanım F.3.(Dağılıma Göre Yakınsaklık) F(x)’ in sürekli olduğu noktalar için

lim→ F (x) = F(x)



ise , { X } ∈ℕ rasgele değişken dizisi, X rasgele değişkenine “Dağılıma göre yakınsaklık”
denir ve X (ω) →⎯ X(ω) şeklinde yazılır. Literatürde bu yakınsaklık çeşidi , zayıf

yakınsaklık olarak da bilinmektedir (Okur Bekar, 2012).

Tanım F.4.(1 Olasılığına ile Yakınsaklık) Ölçüsü sıfır olan bir kümenin dışında

P lim→ X (ω) = X(ω) = 1 veya P lim→ X (ω) ≠X(ω) = 0
ise , 1 olasılığıile X (ω) →⎯ X(ω) ise { X } ∈ℕ rasgele değişken dizisi, X rasgele

değişkenine “ 1 olasılığıile yakınsaktır”tır denir (Okur Bekar, 2012).

G:Büyük Sayılar Kanunu ve Büyük Sayıların Güçlendirilmişkanunu

(Ω, ℱ, P) olasılık uzayında {X , n = 1,2, … } rasgele değişken dizisi verilmişolsun.
Bu dizinin yardımıyla aşağıdaki rasgele değişkenler dizisini ele alalım:

X (ω) + X (ω) + ⋯X (ω) −E[X (ω) + X (ω) +⋯X (ω)]n n = 1,∞. (∗)
Tanım G.1. Eğer (∗) dizisi, olasılığa göre sıfıra yakınsıyorsa {X , n = 1,2, … } dizisi “
büyük sayılar kanununa uyuyor” denir.

Tanım G.2. Eğer (∗) dizisi, 1 olasığıile sıfıra yakınsıyorsa {X , n = 1,2, … } dizisi

“büyük sayıların güçlendirilmiş kanununa uyuyor” denir. Bunu aşağıdaki şekilde

gösterebiliriz (Nasirova vd., 2009).

P lim→ (X (ω) −E(X (ω)) = 0 = 1.

H:DAĞILIMLAR

Tanım H.1 (PARETO DAĞILIMI)

Olasılık kuramıve istastik bilim dallarında Pareto dağılımıbir çok pratik uygulaması
bulunan ve “küçük” bir nesnenin bir “büyük” nesneye dağılımında kararlılık elde edildiği
hallerde kullanılan bir sürekli olasılık dağılımıveya bir güç kuramıdır.

X bir pareto dağılımınıgösteren rasgele değişken ise, X’in olasılık değerini herhangi
bir reel sayıolan x’ den daha büyük olmasıyani x ≥λiçin aşağıdaki ifade verilebilir.

P(X > ) = λx



burada λmutlaka X rasgele değişken için verilen en küçük değeri ve α ise pozitif
değerde bir parametredir. Pareto dağılımlarıiçin iki tane sayısal parametre gerekmektedir.
Bu parametreler α ve λdir. Olasılık fonksiyonundan yararlanarak dağılım fonksiyonu
verilebilir.

F(x) = 1 − λx λ> 0, > 0 ; ∈[ , +∞)
olasılık teorisinden bilindiği üzere dağılım fonksiyonundan yararlanarak olasılık

yoğunluk fonksiyonu bulabiliriz.

f(x) = ddx F(x) = αxλ = αλx
Bir f fonksiyonun olasılık yoğunluk fonksiyonu olabilmesi için aşağıdaki iki şartı

sağlamasıgerekir.

1) f(x) ≥0
) f(x)dx = 1

özellikleri incelediğimizde birinci özellik kolayca görülebilir. İkinci özelliğin
doğruluğunu gösterelim:

f(x)dx = αλ 1x dx = αλ 1x dx = αλ 1αλ = 1
Pareto dağılımının beklenen değerine bakalım;

E(X) = xαλ 1x dx = αλ 1α−1λ = αλα−1 , α> 1 .
Pareto dağlımının varyansınıhesaplamadan önce kareli ortalamasının hesaplanması

gerekir.

E(X ) = x αλ 1x dx = αλ 1α−2λ = αα−2λ, α> 2.
V(X) = E(X ) −{E(X)}

sonuç olarak,



V(X) = αα−2λ− αλα−1 = αλ(α−1) (α−2) , α> 2.
Sıfır etrafındaki k.inci momenti hesaplanmasıyukardakilere benzer olarak verilebilir.

E X = x f(x)dx = αλ 1α−kλ = αα−kλ, α> .
(Erbay Dalkılıç, Kesemen vd.,2013).

Tanım H.2 (ÜSTEL DAĞILIMI)

X > 0 olmak üzere sürekli bir rasgele değişken olsun. X rasgele değişkeninin

olasılık yoğunluk fonksiyonu, > 0 olmak üzere,

f(x) = λe , x ≥00, x < 0
şeklinde ise f(x) fonksiyonuna üstel dağılım ve X rasgele değişkenine üstel dağılmış

rasgele değişken denir.

X üstel dağılmışrasgele değişken iken, > 0 ve λe > 0 olduğuna göre, her x

için f(x) > 0 dır. Yanısıra,

λe dx = λ[−1λlim→ e ] + 1/λ= 1
olduğundan, ∫f(x)dx = 1 özelliği de geçerlidir. Üstel dağılımın birikimli dağılım

fonksiyonu;

F (x) = P(X ≤x) = λe dt = 1−e
olduğundan,

F (x) = 0 , x < 01 −e , x ≥01 , x →∞
şeklinde bulunur. Üstel dağılımın beklenen değeri ve varyansıaşağıki gibi verilebilir:

E(x) = xλe dx = 1λ,
V(x) = E(X ) −[E(X)] = 2λ−1λ = 1λ ,

olarak bulunur (Aliyev, 2010).



Tanım H.3 (ERLANG DAĞILIMI)

Erlang dağılımısürekli olasılık dağılımıve X bir Erlang dağılımınıgösteren rasgele

değişken olsun. Erlang dağılımın olasılık yoğunluk fonksiyonu, (λ,α> 0) olmak üzere,

f(x;α, λ) = λx e(α−1)! , x > 0
0 , x ≤0

olarak bulunur. Erlang dağılımıiçin iki tane sayısal parametre gerekmektedir. Bu

parametrelerλ, αdır . Buradaα=1 alındığında olasılık yoğunluk fonksiyonu üstel dağılımın

olasılık yoğunluk fonksiyonu olur.

f(x) = λe , x ≥00 , x < 0
elde edilir. Erlang dağılımının dağılım fonksiyonu aşağıki gibi verilebilir:

F (x) = P(X ≤x) = 1 − e xλi! ,
elde edilir. Erlang dağılımının beklenen değeri ve varyansıaşağıki gibi verilebilir:

E(X) = αλ,
V(X) = αλ,

olarak elde edilir (Aliyev, 2010).
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