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Yiiksek Lisans Tezi
OZET

MODULER GRUBUN PiICARD GRUBUNDAKI NORMALLIYENININ ALT
YORUNGESEL GRAFLARI

Nazli YAZICI

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Bahadir Ozgiir GULER
2013, 62 Sayfa, 2 Sayfa Ek

Bu tezde I' modiiler grubun P picard grubundaki Np(I") normalliyeninin alt
yoriingesel graflarinin Q genisletilmis rasyonel sayilar iizerindeki hareketi incelenmistir.

Birinci boliimde, ¢aligmamizla ilgili olarak Topolojik Gruplar, Hiperbolik Geometri,
Riemann Yiizeyleri, Mobiiis Dontistimleri ve Graf Teori ile ilgili genel kavramlar verildi.
Ayrica, Picard Grubundaki harekette kullanilan Gauss Tamsayilar Halkas1 ile ilgili bazi
tanim ve teoremler verildi.

Ikinci bolimde, I' < Np(I') < P iliskisinden dolay1 ilk olarak Modiiler Grubun ve
Picard Grubun graflar1 verildi. Bunun icin Jones ve Besenk'in makaleleri verildi. Ayrica
Np(I') normalliyeninin transitif ve imprimitif hareketleriyle olusan alt yoriingesel graflar
incelendi.

Kenar olma sartlar1 ve kendisiyle eslesmis olma sartlar1 elde edildi. Ayrica alt

yoriingesel graflarin bir devre igermesi icin gerekli ve yeterli sartlar elde edildi.

Anahtar Kelimeler: Modiiler grup, Imprimitif hareket, Picard grubu, Np(I"), Alt
yoriingesel graflar
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Master Thesis

SUMMARY

SUBORBITAL GRAPHS OF THE NORMALIZER OF THE MODULAR GROUP IN
THE PICARD GROUP

Nazli YAZICI

Karadeniz Technical University
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Mathematic Graduate Program
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Bahadir Ozgiir GULER
2013, 62 Pages, 2 Pages Appendix

In this thesis, the suborbital graphs of the normalizer Np(I") of the modular group I
in the Picard group P acting on extended rational numbers @ are investigated.

In Chapter 1, we give the general concepts dealing with Topological groups,
Hyperbolic geometry, Riemann surfaces, Mdbiiis transformations and Graph theory
concerning our work. Furthermore, we also give the some definitions and propositions
about the ring of Gauss Integers where used in the group action of Picard group.

In Chapter 2, because of the relations I' < Np(I") < P we decided to give the graphs
of modular group and Picard group first. For this, we give the summary of the paper whose
Jones et al. and the paper whose Besenk et al. Then we start to examine the suborbital
graphs forming by the transitive and imprimitive actions of the normalizer Np(I").

We obtain the conditions for being an edge and self-paired, then necessary and

sufficient conditions for the suborbital graphs to contain a circuit.

Key Words: Modular group, Imprimitive action, Picard group, Np(I"), Suborbital graphs.
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: Kompleks sayilar kiimesi

. Genisletilmis kompleks sayilar kiimesi
: C de tist yan dizlem

: Reel sayilar kiimesi

: Rasyonel sayilar kiimesi

. Genisletilmis rasyonel sayilar kiimesi

> Modiiler grup

: Picard grup

: I’ nin P deki normalliyeni

: Tam sayilar kiimesi

: Reel katsayili lineer kesirli doniisiimlerin grubu
> X noktasinin G yoriingesi

: x noktasinin G deki sabitleyeni

: I'min n|c olan bir alt grubu

. G invaryant denklik bagintisi

. (a, B) y1igeren yoriinge

: Farey dizisi

> a say1s1 b sayisini boler



1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Grup kavrami geometrik sekillerin simetri 6zelliklerinin arastirilmasinda ve cebirsel
denklemlerin koklerinin belirlenmesinde ortaya ¢ikmistir. Her geometrik sekle bir simetri
grubu ve her cebirsel denklemin koklerine bir Galois grubu karsilik gelir. Grup kavraminin
ilk izleri Lagrange'in [1736-1813] cebirsel denklemler {izerindeki caligmalarina kadar

gider.
Grup teorisinin gelisimi 4 temel kaynak iizerine kurulur:

(a) Cebir (J. L. Lagrange, 1770)

(b) Sayilar Teorisi (C. F. Gauss, 1801)

(c) Geometry (F. Klein, 1874)

(d) Analiz (S. Lie, 1874; H. Poincare ve F. Klein, 1876)

19. yiizyilda Geometri genislik ve derinlik anlaminda biiyiimiis ve Projektif
geometri, Oklidyen-olmayan geometriler, Diferansiyel geometri, Cebirsel geometri, n-
boyutlu geometri gibi yeni geometriler ortaya ¢ikmis ve bunlar arasinda baglantilarin nasil
kurulacagi sorusu meydana ¢ikmistir. F. Klein daha sonra Erlangen Programi adi verilen
inlii ¢aligmasinda geometrilerin karakterizasyonu ve smiflandirilmasinin grup teorisiyle
olan iliskisini ortaya koymus, geometrinin transformasyon gruplari altinda invaryant kalan
Ozelliklere gore tasnif edilecegini belirlemistir. Aslinda bu diisiincenin onciilii Cayley-
Sylvester Invariant Teorisidir.

Ote yandan Lie, Abel, ve Galois'in cebirsel denklemlere yaptigimin aynisini
diferansiyel denklemlere yapmistir. Klasik metotlarla integre edilen hemen hemen tiim
diferansiyel denklemlerin kolaylikla olusturulan siirekli gruplar altinda invaryant kaldiginm
gozlemlemistir. Boylece diferansiyel denklemlerin bir siirekli grup altinda degismezlerini
koruyan ve verilen bu grubun bilinen 6zelliklerinden ¢ikan sonuglara gére bu denklemleri
olast basitlestirmelere indirgenmesini diisiinmeye oOnderlik etmistir. Bu fikirler daha

sonralar1 Lie gruplar1 ve topolojik doniisiim gruplaria onciiliik etmistir.



Son olarak Poincare bu diisiincelerden yararlanarak, Fuchs gruplar1 adin1 verdigi ve
gelistirdigi bu ayrik gruplarin, degismez (invaryant) biraktiklari ve gilinlimiizde otomorf
fonksiyonlar ad1 verilen fonksiyonlar1 tanimlayip incelemistir. Bu fonksiyonlar yardimu ile
de cebirsel egrilerin parametrizasyon probleminin ilk ¢Oziimlerini vermistir. Bdylece

eliptik fonksiyonlar teorisinin de temelini atmistir.

Biitiin bu sahalarda bahsi gecen doniistim gruplarinin elemanlarinin en genel formu;

z-kompleks degisken olmak iizere

az+b; a,b,c,deC; ad —bc # 0
cz+d

bicimindeki doniisiimleridir. Katsayilarin kompleks, reel, tamsay1 olusuna gore bir ¢ok
varyasyonlari vardir. En bilinenleri PGL(2,C), PSL(2,R), I modiiler grup, P picard grubu;
H=(=2,242,), Aq=2cos? (q22) Hecke gruplam; Fo(n), (), (), I(n)-
kongriians alt gruplaridir.

Grup teorisi lizerine 1850 lerde baslayan ve yliz yili askin siireyle yapilan ¢alismalar

cesitli somut teorilere yol agti:

(@) Sonlu Grup Teorisi (Cayley, Jordan-Holder , Feit-Thompson, 1963)

(b) Grup temsilleri (Kombinatoryal Grup Teorisi)

(c) Sonsuz Abel Grup Teoremi (Profer, Baer, Ulm, 1920-1930)

(d) Schreier's Grup Genisleme Teorisi (1926)

(e) Cebirsel Gruplar (Borel, Chevalley 1940'lar)

(F) Topolojik Gruplar (Schreier, Corton, Gelfand, Van Neuman, 1920-1930)

1882 de Von Dyck tarafindan ortaya konan soyut grup tanimi, iiretegler ve
aralarindaki iliskiyi tanimlama seklinde verildi. Bu diisiinceden yola c¢ikarak diistik
mertebeli gruplar, sonlu iiretilmis gruplar, simetrik ve alterne gruplar, lineer kesirli gruplar
ve yansimalar tarafindan iiretilmis gruplar i¢in ¢aligmalar yapildi [9]. 1970 de Singerman
sonlu tiretilmis Fuchs gruplarmin tiretecler, bagintilar ve geometrik invaryantlarini igeren
simge ad1 verilen gosterimlere sahip oldugunu gosterdi [27]. 1991 yilinda ise G. A. Jones,
D. Singerman ve K. Wicks modiiler grubu kombinatoryal yolla incelemenin bir yolu olarak

ilk kez Sims tarafindan ortaya atilan alt yoriingesel graflar1 kullandi. Benzer bir yaklagim



R. Kulkarni tarafindan da [23]’teki ¢alismada yapildi. Uretegler ve aralarindaki bagintiy1
ortaya koymak i¢in graflardan yararlanmak kombinatoryal grup teoride bilinen bir yoldu.
JSW, bu tez caligmasina da temel teskil eden calismada modiiler grubun cusp kiimesi
tizerindeki transitif ve imprimitif hareketini calisti. Ardindan Akbas, bu hareketin
neticesinde elde edilen graflardaki devrelerle sonlu mertebeli {ireteclerinin (eliptik
doniisiim) arasindaki iliskiyi ortaya koydu. Buradan hareketle M. Akbas Onderligindeki
aragtirma grubu da modiiler grubun kongriians alt gruplari, kongriians alt gruplarinin
normalliyenleri ve kuvvet gruplarinin alt yoriingesel graflarini ¢alistilar ve bu ¢aligmalarla
ilgili yaymlar Ek1’de verildi. Tez konusunun Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi acisindan
onemine gelince;

Kompleks analizde bir Dirichlet problemi ¢ogu zaman iizerinde tanimlandigi A-
bolgesinde ¢6zmek yerine 6nce bir f: A — B bire-bir, 6rten, konform doniisiimii bulunur
ve problem ¢ok daha basit olan B-bolgesinde ¢oziiliir. Burada dogal olarak boyle bir bire-
bir, konform donilislimiiniin bulunup bulunmayacagi sorusu ortaya ¢ikar. Riemann
doniisiim teoremi basit baglantili bir bolgenin bir bagka basit baglantili bir bolge lizerine
resmedilebilecegini gosterir. Bu doniisiimler ¢ogu zaman yukarida genel formu verilen
Mobiiis doniisiimleridir ve bu doniisiimlerin tabiatint dogru anlamak igin doniisiimiin sabit
biraktigi noktalardaki davranisin bilinmesi ¢ok Onemlidir. Literatiirde cusp noktalari
(parabolik doniisiimlerin sabit biraktig1 noktalar) {izerine pek ¢ok ¢alisma mevcuttur.

Sonug olarak bu makalede grup teorisi, sayilar teorisi, graf teori ve hiperbolik
geometrinin bazi temel kavramlarinin kullanildigi matematiksel olarak multi-disiplin bir
calisma ortaya ¢ikmustir.

Bu tez caligmasi ise bu anlayisin devami niteliginde olup, ayni teknik modiiler

grubun Picard grubundaki normalliyeni i¢in uygulanmistir.

1.2. Gruplar ve Topolojik Gruplar

Tanmm 1.1. G # @ bir kiime olsun. GX Gden Gye hero: GX G = G, (91,92) = g1 ° 92
fonksiyonuna G iizerinde bir ikili islem denir. Uzerinde en az bir ikili islem tanimlanmis ve
bos olmayan bir kiimeye cebirsel yap1 denir ve (G,0) ile gosterilir.

Tanmm 1.2. "o", G=# @ kiimesi lizerinde bir ikili islem olsun. Asagidaki sartlar

saglantyorsa (G,°) ikilisine bir grup ad1 verilir.



Gi:Va,beGiginaoch e G (kapalilik 6zelligi )

G,:Vab,ceGiginao(b oc)=(a ob) oc(birlesme 6zelligi )

G;:3dbireeGoylekivVa€e Gigineoa=acoe=a(birimeleman 6zelligi )

G4:VaeGiginda €Goylekiaoa' =a’ oa=e(ters eleman 6zelligi )

Burada a o b yerine kisaca ab yazacagiz.
Tamm 1.3. G bir grup, @ # H c G olsun. Eger H, G iizerinde tanimlanan ikili isleme gore
bir grup ise H ye G nin bir alt grubu denir ve H < G ile gosterilir. H < G ise e; € H dir.
Dolayisiyla {e} ve G, G nin alt gruplaridir. Bu alt gruplara trivial (asikar) alt gruplar denir.
Bir grubun trivialden farkli alt gruplarina 6z alt grup ad1 verilir.
Onerme 1.4. [15] G bir grup @ # H c G olsun. Bu takdirde;
H<G&<VYa,beH igin,

(i)ab e H

(ii) a~te H dir.
Onerme 1.5. [15] G bir grup, ® # H < G olsun. Bu takdirde;
H<GoVabeHicinab te H dir.
Tamm 1.6. G bir grup ve H, M G nin iki alt grubu olsun. H = gHg~? olan bir g € G varsa
H ve M alt gruplarina eslenik alt gruplar ad1 verilir.
Tanmm 1.7. [15] G bir grup H < G olsun. G ftizerinde " =" bagntist a = b(H) :&
a~1b € H olarak tanimlansin. Bu baginti bir denklik bagintisidir ve bir a elemanmimn
denklik smifi @ = {ah: he H} := aH alt kiimesidir. aH kiimesine a € G nin sol yan smnifi
denir.
Tammm 1.8. [15] G bir grup H < G olsun. G iizerinde " =" bagmtisi a = b(H) <
ab™! e H olarak tammlansm. Bu bagmti bir denklik bagmtisidir ve bir a elemaninin
denklik smifi @ = {ha: h € H} := Ha alt kiimesidir. Ha kiimesine a € G nin sag yan siifi
denir.
Tanmm 1.9. G bir grup H < G olsun. H < G alt grubuna gore sag ve sol yan siniflarin
sayisi aynidir. Bu sayiya H nin G i¢indeki indeksi denir ve [G: H] ile gosterilir.
Tamm 1.10. G bir grup ve H < G olsun. Eger H nin G deki biitiin sag ve sol yan kiimeleri
esitse, yani V a € G i¢in aH = Ha oluyorsa H alt grubuna G nin normal alt grubu denir.

Teorem 1.11. G bir grup ve N < G olsun. Buna gore asagidaki onermeler birbirine denktir.



@QVg eGvevn €N igcingng ! €N
(b)Vg € GicingNg~t c N
(c)Vg €GicingNg™' =N
(dvg eGigingN =Ng
Tanmm 1.12. G bir grup ve H, G nin bir alt grubu olsun. Bu taktirde N(H) := {g €G :
gH = Hg } kiimesine H nin G deki normalliyeni denir.
Teorem 1.13. N(H), H nin G deki normalliyeni olsun. Bu taktirde;
(i) N(H), G nin bir alt grubudur.
(if) H, N(H) nin bir normal alt grubudur.
(iii) H yi normal alt grup olarak ihtiva eden G nin en biiyiikk normal alt grubu N(H)
dir.
Tamim 1.14. X # @ verilen bir kiime, 7 € g (X) olsun. 7 ailesine;
(VPetveXer,
VU VetiginUNVert,
(iil) V {0,}ie; © 7 igin U, O; € T sartlan saglaniyor ise X iizerinde bir topoloji adi
verilir. X e de bir topolojik uzay denir ve (X, 1) ile gosterilir.
Tamm 1.15. [17](G,#) hem bir grup hem de bir topolojik uzay olsun. Eger ;
F:GxG-G, F(g,h):=gh
(iVf:G->G, f(g):= g1
dontisiimleri siirekli ise G ye bir topolojik grup adi verilir.
Ornek 1.16. (R, + ) bir topolojik gruptur.
Tamm 1.17. [17] G bir topolojik grup, X herhangi bir topolojik uzay olsun.
AGXX—->X, a(g,x) =gax:=gx ile tammlanan A dontstimi siirekli ve
Vg1,92 € G,V x € X i¢in;
(1) 91(g2x) = (g192)x
(ii) eax = x
sartlar1 saglaniyor ise (G, X, A) t¢liisiine bir topolojik doniisiim grubu ad1 verilir.
Yukaridaki (1) ve (i1) sartlar1 saglaniyorsa G ye X lizerinde hareket ediyor veya G, X
tizerinde bir hareket grubudur denir. Bu yapiy1 (G,X,a) yerine kisaca (G,X) ile

gosterecegiz.



Tamim 1.18. (G, X) bir topolojik doniisiim grubu ve x, y € X olsun.

x~y:= I3 geG:y=gx olarak tamimlanirsa "~" bagmtis1i X {iizerinde bir denklik

bagintisidir. "~" bagintisinin her bir denklik smifina hareketin yoriingeleri adi verilir.
x € X noktasini i¢eren yoOriingeye x in yoOriingesi denir ve bu Gx ile gosterilir. A¢ik olarak
Gx = {gx:g € G} dir.

Tamim 1.19. G, X lizerinde hareket etsin ve x, y € X keyfi olsun. gx = y olacak sekilde bir
g € G elemani varsa G ye X {izerinde geg¢isli olarak ( transitif ) hareket ediyor denir.
Tanmmm 1.20. G, X {izerinde hareket etsin ve x € X olsun.G,:= {g € G:gx =x}
kiimesine x noktasinin G deki sabitleyeni denir.

Agik olarak, Gy, = gG,g~! dir. Dolayisiyla G, X iizerinde gegisli olarak hareket
ediyorsa V x,y € X icin G, Ve G, esleniktir.

Tammm 1.21. X # @ bir kime, S(X) = {f |[f: X — X birebir ve orten} olsun. (S(X),°)
bileske islemine gore bir gruptur ve bu grubun elemanlarina permiitasyonlar denir.
(S(X),°) grubunun alt gruplar1 permiitasyon grubu ad1 verilir.

G, X lizerinde bir permiitasyon grubu olsun. Bu takdirde, G, X iizerinde hareket eder.
Gergekten g € G ise g: X — X bire-bir ve orten bir doniisiimdiir. Bu durumda gx := g(x)
olarak alimirsa (g,9,)x = g1(g2x) ve 1x = x oldugu agiktir. Bu harekete G nin X
tizerindeki dogal hareketi denir. Bu durumda “(G,X) permiitasyon grubu” ifadesi kullanilir.
Ayrica G, X lzerinde gegisli olarak hareket ediyorsa “(G,X) gecisli permiitasyon grubu”

ifadesi kullanilir.

1.3. Hiperbolik Geometri

Hiperbolik Geometrinin c¢ikisi Oklid’ in bes temel postiilatin besincisine

dayanmaktadir.

1) Iki noktadan bir dogru geger.

2) Dogru pargalari iki ucundan sonsuza dogru bir dogru boyunca uzatilabilir.
3) Merkezi ve yarigapi verilen ¢cember ¢izilebilir.

4) Tiim dik acilar denktir.

5) Bir dogruya disindaki bir noktadan bir tek paralel dogru ¢izilebilir.



Ik dort postiilat verildigi zaman, besincisinin asagida verilen paralellik postiilatina
denk oldugu kolaylikla goriilmektedir. Besinci postiilat deyimi yerine paralellik postiilati
da kullanilmaktadir [5].

Paralellik Postiilati: Diizlemde bir nokta ve bu noktay1 {izerinde bulundurmayan bir
dogru verildigi zaman, bu noktadan gecen ve verilen dogruya paralel bir tek dogru gecer.

Iki bin yildan beri matematikgiler ilk dort postiilattan besinci postiilat1 elde etmeye
calismislardir. Her bir durum i¢in ilave postiilatlar yaparak besinci postiilata indirgemeye
calismislar ve neticede bunlarin besinci postiilata denk oldugu sonucuna varmiglardir. 19.
ylizyilda bu konu iizerine olduk¢a yogun calismalar yapilmis ve besinci postiilat1 degisik
bir agidan incelemeye ¢alismiglardir. “ Euclid’ in paraleller aksiyomu, 6teki aksiyomlardan
bagimsizdir” sonucunu ortaya koyan Gauss, Euclid geometrisinin evrensel sayilan
gerceklerini yikiyordu. Ciinkii; paraleller aksiyomu degistirilirse 0rnegin; “bir dogruya
disindaki bir noktadan sonsuz ¢oklukta paralel dogrular ¢izilebilir” denilse, Euclid’ in diger
aksiyomlari ile birlikte ¢eliskisiz bir sistem olusur. Ama bu sistemin olusturdugu geometri
Euclid geometrisinden farkli olur. Boylece Gauss’ un deyimiyle “Euclid olmayan bir
geometri” kurulmus olur. Gauss bu kadarla yetinmeyip evrenin hem Euclid geometrisi ile
hem de Euclid olmayan bir geometri ile temsil edilebilecegini sdyledi. Bunun anlami
sudur: bir geometri, i¢cinde yasadigimiz uzay hakkindaki dogrular1 degil, kuramsal olarak
miimkiin uzaylar hakkindaki gergekleri inceler. Farkli iki geometrinin ayn1 evreni temsil
etmemesi i¢in de hi¢ bir neden yoktur. Buna Ornek olarak Gauss’ un Ogrencisi olan
Riemann tarafindan kurulan ve kendi adiyla anilan geometriyi diistinelim:

Riemann, Euclid’ in paraleller aksiyomunu sOyle degistiriyor: “Paralel dogrular
yoktur.” Boylece Euclid olmayan baska dogrular ortaya ¢ikiyor. Bu geometri ile iginde
yasadigimiz uzay1 temsil edebiliriz. Ornegin; diinyay1 bir kiire olarak diisiiniirsek, diinya
tizerindeki biiyiik cemberler (yani merkezden gecen diizlemlerin yer yiizeyi ile ara
kesitleri) Riemann geometrisinin dogrularini olusturacaktir. Dolayisiyla bu geometride
dogrular sinirhidir. Oysa Euclid geometrisinde dogrular her iki ug¢larindan sonsuza
uzanirlar. Simdi yeryiizii tizerinde A, B, C noktalarini alalim. Euclid geometrisinde ABC
ticgeni yer kiiresi i¢inde kalan diizlemsel ABC iiggenidir. Riemann geometrisindeki ABC
licgeni ise, yer yiizeyi iizerindeki kiiresel ABC fii¢genidir. Euclid geometrisinde ABC
licgeninin i¢ acilar1 toplami 180 derecedir ama Riemann geometrisinde ABC kiiresel
ticgeninin i¢ agilari toplami 180 derece ile 540 derece arasinda degisebilir. Gortildiigl gibi

icinde yasadigimiz uzay bile degisik geometrilerle temsil edilebilir. Bu geometrilerde



sonuglar celisik olabilir ama bdyle olmasi birisinin ya da her ikisinin uzay1 temsil
yetenegini yok etmez.

Euclid olmayan geometrilerin kendi sistemleri i¢indeki degerleri evrenin degisik
amaglar i¢in temsil etme yetenekleri yaninda matematige devrimci bir goriis getirmislerdir.
Gauss ve Riemann dan sonra Euclid olmayan geometrilerin gelisiminde Lobacevski, Ricci,
Weyl gibi {inliilerin katkilar1 biiylik olmustur.

Euclid olmayan geometrilerden birincisi, besinci postiilat1 “ bir dogruya disindaki bir

3

noktadan hig¢ bir paralel ¢izilemez * seklinde alan Eliptik geometridir. ikincisi de; * bir

3

dogruya disindaki bir noktadan birden fazla paralel c¢izilebilir “ seklindeki paralellik
versiyonunu kullanan Hiperbolik geometridir.

Her geometri kendisine bazi modeller seger. Hiperbolik geometri de kendisine
paralellik versiyonu nedeniyle pek ¢ok model edinmistir. Burada Hiperbolik geometrinin

tist yar1 diizlem modelini ele alacagiz [5].

1.3.1. Hiperbolik Geometrinin Ust Yar1 Diizlem Modeli

Tanmim 1.22. U = {z € C: Imz > 0} kiimesine iist yar1 diizlem denir.

|
1
4
)
]
I
]
I
]
)
]
)
]

Sekil 1. Ust yar1 diizlem gosterimi

Tamm 1.23. C de R ye dik Oklid dogrularinin U ile arakesiti olan yar1 Oklid dogrularina

ve R ye dik bilinen Oklid ¢gemberlerinin U ile arakesitlerine hiperbolik dogrular ad1 verilir.



Kisaca R eksenine dik olan ¢emberlerin U da kalan yay parcalarina hiperbolik dogrular
denir. Burada reel eksene dik U da kalan yar1 dogrular1 sonsuz yarigapli ¢gemberler veya
merkezi sonsuzda olan ¢gemberler olarak aliyoruz.

Dikkat edilirse Hiperbolik ¢cemberler merkezi R iizerinde bulunan g¢emberlerdir.

Soyle ki;

— teget

Sekil 2. Reel eksene dik ¢ember

Reel eksene dik herhangi bir cember alalim. Cembere reel ekseni kestigi noktada bir
teget cizelim. Bir merkezden gecen dogrunun tegete degme noktasinda dik oldugunu
biliyoruz. Cizdigimiz te§et degme noktasinda reel eksene dik oldugundan merkez reel
eksen tlizerindedir.

Tamm 1.24. Ortak bir u¢ noktas1 olan iki hiperbolik dogruya paralel dogrular denir. Buna
gore hiperbolik bir dogruya disindaki bir noktadan sekilde oldugu gibi ¢ dogrusuna bir P

noktasindan P; ve P, gibi iki paralel ¢izilmistir.

Sekil 3. U da paralel dogrular
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Tamim 1.25. Ortak bir hiperbolik noktasi olan (u¢ noktalar hari¢) iki dogruya, kesisen
dogrular denir. Ug¢ noktalar1 da dahil hi¢ ortak noktasi olmayan dogrulara kesismeyen
dogrular denir.
Tanim 1.26. C_, := C U {oo} olmak tizere n kenarl1 hiperbolik bir poligon, n tane hiperbolik
dogru pargasi tarafindan sinirlanan ve U nun C, daki kapanisinda bulunan bir kapali
kiimeye denir.

Ug kenarl1 poligonlara hiperbolik iiggen denir. Eger herhangi iki hiperbolik dogru

parcasi kesisiyorsa bu kesim noktasina kose denir.

Vs Vp

Sekil 4. Hiperbolik iiggen

Ucgenin késeleri V,, V,, V. ile gosterilir.

c b c b
L2
S S —— /- ----- \ ------ >
0

Sekil 5. Koseleri sonsuzda olan H-liggen

Hiperbolik liggenin koseleri sekildeki gibi olabilir.
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1.3.2. Genel Mobiiis Grubu

Tamm 1.27. PGL(2,C) :={M: C, - C,; M(z) = azth. a,b,c,deC; ad — bc # 0}

cz+d’

kiimesi bileske islemine gore bir gruptur bu gruba genel mdbiiis grubu adi verilir.

Sonug 1.28. Burada ad — bc # 0 yerine ad — bc = 1 almabilir.

ispat: M(2) = ZZZ ; a,b,c,d e C mobiiis doniisiimiinii ele alalim.
< , . 1 N
ad — bc # 0 olduguna gore A € C/{0} olacak sekilde A = NrT T segilirse;

a b
__az+b _ AMaz+b) _ Aaz+Ab _ Vaa—bel  Vad-be
M(z) = = d

cz+d  A(cz+d)  Acz+Ad € 42
vad-bc +Vad-bc

elde edilir. Bu doniisiimiin determinanti;

a d b c __ad-bc _
Vad-bcvad—bc +ad-bcvad—bc  ad-bc

olur. Dolayisiyla mobiiis doniigiimiiniin tanimindaki ad — bc # 0 yerine ad —bc =1

alinabilir.

z+a, z#F ©
(00 7Z =

)

Tanmm 1.29. M: C, - C,, , M(Z)={ olarak tanimlanan M(z)

doniisiimiine 6teleme doniistimii denir.

i , 7%
Tanmm 1.30. M: C, — C, , M(z) =4 0 =z = oo Olarak tammlanan M(z)
o, z=0

doniigiimiine inversiyon doniisiimii denir.

az , ZF ©

Tanmm 1.31. M: C, > C,, , M(z) = {OO I olarak tanimlanan M(z) doniisiimiine

carpim doniistimii denir.
Teorem 1.32. Her Me PGL(2,C), M(z) = % mobiiis dontisiimii, 6teleme, donme ve

carpim doniisiimlerinin bileskesi olarak yazilabilir.

az+b _ a

Ispat: ¢ =0 ise, M(z2) =——==-

z +§ ve ad — bc # 0 oldugundan ad # 0 olur.

M, = gz ve M, :=z+ S olarak segilirse; M(z) = (M, o M;)(2) = Mz(gz) = %Z + S olur.
1
Z’

c+0 ise Zi—% olmak ftizere Ml(z)=2+%, Mz(z)=2+%, M;(z) =

bc—ad
c2

My(2) = z seklinde segilirse; M = M, o M, o M3 o M, olur. Gergekten;
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M(z) = (My oMyoMzoM,)(z) = (MyoMyoMs) (Z +%) = (Mg o M,) <ﬁ>

bc—ad 1 bc—ad c a bc—ad a az+b d
= M, — | = . +- = +- = olur. z=—- olmak
cz T4l c2 ‘cz+d ¢ c(cz+d) ¢ cz+d c

lizere; M (— %) = oo olur. Gergekten;

M(2) = (M o My o My 0 My)(2) = (M o My o M o M) (=)

= (My o M, » M3)(0)
= (My oMy)(0) = M;(0) =
elde edilir. Yani, z € C, i¢cin M = M; o M, o M5 o M, dir.
Teorem 1.33. z,, z,, z3 € C,, farkli ii¢ nokta olsun. Bu durumda M(z,) = 0, M(z,) = 1,
(z—-z1)(22—23) )

M (z3) = o olacak sekilde tek bir mobiiis dontisiimii vardir. (M (z) = 2 (Taz0)
—43 2741

Teorem 1.34. z,,z,, z3 € C,, gibi li¢ farkli noktay1 wy, w,, w3 € C,, gibi li¢ farkli noktaya

gotiiren bir tek mobilis doniisiimii vardir.

az+b_
cz+d’

Sonu¢ 1.35. PSL(2,R): = {M :C, 2 C,: M(2) = a,b,c,deR;ad — bc = 1}

kiimesi PGL(2, C) nin bir alt grubudur.

az+b

Tammm 1.36. M € PSL(2,R) ve M(z) = —

,ad —bc=1 ,a,b,c,d e R olmak lizere
M(z) = z denklemini saglayan noktalara M nin sabit noktalari denir. Dolayisiyla,

az+b
cz+d

=z>cz’+(d—a)z—b =0 elde edilir. M = I, I(z) = z dir. M nin en fazla iki

sabit noktas1 vardir. Bu noktalar:

A= (d — a)? + 4bc = d? + a? — 2ad + 4bc
=d? +a?—2(ad — bc) + 2bc
=d?+a? -2+ 2bc
=d?+a*—-2+2(ad—-1)
=d*+a®+2ad — 4
=(a+d)?*—4

_ (a-dt/(a+d)?-4 _ (a-d)+y/latdl*~4

2¢ 2¢

Z1, olur. Burada ii¢ durum sz konusudur:

(i) |a + d| = 2 = M doniisiimiiniin tek bir sabit noktasi vardir ve bu sabit nokta reel say1
veya oo dur.
(i) |a + d| > 2 = M doéntisiimiiniin farkli iki reel sabit noktasi vardir.

(iii) |a + d| < 2 = M doéntisiimiiniin iki kompleks eslenik sabit noktasi vardir.
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az+b
cz+d '’

Tanmm 1.37. M(z) = ad —bc=1,a,b,c,d e Rolsun. Bu takdirde;

(1) |la + d| = 2 ise M ye parabolik eleman,
(2) |la + d| > 2 ise M ye hiperbolik eleman,
(3) la + d| < 2 ise M ye eliptik eleman adi verilir.
Sonug 1.38. PSL(2,R) grubu
(1) U st yar1 diizlemi U st yar1 diizleme,
(if) Geodezikleri geodeziklere,
(iii) Cemberleri gemberlere resmederler.
Tanmm 1.39. A, PSL(2, R) nin bir alt grubu olmak tizere I birim matrisinin Un A = {I}
sartin1 saglayan bir U komsulugu varsa A ya PSL(2,R) nin bir ayrik alt grubu veya
Fuchsian grup adi verilir.
Tamm 1.40. X bir baglantili, Hausdorff topolojik uzay1 olsun. Bir U € X agik alt kiimesi
ve bir z: U—V c C homeomorfizmasindan meydana gelen bir (U, z) ¢iftine X in bir
koordinat komsulugu denir. (U4, z;) Ve (U,, z,) koordinat komsguluklart uyumlu denir; eger
21 02,7 2,(U; NUp) — 2 (U NUR)

fonksiyonu holomorfik ise. Koordinat komsuluklarinin bir (U;, z;);.; ailesine,

() X=U(U;)

(i) v (i, e I X I igin (U;, z;) ile (U;, z;) uyumludur.
kosullarmin saglanmasi halinde bir koordinat 6rtiim denir. ki &rtiimiin birlesimlerinin de
bir ortiim meydana getirmesi halinde bu ortiimler esdegerdir denir. Bu ortiimlerin kiimesi
tizerinde bir esdegerlik bagintis1 tanimlar ve esdegerlik sinifina da bir kompleks yap1 adi
verilir.
Tanimm 1.41. Bir baglantili Hausdorff topolojik uzayina bir kompleks yapiyla birlikte bir
Riemann yiizeyi ad1 verilir.

Her noktasinm bir komsulugu R? nin bir acik alt kiimesine homeomorf olan bir
baglantili Hausdorff uzayma bir Riemann yiizeyi adi verilir. Eliptik eleman igermeyen
keyfi bir A- Fuchsian grubu da PSL(2, R) nin bir alt grubu olarak U tizerinde hareket eder

ve boliim topolojisi ile meydana gelen boliim uzay1 bir Riemann yiizeyidir.

Diger taraftan U daki kompleks yap1 [U/  Yuzeyine transfer edildiginde bir Riemann
ylzeyi elde edilir. Eger A eliptik eleman igeriyorsa sonu¢ yine bir Riemann yiizeyidir,
ancak bu durumda U — [U/ A 1zdiistimii dallanmustir. Ancak olusan yiizey kompakt degildir,

bunu saglamak i¢in U yerine U U {co} alinir. [17]



14

Teorem 1.42. [17] Her basit baglantili Riemann yiizeyi asagidakilerden birine konform
esdegerdir:

(i) C, Riemann Kiiresi

(if) € Kompleks Diizlem

(iii) U Ust Yar1 Diizlem
Bu Riemann yiizeylerinin otomorfizm gruplar1 asagidaki gibidir;
Teorem 1.43. [17]

(i) Aut(C,) =PSL(2,C)

(ii) Aut(C) ={z > az+ b:a,b € C,a # 0}

(iii) Aut(U) = PSL(2,R)
Tamm 1.44. A bir Fuchsian grup olsun. Bir r € Q := Q U {00} noktas1 keyfi verildiginde
y(r) = r olacak sekilde bir y € A parabolik elemani bulunabiliyorsa, bu noktaya A
Fuchsian grubunun bir parabolik noktasi veya cusp’t denir. y nin parabolik noktalarinin
kiimesine y nin cusp kiimesi denir.

Yani, parabolik doniigiimiin sabit biraktig1 noktaya cusp noktasi denir.

az+b

Lemma 1.45. {T:z » — |
cz+d

a,b,c,d € Zve ad — bc = 1} kimesi PSL(2,R) nin bir alt
grubudur.

az+b

Tamm 146. I ={T:z -
cz+d

|a,b,c,d e Zve ad — bc = 1} grubuna modiiler grup
adi verilir.

Burada her bir mobiiis doniisiimii 2 X 2 tipinde bir matrise karsilik gelir.
Tamm 1.47. Bir A Fuchsian grubu verildiginde, asagidaki 6zellikleri saglayan bir F ¢ U
kapal1 kiimesine A nin bir F temel bolgesi denir:

() UreaT(F) =T

(i)VTeA\{}icin FNT(F)=0
Buna gore; F = {(x,y) eR%:x2+y? =1, |x| < %, y > 0} kiimesi I' modiiler grubu

i¢in bir temel bolgedir.
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-2 -1 -1iz2 0 17z 1 2

Sekil 6. I' nin F temel bolgesi

T(z) =z+1 igin T(s;) =s,' ve U(z) = —~ igin U(s;) = s," oldugundan (s;,s,’) ve
(s2,5,") kongrii kenar giftleridir. Bu nedenle T ve U doniisimleri I' modiiler grubunu
tiretir.
Tammm 1.48. X+ @ bir kiime, Ac X X X bir bagint1 olsun. G=(X, A) ikilisine bir graf
denir. X in elemanlarina grafin koseleri ve A nin elemanlarma grafin kenarlar1 denir.
(a,b) € A ise bu durum a—b ile gosterilir. Eger a—b veya a<—b ise a ve b ye bir kenar ile
baglanmistir denir. Bu durumda a ve b ye komsu koseler denir.

G=(X, A) bir graf ve Ac X olsun. G' =(A, A N A X A) grafina kose kiimesi A olan G

nin bir alt grafi denir.

1.4. Gauss Tamsayilar Halkasi

Zli]:=={a+ib : a,b € Z} olsun. Z[i] , karmasik sayilardaki toplama ve g¢arpma
islemine gore bir halkadir. Z[i] nin elemanlarina Gauss Tamsayilar1 denir. Z[i] nin birim
elemani 1 ve birimleri 1, -1, i, —i dir. Eger @ = Bv olacak sekilde a, 8, v € Z[i] varsa B, «
y1 boliiyor denir ve bu durum Bla ile gosterilir. Ornegin, 8 +i = (3 + 2i)(2 — i)
oldugundan 3 + 2i, 8 + i yi boler. Herhangi bir « € Z[i] i¢in @ = B olacak sekilde bir €
birimi varsa 8 ya «a ile ilgilidir denir. Agik olarak « ile ilgili elemanlar a, —a, ia, —ia dir.
a, [ ile boliinebiliyorsa @ nin £ nin ilgilileriyle de boliinebildigi agiktir. Dolayisiyla bolme
isleminde bir saymin a bdleni ile @ nin ilgilileri ayn1 kabul edilebilir.Tamsayilardaki

bolme kurallarinin Z[i] de gegerli oldugunu gérmek kolaydir.
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a,B € Z[i] olsun. a,f mn birimden farkli bir ortak boleni yoksa a ve B ya
aralarinda asaldir denir ve bu durum (a,B) =1 ile gosterilir. m € Z[i], t#0 ve &
birimden farkli olsun.  nin birimden ve ilgililerinden bagka boleni yoksa m ye asaldir
denir. m asal ise 7 nin bélenleri sadece 1, —1, i, —i, w, —m, i, —im dir [24].

a € Z[i] olmak iizere N(a) = a@ = |a|? degerine a nin normu denir. Acik olarak
N(af) = N(a)N(B) dir.

N(a), Z de asal ise @ nin asal oldugu agiktir. N(1+i) =2 ve 2, Z de asal
oldugundan 1 + i asaldir. Ayni bicimde N(2 + i) = 5 oldugundan 2 + i asaldur.

Teorem 1.49. a € Z[i] , @ # 0 ve a birimden farkli olsun. Bu takdirde a ya asaldir ya da
bir asal elemanla boliinebilir.

Teorem 1.50. a € Z[i] , « # 0 ve a birimden farkl ise; a, Z[i] nin asal elemanlarinin
carpimi olarak yazilabilir.

Teorem 1.51. a,B € Z[i] ve B+ 0 olsun. Bu takdirde, N(a — pu) < N(B) olacak
bi¢imde bir u € Z[i] vardir.

Sonu¢ 1.52. a,B € Z[i] ve B#0 ise a=Bu+v ve Nv) < N(B) olacak bigcimde
U, v € Z[i] elemanlar1 vardir.

Teorem 1.53. @, B € Z[i] olsun. a ve B aralarinda asal ise 1 = a¢ + B olacak bi¢imde
&, B € Z[i] vardur.

Teorem 1.54. a, B € Z[i] ise, a ve B nin asagidaki sartlar1 saglayacak bi¢cimde bir § ortak
boleni vardir.

a) «ave B ni her ortak bdleni § y1 boler.

b) 6 = a& + Bn olacak bigimde &,n € Z[i] vardir.

Teorem 1.54 deki & sayisina a ve § nin en biiylik ortak boleni denir. Bu, en biiyiik
ortak bolen bélme algoritmasiyla bulunabilir.

Teorem 1.55. a, 8 € Z[i] ve m asal olsun. m|apf ise m|a veya m|B dir.
Teorem 1.56. « ile B aralarinda asal ve a|v , B|v ise af|v dir.

Teorem 1.57. a, B,v € Z[i] olsun. (a,v) = (B,v) = lise (af,v) = 1 dir.
Teorem 1.58. a, B,v € Z[i] olsun. a ile v aralarinda asal ve a|Bv ise a|f dir.

Simdi Z[i] nin asal elemanlarinin yapisii inceleyelim: m € Z[i] asal olsun.
N(m) = n 7 = |m|? oldugundan 7, pozitif bir tamsaymimn béolenidir. 7 nin boldiigii en
kiiclik pozitif tamsay1 n olsun. Bu n tamsayist Z de asal olmak zorundadir. Bdylece

pozitif bir p asal sayisinin bolenidir. Ayrica m, iki tane farkli p ve q pozitif asal sayilarimi
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bolemez. Clinkii p,q Z de asal ise 1 = px + qy olacak bigimde x, y € Z tamsayilari vardir.
Buradan m|p ve m|q ise m|1 bulunur. Bu ise m nin asal olmasina aykiridir.

m = a + ib ve w|p olsun. Burada p € Z asal ve p > 0 dir. |p oldugundan p =
olacak bi¢imde a € Z[i] elemani vardir. Buradan p? = N(p) = N(n)N(a) yazlabilir.
Burada iki durum s6z konusudur:

a) N(m)=pveN(a) =p

b) N(m) = p?veN(a) =1

p=2ise m, 1+i ile ilgili bir eleman olur. Eger p # 2 ise p =4n+ 1 veya
p = 4n + 3 bi¢imindedir.

p =4n+3 olsun. Dolayisiyla a) gecerli olamaz. Ciinkii p = a? + b? ise
p = 1(mod4) dir. Dolayisiyla b) gegerli olur. Béylece p = ma, N(m) = 1 yani a birimdir
ve bu durumda mr, 4n + 3 formunda bir asal sayi ile ilgilidir.

p = 4n + 1 olsun. Dolayisiyla p|x? + 1 olacak bigimde bir x € Z tamsayis1 vardir.
Boylece p| (x —i)(x + i) saglanir. p, x + i ve x — i sayilarin1 bélemeyeceginden p sayisi
Z[i] de asal olamaz. Bu nedenle b) gegerli olamaz, a) gegerli olur. N(t) =pisep=nT
saglanir. Yani m, 4n + 1 formunda bir pozitif asal saymnin carpanidir. Ayrica 4n + 3
formundaki her pozitif asal saymmn Z[i] de de asal oldugunu gostermek kolaydir. Diger
taraftan 4n + 1 formundaki her pozitif asal p sayisi i¢in p = a® + b? olacak bigimde
a,b € Z tamsayilarinin mevcut oldugu biliniyor. Dolayisiyla p = (a + ib)(a — ib) dir ve
buradaki ¢arpanlar asaldir. Ayrica a — ib ile a + ib elemanlarinin ilgili olmadigin1 gérmek
kolaydir [24].

Teorem 1.59. Z[i] nin asal elemanlar1 asagidaki gibidir:
1) 1 + i ve onun ilgilileri
2) 4n + 3 formundaki pozitif asal sayilar ve onlarin ilgilileri

3) 4n + 1 formundaki pozitif asal sayilarin a + ib bigimindeki ¢arpanlari.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Modiiler Grup

PSL(2,R) nin  lzerinde en  ¢ok  c¢alsilan  alt  grubu  olan

az+b

I = {7’: zZ >
cz+d

|a,b,c,d € Zve ad — bc = 1} modiiler grubunu goz oniine alalim.

Bu grup asagidaki gibi 2 X 2 lik tamsayilar matrisiyle de temsil edilebilir:

a=(" Z), detA =1

A ve - A ayn1 doniisiimii temsil ettiginden s6z konusu matrisi negatifi ile es tutacagiz.

Boylece matris ve doniisiimii arasinda bir ayrim yapilmayacaktir.

Teorem 2.1. T modiler grubu X? =Y3 =1 bagmtis1 ile verilen X = (_01 (1)) ve

Y = ((1) _11) elemanlan tarafindan tretilir. Yani; I' = (X, Y) dir.

I" modiiler grubunun cusp kiimesi Q dir. Gergekten;

_ (a-d)ty(a+d)?—4 _ (a—d)ty|a+d|?>—4
2¢c

T eI' olmak iizere T nin sabit noktalar z, ,

2c
seklinde idi. Parabolik doniisimde |a + d| = 2 oldugundan z = % olur ki burada
a, b, c,d € Z oldugundan z = (az_cd) e Q olur.

Simdi de T nin cusp kiimesi Q := Q U {oo} iizerindeki hareketini inceleyelim.

2.1.1. I min Q Uzerindeki Hareketi

Q = Q U {0} genisletilmis rasyonel sayilar kiimesinin her bir elemani, x,y € Z ve

(x,y) =1 olmak iizere, 5 indirgenmis kesri olarak yazilabilir. %z :—; oldugundan bu

gosterim tek degildir. oo u, % = %1 ile temsil edecegiz.

a b) (X, axthy seklindedir. T € I' olmak iizere;

I' nin Q tizerindeki hareketi (
c d/ vy cx+dy
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x ax+by -x —ax—by
x a;+b y ax+by -X a:;+b y —ax—-by _ ax+by
T(=)= x = oxvdy ve T(—)= - = Tox-dy =
y a;+d =7 cx+dy -y a:;+d - —cx—dy  cx+dy

oldugundan T (g) =T (:_;C/) dir. Bu da I' modiiler grubunun Q iizerindeki hareketinin iyi

taniml1 oldugunu ifade eder.

o _ _ _ . ax+by
Eger (x,y)=1 ve ad —bc=1 ise xrdy

kesri de indirgenmis formdadir.

ax+by

Gergekten; Varsayalim Ki indirgenmis formda olmasin. Buna gore n | ax + by ve

cx+dy

n | cx + dy olacak sekilde bir n € Z elemant vardir. Bu durumda k, [ € Z igin

ax + by = kn (2.1)
ve
cx+dy =In (2.2)

dir.
(2.1) esitliginin her iki tarafi d ile ve (2.2) esitliginin her iki tarafi —b ile
carpildiginda adx + bdy = knd ve —bcx — bdy = —bln esitlikleri elde edilir. Bu

esitlikleri taraf tarafa toplarsak,

ad—-bc=1
(ad — bc)x = (kd — b)n ——— x = (kd — bDn (2.3)
ve benzer sekilde (2.1) esitliginin her iki tarafi —c ile ve (2.2) esitliginin her iki tarafi a
ile carpildiginda —acx — bcy = —knc ve acx + ady = aln esitlikleri elde edilir. Bu

esitlikleri taraf tarafa toplarsak,

(ad — bc)y = (al — ck)n % y = (al — ck)n (2.4)
elde edilir.
(23) ve (24) den nlx ve nly c¢eliskisi elde edilir. Bu ¢eliski
(ax + by,cx +dy) =n>1 oldugunu varsaymamizdan kaynaklandi. O halde
varsayimimiz yanhistir, yani (ax + by, cx + dy) = 1 dir.
Teorem 2.2.

(i) I' nin Q iizerindeki hareketi transitiftir.

(ii) Q@ min herhangi bir noktasinin sabitleyeni sonsuz devirlidir.
Ispat:

(i) Vv = %, w = 2 € Q elemanlar: i¢in T (%) = 2 olan Te I' doniisiimiiniin varligim

gostermeliyiz. Bunun i¢in Vv == € Q elemaninin I'(o0) = {g(o0): g € I'} da oldugunu

S ES]

gostermemiz yeterlidir. Ciinkii; k(c0) = % ve [() = 2 olan k,l e I mevcut ise T == 1k~
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ile T (%) =< dir. v =2 ¢ Q olsun. Bu durumda (g, b) = 1 oldugundan 3 x,y € Z dyle ki

ax — by = 1dir. Boylece, g = (Z ;) el dir ve (Z ;) ((1)) = (Z) oldugundan

g(o0) = % dir. Dolayisiyla %, oo un yoériingesindedir. Yani; I' nin Q tizerindeki hareketi
transitiftir.

(ii) @ nin herhangi iki elemaninin sabitleyenleri I' da eslenik olduklarindan oo un

sabitleyeni olan I, u goz oniine almak yeterlidir. I, = {(1 b) : beZ} = ((1 1)) dir.

0 1 0 1
Gergekten; T = (Ccl Z) €I, olsun. O halde T(c) = oo dur. (Ccl Z) ((1)) = (é) =
(Ccl) = ((1)) => a=1ve ¢ =0 dir ve ayrica (Ccl Z)EFOO c I' oldugundan ad — bc =1

1 b

dir. .d—b.0=1= d=1 dir. O halde T=(0 :

), b e Z formundadir. Yani;

I, = {((1) Ii):b EZ} dir. Boylece I, z = (é

gruptur. Dolayisiyla Q da herhangi bir noktanin sabitleyeni sonsuz devirli bir gruptur.

1) elemani ile tretilen sonsuz devirli bir

2.1.2. Modiiler Grubun Kongriians Alt Gruplari

a b

Tanmm 2.3. n pozitif bir tamsayr olmak iizere, I' nin I'(n) := {(c d) € F| a=d=

1modn, b = ¢ = 0mod n} alt grubuna temel kongriians alt grubu adi verilir. I

grubunun I'(n) temel kongriians alt grubunu igeren herhangi bir alt grubuna kongriians alt

grubu denir. Uzerinde en ¢ok calisilan bazi kongriians alt gruplar1 asagidaki gibidir:

L(n) = {(Ccl Z) EF|aEd = 1modn,c = Omodn}

r‘t(n) = {(Ccl b) EI‘|aEdE 1 modn,b EOmodn}

d
I(n) = {(CCL Z) € F| ¢ = 0mod n}

ro(n) == {(a Z) € F| b = 0 mod n}

IR(n) = {(? Z) € F| b =c=0mod n}

seklindedir.
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Bunlar arasindaki iligki ise,
rm)<m) <M <hLi(n)<Tr ve rM)<T(n) <IPm) <r’°m)<r
seklindedir. Ayrica I'(n) < I' dir. Dolayisiyla I'(n), I;(n) ve I;(n) nin de normal alt
grubudur. Diger taraftan, I; (n) < I;(n) dir. Buna gore indeksler n > 2 i¢in;

IT:To(m)| = () = nllyp, (1 T %)
IT: T (n)| =) = n;zl_[pm (1 B i)

pZ
It )] = Y1) = 2 i (1- pi) dir.

Iy(n), I;(n) ve I'(n) nin de cusp kiimesi Q dir. Ciinkii bunlar I' nin sonlu indeksli alt
gruplaridir ve bir A- Fuchsian grubunun sonlu indeksli herhangi bir alt grubu da A ile ayni

cusp kiimesine sahiptir [26].

2.1.3. Imprimitif Hareket

Tamm 2.4. G, X in bir transitif hareket grubu ise, (G, X) ikilisine bir transitif permiitasyon
grubu adu verilir.

Tanim 2.5. (G, X) bir transitif permiitasyon grubu ve "=" X iizerinde bir denklik bagintisi
olsun. Eger a, B € X i¢in @ = B oldugunda, Vg € G i¢in, g(a) = g(B) oluyorsa =
denklik bagintisina X {izerinde G invaryant denklik bagintis1 adi verilir. Bu bagintinin
denklik siniflarma da bloklar denir.

Bu tanima gore;

(i) Ozdeslik Bagintis1 : “Va,f €EXicina~f © a=pf"

(ii) Evrensel Bagintt : “Va,B € X igina = §”
bagmtilariin G invaryant denklik bagintilar1 oldugu acgiktir. Bu bagmtilara asikar
bagintilar adi verilir.

Eger X {lizerinde 6zdeslik bagintisindan ve evrensel bagintidan farkli bir G invaryant
denklik bagintis1 daha varsa G nin X {izerindeki hareketine imprimitif hareket, aksi halde
primitif hareket denir.

Onerme 2.6. [18] (G,Q) transitif permiitasyon grubu olsun. Bu takdirde; (G, Q)
primitiftir & Her a € Q icin, a € Q noktasinin sabitleyeni olan G,, G nin bir maksimal alt

grubudur.m
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Onerme 2.7. (G,Q) transitif olsun. Bu takdirde; (G,Q) imprimitiftir & 30 € Q ve
H < G oyleki Gy, = H = G dir.
Ispat: “=” Asikardir.

“c” G, H %G olsun. G, Q fiizerinde transitif olarak hareket ettiginden Q
kiimesinin her elemani bir geG i¢in g(a) bi¢imindedir. Yani Q:={g(a): geG}=[a]
bicimindedir ( yani tek bir yoriinge vardir.). Gergekten; G, Q lizerinde transitif olarak
hareket ettiginden V o, € Q igin 3 g € G dyle ki g(@) = B dir. Yani, B € [a] dir. Boylece
Qc[a] dir. (2.5)

[a] € Q oldugu agiktir. Ciinkii; s:GxQ — Q, s(g,a) :=ga:=g(a) dir. =
Vg e Gigin g(a) € Q dir. = [o] € Q dir. (2.6)
(2.5) ve (2.6) dan Q=[a]={g(a): g € G} dir.

Q tizerinde g(a) = g'(a) & g'e gH ile tanimlanan “~” bagintisi iyi tammh bir G
invaryant denklik bagintisidir. Gergekten,

() H <G oldugundan eze H dir. Vge G i¢in g = ge; oldugundan ge gH dir. &
g(a) = g(a) du.

H<G ,h~leH
i gla)=g'(a) ® g'egH & g =gholanhe El.ég:g’h‘l(:)geg’H
(ii) g () (a) H holanhe H

= g'(a) = g(a).
(ii) g(a) = g'(a) ve g'(a) = g""(a) olsun. g(a) = g" (a) oldugunu gostermeliyiz.
g@) ~g'(a) ®g'egH < g =gholanheH 3.

'=gH H<G.hh'e H
g(@=g'(a) © g'eg’'H & g" =g'h' olan h'e H 3. PN g'' = ghh' —

g'egH & g(a) = g"(a) dir.
(1), (i), (iii) den “=” bir denklik bagintisidir. Simdi gdsterelim ki; “~” G invaryanttir.

VvmeaG
g@)=g'(a) & gegh & mg'emgH & mg(a) *mg'(a) & m(g(a)) ~

9
~

m(g'(@)) elde edilir. Béylece nin iyi tamimh bir G invaryant denklik bagintisi oldugu

G~
~

gosterilmis oldu. Simdi de nin ne 6zdeslik bagintis1 ne de evrensel bagint1 olmadiginm
gosterelim:
Farzedelim ki “~” evrensel bagnti olsun. H = G oldugundan 3 gy € G: g, € H dur.
“~” evrensel baginti oldugundan e(a) = go(a) dir. = g, € eH = H dir. Bu celiski bize
“~” nin bir evrensel bagint1 olamayacagini sdyler.
Farzedelim ki “=” 6zdeslik bagintis1 olsun. Bu durumda; g(a) = g'(a)  g(a) =

g (a) dir. g lg(a) =g 1g'(a) 97 'g9'cG, & g'e gG, dir. G, = H oldugundan
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Jhoe H Oyleki hg € G, dir. = hg(a) # a = e(a) dir. Ote yandan hyeeH = H
oldugundan e(a) = hy(a) dir. Bu ¢eliski bize “=” nin 6zdeslik bagintis1 olamayacagini
sOyler.

Boylece G nin Q tizerindeki hareketi imprimitiftir.

Not: B € Q ise transitiflikten Q = {g(a): g € G} oldugundan B = g(a) olan birg € G
vardir. Boylece B y1 igeren [B] blogu [B] = {gh(a): h € H} bigimindedir. Gergekten; B y1
iceren [B] blogu, p nmin denklik sinifi oldugundan, [B] = {ye Q:y = B} dir. v € Q ve

simetri 6z.

Q ={g(a):ge G} oldugundan IAme G oyle ki y = m(a) dir. y=f &— B~y &
g@)=m(a) ®megH ©&m=gholanhe H3 < m(a) = gh(a) © y = gh(a) dir.
o [B]l ={gh(a):he H} = gHa oldugu goriiliir. Ozel olarak a y1 igeren [o] blogu;
[a] ={h(a):h e H} = Ha = H(a) yoriingesidir. Gergekten; [a] = {6 € Q:0 = a}, 6 € Q

simetri 6z.

ve Q = {g(a): g € G} oldugundan 3 h € G dyle ki 0 = h(a) dir. b0 —— a ~ 0 <
o~h(a) © e(a) * h(a) & heeH=H © 6 =h(a),heH & [a] ={h(a):heH} =
H(a) dir. H nin G igindeki sol yan smiflarinin temsilcilerinin kiimesi {l;:i € I}ile
gosterilsin. Boylece (G,Q) hareketinin bloklar1 (denklik siniflar1) [;H(a) (i € I) lardur.
Gergekten; w € Q, [®] blogunu goz Oniine alalim. G nin Q {izerindeki hareketi transitif
oldugundan w = k(@) olan k € G 3. Boylece, [w] = [k(a)] = {kh(a):he H} = kH(a)
dan k = l;h; olan h; e H 3. Dolayisi ile, kH(a) = [ H(a) dir. Boylece bloklar sol yan
siiflarindan yalniz birine karsilik gelir.

H < G ise G =U;¢; [;H oldugundan bloklarin sayisi sol yan siniflarin sayisina, yani H
nin G deki |/|=|G: H| indeksine esittir.

G nin Q /= ={[B]:B € O} denklik siiflar1 iizerinde de bir hareketi vardir. Bu
hareket; a: GxQ /=— Q /= , a(g,[B]) = gal[B] == [gB] dir. “A” nin Q /=~ lizerinde bir
grup hareketi oldugunu gosterelim:

(i) ga(halB]) = ga([hB]) = [ghB] = gha[B]

(ii) ea[B] = [eB] = [B]

(1) ve (i1) ile “A” bir harekettir. Bu harekete G nin denklik siniflar1 iizerindeki hareketi
denir. [a] blogunun sabitleyeni olan G = H dir. Gergekten; ge Gy & gala] = [a] &

[gal=[a] & gH(a)=H(a) < g € H & G = H oldugu goriiliir.
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Simdi burada G yerine I modiiler grubu, 2 yerine Q alarak islem yapacagiz. Burada

1 b)) dir. Q

oo un sabitleyeni olan I, , I’ modiiler grubunun bir alt grubudur ve I, = ((O 1

tizerinde bir I" invaryant denklik bagintisin1 asagidaki sekilde elde edebiliriz.

Biliyoruz  Ki, I"O(n)z{(ccl Z

alindigmdaVneNigin I, < I[(n) <T ve n>1 ise [, < [[(n) <T dir. Boylece I' ,

) er: c= Omodn} kongruans alt grubu

Q iizerinde imprimitif olarak hareket eder. v = g , w == ¢ Q olmak iizere, v = g(c0) ve

<

r %k

s *) ve g' = (;C, I) formundadirlar.

w = g'() olan g, g’e I' vardir. Boylece, g = (

*

vew & glg'e H=Ii(n) & (—*S :)(;C/ I)=(Ty_sx :)€H=F0(n) S

ry — sx = 0 modn dir. Boylece, E ~ § © ry — sx = 0 modn dir.

2.1.4. I nin Q Uzerindeki Alt Yoriingesel Graflart

(G, ) bir transitif permiitasyon grubu olsun. Bu takdirde; G, 2 X 2 tizerinde
g:(a,B) - (g(a),g(B)) ile hareket eder. Bu hareketin yoriingelerine G nin alt
yoriingeleri denir ve (a,f) y1 igeren alt yoriinge O(a,f) ile gosterilir. O(a,B) alt
yoriingesinden bir G(a, ) alt yoriingesel grafini1 agagidaki gibi elde edebiliriz:

* Koseleri {2 nin elemanlar1 ve

* (y,6) € 0(a, B) ise y dan & ya yonlendirilmis bir kenar vardir denir ve y — 6 ile
gosterilir.

Acik olarak, O(B, a) da bir alt yoriingedir ve O(a, B) ile O(B, a) alt yoriingeleri ya
esittir ya da ayriktirlar. Eger bu alt yoriingeler ayrik iseler G(f, a) alt yoriingesel grafi
G(a, B) alt yoriingesel grafinin sadece ters yonlendirilmisidir ve bu durumda G(a, ) ile
G(B,a) ya eslesmis alt yoriingesel graflar denir. Eger O(a, B) ile O(B, a) alt yoriingeleri
esit iseler bu durumda G(a, ) = G(B, @) alt yoriingesel grafi ¢ift tarafli yonlendirilmis
kenarlardan olugur. Bu durumda bu alt yoriingesel grafa kendi eslesmistir (Self-paired)

denir.
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Onerme 2.8. G bir (G, 2) transitif permiitasyon grubu icin bir alt ydriingesel graf olsun. Bu
takdirde;

(i) G, G nin otomorfizmalarmin bir grubu olarak hareket eder.

(ii) G, G nin koseleri tizerinde transitif olarak hareket eder.

(iii) G kendi eslesmis bir graf ise; G, G nin ardisik kdselerinin siral giftleri tizerinde
transitif olarak hareket eder.

(iv) G, G nin kenarlari iizerinde transitif olarak hareket eder.
Ispat: g € G keyfi olmak iizere;
(i) LgG(a,pB)—-G(a,B), Lyx—>y)=gkx) —g(ly), geG doniisiimiiniin bir
otomorfizma (birebir, orten, yapt koruyan doniisiim) oldugunu gosterirsek G grubunun G
nin otomorfizmalarinin bir grubu olarak hareket ettigini gostermis oluruz.

Yap1 Koruma:

x—7y G de bir kenar olsun. (x,y) e O0(a,B) dir. O(a,B) ={g(a,B):g € G}
oldugundan 3 h e G 6yle ki (x,y) = h(a,B) dir. Boylece g € G olmak iizere g(x,y) =
g(h(a,B)) = gh(a,B) ve boylece gh(a,p) = g(x,y) = (g(x),g(); yani, g(x) -
g(¥) G de bir kenardir. Dolayistyla L, doniisiimii yap: koruyan bir doniisiimdiir. (Burada
x = y G de bir kenar yerine kisaca x — y € G yazacagiz.)

Birebirlik:

x =y, a— beg kenarlari igin Ly(x = y) = Ly(a - b) olsun. Buradan; g(x) —

G grupold.g~'eG 3

g(y) = g(a) - g(b) > g7 'g(x) > g7'g(y) = g7'g(a) » g~ g(b) elde
edilir. Boylece; x —» y = a — b dir. Yani, L, birebirdir.

Ortenlik:

V x > y € G kenar1 i¢in g~ 1(x) » g7 (¥) € G kenari vardir dyle Ki

Ly(g7r () » g7'(»)) = g(g7 (%)) » g(g7*(»)) = x > y dir. Dolayist ile L,
orten bir doniisiimdiir.

Boylece G grubunun G nin otomorfizmalarinin bir grubu olarak hareket ettigi
gosterilmis oldu.

(i) (G, ) bir transitif permiitasyon grubu oldugundan asikardir.

(iii) G kendi eslesmis olsun. Bu durumda O (e, ) = O(B, a) dir.

x ile y ardisik koseler ise (x,y) veya (y,x) € O(a,B) dir. Dolayisi ile; x ile y ve
aile b ardisik koseler ise (x,y) € O(a,B) ve (a,b) € O(a,B) oldugunu farzedebiliriz.
O(a,B) ={g(x,y):g € G} oldugundan 3 g,,9,€G oyle ki (x,y)=g.(a,B) Ve
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(a,b) = g,(a,B) dir. Boylece; g1 ' (x,¥) = (a,B), yani (a,b) = gog1 ' (x,y) ve G grup
oldugundan h := g,g7! € G dir. Boylece G, G grafinin ardisik koseleri iizerinde transitif
olarak hareket eder.

(iv) x >y vea-b G(a,p) daiki kenar olsun. Bu takdirde, (x,y) € O(a,B) ve
(a,b) € O(a, B) oldugundan T, (a, B) = (x,y) ve T,(a,B) = (a,b) olan T;, T, € G vardir.
Buradan T;1(x,y) = T; 1(a, b) dir. Béylece, T, o Ty 1(x,y) = (a,b) elde edilir. Bu da
bize G nin G alt yoriingesel grafinin kenarlar iizerinde transitif olarak hareket ettigini
sOyler.

Ornek 2.9. 0(a,a) = {(y,7):y € Q} QxQ nin kdsegenidir. Buna karsilik gelen, trivial
graf diye adlandirilan, G(a, @) grafi kendi eslesmistir: Her bir y € Q kdsesine bagli olan bir
diigimden olusur. Biz genel olarak trivial olmayan alt yoriingesel graflarla ilgilenecegiz.

Simdi I' nin Q iizerindeki hareketi ile olusan alt yoriingesel graflari inceleyelim:

I, Q tizerinde transitif olarak hareket ettiginden v € Q olmak iizere g(a,B) = (oo, v) olan
bir g € G vardir. Dolayisiyla her bir O (a, ) alt yoriingesi bir (oo, v) ¢ifti igerir. Yoriingeler
ya esit ya da ayrik olduklarindan O(a, ) ile O(oo,v) aym yoriingeyi temsil eder. Yani
0(a,B) = 0(co,v) dir. veQ oldugundan v = % n>0, (un)=1 bicimindedir.
0 (oo, v) = 0(oo, %) alt yoriingesini O(u, n) ile ve buna karsilik gelen alt yoriingesel grafi
da G(u,n) ile gosterecegiz. v = oo =%= %1 oldugu durumda G; 4 = G_1, trivial alt
yoriingesel grafi elde edilir. Biz trivial olmayan alt ydriingesel graflari incelemek
istedigimiz i¢in v € Q varsayalim.

Teorem 2.10. v,v'e Q olmak iizere; O(oo,v) =0(co,v') = v ve v' [, un aym
yoriingesindedir. (Yani; 3 g € I, oyleki g(v) = v’ diir.)

Ispat: 0(o,v) = 0(e,v") olsun. (o,v") € 0(00,v") = 0(o0,v) = {g(,v): g €'}
oldugundan 3 g el dyle ki g(oo,v) = (o0,v") diir. Béylece; (g(o),g(v)) = (o0, v").

g(o) =00 ve g(v) =v' oldugundan g =+ ((1) I;

g € I, dur. Yani; v ve v’ I, un ayn1 yoriingesindedir.

), k € Z seklindedir. Dolayis1 ile

Tersine;
v,v'e€ Q I, un ayni yoriingesinde olsunlar. Dolayist ile; 3 g € I, oyle ki g(v) = v’
diir ve g € I, oldugundan g(o) = oo dur. Boylece; g(oo,v) = (oo,v') olan ge I, c T

bulunur. Yani; O(co,v) = 0(oo,v") diir.
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Not: v, v'e Q oldugundan v = % ,n>0 (uun)=1vev' = % ,n' >0, (u,n")=1

ve gel, = (((1) 1)) = {(é I;) :b € Z} oldugundan g = ((1) ]I), k € Z formundadir.

gw)=v' > ((1) 11() (Z) = (u:) = (u tlkn) = (Z:) su+kn=u ven=n'.Yani

v
u = u' modn ve n = n' diir. Boylece kolaylikla asagidaki sonug elde edilir:

!

Sonug 2.11. 0 (oo, %) =0 (oo,:j—) < n=n'veu = u modn dir.

Dolayist ile; O(oo, %) ve 0(oo, %) alt yoriingelerine karsilik gelen G, , ve G, alt
yoriingesel graflari i¢in de; Gy, , = Gy & n =n' veu = u' modn, Vn > 1 dir.
X

r X r X . . - T -
(E';) € 0y olmasmi 575 ile gosterecegiz. Bazen bu durumu 75 € Gun ile de

gosterebilecegiz.

Teorem 2.12. [18] g - § Gun de bir kenardir &

(@) x = ur modn, y = us modn, ry — sx = n veya

(b) x = —ur modn, y = —us modnvery —sx = —n

ispat: “=: §—>§ Gun de bir kenar olsun. Bu bize (E'f)eou'n dir. Dolaysi ile

39=(Z Z)6F=g(oo)=§veg(§)=§dir.|3ubize;
(Ccl Z)((l) Z)=(§ ;) (2.7)
((cl Z)((l) Z)=(IZ :;C/) (2.8)
(Ccl Z)((l) Z)z(: ;) (2.9)
(Ccl Z) ((1) Z):(Z :;) (2.10)

matris esitliklerinden birini verir.
(2.7) esitligini ele alalim:

(a au + bn)

r X

sy
ru+bn=x ve su+dn=y = x =urmodn ve y = us modn elde edilir ve (2.7)

ad—-bc=1
esitliginde iki tarafin determinanti alinirsa (ad — bc).n =ry —sx —— ry —sx =n

elde edilir. Benzer sekilde (2.8) esitliginden de x = ur modn, y = usmodn ve

ry — sx = n elde edilir. (2.9) esitligini ele alalim:
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(a au + bn)

- X
c cu+dn =( )=>a=—r,c=—s,au+bn=x,cu+dn=y=>

—ru+bn=xve -su+dn=y = x = —ur modn ve y = —us modn elde edilir ve

d-bc=1
(2.9) esitliginde iki tarafin determinant1 alinirsa (ad — bc). (n) = —ry + sx =,
ry —sx = —n elde edilir. Benzer sekilde (2.10) esitliginden de x = —ur modn,

y = —us modn ve ry — sx = —n elde edilir. Bdylece bu dort durumdan gordiik Ki ya (a)
ya da (b) saglanur.

& " : Farzedelim ki (a) saglansin, yani x = ur modn, y = usmodn Ve ry —sx =n

olsun. E - 5 nin G, ,, de bir kenar oldugunu yani (g,i) € Oy n oldugunu gosterelim.

x=urmodn=>3beZ:x =ur+ bnve

y=usmodn=>3ceZ:y =us+cndir.

Simdi; g = r b matrisinin I nin eleman1 oldugunu gosterirsek istenen elde edilir.
s ¢

9@ =7 )= 9()=C DG =(uim=()very-s=n
oldugundan ry — sx = r(us + cn) — s(ur + bn) = n=rus + rcn —sur —shn =n=

rcn—sbnzn:rc—sbzlﬁdet(z Ic))zlzgz(z Ig)el“eldeedilir.

Benzer sekilde (b) nin saglandig varsayilip E - § nin G, ,, de bir kenar oldugu elde edilir.

Sonug 2.13. [18] u? # —1 modn ve uv = —1 modn olsun. Bu takdirde; G, ile G,
eslesmistir.
ispat: i - S1 Gun de bir kenar olsun. Teorem 2.12 den

(@) r = ux modn, s = uy modn, xs —ry = n veya

(b) r = —ux modn, s = —uy modn, xs — ry = —n dir.

(2) nin saglandigini varsayalim.

uv=—1modn

r = ux modn oldugundan vr = vux modn =——— vr = —x modn.
Yani; x = —vr modn elde edilir. (2.11)
s = uy modn oldugundan vs = vuy modn dir. M vs = —y modn. Yani;
y = —vs modn elde edilir. (2.12)
SX—TYy=mN=>71ry—SXx=—-n (2.13)

r

(2.11), (2.12) ve (2.13) den S g Gy n de bir kenardir. Benzer sekilde (b) nin saglandig:

Varsayllarakg - g nin G, , de bir kenar oldugu gosterilir.
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Simdi gosterelim ki O (oo, %) no (%, oo) =@ tur. Varsayalilm ki O (oo, %) N
0 (Ii, 00) # @ olsun. Bu durumda O (00, %) = 0(%, OO) (al‘[ yérﬁngeler ya GSit ya da
ayriktirlar) dur. Dolayisi ile; 3 g = (a b) e I' oyle ki (oo E) = (%, ) dur. Buradan;
y * y 9 C d y g ,TL TL, . ]

(a b)(l u)=(u —1) esitliginden (a au+bn)=(u —1) elde edilir.

c d/\0 n n 0 c cu+dn n 0
Béylece,azu,czn,au+bn=—1,cu+dn=0d1r.cu+dn=OC==T>lnu+dn=0
b

n+0 . u .
>nu+d)=0=u+d=0=d=—u. Boylece,g=(n )eldeedlllrvegeF

—u

oldugundan det (" P ) =1 dir. Buradan, —u?-bn=1 = w=-1-bn =
u? = —1modn celiskisi elde edilir. Bu celiski O(w,%)no(%,oo) %o oldugunu

varsaymaktan geldi. O halde 0 (o0,%) N 0 (=, ) = & tur. Sonug olarak G, ,, Ve alt
n n ) v,n

yoriingesel graflar1 eslesmistir.

Sonug 2.14. G, , kendi eslesmistir & u? = —1 modn dir.

2.1.5. Farey Grafi

G11 koseleri Q olan bir alt yoriingesel graftir. Burada Gun = G1,1 oldugundan
u=n=1 dir ve 12 = —1mod1 oldugundan G, ; kendi eslesmistir. Bu yiizden G ; i

yonlendirilmemis bir graf olarak diisiinebiliriz. Burada E ile % ardisik koselerdir <&

ry —sx = ¥1 (n = 1) dir. Ornegin o ile ardisik olan kdseler tamsayilardir. Gergekten;

E, 0 = % ardisik koselerolsun. =2 r.0 —s.1=4+1=>s=+1= g = +r e Z dir.

Gy,1 alt yoriingesel grafina Farey dizileriyle olan baglantisindan otiirii “Farey grafi”
diyecegiz ve F ile gosterecegiz. Vm > 1 icin F, Farey dizisi, terimleri artan sirada
diizenlendiginde, |y| <m olan 5 € Q elemanlarindan olusur. Ornegin  Fy;

-1 -1 11123 .54 oL
w500 b dir. Acikga gorilir ki F; c F,c F;c - ve
Ums1 Fn = Q dur. Gergekten;

(i) i, jeN, i < j olmak iizere; F; C F; oldugunu gosterelim:

= e Fyolsun. =|b| < i <j =2 cF; =F; C F elde edilir.

(i1) Ums1 En € Q oldugu asikardir. (2.14)
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Simdi Q € U,;»1 F, oldugunu gosterelim:

§ € Q olsun. N dogal sayilar kiimesi tstten sinirli olmadigindan 3 m e N dyle Ki
lg| < m dir. Dolayisi ile; 2 € E,, dir. Béylece; £ € U,ys1 E,, €lde edilir. Yani;
4 q y q

Q € Ups1 By, dir. (2.15)
(2.14) ve (2.15) den U,p»1 B, = Q dur.
Lemma 2.15. E ve % € Q indirgenmis rasyonel sayilar olsun. Bu takdirde asagidakiler
denktir:

(i)g ve g F de ardisik koselerdir.

(ii) ry — sx = +1 dir.

(iii) Bir m € N i¢in ; ve § E,, de ardisik koselerdir.

o o
p) 5

_l_i 0 ll l :E 1 -z =

3 4 4 3 2 3 4 4 3

Sekil 7. Farey Grafi

Sekil 7 deki rasyonel sayilar F, {in elemanlaridir. Kolaylikla gosterilebilir ki Sekil 7
periyodiktir ve periyodu 1 dir.

F nin kenarlarin1 U = {z € C: Imz > 0} {ist yan diizleme dik hiperbolik geodezikler,
yani yar1 Oklid cemberleri veya R ye dik yar1 dogrular olarak gz 6niine aliyoruz.
Sonugc 2.16. F nin kenarlar1 U da kesismezler.
Ispat: F nin iki kenarmin U da kesistigini varsayalim. F = G11 kendi eslesmis bir alt

yoriingesel graf oldugundan I', F nin ardisik koselerinin sirali ¢iftleri iizerinde transitif
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olarak hareket eder. Dolayisi ile; oo - 0 kenarim1 [; ile gosterirsek, transitiflikten
T(ky) =1, veT(ky,) =1, olan T eI’ vardir. Bu yiizden st yar1 diizlemde Kesistigini
varsaydigimiz bu kenarlardan birinin 0 ve oo u birlestiren Rez = 0 kenari oldugunu
varsayabiliriz. Bdylece bu kenarlardan digeri v < 0 <w olacak sekilde v ve w

rasyonellerinin birlesmesiyle olusan kenar olmalidir.

V= E, r<0,s>0vew= %, x > 0, y > 0 indirgenmis formunda yazilabilirler.

;i (())} =ry <0ver,yeZoldugundan ry < —1 dir ve
;’; z 8} = sx > 0ves,x € Zoldugundan sx > 1 = —sx < —1dir.

Buradan ry — sx < —2 elde ederiz. Halbuki ry — sx = +1 olmal1 idi. Bu ¢eliski F nin
herhangi iki kenarinin U {ist yar1 diizleminde kesistigini varsaymaktan geldi. Dolayisiyla

varsayimimiz yanlistir, F' nin kenarlar1 U da kesismezler.

2.1.6. G, ve Fy, ,, Graflan

Bu bolimde F = G, ; Farey grafinin 6zelliklerini diger G,, ,, alt yoriingesel graflarina

. . - o« . . - T X —_
nasil  genigletebilecegimizi  gorecegiz. 75 € Gun © T1Yy—sx=+n <

ry —sx = 0 modn & g ~y % dir ve her bir G, , ¥ (n) tane alt grafin ayrik birlesiminden

olusur. Bu, =, I' invaryant denklik bagintisina gore, her bir alt grafin koseleri bir tek blok
olusturur. I, @ iizerinde transitif olarak hareket ettiginden I' bu bloklar transitif olarak
permiite eder. Bu da alt yoriingelerin her birinin birbirleriyle izomorf olduklar1 anlamina
gelir. G, ,, nin, koseleri co u igeren [oo] = {i i ~ %} = {i:y = 0 modn} blogunda olan
alt grafim F, , ile gosterelim. Dolayisi ile; G, ,, F,, nin ¥ (n) tane ayrik kopyasindan
olusur.

Teorem 2.17. [18] = - 3 F,,  de bir kenardir <

(a) x = ur modn ve ry — sx = nveya

(b) x = —ur modnvery — sx = —n.
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Teorem 2.18. I (n) F,, nin koselerini ve kenarlarin transitif olarak permiite eder.

Ispat: ilk énce I (n) nin F, » nin koselerini transitif olarak permiite ettigini gosterelim:

F, », nin koseleri oo u igeren [oo] = {5 eQ:y=0 modn} blogunun elemanlar1 oldugundan

v,w €[] F, ,, grafinin iki kosesi ve v = % vew = é olsun. I' nin @Q tizerindeki hareketi
" . a b N . .

transitif oldugundan 3I g = (c d) el oyle ki w=g(v) dir. Bu durumda,

(Ccl Z) (llf;l) = (Ccl]l‘f _-II__ Z;Z) = (;n) olup buradan ck =sn—din=(s—dl)n dir.

Dolayisiyla n | ck ve (k,n) = 1 oldugundan n | ¢ dir. O halde ¢ = 0 modn oldugundan
g € I;(n) dir. Boylece Iy(n) F,, nin koseleri iizerinde transitif olarak hareket eder.
T: [0] — [oo] doniisiimii [ (n) € I' nin elemani oldugundan birebir 6rten bir dontistimdiir,
dolayisiyla T koseler {izerinde bir permiitasyondur.

Simdi I (n) nin E, ,, nin kenarlarini transitif olarak permiite ettigini gosterelim:

x >y vea—bE,, de iki kenar olsunlar. I, F,, nin kenarlar1 {izerinde transitif olarak

p
q

T(x) > T(y)=T(a) > T(b). Boylece;, Tx)=T(a) ve T)=TH) =

COE=C DG e CDE =0 D) e

qry + ss;n =qr, + ss,n = qr, —qr, = (ss, —ss;)n = q(r; — 1) = (ss, —ss;)n =

r
hareket ettiginden 3IT = ( s) el oyle ki T(x—->y)=T(a—-b) dir. Yani

t(r1— - .
nlq(r,—r) M n | q elde edilir. Bu da bize T € I,(n) oldugunu soyler. Boylece

Iy(n) E,,, nin kenarlar {izerinde transitif olarak hareket eder. F,, ,, nin kenarlarinin kiimesi
L ile gosterilirse T: L = L dir ve T € [5(n) € I" oldugundan birebir 6rten bir doniisimdiir
yani T bir permiitasyondur. Boylece; Iy(n) nin E, ,, nin kenarlarin transitif olarak permiite
ettigi gosterilmis oldu.

Not: n bir p asal sayist ise Y (p) = p + 1 tane blok vardir ve bu bloklar :
o { A . — .
Ul = {y €Q:x —Jymodp} ] # @

[o0] ={§ E@=yEOmodp}
olmak tizere [0],[1],...,[p — 1],[o0] seklindedir. Ayrica bunlarin her biri birbirlerinin
izomorfik kopyasidir.

Graflar goz oniine alindiginda F; ; = G, ; = F Farey grafi en basit graftir. Sonraki

en basit graf G,, grafidir. Bu grafta n = 2 oldugundan grafin ¥(2) = 3 tane blogu
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mevcuttur. Bunlar, [0],[1] ve [eo] bloklaridir. Once G, , nin [eo] blogundaki alt grafim
yani Fy , yi gosterelim:

[o0] = { eQ:y=0 modZ} seklindedir. O halde,

x
y
1

o %—> 2 (E - i) olmak {izere ry — sx = 2, x = ur (modn) yani, 1 = 1.1 (mod?2)

oldugundan % - % seklinde kenar vardir.
o % - g olmak lizere ry — sx = —2, 5 = —1.1 (mod2) oldugundan % - g seklinde

kenar vardir.

o %—>§ olmak iizere ry — sx = —2, 5= —1.3 (mod2) oldugundan %—)2 kenar1
vardir.
o —71 - _?1 olmak tizere ry — sx = =2, —1 = —1.—1 (mod2) oldugundan _Tl - _?1

kenari1 vardir.

Benzer sekilde diger koseler de bulunabilir. O halde F , grafi;

mm

-1 -3 -3 -1 -1 -1 -1

2 8 10 2 6 8 10

El=
@l =
[N
s
Blw
ol w
(ST
il
5l~
=W
|
W~
|

Sekil 8. Fy  alt grafi

seklindedir. $imdi G, , nin [0] blogundaki alt grafini yani J, , yi gosterelim:
jl = {5 eQ:x=jy modp} , J # o seklinde oldugundan [0] = {g eQ:x=0 modZ}
dir. O halde koselerden bazilar1 asagidaki gibidir:

o _?2 - g olmak {izere ry — sx = —2 ve y = —us (modn) yani, 1 = —1.5 (mod2)

< -2 0
oldugundan < 73 kenar1 vardir.
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o % - g olmak iizere ry — sx = —2 ve 3 = —1.1 (mod2) oldugundan% - 2 kenar1
vardir.
o g - % olmak tizere iizere ry — sx = —2ve 5 = —1.3 (mod2) oldugundang - %

kenar1 vardir.
o g - % olmak tizere iizere ry — sx = —2ve 1 = —1.5 (mod2) oldugundang - %

kenar1 vardir.

Benzer sekilde diger koseler de bulunabilir. O halde J; 5 grafi;

|
[}
|
]
=N
[LINSE
Wby .
| o=
[ A
(TR
[N+ ]
b

Sekil 9. J; 5 alt grafi

seklindedir. $imdi de son olarak G, , nin [1] blogundaki alt grafini yani I , yi gosterelim:
j]1 = {% eQ:x=jy modp} , J] # o seklinde oldugundan [1] = {5 eQ:x=1y modZ}
dir. O halde koselerden bazilar1 asagidaki gibidir:
o g - é olmak iizere ry — sx = —2 ve 3 = —1.5 (mod2) oldugundan § - é
kenar1 vardir.
. % - % olmak iizere ry — sx = —2ve 1 = —1.3 (mod2) oldugundané - %
kenar1 vardir.
o % - % olmak lizere ry — sx = —2ve 5 = —1.1 (mod2) oldugundan§ - %
kenar1 vardir.
o g - g olmak iizere ry — sx = —2ve 5 = —1.3 (mod2) oldugundang - g

kenar1 vardir.

Benzer sekilde diger koseler de bulunabilir. O halde I, , grafi;
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n|w
=
|~
W
| o

1 1
5 3

Sekil 10. I , alt grafi

Sekillerden goriildiigii gibi bu ti¢ blok birbirlerinin izomortfik kopyasidir. Dolayisiyla
tek bir bloktaki alt grafiyla ilgilenmek yeterlidir. Burada G; , nin [oo] blogundaki alt grafini
yani F , ele alacagiz.

Gy, grafi i¢in u = 1 ven = 2 oldugundan u® = —1 (mod2) dir. Boylece Sonug
2.14 den G, , kendi eslesmis bir graftir ve dolayistyla bunun bir alt grafi olan F; , de kendi
eslesmistir. Bu da bize G;, ve F;, graflarmimn yonlendirilmemis alt yoriingesel graflar
oldugunu soyler.

Lemma 2.19. (i) F,, nin tim v késeleri i¢in, F,, = F_,,, ye T(v) = —v ile verilen
fonksiyon bir izomorfizmadir.

(if) Eger m | n ise F,, nin tim v koseleri i¢in, F,, den F,, nin bir alt grafina
T(v) = "Y/,y, ile verilen fonksiyon bir izomorfizmadir.

Ispat: (i) F,, nin koselerinin kiimesi [o0], = {g e Q:y = 0modn} ve F_,, nin
koselerinin kiimesi [0]_,, = {g eQ:y=0 mod(—n)} = {% € Q: y = 0 modn}
oldugundan [o0],, = [0]_,, =[] dur. T(v) = —v fonksiyonunun [co] uzerinde birebir
orten oldugu aciktir. Simdi T doniisimiinin yap1 koruyan oldugunu gosterelim.

% - é € F, , olsun. Teorem 2.17 (i) veya (ii) saglanir. Farz edelim ki teoremin (i) sikki

saglansm. Bu durumda, c=uamodn ve ad-—bc=1 dir. Boylece,
(=¢) = u(—a)modn = —(—u)(—a)modn ve (—a)d — (—b)c = —1 dir. Dolayist ile,

Teorem 2.17 (ii)) ye gore = ;—: - ;—:l € F_, , dir. Benzer sekilde Teorem 2.17 nin (ii)

sikkinin saglandig1 varsayilip Teorem 2.17 (i) ye gore ;—Z%;—; € F_y,, oldugu
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gosterilebilir. Boylece T birebir ve Orten ve yapi koruyan bir doniisiimdiir yani T bir

izomorfizmadir.

(ii) F, , nin koselerinin kiimesi [o0],, = {% € Q: y = 0 modn} ve E,, nin kdselerinin
kiimesi  [0],, = {g €eQ:y=0modm} dir. T:[x], > [®],, , T ="/,

doniigimiiniin birebir oldugu agiktir. Simdi gosterelim ki T doniisiimii yap1 koruyan bir

e ee e . r X T
R SN _ _r
doniistimdiir: v = peei el A F,n olsun. T(v) = .

- yim =T(Ww) € F,,, oldugunu
gosterelim. Farz edelim ki Teorem 2.17 (i) saglansin. Bu durumda, x = ur modn ve
ry —sx =1 dir. m|n oldugundan x = ur modm dir. Dolayisiyla x = ur modm ve

ry — sx = 1 oldugundan Teorem 2.17 (i1) geregi é - yim F,m de bir kenardir. Benzer

sekilde teoremin (ii) sikkinin saglandigi varsayilip # - yim F,m de bir kenar oldugu

gosterilebilir. Bu bize T nin bir F,,, den F,,, ye bir monomorfizma oldugunu sdyler.
Ancak F, ., nin bir alt grafina izomorftur.m

Lemma 2.19 (ii) de m = 1 oldugu durumda asagidaki sonug elde edilir:

Sonu¢ 2.20. F,, nin tim v koseleri i¢in F,, den F(=G;; = F;,) in bir alt grafina
f:v — —v ile verilen bir izomorfizma vardir.m

I' nin transtifliginden, ayn1 durum G, ,, de igerilen F,, nin geriye kalan ¥ (n) — 1
tane kopyasi i¢in de dogrudur.

Tanmm 2.21. k4, k, k3 ti¢ kose olmak tizere k; — k, — k3 — ki seklinde , yani kenarlarin
hepsi ayn1 yonde ise buna yonlendirilmis tiggen ; k; — k, <« k3 — k; gibi farkli yonde
kenar varsa buna da ters yonlendirilmis tiggen denir. Kendi eslesmis bir alt yoriingesel
grafta bu iki kavram birbirine denktir.

Teorem 2.22. [18] (i) F,,, yonlendirilmis bir iggen igerir & u? ¥ u + 1 = 0 (modn).

(if) n > 1 ise, F, ,, ters yonlendirilmis ii¢ggen icermez.

Ispat: (i) F, , nin yénlendirilmis bir {iggen igerdigini varsayalim. Teorem 2.18 den
Iy(n) F,, nin koseleri tizerinde transitif olarak hareket ettiginden bu {iggenin oo — % -
v — oo bi¢ciminde oldugunu varsayabiliriz. v = i olmak tiizere ﬁ =V > o= % kenarina
Teorem 2.17 yi uygularsak v < oo oldugundan r.0 — sn.1 = —n dir. Buradan s = 1 elde
edilir. Yani v = %bigimindedir. % - % kenarina Teorem 2.17 yi uygularsak;

(@) r = u?modn,u—r =1veya

(b) r = —u? modn, u — r = —1 elde edilir.



37

2 u-r=1old.r=u-1 5 2
(@) dan r = u* modn =—= u—1=u*modn = u*—u+1=0modn

ve

2 u-r=-1old.r=u+1 2 2
(b) den r = —u”®modn > u+1=—-u*modn = u+u+1=

0 modn dir.

. _ . F1 .
Tersine; u? Fu+ 1= 0modn ise buradan %—>u7 F,, de bir kenardir ve

- T1 ;
transitiflikten F,,, de oo —>% ve uT — oo kenarlar1 vardir. Boylece; F,,, de oo — % -

”T“ — oo yonlendirilmis ti¢geni bulunur.

i) Aynen (i) de oldugu gibi bir re Z i¢in v = = bigiminde olmak iizere; 00 - = « — —00
n n n

un E, ,, de bir iiggen oldugunu varsayalim. % « % kenarina Teorem 2.17 yi uygularsak,

@ r =1modn,r —u =1 veya

(b) r = =1 modn, r —u = —1 elde ederiz.

Her iki durumda da u = 0 modn olur ki bu n > 1 i¢in u hun modn ye gore bir birim
olmast ile gelisir. O halde varsayimimiz yanhstir. Yani; n > 1 ise F,, grafi ters

yonlendirilmis bir liggen igermez.

2.2. Picard Grubu

Picard grubu P ile ifade edilir ve tiim kesirli lineer doniisiimleri igerir dyle ki ;

az+b , a,b,c,d € Z[i] ve ad — bc = 1.
cz+d
P, PSL(2, C) nin 6nemli bir alt grubudur. Diger taraftan,

SL(2,Z[i]) = {(Ccl Z) €l:a,b,c,d € Z[i] ve ad — bc = 1}

grubu SL(2, €) nin bir alt grubudur. Picard grubu, SL(2, Z[i]) grubunun {+I} ile bir boliim
grubudur. Yani, P = PSL(2,Z[i]) = SL(2,Z[i])/{xl} dir. Boylece P grubu,

P:= {(Ccl Z):a,b,c,d € Z[i] ve ad — bc = 1}

seklinde ifade edilir.

x:((i) i) u:(_o1 (1)) y:(_11 é) :((i) (l))

olmak {izere IP Picard grubu verilen x, u, y, r elemanlar tarafindan iretilir. Yani;

P = (x,u,y,r)dir.
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P Picard grubunun cusp kiimesi Q(i) dir. Gergekten;
2 — 2_
(a—d)++/(a+d) (a d)i\2/|Ca+d| 4 Se] linde idi.

2c

T € P igin T nin sabit noktalar z,, =

olur ki burada a,b,c,d € Z[i]

Parabolik doniisiimde |a + d| = 2 oldugundan z = (az_ g

dir. Yani, a=m+ni, d =k +1li ve ¢ =r + si seklindedir. Burada m,n, k,,r,s € Z
dir. O halde,

_ m4ni-k-li _ (m-k)+(n-1i
2(r+si) - 2(r+si)

€ Q(i) dir. Dolayisiyla z = (a-d) dir. Yani P

picard grubunun cusp kiimesi Q(i) dir.
Simdi de P picard grubunun cusp kiimesi Q(i) := Q(i) U {oo} iizerindeki hareketini

inceleyelim.

2.2.1. P min Q(i) Uzerindeki Hareketi

Q(i) kiimesinin her bir eleman1 x,y € Z[i] ve (x,y) = 1 olmak iizere, g seklindedir. € bir

.. . - . . T 1 i -1 .
birim olmak iizere % = % oldugundan bu gosterim tek degildir. oo u, rir % = ?l ile

temsil edecegiz.

b) (X, axtby seklindedir. Te P olmak {izere

d/'y cx+dy

T(g) = T(g) dir. Bu da P picard grubunun Q(i) iizerindeki hareketinin iyi tanimli

P nin Q() iizerindeki hareketi (‘CL

oldugunu ifade eder. Eger (x,y) =1 ve ad —bc =1 ise DY kesri de indirgenmis

+dy

formdadir. Yani, (ax + by,cx + dy) = 1 dir.

Teorem 2.23. P nin Q(i) tizerindeki hareketi transitiftir.

Ispat: Vv = %, w = 26 Q(i) elemanlari igin T (%) = 2 olan Te P doniistiimiiniin varhgini
gosterelim. Bunun igin oo noktasini igeren yoriingenin Q(i) de oldugunu gdéstermemiz
gerekir. v =% € Q(i) (Indirgenmis formda) olsun. (a,b) = 1 oldugundan 3 x,y € Z[i]

oyle ki ax — by = 1dir. Boylece, T = (b y) e P dir. Burada (Z ;) (é) = (Z) ve

a X~ /i .
(b y) ((l)) = (Zi) oldugundan T (o) :% dir. Dolayisiyla %, o un yoriingesindedir.

Yani; P nin Q(i) iizerindeki hareketi transitiftir.
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2.2.2. imprimitif Hareket

Burada G yerine P picard grubunu, £2 yerine Q(i) alarak islem yapacagiz. Burada oo

un Q(i) deki sabitleyeni olan P, , P nin bir alt grubudur ve P, = {((1) ‘i‘) ra € Z[i]}

seklindedir.
Tanmm 2.24. P,(n):={T €P:a=d =1 (modn),c =0(modn)} P nin bir alt
grubudur.

O halde P, < P;(n) < P dir. Béylece P, Q(i) tizerinde imprimitif olarak hareket

eder. E : % € Qi) olmak iizere, T; () = E ve T,(o) = % olan T}, T, € P vardir. Boylece,

Kk X m - —
T, := (; l)' T, := (y t) formundadir. g ~ g & T, 7T, e Py(n) © x = r (modn) ve

y = s (modn) dir.

2.2.3. P nin Q(i) Uzerindeki Alt Yoriingesel Graflar

PP, Q(i) iizerinde transitif olarak hareket ettiginden v € Q(i) olmak iizere g(a, f) =
(o0,v) olan bir g € G vardir. Dolayisiyla her bir O(a, ) alt yoriingesi bir (oo, v) ¢ifti
icerir. v e Q(i) oldugundan v = %, (u,n) =1 bi¢imindedir. O(oo,v) = 0(co, %) alt
yoriingesini O(u,n) ile ve buna karsilik gelen alt yoriingesel grafi da G(u,n) ile
gosterecegiz.

Teorem 2.25. [7] £—>§ Gy n de bir kenardir < x = teur (modn), y = teus (modn),
n = e(ry — sx). (Burada € € Z[i] birimdir.)

Gunde bir kenar olsun. Yani (5,5)60,“1 dir. Dolayisiyla

T . T
Ispat: “=7: - -
s s’y

x
y
b
d

AT = (Ccl ) eP : T(w) = 5 ve T(%) = % dir. T(z) = Z:Z ., ab,c,d € Z[i] olsun.

s ="olur. (a,¢) = (r,s) = (x,¥) = 1 oldugundan 3 £, ¢, € Z[i]

cu+dn y

. a _ Z
Boylece —=sve
oylekia = gyr, c = gys ve au + bn = g,x, cu + dn = gy dir. Bdylece,

a b\(1 w\_ (&7 &X
2 w)=(as &)
. . ad-bc=1
elde ederiz. Determinanttan (ad — bc).n = gy&,(ry — sx) =—=———= n = g,&(ry — sx)

elde edilir. &x =au+bn=¢yur+bn, gy =cu+dn=¢cus+dn oldugindan
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gx = gour (modn) ve g,y = gous (modn) elde edilir. Buradan x = &, " Yeour (modn),
y = g lequs (modn) ven = gyg,(ry — sx) olur. € = gy&,; alirsak;

x = teur (modn), y = teus (modn) ven = e(ry — sx)
oldugu goriiliir.

< " : Varsayalim ki x = teur (modn), y = t+eus (modn) ve n = e(ry — sx)

olsun. Bu takdirde 3 b,d € Z[i] : x = eur + bn ve y = eus +dn dir. Simdi (ccl Z)

matrisinin P nin eleman1 oldugunu gosterirsek istenen elde edilir.

a=¢r Ve c=e¢s alwsak x=au+bn, y=cu+dn olur ve buradan

(Z 2) ((1) z) = (Z ;) elde edilir. e(ry —sx) = n ve ad — bc = 1 oldugundan

(? Z) € IP dir. Boylece E - 3 nin G, ,, de bir kenar oldugu elde edilir.

Ayni sekilde negatif degerli durum i¢in de yaparsak;

Ab,deZli] oyle ki ix = —ieur + bn, iy = —ieus+dn dir. a = —ier ve

. o o a b\(1 w\_
c =—ies alirsak ix= au+bn, iy=cu+dn ve buradan (c d) (0 n) =
—ier ix o . <
(—ies iy) elde edilir. Ayni sekilde e(ry — sx) = n oldugundan ad — bc =1 olur.

Dolayisiyla (Ccl Z) € P dir. Yani, E - % Gy n, de kenardir.
Teorem 2.26. [7] G, , kendisiyle eslesmistir & u? = +&? (modn).

Ispat: “=": Gy n kendi eslesmis olsun. O halde eger o — % ise % — 00 olmalidir. Buradan
€ € Z[i] vardir 6yle ki (u0 —n1) = & dur. % - %kenarmdan u = eu (modn) elde edilir ki
bu ise € =1 (modn) ...(x) dir.%%% kenarmdan ise 1 = —eu? (modn) ...(**) elde

edilir. Boylece (*) ve (*x) dan su? = —& (mmodn) elde edilir. Yani, u? = +&? (modn)

elde edilmis olur.

& u? = +£? (modn) olsun. Bu denkligin her iki tarafim &2 ile carparsak;

e2u?

+e* (modn) olur ki bu ise &?u?=+1(modn) demektir. Eger
c?u? = —1(modn) ise 3Ib€ Z[i] oyle ki &*u?=—-1+¢chn dir. Buradan

—&uUu
—&n

SI;) olmak iizere T(0) =2, T (%) =0 Ve

n

—&?u? 4+ ebn = 1 elde edilir. T := (

detT = 1 dir. O halde co — %ve % — oo oldugundan G, , kendisiyle eslesmistir.
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2.24. Gy, ve H,, Graflan

Her bir G, , n(n) tane alt grafin ayrik birlesiminden olusur. = denklik bagintisina
gore her bir alt grafin koseleri bir tek blok olusturur. P, Q(i) iizerinde transitif olarak
hareket ettiginden P bu bloklar transitif olarak permiite eder. Bu da alt yoriingelerin her

birinin birbirleriyle izomorf olduklar1 anlamina gelir. G,, , nin kdseleri oo u igeren;
[co] = {§ € Q(): x =1 (modn), y =0 (modn)}

blogunda olan alt grafimt H,, ,ile gosterelim. Dolayisiyla Gy, ,, Hy, nin n(n) tane ayrik

kopyasindan olusur.

Teorem 2.27. [7] Eg € [oo] olsun. = —>§ H,, de bir kenardir < 3 bir £ € Z[i] birimi

%)

oyle ki x = eur (modn) ve y = —eus (modn) dir. Buradau = 1 veyau = n — 1 dir ve
n = e(ry — sx) dir.
ispat: E,% € [o0] oldugundan r = 1 (modn) ve x = 1 (modn) dir. £—>§ H,, de bir
kenar oldugundan teorem 2.25 den x = +eur (modn) elde edilir. Boylece;

(i) Eger x = eur (modn) ise u = 1 (modn) dir. Bu ise u = 1 verildiginde olur.

(ii) Eger x = —eur (modn) ise u = —1 (modn) dir. Bu ise u = n — 1 verildiginde
olur.

Boylece E - % H,, ,, de bir kenardir u = 1 veya u = n — 1 oldugunda.

Teorem 2.28. P, (n), H,, nin koselerini ve kenarlarini transitif olarak permiite eder.
Ispat: ilk 6nce P, (n) nin H,, , nin koselerini transitif olarak permiite ettigini gosterelim:
H,, nin koseleri oo u igeren [oo] = {3 € Q(): x =1 (modn), y = 0 (modn) }
blogunun elemanlari oldugundan v,w € [o0] H,, grafinin iki kdsesi olsun. P nin Q(i)
tizerindeki hareketi transitif oldugundan 3 g € P 6yle ki w = g(v) dir. v = o0 ve = P
invaryant denklik bagintis1 oldugundan g(v) = g(o) olur ki bu ise w = g(oo) demektir.
O halde w = g(o0) oldugundan g € P;(n) dir.

Simdi de IP; (n) nin H,, ,, nin kenarlarini transitif olarak permiite ettigini gosterelim:
v,w € [oo] , x,y € [©] vev - w, x >y € H,,, olsun. O halde (v,w), (x,y) €0 (00,%)

dir. Boylece 3 S, T € P oyle ki;
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S@@)=v, S(%)=w; T(w)=x, T (%) =y
dir. Buradan S(), T (o) € [c0] oldugundan S,T € P,(n) dir. Ayrica TS™1(v) = x ve
TS~ 1(w) = y oldugu i¢in TS~ € P, (n) dir.
Teorem 2.29. [7] H,,,, yonlendirilmis bir tiggen igerir < 3 bir € € Z[i] birimi 6yle ki
e2u? + eu + 1 = 0 (modn).
Ispat: H, ,, nin yonlendirilmis bir tiggen igerdigini varsayalim. IP; (n), H,, nin koseleri

tizerinde transitif olarak hareket ettiginden bu tggenin oo — % - % — oo bigiminde

oldugunu varsayabiliriz. Teorem 2. 27 de % - % kenarinin durumu ispatlandi. Burada iki
durum vardir. Birincisi; 3 bir £ € Z[i] birimi 6yle ki (u —r)e = 1 ve r = —su? (modn)
dir. Bu ise bize £?u? + eu — 1 = 0 (modn) denkligini verir. Ikinci durumda ise; 3 bir
¢ € Z[i] birimi dyle ki (u —7)e = 1 ve r = gu? (modn) dir. Buradan e?u? —su+ 1=
0 (modn) denkligini elde ederiz. Dolayisiyla £?u? + su + 1 = 0 (modn) elde etmis
oluruz.

Tersine; ¢ € Z[i] bir birim olmak iizere £?u?+ eu + 1 = 0 (modn) olsun. Bu

takdirde Teorem 2.25 den 2 — &=
n &n

H,, de bir kenardir ve transitiflikten H,, , de oo — g

-1 . -1 ; e .
ve Szn — oo kenarlar1 vardir. Boylece H,,, de oo — % - Ezn — oo yonlendirilmis tliggeni
bulunur.

2.3. Modiiler Grubun Picard Grubundaki Normalliyeni

[P picard grubu;

P:= {(CCL Z):a,b,c,d € Z[i] ve ad — bc = 1}

seklinde idi. Ayrica

=(i 1)

olmak tizere;

=5 o) =g =6 )

P={(xuynrx3=ut=y3=r?2=((w?=(y)?>= (ry)? = (ru)? =1) dir.

Burada, x(z) = lz;

z+1 i
+1 z

, u(z) = —i , Y@ =— ve 1r(2)= - seklindedir. Ayrica ;

Gl = <u,y, x) = S3 * Z3A4_ Ve GZ = <u,y, T‘) = 53 * ZZDZ dll‘ [12]
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I' modiiler grubu ise;

_¢f(a DbY. e
r_{(c d).a,b,c,deZvead bc = 1}

seklinde idi. Dolayisiyla I' = (u,y) seklindedir. P nin grup yapist I" nin grup yapisina

oldukca benzerdir. Ayn1 zamanda P nin esas kongriians alt gruplarinin yapisi da I' nin esas

kongriians alt gruplarinin yapisina benzerlik gosterir. Burada I, P de normal degildir. O

halde I" nin IP deki normalliyenini aragtiralim. I nin [P deki normalliyeninin
Np(I)={g€P:gl'g" =T}

seklinde oldugunu hatirlayarak I nin IP deki normalliyeninin Np(I") oldugunu goésterelim.

Teorem 2.30. [8,12,13,32] I nin IP deki normalliyeni Np(I') = G, = S5 * z,D, dir.

Ispat: Burada x, u, y ve r ile temsil edilen matrisleri kullanabiliriz. Bunlar;

xz((i) ;) ”z(_o1 (1)) y:(_11 é) =((i) (l))

seklindedir. Burada s € P dyle ki sI's™!  I" doniisiimlerini aramaliy1z. Ciinkii bu, esitligi
gostermek icin yeterlidir. Oncelikle P nin iireteclerini diisiinelim. Biliyoruz ki u ve y I' y1

a

tretirler. I' nin bir eleman1 h = (c b) olsun. Bu gosterir ki xhx™* ¢ I'verhr™1 e I

d
dir. Simdi V kiimesin u, y ve r tarafindan iiretilen bir kiime oldugunu diisiinelim.
N=yru?=y>=r?=(y)?=(0w?=1)
=(unrnut=rt=>0Cw?=10=«(y,nrny3=r2=0y)?=1)
=Dy * 2,55 = G,
Simdi V' = Np(I') oldugunu gosterelim. Agikca N < Np(I') dir. O halde yalnizca
Np(I') € N oldugunu goéstermek yeterlidir. Np(I") nin bir elemant g olsun. Tanim geregi
grg=t =T dir. Ozellikle u,y,t €I i¢in gug™* €T, gyg € I' ve gtg~t € I' dir ki

burada t, z — z + 1 seklinde bir déniistimdiir.

2 4 p2
1 _1:(—ac—bd a +b)’
(1) gug —c?—-d? ac+bd

2 2
9 _1=(ad—ac—bd a—ab+b)
@) gvg cd—c*—d?* ac—bc+db

ve

2 2
3 t_1:<ad—ac—bc a )z(l—ac a )
(3) gtg —c? ac — bc + ad —c? 1+4+ac

dir. gug™t, gygtve gtg~! € I' oldugundan (3) ten a® € Z, c? € Z ve ac € Z dir. (1) den
a’?+b*€Z b*€Z,—c?>*—d*€e Z,d?> € Zveac+ bd € Z, bd € Z dir. Benzer sekilde
(2) den ad € Z, bc € Z, ab € Z ve cd € Z dir. Eger a?,b?,c?,d? € Zise a,b,c,d nin
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her biri tam say1 veya saf imajiner say1r olmak zorundadir. Ayni zamanda ac € Z
oldugundan a ve ¢ nin her ikisi tamsay1 veya saf imajiner say1 olmak zorundadir. Benzer
sekilde ad € Z ve bc € Z; a, b, c,d ayn tipten olmak zorundadir. Sonug olarak a, b, c,d

nin hepsi ya tamsay1 ya da saf imajiner say1 olmak zorundadir. Bu durumda,

_ali b,i._ll o ronro g H
g_(c’i d’i)' a'd +b'c’"=1, a',b',c',d" € Zdir.

s = (b, a,); b'c’ —a'd’ =1 T nin bir eleman: ve buradan
d c
_ _ b, a, 0 [ _ a,i b’l P T/ o
g=sr=(y D) o= q)i—ad+re=1
olur. Bu yiizden g € N've g, Np(I') nin keyfi bir elemanidir. O halde ' = Np(I") elde

ederiz.
Yani,
.— a b a’i b’l . AR N AT} _ _ T
Np(I') := {(c d) U (c’i d,i).a,b,c,d,a,b ,c',d' € Zvead —bc=1,—a'd +
b'c' =1 }
seklindedir.

Np(I), Qi) tizerinde transitif degildir. Gergekten;

Varsayalim ki transitif olsun. Yani; V i, o € Q(i) olmak iizere

1. Durum : (Ccl Z) (i) = ((1)) lacak sekilde (CCL Z) € Np(I') vardir.

ai+b=1 _ _ _ _ a by_(0 1
CH_d:O}:»b—l,a—O,d—O,c—O dir. O halde (C d)_(O 0) olup
ad — bc = 0 dir. Bu ise (Ccl Z) € Np(I') olmasiyla gelisir.

L(ai b (i _ (1 . ai bi
2. Durum: (ci di) (1) = (0) olacak sekilde (ci di) € Np(I') vardir.
—a+bi=1

}= b=0a=-1,d=0,c=0 dr. O halde (‘C‘l‘ Zﬁ) - (_ol g) olup

—c+di=0
bi
di
Dolayistyla Np(I'"), Q(i) iizerinde transitif degildir. Ayrica Np(I') nin cusp kiimesi Q
_ (a-a+/(ata)? -4 _

2¢ -

ad — bc = 0 dir. Bu ise (Z: ) € Np(I') olmasiyla gelisir.

dir. Gergekten; T € Np(I') i¢in T nin sabit noktalart z;,
(a—d)++/|a+d|?-4

2c

(a-d)

——olur
2c

seklinde idi. Parabolik doniisiimde |a + d| = 2 oldugundan z =

ki burada T € Np(I') oldugu igin a,b,c,d ya tam say1 ya da saf imajiner sayidir.
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Dolayisiyla Z=% € Q dir. Simdi de Np(I') nin cusp kiimesi Q := Q U {0}

tizerindeki hareketini inceleyelim.

2.3.1. Np(I') nin Q Uzerindeki Hareketi

-~

Q = QU {0} genisletilmis rasyonel sayilar kiimesinin her bir elemant, x,y € Z ve
(x,y) =1 olmak iizere, % indirgenmis kesri olarak yazilabilir. gz :—; oldugundan bu

gosterim tek degildir. oo u, % = %1 ile temsil edecegiz. Np(I') nin Q iizerindeki hareketi;

(a b) EN ax+by (ai bi) x aix+biy _ i(ax+by) _ ax+by

c d)'y " cxray ci di)'y " drrdiy = dextdy) — cxtdy seklindedir.
Teorem 2.31. Np(I') nin @ tizerindeki hareketi transitiftir.

fspat: Vv = %, w = % € Q elemanlart icin T (%) = 2 olan Te Np(I') doniisiimiiniin

varligini gosterelim. Bunun i¢in Vv = %e Q elemaninin oo un yériingesinde oldugunu

gostermemiz yeterli olacaktir. v = %e Q (indirgenmis formda) olsun. (a,b) =1

a x
oldugundan 3 x,y e Z oyle ki ax — by = 1dir. Boylece, g = (b y) € Np(I') dir ve

ai xi

(Z ;C/) ((1)) = (Z) oldugundan g(0) =% dir. Ayrica h:= (bi yl)eN[P(r) dir ve

(Zi ;i) ((1)) = (Zi) oldugundan h() =% dir. Dolayisiyla %, oo un yoriingesindedir.

Yani, Np(I') nin Q iizerindeki hareketi transitiftir.

2.3.2. Imprimitif Hareket

Biliyoruz ki Iy(m) = {(* Z

alindigmdavVneNigin I, <I(n) <I' ve n>1 ise I, < [[(n) <T dir. Dolayisiyla

)e rc=0 (modn)} kongriians alt  grubu

I, < Iy(n) < Np(I') dir. Boylece Np(I'), Q iizerinde imprimitif olarak hareket eder.
v =£ , W =§ e Q olmak iizere, v = g() ve w = g'(x) olan g,g'e Np(I') vardir.

Burada iki durum s6z konusudur:
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X k
1. Durum: Burada g = (Z :) ve g’ = (y *) formundadir. v * w & g7 1g'e I (n)

And (—*g :) (;C/ :) = (ry i sx :) € [(n) & ry —sx = 0 modn dir. Boylece, T~

© ry — sx = 0 (modn) dir.

1%

kd
y
2. Durum: Burada g = (:i :) veg' = (;i :) formundadir. v~ w < g 1g'e I}(n)

* *\ [(XT * * * _ . .
= (—si ri) (yi *) = (sx —ry *) e[ (n) & sx —ry =0 (modn) dir. Boylece,

w =

~ % & sx —ry = 0 (modn) dir.

2.3.3. Np(I') mn Q Uzerindeki Alt Yoriingesel Graflar

Np(I'), Q iizerinde transitif olarak hareket ettiginden v € Q olmak iizere her bir alt
yoriingesi bir (oo, v) ¢ifti igerir. v € Q oldugundan v = %, n >0, (u,n) = 1 bigimindedir.
Bu alt yoriingeyi O(u,n) ile ve buna karsihik gelen alt yoriingesel grafi da G(u,n) ile
gosterecegiz. v = o0 = % = %1 oldugu durumda G, , = G_y, trivial alt ydriingesel grafi
elde edilir. Biz trivial olmayan alt yoriingesel graflari incelemek istedigimiz i¢in v e Q

varsayalim.

Teorem 2.32. ~ » = G, ,, de bir kenardir <
sy ,

(i) x = ur modn, y = us modn, ry — sx = n veya

(i) x = —ur modn, y = —us modn ve ry — sx = —n veya

(iii) x = ur modn, y = us modn, ry — sx = —n veya

(iv) x = —ur modn,y = —usmodnvery —sx =n
olmasidir.

ispat: “=”: 1. Durum: X5 Z € G, olsun. Bu taktirde 3T = (CC‘ Z

: ) € Np(I') Gyle ki

1%}

_x

T (o) =Z ve T(=)=Z dir. Bu durumun ispatt Teorem 2.12 de verilmistir. Yani,
s n y

1.durumda (i) veya (ii) sartlar1 saglanir.
(a’i b'i

N i —
2. Durum: S~ € Gyp olsun. Bu taktirde 3 g = i dl

: )e Np(I') dyle ki g(o0) =*

ve g (%) = gdir. Bu bize ;



47

(Zf Zi) ((1) Z):Ci ;i) (2.16)
@ 006 =G 50 @47)
G a6 w=5 5 218
@ oG 9= ) 2.19)

matris esitliklerinden birini verir.
(2.16) esitligini ele alalim:
ai b'i 1 u a'i diu+bin (Ti Xi) e . .. )
= = . .| esitliginden a'i=r7r1i, ci=si,
(c’i d’i) (0 n) (c’i c'iu + d’in) si yi) SN
aiu+bin=xi, ciu+din=yi > xi =ad'iu (modn) ve yi = c'iu (modn) =
x = ur (modn) ve y = us (modn) elde edilir ve ayrica determinanttan;

—ardr+brer=1
(=a'd +b'c).n=—-ry+sx=——— ry—sx =—-n elde edilir. Benzer sekilde

(2.17) den de x = ur (modn) , y = us (modn) ve ry — sx = —n elde edilir.

(2.18) esitligini ele alalim:

ooali "i —ri xi e . . . . ; ; ;
(a’% a’fu T b,l,n) = ( . ) esitliginden a'i = —ri, c¢'i = —si, a'iu+ b'in = xi,
c'i ciu+din —Sst Yt
ciu+d'in=yi = xi =d’iu (modn) ve yi = c'iu (modn) = x = —ur (modn) ve
y = —us (modn) elde edilir ve ayrica determinanttan;

(=a'd"+b'c).n=ry—sx = ry—sx =n elde edilir. Benzer sekilde (2.19) dan da
x = —ur (modn), y = —us (modn) ve ry—sx =n elde edilir. Boylece bu dort
durumdan da (iii) veya (iv) saglanir.

“<=": Teorem 2.12 de (i) veya (ii) sartlar1 saglandiginda §—>§ nin G, , de bir kenar

oldugu gosterilmistir. Simdi varsayalim ki (iii) saglansin. Yani, x = ur (modn),

y = us (modn) ve ry — sx = —n olsun. E - i nin G, , de bir kenar oldugunu gosterelim.

x=ur (modn)=>3keZ:x=ur+knve
y=us (modn)=>3leZ:y=us+Indir.
T = (n kl) matrisinin Np(I") nin eleman1 oldugunu gésterirsek istenen elde edilir.

si i
r()=( D6 =Catm) =01 v

= (¢ ()=

ry —Sx = —n oldugundan ry—sx =r(us+In) —s(ur + kn) = —n =



48

rus+rin—sur—skn=-n > rin—skn=-n =2>rl—sk=-1=>sk—rl=1dir.

i ki) _ _(ri ki .
det (si li) =1=T= (si li) € Np(I') elde edilir.

Benzer sekilde (iv) lin saglandig1 varsayilip E - § nin Gy , de bir kenar oldugu gdriiliir.
Sonu¢ 2.33. uv = +1 (modn) ise bu taktirde G, ile G,, eslesmis alt ydriingesel
graflardir.

Ispat: (I) uv = 1 (modn) olsun. Bu taktirde Teorem 2.32 ye gére asagidaki durumlara
bakalim:

1. Durum: x = ur (modn), y = us (modn) ve ry — sx = n dir. Buradan

vx = vur (modn) = r = vx (modn)

vy = vus (modn) = s = vy (modn) ve sx —ry = —n oldugundan % - g € G, Olur,

Buradan G, , ile G, eslesmistir.

2. Durum: x = —ur (modn), y = —us (modn) ve ry — sx = —n dir. Buradan

vx = —vur (modn) = r = —vx (modn)

vy = —vus (modn) = s = —vy (modn) ve sx —ry = n oldugundan§ - g € Gy, olur.
Buradan G, , ile G, , eslesmistir.

3. Durum: x = ur (modn), y = us (modn) ve ry — sx = —n dir. Buradan

vx = vur (modn) = r = vx (modn)

vy = vus (modn) = s = vy (modn) ve sx —ry = n oldugundan % - E € Gy Olur.
Buradan G, , ile G, ,, eslesmistir.

4. Durum: x = —ur (modn), y = —us (modn) ve ry — sx = n dir. Buradan

vx = —vur (modn) = r = —vx (modn)

vy = —vus (modn) = s = —vy (modn) ve sx —ry = —n oldugundan g - E € Gyn
olur. Buradan G, , ile G, , eslesmistir.

(1) uv = —1 (modn) olsun. Bu taktirde Teorem 2.32 ye gore asagidaki durumlara
bakalim:

1. Durum: x = ur (modn), y = us (modn) ve ry — sx = n dir. Buradan

vx = vur (modn) = r = —vx (modn)

vy = vus (modn) = s = —vy (modn) ve sx —ry = —n oldugundang - 2 € G, olur.

Buradan G, , ile G, eslesmistir.
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2. Durum: x = —ur (modn), y = —us (modn) ve ry — sx = —n dir. Buradan

vx = —vur (modn) = r = vx (modn)

vy = —vus (modn) = s = vy (modn) ve sx —ry = n oldugundan % - g € Gy olur.
Buradan G, ,, ile G, eslesmistir.

3. Durum: x = ur (modn), y = us (modn) ve ry — sx = —n dir. Buradan

vx = vur (modn) = r = —vx (modn)

vy = vus (modn) = s = —vy (modn) ve sx —ry = n oldugundan % - g € G, Olur,
Buradan G, , ile G, eslesmistir.

4. Durum: x = —ur (modn), y = —us (modn) ve ry — sx = n dir. Buradan

vx = —vur (modn) = r = vx (modn)

vy = —vus (modn) = s = vy (modn) Ve sx — 1y = —n oldugundan§ - g € Gy, olur.
Buradan G, , ile G, , eslesmistir.

Sonug¢ 2.34. G, , kendisiyle eslesmistire u? = +1 (modn) dir.

Ispat: “=": Kabul edelim ki G,, ,, kendisiyle eslesmis olsun. Béylece 3 Te Np(I') dyle ki

(oo, 3) 5 G oo) dur. Buradan;

n

1. Durum: T = (Z :2) € Np(I') dir. Ciinki,
¥ :2) )=0) v (¢ :2) () =(5) dir. detT=1 = w2 +nb=1=
u? =nb — 1 = u? = —1 (modn) olur.

2. Durum: T = (¥ :2') € Np(I") dir. Ciinkil,

ni [
(20 ()= () ve (4 Z0Y() =(;) dir- detT=1= w—nb=1=

u? =nb + 1 = u? = 1 (modn) olur. Yani, u? = +1 (modn) elde edilir.
“<=”: u? = 1 (modn) olsun. O halde —u? = —1 (modn) yazilir. Buradan —u? + nb =
. . ) ui  —bi ui  —biy
1 olacak sekilde bir b € Z vardir. Boylece (ni —ui) € Np(I') dir ve (ni —ui) ile

u u

00 — —ve = — oo olur.
n n

u? = —1 (modn) olsun. O halde —u? =1 (modn) yazilir. Buradan —u? +nb =1

olacak sekilde bir b € Z vardir. Boylece (lfl :3) € Np(I') dir ve (Z :2) ile o - % ve

% — oo olur. Buradan G, ,, kendisiyle eslesmistir.



50

Lemma 2.35. E ve g € Q indirgenmis rasyonel sayilar olsun. Bu takdirde asagidakiler
denktir:

(i) E ve % F de ardisik koselerdir.

(ii) ry — sx = +1 dir.

(iii) Bir m € N i¢in E ve ;—C E,, de ardisik kdselerdir.

2.3.4. Gy, Ve F,, Graflan

Bu béliimde F = G, ; Farey grafinin dzelliklerini diger G,, ,, alt ydriingesel graflarina
nasil genisletebilecegimizi gorecegiz. Np(I"), Q iizerinde transitif olarak hareket ettiginden

bloklart transitif olarak permiite eder. Dolayisiyla alt graflarin hepsi izomorftur. G, ,, nin,
koseleri o u igeren [oo] = {% € Q:y =0 (modn)} blogunda olan alt grafin1 E,,, ile
gosterelim. Buna gore Teorem 2.32 den asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 2.36. g - % F, ., de bir kenardir <

(i) x = ur modn, ry — sx = nveya

(if) x = —ur modn, ry — sx = —n veya

(ili) x = ur modn, ry — sx = —n veya

(iv) x = —urmodn, ry—sx=n
olmasidir.

Teorem 2.37. I(n) E,, nin kdselerini ve kenarlarim transitif olarak permiite eder.

Ispat: i1k 6nce Iy(n) nin E, » nin kdselerini transitif olarak permiite ettigini gosterelim:

F, », nin koseleri oo u iceren [oo] = {% eQ:y=0 modn} blogunun elemanlari oldugundan

— e k t ~ .. .
v,w € [oo] F,,, grafinin iki kosesi ve v = —vew=— olsun. Np(I'), Q tizerinde transitif

olarak hareket ettiginden 3T = (Ccl Z) € Np(I') Oyle ki w=T(v) dir. Boylece,
a b\(k\_ (ak+blny_(t e e .

(c d) (ln) = (ck + dln) = (sn) olup ck = sn — din = (s — dl)n dir. Buradan n | ck

olur ve (k,n) =1 oldugundan n|c bulunur. Boylece T eI(n) olur. Ayrica

_ (ai bi .. . _ . .

g = (ci di) € Np(I') Oyle Ki w=g(v) dir. Boylece,
ai  bi\ (kY _ (aki+blniy _ (t aki+blni _ ak+bln _ t - :

(ci di) (ln) o (cki + dlni) o (sn) olup cki+dini  ck+din  sn elde edilir. ‘Yani
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buradan da n | ¢ bulunur. Bdylece g € I(n) olur. Dolayisiyla Iy(n) F,, nin koseleri
lizerinde transitif olarak hareket eder. T: [oo] — [oo] doniisiimii [ (n) € Np(I') nin elemani
oldugundan birebir Orten bir doniisimdiir dolayisiyla T koseler {iizerinde bir
permiitasyondur.

Simdi gosterelim ki F, ,, I(n) nin kenarlarini transitif olarak permiite eder. x; — y;
ve x, -y, F,, de iki kenar olsunlar. Np(I') F,, nin kenarlar iizerinde transitif olarak

p
q

§(x1) = S(1) = S(x2) » S(yz) dir. Boylece S(x1) =S(x2) ve S(y1) =S¥2)

o e =G D) ) =5 ) () ot uracan

(i) (Ppl + 7”61171) _ (prz + rCIZn)

r
hareket ettiginden 3 S = ( s) € Np(I') oyle ki S(x; = y;1) = S(x, = y,) dir. Yani;

qpy +sqin qpz + sqzn
.\ (DT F TSN (PTy F TSN L
(i) (qu + ssln) - (qrz + sszn) d

(i) den qry +ss;n=gqr, +ss,n = qry—qr, =(ss,—ssn => q(r,—1y) =

Hr - - .
(ss,—ssyn=>n|q(ry—r) ’L;“? n | q elde edilir. Bu da bize Se I,(n) oldugunu

sOyler.
Ayrica 3T = (Zi Z) € Np(I') oyle ki T(x; = y;) =T(x, = y,) dir. Boylece
_ _ pit ri\/P1\ _ (pi Ti\/[ D2
pt ri\/m\ _ (pl ri\(T2 ]
(qi si) (Sln) = (qi si) (Szn) olur. Buradan;
(i) (ppli + rqlni) _ (przi + rqzni)
qpqi + sqqni qp,i + sqyni
.. (prli + rslni> _ (przi + rszni> dir
(i) qrii + ssyni) — \qryi + ssyni "
(i) den qrii + ssyni = qryi + ssyni = qr; — qry, = (ss, —ss;)n =

Hry - - .
qiry = 1) = (ss, —=ssypn=>nlq(r, —13) M n | q elde edilir. Bu da bize Te I,(n)

oldugunu sdyler. Boylece Iy(n) F,, nin kenarlari iizerinde transitif olarak hareket eder.
F, » nin kenarlarmin kiimesi K ile gosterilirse S,T:K — K dir ve S,Te I(n) € Np(I')
oldugundan birebir 6rten bir doniistimdiir yani S ve T bir permiitasyondur. Boylece; I (n)

nin F,, nin kenarlarini transitif olarak permiite ettigi gdsterilmis oldu.
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Teorem 2.38. F,, bir iiggen igerir & u® ¥ u+ 1 = 0 (modn) dir. (o ile baslayan bir
licgen igin, u? — u + 1 = 0 (!modn) ise liggenin kenar sartlar1 sirastyla Teorem 2.36 daki
(i), (i), (i) veya (iv), (iii), (iii); u? + u+ 1 = 0 (modn) ise iiggendeki kenar sartlari
sirastyla Teorem 2.36 daki (i), (ii), (ii) veya (iv), (iv), (iii) seklindedir. Eger iicgen oo ile
baslamiyor ise bu iiggenin kenar sartlari, co ile baslayan iiggenin kenar sartlarinin kendi
aralarinda yer degistirmelerinden ibarettir).

Ispat: “=": Kabul edelim ki F,, bir iiggen ihtiva etsin. Teorem 2.37 den I(n) F,,, nin

kdseleri iizerinde transitif olarak hareket ettiginden bu iiggen l.durumda v e F,, igin

0 — % — v - oo formunda, 2.durumda vyeF,, i¢in o — _7” — v, - oo formundadir.

Simdi bu durumlar1 inceleyelim:
1. Durum: v — oo oldugundan Teorem 2.36 ya gore 3 r € Z dyle ki v = % dir. Buna gore

g % € F,, oldugundan u — r = £1 dir. Bdylece ﬁggen% - % - uTil - % seklindedir.

S

LN u-1 1 u-1 1 . . .
(a) = = - —— — ——-olsun. — — = g6z Oniine alinirsa;
0 () n()@{v) n (i), (i) 0 n 0

(1-) (ii) gegerli ise bu taktirde 1 = —u(u — 1) modn veya

(2-) (iii) gegerli ise bu taktirde 1 = u(u — 1) modn dir.
(a.1) % - uT_l i¢in (i) kenar sart1 gegerli olsun. Bu takdirde;
u—-1)=u?modn=u?—-u+1=0modn (2.20)
elde edilir. Buna gore
(a.1.1) (1-) i (2.20) de yerine yazarsak
u? —u—u?+u=0modn= 0= 0modn

. 1 -1 1. s
bulunur ki bu ol % - uT — < liggeni igin u? —u+ 1 = 0modn ve kenar sartlarinin

strastyla (i), (1), (i1) oldugunu gosterir.
(a.1.2) (2-) yi (2.20) de yerine yazarsak

w—u—u?+u=0modn = 2u(u—1)=0modn = u=0modn veya
(u—1) = 0modn
elde edilir ki bu durum (u,n) =1 ve (u — 1,n) = 1 olmasiyla gelisir. Buna gore tiggen
olma sarti u? — u + 1 = 0 modn oldugunda kenar sartlar1 sirasiyla (i), (i), (iii) olamaz.
(a.2) % - uT_l i¢in (iv) kenar sart1 gegerli olsun. Bu takdirde

u—1=—-u? modn = u?+u—1=0modn (2.21)

elde edilir. Buna gore
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(a.2.1) (1-) i (2.21) de yerine yazarsak
u? +u+u? —u=0modn = 2u? = 0 modn = u = 0 modn
elde edilir ki bu (u,n) = 1 olmasiyla celisir. Buna gore iiggen olma sart1 u? + u — 1=
0 modn olamaz ve kenar sartlar1 sirasiyla (i), (iv), (ii) olamaz.
(a.2.2) (2-) yi (2.21) de yerine yazarsak
u? +u—u?+u=0modn= 2u = 0modn = u = 0 modn
celiskisi elde edilir ki bu durumda da {iggen olma sart1 u? + u — 1 = 0 modn olamaz ve

kenar sartlar1 sirasiyla (i), (iv), (iii) olamaz.

1 u u+1 1 u+1 1 . ..
(b) = —> = ——> — —— = olsun. — — - g6z 6niine alinirsa;
0 (i) n (i0),(iii) n (i), (i) 0 n 0

(3-) (ii) gegerli ise bu takdirde 1 = —u(u + 1) modn veya

(4-) (iii) gegerli ise bu takdirde 1 = u(u + 1) modn

dir.

(b.1) % - uTH icin (ii) kenar sart1 gecerli olsun. Bu takdirde;
u+1)=—-u?modn=u?+u+1=0modn (2.22)

elde edilir. Buna gore

(b.1.1) (3-) @ (2.22) de yerine yazarsak

w4+ u—u?®—-—u=0modn= 0= 0modn

. 1 +1 1 . -
bulunur ki bu i % - uT — < liggeni igin u? +u+ 1= 0modn ve kenar sartlarinin

strastyla (i), (ii), (ii) oldugunu gosterir.
(b.1.2) (4-) 0 (2.22) de yerine yazarsak

w+utu?+u=0modn = 2u(u+1)=0modn = u=0modn veya
u+1=0modn
elde edilir ki bu durum (u,n) =1 ve (u+ 1,n) = 1 olmasiyla gelisir. Buna gore iiggen
olma sart1 u? + u + 1 = 0 modn oldugunda kenar sartlar1 sirastyla (i), (ii), (iii) olamaz.
(b.2) % - uTH icin (iii) kenar sart1 gecerli olsun. Bu taktirde;

(u+1) =u?modn=u? —u—1=0modn (2.23)
elde edilir. Buna gore
(b.2.1) (3-) i1 (2.23) te yerine yazarsak

u? —u+u?+u=0modn = 2u? = 0 modn = u = 0modn
elde edilir ki bu (u,n) = 1 olmasiyla celisir. Buna gore ilicgen olma sart1 u? —u—1=

0 modn olamaz ve kenar sartlar1 sirasiyla (i), (iii), (ii) olamaz.
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(b.2.2) (4-) 0 (2.23) te yerine yazarsak

u? —u—u?—u=0modn= 2u = 0modn = u = 0modn
celiskisi elde edilir ki bu durumda da iiggen olma sarti u? —u — 1 = 0 modn olamaz ve
kenar sartlar1 sirasiyla (i), (iii), (iii) olamaz.

2. Durum: v; = oo oldugundan Teorem 2.36 ya gore 3 r; € Z dyle ki v; = % dir. Buna

gore _Tu —>% € F,,, oldugundan —u —r; = +1 dir. Bdylece iiggen %—> _Tu - _Ifl %

seklinde olur.

(c) % o _Tu T _1::1 (ii)'(iii)% olsun. %ﬂ - % goz oniine alinirsa

(5-) (ii) gegerli ise bu takdirde 1 = —u(—u + 1) modn veya

(6-) (iii) gegerli ise bu takdirde 1 = u(—u + 1) modn

dir.

(c.1) _7” - _1:1 icin (ii) kenar sart1 gegerli olsun. Bu takdirde;
—u+1=u?modn=u?+u—1=0modn (2.24)

elde edilir. Buna gore
(c.1.1) (5-) i (2.24) te yerine yazarsak
u?+u—u?+u=0modn = 2u = 0modn = u = 0modn
celiskisi bulunur. Buna gore burada iicgen olma sart1 u?> + u — 1 = 0 modn olamaz ve
kenar sartlar1 sirastyla (iv), (i), (ii) olamaz.
(c.1.2) (6-) y1 (2.24) te yerine yazarsak
u? + u+u? —u = 0 modn = 2u? = 0 modn = u = 0 modn
celiskisi elde edilir. Bdylece bu iiggen i¢in u? +u— 1= 0modn iiggen olma sarti

olamaz ve kenar sartlar sirasiyla (iv), (ii), (iii) olamaz.

(c.2) _Tu - 1;“ igin (iii) kenar sart1 gegerli olsun. Bu takdirde;
—u+1=-u?modn=u?—-u+1=0modn (2.25)
elde edilir. Buna gore
(c.2.1) (5-) i1 (2.25) te yerine yazarsak
u?—utu?—u=0modn = —2u(-u+1)=0modn= u=0modn veya
(—u+1) = 0modn
elde edilir ki bu (u,n) =1 ve (—u+ 1,n) =1 olmasiyla gelisir. Buna gore {iggen olma
sartt u? — u + 1 = 0 modn oldugunda kenar sartlar1 sirastyla (iv), (iii), (ii) olamaz.

(c.2.2) (6-) i (2.25) te yerine yazarsak
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u? —u—u? +u = 0 modn = 0 = 0 modn
bulunur ki bu iiggen olma sartinin u? —u + 1 = 0 modn oldugunu ve kenar sartlarinin

strastyla (1), (iv), (ii1) oldugunu gosterir.

1 -u -u-1 1 -u-—1 1 . ..
d)=— —— —— = 0lsun. —— — - g6z Oniline alinirsa
0Gv) n (O)(Gv) n ({)3EHO n 0

(7-) (ii) gegerli ise bu takdirde 1 = —u(—u — 1) modn = 1 = u(u + 1) modn veya
(8-) (iii) gegerli ise bu takdirde 1 = u(—u — 1) modn = 1 = —u(u + 1) modn
dir.

L;_l icin (i) kenar sart1 gecerli olsun. Bu takdirde;

(d1)—-
—u—1=-u?modn =u?—-u—1=0modn (2.26)
elde edilir. Buna gore
(d.1.1) (7-) yi (2.26) da yerine yazarsak
u? —u—u? —u = 0modn = 2u = 0 modn = u = 0 modn
bulunur ki bu bir ¢eliskidir. Buradan bu iicgen i¢in u? — u — 1 = 0 modn iicgen olma sart1
olamaz ve kenar sartlari sirasiyla (iv), (i), (ii) olamaz.
(d.1.2) (8-) i (2.26) da yerine yazarsak
u? —u+u® + u = 0 modn = 2u? = 0 modn = u = 0 modn

celiskisi elde edilir. Buna gore yine iiggen olma sarti1 u> —u — 1 = 0 modn olamaz ve

kenar sartlar1 sirasiyla (iv), (1), (ii1) olamaz.

(d.2) —Tu -

1;_1 i¢in (iv) kenar sart1 gecerli olsun. Bu taktirde;
—u—1=u?’modn=u?>+u+1=0modn (2.27)
elde edilir. Buna gore
(d.2.1) (7-) yi (2.27) de yerine yazarsak
u?+utu?+u=0modn = —2u(—u—1)=0modn = u=0modn veya
—u—1=0modn
elde edilir ki bu (u,n) =1 ve (—u — 1,n) = 1 olmasiyla gelisir. Buna gore iiggen olma
sartt u? + u + 1 = 0 modn oldugunda kenar sartlar1 sirastyla (iv), (iv), (ii) olamaz.
(d.2.2) (8-) i (2.27) de yerine yazarsak
u? + u—u? —u = 0 modn = 0 = 0 modn
elde edilir ki bu iiggen icin u? + u + 1 = 0 modn iicgen olma sartidir ve kenar sartlari

strastyla (iv), (1v), (iii) olur.
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ut1

1 u 1 = I .
Sonug olaraka A E, » de bir liggen ise;

(a.1.1) den u? — u + 1 = 0 modn ve kenar sartlari sirasiyla (i), (i), (ii)
(b.1.1) den u? + u + 1 = 0 modn ve kenar sartlar sirastyla (i), (ii), (ii)

. 1 -u -utl
dirve=- - —-
0 n

1 5 - .
— E, », de bir liggen ise;

(c.2.2) den u? — u + 1 = 0 modn ve kenar sartlar1 sirasiyla (iv), (iii), (iii)
(d.2.2) den u? + u + 1 = 0 modn ve kenar sartlar1 sirastyla (iv), (iv), (iii)
bulunur.
“=":u? 4+ u+ 1 = 0 modn olsun. Buna gore
1. Durum: Teorem 2.36 ya gore co — % - uTﬂ — oo yonlendirilmis tiggeni F, ,, dedir.
2. Durum: (@) u?—u+1=0modn olsun. Buradan —u+1= -u?modn ve

1 = u(—u + 1) modn bulunur. Buna gore %—> %u 2t

—>% elde edilir ki bu F,,, de

kenar sartlar1 sirasiyla (iv), (iii), (iii) olan tiggendir.

(b) u2+u+1=0modn ise —u—1= u?modn ve 1=u(—u—1) modn dir. Bu

-u-1

ikisinden % - _?u - - % dir. Bu ise F,,, de kenar sartlar1 sirastyla (iv), (iv), (iii) olan
ticgendir.

Ornek 2.39. -2 g N %

—_

Fy, de u?—u+1=0(modn) yani 32-3+1=

0 (mod 7) olan bir tiggendir ve uygun teoremdeki (iv), (iii), (ii1) sartlarini saglar.
4=-31(mod7), ry—sx=7
5=34(mod7), ry—sx=-7
1=35 (mod7), ry—sx=-7

Ancak bu F; ; de bir liggen degildir.

—>li3—>%—>% Fy13 de u> —u+1=0(modn) yani 4> —4+1=

Ornek 2.40.

[=RE

0 (mod 13) olan bir tiggendir ve uygun teoremdeki (iv), (iii), (ii1) sartlarin1 saglar.
9=-4.1 (mod13), ry —sx =13
10 = 4.9 (mod 13), ry — sx = —13
1=4.10 (mod 13), ry —sx = —13

Ancak bu F, 13 de bir liggen degildir.

Teorem 2.41. n > 1 i¢in F, ,, ters yonlendirilmis liggen ihtiva etmez.
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Ispat: Kabul edelim ki oo — % « % — oo ters yonlendirilmis {iggeni verilmis olsun. % « %
kenarina Teorem 2.36 y1 uygularsak,

@ r =1modn,r —u =1 veya

(b) r = —1 modn, r —u = —1 elde ederiz.
Her iki durumda da u = 0 modn olur ki bu n > 1i¢in u nun modn ye gore bir birim

olmast ile gelisir. O halde F, ,, bu iiggeni ihtiva etmez.

Simdi F,, o — _7“ « ;—1 — oo ters yonlendirilmis tiggenini ihtiva etsin. Bu takdirde

Teorem 2.36 ya gore _n—u “— :1—1 kenarindan ya
—u=-urpmodn =rm1r =1modn, n+u=1
veya
—u=ur,modn =r, =—1modn, n+u=-1
olur. Bu iki durumda da n > 1 i¢in u = 0 modn geliskisi elde edilir. Buna gére F, ,, , ters
yonlendirilmis licgenini ihtiva etmez.

Teorem 2.42. nift ise F, ,, liggen ihtiva etmez.

Ispat: Kabul edelim ki F, ,,, % mé(;; % (173% icgenini ihtiva etsin. Buna gore n ¢ift

ve (a,bn) =1, (c,dn) =1, (k,In) =1 oldugundan a,c ve k sirastyla (a,n) =1 ,

(c,n) =1, (k,n) = 1 olan tek tamsayilardir. Kenar sartlarindan;
ad—bc=1,cl—kd=-1,bk—al =-1

dir. ad — bc = 1 in her iki tarafi k ile , cl — kd = —1 in her iki tarafi a ile ¢arpilir ve taraf

tarafa toplanirsa ¢ = k — a elde edilir. a ve k tek oldugundan c nin ¢ift oldugu bulunur ki,

bu (c,n) = 1 olmasiyla ¢elisir. O halde n ¢ift ise Fu,n iicgen ihtiva etmez.



3. IRDELEME

Bu tez hazirlanmadan 6nce Modiiler grubun alt yoriingesel graflart ve Picard
grubunun alt yoriingesel graflar1 [17] ve [7] calismalarinda elde edilmistir. Literatiir
taramasi sirasinda Modiiler grubun Picard grubundaki normalliyeninin [32] de yapilan
calisilmaya karsin alt yoriingesel graflarla ele alinmadigi goriilmiistiir. Grup teorisi
tizerinde ¢alisanlarin ifadesi ile bir grubun grafini elde etmek o grubu gorsellestirmenin bir
metodu oldugu gibi, ekonomik cebirsel ispatlar sunmasi agisindan da Onemlidir. Plr
cebirsel tekniklerle elde edilebilecek kimi bilgilere graflarla ¢ok daha etkili bir sekilde
ulagilabilir [25]. Graflardan elde edilebilecek grup iiretecleri ve onlar arasindaki
baglantilarla gruplarin gosterimlerinin nasil olabilecegine dair daha ayrintili bilgiler i¢in
[11,25] temel referans kitaplar1 olarak verilebilir. Alt yoriingesel graflar bu diisiincenin bir
tezahiirli olarak ortaya ¢ikmis ve bu teknik modiiler grup, kongriians alt gruplar1 ve
normalliyenlerine uygulanmustir.

Bu tez ¢alismasinda iizerinde ¢alisilan grubun yalnizca 2. ve 3. mertebe eliptik
elemanlar igermesi nedeniyle 6n gorildiigli lizere grafinda ikigen ve liggen devreler
bulunmustur. Ancak ilgili kenar ve devre sartlarinin kiyaslanan diger iki grafla olan
farklar1 ortaya konmustur. Dolayisiyla grubun iist yar1 diizlem iizerindeki ddsemesi
(tessellation) hiicresel olarak benzerlik gostermesine karsin tam olarak nasil oldugu tezdeki

bilgilerden yararlanilarak elde edilebilir.



4. SONUCLAR

Modiiler grubun Picard grubundaki normalliyeninin @ iizerindeki hareketi

neticesinde olusan graf G, , ve birbirine izomorf alt graflardan biri F, ,, ile gdsterilmek

lizere;

1.

G N o g~ W DN

Cfu,n grafindaki kenar sartlar1 elde edildi (Teorem 2.32).
Iki alt yoriingesel grafin hangi durumda es olduklar1 elde edildi (Sonug 2.33).
G_u'n grafinin kendisiyle eslesme sarti elde edildi (Teorem 2.34).
Gy n grafinin Farey grafiyla iliskisi ortaya konuldu.
n alt grafinin kenar sartlar1 elde edildi (Teorem 2.36).

u,
Fu’n alt grafinin liggen devre icerme sartlar1 elde edildi (Teorem 2.38).
F.n alt grafinin baz1 tiggen devre drnekleri verildi.

F, », alt grafinin ters yonlendirilmis iiggen igeremeyecegi gosterildi (Teorem 2.41).



5. ONERILER

1. Bu tez ¢alismasinda normalliyenin I, < I[(n) < Np(I') bagmtisiyla elde edilen
imprimitif hareketiyle ¢aligilmigtir. Buradaki [;,(n) kongriians alt grubu yerine
I;(n) ve I’(n) alt gruplart alnarak diger imprimitif hareketlerin graflari
caligilabilir.

2. I;(n) nin PSL(2,R) deki normalliyeni bilinmektedir. Dolayisiyla bu diisiinceyle
birlikte Iy (n) nin P deki normalliyenin grup yapisi arastirilabilir.

3. Omer Yayenie " Bir Hecke Ayrik Grubunun Bir Standart Temel Bolgesinin
Hiperbolik Konveksligi" adli1 doktora ¢alismasinda ayrik gruplarin temel bolgesini
elde etmek icin bilinen iki temel yontemden farkli olarak bir tligiincii pratik
yontem elde etmis ve bunu modiiler grup ve Hecke gruplarimmin alt gruplarina
uyguladig1 caligmalar1 yaymlamistir. Caligmanin temelinde grubun yan simf
(coset) parcalanis1 yer almaktadir. Alt yoriingesel graflardaki imprimitif hareket
de esasinda bir yan sif pargalanisidir. Dolayisiyla Yayenie'nin makalelerindeki
Np(I") nin temel bolgesi arastirilabilir.

4. Konjonktiir olarak yazilmamasina karsin Np(I') nin grafinda ikigen ve liggen
devrelerin disinda bagka uzunluklu devreler 6ngoriilmemektedir. Bu iddia [4] teki
metottan faydalanilarak gosterilebilir.

5. Hig devre igermeyen graflardaki (orman) minimal uzunluklu yollar ve 6zellikleri

[10] daki gibi arastirilabilir.
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