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Bu tezde, “Pareto Midahaleli Yari-Markov Rastgele Yiriiyiis Siirecinin Asimptotik
Yontemlerle Incelenmesi’’ ele alinmustir. Ele alinan stokastik siirec matematiksel olarak
insa edilmis ve bazi1 genel sartlar altinda bu siirecin ergodik oldugu gosterilmistir. Bunun
yam sira, stirecin ergodik dagilim fonksiyonu ve ergodik karakteristik fonksiyonu Sy,
sinir  fonksiyonelinin  karakteristik yardimi ile ifade edilmistir. Ayrica bundan
yararlanilarak X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ilk dért momenti igin kesin ifadeler elde
edilmistir. Elde edilen asimptotik acilimin yardimi ile hesaplanan moment degerlerinin
kesin degerlere ne kadar yakin oldugunu gostermek i¢in 6zel bir durum ele alinmis ve bu
durum i¢in Monte Carlo simiilasyon yontemi uygulanarak, ergodik momentler igin
degerler elde edilmis ve asimptotik sonuglarla karsilastirilmistir. Karsilagtirma sonucunda,
elde edilen asimptotik agilimlarin simulasyan sonuglarina yeterince yakin olduklar: tespit
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In this thesis “’Examining a semi-Markovian random walk with Pareto distributed
interference of chance by using asymptotic methods’’ is considered. The stochastic
process under consideration is constructed mathematically and, under some general
conditions the ergodicity of the process is discussed. Besides the ergodic distribution
function and, the ergodic characteristic function is expressed by using border functional
Sn(z)- Furthermore by using them, the exact formulas for the first four stationary moments
of the ergodic distirbution of the process X(t) is obtained. By using the obtained
asymptotic expansion, to observe the adequateness of calculated moments to the exact
values, a special case is considered and by using Monte Carlo simulation method some
formulas is obtained for ergodic moments and they are compared with asymptotic results.
As a result of comparison it is observed that the obtained asymptotic expansions are close
enough to the simulation results. Finally the weak convergence theorem for the ergodic
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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Stokastik finans, iktisat, matematiksel biyoloji, miithendislik, kuyruk, stok kontrol
teorisi ve matematiksel sigortanin bircok problemini incelemek icin rastgele yiiriiyiis
siirecleri veya bu siireclerin ¢esitli modifikasyonlar1 genis bir sekilde kullanilmaktadir.

Bu calismada, A.N. Kolmogorov tarafindan 1960-1970’li yillarda tanimlanmus,
literatiirde “Kesikli miidahaleli yari—Markov siiregler” olarak bilinen genis bir stokastik
stirecler ailesinin 6nemli alt smifi ele alinmis ve asimptotik yontemlerle incelenmistir.
Literatiirde bu konuda 6nemli teorik sonuglar bulunmaktadir [5, 7-8, 10-11, 13, 16, 18, 20,
22, 25, 31, 43, 51-52, 54-55, 60-61]. Bu ¢alismalarin sonuglar1 teorik acidan énemli olsalar
da uygulamanin ihtiyacini karsilayabilecek 6zellikte ve uygulanabilir matematiksel yapida
degillerdir. Bu ylizden 1980°li yillardan sonra daha dar ama onemli siniflar ele alinmaya
baslanmistir. Bir veya iki bariyerli yenileme siirecleri ve rastgele yiiriiyiis siiregleri bu
smifa ait Orneklerdir. Fakat bu giine kadar bu siiregler olasilik ve sayisal
karakteristiklerinin karmasik bir yapiya sahip olmasindan dolayr uygulamanin her
thtiyacina cevap verebilecek diizeyde degildirler. Bu sorunu ¢ozmek i¢in 1990’11 yillardan
sonra iki yonde arastirmalara agirlik verilmistir. Bir taraftan bilgisayarla benzetim
yontemleri kullanilarak bilgisayar yardimiyla niimerik sonuglar alinmakta; diger taraftan
ise integral hesaplar i¢in asimptotik yontemlere bagvurularak yaklasik, fakat yeterince
sade ifadeler elde edilmektedir. Bundan dolayr son yillarda asimptotik yontemlerin
uygulanmasina ait 6nemli caligmalar ortaya konulmustur [7, 11, 51]. Ayrica rastgele
yiirliyiis siiregleri kuraminda énemli bir rolii olan harmonik yenileme fonksiyonu i¢in iki
terimli asimptotik agilim elde edilmistir [7]. Buna ilaveten Gauss rastgele yiiriiyiis
stirecinin siir fonksiyonelleri iginde ti¢ terimli asimptotik a¢ilim elde edilmistir [51]. Elde
edilen bu sonuclar ne kadar onemli olsalar da, onlar sadece sinir fonksiyonellerinin
karakteristikleri i¢in bazi 6nemli sonuglar1 ortaya koymaktadirlar. Ancak birgok pratik
problemin ¢dzlimii i¢in sinir fonksiyonellerinin yani sira, siirecin kendi olasilik ve sayisal

karakteristiklerinin de bilinmesi biiyiik 6nem tagimaktadir.



Bu caligmanin temel amaci, asimptotik yontemler kullanilarak, Pareto miidahaleli
rastgele yiirliylis siirecinin olasilik ve sayisal karakteristikleri i¢in pratik 6neme sahip olan

yaklasik ifadeler elde etmektir.

1.2. Literatiir Arastirmalari

Bu calismada, stokastik siireglerin 6nemli bir smifin1 olusturan “Pareto Miidahaleli
Yari—Markov Rastgele Yiriiylis Siireci” ele alinacaktir. Bilindigi gibi yari-Markov
rastgele yiirliyiis siirecleri yari-Markov siireclerinin 6zel halidir. Yari-Markov siirecgleri ile
ilgili problemler ayrintili bir bigimde incelenmistir [13-16, 22, 45, 65].

Hem pratik hem de teorik bakimdan yari-Markov siirecleri i¢in ergodik teoremler ve
bu siireglerin ergodik dagilimlart da olduk¢a Onemlidir. Yari-Markov sinifina ait olan
yenileme siiregleri i¢in ise esas ergodik teorem 1975 yilinda Smith tarafindan
ispatlanmigtir [68, 69].

Sinir-deger problemlerinin incelenmesi dnemli olmasina karsin ele alinan siireglerin
kendi karakteristiklerinin incelenmesi de oldukc¢a 6nemlidir. Ayrica 6zel bir bariyere sahip
yari-Markov rastgele yiiriiylis siiregleri hakkinda calismalarda literatiirde mevcuttur. Bu
caligmalarda O6zel bir bariyerli yari-Markov rastgele yiirliyiis siiregleriyle ilgili ¢esitli

problemler ele alinmis ve ¢oziilmistiir [26, 38-41, 43, 53, 72]. Borg alma stratejisi olarak

yorumlanan ¢ rastgele degiskeninin A>0 parametreli Ustel, ikinci ve iiiincii mertebeden

Erlang ve (o, A) parametreli Gamma dagilimlarina sahip olmasi durumlarinda siirecin

ergodik dagiliminin ilk dért momenti i¢in kesin formiiller ve asimptotik acilimlar elde

edilmistir. Ayrica, £, rastgele degiskenini >0 parametreli Ustel dagilimina sahip olmasi

durumunda, siirecin ergodik dagilimi i¢in zayif yakinsaklik teoremi ispat edilmistir [27].
Normal miidahaleli normal yiiriiyiis siireci matematiksel olarak tanimlanmis ve normal
miidahaleli rastgele yiiriiyiis siirecin ergodik dagilimimnin ilk doért momenti i¢in kesin
ifadeler ve {i¢ terimli asimptotik agilimlar elde edilmistir. Ayrica siirecin ergodik dagilim
icin zayif yakinsama teoremini ispat edilmistir [53]. Gamma miidahaleli siiregler
incelenirken ortaya ¢ikan integraller genellikle yenileme fonksiyonunun Laplace
dontisiimii yardimiyla ifade edilebilirler. Normal miidahaleli siireglerin incelenmesinde ise
literatiirde yer alan Mellin Teoremi yardimiyla yapilir; fakat Pareto dagilimh

miidahalelerde elverisli matematiksel 6zellikler ortadan kalkmis olacaktir. Bundan dolay1



Pareto miidahaleli siireglerin incelenmesi hem bilimsel hem de pratik 6neme sahiptir. Bu
nedenle, bu ¢alismada, Pareto miidahaleli yari-Markov siiregler ele alinmis bu siirecin
ergodik dagiliminin ilk dért momenti i¢in analitik ve asimptotik formiiller elde edilmistir.
Bunlardan yararlanarak siirecin ergodik dagilimini carpiklik ve basiklik katsayilari igin
asimptotik agilimlar elde edilmistir. Ayrica Monte-Carlo simulasyon yontemi kullanarak

elde edilen yaklagik formiillerin dogrulugu test edilmistir.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Pareto Miidahaleli Yari-Markov Rastgele Yiiriiyiis Siirecinin Asimptotik
Yontemlerle incelenmesi

2.1.1. Fiziksel Model

Bu calismada, ele alinan stokastik siireci olusturmadan once asagidaki gergek
modeller incelenecektir [27].

Model 1. Merkez bankasindaki para rezervlerinin optimal yonetilmesi: Merkez
bankasindaki para rezervlerini belirli araliklarla artirarak kritik esige inmesini énlemek ve
dolayistyla diinya ve iilkemizde olacak olaganiistii durumlarda Merkez bankasinin ve ona
bagli olan kuruluslarin zor duruma diismesini 6nlemek i¢in bu ¢alismada elde edilecek
sonuclarin uygulanmasi miimkiin olacaktir. Ayrica bu sonuglar g6z 6niinde bulundurularak
Merkez bankasi, hazinede bulunan para stoklarinin isletilmesi ve en uygun sekilde
dagitilmasini saglamak i¢in optimal dlgiitler ¢ikarilabilecektir.

Model 2. Su barajlarindaki stok miktarmnin optimal kullanimi: Barajdaki su birikimi,
baraji besleyen kaynaklardan elde edilen miktara bagli olarak degisir. Bu degisimde
bolgeye yagan kar ve yagmurlar etkilidir. Buna karsin, sulama, buharlasma, yanlara sizma
ve cesitli amaclar i¢in su sikintis1 olan bolgelere aktarilan su miktar1 barajlardaki su
seviyesinin azalmasina neden olan baslica etmenlerdir. Bu faktorlerin hemen hemen hepsi
rastgele zamanlarda ve miktarlarda oldugundan dolay: barajdaki su seviyesinin her zaman
daha once belirlenen alt ve st esikler arasinda gergeklesmesi beklenmemektedir. Bu
nedenle, su miktarinin arzu edilen esikler arasinda kalmasini saglamak i¢in stok miktari iist
esige ulagtiginda baraj kanallarinin agilmasi, alt esige yaklastiginda ise sahip olunan stok
miktarinin tasarruflu kullanilmas: ya da ek kaynak arama yoluna gitme gibi yontemlere
basvurulabilmektedir. Bu c¢alisma kapsaminda s6zii edilen Onlemler ve sakincali
durumlarin ¢6ziilmesine bilimsel katkilar saglanabilecektir.

Model 3. Sigorta sirketlerinin ¢alismasi: Sigorta sirketlerinin anaparasi
miisterilerinden alinan primlerle artar, rastgele anlarda gergeklesen kazalar sonucu olusan
zarardan dolayr miisteriye Odenen miktarlarla da azalir. Sansa bagli olarak girdiler

ciktilardan fazla ise sirketlerde isler iyi gider ve para kazanirlar. Sansa bagli oldugundan



dolay1 ciktilarin fazla olma durumunda ise zarar ederler. Bu durumla karsilagmak
istemeyen sigorta sirketleri zamaninda ek onlemler almak zorunda kalirlar. Bu model Sekil
1’de grafiksel olarak verilmistir.
Bu c¢alismayla, sigorta sirketlerindeki ana paranin optimal sekilde (sansa
birakilmaksizin) yonlendirilmesinin matematiksel algoritmasini da gelistirmis olacaktir.
Yukarida belirtilen gercek modeller ifade edilecek olursa stokastik siire¢

matematiksel olarak asagidaki gibi kurulabilir.

2.1.2. X(t) Siirecinin Matematiksel Kurulusu

{én },{nn},{cn},n >1, (O, FP) aym olasilik uzayinda tanimlanmis bagimsiz
rastgele degiskenler dizisi olsunlar. Ayrica, her bir dizinin elemanlari bagimsiz ve ayni

dagilima sahip olsun. & rastgele degiskeni sadece pozitif degerler, n; hem pozitif hem de
negatif degerler, ¢, ise (s, +) araliginda degerler alabilsin. Yani P{¢ >0}=1;
P{n;>0}>0; P{n;<0}>0 ve P{ &, €(s, +0)}=1 dir. Burada s sabit deger olup, 0<s<co dur.

&, M., & rastgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonlarinim bilindigi varsayilsin ve

sirastyla asagidaki gibi ifade edilsin.

d(t) = P{(fl < t}; te (0, +o0)
F) = P{n, <x};

X € (=00, +)

n(v) = P{Cl < v}; v e (s, +00)
{T,} yenileme dizisi ve {Y,} rastgele yiiriiyiis siireci asagidaki gibi insa edilebilir:
T, =2k &, Ya =2, M ,n=1

burada, T, = Y, = O dur.
Tam degerler alan {N,}, n >0 rastgele degisken dizisi ise asagidaki gibi

tanimlanabilir:



N; =N(z) =N, =infik > 1:z + Yy < s}
burada, N, = 0 dir.
No = inf{k 2 N +1: §, + Yy = Yy, <s},n>1,
burada, inf(@) = +oo sart1 kabul edilmistir.
Ayrica, 1, =Ty,n=1 dir. Burada, t,=0 dir ve her t>0 igin,

v(t) = max{n > 0: T, < t} olsun. Bu takdirde, ele alinan stokastik siire¢ asagidaki gibi

tanimlanabilir:

Her t € [Ty, Tp+q), N = 0, igin,

X(t) = max{ 0, {, + Yy — Yn,.}
burada,
¢y =z € (s, +0) Ve Yy 10y = Yy, dir.

X(t) siireci kesikli sans karisimli Yari-Markov rastgele yiiriiyiis siirecidir.
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Sekil 1. Pareto miidahaleli rastgele yiirliylis slirecinin bir goriiniisii

Boylece kesikli sans karisimli X(t) siireci matematiksel olarak ifade edilmis oldu.

2.1.3. X(t) Siirecinin Ergodikligi ve Ergodik Dagilim Fonksiyonu ile
Karakteristik Fonksiyonu I¢in Kesin Ifadeler

Bu boliimiin temel amaci X(t) siirecinin ergodik dagiliminin momentlerini asimptotik
yontemlerle incelemektir. Bu maksatla, 6ncelikle ele alinan X(t) siirecinin hangi kosullar
altinda ergodik oldugu incelenmelidir.

Teorem 1: {E_,n },{nn}, {Cn}; n = 1,2,3, ... rastgele degiskenler dizileri asagidaki ek
kosullar1 saglasinlar:

1. 0 <E(¢) < oo,

2. E(m) >0,
3. E(ni) < +o,
4

. 1, rastgele degiskeni aritmetik olmayan bir rastgele degisken,

(62}

. ¢, rastgele degiskeni (o, A) parametreli Pareto dagilimina sahip olsun.

Bu takdirde, X(t) siireci ergodiktir.
Ispat: Ele alinan X(t) siireci literatiirde “Kesikli Sans Karisimli Yari-Markov

Stiregleri” diye adlandirilan genel bir stokastik siiregler sinifina aittir. Bu siif igin



Smith’in “anahtar yenileme teoremi” tipli genel ergodik teoremi literatiirde bilinmektedir
[22, 64].

Fakat genel durumda, bu teoremin sartlar1 ve ifadesi olduk¢a karmasik bir yapiya
sahiptir. Bu kisimda, siirecin 6zelliklerinden yararlanilarak, yeterince zayif sartlar altinda
stire¢ igin ergodik teorem ispatlanmaya calisilacaktir. Ele alinan siire¢ igin ergodik
teoremini ispatlamak Teorem 1’in kosullar1 saglandiginda, yukarida adi gecen genel
ergodik teoremin sartlarmin da saglandigi anlamina gelmektedir. Bu nedenle, X(t)
stirecinin ergodik olabilmesi i¢in asagidaki iki varsayimin saglanmasi gerekmektedir.

1. Varsaymm: X(t) siirecinin iginde gomiilii ergodik bir Markov zinciri mevcut
olmalidir.

Ele alinan durumda, bu zinciri kurmak i¢in 6ncelikle, 1 olasiligi ile, monoton artan
pozitif degerli bir rastgele degiskenler dizisi belirlemek gerekmektedir. Bu amagla,
yukarida tamimlanan {t,}, n=1,2,3... rastgele degiskenleri kullanilabilir. Ciinkii tanimi
geregi, 1 olasiligl ile 0=1< 1Ty < Ty <" < Ty < Tpgq <+ < oo dir. ty,’ler X(t)
stirecinin kontrol seviyesine diisme anlaridir ve tanimlar1 geregi Markov momentleridir.

X(t) stirecinin bu noktalarda ki degerleri X, ile gosterilsin, yani &, = X(t, + 0) olsun.
X(t) siirecinin matematiksel kurulusuna gore, 1 olasihig ile, X, = C, dir. {Cn}, n=1,2,3...
bagimsiz rastgele degiskenler dizisi oldugu i¢in { X,} dizisi bir Markov zinciri olugturmus

olur. Ayrica , rastgele degiskenleri (a, A) parametreli Pareto dagilimina sahip olduklarina

gore {X,} zinciri n(z) = P{Cl < Z} duragan dagilima sahip bir ergodik zincirdir ve bu

o
zincirin duragan dagilimi m(z) =1 — G) ,Z € [A,+00) dir. Dolayisiyla Teorem 1’in

kosullar altinda genel ergodik teoremin 1. Varsayim’1 saglanmistir.
2.Varsaymm: {t,},n = 1,2,3, ... Markov momentleri arasinda gegen siirenin beklenen
degeri sonlu olmalidir, yani, her n = 1,2,3, ... igin

E(t, — Ty_q) < o 1)

olmaldir. t, —t,_1,n = 2,3,... rastgele degiskenleri bagimsiz ve ayn1 dagilima sahip

olduklarindan, asagidaki (2) kosulunun saglanmast igin,

E[t,(2)] < o0 ve E(ty — Ty1) = [ E[1;(2)]dn(z) < 00, n =2,3,... 2)



Integralinin sonlu oldugunu gostermek yeterlidir. Wald 6zdesligine gore,

Elv, ()] = E(Z47 & ) = B(&)EIN, (2)] 3)
olur. Dolayisiyla,
E(th — Ta-1) = E(&) J; EINi(2)]dn(z) 4)

olur. Teorem 1’in sartlarina gore 0 < E(&) < oo dur. Bu durumda (2) kosulunun

saglanmasi i¢in,
E[N:(2)] < wve [["E[N;(2)]dn(z) < o0 (5)

olmalidir. Bu problemi ¢6zmek igin {S,}, n = 0, rastgele yiiriiylis siirecinin basamak anlari

(vi") ve basamak yiikseklikleri (x;") asagidaki gibi tanimlanabilir;

+
vi =min{n =1:8, >0} x{ =S,+ = X2 n;

+
Vm+1

Ve = Min{n = 1:Soe 10> Xhia b X = Stppy = 2oy g m = 1,2, .
vy rastgele degiskenleri kendi aralarinda bagimsiz ve v{ ile ayni dagilima sahip; x;

rastgele degiskenlerin de bagimsiz ve x{ ile aym dagilima sahip olduklar1 bilinmektedir

[20]. Bu durumda, E.Dynkin prensibine gore,

N;(z) = Z?:(f) Vi ve Sy = Zin(f) X (6)
seklinde gosterilebilir. Burada;

H(z) = min{n > 1: 3, x" > z}

dir. Wald 6zdesligine gore,
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E[N; ()] = E[H®@)]E(v{") (7)

olur. E[H(z)] fonksiyonu, {x{}, n =1 basamak yiiksekliklerinin iirettigi bir yenileme
fonksiyonudur. E(m;) > 0 oldugu igin E(v;") < oo olur. Dolayisiyla E[N;(z)] in sonlu
olmasi i¢in E[H(z)] = U, (z) yenileme fonksiyonu sonlu olmalidir. Bu ise her sonlu z igin
zaten dogrudur, yani, her 0 < z < 400 igin U, (z) < +oo dur [20].

Amag [ OOO U, (z)dn(z) < oo oldugunu ispatlamaktir. Fakat her z igin U, (z)’ in sonlu

o
olmasi burada yeterli degildir. t(z) =1 — G) , Z € [A,+), a > 1olduguna gore;

E [U+ (;1)] = " Uy @dn(@) = [ U, (D)ad® 1 dz (8)

olur. E(M?) < 4o iken p, = E(X3) < 4+ oldugundan, kesinlestirilmis yenileme

teoremine gore [20], z — oo iken,

Us(2) = =+ 55 +o(1) 9)

notasyon kisaltmak i¢in g(z) = U, (z) — ui — 2‘% olsun.
1 1

Kesinlestirilmis yenileme teoremine gore, lim,_,,g(z) = 0 dir [20]. Dolayisiyla, her
€ > 0 i¢in dyle bir b = b(€) sayis1 bulmak miimkiindiir ki, 0 < b(€) + o olmak {izere her
z > b(e) icin 0 <g(z) < § olur. (8) ifadesindeki integral asagidaki gibi iki kisma

ayrilabilir.

1

E[U, (6)] = KOV @ Zndza+ 7 UL @ar® 5 = Ju(e) +1,()  (10)

U,(z) monoton azalmayan bir fonksiyon oldugundan 0 <z < b(e) i¢in
U, (z) < U, (b(g)) < +oo yazilabilir. Bunun sonucunda;
b(e) 1

h(e) = [ adU, (2) o dz < Uy (b(®) f ad®z~ @D dz (11)
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b
burada [, ® qrz=@+1 gz < oo sonludur. Ciinkii,

b (&) ~a, —(a+1) a (P 7~ (a+1) _ ()
L, oz dz = ad® f; dz =1 (b(s))

dir. A < b(¢) oldugundan dolay1

b(e) @ g, —1—(2) =
f oAzt gz =1 (b(s)) =M(e) >0
S aatz=D dz < oo (12)

olur. (12) esitsizligi (11) esitsizliginde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa (13)
ifadesi elde edilir.

b(s)

J,(e) = U, (2)ar%z=(“*Ddz < M(e)U, (b(g)) < (13)

(10) formiiliindeki ifadenin ikinci kismindaki ikinci integralin sonlu oldugu asagidaki

gibi gosterilebilir.

J,(e) = fb( Ui @arz” (D7 = fb(s) [ + — + g(z)] oAz~ (@+1)

— (a+1) M2 ™ (a+1) +1
b( )[ZOO\“Z « ]dz+ fb()om“z « dz+f()g(z)00\“z (@+1) 4z

_ , M2 4 E ot M2 L £
J2(e) =+ fb(s) dz + 2 +2 MO AL (14)

Burada olasilik yogunluk fonksiyonunun 6zelligi kullanilmigtir. b(€) sayisinin tanimi

geregi;

b
U+(b(s))< : 2”:%+§ (15)

dir. (13) esitsizligi (15) esitsizliginde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa,
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f;’(s) U, (2)oad%z-(@+Ddz < M(©b() | Més)zuz 4 M@ (16)
M1 251 2

ifadesi elde edilir. (16) esitsizligi (14) esitliginde g6z 6niinde bulundurulursa,

“u A\otz— (@D z < M(e)b(e) | M(ep, | M(e)e oOx“a H2 | E
fi U+ @0z z TR 2p3 2 w(b(@)*™  2uf t3
olur. Buradan,
LUy @arz @ dz < oo (17)

dur. (17) esitsizligi (8) esitliginde dikkate alinirsa;

J, Uy @dn(z) < o (18)
esitsizligi elde edilir. (18) ve (7) esitsizlikleri g6z 6niinde bulundurulursa;

E(N;(2)) < ve ["E(N;(2))dn(z) < o

olur. Dolayisiyla E(rl(z)) < oveE(t,—T,_1) = fooo E(rl(z)) dn(z) < o,n = 2,3, ...
oldugu ispatlanmis olur. Bu ise 2. Varsayim’in saglandigini gosterir. Bu durumda genel
ergodik teoreme gore ele alinan X(t) siireci, Teorem 1’in kosullar1 altinda ergodiktir. Bu da
Teorem 1’in ispatini1 tamamlar.

Teorem 1’in kosullar1 altinda X(t) siirecinin zaman ortalamalarinin durum
ortalamasina yakinsadig1 asagidaki teorem ile ifade edilebilir.

Teorem 2. Teorem 1’in kosullar1 saglandiginda her bir smurli olgiilebilir f(x)

fonksiyonu i¢in asagidaki esitlik, 1 olasiligi ile dogrudur:

lime o 1 [ X)) du = ——— [* f(x)dy (E(A(x, £1)))
E(N1(61))

burada,
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(v (4)) = 1 B0n @) )

E (A (x, {1)> = fooo A(x,z)dn(z)
A(x,z) = Y oa, (%,2);a,(x,2) =P{z—S5;>0;i=1,mz— S, < x}

dir.

Ispat: Genel ergodik teoremin sartlari saglandiginda, her bir siirl ve 6lgiilebilir f(x)

fonksiyonu i¢in agagidaki esitlik, 1 olasilig1 ile saglanir [22]:

lim e, 7 f7 £(X(w)) du = S

>f;:0 f:o fxoio f(x) P,{t; > t; X(t) € dx}dtdn(z). (19)

&

burada;

o(s(6) -2z )e) e yoma ()
E <N1 ((1)> = [ E(N; (2))dn(2)

dir. G(t,x,z) = P,{t; > t; X(t) < x} olasilig1 asagidaki gibi hesaplanir:

(4]

G(t,x,z) =Pty >t X(t) <x} =P LE>pX() <X =12
1

= { HE LS X < x} N P{v(t) = 10; Ty, ) > 6 X(D) < x}

= Z;():O P{Tn =t< Tn+1;TN1(Z) >4 X(0) < X}

= Yo P{Th < t < Tpyq; N1 (2) > 15 Ty, > & X(D < x}

=N P{T, <t<Ty;z—$>0i=Tn-1z-S, <x

=¥ P Ty <t < Ty }P{z—S;>0,i=T,n—1;z—S, <x} (20)
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Notasyon kisaligi i¢in,
ap(x,z) = P{Z—Si >0,i=1,n—-1;z-S, SX}
olsun. Bu taktirde,
G(t,x,2) = Xnlo P{Ty < t < Thyq}an(x,2) (21)

olur. (21) esitliginin her iki tarafinda t parametresine gore Laplace donlisiimii uygulanirsa;

GO xy) =505 (W) an (x,2) (22)

ifadesi elde edilir. Burada G(A,x, y) ile G(t,x,z) fonksiyonunun t parametresine goére

Laplace doniisiimii gosterilmistir.

G xy) = [, e™G(t,x,2) dt;

-A o _
W) =E(e7%) = [7eMdF, (D > 0)
dir. (22) esitliginin her iki tarafinda A — 0 iken limite gegilirse,

G(O,x,y) = J; G(txz)dt = E(&) Tigan(x 2)

olur. Notasyon kisalig1 i¢in, A(X,y) = Y.neoan(X,z) olsun. Bu takdirde,

G(0,x,y) = [;° G(t,x, z)dt = E(&) A(xy) (23)

elde edilir. (23) esitliginin her tarafi m(z) dagilimina gore ortalanirsa,
J,7 G0, x, y)dn(z) = E(&) [, Ax,2) dn(z)

seklinde bulunur. Burada |, 000 A(x,z)dn(z) = E (A (X, ¢ )) oldugu dikkate alinirsa;
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fooo fooo G(t,x,z)dtdn(z) = E(&)E <A (X, {1)> (24)

oldugu goriiliir. (24) esitligi (19) esitliginde yerine yazilirsa,

S¢

— 1 B
e (e h (45

_ mfow fG)dyE <A (x, ;1))

ifadesi elde edilir. Bu ise Teorem 2’nin ispatini tamamlar.

Teoremin 2’den bir¢ok degerli sonuglar elde etmek miimkiindiir. Bu sonuglardan
ikisi asagida verilmistir.

Sonu¢ 1: X(t) silirecinin ergodik dagilim fonksiyonu (QX(X)) asagidaki gibi

gosterilebilir.

E(A X, gl >
QX(X) = lirnt—)eo P{X(t) = X} =N (25)

ENl(gl)

Ispat: Teorem 2’de f(x) fonksiyonun yerine gosterge (indikator) fonksiyonu
yazilirsa, (25) esitligi elde edilir.

Sonu¢ 2: X(t) siirecinin ergodik dagiliminin karakteristik fonksiyonu ((px(e))
asagidaki gibi gosterilebilir:

(8 = limE(exp(i0X(0) = <; [ e d.E <A (x, 4 )) (26)
E( Na( &) >

Ispat: Teorem 2’de f(x) fonksiyonunun yerine, sirastyla cos@x ve sinfx
fonksiyonlari1 yazarak ve exp(ifx)=cos6x+isinbx Euler esitligini g6z Oniinde

bulundurarak, (26) esitligi elde edilir.
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Sonug 1 ve 2’ den de goriildiigii gibi, X(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu
0.(x)’i ve karakteristik fonksiyonunu ¢,(6)’yi hesaplamak i¢in A(x,z) fonksiyonunu
bilmek gerekiyor. Fakat A(x,z) fonksiyonu en basit durumlarda bile ¢ok zor hesaplanabilen
bir fonksiyondur. Bu nedenle Q,(x) ve @(0) ig¢in alternatif gosterimlere ihtiyag
duyulmaktadir. Bu zorlugu aradan kaldirmak igin rastgele yiirliylis siirecinin temel
0zdesliginden [20] ve Sonug 2’den yararlanarak, @, (0) igin asagidaki alternatif gosterimi
ortaya koymak miimkiindiir.

Sonug 3: X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ¢,(0) Karakteristik fonksiyonu, Sy,
sinir fonksiyonelinin ve 1; rastgele degiskeninin karakteristik fonksiyonu yardimiyla
asagidaki gibi ifade edilebilir:

0 on(—0)—1 dm(z) (27)

@(0) = limE(exp(i6X(t)) = ————
t—oo E<N1 1 >

Burada ¢, (—8) = E(exp(—ién,)); (pSN(Z)(—G)E(exp(—iB(pN(Z))); 0 € R/{0} dur.

Ispat: Rastgele yiiriiyiis siireci icin temel 6zdesligi [20], Sonug 2’de yerine yazilip ve
gerekli hesaplamalar yapilirsa, (27) esitligi elde edilir.

Sonug 3’de 4 (8) karakteristik fonksiyonunun, Sy, smir fonksiyonelinin uygun
karakteristigi ile ifade edilmesinin temel nedeni, literatiirde sinir fonksiyoneli ile bagh
birgok degerli sonuglarin mevcut olmasidir [15, 20, 58]. (25) esitliginden yola ¢ikilarak,
X(t) siirecinin momentlerinin asimptotik davraniglari incelenecektir. Bu amag igin Once

X(t) siirecinin ergodik dagilimmin momentleri i¢in kesin ifadeler asagidaki gibi ifade
edilebilir.

2.1.4. X(t) Siirecinin Ergodik Dagiliminin i1k Dért Momenti I¢in Kesin ifadeler.

X(t) siirecinin ergodik dagiliminin @, (8) karakteristik fonksiyonu, Sy smnir
fonksiyonelinin karakteristik fonksiyonu ile (27) formiiliindeki gibi ifade edilmisti. Bu
formiilden yararlanarak, bu boliimde X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ilk dért momenti
SNz swir fonksiyonelinin ilk bes momenti ile ifade edilecektir. Bu amaca uygun

notasyonlar asagidaki gibi verilebilir.
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My (z)
my = E(nf), Mi(2) = E(SNp), Mia = 1255 Mia (2) = 55k =15

’ <4 M (51)> = o f"xT T M () dx, n = 0,4

X(t) =X({) —s

E(XX) = lime,o E((X()¥) , k = 1,2,3,4.

Bu notasyonlar gbz oniinde bulundurularak, sirasiyla asagidaki teoremler verilir.
Teorem 3. Teorem 1’in kosullarina ilaveten E(|n;|3) < o oldugunda X(t) siirecinin

ergodik dagilmmn 1. ve 2. momentleri sonludur ve Sy sinir fonksiyonelinin ilk g

momenti ile agagidaki gibi ifade edilebilir:

EX) = ——{E({iM1(£) — SEM, ()} + Ay (28)

EM.1($))

E(X?) = ﬁ{E({ le (41)> - E<§1M2 (;1)> +§E<M3 (Q))

E<Ml(;1)
+24, lE §1M1(§1)}—§E<M2(§1)>l}+A2 (29)

burada;
2
— Ma1, — M3 _ Mz
Al - 2 )] AZ 2 3
dir.

Teorem 4. Teorem 1’in kosullarina ilaveten E(|n;|>) < oo oldugunda X(t) siirecinin

ergodik dagiliminin 3. ve 4. momentleri sonludur ve Sy, sinir fonksiyonelinin ilk bes

momenti ile agagidaki gibi ifade edilebilir:

E(X3) = ;{E<§ le (;1)> —3E <§ jMz ({1)> + E<§1M3 ({1)>

E(M,($1))
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—%E <M4 ((1)> + A [315 <§ le ((1)> —3E <§1M2 (;1)> +E <M3 ((0)]
+3A, [E <§1M1 (;1)> —E <M2 (Q)l} +3A, (30)

E(X*) =;{E<é’ :M1(§1)>—2E<§ jM2(§1)>+2E<§ jM3(§1)>

E(M1(41))
—E (§1M4 ({1)) + %E <M5 (51)>

+2A1[2E ¢ M (4) >—3E<§jM2(§1)>+2E<§1M3 Q))

(¢
e (H@ W on o« 0 6)) 560 (6)) 25 ()]

¢
+6A3 2E é/lMl ) E (Mz (é&))l} + 3A, (31)
burada;
Ay = M1 _ MsiMzy  mi;
12 3 4
dir.

Ispat. Teorem 3 ve Teorem 4’iin kosullar altin da Sn(z) swir fonksiyonelin ilk beg
momenti mevcut ve sonludur. Sy ve nq rastgele degiskenlerinin - karakteristik

fonksiyonlar: i¢in Taylor seri agilimlart kullanilarak kesin ifadeler (30) ve (31) deki gibi
elde edilebilir [27].

2.1.5. Siirecin Ergodik Dagiliminin ilk Dért Momenti icin Asimptotik A¢ihmlar

X(t) stirecinin ergodik dagiliminin ilk dort momenti i¢in asimptotik sonucun elde

edilebilmesi i¢in basamak degiskenlerine ihtiyag duyulmaktadir. Bu nedenle, hatirlatma
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amactyla, basamak degiskenlerin tanim1 ve onlarla ilgili bir¢ok ilging 6zellikler asagida
verilecektir. {n;},i = 1, rastgele degiskenler dizisinin yardimiyla asagidaki rastgele

yiirliyls stireci s0yle tanimlanabilir:
Sn=2it1Mi,n=1S5,=0
ve bu siirecin basamak degiskenleri asagidaki gibi ifade edilebilir.

vi =min{n>1,S, > 0},

viy, =inflk>1:S, >S, }Ln>1

Vn+k

+ _yn
Xn+1—S§;‘i"=+11Vi it Xi

Hern > 1i¢in YL, x; tam degerli rastgele degiskenlerine n. (yukari) basamak ant;
L X{ pozitif degerli rastgele degiskenlerine ise n. (yukart) basamak yiiksekligi denir.

n = 1 i¢in (v, x;}) rastgele degiskenleri bagimsiz ve ayni tiir dagilima sahip rastgele
degiskenler dizisi olusturdugu bilinmektedir [30].

(vi, x5 giftine ise (yukar1) basamak degiskenleri denir. Basamak degiskenleri,
ozellikle birinci basamak ami (vi) ve birinci basamak yiiksekligi (xi) rastgele yiiriiyiis
siirecinin incelenmesinde 6nemli rol oynamaktadir.

N(z) smir fonksiyoneli basamak degiskenleri yardimiyla asagidaki gibi ifade

edilebilir. Bunun i¢in H(x) yenileme siireci soyle tanimlanabilir.
H(x) = min{fn > 1: Y, x{ = x},x > 0.

Her x > 0 i¢in H(x) siireci, {);:}, n = 1, dizisinin olusturdugu bir yenileme siirecidir.

Diger taraftan N(z) tanimina gore, N(x) = Z?_(f) v{" bigiminde yazilabilir. Bu durumda,
N(z) stireci odiillii yenileme siireci olur. Bu siirecin olasilik karakteristikleri literatiirde iyi

bilinmektedir [17]. Bunlarin yardimiyla Sy stireci agagidaki gibi tanimlanabilir.

H(X
Snw) = Ziz(l)XiJr

Bu bilgiler dikkate alinarak agagidaki yardimci teorem yazilabilir [41].
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Yardima Teorem 1. x7 rastgele degiskenin ilk ii¢ momenti mevcut ve sonlu oldugu

taktirde Syx) sinir fonksiyonelinin ilk bes momenti i¢in asagidaki asimptotik agilimlar

yazilabilir:
E<M1(§1)>=E(§1)+%+om (32)
E <§1M1(§1)>= E(QV j)"‘%E(;l)"‘O(l) (33)

¢ fw(&)) =E(¢ )+ (¢ ) +o(3) (34
(jM1(§1)>=E<§:)+%E<Cj)+o(}\—12) (35)
CjM1(§1)>=E(C:)+% E(C:)+o(%) (36)

Mz(a)) = E(& )+ (&) +52 + o) (37)

B( ¢ fM2(§1)>=E(: V(¢ ) +12E(¢ ) +o(R) (39

¢ :Mz(§1)>: B(¢ )+ B(¢ )+ 2E(¢ ) +o(3) (40)

[
<
[
[
s (6) = B¢ ) s (< )+ 28 (4) +o ) &
[
[
[

E M3(41)>=E(§ D+22E (¢ ) b unE(4) +o(3) (41)
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E §1M3(§1)>:E(§ :)4‘% E(§ :)+U31E(§ j>+o(}\l2) (42)

1

chs(é))=E(§:)+% B(¢ ) +mnE(¢ ) +o(3) (43

E §1M4(§1)>:E(§ j)+2H21E<§ :)+2H31E<§ :)4‘0(%) (49)

[
[
(s (6)) (e ) rame( )ramn(c ror) e
[
[

E M5(§1)>=E<§ :)+%E(§ j)+%]§(§ j)+o(%) (46)

Burada py = EQC)'S i = 155 M(x) = E(S )i k = 15 dir.

g(x)

xo+1

Yardimcr Teorem 2. g¢:R —> R smurli  ve limy_ o+ =ca>0, c€Rise

lim o+ fooo g(tl%)dt =0 dur.

Ispat. g <%) fonksiyonunda x = tl% doniisiimii yapilirsa
ta
)li_)rgj\“ ) 000 ax~ @ Dg(x)dx
. 1 _ . w _
7_}(1)1}1 A%a [ x (@D g(x)dx + lim,_, o+ A%a J; x (1) g (x)dx (47)

elde edilir. (47) ifadesindeki limitlerin toplaminin sifir oldugu gosterilecektir. Bunun igin

once,
f e Dg)dx < oo

oldugu gosterilmelidir. Yardimci Teorem2’den;
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i g(x)
1m

X—)0+ X(X+1 =
yazilabilir. Ve > 0 i¢in 36 = 8(¢) > 0 oyleki 0 < x < & oldugunda, her x i¢in,

gx)
xo+1

c| <E€ (48)

esitsizligi saglanir. Bu durumda (48) den dolay1 0 < x < § igin

g(x)

X0(+1

—e< —c<e

olur. Yani, ¥x: 0 < x < § i¢in,
(c —&)x*! < g(x) < (c + &g)x**?
€ = 1,A:= min {%, 8} alinirsa: vx: 0 < x < A i¢in, (49)
(c— Dx*! < g(x) < (c+ 1)x**? (50)

elde edilir. Burada (50) ifadesinden,

g(x)
XO(+1

|, x~ @+ Dgeodx| < [ B3] ax (51)

olur. (51) formiiliinii asagidaki gibi yazmak miimkiindiir.

g(x)
xo+1

g(x)
xo+1

|f01 X—((X+1)g(x)dx| S fOA

dx+fA1

dx (52)

(52) esitsizliginin ikinci tarafindaki ikinci integralin sonsuzdan kiiciik oldugu

gosterilecek olursa g(x) sinirlt oldugundan 3k 6yleki |g(x)| < k dir. Bunun yardimiyla,
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g(x)
xO+1

N

1 _(a+1) _LX¢ 1 _ Kk _A—O
dx <k[, x dx=k—| =—(1-A4"9 <o
Taly T2

sonucuna ulasilabilir. Buradan,

g(x)
Xot+1

dx < oo (53)

N

olur. (52) formiilindeki esitsizligin ikinci tarafindaki birinci integralin sonsuzdan kiigiik

oldugu gosterilecek olursa, (49) dan yararlanarak 0< x < A i¢in,

gx)
xot+1

g(x) <
X(x+1 -

c|+lel=1+]c| (54)

elde edilir. (54) formiiliinden yararlanilarak,

86

xo+1

dx < [2'(1 + |c])dx = (1 + ¢)A< o olur.

o

Buradan,

g(x)

xo+1

dx < o0 (55)

o

olur. (53) ve (55) formiillerinden yararlanilarak su sonuca varilabilir:
lim  L+A® f; x~ @ Dg(x)dx = 0 (56)
Boylece (47) ifadesindeki limit toplaminin birinci kisminimn limitinin sifir oldugu
gosterilmis olur. (47) ifadesindeki limit toplaminin ikinci kisminin limitinin sifir oldugunu

gostermek igin,

[ x~@*Dg(0dx < o0
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oldugu ispatlanmalidir. g(x) smirli bir fonksiyon oldugundan 3k &yleki Vx € R igin
|g(x)| < k dir. Bundan yararlanilarak, o > 0 igin,

|f1°° x~ (@ Dg(x)dx| < floox‘(““)lg(x)ldx < kfloox‘(““)dx < g < oo
elde edilir. Buradan Ozetle,

|J;” x"@Dg(x)dx| < oo (57)
olur. (57) den yararlanilarak

lim 0+ A% [, x~“*Dg(x)dx = 0 (58)

elde edilir. Boylece (47) ifadesindeki limit toplaminin ikinci kisminin limitinin sifir oldugu

ispatlanmis olur. (56) ve (58) formiillerinden,

lim; o+ fooo g (%) dt=0 (59)
to

elde edilir. Bu ise yardimc1 teoremin ispatini tamamlamig olur. Simdi de asagidaki sonug
verilebilir.

Sonug¢ 4. g(x) fonksiyonu, Yardimci Teorem 2’ deki gibi tanimlansin ve R, (x)
fonksiyonu R, (x) = x"g(x),n = —1,0,1,2, ... olsun. Her a > 0 ve A — 0 iken, asagidaki

bagint1 dogrudur.

) A AR
[ Ra()dt = 0 (z)

ta

Teorem 5. Baslangig rastgele degiskenler & ,1;, ¢; asagidaki kosullar1 saglasinlar.

1.0 < E§ < oo,

2. En; > 0ve Elny | < oo,

3. m; rastgele degiskeni aritmetik olmayan rastgele degisken,
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4. ¢, rastgele degiskeni (A, ) araliginda (o, A) parametreli Pareto dagilima sahip

olsun.

Bu takdirde, X(t) siireci ergodiktir ve siirecin ergodik dagiliminin ilk iki momenti

icin a > 2 ve E{; — o iken, asagidaki ii¢ terimli asimptotik acilimlar yazilabilir.

E(X) = CZl(O()A + Bll + B12 % + (0] (%) (60)
E(Xz) = C31(0()7\2 + B1 (@A + By, (o) +0(1) (61)
Burada,

k 04
E(g ) — C()A* Cu(@) = -, a > k

1 a—-k
Cra (@) = 2% k=T,

_1 Ca1(x) _1 _ ﬂ
Bii () = > [le C1 () H21] 5 [m21 2a(a—2) H21]

_ Ca1(a) 2 _ 1 ll21 (a—1)3 &(a—l)
BIZ(OO T 4C2(a) Hz21 6C4 (o) 6C () 31 8 a?(a—2) 6 «
1 C31(0) 1 [(a—1) (a-1)* 1)2
B, () = > [2C21(a)m21 - C31(a) H21] =3 [(a—z) myq — 3a(0—-3) U21]

_ C3q() 2 Cai(w) 3m3;—-2mgz; _ (a—1)3p3, _ my pzq (a—1)?
Baa(a) = 4@ 2 20 20, (Ma1tzn) + =0 " 12(a-3)A2 4a(a=2)

3m%1—2m31
6

Ispat. Oncelikle X(t) siirecinin ergodik dagilimmnin beklenen degeri igin {i¢ terimli
asimptotik agilim elde edilecektir. Teorem 3’deki E(X) igin kesin formiil asagidaki gibi
ifade edilebilir.

ER) = ——{E({iM1(4D) — SEMo ()} + A

EM1($7)

I ) =E(&M(4D) —§E<Mz (41)) (62)
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Yardimer Teorem 1°deki (33) ve (37) esitlikleri (62) esitliginde yerine yazilirsa,
2 1 1 2 1
Ji(A) =E (4 1) + S K2 E (4/1) +0o(1) - S E (4 1) — 5 H21E (41) +o(1)
1 1 1 2 1
—Z M1 T M3 +0(1) = 2 E(é/ 1) T g H31 +0(1)

_ C(@)q2  Hz1 _ 2|1 Mz 1 1
Jp ) =222 — 214 5(1) = Cy()A [2 TRmEThE o(hz)] (63)

ifadesi elde edilir.

KQ) = ——— (64)
EM1(61))

(32) esitligi (62) esitliginde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa (65) bagintisi
elde edilir.

KQ) = ! = 1 _ 1
B - - 1
E(Ml(é/l)) E( 41)+%H21+0(A) [Cl(a))L+Ell21+0(}\):|

_ 1
- Cq (oc)k[l+%p.2 1ﬁ+o(%)]

_ 11 1

O )

Ay men 1 (e VL (1
K@) = Ci(a) A [1 2C4 () A + (2C1(a)) A2 +o (AZ)] (65)
E(X) = KOy ) +3my, (66)

(63) ve (65) esitlikleri yukaridaki esitlikte g6z 6niinde bulundurulursa,

_Cp(@f1 1y 1,01 pd 11 gy 11 ppgpzy 1 (i)] 1
E(X) T cy( |2 4C1(O()}x+8c%(0()}t2 6 C,(a) A2 12 Cl(a)Cz(ot))\3+o A3 +5Myy

_ G [1_1 M2y 1 (1 Wi, 1 usl)i (i)] 1
_cl(a)}‘ 2 4c1(a)x+ 8C2(a) 6Cy() 2 tols)] M

_ Cy(o) 1 _ Ca(@pzg lcz(a)l’-%1 1 C(pzg \1 1
T 2C5(0) A+ 2 [le 2C2 () (8 3 (w 6 Cz(a)Cl((x)) A to (A)
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ifadesi elde edilir. C, (o) = ﬁ, o > k esitligi kullanilarak (67) ifadesi elde edilir.

_ A a (@-1) 1 M2« (a—1)2
EX) = 2(@-2) « +2[m21 2 (a=2) o2 ]

& (@-1)° a  p3 (01—1)) 1 (E)
+(8 a3 (a—=2) 6 o ?\+OA

_ (a-1) 1 _ (a-1)? M3y (@-1)%  p3q (@-1)\1 1
EX) = 2(0(—2)}\ T 2 [le 20(a—2) Ii21] T ( 8 a2(a-2) 6 «a )A to (x) (67)

Buradan;

1 1
E(X) = CZl(O()X + B11 + B12 X +o0 (X)

olur. X(t) siirecinin ergodik dagilimmin ikinci momenti i¢in E{; — oo, asimptotik

acilimlar elde edilecektir. Teorem 3’deki E(X 2) icin kesin formiil asagidaki gibi ifade
edilebilir:

E(X2) = ﬁ{E(( le ({1)> = E({le ((1)> +§E<M3 ((1))

E<M1(41)
+2A, lE(QMl ({1)> —%E(MZ ({J)l} + A,
Ja ) = E(g“ le ({1)> - E(QM2 ((1)> +§E<M3 ((1)> (68)

Yardimci Teorem 1°deki (34), (38) ve (41) esitlikleri (68) esitliginde yerine yazilir ve
gerekli islemler yapilirsa (69) elde edilir.

B0 =E(¢ ) taunb(¢ ) +o(5) ~E(¢ ) - mab(¢ D) - Sk ()
~o(5) +58(¢ ) +mB(¢ )+ 3 (6) +o ()
Lo =3E(¢ )+o(3) (69)

3
1
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Jo ) = myy [E(ClMl(a)) —§E<Mz(§1))] (70)

(33) ve (37) esitlikleri (70) formiiliinde g6z 6niinde bulundurulur ve gerekli islemler

yapilirsa (71) elde edilir.

my; E(C

Js ) = 1> — (71)

Js) =1, + 31 (72)

Yukaridaki (69) ve (71) bagintilar1 (72) esitliginde yerine yazilirsa;

Lo =26(s )+ mar{¢ ) s g o (1) -

2 6 A

K
elde edilir. E <§ ) = Cx(a)AX ifadesi (73) formiiliinde yerine yazilirsa;
1

_ C3(a)A® | myyCa(a)A? __ Mpipzg 1
Ja@) = 3t 2 6 +0(A>

— 3[1, mzica(a)  mpipzg 1
= C3(02 [3 toaCn  sCh@ns T O( )] (74)

olur. Buradan,

E(X2) = J,OKQ) + 2202 (75)
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2 2
E(X 2) — C3(WA® 11 | mpCa(e)  Hag M3 21 Ca (@) H21 + 0(}%2)]

Ci(a) L3 2C5(a)A 6C1 ()X 4C3(a)Cq(a)A2 12C2(a)A2

+ 3mj,—2mg, — C3(c)A? [3 (m21C2(a) __b2a ) (1)
6 C]_((X) 3 2C3((X) 6C1((X) A

e _m21u21C2(a)) (i) (i)] 3m%,—2mg,
+(12c§(a) 4C3(a)Cq(a) / \AZ to A2 t 6

2
E(X 2) _ Cs(2 (m21cz(01) _ C3(°¢)M21)

3C4 () 2C4 () 6C2(a)
+ (L _ mata Gl | mhtna) 4 o(1) (76)
B9 = S+ (s~ s )
+ (S el bt 1 o(1) )

E(X?) = C31(c)A* + By; ()X + By, () + 0(1)

Teorem 6. Baslangig rastgele degiskenler &, ,1;, ¢; asagidaki kosullari saglasinlar.

1.0< E& < oo,

2.Eny; > 0veEn |3 < oo,

3. n; rastgele degiskeni aritmetik olmayan rastgele degisken,

4. ¢, rastgele degiskeni (A, o) araliginda (o, A) parametreli Pareto dagilima sahip

olsun.

Bu takdirde, X(t) siirecinin ergodik dagilimimin tgilincii ve dordiincii momenti

icina > 4 ve E¢; — oo iken, asagidaki ii¢ terimli asimptotik agilimlar yazilabilir.

E(X3) = C4; ()23 4+ B3, ()% + B3, ()X + o(A) (78)
E(X*) = Csq()A* + Byy ()23 + By (@)% + 0(A?) (79)
Burada,

By1 (00 = 22 m,, — 228y,
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Cpq () 2C41 (@) 3C31 ()
B3, (o) = %(3m21 —2mgzq) + 3(%1(0() u; — ﬁmzlum

Cs1 ()
Byi (o) = 6C4q () (mypq — Hpp) — #(Z) H21

Csq1 ()
By, (o) = C35(a)(3m3; — 2myy + 6myq g — 3p3q) + %(Z) M3,

_ Cyi()
Cq1(a) (3m

MmyqUpq — 3”%1)
dir.

Ispat. Teorem 4’ de E(X®) icin asagidaki kesin ifade elde edilmistir. X(t) siirecinin
ergodik dagiliminin ii¢linci momenti (E(X 3)) icin li¢ terimli asimptotik agilim ise

asagidaki gibi elde edilebilir.

E(Xg):m{ (: M1(§1)) E<§:M2(41)>+E<§1M3(§1)>

—%E<M4(§1)>+A1l31§<§ M, (1)>—3E<§1M2 {1)>+E<M3(§1))l
+3A, IE<§1M1(§1)>——E<M2 (%) )l}+3A3
Js(x)=E<§jM1(§1)>—§E( 2(41))+E<§1M3(§1)>

~te (. () 0)

(35), (38), (42) ve (44) esitlikleri yukaridaki esitlik (80) de yerine yazilir ve gerekli
islemler yapilirsa (81) ifadesi elde edilir.

150\)=E(§:)+%E(C j)+°(rlz)—§E(5:)‘3%E(§ j)
cn(s )o@ vn(e ) e e(s ) e mr(e ) o)
38(6 ) )6 ) o)

s =16(¢ )+ o(3) (81
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Je() = A [313 <§ le ((1)> ~ 3E <§1M2 (;1)> +E <M3 ({0)] (82)

(34), (38) ve (41) esitlikleri yukaridaki esitlik (82) de yerine yazilirsa (83) esitligi

elde edilir.

1600 = [3E(¢ )+ k(¢ )~ 36(¢ )~ mmnE(¢ )
B () +E(¢ )+ 22 (¢ ) 4k (6)] 40 (3)

600 = AE(¢ ) +0(3) (83

I, () = 34, [E<§1M1(§1)> —§E<M2 (Q))l (84)

Yardimer Teorem 1’ deki (33) ve (37) esitlikleri (84) esitliginde yerine yazilir ve
gerekli islemler yapilirsa (85) ifadesi elde edilir.

J,(0) = 34, [E(§ j)+%E(5l)+°(1)‘§E(5 j)
—%E(Q) —%+ 0(1)]

= 3A, EE(C j) —%+o(1)]

) =25 (¢ ) -2y o) (85)
) = J5(@) + Jo(@) +J7(@) (86)

(81), (83) ve (85) esitlikleri (86) esitliginde gbz o6niinde bulundurulursa,

V) = E(é’ 4)+ o(%z)+A1E<§ :)+o(%)+% E(éj)—%+o(1)

E<§

N AT
R

JQ) = )+A1E(§j>+37A2 E(gj)—%mu) (87)

1
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k
esitligi elde edilir. E (g ) — C,(c)AX ifadesi (87) esitliginde kullanthirsa,
1

4 2
4 2 2
— 4 [1 ) A1Gs(0) | 3A2¢2(0)
= Cq()d [4 + Ca(aA ' 2C4(a)A2
_ 1 __1 M2 3, 1
K@) = EMa (1) T Ce(a)A [1 2C4 (A + 4c2 ()2 to (AZ)] (88)

elde edilir. Buradan,

E(X®) = JAWK@) + 34,

3y _ Ca()2® 1 P 3, mp; C3(a)
EX®) = Ci(@ L4  8C(A  6c2()AZ ' 2C4()A

_ mpqpp,Cs(a) 3A2C2(0()]
4C4,((X)C1((X)}\2 2C4((X)}\2

— C4(a)A3 1 (m21C3(a)_ H21 )l
C1(0() 4 2C4((X) 8C1((X) A

+( 34 _m21u21C3((x) 3A2C2((x)) i]
6c2(a)  4C4(a)Ci() — 2C4(a) /A2

— Ca(a)23 (m21c3(0() _ H21C4(Ol)) 2
4C1 () 2C4 () 8c?(a)

M31Ca(c)  mMy1pz1C3(c) | 3Azca()
( 6c3 () 4c2(a) 2C4 (o) )}\ +0o(d)

3y _ (a-1)A3 myq (a—1) _ a1 (@—1)%\ 45
E(X ) - 4(a—4) ( 2(ax—3) 8a(ot—4) ))L

34 (a-1)3 _ maippy(@=1)? | 3Az(a-1)
(60(2 (a—4) 4a(a—3) 2(a—2) ) A+ OO‘)

E(X3) = C41 ()23 + B3; (0)A? + B3, (@)X + o(A)

olur.
Teorem 4> de E(X*) i¢in asagidaki kesin ifade elde edilmistir. X(t) siirecinin ergodik
dagiliminin doérdiincii momenti (E(X 4)) icin li¢ terimli asimptotik agilim ise asagidaki gibi

elde edilebilir.
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T G e O T
5 ma(4)) + 8 (s (4))
s ¢ 60) (e T 6) 0
sie(n(4)
rons 8¢ mu (4)) -8 ma (&) 18 (s (&)
ros 2 (G, (6)) -5 (s (4))[} + 3,

Js ) = E(C M, (Q)) - 2E<C ™, (41)) + 2E<§ M, (41))
—E<§1M4(§1)>+§E(Ms(§1)> (89)

(36), (40), (43), (45) ve (46) esitlikleri (89) esitliginde géz 6niinde bulundurulursa,

o =28(¢ ) =225 (¢ ) k(6 ) +o(2) (90)

1 1

elde edilir.

Jo(A) = 24, lZE <§ le ((1)> — 3E <§ jMz ((1)> + 2E<§1M3 (41)>
+§E<M4(§1))l (91)

Yardimer Teorem 1°deki (35), (39), (42) ve (44) esitlikleri (91) de yerine yazilir ve
gerekli islemler yapilirsa (92) ifadesi elde edilir.

o) = 284 [2E(¢ ")+ 20 () + 2B (¢ )] (92)

1
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J10() = 64, [E (g le ((1)> ~E <§1M2 ({1)> +2E <M3 ({J)l (93)

(34), (38) ve (41) esitlikleri (93) esitliginde goz oniinde bulundurulursa,
3 1
1

o = 2858 (¢ )+ 0 () (94)

elde edilir.

J11 () = 6A; [ZE <§1M1 ({1)> —E (MZ (40)] (95)

Yardimci Teorem 1°deki (33) ve (37) esitlikleri (95) ifadesinde yerine yazilirsa,

) = 6as [B(¢ ) 2] (96)

3

olur.

JO) =Jg) +Jo() +]10) +J1: (D) 97)

Yukaridaki verilir (97) denkleminde kullanilirsa,

) 5 3 3 4 3
JW =2(¢ )+ (222 (¢ )+ @myriy — i +28E ()
1 1 1
2
+(6A3 + 2my 1 p3,) E (é/ 1)
k - -
olur. E <é’ ) = Cx(a)AX ifadesi yukaridaki denklemde yerine yazilirsa,
1

1 3 3 Cq(a) 1 Caw) 1
J () = Cs(@A° {E + (gmzl - 5“21) cz(a)i + 2mailzr — Hs1 + 24,) cZ(ooﬁ

Cyo(a) 1
+(6A; + 2myq1yq) %fg} (98)
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elde edilir. Buradan,

EX*) =] () K

1 Cs(a) 3 3 Ca(a) 1 Cs(a)
EX*") = = Cs(a) A+ <( Mz — ;Hu)ﬁ — oM %) A
C3(a)
Cy ()

1 Cs(a)
+ (20 W3, Ci(a) + (2myqppg — M3g + 24A3)

1(3 Ca(@)
——(—m21 -3 H21) H21 %) A2+ +o(A%)

2 \2
4y _ 1(a=1) 4 3 3 (-1 1 (a-1)2\ .3
EXD=ca * <(2m ”21) (-2 1021 (a—s)))t
1 (a-1) ( 1)
(mzﬁuu + (2my pp; — p3q + 2A2) =

1y, =3 @D 52 2
z(zm21 2“21)H L a(a- 4)))\ +o(d%)

E(X*) = Csq()A* + B41 ()23 + By, ()A% + 0(A2)

olur.

Simdi de modele gecikme faktorii eklendiginde siirecin sayisal karakteristikleri i¢in

asimptotik a¢ilimlar bulunmaya ¢alisilacaktir.

2.2. Gecikmeli Yari-Markov Rastgele Yiiriiyiis Siirecinin Incelenmesi

2.2.1. X(t) Siirecinin Matematiksel Kurulusu

{&,,M,,9,,(,},n>1, (QFP) aym olasihk uzaymnda tanimlanmis bagimsiz
rastgele degiskenler dizisi ve her bir dizinin elemanlar1 bagimsiz ve ayn1 dagilima sahip
olsunlar. & ve 0, rastgele degiskenleri sadece pozitif degerler, 1, hem pozitif hem de
negatif degerler, &, ise (s, +o0) araliginda degerler alabilsin.

51,111,91,( 1 rastgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonlarinin bilindigi varsayilsin

ve strastyla asagidaki gibi ifade edilsin.

d(t) = P{gﬂ < t}; te (0, +)
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F(x) = P{n, <x}; xe(~00, +00)
Hw) =P{6, <uf;u=0

n(v) = P{é] < V}; ve (s, +)
{T,} yenileme dizisi ve {Y,} rastgele yiiriiyiis siireci asagidaki gibi insa edilebilir:

T, =2k &, Yn=2iL,;n,n=>1
burada, T, = Y, = 0 dur.
Tam degerler alan {N,}, n >0 rastgele degisken dizisi ise asagidaki gibi

tanimlanabilir:
N, =N&x)=inf{fn=>1:s+x-Y,<s}=inf{n>1:Y, > x}
burada, N, = 0 dir.
Noo = inf {k>1is+ § — (BT 0y ) <5
= InF{K 2 1: Vg, etk — YNy > G f =12,

burada, s> 0 ve inf(@) = +oo sart1 kabul edilmistir.

N
T =Ty, = Zizll ii
Y1=T1+91 =TN1+61
Tn = TN1+N2+"'Nn + 2{;—11 e|

Yn = T + en = TN1+N2+-~-Nrl + Zin=1 Oi

burada, Ty =y, = 0 dur.

v(t) yenileme siireci asagidaki gibi tanimlansin:

vo(t) =v([0,t]) =v(t) = max{n > 0: T, <t}, t€[0,Ty)
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vi(®) = ([ynth = max{n =0:yr + (TN0+N1+...+Nn+n - TN0+N1+...+Nn) = t}

t € [YpTret), r=0,12, ...
Ele alinan stokastik siire¢ agsagidaki gibi tanimlanabilir:

a) Her t € [t,,yy,) icin, X(t) = s

b) Her t € [yy,Th4q) igin, X(©) =s + §, — (YN0+N1+...+NH+Vn(t) - YN0+N1+...+Nn)

buradan = 0,1,2,...; yo = 0; {0 = x; Ny = 0 dir. X(t) siireci kesikli sans karisimli

gecikmeli Yari-Markov rastgele yiiriiyiis stirecidir.

§ 2 4/2"—>

glnl nZ egg . §N1+l .

M, 11

N3

«— — — b »——_h‘

0 T, T, T, T, Y1 T, Y2 [

Sekil 2. Gecikmeli Pareto miidahaleli rastgele yiiriiyiis siirecinin bir goriiniisii.

2.2.2. X(t) Siirecinin Ergodik Dagiliminin ilk Dért Momenti I¢in Kesin ifadeler

Teorem 7. Teorem 1’in kosullarina ilaveten E(|n;|>) < oo ve EB; < o olsun. Bu
takdirde, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ilk dort momenti sonludur ve Sy, smir

fonksiyonelinin ilk bes momenti ile asagidaki gibi ifade edilebilir:



EX) =

P
=<
—
o
N——
S~
f—"“‘\
1
~—
o
Z
\/
I
1
~/
=
VN
o
N—
N——

E(X?) =

™M (4)
+2E(§1M3(;1))+;E(M4(a))]
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+6A, [E <§ le ({1)> —E (Cle (§1)> +1E <M3 (Q))l
+6A, [ZE <§1M1 ((1)> ~E (Mz (Q))l
+3A,E <M1 ({1)> + Km1e4}.

Burada,

m

my = E(nk), Mk(2) = E(SKp), mia = o

M [R—
My (z) = M‘;gz:k =1,

(¢ T (4)) = @ 7 Mo n = 07,

X(t) = X(t) —s,
EO
K=—r
Eg
K
ex = E(;’ ),k =1,234
1
diir.
Ispat: Teorem 3 ve 4 ispatlarina benzer sekilde yapilir.
2.2.3. Siirecin Ergodik Dagiliminin ilk Dért Momenti i¢cin Asimptotik A¢ihmlar
Teorem 8: Baslangic rastgele degiskenleri & ,my,0,,¢; asagidaki kosullari
saglasinlar.

1.0 < E& < oo,

2.Eny; > 0veEn |3 < oo,
3.Ef; < oo,

4.1, rastgele degiskeni aritmetik olmayan rastgele degisken,

5. ¢, rastgele degiskeni (A, ) araliginda (o, A) parametreli Pareto dagilima sahip

olsun.
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Bu takdirde, X(t) siireci ergodiktir ve siirecin ergodik dagilimimin ilk iki momenti

icin a > 2 ve E{; — oo iken, asagidaki {i¢ terimli asimptotik acilimlar yazilabilir:

dr.

E(X) = C21(0A+ Byy +Byp5 +0(5) (99)
E(X?) = C3;(a)A? + By, ()X + By, () + 0(1) (100)
Burada,

(o)
o) = ﬁ,a > k; cpq(a) = lfckl(();),k =15

k
e = E (g 1) — Cu(N k= 1,234

Cz1(a)
21(:; (Hpp + 2Km1)]

1
Bii () = > [m21 G

Cz1(a)
Bio(a) = 4(2:%(2) (u2; + 2Km,)?

1

(k31 + 3p21m; K + 3Km3)

6Cq ()
_1 _ C3q(a)
Ba1 () = 2 [2C21(a)m21 @ (k21 + ZKml)]
C31(a)
Byy () = 4(3;%((;) (421 + 2Km,)?
_ C21(0() 3m%1—2m31

(my1Hp1 — 2Kmy) +

ZC]_((X) 6

Ispat: Teorem 7°de X(t) siirecinin ergodik dagiliminin beklenen degeri (E (X)) icin

asagidaki kesin ifade bulunmustur. Beklenen deger (E(X)) igin Ui¢ terimli asimptotik

acilim ise asagidaki gibi yazilabilir:

S o [o(ama(4)) -52(m(4)

+%(m21 — 2Km,)E <M1 (?1)> + Kmlel}
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L) = E<§1M1 (Q)) —§E<Mz (Q))

Yardimci Teorem 1°deki (33) ve (37) esitlikleri J; (1) bagintisinda yerine yazilirsa,
A = 0 iken asagidaki agilim elde edilir.

]1(7\):]3(4 >+%E(§1)_%[E<§ i)+H21E(§1)+u31 +0o(1)

2
1 3

N

E(./;j)—%ﬂu)

Ju() = 282 — 14 o(1) (101)
.0 = %(mn — 2Km,)E <M1 (41)) + Kmj ey

(32) ve E ({1) = ¢; (A esitlikleri J,(A) bagmtisinda yerine yazilirsa, A — 0 iken
asagidaki acilim elde edilir.
J2) =3 (myy — 2KMy) [E (&) + 22 + o) | + KmyE(¢))

= g my, E (41) +iH21(m21 — 2Km,) + o(3)

C
J,() = 12(a) my A +i(m21 — 2Kmy)p,; + 0 (%) (102)

(101) ve (102) asimptotik agilimlari asagidaki bagintida g6z oniinde bulundurulursa:

Js) =11 () +].()

1 Ci(a)1
I3 = Co(@? [ - "2

+ Czta) G (mzy — 2Kmy )y — % H31) %2 +o (;\_12) ] (103)

olur.

K@) = : = - = L1211
E<M1(§1)>+Km1 E<§1>+%+o(x)+1<m1 Ca (0247 +Kmy +o(1)

2
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= 1
= @1 B ]

ZC]_(O() A A
_ 1 _ u21+2Km13 u21+2Km1 2 1
K@) = C1(a )A[l 2C4 (o) A+( 2C, (o) ) ;\2+ ( )] (104)

(103) ve (104) asimptotik agilimlar (105) esitliginde kullanilirsa:

EX) = KM)]sQ) (105)
Cp() 1 Ca(a)
EX) = 20, (@ 2 [m21 — (Mz1 + 2Km,) (0
Cz ()
[8C232xa)( Hpp + 2Km,)?

Lot
— (u31 + 3pz.Km; + 3Kmy,) pre ( ) xt (X) (106)

olur. A — 0 iken, E(X) i¢in (99) asimptotik a¢ilim1 elde edilir.
Teorem 7° de X(t) silirecinin ergodik dagiliminin ikinci momenti (E (Xz)) igin
asagidaki kesin ifade bulunmustu. fkinci moment (E(X?)) igin ii¢ terimli asimptotik agilim

ise asagidaki gibi elde edilebilir:

+AE (Ml (Q) + Kmlez}
) = E(§ M, (41)) - E(QMZ (Q)) T E<M3 (Q))

3
Yardimer Teorem 1°deki (34), (38), (41) ve E<§ )z C3()A? esitlikleri J,(A)
1

bagintisinda yerine yazilirsa, A — 0 iken agagidaki a¢ilim elde edilir.
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]4(}\)=E(§ :)+§u21E(§ j)—E(§ :)_HZIE<§ j)—§u31E(§1)
+§E(§ :>+%H21E(§ j)+§u31E(§1)+ 0(%)
=15(¢ ) +o)

1

Ja) =23 40 (5) (107)

Js() = 2A, lE <§1M1 (Q)) —2E (Mz (Q))l
+Kmy, lE (Mz ({1)) — 2E <§1M1 (Q))l

+A,E (M1 (Q)) + Kmje,

2
(33), (37) ve E(C ) = C,(a)A? esitlikleri Js(A) bagmtisinda goéz Oniinde
1

bulundurulursa, A — 0 iken asagidaki agilim elde edilir.

Js() = %m21E (4 j) + AE (41) + Sz (m21_2Km1) g1 +o(1)

2 6

Js (M) = T2 Co(0)A% + Ay Cy(0)A + 222 — (B2=ZE) 4 o(1) (108)

(107) ve (108) asimptotik acilimlar asagidaki bagintida goz 6niinde bulundurulursa:

Jo) = Ja(@) +J5(a)

_ C3(a) 43 3my; Ca() 1 Cq() 1
Je) = 3 A [1+ 2 cg(a)x+A2c3(a)xz

n (A1;lz1 _ (m21—62Km1) U31) Ciot) + 0(1)] (109)

olur. (104) ve (109) esitlikleri (110) bagintisinda yerine yazilirsa,
E(X?) = KW)Js@) (110)

2y — G(@ 45 | 1]C(@ __G@ A
EXD) = st T2 e ™2t ~ 3, @) Mot T 2Kma)
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Cz() 2 cz(a)myq
— + 2Km,)* ———= + 2Km;) + A, + o(1
2(C (@) (M21 1) H(Cr (@)’ (K21 1) 2 (D
olur. A — 0 iken, E(X?) igin (100) asimptotik acilimi elde edilir.
Teorem 9: Baslangic rastgele degiskenleri & ,my,0,,¢; asagidaki kosullart
saglasinlar.
1.0 < E& < oo,

2.Eny > 0ve E|ny|° < oo,
3.Ef; < oo,

4.1, rastgele degiskeni aritmetik olmayan rastgele degisken,
5. ¢, rastgele degiskeni (A, ) araliginda (a,A) parametreli Pareto dagilima sahip

olsun.

Bu takdirde, X(t) siireci ergodiktir ve siirecin ergodik dagilimimin igiincii ve

dordiincii momenti igin a > 5 ve E{, — oo iken, asagidaki ii¢ terimli asimptotik acilim

yazilabilir:
E(X®) = C41 ()23 + B3; (0)A? + B, (@)X + o(A) (111)
E(X*) = Cs1()A* + By ()23 + By, ()A? + 0(A?) (112)
Burada,
Bs. () = 3C321(a) my, — % (uz1 + 2Km,)

2C41 ()
3C%(a)

Cz1 () 3 3
B3, (o) = %(31‘“%1 — 2mgzq) + (H%1 T2 Hy1Kmy + EKZm%)

- ic(il((aa)) (mypp1 + 2Kmy)
4 Cs1()
B, (a) = 6C4y () (m21 — H21 — gKm1) - 221(2) (Hz1 + 2Kmy)

By () = C31(a)(3m3; — 2m3q + 6my;py; — 3p3; — 12Kmy iy, )

Cs1 ()
4CE ()

(u21 + 2Km,)?

_ C41(ax)

Cq() (3m21H21 - 3|1%1 — 6Km2 — 10Km1u21 _ 8K2m%)
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dir.
Ispat. Teorem 7°de X(t) siirecinin ergodik dagiliminin {igiincii momenti (E(X3)) igin
asagidaki kesin ifade bulunmustur. Ugiincii moment (E(X3)) icin Gi¢ terimli asimptotik

acilim ise asagidaki gibi elde edilebilir:

20 - <<4>> fe (e mu(6))-28 (¢ ma(4)

)
+5(m(4)) - 26(mi(4))
+2 (g — 2Kmy) [E(? le(51)>‘E<§1M2(§1)>l
R L) L (L) T ()
#3nc8 (M () + ke

b0 =6(< 0 (4)) =26 ( ¢ e (6)) e Gm (4))
e(u ()

4
Yardimci Teorem 1°deki (35), (39), (42), (44) ve E (é’ ) = C4(a)A* esitlikleri ], (A)
1

bagintisinda yerine yazilirsa, A — 0 iken agagidaki a¢ilim elde edilir.

0 =(¢ )43 me(¢ )3 E(¢ ) - duar (<)
+8(¢ ) +3main(¢ ) (¢ ) =3¢ ) -uar(e )
“jun(¢ ) +o ()
BW=18(¢ ) +o(3)

J7 ) =5 CaleOn + 0 (53) (113)
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Jo() = g(m21 — 2Km,) [E (4 iMl (41)) —E <§1 M, (Q))l

+%(m21 — 2Km,) E <M3 (51 )>

3
(34), (38), (41) ve E(é’ )= C3(a)A3 esitlikleri Jg(A) bagintisinda gdz oOniinde
1
bulundurulursa, A — 0 iken asagidaki a¢ilim elde edilir.
1 3\ 3 2 3
Js() = 5(m21 — 2Km,) {3]3 (é/ 1) + ;H21E (§ 1) —3E (é’ 1)
2 3 2
—3H21E<§ ) —§H31E(§1) + E(é’ > +§U21E(§ ) + H31E(§1)
1 1 1
1 3 1
Jo ) =3 (mg = 2KmE (&) +0()

JsM) =3 (myy — 2Kmy)C3(@)2® + o () (114)

Jo(A) = 3A,E (ClMl ((1)> —2AE (MZ (/;1)> +3A3E <M1 (41)>

2
Yardimc1 Teorem 1°deki (33), (37), (32) ve E(é >= C,(a)A? esitlikleri Jo(A)
1

bagintisinda yerine yazilirsa, A = 0 iken asagidaki agilim elde edilir.

2 3 3 2 3
Jo0) = 348 (¢ )+ 301 B (41) ~3A0E (¢ ) 2o B(&))
3 3
_5A2IJ31 + 3AE (41) + 5A2H21
3 2 3 3
= EAZE (4/ 1) + 3A2E(§1) + 5A2H21 _;AZU31
3 3 3
Jo(V) = EAzcz (WA? + 3A,C; (A + EAZ H21 — §A2H31 (115)

(113), (114) ve (115) asimptotik agilimlar asagidaki bagintida goz Oniinde
bulundurulursa:

J10) =J7() +Jg(A) + Jo(A) + Km, e
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]10(}\) = ic4(0())\4 + %C3 ((X))\3 + %Az(:z ((X))\Z + 3A2C1((X))k

3 3
_5A2H31 + EAZ Hzq + 0(1) (116)

olur. (104) ve (116) esitlikleri (117) bagintisinda yerine yazilirsa,
E(X®) = KMW)J10) (117)

E(Xg) — Cy(a) 23 — Ca(a) (Hp1+2Kmy) 25 | Cyla) (up1+2Kmy)?
4C1 () 4 2(cq ()’ 6  (Ci(w)’

mz1C3(a) 12 mp1C3(a) (Hz21+2Kmy) | 3A2C(a) 1

+ 2C4 () 2 2(C4(0)* 2 Cya)

A+ o)

3y — Cy() 3 _[ Cy() _m21C3(0() 2

[ U3:Ca(e) | KmyppiCyla) | K2miCy ()
6(Ci(@)’  4(Ci()’ 4(C; (@)°

_ mpipz1C3(a)  Kmymyp;C3(a) | 3A;Cz(a)
4(Cy ()’ 2(C4(0)* 2C4 ()

];\+o(x)

elde edilir. ¢ (a) = ﬁ, a > k ifadesi yukarida kullanilirsa,

E(XS) _ (a-1) 53 [& (a-1)? | Kmy (@=1)*  my; (@a=1],2

4(a—4) 8 a(a—4) 4 ala—4) 2 (a-3)

+ [P—_§1 (a—1)3 Kmqppy (a—1)3 K?m? (a-1)3
6 oZ(o—4) 4 oa?(o—4) 4 o?(a—4)
_ Mmpiln, (a-1)? _ Kmyp, (a—1)? 3_/\2(0(—1)]
4 a(a-3) 2 a(a-3) 2 (a—-2) A+ OO\)

olur. A — 0 iken, E(X3) i¢in (113) asimptotik acilim1 elde edilir.
Teorem 7° de X(t) siirecinin ergodik dagilimiin dérdiincii momenti (E(X“)) i¢in
asagidaki kesin ifade bulunmustu. Dordiinci moment (E(X‘*)) igin ii¢ terimli asimptotik

acilim ise asagidaki gibi elde edilebilir.

Bx %) < <<4 - fe(c () -26( e (4)
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w28 My () -5 G (4)) + 2 (s ()
+(my; — 2Km,) [2E<4 le(Q)) - 3E(§ jM2(§1)>
o (6 15( )

vons[e(¢ T (6)) -5 (6)) + 22 (s (6)]
o 6) 50 5)

+3A,E (Ml (1 >+Km1e4}
) = E(C Ml(a)) 2E<§jMz(§1)>
+2E<§ jM3(§1)>—E<§1M4(§1)>+§E<M5(§1)>

N |-

5
Yardimer Teorem 1°deki (36), (40), (43), (45), (46) ve E (é’ ) = Cs (o)A esitlikleri
1

J11(A) bagintisinda yerine yazilirsa, A — 0 iken asagidaki a¢ilim elde edilir.

) = 20s@2° = 226 (¢ )~ B (¢ )+ o) (118)

J12(0) = (my; — 2Km,) lZE (; le ({1)> —3E <§ jMZ ({1)>

s con () + 35w (0)

(35), (39), (42) ve (44) esitlikleri J;,(A) bagintisinda yerine yazilirsa, A — 0 iken
asagidaki acilim elde edilir.

Ji2(A) = (my; — 2Km,) [ZE (é” j) + iy E (éV j) _3E (é/ ‘1‘) P (é, j)
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_H31E(§ j)"‘ZE( :)+3H21E(§ :>+2H31E<§ j)

4
sia(e ) mae( ) rmne(c )
<

= (my; — 2Km,) EE & j) 21 (é/ :) 23 B <§ j)]

k
11,0 ifadesinde E(g )=Ck(oc) Ve Cla)=,a>koldugu goz oninde
1 -

bulundurulursa;

J12(A) = (my; — 2Km,) E Ca(0) A* 4 2p51 C3 () A3 4+2p31Co () A% ]

3
= (my; — 2Km,) [E + 2l —= ( 7\ +2U31 —— ( 7\2 ] (119)

elde edilir.

Jia(D) = 6A, [E(( le ({1)> —E <§1M2 ({1)> +§E<M3 (41)>l

Yardimci Teorem 1°deki (34), (38) ve (41) esitlikleri J;3(A) bagmtisinda yerine

yazilirsa, A = 0 iken asagidaki acilim elde edilir.
2 3 2 31
@ =68, [E(¢ )+ 2w (¢ )-8 (¢ ) - maB (¢ ) -226(4)
1 1 1

+15(¢ )tz )+ e (4)
- ZAZE(C 3) +0(55) = 28,C3(@) 2* + o(3)

Jis(A) = 2A2( 7\3 + 0(13) (120)

J1aQ) = 6A; [ZE <§1M1 (;1)) ~E (Mz (Q)l 3A4E <M1 ((1)> + Km,e,

(32), (33) ve (37) esitlikleri J;4(A) bagintisinda yerine yazilirsa, A — 0 iken
asagidaki acilim elde edilir.
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0= (e (6) (€ ) a(6) -
B (
= 6A3E(§ j) + 3A4E(§1) — 2A3u3; +% + Km; e,

14 () = 6A5C; () A2 + 3A,C (@) A — 2Azitz; + 22 4 Km, Cy () A*
A (121)

3A4l21 a
Km
;T 1 (a-4)

A —2A3p3; +

_ o 2 (04
= 6A3 “D A+ 3A, =

K
(118), (119), (120), (121) ve E (§ ) = Cy (o) A¥ esitlikleri (122) bagintisinda goz
1
ontinde bulundurulursa;

Jis QD) =J11 Q) +J12) +J13D) +]1.) (122)

elde edilir.

1 5 3 3 4 4
J1s @) = EE(Q/ 1) + (5m21 _5H21) E(é/ 1) - 2Km1E(é’ 1)
3
+[2myqppg — M3 + 2A; — 4Kmy iy JE <§ 1)
2
+[2m21u31 + 6A; — Km1u31]E (4/ 1)

3
+3A3E (gl) — 2Az131 + 5 Azlpg +0(1)
Cs(a) 3 3
Jis Q) = STO‘AS + (5 Mz1 =3 Iv121) C4(c)A* — 2Km, C4 (A"
+[2ma1 ka1 — a1 + 2A7 — 4Kmy pp1]C3 (A
+[2mju3; + 6A; — Kmy gy [Co ()2
+3A35C; (A — 2A,p3q + §A3H21 +o(1) (123)
elde edilir. (104) ve (123) esitlikleri (124) bagintisinda yerine yazilirsa;

EX*) = KW)Jss () (124)
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4 )E Ca(a)  [p21+2Kmy] C5(a)] 43

4y = 1Gs(@ 44 .
E(X )_5C1(oc)7\ +[(m21 Ha1 3Km1 2 Cq(a) 10 C3 ()

C3(c)  3[mz1pz1—Hz1°~2Kmyymy] Cy(a)

+ {[2m21u21 — U31 + 2A; — 4Kmy ]

C1( 4 LGy
+ [ Kmypgy +2K2m,?| E%Ez; o st 2oml E;EZ;} A2 4+ 0(A2)
olur. ¢y (a) = ﬁ, a > Kk esitligi yukarida yerine yazilirsa,
E(XH) = 2020
[ (mas = oy = Ky ) Fom - el G0
+({2my 1z — p3y + 245 — 4Km1u21)%
o (s 20) 2

[Hz1+2Km4]?] (a-1)3 2 2
+[ 20 az(a—S)}}\ + OO\ )

elde edilir. A — 0 iken, E(X*) i¢in (112) ifadesindeki asimptotik acilim elde edilir.

Elde edilen yaklasik degerlerin ergodik momentlerin ger¢ek degerlerine ne kadar
yakin oldugu sorusunun cevabi benzetim yontemi kullanilarak bulunmaya calisilacaktir.
Bu amagla Monte Carlo simulasyon yontemini kullanilarak, ergodik momentlerin
asimptotik degerlerinin simulasyon degerlerine ne derecede uyum sagladigini

arastirilacaktir.

2.2.4. Simulasyon Sonuglari

Bu bolimde, elde edilen ergodik momentler igin asimptotik degerler sembolik
olarak E(X™), n = 1,2,3,4 gosterilecektir. Benzer sekilde, E(X™),n = 1,2,3,4 ile n.
ergodik moment i¢in Monte Carlo benzetim yontemi kullanilarak elde edilecek simulasyon
degerleri gosterilecektir. Her bir simulasyon deger bilgisayarda MATLAB programi
kullanilarak ve siirecin n = 10° realizasyonu (izi) iiretilerek elde edilmistir. Bu

degerlerden asagidaki tablolar ilk dort ergodik momentler i¢in olusturulmustur. Ayrica,



A,, &,, AP, notasyonlar ile, sirasiyla, mutlak hatalar, nispi hatalar ve uyum yiizdeleri

gosterilmigler. Diger bir ifadeyle;

A, = |E(Xn) - E(Xn)l; & =

Ay

E(Xm)

100%; AP, = (100 — 8,)%

(125)

diir. A parametresinin ¢esitli degerleri i¢in diizenlenmis tablolar agagida yer almaktadir.

Tablo 1. E(X) i¢in asimptotik ve simulasyon degerlerinin karsilastiritlmasi

A EX) EX) A, 8, (%) AP, (%)
10 06,165761 05,612679 0,553081700 8,970209841 91,02979016
20 11,801126 11,269562 0,531563850 4,504348568 95,49565143
30 17,394753 16,905190 0,489563233 2,814430497 97,18556950
40 23,058255 22,535504 0,522751425 2,267090138 97,73290986
50 28,709556 28,163692 0,545864140 1,901332574 98,09866743
60 33,694451 33,790817 0,096366383 0,286000752 99,71399925
70 39,400693 39,417336 0,016643058 0,042240522 99,95775948
80 45,059501 45,043474 0,016026712 0,035567887 99,96443211
90 50,658250 50,669360 0,011109922 0,021931121 99,97806888
100 56,305713 56,295068 0,010644570 0,018904956 99,98109504

Tablo 2. E(X?) igin asimptotik ve simulasyon degerlerinin karsilastirilmasi

A EXX?) E(X?) A, 8,(%) AP, (%)
10 50,816530 45,7592328 05,057297143 9,952070995 90,04792900
20 187,253128 177,2327514 10,02037657 5,351246560 94,64875344
30 408,617879 394,4205557 14,19732329 3,474474323 96,52552568
40 717,613526 697,3226457 20,29088029 2,827549865 97,17245013
50 1.112,182550 1.085,9390210 26,24352857 2,359642180 97,64035782
60 1.590,061461 1.560,2696830 | 29,79177814 1,873624314 98,12637569
70 2.132,749432 2.120,3146300 12,43480200 0,583040924 99,41695908
80 2.770,622414 2.766,0738630 4,548551143 0,164170734 99,83582927
90 3.494,750520 3.497,5473810 | 2,796861429 0,080030360 99,91996964
100 4.317,052304 4.314,7351860 | 2,317118286 0,053673621 99,94632638

Tablo 3. E(X3) igin asimptotik ve simulasyon degerlerinin karsilastirilmasi
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A EX®) E(x®) Ag 85(%) AP; (%)
10 482,172062 433,4 48,772062 10,11507423 89,88492577
20 3.402,366608 3.230,8 171,566608 5,042566771 94,95743323
30 11.090,502644 10.642,2 448,302644 4,042221154 95,95777885
40 25.694,601926 24.917,6 777,001926 3,023988962 96,97601104
50 49.489,299325 48.307,0 1182,299325 2,388999928 97,61100007
60 84.664,729425 83.060,4 1604,329425 1,894920631 98,10507937
70 133.021,585678 131.427,8 1593,785678 1,19814064 98,80185936
80 197.272,140947 195.659,2 1612,940947 0,817622265 99,18237774
90 279.802,915654 278.004,6 1798,315654 0,642707975 99,35729202
100 382.294,865388 380.714,0 1580,865388 0,413519911 99,58648009

Tablo 4. E(X*) i¢in asimptotik ve simulasyon degerlerinin karsilastirilmasi

A E(XY E(X%) A, 84(%) AP, (%)
10 4.906,113625 4.348 558,113625 11,37588054 88,62411946
20 67.344,249446 63.192 4152,249446 6,165707511 93,83429249
30 324.865,617827 310.032 14833,61783 4,566078099 95,43392190
40 1.004.589,589315 964.768 39821,58931 3,963965956 96,03603404
50 2.398.512,254144 2.333.700 64812,25414 2,702185658 97,29781434
60 4.900.069,255601 4.809.528 90541,25560 1,847754611 98,15224539
70 9.005.996,839277 8.87.1352 134644,8393 1,49505759 98,50494241
80 15.255.401,816678 15.084.672 170729,8167 1,119143361 98,88085664
90 24.328.849,173680 24.101.388 227461,1737 0,934944239 99,06505576
100 36.483.926,187732 36.659.800 175873,8123 0,482058349 99,51794165

Tablo 1, 2, 3 ve 4’den goriildiigi gibi A parametresinin 90 dan biiyiik tiim degerleri
icin asimptotik degerler ile simiilasyon degerleri arasindaki uyum yiizdeleri % 99 un
tizerindedir. Dolayisiyla ortaya konulan asimptotik agilimlardan elde edilen yaklasik
degerler simulasyon degerlerine ¢ok biiyiilk uyum saglamaktadir. Bu ise su anlama
gelmektedir. Ergodik momentler i¢in elde edilen acilimlar A parametresinin ¢ok da biiyiik
olmayan degerlerinde bile ergodik momentlerin kesin ifadelerin yerine giivenli bir sekilde

kullanilabilirler.
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2.2.5. X(t) Siirecinin Ergodik Dagilim I¢in Zayif Yakinsama Teoremi

Bu boliimiin 6ncelikli amaci E({ 1) — oo iken ergodik dagilim i¢in zayif yakinsama

teoremini ispatlamaktir [28].

A — 0 Iken X(t) siirecinin ergodik dagilimmin asimptotik davranislari icin W (t)
yardimer stireci Wy (t) = AX(t) seklinde tanimlansin.

Teorem 10: Teorem 1’in sartlar1 saglansin, A — 0 iken ve her a,x > 0 igin Wj (t)
stirecinin ergodik dagilim fonksiyonu olan Qu, (x) = lim¢,, P{ Wy (t) < x} bir limit

dagilim fonksiyonu olan G(x) dagilim fonksiyonuna zayif anlamda yakinsar.

Qw,® - G(x) = aT_l OX u®du

Ispat: (27) esitliginden W, (t) siirecinin karakteristik fonksiyonu asagidaki gibi

yazilabilir.

(pW;L(u) = ]1((1, )\) + ]2((1, )‘) + ]3(“! )\) + ]4((1,)\) (126)

Burada;

L(@) = (EN(¢) +K), L) = L (@A) (1 - @y, (-ud),

J1(0,A) = Iz(im

oA f;o x~ (@D (exp(—iuxd) — 1) dx,

K
JZ ((X’ }\) = Il((X,)\)

Ja(a,2) =+ ((1”0 aA® f;ox‘(““)E{exp(—iu)&gN(X)) — 1} dx,
2 y

Jo(a,2) = J, (o, A) aA™ f;o x~ (@ DE{exp(—iuASy(yp) — 1} dx,

§N(X) = SN(X) —-X, X> 0

dir.

A — 0 iken Yenileme Teoremi’nden asagidaki esitlik yazilabilir [21].

EN(¢) =ill+2‘%+](a,x) (127)

mq a—12A
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Burada;

J(a,A) = aA® f;ox_(““)g(x) dx

dir.
A — 0 iken ve her a > 0 igin Yardimecr Teorem 2’den J(a,A) = o(1) ifadesi elde

edilir. Bu ifade (127) esitliginde yerine yazilirsa,

— 1«1, mp
EN(¢ ) = o5t t o + o (128)

olur. A = 0 iken (128) esitliginden,

L(wd) =—-221412 L g o(1) (129)

mq a—12A 2m1

elde edilir. Bir bagka ifadeyle A — 0 iken,

1—= @y, (—ud) = iuAm,[1 + o(1)] (130)
olur. (129) ve (130) esitlikleri kullanilirsa,

L(a,A) = iuﬁ [1+0(1)] (131)

elde edilir. (131) esitliginden asagidaki bagnti elde edilebilir.

Ja (a2 = SHOu@ g g (132)

Burada (a, 1) parametreli Pareto dagiliminin karakteristik fonksiyonu ¢, 1 (u) dur.
Simdi A — 0 iken ], (o, A) min asimptotik davranislarini incelenecektir.
(129) esitligi goz oniinde bulundurularak ], (o, A)=0(A) ifadesi elde edilir. (133)

Kesinlestirilmis Yenileme Teoremine gore [21], x — oo iken,

E(Snew) = ;ng +0(1) (134)
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olur. Burada Sypy = Sne) — XVE My = (E(Xf))k ,k=1,2dir. A= 0 iken Yardimci
Teorem 2 ve (134) esitligi kullanilarak (135) ifadesi elde edilir.

o [ x~FVE( Sygg )dx =55 + o(1) (135)
1

Bunun yant sira, |E{exp(—iu7\§N(X)) — 1}| < |Au|E( §N(X)) yazilir. (136) A — 0 iken
(134) ve (135) esitlikleri kullanilarak (137) ifadesi elde edilir.

a®| 7 %~ DE[exp(—iud Sne) — 1]|dx < Alul [1% + o(D)] (137)
1
Bu esitlik g6z 6niinde bulundurulursa;

Js(o, ) = 0(Q) (138)

esitligi elde edilir. Buna ilaveten A - 0 iken (133) ve (137) bagintilar1 kullanilarak
asagidaki bagint1 elde edilir.

Ja(a,A) =0 (139)

A — 0 iken ve her o> 0 igin (132), (133), (138) ve (139) esitlikleri kullanilarak
asagidaki ifade elde edilir.

oy () = ER@a @D g 4 (1)

Bundan dolayt W,(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu limit dagilim

fonksiyonuna zayif anlamda yakinsar [21].

lim) o Qw, () = G(x) = aT_l (;(u“du

Boylece Teorem 10 ispatlanmis olur.



3. BULGULAR

Bu c¢alismada “Pareto Miidahaleli Yari—-Markov Rastgele Yiiriiytis Siireci” ele
almmistir. Ilgilenilen fiziksel modelleri ifade eden stokastik siire¢ matematiksel olarak
olusturulmus ve siire¢ igin ergodik teorem ispat edilmistir. Ayrica siirecin ergodik
dagiliminin karakteristik fonksiyonu, Sy, sinir fonksiyoneli yardimiyla ifade edilmistir.
Buna ek olarak siirecin ergodik dagilimmin ilk dort momenti i¢in kesin ifadeler ve
asimptotik agilimlar elde edilmistir. Daha sonra siirecin ergodik dagilimi i¢in zayif
yakinsama teoremi ispatlanmistir. Ayrica, siire¢ icin Monte Carlo simulasyon ydntemi
uygulanarak, ergodik momentlerin degerleri elde edilmis ve asimptotik sonuglarla
karsilastirilmistir. Karsilagtirma sonucunda elde edilen asimptotik agilimlarin simulasyon
sonuglarina yeterince yakin olduklari tespit edilmistir. Hatta A parametresinin 90’dan
biiyiik tim degerleri icin asimptotik degerler ile simiilasyon degerleri arasindaki uyum

yiizdelerinin %99’un iizerinde oldugu gozlemlenmistir.



4. iIRDELEME

Yari-Markov rastgele yiiriiyiis siirecleri ile ilgili literatiirde birgok 6nemli ¢alisma
mevcuttur. Bu c¢alismalarin birgogundaki sonuglar teorik bakimdan onemli olsalar da,
uygulamanin ihtiyacini karsilayacak nitelikte degildir. Asikar ifadeleri igeren ve uygulama
icin yararli olabilecek caligmalarda vardir. Fakat bu calismalarin eksik olan yonii, ele
aliman modellerin gereginden fazla idealize edilmis olmalar1 ve siireglerin her yoniiyle
incelenmis olmamalaridir. Bunun temel nedeni, bu silireglerin olasilik ve sayisal
karakteristiklerinin ¢ok karmasik bir matematiksel yapiya sahip olmalaridir. Ozellikle,
miidahaleyi ifade eden rastgele degiskenler yeterince genis bir smifa ait olduklarinda
siirecin temel karakteristikleri i¢in kullanilabilir formiillerin elde edilmesi ¢ok zordur.

Bu c¢alismada asimptotik yontemler kullanilarak, Pareto miidahaleli yari—Markov
rastgele yiiriiyiis siirecinin olasilik ve sayisal karakteristikleri i¢in pratik 6neme sahip
asimptotik ifadeler elde edilmistir.

Bu calisma kapsaminda incelenen modelde bazi degisikliklerin yapilabilmesi
miimkiindiir. Ornegin, baslangic rastgele degiskenlerinin bagimli olmasi durumunda
ortaya c¢ikan benzer modellerin incelenmesi ve bu calismada kullanilan analitik ve
asimptotik yontemler iki bariyerli yari-Markov siireclerine de uygulanarak Onemli

asimptotik sonuglar elde edilebilir.



5. SONUCLAR

Bu c¢alismada “Pareto Miidahaleli Yari—-Markov Rastgele Yiiriiytis Siireci” ele

alinmis ve bu siirecler i¢in agsagidaki teorik sonuglar elde edilmistir.

1.

llgilenilen fiziksel modelleri ifade eden stokastik siirecler, matematiksel olarak
olusturulmustur.

Pareto miidahaleli yari-Markov rastgele yiiriiyiis siirecinin ergodik dagilimi ve
karakteristik fonksiyonu i¢in kesin ifadeler bulunmustur.

Ergodik dagilimmin karakteristik fonksiyonu, Sy smir fonksiyonelleri
yardimiyla ifade edilmistir.

Siirecin ergodik dagiliminin ilk dért momenti i¢in kesin ifadeler bulunmustur.
Pareto miidahaleli yari—Markov rastgele yiiriiyiis siirecinin ergodik dagiliminin
ilk dort momenti i¢in asimptotik agilimlar elde edilmistir.

Siirecin ergodik dagilimi i¢in zayif yakinsama teoremi ispat edilmistir.



6. ONERILER

Yapilan bu ¢alismanin, yari-Markov siiregleri teorisindeki bir eksikligi giderebilecegi
umulmaktadir. Bununla beraber bu c¢alismanin asagidaki yonlerle de gelistirilebilmesi
miimkiindiir:

1. Miidahaleyi ifade eden rastgele degiskenin dagilimini, ele alinan dagilim
sinifindan daha genis bir siniftan secerek benzer siireglerin analitik ve asimptotik
ozelliklerinin incelenmesi.

2. Baslangig rastgele degiskenlerinin bagimli olmasi durumunda ortaya g¢ikan
benzer modellerin incelenmesi.

3. Elde edilen kesin formiiller ve asimptotik formiillerin arasindaki farkin
degerlendirilmesi.

4. Bu caligmadaki analitik ve asimptotik yontemleri kullanarak benzer problemlerin

iki bariyerli yari-Markov siirecler i¢in ¢oziilmesi.
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