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2013, 66 Sayfa

Bu tez calismasi iki boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, uninormlar iizerine
genel bir literatiir ¢aligmasi yapildi ve [0,1] tizerindeki uninormlar ile ilgili elde edilen bazi
temel sonuc¢lardan bahsedildi.

Ikinci bolim dort kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda, smirli kafesler iizerindeki
uninormlarla ilgili baz1 yeni 6zellikler incelendi ve bu sekildeki uninormlara ornekler
verildi. Tkinci kisimda, bir L smirli kafesi iizerinde verilen e € L birim elemanli bir
uninorm yardimiyla her x € L elemani e ile kiyaslanabilir olmak iizere L iizerinde bir t-
norm ve bir t-konorm elde edildi. Uciincii kisimda, bir L smirl kafesi iizerinde verilen
e € L birim elemanli bir uninorm insa etmek i¢in iki yontem verildi ve bu yontemlerin bir
tirtinti olarak L tizerinde e € L\{0,1} birim elemanli en kii¢iik ve en biiyiik uninorm insa
edildi. Son kisimda ise, L([0,1]) tizerindeki aggregasyonlar, Deschrijver [10] tarafindan

onerilen yaklasim ile elde edildi.

Anahtar Kelimeler: Uninorm, lokal internal uninorm, t-norm, t-konorm.
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This thesis consists of two chapters. In the first chapter, it is made a general study of
literature and is mentioned some main results obtained about uninorms on [0,1].

The second chapter consists of four sections. In the first section, some new properties
of uninorms on bounded lattices is investigated and examples to that kind of uninorms is
given. In the second section, a t-norm and a t-conorm on a bounded lattice L are obtained
by means of a given uninorm with e € L neutral element on L when all x €L is
comparable e. In the third section, two methods of constructing a uninorm with given
neutral element e € L on a bounded lattice L is introduced and as a by product, the smallest
and the greatest uninorm with neutral element e € L\{0,1} on L are obtained. In the last
section, it can be derived from the approach proposed by Deschrijver [10] to aggregation
on L([0,1]).

Key Words: Uninorm, local internal uninorm, t-norm, t-conorm.
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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Son yillarda aggregasyon operatorleri, Calvo ve arkadaslar1 tarafindan yazilan
“Aggregation operators: properties, classes and construction methods” [3] adl1 kitapta ve
kitabin referanslarinda goriilebilecegi gibi kapsamli olarak incelendi. Farkli bakis agilari,
ikili, n-1i ve hatta ¢ok boyutlu aggregasyon operatorlerinin ortaya ¢ikmasina yol agti.

Bir F ikili aggregasyon operatoriiniin saglamas: gereken en temel o&zellikler
monotonluk ve smir kosullaridir (F(0,0) =0 ve F(1,1) =1). Degisme, birlesme,
idempotent, birim ve sifirlayan eleman vs. gibi diger birgok 6zellik, ¢esitli sartlara bagh
olarak da ¢alisildi. Aggregasyon operatorleri, ilk olarak Schweizer ve Sklar tarafindan [37]
de ele alinan ve kapsamli olarak Schweizer ve Sklar [38], Klement ve arkadaslari
tarafindan [22] de ¢aligilan tiggensel normlar ve {iggensel konormlar ile birlikte 6nemli rol
oynar.

Ucgensel norm ve iiggensel konormlarin dzel bir genellestirmesi olan uninormlarin
birim elemani, birim araliktaki herhangi bir say1 olabilir. Uggensel normlar igin 1 ve
tiggensel konormlar i¢cin 0 olan birim elemanlar, aggregasyon degerini etkilemezler ve
birim aralikta tanimlanan uninormlar, birbirlerinden birim elemanlar ile ayrilirlar.

Uninormlar, ilk olarak Yager ve Rybalov [45] tarafindan ele alindiktan sonra
uygulamali ve teorik acgidan bircok yazar tarafindan calisildi. Uninormlarin ortaya
¢ikarilmasi ve ¢alisilmasini destekleyen birgok pratik sebepten bahsedilebilir. lk sebep
agregasyon operatoriiniin ¢ok kriterli karar vermede kullanilmasidir. Uninormlarin pratik
kullanimin1  destekleyen ikinci sebep, uzman sistemler alanindan kaynaklanmaktadir.
MYCIN benzeri uzman sistemlerde onerilen teshisin evrensel derecesini hesaplamak igin
aggregasyon fonksiyonlarinin kullanildigi bilinmektedir. [7,39] ¢alismalari, bu gibi
aggregasyon  fonksiyonlarinin  representable uninorm oldugunu gdstermektedir.
Representable uninormlar, [16] da uninorm terimi kullanilmadan verildi.

Uninormlar ile yapilan ilk ¢alisma [45] ve Yager ve Kreinovich [43,44], uninormun
aggregasyon, uzman sistemler, yapay sinir aglari ve bulanik sistem modelleri gibi bircok
alanda faydali oldugunu gosterdi. Diger taraftan uninormlarin teorik agidan ¢aligilmasi

daha kapsamli olmustur. Calvo ve arkadaslar1 [2], De Baets [4,5], Drewniak ve Drygas



[12], Fodor ve arkadaslar1 [13], Hu ve Li [18], Mas ve arkadaslar1 [30,32,33], Monserrat ve
Torrens [36] uninormlar1 teorik agidan ele alan arastirmacilardir. Degismeli olmayan
uninormlar1 incelemek amaciyla uninormlarin bazi genellestirmeleri, Mas ve arkadaslari
[31] ve Marichal [28] tarafindan g¢alisildi. Li ve Shi [26], her bir a € [0,1] elemaninin
birim eleman olmasini saglayan ve zayif uninorm olarak adlandirilan uninormlarin diger
bir genellestirmesini ele aldilar. Li ve Shi [25], uninorm aggregasyon operatdrlerinin
Ozelliklerini arastirarak, siirekli uninorm aggregasyon operatorlerin yalnizca siirekli
t-normlar veya siirekli t-konormlar oldugunu gosterdiler ve uninorm aggregasyon
operatorlerinin genel yapisini verdiler. Deschrijver ve Kerre [9], uninorm kavramini
sezgisel bulanik durumlara genislettiler. Wang ve Fang [40], bir tam kafes {izerinde sol ve
sag uninormlar1 ve Liu [27], bir tam kafes tizerinde yari-uninorm kavramlarini ele aldilar.

Yukarida bahsedilen tiim ¢alismalarin 15181 altinda, bu yliksek lisans tez ¢calismasinda
sinirli kafesler tizerinde uninormlar ile ilgili baz1 yeni sonuglar elde edilmistir.

Birinci boliimde, kismen sirali kiimeler, kafesler, licgensel normlar ve {iggensel
konormlar ve [0,1] tzerindeki uninormlar ile ilgili temel tanim ve teoremler ile bu
konularda yapilan bazi ¢alismalara yer verildi. Tezin ikinci bolimi dort kisma ayrildi.
Birinci kisimda, bir L smirli kafesinin herhangi bir alt kiimesi {izerinde lokal internal
tanimu verilerek keyfi e € L elemani ile kiyaslanamayan bir eleman mevcut ise, L iizerinde
e birim elemanli bir lokal internal uninormun mevcut olmadig1 gosterildi. Bir L sinirl
kafesi tizerinde e € L birim elemanli ve 6zel bir alt bolge A(e) tizerinde lokal internal olan
bir U uninormu igin U(0,1) m alabilecegi degerler arastirildi. Ikinci kisimda, bir L smirh
kafesi lizerinde e € L birim elemanli verilen bir uninorm yardimiyla her x € L eleman1 e
ile kiyasaslanabilir olmak iizere L iizerinde bir T t-normu ve bir S t-konormu elde edildi.
Uciincii kisimda, bir L siirli kafesi iizerinde verilen e € L birim elemanl bir uninorm insa
etmek i¢in iki yontem verildi ve bu yontemlerin bir iiriinii olarak bir L siirli kafesi
tizerinde e € L\{0,1} birim elemanl1 en kiigiik ve en biiyiik uninorm elde edildi [20]. Son
kisimda ise, L([0,1]) tizerinde t-representable aggregasyon fonksiyonu denilen
aggregasyonlar gozoniine alinarak L([0,1]) tizerinde aggregasyonlarin Deschrijver [10]

tarafindan Onerilen yaklagim ile elde edilebilecegi gosterildi [20].



1.2. Kismen Sirah Kiimeler

Tamm 1.1.[1]: P bir kiime ve <, P iizerinde bir bagint1 olsun. Her x,y,z € P i¢in
P1. (x,x) €< (Yansima ozelligi),
P2. (x,y) €< ve (y,x) €< ise, x =y (Ters simetri 6zelligi),
P3. (x,y) €< ve (y,z) €< ise, (x,z) €< (Gegisme 6zelligi)
kosullar1 saglaniyorsa, < bagintisina P {izerinde bir siralama (veya kismen siralama) denir.
Eger (x,y) € < ise, bu durum x < y seklinde gosterilir. Uzerinde bir < siralama bagintis
mevcut olan P kiimesine sirali kiime (veya kismen sirali kiime) denir ve (P, <) ikilisi ile
gosterilir.

x <y ise, bu durum “y, x i igerir” olarak ifade edilir. Eger x <y ve x # y ise,
x < y yazilir ve “x, y de 6z olarak igerilir” olarak ifade edilir. Ayrica “x < y yanlis” ise,
x £ yyazilir. x £y ve y £ x ise, “x ve y elemanlar1 kiyaslanamaz” denir ve x || y ile
gosterilir.
Tanmim 1.2.[17]: (P, <) kismen sirali bir kiime ve f:P — P bir doniisim olsun. Eger
x,y € Pi¢in x < yiken f(x) < f(y) oluyorsa, f ye monoton azalmayan denir.
Tanmim 1.3.[17]: (P, <) kismen sirali bir kiime ve f:P — P bir doniisiim olsun. Eger
x,y € Pi¢in x < y iken f(x) = f(y) oluyorsa, f ye monoton artmayan denir.
Tanim 1.4.[8]: f:[0,1] — [0,1] doniisiimii igin asagidaki ifadeler denktir:
I) f artandur,
i) Her (x,y) € [0,1]? icin f(min(x,y)) = min(f(x), f()),
iii) Her (x,y) € [0,1]% igin f(max(x,y)) = max(f(x), f()).
Tanmm 1.5.[5]: g:[0,1] - [0,1] bir doniistim olsun.
i) Eger her x € [0,1] igin g(g(x)) < x ise, g, alt-involutif olarak adlandurilr.
ii) Eger her x € [0,1] i¢in g(g(x)) > x ise, g, list-involutif olarak adlandirilr.
iii) Eger her x € [0,1] igin g(g(x)) = x ise, g, involutif olarak adlandirilr.
Tanmm 1.6.[1]: (P, <) kismen sirali bir kiime olsun. Her x,y € P igin x <y veyay < x
ise, (P, <) kismen sirali kiimesine zincir veya tam sirali kiime denir.
Uyan 1.7.[1]: (P,<) kismen sirali bir kiime olsun. Her x € P i¢in a < x kosulunu
saglayan a € P eleman1 mevcutsa, tek oldugu kolaylikla gosterilebilir. Gergekten, a ve b

bu 6zelligi saglayan iki eleman olmak iizere, a < b ve b < a olur ki P kismen siralt kiime



oldugundan ters simetri 6zelligi kullanilirsa, a = b elde edilir. Boyle bir eleman (eger
mevcutsa) 0 ile gosterilir ve P nin en kii¢iik elemani olarak adlandirilir.

Eger her x € P i¢in x < b kosulunu saglayan b € P eleman1 mevcutsa, bu eleman 1
ile gosterilir ve P nin en biiyiik elemani olarak adlandirilir. Béyle bir eleman mevcutsa, tek
oldugu kolaylikla gosterilebilir.

Eger 0 (en kiiciik) ve 1 (en biiylik) elemanlar1 mevcutsa, 0 ve 1 elemanlarina
evrensel sinirlar denir. Ciinkii, her x € P i¢in 0 < x < 1 dir.

Tamm 1.8.[1]: (P, <) kismen sirali bir kiime ve S, P nin bir alt kiimesi ise, (S, <) kismen
siralt bir kiimedir. Ozel olarak, P bir zincir ise, S de zincirdir.

Ornek 1.9.[1]: R reel sayilar kiimesi bir zincir oldugundan N dogal sayilar kiimesi, N,
pozitif dogal sayilar kiimesi, Z tam sayilar kiimesi ve Q rasyonel sayilar kiimesi dogal
siralamaya gore bir zincirdir.

Tamm 1.10.[1]: (P, <) kismen sirali bir kiime ve a,b € P olsun. Eger a > b ve

a > x > b kosulunu saglayan bir x € P eleman1 mevcut degilse, “a, b yi kapsar (veya
orter)” denir.

Tamm 1.11.[1]: (P,<) kismen sirali bir kiime olsun. P nin elemanlarinin sayisina
(kardinaline) P nin mertebesi denir ve n(P) ile gosterilir. Eger P nin elemanlarinin sayisi
sonlu ise, P ye sonlu kismen siral1 kiime denir.

Kapsama bagintis1 kullanilarak herhangi bir kismen sirali kiimenin asagidaki gibi bir
gosterimi elde edilebilir.

(P, <) kismen sirali kiimesinin her bir elemanim1 gostermek icin kiigiik bir daire
cizilir. Eger a > b ise, a, b den daha biiyiik yere yazilir ve a, b yi ortiiyorsa, a dan b ye
diiz bir dogru pargasi ¢izilir. Sonugta elde edilen sekle, (P, <) kismen sirali kiimesinin
diyagrami denir.

Eger a > b ise, a dan b ye diiz bir dogru pargasi ¢izildiginden herhangi bir sonlu
kismen sirali kiime, diyagramina izomorftur. Bir (P, <) kismen sirali kiimesinin dualinin
diyagrami, P nin diyagramindaki oklari ters ¢cevirmekle elde edilir.

Tamm 1.12.[1]: (P, <) kismen sirali bir kiime, X S P ve a € X olsun. Eger her x € X igin
a < x ise, bu a elemanina X kiimesinin en kiigiik elemani denir ve EkeX ile gosterilir.

X kiimesinin en biiylik eleman1 dual olarak tanimlanir ve EbeX ile gosterilir.



1.3. Kafesler

Tanmmm 1.13.[1]: (P, <) kismen sirali bir kiime ve X C P olsun. a € P ve her x € X
icinx < a ise, bu a elemanina X kiimesinin bir st sinir1 denir ve X kiimesinin st
sinirlarinin kiimesi X ile gosterilir.

Bu durumda

X={a€eP|Vx €X i¢cin x <a}
dir.

b e P veherxeXiginb<xise bub elemanna X kiimesinin bir alt sinir1 denir ve X
kiimesinin alt sinirlarinin kiimesi X ile gosterilir.
Bu durumda

X={beP|VxeX igin b <x}

dir.
Tamm 1.14.[1]: (P, <) kismen sirali bir kiime ve X € P olsun. X kiimesinin varsa en
kiiglik elemanina X kiimesinin supremumu (veya join) denir ve supX ile gosterilir. Dual
olarak, X kiimesinin varsa en bilylik elemanima X kiimesinin infimumu (veya meet) denir
ve infX ile gosterilir. Yani supX = EkeX ve infX = EbeX dir. supX ve infX in(eger
mevcut ise) ters simetri 6zelligi kullanilarak tek oldugu gosterilir.

(P, <) kismen sirali bir kiime ve x,y € P olsun. Eger mevcutsa, x V y := sup{x, y}
ve x Ay = inf{x, y} ile verilir. Bazen X = {x;: 7 € M} € P i¢in supX = V ey X, (eger
mevcutsa) ve infX = Aey X7 (eger mevcutsa) ile gosterilir.

Tamm 1.15.[1]: (P, <) kismen sirali bir kiime olsun. P kismen sirali kiimesinin herhangi
iki eleman1 bir en biiyiik alt sinira ve bir en kiiciik {ist sinira sahip ise, P kismen sirali
kiimesine bir kafes denir.

Acikga goriilityor ki, (L,<) bir kafes olmak tizere eger L nin supremumu ve
infimumu mevcut ise, supL = 1 ve infL = 0 dur.

Ote yandan bir kafes 0 (en kii¢iik) ve 1 (en biiyiik) elemanlarina sahip ise, bu kafese
siirh kafes denir.

Tanim 1.16.[1]: (L, <) kismen siral1 bir kiime olsun. L nin her X alt kiimesi i¢in supX ve
infX mevcut ise, L kismen sirali kiimesine tam kafes denir.

Tanim 1.15 ve Tanim 1.16 dan agikca goriiliiyor ki, her tam kafes bir sinirh kafestir.



Tammm 1.17.[1]: (L, <) bir kafes ve X € L olsun. Eger her a,b € X i¢cin aAb € X
ve a V b € X saglaniyorsa, bu durumda X kiimesine L nin bir alt kafesi denir.
Tanmm 1.18.[1]: (L, <,0,1) smurhi bir kafes, a, b € L ve a < b olsun.
Bu durumda

[a,b] ={x € Lla < x < b}
ile tamimlanan L nin [a, b] alt aralig1, L nin bir alt kafesidir. Benzer sekilde,
la,b] ={x €Lla<x <b},[a,b[={x€Lla<x<b}, labp[={x € L|la < x < b}
seklinde tanimlanan alt araliklar da L nin birer alt kafesidir.
Tamm 1.19.[1]: (L, <,0,1) smurh bir kafes ve a, b € L olsun. Eger a ve b kiyaslanamaz
ise, a |l b notasyonu kullanilir.
Tanim 1.20.[1]: (L, <) bir kafes olsun. Her x, y, z € L igin
DxA(yvz)=xAy)V(xAz)
ixVAz)=&VY AxVz)
denk kosullarindan biri saglaniyorsa, L kafesine dagilmali kafes denir.
Tanmm 1.21.[1]: (L, <,0,1) smurh bir kafes ve x,y € L olsun. Egerx Ay =0vexVy =1
ise, y elemanina x elemaninin komplementi denir.
Tamm 1.22.[1]: (L,<,0,1) smurl bir kafes olsun. L kafesindeki her eleman bir
komplemente sahip ise, L kafesine komplementli kafes denir.
Tanmm 1.23.[1]: (L, <) bir kafes olsun. L kafesi dagilmali ve komplementli ise, L kafesine
Bool Cebiri veya Bool Kafesi denir.
Tamm 1.24.[1]: (L, <) ve (M, <) herhangi iki kafes ve 8: L — M bir fonksiyon olsun.
i) Her x,y € L i¢in 8(x Vy) = 0(x) vV 6(y) saglaniyorsa, 8 fonksiyonuna join-morfizm
denir.
ii) Her x,y € L i¢in 8(x Ay) = 0(x) A 8(y) saglantyorsa, 8 fonksiyonuna meet-morfizm
denir

Eger 6: L — M fonksiyonu join-morfizm ve meet-morfizm ise, kafes morfizmi veya
kisaca morfizm olarak adlandirilir.

(L,<) ve (M,<) herhangi iki kafes olmak tizere, 8:L — M morfizmi, eger
bijeksiyon ise, izomorfizm; orten ise, epimorfizm; birebir ise, monomorfizm; L = M ise,

endomorfizm; L = M ve izomorfizm ise, otomorfizm olarak adlandirilir.



Tamm 1.25.[1]: (L, <,0,1) sinirh bir kafes olsun.
i) Eger x € L, L\{0} kiimesinin bir minimal elemani ise, x € L elemanina bir atom denir.
ii) Eger x € L, L\{1} kiimesinin bir maksimal elemani ise, x € L elemanina bir koatom

denir.

1.4. Uggensel Normlar ve U¢gensel Konormlar

Tammm 1.26.[22]: Bir tiggensel norm (kisaca t-norm) asagidaki Ozellikleri saglayan
T:[0,1] x [0,1] - [0,1] fonksiyonudur.

T1. Her x,y € [0,1] i¢in T(x,y) = T(y,x) (Degisme Ozelligi),

T2. Her x,y,z € [0,1] igin T(x,T(y,2)) = T(T(x,y),z) (Birlesme 6zelligi),
T3.Herx,y,z€[0,1] i¢in y < z ise T(x,y) < T(x,z) (Monotonluk 6zelligi),

T4. Her x € [0,1] i¢in T(x,1) = x (Birim eleman veya sinir sart1 6zelligi).

Ornek 1.27.[22]: Dért temel t-norm Ty, Tp, Ty, Tp asagidaki gibidir:

1) Ty (x,¥) = Min(x,y) (Minimum).

2) Tp(x,y) = xy (Carpim).

3) T (x,y) = Max(x +y — 1,0) (Lukasiewicz t-norm).

0 eger (x,y) € [0,1[2 ise,
Min(x,y) aksitakdirde.

Uyan 1.28.[22]: T:[0,1]> — [0,1] keyfi bir t-norm olsun.
i) Her x € [0,1] i¢in T(0,x) = T(x,0) = 0 ve T(1,x) = x smur sartlar1 saglanir.

4) Tp(x,y) = { (Drastik garpim).

i) Bir T t-normunun ikinci bilesene gére monotonluk 6zelligi, degisme 6zelligi ile birlikte
her iki bilesene gore monotonluk 6zelligine esdegerdir. Yani, eger x; < x, Ve y; < y, iSe,
T(x1,y1) < T(xz,y,) dir.

Tamm 1.29.[22]: T, ve T,, [0,1] tizerinde iki t-norm olsun.

i) Eger her x,y € [0,1] i¢in T;(x,y) < T, (x,y) esitsizligi saglaniyorsa, T;, T, den daha
zayiftir veya T,, T; den daha giigliidiir denir ve T; < T, seklinde yazilir.

ii) Eger T, < T, ve T; # T, yani en az bir (x,,y,) € [0,1]? igin Ty (x0, ¥o) < T2 (X0, ¥o)
ise, T; < T, seklinde yazilir.

Uyan 1.30.[22]: T:[0,1]> — [0,1] keyfi bir t-norm olsun. T nin monotonluk 6zelligi
kullanilirsa, her x,y € [0,1] i¢inT(x,y) <T(x,1)=x ve T(x,y) <T(l,y)=y
oldugundan T'(x,y) < x Ay = Ty (x,y) elde edilir. Ayrica x,y € [0,1] i¢in



T(x,y) =0 = Tp(x,y) saglanir. Sonug olarak, [0,1] tizerinde keyfi bir T t-normu igin
Tp < T < Ty esitsizligi saglanir. Dolayisiyla, en zayif t-norm T ve en giiclii t-norm T,
dir.

Onerme 1.31.[22]: Her x € [0,1] i¢in T(x,x) = x sartim saglayan tek T t-norm, T,
minimumdur.

Ispat. T, her x € [0,1] icin T(x,x) = x esitligini saglayan keyfi bir t-norm olsun. Uyar
1.30 kullanilirsa, her (x,y) € [0,1]? i¢in T(x,y) < Ty (x,y) bulunur. T monoton
oldugundan her (x,y) € [0,1]? i¢cin T(x Ay,x Ay) =x Ay =Ty (x,y) < T(x,y) olur.
Boylece her (x,y) € [0,1]% i¢in T (x,y) = Ty, (x,y) elde edilir.

Tamm 1.32.[19]: (L, <,0,1) sl bir kafes olsun. Eger T: L? — L fonksiyonu, degismeli,
birlesmeli, her iki degiskene gore artan ve 1 birim elemanina sahip ise, T, L lizerinde bir
ticgensel norm (kisaca t-norm) olarak adlandirilir.

Tamm 1.33.[22]: Bir tiggensel konorm (kisaca t-konorm) asagidaki ozellikleri saglayan
S:[0,1]? — [0,1] fonksiyonudur.

S1. Her x,y € [0,1] igin S(x,y) = S(y,x) (Degisme 6zelligi),

S2. Her x,y,z € [0,1] i¢in S(x, S(y,2)) = S(S(x,y),2z) (Birlesme 6zelligi),
S3.Herx,y,z€ [0,1]i¢ciny < z ise S(x,y) < S(x,z) (Monotonluk 6zelligi),

S4. Her x € [0,1] i¢in S(x, 0) = x (Birim eleman veya sinir sart1 6zelligi).

Ornek 1.34.[22]: Dort temel t-konorm S, Sp, S, Sp  asagidaki gibidir:

1) Sy (x,y) = Max(x,y) (Maksimum).

2) Sp(x,y) = x +y — xy (Olasiliksal toplam).

3) S.(x,y) = Min(x + y,1) (Lukasiewicz t-konorm, sinirli toplam).

- 2 .
4) Sp(x,y) = {1 eger (x,) € J0,1]Vise, (Drastik toplam).

Max(x,y) aksitakdirde.
Onerme 1.35.[22]: S:[0,1]> — [0,1] fonksiyonunun bir t-konorm olmas igin gerek ve
yeter sart her x,y € [0,1] i¢in
S,y))=1-T(Q —-x,1—-y)
esitligini saglayan bir T t-normunun mevcut olmasidir. Burada verilen S t-konormuna,
T t-normunun dual t-konormu denir. Benzer sekilde her x, y € [0,1] igin,
Tx,y)=1-S(1—-x,1—-y)

ile verilen T t-normuna, S t-konormunun dual t-normu denir.



Uyan 1.36.[22]: S:[0,1]* — [0,1] keyfi bir t-konorm olsun.

i) Her x € [0,1] i¢in S(1,x) = S(x,1) = 1 ve S(0,x) = x sinir sartlar1 saglanir.

i1) Eger T; ve T, t-normlart i¢cin T; < T, , S; ve S,, sirastyla T; ve T, ye karsilik gelen dual
t-konormlar ise, bu durumda S, < S; bulunur. Sonu¢ olarak her S t-konormu igin
Sy £ S < Sp saglanir. Buna gore en zayif t-konorm Sy, ve en giiglii t-konorm S, dir.
Onerme 1.37.[22]: Her x € [0,1] igin S(x,x) = x sartin1 saglayan tek S t-konorm, S,
maksimumdur.

Ispat: S, her x € [0,1] icin S(x, x) = x esitligini saglayan keyfi bir t-konorm olsun. Uyari
1.36 kullanilirsa, her (x,y) € [0,1]?> igin S(x,y) = Sy (x,y) saglanir. S monoton
oldugundan her (x,y) € [0,1]? i¢in S(xVy,xVy) =xVy=Sy(x,y) =S(x,y) olur.
Boylece her (x,y) € [0,1]% i¢in S(x,y) = Sy, (x, y) elde edilir.

Tamm 1.38.[21]: (L,<,0,1) smirh bir kafes olsun. S:L? - L fonksiyonu, degismeli,
birlesmeli, her iki degiskene gore artan ve 0 birim elemanma sahip ise, S, L lizerinde bir
ticgensel konorm (kisaca t-konorm) olarak adlandirilir.

n sifirdan farkli bir dogal say1 olmak iizere, [n]:={1,2,...,n} olsun. n-siralilari
gostermek i¢in ¢ogu zaman (x4, ..., X,,) Yerine koyu x sembolii kullanilir.

Tamm 1.39.[15]: [0,1] * lizerinde bir aggregasyon fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglayan
bir A™:[0,1] ™ - [0,1] fonksiyonudur.

i) A™ her bir degiskene gore azalmayandir.

i) AM™ (0,0, ...,0) = 0ve A™ (1,1, ...,1) = 1 sinur sartlar1 saglanir.

Aggregasyon fonksiyonunun degiskenleri ortak bir I bdlgesine aittir. Buradaki 1
bolgesi bostan farkli bir reel araliktir, smirli bir araliktir veya degildir. Baz1 istisnai
durumlar hari¢ I, R = [—o0, 0] genisletilmis reel sayilar kiimesinin bostan farkli bir alt
araligini temsil etmektedir.

Herhangi K sayilabilir kiimesi i¢in ok, K kiimesi {izerindeki tiim permiitasyonlarin
kiimesini gostersin. Herhangi A € K ve o € oy igin o(A) = {o(a)|a € A} ile verilsin.
Herhangi 6 € o, igin

5= {x € I"|xg) <" < X}
olarak tamimlansm. Verilen herhangi x n-siralist ve bir o € o, permiitasyonu igin

[x] 5 = (Xo(1)s e Xo(ny) ile tammlansin.
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Cebirde, simetri 6zelligi, degisme oOzelligi olarak da bilinir. Herhangi bir ikili
islemdeki degisme ozelligi x * y = y * x olup, kolaylikla n > 2 igin n-li fonksiyonlara
asagidaki sekilde genellestirilir:

Tamm 1.40.[15]: F:I" - R bir fonksiyon olsun. Herx €™ ve o € oy, i¢in
F(x) = F([x],) saglaniyorsa, F fonksiyonuna simetrik fonksiyon denir.

Tamm 1.41.[15]: F: 1" — R bir fonksiyon olsun. Min < F < Max esitsizligi saglaniyorsa,
F fonksiyonuna internal denir.

Tamm 1.42. [15]: F:1" - R fonksiyonu, y = F(x;, x5, ...,%,) seklinde tanimlanan
n bagimsiz degiskenli bir fonksiyon olsun. Her bir xi,x,,...,x, bir M sayisi ile yer
degistirdiginde fonksiyonun degeri sabit kaliyorsa, yani

F(M,M,...,M) = F(x1,X3 ..., Xy)
oluyorsa, F fonksiyonuna gore x4, X5, ..., X, Nin ortalamas1 M sayisidir denir.
Tamm 1.43. [15]: I™ iizerinde bir n-li ortalama fonksiyonu, M:1™ — I bir internal

aggregasyon fonksiyonudur.

Tamm 1.44.[23]: L sinirh bir kafes ve n € N sabit olsun. Bir A:L"™ — L fonksiyonu
asagidaki sartlar1 sagliyorsa, L iizerinde (n-1i) aggregasyon fonksiyon olarak adlandirilir.
Dx<y((yanix; < y,...,x, < y,)ise A(x) < A(y) (Monotonluk 6zelligi),

i) A(0,0...,0) =0ve A(1,1...1) = 1 (Sinir sartlarr).

1.5. [0, 1] Uzerinde Uninormlar

Tamm 1.45[45]: Bir uninorm asagidaki sartlari saglayan U:[0,1]> — [0,1]
fonksiyonudur.
Ul. Her x,y € [0,1] i¢in U(x,y) = U(y, x) (Degisme ozelligi),
U2. Her x,y,z € [0,1] i¢in U(x, U(y,2)) = U(U(x,y),z) (Birlesme dzelligi),
U3.Herx,y,z € [0,1] iginy < z ise U(x,y) < U(x,z) (Monotonluk 6zelligi),
U4. Her x € [0,1] i¢in U(x,e) = x olacak sekilde birim eleman olarak adlandirilan bir
e € [0,1] eleman1 vardir. (Birim eleman 6zelligi).

Uninormlar, t-normlar ve t-konormlarin taniminda verildigi gibi ayni ilk {i¢ 6zellige

sahiptir. T-norm e = 1 ile, t-konorm e = 0 ile uninormlarin 6zel bir durumudur.
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Asagidaki teorem, Morgan dualitesinin uninormlar i¢in mevcut oldugunu gosterir.
Teorem 1.46.[45]: U:[0,1]> — [0,1], e € [0,1] birim elemanli bir uninorm olsun.
a = 1 — a olmak tizere,

U(a,b) =1-U(a,b)
ile tanimlanan U, [0,1] iizerinde € = 1 — e birim elemanl bir uninormdur.

Ispat:
i) Degisme ozelligi: Her a, b € [0,1] i¢in U(a, b) = U(b, a) oldugu gosterilecektir. U nun
degisme 6zelligi kullanilirsa,

U(a,b) =1-U(a,b)=1-U(b,a)=0U(b,a)
elde edilir.

ii) Birlesme ozelligi: Her a,b,c €[0,1] icin 0 (a, Jb, c)) = 0(U(a,b),c) oldugu
gosterilecektir.

0(a00,0))=0(a,1-U(bhe)=1-U(au(b0))
ve

0(0(a,b),¢) = 0(1 - U(@b),c) =1 - U(U(ah),c)
bulunur. U birlesmeli oldugundan

ﬁ(a, U(b, c)) = U(U(a,b),c)
elde edilir.

iii) Monotonluk 6zelligi: Her a,b,c € [0,1] icin a = ¢ ise, U(a,b) = U(c,b) oldugu
gosterilecektir. a = ¢ oldugundan a < ¢ bulunur. U nun monotonluk 6zelligi kullanilirsa,
U(a,b) <U(¢ b) olur. Buradan 1—U(a,b) =1—U(¢b) elde edlilir. Dolaystyla,
U(a,b) = U(c,b) dir.

iv) Birim eleman ozelligi: Her a € [0,1] i¢in

Uaeée)=1-U@e)=1—-a=a

elde edilir. O halde, & = 1 — e, U mn birim elemanidr.

Lemma 1.47.[45]: U:[0,1]? — [0,1], e € [0,1] birim elemanl1 bir uninorm olsun.

i) Keyfi a € [0,1] ve her b € ]e, 1] igin U(a, b) = a dir.

ii) Keyfia € [0,1] ve her b € [0, e[ igin U(a, b) < a dir.

Ispat: Birim eleman 6zelliginden keyfi a € [0,1] i¢in U(a, e) = a saglanr.

i) Eger b € le, 1] ise, U monoton oldugundan keyfi a € [0,1] igin U(a,b) = U(a,e)

bulunur. Buna gore U(a, b) = a dur.
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ii) Eger b €[0,e[ ise, U nun monotonluk o&zelligi kullanilirsa, keyfi a € [0,1] i¢in
U(a,b) < U(a,e) olur. O halde U(a, b) < a dir.

Teorem 1.48.[45]: U:[0,1]? — [0,1], e € [0,1] birim elemanli bir uninorm olsun.

Bu takdirde,

i) Eger a,,, € [0,e[ ise, U(ay, ...,a,) = U(ay, ..., ay, Gpyq) dir.

ii) Eger a, .1 € le, 1] ise, U(ay, ..., a,) < U(ay, ..., Ay, Qpyq) dir.

Ispat: U(ay,..,a,)=a olsun. O halde, U nun birlesme 6zelliginden
Uuay,...,a, an41) = U(a,a,4,) dir. Ote yandan, a,,, € [0,e[ ise, Lemma 1.47 ii)
kullanilarak ~ U(ay, ...,a,) = U(aq, ..., a,, anyq)  €lde edilir.  a,., €le, 1] ise,
Lemma 1.47 i) kullanilarak U(ay, ..., a,) < U(ay, ..., ay, ap41) bulunur.

Eger e = 0 ise, bu durumda her a,,; = e dir. Bu nedenle bir elemanin eklenmesi
bizim aggregasyonumuzun artmasina neden olur. Benzer sekilde eger e =1 ise, bu
durumda her a,,; < e dir. Bu nedenle bir elemanin eklenmesi bizim aggregasyonumuzu
arttiramaz.

Birlesme 6zelligi, bir uninorm operatdriiniin iki bilesenli operatérden n > 2 bilesenli
operatore genisletilmesine olanak saglar. Uninorm operatoriinii ikiden az bilesenli ele
almak ilgingtir. Ik énce U(ay, ...,a,,e) = U(ay, ...,a,) olduguna dikkat edilirse, birim
elemanin eklenmesi uninorm operatdriiniin degerini etkilemez. Eger U(a) ele alinirsa,
U(a) = U(a, e) oldugu goriiliir. Buna ¢k olarak, U(a, e) = a oldugundan U(a) = a olur.
Bu nedenle bir bilesenli uninormun degeri o tek bilesendir.

Simdi null operatoriinii yani U( ) y1 ele alalhm. U( ) =U(e,e) =U(e) =e
oldugundan U( ) = e dir. T( ) ninleve S( ) nin 0 a esit oldugu varsayimi altinda bu
kullanim t-normlar ve t-konormlar i¢inde uygundur.

T-normlar ve t-konormlar ile ilgili olarak bu ilging 6zellik sinir sart1 olarak bilinir.
Yani, herhangi a € [0,1] igin T(a,0) =0 ve S(a,1) =1 dir. Asagidaki teorem sinir
sartin1 uninorm operatdrleri icin genellestirir.

Teorem 1.49[45]: U:[0,1]> — [0,1], e € [0,1] birim elemanl1 bir uninorm olsun.
Bu takdirde,

i) Her a € [0, e] i¢in U(a,0) = 0 dur.

ii) Her a € [e, 1] igin U(a, 1) = 1 dir.
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Ispat:

i) Her a < e i¢in U monoton oldugundan U(a,0) < U(e,0) = 0 bulunur. Dolayisiyla,
U(a,0) = 0 dir.

ii) Her a = e ig¢in U nun monotonluk 6zelligi kullanilirsa, U(a,1) = U(e,1) =1 olup
U(a,1) = 1 bulunur.

Sonuc¢ 1.50.[45]: Eger e = 0 ise, her a € [0,1] i¢in U(a, 1) = 1 dir. Bu durumda, U bir
t-konorm olur.

Sonu¢ 1.51.[45]: Eger e = 1 ise, her a € [0,1] i¢in U(a,0) = 0 dir. Bu durumda, U bir

t-norm olur.

1.5.1. [0,1] Uzerinde Uninormlarin Bir Ailesi

Teorem 1.52. [5]:

U.(a,b) = {qu(a, b) ege.r (a, b_) € [e, 1]? ise,
Min(a,b) aksitakdirde.
seklinde tanimlanan U,:[0,1]> — [0,1] fonksiyonu, e € [0,1] birim elemanh bir
uninormdur.
Ispat:

1) Degisme 6zelligi: Degismeli olan Max ve Min fonksiyonlarmin kullanimindan agiktir.
ii) Birlesme ozelligi: Her a,b,c € [0,1] igin U*(a, U, (b, c)) = U,(U.(a,b),c) oldugu
gosterilecektir.
Genellikten bir sey kaybetmeden a > b > ¢ oldugu varsayilsin.
1. e < c oldugu kabul edilirse,
U.(a,U.(b,¢)) = U.(a, Max(b,c)) = U.(a,b) = Max(a,b) = a
ve
U.(U.(a,b),c) =U,(Max(a,b),c) =U,(a,c) = Max(a,c) = a
elde edilir. Buna gore,
U.(a,U.(b,©)) = U.(U.(a,b),c)

olur.
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2. e = a oldugu kabul edilirse,
U*(a, U.(b, c)) = U*(a,Min(b, c)) =U.(a,c) = Min(a,c) =c
ve
U.(U.(a,b),c) =U,Min(a,b),c) = U,(b,c) = Min(b,c) =c
elde edilir. Bu nedenle
U.(a,U.(b,©)) = U.(U.(a,b),c)
bulunur.
3.a = e = b = c oldugu kabul edilirse,
U*(a, U.(b, c)) = U*(a, Min(b, c)) =U.(a,c) = Min(a,c) =c
ve
U.(U,(a,b),c) =U,Min(a,b),c) = U,(b,c) = Min(b,c) =c
bulunur. Boylece,
U.(a,U.(b,©)) = U.(U.(a,b),c)
elde edilir.
4.a = b = e = c oldugu kabul edilirse,
U*(a, U.(b, c)) = U*(a, Min(b, c)) = U.(a,c) = Min(a,c) =c
ve
U,(U.(a,b),c) =U,(Max(a,b),c) = U,(a,c) = Min(a,c) =c
bulunur. Buna gore,
U.(a,U.(b,¢)) = U.(U.(a,b),c)
elde edilir.
iii) Monotonluk ozelligi: Her a,b,c € [0,1] i¢in a = b ise, U,(a,c) = U,(b,c) oldugu
gosterilecektir.
1. a,c < e oldugu kabul edilirse, b,c < e olur. Buradan
U.(a,c) = Min(a,c) = Min(b,c) = U.(b,c)
elde edilir.
2. (a,c) € ([0,e[ x]e,1]) U (Je, 1] x [0, e[) oldugu kabul edilirse, U,(a,c) = Min(a,c)
ve U,(b,c) = Min(b, ¢) olur. Bu nedenle U,(a, c) = U,(b, c¢) elde edilir.
3. a,c = e oldugu kabul edilirse, U,(a,c) = Max(a,c) ve U.,(b,c) = Min(b,c) veya
U.(b,c) = Max(b, c) olur. Béylece, U,(a,c) = U, (b, c) elde edilir.
iv) Birim eleman ozelligi: Her a € [0,1] i¢in U,(a, e) = a oldugu gosterilmelidir.

1. a < e oldugu kabul edilirse, U, (a,e) = Min(a,e) = a bulunur.
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2. a > e oldugu kabul edilirse, U, (a,e) = Max(a,e) = a bulunur.
Asagidaki Teorem, Teorem 1.52 ye dual olarak verilebilir.
Teorem 1.53.[5]:

Min(a,b) eger (a,b) € [0,e]? ise,
Max(a,b) aksitakdirde.

seklinde tanimlanan U*:[0,1]> — [0,1] fonksiyonu e € [0,1] birim elemanl bir

U*(ab) = {

uninormdur.

Teorem 1.53 iin ispati, Teorem 1.52 nin ispatina dual olarak verilir.

U, ve U" operatorleri sirasiyla e # 1,0 iken ne t-norm ne de t-konormdur.
Teorem 1.54.[45]: Eger Min(a,, ..., a,) < e ise, bu durumda
U.(aq,...,a,) = Min(ay, ..., ay), aksi durumda U, (a4, ..., a,) = Max(a, ..., a,) dir.

Bu teorem, U, igin eger en az bir bilesen e den kiigiik ise, bu durumda minimum
operatoriiniin kullanilacagini gostermektedir.
Teorem 1.55.[45]: Eger Max(ay, ..., a,) > e ise, bu durumda
U(aq,...,a,) = Max(ay, ..., a,), aksi durumda U*(a, ..., a,) = Min(a,, ..., a,) dir.

Bu nedenle U* igin en az bir bilesen e den biiylik ise, bu durumda maksimum
operatori kullanilir.

Sekil 1 ve Sekil 2, U, ve U™ uninormlarmin isleyisini géstermekte yardimci olur.

Min

Sekil 1. U, operatorii

Max
%

Sekil 2. U* operatorii
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Sekil 1 ve Sekil 2, eger tiim elemanlar e nin solunda ise, Min kullanilacagini ve eger
tim elemanlar e nin saginda ise, Max kullanilacaginm1 gostermektedir. Sekil 1 de eger
elemanlar birim elemanin her iki tarafinda ise, U, m Min fonksiyonunu ve Sekil 2 de eger
elemanlar birim elemanin her iki tarafinda ise, U* in Max fonksiyonunu gosterdigi

anlasilir.

1.5.2. [0, 1] Uzerinde Uninormlarin Yapisi

Tamm 1.56.[5]: U: [0,1]? — [0,1] keyfi bir uninorm olsun.
i) Eger x € [0,1] i¢in U(x,x) = x saglaniyorsa, x elemani, U nun bir idempotent eleman:
olarak adlandirilir.
i) Eger her x € [0,1] i¢in U(x,x) = x saglaniyorsa, U, idempotent uninorm olarak
adlandirilir.

Acik olarak [0,1] tizerinde, e € [0,1] birim elemanli bir U uninormu i¢in U(e,e) = e
oldugundan U nun birim eleman1 idempotentir ve tektir.
Onerme 1.57.[5]: U:[0,1]> — [0,1], e € [0,1] birim elemanli bir uninorm olsun.
i) Eger e € 10,1] ise,

Ty (x,y) = 222

e
ile tanimlanan Ty bir t-normdur.
ii) Eger e € [0,1] ise,

U(e+(1-e)x,e+(1-e)y)—e
1-e

SU(x' y) =
ile tanimlanan Sy, bir t-konormdur.
Bu nedenle [0,e]?> ve [e, 1]?> kareleri iizerinde e € ]0,1[ birim elemanli bir

uninormun yapisi t-normlar ve t-konormlar ile yakindan ilgilidir. e € ]0,1[ olmak fizere,
b, ve U, lineer donisimleri ¢,(x) = g ve P (x) = E seklinde tanimlansin. Onerme

1.57 ye gore e € ]0,1[ birim elemanli bir U uninormuna bir t-norm T ve bir t-konorm S

karsilik gelir 6yleki
) Her (x,) € [0,e]” igin U,y = de ™ (T(0e (), b 1)) (1)
if) Her (x,y) € [e, 117 icin U(x,y) = W™ (S(We (), W (1)) (2)

saglanir.
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Ornek 1.58.[5]:
0 egerx = O veyay = 0 ise,

U(x, y) = {L - -
A-n—y)ixy S8ETX > 0vey > Oise.
xy x+y

2—(x+y-2xy)

formiilii e =§ ile bir uninorm verir. Burada, T(x,y) = ve S(x,y) =

1+xy
seklindedir.

Asagidaki lemma, [0,e] x[e,1] ve [e, 1] x[0,e] bolgeleri tizerindeki U
uninormunun tanimu ile ilgilidir.
Lemma 1.59.[13]: U:[0,1]? — [0,1], e € [0,1] birim elemanli bir uninorm olsun. Eger
x<e<yveyax =e =yise Min(x,y) < U(x,y) < Max(x,y) saglanir.
Ispat: x < e <y oldugu kabul edilsin. U monoton ve e € [0,1], U nun birim eleman:
oldugundan

Min(x,y) =x =U(x,e) < U(x,y) <U(e,y) =y = Max(x,y)
elde edilir. Benzer sekilde eger x > e = y ise, Min(x,y) < U(x,y) < Max(x,y) bulunur.

Lemma 1.59 a gore, [0, e] X [e, 1] ve [e, 1] X [0, e] bolgeleri tizerinde

Min(x,y) < U(x,y) < Max(x,y) dir. Bu esitsizlikler kullanilarak [0,1] birim Kkaresi
tizerinde keyfi birim elemana sahip en zayif ve en gii¢lii uninormlar, Sekil 3 ve Sekil 4

deki gibi gosterilebilir.

y
A
1
Min Max
e
0 Min
> X
0 e 1

Sekil 3. En zayif uninorm U,
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y
AN
1
Max 1
e
Min Max
> X
0 e 1

Sekil 4. En giiglii uninorm U,

Onerme 1.60.[13]: [0,1] iizerinde e € ]0,1[ birim elemanl1 herhangi bir U uninormu igin,

0 eger 0 < x,y <eise,
U,(x,y) ={ Max(x,y) eger e<x,y < 1lise,
o Min(x,y) aksi takdirde.

ve

. Min(x,y) eger 0 <x,y < eise,
U(x,y) =11 eger e < x,y < 1ise,
Max(x,y) aksitakdirde.

olmak iizere, U,(x,y) < U(x,y) < U,(x,y) saglanir.

1.5.3. [0, 1] Uzerinde Uninormlarin Siirekliligi

Lemma 1.61.[25]: U:[0,1]> — [0,1], e € [0,1] birim elemanli bir uninorm olsun. Bu
takdirde, U(0,0) = 0 ve U(1,1) = 1 dir.
Ispat: 0 < e ve U monoton oldugundan U(0,0) < U(0,e) = 0 olup buradan U(0,0) = 0
elde edilir. e <1 ve U nun monotonluk o6zelliginden U(1,1) = U(1,e) =1 bulunur.
Dolayisiyla, U(1,1) = 1 dir.

[0,1] tizerinde herhangi bir T t-normu i¢cin T(0,1) =0 ve S t-konormu igin
5(0,1) = 1 oldugu bilinmektedir. Simdi [0,1] tizerinde herhangi U uninormu igin U(0,1)

in alabilecegi degerler arastirilacaktir.



19

Lemma 1.62.[13]: U:[0,1]> — [0,1], e € [0,1] birim elemanli bir uninorm olsun. Bu
takdirde, her x € L i¢in U(0,1) = U(U(0,1), x) dur.
Ispat: 11k olarak x > e oldugu kabul edilsin. O halde, Teorem 1.49 ii) den U(x,1) = 1
bulunur. U, birlesmeli ve degismeli oldugundan

U,1) =U(0,U(x,1)) =U(0,U(1,x)) = UU(0,1),x)
esitligi saglanir. Diger taraftan, egerx < e ise, bu durumda Teorem 1.49 i) den
U(0,x) = 0 olur. U, birlesmeli ve degismeli oldugundan

U(0,1) =U(U(0,x),1) =U(U(x,0),1) = U(x,U(0,1)) = UU(0,1),x)
elde edilir.
Sonu¢ 1.63.[13]: U:[0,1]> — [0,1], e € [0,1] birim elemanli bir uninorm olsun. Bu
takdirde U(0,1) = 0 veya U(0,1) = 1 dir.
Ispat: Oncelikle U(0,1) # e oldugunu gosterelim. U(0,1) = e oldugu kabul edilsin.
Lemma 1.62 kullanilirsa, her x € [0,1] i¢in

e=U(0,1)=UU0,1),x) =U(e,x) =x
elde edilir. Yani, her x € [0,1] i¢in e = x olur ki bu bir geliskidir. Dolayisiyla U(0,1) # e
dir. Eger U(0,1) > e ise, Lemma 1.62 de &6zel olarak x = 1 seg¢ilir ve U nun monotonlugu
kullanilirsa,

U,1) = U(U(0,1),1) = U(e,1) = 1
olur. Dolayisiyla U(0,1) = 1 dir. Eger U(0,1) < e ise, Lemma 1.62 de 6zel olarak x = 0
secilir ve U nun monotonlugu kullanilirsa,

U(0,1) =U(0,1),0) <U(e,0) =0
olur. Dolayisiyla, U(0,1) = 0 dur.

Bu sonuca gore U(0,1) in tanimu igin iki uygun yol vardir. Eger U(0,1) = 0 ise, U,
konjanktif uninorm; U(0,1) = 1 ise, U, disjanktif uninorm olarak adlandirilir.
Onerme 1.64.[25]: U:[0,1]> — [0,1], e € [0,1] birim elemanli bir uninorm olsun.
Bu takdirde,
i) Eger U(0,1) = 0 ise, keyfi a € [0,1] i¢in U(0,a) = 0ve U(1,a) = a dir.
ii) Eger U(0,1) = 1ise, keyfia € [0,1] i¢cin U(1,a) = 1 ve U(0,a) < a dur.
Ispat:
i) U(0,1) = 0 olsun. U monoton oldugundan keyfi a € [0,1] i¢in U(0,a) < U(0,1) olup
U(0,a) = 0 bulunur. Ayrica, U(1,a) = U(e,a) = a oldugundan U(1,a) = a elde edilir.
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ii) U(0,1) = 1 olsun. U monoton oldugundan keyfi a € [0,1] i¢in U(1,a) = U(1,0) olup
U(1,a) = 1 elde edilir. Ayrica, U(0,a) < U(e,a) = a bulunur. Dolayisiyla, U(0,a) < a
dir.
Teorem 1.65.[25]: Eger U:[0,1]> — [0,1], e € [0,1] birim elemanl siirekli bir uninorm
ise, e = 0 veya e = 1 dir. Yani, U, siirekli bir t-norm veya stirekli bir t-konormdur.
Ispat: Sonug 1.63 den U(0,1) = 0 veya U(0,1) = 1 oldugu goriiliir. U(0,1) = 0 oldugu
kabul edilsin. Keyfi a € [0,1] i¢in f(a) = U(a,1) ile bir f:[0,1] — [0,1] fonksiyonu
tanimlanirsa, f siirekli fonksiyon olur. f(0) =U(0,1) =0 ve Lemma 1.61 den
f(1) =U(,1) =1 olup f ortendir. Bu nedenle keyfi a € [0,1] i¢in a = f(b) = U(b, 1)
olacak sekilde bir b € [0,1] vardir. Béylece,

U(a,1) =U(f(b),1) =UWU(,1),1) =U(b,U(1,1)) =U(b,1) =a
elde edilir. Yani, keyfi a €[0,1] i¢in U(a,1) = a dir. Ozel olarak a = e segilirse,
U(e,1) = e olur. Diger taraftan, e, U nun birim elemani oldugundan U(e,1) = 1 olup
e = 1 elde edilir. Benzer sekilde, eger U(0,1) = 1 ise, e = 0 bulunur.

Bu teorem ile [0,1] {izerinde siirekli uninormlarin yapilar1 agiktir. Fakat e birim
elemani 0 veya 1 e esit degilse, uninorm siirekli degildir.

x € [0,1] i¢in x - U(x,1) ve x = U(x, 0) doniistimleri, [0, e] X [e, 1] ve
[e,1] X [0, e] dikdortgenleri tizerinde U uninormunun degerini belirlemede 6nemli rol
oynarlar.
Onerme 1.66.[13]: U:[0,1]> — [0,1], e € [0,1] birim elemanli bir uninorm ve x € [0,1]
icin x » U(x,1) ve x » U(x,0) donlisiimleri x = e noktas1 haricinde her noktada siirekli
olsun.
i) Eger U(0,1) = 0 ise, her x € [0, e[ i¢in U(x, 1) = x dir.
ii) Eger U(0,1) = 1 ise, her x € ]e, 1] i¢in U(x, 0) = x dir.
Ispat:
i) U(0,1) =0 olsun. U(e,1) =1 oldugundan keyfi x € ]0,e[ i¢in x = U(z,1) olacak
sekilde bir z € 10, e[ vardir. U nun birlesme 6zelligi ve Lemma 1.61 kullanilirsa,

Ulx,1)=UU(z 1D, 1) =U(zU(1,1) =U(z,1) =x

elde edilir.
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ii) U(0,1) =1 olsun. U(e,0) = 0 oldugundan her x € ]e, 1[ i¢in x = U(z, 0) olacak
sekilde bir z € Je,1[ vardir. U nun birlesme ve degisme Ozellikleri kullanilarak
Lemma 1.61 den

U(0,x) =U(0,U(2,0)) =U(0,U(0,2)) = U(U(0,0),2) = U(0,z) = U(z,0) = x
bulunur.

Simdi dnceki 6nerme ile ilgili olarak uninormlarin genel formlar1 gosterilebilir:

Teorem 1.67.[5]:
i) U, e€]0,1] birim elemanli ve U(.,1), [0, e[ tizerinde siirekli olan bir konjanktif
uninormdur ancak ve ancak bir t-norm T ve bir t-konorm S asagidaki esitlik saglanacak

sekilde mevcuttur.

e (T(9e(),9())) eger0<xy<eise,

UCx,y) =y, (S(Lpe(x),tpe(y))) egere < x,y < 1ise, ©)
Min(x,y) aksi takdirde.

ii) U, e € [0,1] birim elemanli ve U(.,0), ]e, 1] tizerinde siirekli olan bir disjanktif
uninormdur ancak ve ancak bir t-norm T ve bir t-konorm S asagidaki esitlik saglanacak

sekilde mevcuttur.

e (T(0e (), $e())) eger0<xy<eise,

Ulx,y) = P, ! (S(d)e(x),we(y))) egere < x,y < 1lise, (4)
Max(x,y) aksi takdirde.
y
A
1
Min S
e
T Min
> X
0 e 1

Sekil 5. Uy, 1n bir sinifi
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y

A
1

Max S
e
T Max
> X

0 e 1

Sekil 6. Upyq, 10 bir smifi

(3) formundaki uninormlarin sinifi Uy, Ve (4) formundaki uninormlarin sinifi Uy,
ile gosterilsin. Boylece Uyin Ve Upqy ailelerin genel elemanlart sirasiyla Sekil 5 ve Sekil 6

daki gibi verilebilir.

1.5.4.[0,1] Uzerinde idempotent Uninormlar

A(e) de U iizerinde ek varsayimlar yapilarak kesin formiil ile U nun bir gosterimi
elde edilir.
Lemma 1.68.[12]: Eger U:[0,1]? - [0,1] islemi, artan, e € ]0,1[ birim elemanina sahip
ve A(e) de U(x,y) € {x,y} ise, bu durumda e sabit noktali azalan bir g:[0,1] — [0,1]
fonksiyonu vardir 6yleki A(e) tizerinde

Min(x,y) egery < g(x) ise,
UCxy) = {Max(x,y) egery > g(x) ise, (5)
xveyay  egery = g(x) ise.

saglanir.

Ispat: (x,y) € A(e) ve U(x,y) € {x,y} olsun. Buna gore bir g fonksiyonu,

g(x) =

{Sup{y: U(x,y) = x} egerx < eise, )

inf{y:U(x,y) = x} egerx > eise.
formiili ile tanimlansin.

U(x,e) = x oldugundan {y: U(x,y) = x} # @ bulunur.
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Eger x < e ise, g(x) = sup{y|U(x,y) = x} = e saglanir. Eger x > e ise,

g(x) = inf{y|U(x,y) = x} < e olur. Ayrica,
g(e) = sup{y|U(e,y) = e} = sup{e} = e yani, g(e) = e olur.

Eger x < e < y ise, bu durumda (6) ve U nun monotonluk 6zelliginden y < g(x)
icin, x =U(x,e) <U(x,y) =x ve y> g(x) i¢in U(x,y) # x bulunur. Bu nedenle
y < gx) i¢in U(x,y) = x = Min(x,y) ve y > g(x) i¢in U(x,y) =y = Max(x,y) elde
edilir.

Simdi [0,e] ve [e, 1] iizerinde g fonksiyonunun azalan oldugu gosterilecektir.
x,y €[0,e] ve x <y olsun. Eger z € |g(x), 1] ise, U nun monotonluk 6zelligi ve (5)
kullanilarak

x<yoz=Uz2) <U(y2)
elde edilir. Bu nedenle U(y, z) = z # y ve g(y) < z olur. Buradan
g(y) <inf{z: g(x) < z} = g(x) bulunur. Boylece, g , [0, e] lizerinde azalandir.

Benzer sekilde, g¢:[0,1] — [0,1] fonksiyonunun [e, 1] {izerinde azalan oldugu
gosterilir.

Lemma 1.68 de U(x,y) € {x, y} varsayimi U nun idempotent oldugunu garanti eder.
Bununla birlikte A(e) lizerinde y = x alamayiz. Simdi tiim bolgelerde (5) formiiliinii
g6zoniinde bulunduralim.

Teorem 1.69.[12]: g:[0,1] - [0,1] fonksiyonu e € ]0,1[ sabit noktali yani, g(e) = e
sartin1 saglayan herhangi bir azalan fonksiyon olsun. Bu takdirde, x,y € [0,1] i¢in

Min(x,y) egery < g(x) ise,
U(x,y) =< Max(x,y) egery > g(x)ise, @)
xveyay egery = g(x) ise.

ile tanimlanan U: [0,1]? — [0,1] fonksiyonu degismeli ise, U idempotent uninormdur.
Ispat: 1lk olarak e nin birim eleman oldugu gosterilecektir. e, g fonksiyonunun sabit
noktasi oldugundan (7) formiilii kullanilarak eger y < e = g(e) ise,
U(e,y) = Min(e,y) =y; eger y>e=g(e) ise, U(e,y) = Max(e,y) =y; eger
y=e=g(e)ise, U(e,y) = U(e,e) = e elde edilir.
0<x<y<1veze][0,1]olsun.

Eger y < g(2) ise, x < g(z) saglanir. Bu nedenle

U(z,x) = Min(z,x) < Min(z,y) = U(z,y)

bulunur.
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Eger y > g(z) ise, z < Max(z,y) = U(z,y) ve x < Max(z,y) = U(z,y) bulunur.
Ayrica U(z, x) € {z, x} oldugundan U(z, x) < U(z, y) elde edilir.

Eger y =g(2)ise, U(z,y) €{z,y} olur. x =y iken U(z,x) = U(z,y) saglanir.
x #yikenU(z,x) = Min(z,x) < Min(z,y) < U(z,y) elde edilir.

Tim durumlar igin U(z,x) < U(z,y) elde edilir. U degismeli oldugundan
U(x,z) < U(y, z) dir. Dolayisiyla, U monotondur.

U nun birlesme 6zelligini sagladigi [29] da Onerme 2 den elde edilir.
Tammm 1.70.[24]: N:[0,1] — [0,1] bir fonksiyon olsun. Eger N fonksiyonu, azalan ve
N(0) =1, N(1) = 0 sartlarin1 sagliyorsa, negasyon olarak adlandirilir.
Tanim 1.71.[24]: N:[0,1] - [0,1] bir negasyon olsun. Eger N negasyonu involutif yani,
her x € [0,1] i¢in N (N (x)) = x ise, gii¢lli negasyon olarak adlandirilir.

Teorem 1.68 deki degismelilik varsayimma g fonksiyonunun involutif &zelligi
karsilik getirilebilir.
Teorem 1.72.[12]: N:[0,1] = [0,1] fonksiyonu e € ]0,1[ sabit noktali yani, N(e) = e

sartin1 saglayan herhangi bir giiclii negasyon olsun. Bu takdirde,

_ (Min(x,y) egery < N(x) ise,
Uxy) = {Max(x, y) aksi takdirde. ®)
formiilii bir konjanktif sol-siirekli idempotent uninorm ve
_ (Min(x,y) egery < N(x) ise,
Ux,y) = {M ax(x,y) aksitakdirde. ©)

formiilii bir disjanktif sag-siirekli idempotent uninorm verir.
N:[0,1] — [0,1] bir negasyon olsun. (1), (2) ve (5) formiillerine dayali yapilar
genelde bir uninorm vermez.
Ornek 1.73.[12]: N:[0,1] - [0,1] fonksiyonu x € [0,1] i¢in N(x) = 1 — x ile tammlanan
bir negasyon olsun. Bu durumda x, y € [0,1] igin,
2xy egerx,y € [O, %] ise,
Ux,y) =4 Max(x, y) egery > N(x) ise,
Min(x,y) aksitakdirde.

seklinde tanimlanan U: [0,1]? - [0,1] islemi birlesmeli degildir. Gergekten, x = y = ve

4
z =Eigin,
b0 =0(u Y B =0 (. 2) -2

ve
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0(:.00,0) =0 (30 (.5) =0 () 3
bulunur. Bu nedenle her x,y,z € [0,1] i¢cin U(U(x,y),2z) = U(x, U(y, Z)) esitligi
saglanmaz.
Teorem 1.74.[12]: N:[0,1] — [0,1] giiclii bir negasyon olsun.

T*(x,y) eger x,y € [0, e] ise,
S*(x,y) eger x,y € [e, 1] ise,
Min(x,y) egerx<e<y<N(x)veyay <N(x) <e < xise,
Max(x,y) egerx<e<N(x)<yveyaN(x) <y<e<xise.

Ux,y) = (10)
formiilii bir uninorm verir & T* = Min ve S* = Max dir (yani (10) formiili (8) formiiliine
indirgenir).

Ispat: Kabul edelim ki U, (10) formiiliiyle verilen bir uninorm olsun. T* in idempotent
oldugunu gosterelim. U(e,e) = e ve U(0,0) = 0 durumlan agiktir. Eger a € ]0, e] ise, bu
durumda T*(a,a) < T*(a,e) = a olur. T*(a,a) < a oldugu varsayilsin. ¢ € [e, 1] i¢in
N(a) <c< N(T*(a, a)) olsun. T* i birlesme ozelligi ve (10) formiiliinden
T*(a,a) = U(T*(a,a),c) = U(a, U(a, c)) = U(a,c) = c elde edilir ki bu bir celiskidir.
Dolayisiyla, T*(a, a) = a dir. T* idempotent t-norm ve tek idempont t-norm T,, minimum
oldugundan T* = Min dur.

Simdi a € [e, 1] oldugu kabul edilsin. a € ]e, 1] i¢in smur kosullar1 uygulanirsa, bu
durumda S*(a,a) = S*(a,e) = a saglanir. S*(a, a) > a oldugu varsayilsin. ¢ € [0, e] igin
N(S*(a,a)) <c < N(a) olsun. S* in birlesme &zelligi ve (10) formiiliinden
S*(a,a) =U(S*(a,a),c) = U(a,U(a, c)) = U(a,c) = c elde edilir ki bu bir celiskidir.
Dolayisiyla, S*(a,a) = a dir. S* idempotent ve tek idempotent t-konorm S,, maksimum
oldugundan S* = Max olur.

Tersine olarak, eger T* = Min ve S* = Max ise, (10) formiilii (8) formiiliine
indirgenir ve bdylece (10) formiilii bir uninorm verir.

N(0) =1 oldugundan (10) formilinde U(0,1) =0 bulunur. Bu nedenle bu
teoremdeki uninorm konjanktifdir. Benzer sonugclar, disjanktif uninormlar igin de

verilebilir.



26

Teorem 1.75.[12]: N:[0,1] - [0,1] giiglu bir negasyon olsun.

T (x,y) eger x,y € [0, e] ise,

S*(x,y) eger x,y € [e, 1] ise, (1)
Min(x,y) egerx<e<y<N(x)veyay < N(x) <e < x ise,
Max(x,y) egerx<e<N(x) <yveyaN(x) <y<e<xise.

Ulx,y) =

formiilii bir uninorm verir & T* = Min ve §* = Max dir (yani (11) formiilii (9) formiiliine

indirgenir).



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Sirh Kafesler Uzerinde Uninormlar

Tamm 2.1.[40,20]: (L,<,0,1) smurh bir kafes ve e € L olsun. Eger U:L XL — L
fonksiyonu degismeli, birlesmeli, her iki degiskene gore artan ve her x € L igin U(x, e) =
x kosulu saglanacak sekilde e € L birim elemanina sahip ise, U, L iizerinde bir uninorm
(eger L sabit ise kisaca uninorm) olarak adlandirilir.

L tizerinde e € L birim elemanli tiim uninormlarin kiimesi U(e) ile gosterilecektir.
Notasyon: (L,<,0,1) smrh bir kafes ve ee€L olsun. I,:={x € L|x | e},
Lo:={x€Llx<eveyae<x} ve A(e):=]0,e]x[e,1[U][e,1[ x]0,e] olarak
tanimlansin.

Tamm 2.2.[40]: (L,<,0,1) sirh bir kafes ve U:L X L — L, e € L birim elemanh bir
uninorm olsun. Eger her a, b;, b, € L i¢in

U(a,by Vb,) =U(a,by)VU(a,b,)
esitligi saglantyorsa, U uninormu vV — dagilmali uninorm olarak adlandirilir.

[30] da [0,1] tlizerinde lokal internal uninormlar ¢alisilmistir. Burada bir (L, <,0,1)
siirli kafesinin herhangi bir alt kiimesi iizerinde lokal internal tanimi asagidaki sekilde
verilecektir.

Tamm 2.3: (L, <,0,1) sinirh bir kafes, A, L nin herhangi bir alt kiimesi ve F:A X A — A
bir fonksiyon olsun. Eger her x,y € A i¢in

F(x,y) €e{x Ay, xVy}
saglantyorsa, F fonksiyonu A tizerinde lokal internal fonksiyon olarak adlandirilir.
Onerme 2.4: (L,<,0,1) sinirl bir kafes ve e € L olsun. Eger I, # @ ise, L iizerinde e
birim elemanli bir lokal internal uninorm mevcut degildir.

Ispat: Kabul edelim Ki L iizerinde e birim elemanl bir lokal internal U uninormu mevcut
olsun. I, # @ oldugundan en az bir a € I, eleman1 vardir. U lokal internal oldugundan
U(a,e) € {a Ae,aV e} dir. Fakat a, e ile kiyaslanmaz oldugundana Ae #aveaVe # a
elde edilir ki bu bir geliskidir. O halde kabul yanlig olup I, # @ olmast durumunda L

tizerinde e birim elemanl bir lokal internal uninorm mevcut degildir.
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Notasyon: (L, <,0,1) smurl bir kafes ve U: L X L — L, e € L birim elemanli bir uninorm
olsun. U | L, notasyonu, U nun L, iizerine kisitlanmigini, U 1 [0, e] notasyonu, U nun [0, e]
tizerine kisitlanisini ve U | [e, 1] notasyonu, U nun [e, 1] {izerine kisitlanigini gostersin.
Onerme 2.5: (L,<,0,1) sl bir kafes ve U:L XL - L, e € L birim elemanli bir
uninorm olsun.
i) (Lg, <,0,1) smurl bir kafestir.
iyUlL,:L, XL, — L, bir uninormdur.
Ispat:
i) Ik olarak L, = {x € L|x < eveyae < x} kiimesinin kafes oldugu ispatlanacaktir.
Bunun i¢in her x,y € L, iginx Ay € L, ve x Vy € L, oldugu gosterilmelidir.
1. x > e ve y > e oldugu kabul edilirse, xAy>e ve xVy=>e olup xAy €L, ve
xVyE€L,dir.
2.x = e ve y <e oldugu kabul edilirse, x Ay < e ve xVy = e bulunur. Buna gore,
XNy €L,vexVyE€L,dir.
3.x<e ve y=>e oldugu kabul edilirse, x Ay <e ve xVy=e olur. Dolayisiyla,
XNy €L,vexVyE€L,dir.
4. x < e ve y <e oldugu kabul edilirse, x Ay <e ve xVy<e olup xAy€lL, ve
xVy € L, elde edilir.

(L, <,0,1) sinirli bir kafes oldugundan her x € L, i¢in 0 < x < 1 saglanacak sekilde
0 (en kiigiik) ve 1 (en biiyiik) elemanlar1 mevcuttur. Dolayisiyla, (L., <,0,1) smurl bir
kafestir.
i) U:L XL — L, e €L birim elemanli bir uninorm oldugundan U uninormu, L iizerinde
degisme, birlesme, monotonluk ve birim eleman 6zelliklerini saglar. Yani,
her x,y € L igin U(x,y) = U(y, x) dir. Buna gore, her x,y € L, igin
UlL, (x,y)=U!lL, (y,x)olup Ul L, uninormu i¢in degisme ozelligi saglanir.
Her x,y,z € L i¢cin U(U(x,y),2z) = U(x, U(y, Z)) esitligi saglandigindan her x,y,z € L,
icin UL, UlL, (x,9),2)=UlL, (x,UlL, (y,2)) olur. Dolayisiyla, UL,
uninormu i¢in birlesme 6zelligi saglanir.
Her x,y,z€ L i¢in x <y ise U(x,z) <U(y,z) olup her x,y,z€ L, i¢in x <y ise
UlL, (x,z) <UL, (y,z) saglanir. Boylece, U | L, uninormu birlesme 0zelligini

saglar.
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e € L, U uninormunun birim elemani oldugundan, her x € L i¢in U(x, e) = x dir. Bu
nedenle her x € L, i¢in Ul L, (x,e) = x dir. Dolayisiyla, e € L, ayn1 zamanda e € L,
olup Ul L, uninormunun birim elemanidir.

Boylece U | L, nin L, iizerinde bir uninorm oldugu gosterilmis oldu.

Tanim 2.6.[40]: (L,<,0,1) smurl bir kafes olsun. U:L X L — L fonksiyonu, eger
azalmayan, Dbirlesmeli ve sol (sag) birim eclemana yani her x €L igin
U(e,,x) = x (U(x,eg) = x) olacak sekilde e; € L (eg € L) elemanina sahip ise, sol (sag)
uninorm olarak adlandirilir.

Yukaridaki tanimdan agikca goriiliiyor ki, L tizerinde herhangi U sol (sag) uninormu
icin U(0,0) = 0 ve U(1,1) = 1 saglanir. Sol (sag) birim elemanin bir tek olmasi1 gerekmez.
Her x,y € L i¢in U(x,y) =y ile verilen projeksiyon operatoriiniin L deki her elemani
birim elemanidir. Fakat sol (sag) birim elemanlar tiim idempotent elemanlardir. Clinkii U
nun herhangi sol (sag) birim elemam1 e, €L (eg €L) igin U(ey,e,) =e;
(U(eg, er) = eg) elde edilir.

U:L x L — L fonksiyonu, e, € L (eg € L) sol (sag) birim elemanl bir sol (sag)
uninorm ve bir ez € L (e, € L) sag (sol) birim elemana sahip ise, e, = U(e,, eg) = e dir.
e = e, = ey olsun. Buna gore U, L iizerinde pseudo-uninorm olarak adlandirilir ve U nun
birim elemant e dir. U degismeli ise, U, L iizerinde uninorm olarak adlandirilir.

Onerme 2.7: L bir Bool kafesi ve e € L olsun. e*, e nin komplementini gstermek iizere,
U:L x L — L fonksiyonu keyfi x,y € L i¢in U(x,y) = x A (y V e*) seklinde tanimlanirsa,
U, L iizerinde bir sag uninorm olur.

i) Birlesme oOzelligi: Her x,y,z€L i¢in UU(x,y),z) = U(x, U(y, Z)) oldugu
gosterilecektir.

U(x, U(y, z)) = U(x,y A(zV e*))

= xA((y/\(zVe*))Ve*)

= x/\((yVe*)/\(zVe*))

= (x/\(yVe*))/\(zVe*)

=UxA(yVver),z)

=UU(x, ) 2)
ii) Monotonluk ozelligi: Her x,y,z€ L i¢in x <y ise, U(x,z) <U(y,z) oldugu
gosterilecektir.

Ulx,z) =xAN(zVe)<yA(zve*)=U(y 2)
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iii) Birim eleman 6zelligi: Her x € L i¢in U(x, e) = x oldugu gosterilmelidir.
Ux,e)=xAN(eve)=xAN1=x
Onerme 2.8: L bir Bool kafesi ve e € L olsun. e*, e nin komplementini gdstermek iizere,
U:L x L - L fonksiyonu keyfi x,y € L i¢in U(x,y) = ((x AYy)V e*) A (x V y) seklinde
tanimlanirsa, U, L Uzerinde bir uninorm olur.
i) Degisme 6zelligi: Her x,y € L i¢in U(x,y) = U(y, x) oldugu gosterilecektir.
Ulx,y) = ((x AYy)V e*) AxVy)
= ((yAx)V e*)/\(ny)
=U(y,x)
i) Birlesme o6zelligi: Her x,y,z€L i¢in UWU(x,y),2z) = U(x, U(y, Z)) oldugu
gosterilecektir.
UU(x,y),z) =U (((x AY)V e*) A (x Vy),z)
= [{((x/\y)v e*)/\(xVy)Az}V e*]
A [{((x AYy)V e*) A (x Vy)} VZ]
=[{(xve)A(yve)A(xVYy)Az}V e¥]
A{xve)an(yve)A(xVy)}VZz]
=[(xve)AVe)A(xVyV e)A(zV eY)]
Al(xvzve)A(yvzV e )A(xVyV2z)]
ve
U(x, U(y,z)) =U (x, ((y AZ)V e*) A(y Vz))
= [{x/\ ((yAz) v e*) A (yVZ)}V e*]
AMxv{(GAaz)v e) Ay v 2)l]
=[{xA(yve)Ar(zve)A(yVz)}V e]
ANxv{lyve)Aa(zve)A(yV2z)}]
=[(xve)A(yVve)r(zve)A(yVvzV e")]
Axvyve)A(xVvzve)A(xVyVz)]
elde edilir. Buradan U(U(x,y),z) = U(x,U(y,z)) bulunur.
ii) Monotonluk ozelligi: Her x,y,z €L i¢in x <y ise, U(x,z) <U(y,z) oldugu

gosterilecektir.
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U(x,z) = ((xAz) Y, e*) A(xVz)
<(yAz)V e )A(yVz)
=U(y,2)
iii) Birim eleman ozelligi: Her x € L i¢in U(x, e) = x oldugu gosterilmelidir.
Ux,e) =((xAe)V e*)A(xVe)
=((xve)Aa(eve))A(xVe)
= ((xVe*)Al)A(xVe)
=(xVve)A(xVe)
=xV(e*Ae)
=xVvO0
=X
Onerme 2.9: (L,<,0,1) siurlt bir kafes ve U:L XL = L, e € L birim elemanli bir
uninorm olsun. Bu takdirde, U(0,0) = 0 ve U(1,1) = 1 dir.
ispat: 0 < e ve U monoton oldugundan U(0,0) < U(0, e) saglanir. Ayrica e € L, U nun
birim eleman1 oldugundan U(e, 0) = 0 dir. Dolayisiyla U(0,0) = 0 dir.
e <1 ve U monoton oldugundan U(1,1) = U(e,1) olur. Ayrica e € L, U nun birim
elemani oldugundan U(e, 1) = 1 dir. Boylece U(1,1) = 1 elde edilir.
Notasyon: (L, <,0,1) smurh bir kafes ve U: L X L — L, e € L birim elemanli bir uninorm
olsun. A := U(0,1) ile tanimlansin.
Onerme 2.10: (L,<,0,1) smirh bir kafes ve U:L XL — L, e € L birim elemanli bir
uninorm olsun. Herhangi a € [0,4] ve b € [A,1] i¢in U(a, b) = A elde edilir.
Ispat: 0 < a <1, 2 < b <1 ve U monoton oldugundan
U(0,A) <U(a,b) <U(,1) (12)
elde edilir. U nun birlesme, degisme 6zellikleri ve Onerme 2.9 kullanilarak
u(,2) =U(0,U(0,1)) = U(0,0),1) =U(0,1) =2
ve
U(1,2) =uU(1,0(0,1)) =U(1,U(1,0) = UU(1,1),0) = U(1,0) = U(0,1) = A
elde edilir. (12) esitsizligine gore A < U(a, b) < A saglanir. Boylece herhangi a € [0, 1] ve
b € [A,1] i¢cin U(a, b) = A elde edilir.
Sonug¢ 2.11: (L, <,0,1) smurh bir kafes ve U: L X L = L, e € L birim elemanl1 bir uninorm
olsun. Bu takdirde, U(A4,1) = U(4,0) = U(4,1) = A elde edilir.
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Sonug 2.12: (L, <,0,1) smurh bir kafes ve U: L X L — L, e € L birim elemanl bir uninorm
olsun. Bu takdirde, U(l,evVA) = A, UAX,eAd) =21 veU(eAdeVvA)=2A elde edilir.
Sonug 2.13: (L, <,0,1) smurh bir kafes ve U: L X L = L, e € L birim elemanl1 bir uninorm
olsun. Bu takdirde, 2 = U(0,1), U uninormunun idempotent elemanidir.
Teorem 2.14: (L,<,0,1) smurh bir kafes ve U:L XL — L, e € L birim elemanli bir
uninorm olsun. Eger U, A(e) tizerinde lokal internal uninormise, A = 0 veya A = 1 dir.
ispat: 1 nin e ile kiyaslanamaz oldugu kabul edilsin. Sonu¢ 2.12 kullanilirsa,
U(e Ad,eV A) = A dir. U uninormu A(e) tizerinde lokal internal ve (e A, eV 1) € A(e)
oldugundan

Ulendevid)e{endeV I}
bulunur. Boylece A =eVv A veya 1 =e AL elde edilir ki bu bir ¢eligkidir. Sonug olarak
A=U(0,1), e ile kiyaslanabilirdir. 2 > e oldugu varsayilsin. Onerme 2.10 kullanilirsa,
herhangi b € [A,1] ve e € [0,4] igin U(e,b) = A dir. Ayrica e € L, U nun birim elemani
oldugundan keyfi b € [4,1] i¢in U(e, b) = b elde edilir. Bu nedenle herhangi b € [A, 1]
icin b = A olur. Dolayistyla A = 1 dir.

Benzer sekilde eger 4 < e ise, A = 0 oldugu ispatlanr.
Ornek 2.15: L, = {0, a, b, c, 1} smirli kafesi asagidaki sekilde verilsin.

0
Sekil 7. L; = {0, a, b, c, 1} kafesi

L, tizerinde U; ikili islemi asagidaki sekilde tanimlansin.
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Tablo 1. L, kafesi tizerindeki U; uninormu

Uy 0 a b C 1
0 0 0 b 0 0
a 0 a 0 a 1
b b 0 b b 1
c 0 a b c 1
1 0 1 1 1 1

Bu durumda, U, , L, lizerinde ¢ birim elemanli bir uninorm olur.

Ornek 2.16: L, = {0,a, b, c,1} smirh kafesi asagidaki sekilde verilsin.

0

Sekil 8. L, = {0, a, b, c, 1} kafesi

L, tizerinde U, ikili islemi asagidaki sekilde tanimlansin.

Tablo 2. L, kafesi iizerindeki U, uninormu

o oo oS

O OOoOOo

P o oo oo
oo Ol
Lo T O|lo
R e

Bu durumda, U, , L, tizerinde ¢ birim elemanli bir uninorm olur.
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Ornek 2.17: L; = {0,a, b, c, d, 1} sinirh kafesi asagidaki sekilde verilsin.

0

Sekil 9. Ly = {0, a, b, ¢, d, 1} kafesi

L3 tizerinde Us ikili islemi, agagidaki sekilde tanimlansin.

Tablo 3. L; kafesi tizerindeki Uz uninormu

U, 0 a b c d 1
0 0 0 0 0 0 1
a 0 a 0 0 a 1
b 0 0 b 0 b 1
c 0 0 0 c c 1
d 0 a b c d 1
1 1 1 1 1 1 1

Bu durumda, U; , L3 tizerinde d birim elemanli bir uninorm olur.

2.2. Simirh Kafesler Uzerinde Uninormlardan Ucgensel Normlar ve Ucgensel
Konormlar Uretmek Icin Bazi Yontemler

Teorem 2.18: (L,<,0,1) smurh bir kafes ve U:L XL — L, e € L birim elemanl bir

uninorm ve her x € L elemant e ile kiyaslanabilir olsun.
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Bu takdirde, T : L x L — L fonksiyonu,

_(U(x,y) eger(x,y) €[0,e]? ise,
Teoy) = {x Ay  aksitakdirde. (13)

seklinde tanimlanirsa, T, L tizerinde bir t-norm olur.
Ispat:
i) Degisme ozelligi: Her x,y € L i¢in T (x,y) = T(y, x) oldugu gosterilecektir.
1. (x,y) € [0, e]? oldugu kabul edilirse,
T(x,y) =U(xy) =U,x) =T(y,x)
elde edilir.
2. (x,v) € [0, e]? oldugu kabul edilirse,
Tx,y)=xAy=yAx=T(y,x)
elde edilir.
i) Birlesme ozelligi: Her x,y,z€L ic¢in T(T(x,y),2) = T(x, T(y, Z)) oldugu
gosterilecektir.
1. (x,v) € [0, e]? oldugu kabul edilsin.
1.1. Eger z € [0, e] ise,
T(T(x,¥),2) = TWU(x,¥),2) = U(U(x,y),2) = T(x,T(y,2))

bulunur.
1.2. Eger z ¢ [0, e] ise,
T(T(x,y),2) =TWU,y),2) =Uxy)Az=U(xy)
ve
T(x,T(y,z)) =T(x,y Az) =T(x,y) = U(x,y)
elde edilir. Buradan
T(T(x,y),z) = T(x,T(y,2))
bulunur.
2. (x,y) ¢ [0, e]? olsun. Buna gore,
2.1.x ¢ [0,e] ve y & [0, e] oldugu kabul edilsin.
2.1.1. Eger z € [0, e] ise,
T(T(x,y),z2) =T(xAy,z)=xXAy)Az=12z
ve
T(x, T(y, z)) =T,yANz)=Tx,z) =xNz=1z

bulunur. Buradan
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T(T(x,y),z) = T(x,T(y, z))
elde edilir.
2.1.2. Eger z ¢ [0, e] ise,
T(T(x,y),z2) =T(xAy,z) =xAy)Az=xAN{YAZz)
ve
T(x, T(y, Z)) =T, yAz)=xA(yA2z)
bulunur. Buradan
T(T(x,y),z) = T(x,T(y, z))
elde edilir.
2.2.x ¢ [0,e] ve y € [0, e] oldugu kabul edilsin.
2.2.1. Eger z € [0, e] ise,
T(T(x,y),2) =T(xAy,z) =T(y,z) = U(y,z)
ve
T(x,T(y, z)) = T(x, U(y, z)) =xAU(y,z)=U(y,z)
bulunur. Buradan
T(T(x,y),2) =T(x,T(,2))
elde edilir.
2.2.2. Eger z & [0, e] ise,
T(T(x,y),z2) =T(x Ay, 2) =T(y,2) =yAz=y
ve
T(x,T(y,z)) =T,yANz)=T(x,y)=xAy=y
bulunur. Buradan
T(T(x,y),z) = T(x, T(y, z))
elde edilir.
2.3.x € [0,e] ve y & [0, e] oldugu kabul edilsin.
2.3.1. Egerz € [0,e] ise,

T(T(x,y),z) =T(xAy,z)=T(x,z) =U(x,2)
ve
T(x,T(y, z)) =T,yANz)=T(x,z) =U(x,z)

bulunur. Buradan
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T(T(x,y),2) =T(x,T(y,2))
elde edilir.
2.3.2. Eger z ¢ [0, e] ise,
T(T(x,y),z2) =T(xAy,z) =T(x,z2) =xANz=x
ve
T(x,T(y,Z)) =T, yAz)=xA(yAz)=x
bulunur. Buradan
T(T(x,y),z) = T(x,T(y, z))
elde edilir.
iii) Monotonluk 6zelligi: Her x,y,z€ L ig¢in x <y ise, T(x,z) <T(y,z) oldugu
gosterilecektir.
1. (x,z) € [0, e]? oldugu kabul edilsin.
1.1. Eger y € [0, e] ise,
T(x,z) =U(x,z) <U(y,z) =T(y,z)
elde edilir.
1.2.Egery € [0, e] ise,

T(x,z)=U(x,z) <xANz<yANz=T(y,z)
elde edilir.
2. (x,z) & [0, e]? olsun. Buna gore,
2.1.x ¢ [0,e] ve z ¢ [0, e] oldugu kabul edilsin.
2.1.1. Egery € [0, e] ise,
Tx,z) =xNz<yANz=T(y,z)
elde edilir.
2.1.2. Egery € [0, e] ise,
Tx,z)=xANz<yANz=T(y,z)
elde edilir.
2.2. x ¢ [0,e] ve z € [0,e] oldugu kabul edilirse, bu durumda y & [0, e] olur. Bundan
dolayt,
Tx,z) =xNz<yAz=T(,2)
elde edilir.
2.3.x € [0,e] ve z & [0, e] oldugu kabul edilsin.
2.3.1. Egery € [0, ] ise,
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Tx,z)=xNz<yAz=T(y,z)
elde edilir.
2.3.2. Egery € [0, e] ise,
Tx,z) =xNz<yAz=T(y,z)
elde edilir.
iv) Birim eleman ozelligi: Her x € L i¢in T (x, 1) = x oldugu gosterilmelidir.
1. e = 1 oldugu varsayilarak,
T(x,1)=U(x,1)=x
elde edilir.
2. e < 1 oldugu varsayilsin.
2.1. Eger x € [0, e] ise,
T(x,1)=xA1=x
elde edilir.
2.2.Egerx & [0, e] ise,
T(x,1)=xA1=x
elde edilir.
Uyar 2.19: Eger Teorem 2.18 de baz1 x € L elemanlar1 e ile kiyaslanamiyor ise, herhangi
L sinirh kafesi tizerindeki bir t-norm, L tizerinde verilen e € L birim elemanli bir uninorm
yardimiyla (13) formiili ile karakterize edilemez. Bu durum asagidaki Ornekle
gosterilebilir.
Ornek 2.20: L = {0,a,b,c, e, 1} siirli bir kafesi ve L tizerindeki U uninormu asagidaki

sekilde verilsin.
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0

Sekil 10. L = {0, a, b, c, e, 1} kafesi

Tablo 4. L kafesi tizerindeki U uninormu

O OOUT O|T
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Kabul edelim ki Sekil 10 da verilen L smirli kafesi iizerinde tanimlanan Tablo 4 deki
bir uninorm ile (13) formiild, L tizerinde bir t-norm versin. Bu durumda t-normun birlesme
ozelliginden dolay1, T(T (b, c),a) = T(b, T(c, a)) esitligi saglanmalidir. Fakat

T(T(b,c),a) =T(bAc,a) =T(a,a) =U(a,a) =0
ve

T(b,T(c,a)) =T(b,cha)=T(b,a)=bAa=a
bulunur ki bu bir geliskidir. Dolayisiyla, kabul yanlis olup her L sinirli kafesi tizerindeki t-
norm, L iizerinde verilen e € L birim elemanli bir uninorm yardimiyla (13) formiili ile

karakterize edilemez.
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Asagidaki Teorem, Teorem 2.18 in duali olarak verilir.
Teorem 2.21: (L,<,0,1) smurh bir kafes ve U:L XL — L, e € L birim elemanli bir
uninorm ve her x € L eleman e ile kiyaslanabilir olsun.

Bu takdirde, S : L x L — L fonksiyonu,

_(U(x,y) eger(x,y) € [e, 1]%ise,
S@y) = {x Vy  aksitakdirde. (14)

seklinde tanimlanirsa, S, L tizerinde bir t-konorm olur.

Teorem 2.21 in ispat1, Teorem 2.18 in ispatina dual olarak verilebilir.

Benzer sekilde agik¢a goriilebilir ki, her L smirhi kafesi tizerindeki t-konorm, L
tizerinde verilen e € L birim elemanl: bir uninorm yardimiyla (14) formiilii ile karakterize

edilemez.

2.3. Siirh Kafesler Uzerinde Ucgensel Normlar ve Ucggensel Konormlar
Yardimiyla Elde Edilen Uninormlar

Herhangi bir (L, <,0,1) sinirli kafesi tizerinde en biiyiik 7, (infimum) t-normu, en

kiigtik S, (supremum) t-konormu,

Ay eger1 € {x,y}ise,
T o(ey) = [XNY €8
w(®y) {O aksi takdirde.

ile tanmimlanan en kiigiik T,,: L? — L t-normu ve

_(xVy eger0E€{x,y}ise,
S, ,Y) =
w(®y) {1 aksi takdirde.

ile tanimlanan en biiyiik S,,: L? - L t-konormu goézoniine almsin. Buna gére, herhangi bir
(L, <,0,1) simurl kafesi {izerinde t-normlar ve t-konormlarin varligi bilinirken, herhangi bir
(L, <,0,1) sinirli kafesi tizerinde e € L\{0,1} birim elemanli U uninormunun varligi bizim
en iyi bilgimiz dahilinde literatiirde heniiz bilinmemektedir.

Bu boliimiin ana amacit bu boslugu doldurmaktir. Bir (L,<,0,1) smirh kafesi
tizerinde verilen e € L birim elemanli bir uninorm insa etmek i¢in iki yontem verilecektir.
Bu yontemlerin bir tiriinii olarak bir (L, <,0,1) sinirli kafesi tizerinde e € L\{0,1} birim
elemanli en kiiglik ve en biiylik uninorm elde edilecektir.

Onerme 2.22.[20]: (L,<,0,1) smrh bir kafes, e € L\{0,1} ve U, L iizerinde e birim
elemanli bir uninorm olsun. Bu takdirde, asagidaki esitsizlikler elde edilir.

i) (x,y) €A(e)iginx Ay <U(x,y) <xVy,

i) (x,y) € L x[0,e] i¢in U(x,y) < x,
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i) (x,y) € [0,e] X LiginU(x,y) <,
iv) (x,y) €L X [e,1]i¢in x < U(x,y),
V) (x,y) € [e,1] X Li¢iny < U(x,y).
Ispat: Ispat igin, U nun monotonluk ve birim eleman 6zellikleri kullanilacaktir.
i) (x,y) €10,e] x [e, 1] oldugu kabul edilsin. Bu durumda,
xANy=x=U(x,e)<Ulx,y)<Ule,y)=y=xVy
elde edilir. Benzer sekilde, eger (x,y) € [e,1[ X ]0,e] ise, x Ay < U(x,y) <xVy
saglanir.
i) (x,y) € L x[0,e] igin U(x,y) < U(x,e) = x elde edilir.
i) (x,y) € [0,e] X Ligin U(x,y) < U(e,y) =y elde edilir.
iv) (x,y) € L X [e,1] iginx = U(x,e) < U(x,y) elde edilir.
V) (x,y) € [e,1] x Liciny = U(e,y) < U(x,y) elde edilir.
Onerme 2.23.[20]: (L, < ,0,1) sinirli bir kafes, e € L ve U, L iizerinde e birim elemanl bir
uninorm olsun.
)T*=U1[0,e]:[0,e]*> - [0, e] bir t-normdur.
i)S*=U 1 [e,1]:[e, 1]? - [e, 1] bir t-konormdur.
(L,<,0,1) smurh bir kafes olsun. U, L {lizerinde tiim uninormlarin kiimesini
gostermek tlizere, U,V € U igin
U<V e Her(x,y) €L?icinU(x,y) <V(x,y)
seklinde tanimlanan sira ile U kiimesi ele alinsin.
U, en kiiciik eleman1 T, ve en biiylik elemani1 S, olan bir kismen siral1 kiimedir.
(L, <,0,1) sinirh bir kafes ve e € L olsun. e = 0 i¢in L {izerinde e birim elemanl bir
U uninormu (bu durumda U bir t-normdur) ve e = 1 igin L iizerinde e birim elemanl bir U
uninormu (bu durumda U bir t-konormdur) mevcuttur. Diger taraftan herhangi bir L sinirli
kafesi tizerinde e € L\{0,1} birim elemanli bir uninormun var olup olmadigi merak
edilebilir. Bu nedenle boyle bir uninormun varligini gostermek icin asagidaki teorem
verilecektir. [0, e] tizerindeki t-normlarin varligina (benzer sekilde [e,1] tizerindeki
t-konormlarin varligina) dayanan asagidaki teorem ile herhangi bir L smirli kafesi ve
keyfi e € L\{0,1} elemani igin L iizerinde e € L\{0,1} birim elemanli bir uninormun

varlig: garanti edilir.
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Teorem 2.24.[20]: (L,<,0,1) siirh bir kafes ve e € L\{0,1} olsun. Eger T, , [0, e]
lizerinde bir t-norm ve S, , [e, 1] lizerinde bir t-konorm ise, asagidaki sekilde tanimlanan
U;: L2 > L ve Ug: L? - L fonksiyonlar L iizerinde uninormlardir.

(Te(x,y) eger (x,y) € [0,e]* ise,

xVy eger (x,y) € [0,e] X ]e,1] U ]e, 1] X [0, e] ise,
U, y) =1y egerx € [0,e],y |l eise,

X egery € [0,e],x |l eise,

‘1 aksi takdirde.

(S.(x,y) eger (x,y) € [e, 1]? ise,

XAy eger (x,y) € [0,e[ x [e,1] U [e,1] X [0, e] ise,
Us(x,y) =1y egerx € [e, 1],y |l e ise,

x egery € [e, 1], x || e ise,

\0 aksi takdirde.

Ispat: U, | [e,1]> = S,, , [e, 1] iizerinde en biiyiik t-konorm ve U, | [0,e]> =T, , [0, €]
tizerinde en kii¢iikk t-normdur. Burada U; nin bir uninorm oldugu ispatlanacaktir. Benzer
yontemler kullanilarak Ug nin bir uninorm oldugu gosterilir.

i) Degisme ozelligi: Her x,y € L i¢in U;(x,y) = U.(y, x) oldugu gosterilecektir.

1. x < e oldugu kabul edilsin.

1.1.Egery < eise, U;(x,y) = T,(x,y) = T.(y,x) = U:(y, x) elde edilir.

1.2.Egery >eise, U.(x,y) =xVy=yVx=UAyx) elde edilir.

1.3.Egery |l eise, U.(x,y) =y = U:(y, x) elde edilir.

2. x > e oldugu kabul edilsin.

2.1.Egery <eise, Ui(x,y) =xVy=yVx = Uy x) elde edilir.

2.2. Egery > eise, Us(x,y) = 1 = U,(y, x) elde edilir.

23.Egery |l eise, U:(x,y) =1 = U.(y, x) elde edilir.

3. x |l e oldugu kabul edilsin.

3.1.Egery < eise, Us(x,y) = x = U.(y, x) elde edilir.

3.2.Egery > eise, Us(x,y) =1 = U,(y, x) elde edilir.

3.3.Egery ll eise, Us(x,y) =1 = U.(y, x) elde edilir.

i) Birlesme Ozelligi: Her x,y,z€ L igin U,(x,Us(y,2)) = U,(U;(x,y),2z) oldugu
gosterilecektir. x,y,z ve e elemanlar1 arasindaki iligki gézoniine alinarak ispat, miimkiin
olan tiim durumlara ayrilacaktir.

1. x < e oldugu kabul edilsin.

11.Egery <e,z<e ise,

Ut(x' Ut(y! Z)) = Te(x, Te(y,Z)) = Te(Te(x’Y);Z) = Ut(Ut(x'}’)'Z)
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1.2. Egery < e,z > e ise,

Ut(x' Ut(y;Z)) =U(x,z) =z = U(Te(x,¥), 2) = U (Ue(x, y), 2)
13.Egery <e, zll e ise,

Ut(x' Ut(y,z)) =U(x,z) = z = U (T, (x,¥),2) = U (Ue(x,y),2)
1.4. Egery > e,z < e ise,

Ut(x' Ut(yJZ)) = Ut(x'y) =Yy = Ut()’;z) = Ut(Ut(x'y))Z)
1.5.Egery > e,z > e ise,

Ut(x' Ut(yJZ)) = Ut(x' 1) =1= Ut(ylz) = Ut(Ut(x;y)'Z)
1.6.Egery >e, z |l e ise,

Ut(x' Ut(y,z)) =U(x,1) =1=U,(y,2) = U (Ue(x,),2)

1.7. Egery lle, z <e ise,

Ut(x' Ut(}’;Z)) =U(x,y) =y =U(y,2) = U (U(x, ), 2)
18.Egeryll e, z> e ise,

Ue(x, Uy (v,2)) = Up(x,1) = 1 = U (y,2) = U (Us(x,5), 2)
19.Egerylle, z | e ise,

Ut(x; Ut(}’;Z)) = Ut(x' 1) = 1 = Ut(ylz) = Ut(Ut(x;y)'Z)
2. x > e oldugu kabul edilsin.
21.Egery <e,z<e ise,

Ut(x' Ut(y,z)) = Ut(x,Te(y,Z)) =x =U(x,2) = U (U(x,y),2)
22.Egery <e,z>e ise,

Ut(x' Ut(y;Z)) = Ut(x,z) =1= Ut(xJZ) = Ut(Ut(xry)rZ)
2.3.Egery <e, zll e ise,

Ut(x' Ut(y;Z)) = Ut(x,z) =1= Ut(xJZ) = Ut(Ut(xry)rZ)
2.4. Egery > e,z < e ise,

Ue(x, Uy (v,2)) = Us(x,y) = 1 = U (1,2) = U (Us(x, ), 2)
2.5.Egery > e,z > e ise,

Ut(x' Ut(y;Z)) =U(x,1) =1=U,1,2) = U (U (x,¥),2)
2.6.Egery >e,z |l e ise,

Up(x, U (3,2)) = U(x, 1) = 1 = Up(1,2) = U (U (x, ), 2)
2.7.Egery ll e,z <e ise,

Ut(x' Ut(y,Z)) = Ut(x:y) =1= Ut(lrz) = Ut(Ut(x'y)'Z)
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2.8.Egery ll e, z> e ise,

Ut(x' Ut(yJZ)) = Ut(x' 1) =1= Ut(l,Z) = Ut(Ut(x;Y);Z)
29.Egerylle, z |l e ise,

Ut(x' Ut(yJZ)) = Ut(x' 1) =1= Ut(l,Z) = Ut(Ut(x;Y);Z)
3. x || e oldugu kabul edilsin.
31.Egery<e,z<e ise

Ut(x' Ut(yJZ)) = Ut(x;Te(y,Z)) =X= Ut(x)z) = Ut(Ut(xry);Z)
3.2.Egery<e,z>e ise

Ut(x, U (y, Z)) =Ui(x,z) =1 =Ui(x,2) = U.(Us(x,y),z)
33.Egery<e,zl e ise,

Ue(x, U (y,2)) = Up(x,2) = 1 = Up(x, 2) = U (U (,¥), 2)
34.Egery >e,z<e ise,

Ut(x' Ut(yJZ)) = Ut(x'y) =1= Ut(l,Z) = Ut(Ut(x;y)'Z)
35.Egery >e,z> e ise,

Ut(x' Ut(yJZ)) = Ut(x' 1) =1= Ut(l,Z) = Ut(Ut(x;y);Z)
3.6.Egery >e,z | e ise,

Ue(x,Ue(y,2)) = Up(x, 1) = 1 = U (1, 2) = U, (Ue(x,9), 2)
3.7.Egerylle z<e ise

Ue(x, Up(,2)) = Ue(x,y) = 1 = U(1,2) = U (Ue(x,y), 2)
38.Egerylle z>e ise,

Ut(x, Ut(y;Z)) = Ut(xl 1) =1= Ut(l,Z) = Ut(Ut(x;Y);Z)
3.9.Egerylle, zl| e ise,

Ut(x, Ut(y;Z)) = Ut(xl 1) =1= Ut(l,Z) = Ut(Ut(x;Y);Z)
iii) Monotonluk ozelligi: Eger x <y ise, her z €L i¢in U, (x,z) < Us(y,z) oldugu
gosterilecektir. Ispat, tiim muhtemel durumlara ayrilarak yapilacaktir.
1. x < e oldugu kabul edilsin.
1.1. Egery < e, z< eise,

Ut(x,z) = Te(x:Z) < Te(y,Z) = Ut(y,Z)
12.Egery <e,z > eise,

U(x,2) = z=U(y,2)
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13.Egery<e, zl eise,
U(x,2) = z = Up(y, 2)
1.4.Egery > e,z < eise,
U(x,2) =T, (x,2) SxANz<yAz<y=U(yz)
15.Egery > e,z > eise,
U(x,2) =2<1=U(y,2)
1.6.Egery > e, z |l eise,
Ue(x,2z) =z <1=U(y,2)
1.7.Egery ll e, z < eise,
U(x,z2) =T, (x,2) <xANz<yANz<y=Uyz)
18.Egery ll e,z > eise,
U(x,2) =z<1=U(y,2)
19.Egerylle, z I eise,

Ut(xJZ) =z S 1 = Ut(ylz)
2. x > e oldugu kabul edilsin.
2.1.Egery > e,z < e ise,
U(x,z) =x <y =U(y,2)
2.2.Egery > e,z > e ise,
Ut(X,Z) = 1 = Ut(y;Z)
2.3.Eger y>e,z | e ise,
Ut(x,z) = 1 = Ut(ylz)
3. x || e oldugu kabul edilsin.
3.1.Egery >e,z<e ise
Ux,z) =x<y=U/(y,z)
3.2.Egery > e,z > e ise,
U(x,z) =1 =U(y,2)
33.Egery>e,zll e ise,
Ux,z) =1 =U(y,2)
34.Egerylle z<e ise
U, z2) =x <y =U(y,2)
35.Egerylle, z>e ise,
Ut(x,Z) = 1 = Ut(y;Z)
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3.6.Egerylle, zl e ise,
Ue(x,z) =1 =U(y,2)
iv) Birim eleman 6zelligi: Her x € L igin U, (x, e) = x oldugu gosterilmelidir.
1. x < e oldugu kabul edilirse,
Ui(x,e) =T,(x,e) =x
elde edilir.
2. x > e oldugu kabul edilirse,
U(x,e) =xVe=x
elde edilir.
3. x |l e oldugu kabul edilirse,
Ui(x,e) =x
elde edilir.
Uyan 2.25.[20]: Teorem 2.24 deki U,: L?> — L ve U: L? - L uninormlari
(T.(x,y) eger (x,vy) € [0,e]?ise,

Uu(x,y) = 4 y ef:gerx € [0,e],y ¢ [0,e] ?se,
x egerx & [0,e],y € [0, e] ise,
1 aksi takdirde.
(S.(x,y) eger (x,y) € [e,1]? ise,
U, (x,y) = 4 y e,cvgerx €le 1],y ¢ [e 1] %se,
X egerx & [e, 1],y € [e, 1] ise,
\0 aksi takdirde.

esitlikleri ile de verilebilir.

Sonu¢ 2.26.[20]: (L, <,0,1) smurh bir kafes ve e € L\{0,1} olsun. Eger Teorem 2.24 de
[0, e] tizerinde T, t-normu yerine T, (infimum) en biiyiik t-norm ve [e, 1] {izerinde S,
t-konormu yerine S, (supremum) en kii¢iik t-konorm alinirsa, bu durumda

(x Ay eger (x,y) € [0,e]? ise,
xVy eger(x,y)€[0,e] x]e,1]U]e, 1] X [0,e] ise,
Ur,(x,y) =1y eger x € [0,e],y Il eise,
X egery € [0,e],x |l eise,
\1 aksi takdirde.
(xVy eger(x,v) € [e, 1]? ise,
x Ay eger(x,y)€[0,e[X[e, 1]U e 1] X [0, e[ ise,
Us,(x,y) =1y eger x € [e, 1],y |l e ise,
X egery € [e, 1], x |l eise,
\0 aksi takdirde.

seklinde tanimlanan Uy, ve Us, uninormlar sirastyla L lizerinde e birim elemanli en bilyiik

ve en kii¢iik uninormlar olur.
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Ispat: 1lk olarak, Ur, uninormunun U(e) kiimesinin en biiyiik elemani oldugu
gosterilecektir. Keyfi U € U(e) segilsin.
i) Eger (x,y) €[0,e]?> ise, Onerme 2.23 i) ye gore Ul [0,e]:[0,e]? - [0,e] bir
t-normdur. Ur, (x,y) = x Ay ve Ty(x,y) = x Ay t-normu [0, e] iizerinde en biiyiik t-norm
oldugundan her (x,y) € [0, e]? i¢in U(x, y) < Ur, (x,y) bulunur.
i) Eger (x,y)€[0,e] x]e,1]Ule, 1] x[0,e] ise, Onerme 2.22 i) kullanilarak
U(x,y) < xVy = Uy, (x,y) elde edilir.
iii) Eger x€[0,e] ve yle ise, Onerme 222 iii) kullamlarak
U(x,y) <y = Uy, (x,y) saglanir.
iv) Eger ye€][0,e] ve xlle ise, Onerme 2.22 i) kullanilarak
U(x,y) < x = Ur, (x,y) bulunur.
V) Aksi durumda, U(x,y) < 1 = Ur, (x,y) olur,

Simdi Ug, uninormunun U(e) kiimesinin en kiigiik eleman1 oldugu gosterilecektir.
Keyfi U € U(e) segilsin.
i) Eger (x,y) € [e,1]? ise, Onerme 2.23 ii) ye gore Ul [e, 1]:[e,1]? > [e, 1] bir
t-konormdur. U, (x,y) = x Vy ve S,(x,y) = x V y t-konormu [e, 1] iizerinde en kiigiik t-
konorm oldugundan her (x,y) € [e, 1]? i¢in U, (x,y) < U(x,y) bulunur.
i) Eger(x,y) €[0,e[x[e,1]U[e,1] X [0,e[ ise, Onerme 222 i) kullanilarak
Us,(x,y) =x Ay < U(x,y) saglanir.
iii) Eger x€le,1] ve ylle ise, Onerme 222 V) kullanilarak
Us,(x,y) =y < Ul(x,y) elde edilir.
iv) Eger y€le,l] ve xlle ise, Onerme 222 iv) kullamlarak
Us,(x,y) = x < U(x,y) elde edilir.
V) Aksi durumda, Us, (x,y) = 0 < U(x,y) olur.
Sonug 2.27.[20]: (L, <,0,1) sinirh bir kafes ve e € L olsun.
i) Eger e € L\{0} elemani L nin bir tek koatomu ve T, , [0, e] lizerinde bir t-norm ise,
Teorem 2.24 kullanilarak U, asagidaki gibi verilebilir ve bu sekilde verilen U, , L {izerinde
e birim elemanli bir uninorm olur.

T,(x,y) eger(x,y) € [0,e]?ise,

Uy(x,y) = y egerx €[0,e],ylle ¥se,
x egery € [0,e],x |l eise,
1 aksi takdirde.
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ii) Eger e € L\{1} elemam L nin bir tek atomu ve S, , [e, 1] tizerinde bir t-konorm ise,
Teorem 2.24 kullanilarak U asagidaki gibi verilebilir ve bu sekilde verilen Us , L iizerinde
e birim elemanli bir uninorm olur.

S.(x,y) eger (x,y) € [e, 1] ise,

Us(x,y) =47 Ef:gerx €Ele,1]ylle ?se,
egery € [e, 1], x |l eise,
0 aksi takdirde.

Sonugc 2.28.[20]:

i) (L, <,0,1) sinirli bir kafes ve e € L olsun. Eger e € L\{0} eleman1 L nin bir tek koatomu
ve Teorem 2.24 de [0, e] tlzerinde T, t-normu yerine T, (infimum) en biiyiik t-normu
alinirsa, bu takdirde

x Ay eger(x,y) €[0,e]?ise,

Up(x,y) ={” egerx € [0,e]y Il eise,
x egery € [0,e],x |l e ise,
1 aksi takdirde.

ile tammlanan U,:L? — L, U(e) kiimesinde en biiyiik uninorm olur.

i) (L,<,0,1) sinirlt bir kafes ve e € L olsun. Eger e € L\{1}, L nin bir tek atomu ve
Teorem 2.24 de [e, 1] lizerinde S, t-konormu yerine S, (supremum) en kiigiik t-konormu
alinirsa, bu takdirde

xVy eger(x,y)€ e 1]?%ise,

Uy(x,y) =Y egerx € [e, 1]y Il eise,
x egery € [e,1],x |l e ise,
0 aksi takdirde.

ile tanimlanan U,: L? - L, U(e) kiimesinde en kii¢iik uninorm olur.
Onerme 2.22, Onerme 2.23 ve Sonug 2.26 gézdniinde bulundurularak simirh kafesler

tizerindeki uninormlarin ¢atisal yapisi Sekil 11 deki gibi verilebilir.
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1, Uk,y) =y y=Ulx,y) 0=Uxy) =1

xay=Ulxy) 2xvy

S, x=U(xy)
e
T, XAy <U(Ly) < xVy UCx,y) < x
0 e 1 1,

Sekil 11. Uninormlarin yapisi

2.4. L([0,1]) Uzerinde Uninormlar

L=L{01]) ={[a,b]l0<a<x<b<1}velab] <, [c,dl:oa<cveb<d
ile tanimlansin. (L,<;) in tam kafes oldugu kolayca gosterilebilir. x,y € L([0,1]) igin
infimum operatorii A ve supremum operatorii V,

x Ay = [min(xy, y,), min(x;, y,)]

x Vy = [max(xqy, y,), max(x,, y,)]
seklindedir. L([0,1]) tizerinde representable aggregasyon fonksiyonu olarak adlandirilan
aggregasyonlar gozoniine alinarak L([0,1]) tizerinde aggregasyonlar, Deschrijver [10]

tarafindan 6nerilen yaklagim ile kolayca elde edilebilir.
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Tanmm 2.29.[20]: U, L(][0,1]) {izerinde bir uninorm olsun. Her [x4, x,],[v1, y.] € L([0,1])
1¢in,

U([x1, x2], [y1, y2]) = [U1 (1, 1), Uz (x2, y2)]
kosulunu saglayan [0,1] tizerinde U; ve U, uninormlart mevcut ise, U, L([0,1]) tizerinde
t-representable uninorm olarak adlandirilir.
Onerme 2.30.[20]: R: [0,1]? — [0,1], e € [0,1] birim elemanli bir uninorm olsun.
Bu takdirde,

U([a,b],[c,d]) = [R(a,c),R(b,d)]
ile tanimlanan U: L([0,1])? - L([0,1]) fonksiyonu [e, e] birim elemanl1 bir uninormdur.
ispat:
i) Degisme Ozelligi: Her [a, b], [c,d] € L([0,1]) i¢in U([a,b], [c,d]) = U([c,d],[a, b])
oldugu gosterilecektir. R degismeli oldugundan

U(la,b],[c,d]) = [R(a,c),R(b,d)] = [R(c,a),R(d, b)] = U([c, d], [a, b])
elde edilir.
ii) Birlesme 6zelligi: Her [a, b], [c,d], [k, (] € L([0,1]) igin
U( [a b],U([c,d],[k,1])) = UWU([a,b],[c,d]), [k, 1]) oldugu gosterilecektir.
U( [a,b],U([c,d],[k,1])) = U([a, b],[R(c,k),R(d,D]) = [R(a,R(c,k)),R(b,R(d,1)]
ve

U(U([a,b], [c,dD), [k, 1) = U([R(a,c),R(b,d)], [k, 1]) = [R(R(a, c), k), R(R(b,d), D]

bulunur. R birlesmeli oldugundan

u( la,b), U(e,dl, [k 1) = UU(la, b], [¢, d1), [k, 1]
elde edilir.
iii) Monotonluk 6zelligi: Eger [a,b] <, [c,d] ise, her [k,l] € L([0,1]) igin
U(la,b],[k,1]) <, U([c,d],[k,1]) oldugu gosterilecektir. [a,b] <, [c,d]
oldugundan a < c ve b < d dir. R nin monotonluk 6zelligi kullanilirsa,

U([a, b],[k,1]) = [R(a, k), R(b,D] <, [R(c, k), R(d, D] = U([c,d], [k, 1])
elde edilir.
iv) Birim eleman ozelligi: Her [a,b] € L([0,1]) i¢in U([a,b],[e,e]) = [a,b] oldugu
gosterilecektir. e € [0,1], R nin birim eleman1 oldugundan

U([a, b, [e,e]) = [R(a,e),R(b,e)] = [a, b]
elde edilir.
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Uyan 2.31.[20]: U:L([0,1])? - L([0,1]), e < f olmak iizere [e, f] € L([0,1]) birim
elemanli bir uninorm olsun. Bu takdirde, U uninormu, L([0,1]) tizerinde t-representable
degildir. Yani,

U([a, b], [c,d]) = [Us(a,c), Us(b, d)]
esitligini saglayan ve U; < U, olacak sekilde e birim elemanli U; uninormu ve f birim
elemanli U, uninormu mevcut degildir. Bu durum, U;(e,f) =f £ e =U,(e f)
olmasindan kaynaklanmaktadir.

L' = {(x1,x)|(xq, %) €[0,1]2 ve x; + x, < 1}
ve (xq,x5), (¥1,¥y2) € L igin <+ bagintist,

(x1, %) <p» (U, V) © xSy vex, =y,
seklinde tammlansin. [11] de (L*, <;-) kafesinin tam kafes oldugu gosterilmistir. x,y € L*
i¢cin infimum operatorii A ve supremum operatorii V,

x Ay = (min(xy, y1), max(xz,y,))

xVy = (max(xy, y1), min(xz, y;))
seklindedir. L* f{izerinde pry:L* - [0,1] ve pr,:L* - [0,1] srasiyla ilk ve ikinci
projeksiyon doniisiimleri, her (x;,x,) € L* icin pry(xq,x;) = x; ve pry(xy,x,) = X
olarak tanimlansin.
Onerme 2.32: L([0,1]) ve L* kiimeleri izomorftur.
Ispat: [a,b] € L([0,1]) igin 0 < a < b < 1dir.Buradana—b <O0olupa+ (1-b) <1
bulunur. Dolayisiyla (a,1 — b) € L* dir.

Bu nedenle 6: L([0,1]) - L* doniisiimii [a, b] € L([0,1]) i¢in 8([a, b]) = (a,1 — b)
seklinde tanimlansin.
i) Birebirlik: Her [a,b], [c,d] € L([0,1]) i¢in 8([a, b]) = 6([c,d]) olsun. Bu durumda
(a,1—b) = (c,1—d) olur. Buradan a =c ve b =d olup [a,b] = [c,d] bulunur. Bu
nedenle 6 birebirdir.
ii) Ortenlik: Her bir (z,t) €L* i¢in 6([z,1—1t]) = (z,t) olacak sekilde bir
[z,1—t] € L([0,1]) mevcut oldugundan 6 ortendir.
iii) Kafes morfizmi: Her [a, b], [c,d] € L([0,1]) i¢in
6(la,b] vV [c,d]) = 6([a,bD V 8([c,d]) ve 6(la,b] Alc,d]) = 6([a,b]) A 8([c,d])

oldugu gosterilmelidir.
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Oncelikle 8([a, b] V [c,d]) = 8([a, b]) V 8([c, d]) oldugu gdsterilecektir.
1. max{a, c} = a ve max{b, d} = b oldugu kabul edilirse,
0([a,b] V [c,d]) = 8(| max{a, c}, max{b,d}]) = 6([a,b]) = (a,1 —b)
ve
O([a,b]) vO([c,d]) =(a,1—-Db)V(c,1—-d)
= (max{a,c},min{1 — b,1 —d})
=(a,1—-b)
bulunur. Buna gére 6([a, b] V [c,d]) = 6([a, b]) V 6([c, d]) saglanir.
2. max{a, c} = a ve max{b, d} = d oldugu kabul edilirse,
0([a,b] V [c,d]) = 8(] max{a, c}, max{b,d}]) = 0([a,d]) = (a,1 —d)
ve
O([a,b]) VO([c,d]) = (a,1—b)V (c,1—d)
= (max{a,c},min{1 — b,1 —d})
=(a,1—-4d)
bulunur. Buradan 6([a, b] V [c,d]) = 6([a, b]) V 6([c, d]) elde edilir.
3. max{a, c} = c ve max{b, d} = b oldugu kabul edilirse,
0([a,b] V [c,d]) = 8(] max{a, c}, max{b,d}]) = 68([c,b]) = (c,1 —b)
ve
0([a,b]) VO([c,d]) = (a,1—b)V (c,1—d)
= (max{a,c},min{1 — b,1 —d})
= (c,1-b)
bulunur. Dolayistyla 6([a, b] V [c,d]) = 6([a, b]) V 6([c,d]) dur.
4. max{a, c} = c ve max{b, d} = d oldugu kabul edilirse,
6([a,b] V [c,d]) = 0(| max{a,c}, max{b,d}]) = 0([c,d]) = (c,1 —d)
ve
0([a,b]) vVO([c,d]) =(a,1—Db)V (c,1—d)
= (max{a,c},min{1 — b,1 —d})
=(c,1—-d)
bulunur. Buna goére 6([a, b] V [c,d]) = 6([a, b]) V 6([c, d]) saglanir.
Simdi 6([a, b] A [c,d]) = 6([a, b]) A 6([c, d]) oldugu gosterilecektir.
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1. min{a, c} = a ve min{b, d} = b oldugu kabul edilirse,
0([a, b] A [c,d]) = 8([ min{a, c},min{b,d}]) = 6([a,b]) = (a,1 —b)
ve
0([a,b]) AO([c,d]) = (a,1 —=Db)A(c,1—d)
= (min{a,c},max{1 —b,1 —d})
= (a,1-b)
bulunur. Buradan 8([a, b] A [c,d]) = 6([a, b]) A 6([c,d]) elde edilir.
2. min{a, c} = a ve min{b, d} = d oldugu kabul edilirse,
0([a, b] A [c,d]) = 6([ min{a, c}, min{b,d}]) = 6([a,d]) = (a,1 —d)
ve
O([a,b]) AO([c,d]) = (a,1 —b) A(c,1—d)
= (min{a,c},max{1 —b,1 —d})
=(a,1—-d)
olur. Boylece 8([a, b] A [c,d]) = 8([a, b]) AB([c,d]) elde edilir.
3. min{a, c} = c ve min{b,d} = b oldugu kabul edilirse,
0([a, b] A [c,d]) = 8([ min{a, c}, min{b,d}]) = 6([c,b]) = (c,1 —b)
ve
0([a,b]) AO([c,d]) = (a,1 —b)A(c,1—d)
= (min{a,c},max{1 —b,1 —d})
=(c,1-b)
bulunur. Dolayistyla 8([a, b] A [c,d]) = 6([a, b]) A 6([c,d]) dur.
4. min{a, c} = c ve min{b, d} = d oldugu kabul edilirse,
6([a, b] A [c,d]) = 8([ min{a, c},min{b,d}]) = 6([c,d]) = (¢,1 —d)
ve
0([a,b]) AO([c,d]) = (a,1 —b)A(c,1—d)
= (min{a,c}, max{1 —b,1 —d})
=(c,1—-d)
bulunur. Béylece 8([a, b] A [c,d]) = 6([a, b]) A 6([c,d]) saglanir.
Bu nedenle [a,b] € L([0,1]) i¢in O([a,b]) = (a,1—b) ile tanimlanan
0:L([0,1]) —» L* donlisiimii birebir, 6rten ve kafes morfizmi oldugundan L([0,1]) ve L*

izomorftur.
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Ornek 2.33.[9]: U, [0,1] iizerinde e; € ]0,1[ birim elemanli herhangi bir uninorm olsun.
Bu durumda [x4, x5 ], [v1,v,] € L([0,1]) i¢in

U([x1, %], [y, y2]) = [min(UQxy, 1= y,), Uy, 1 — ), 1 —U(L —x, 1 = y,)]  (15)
ile tanimlanan U:L([0,1])? - L([0,1]) fonksiyonu, e =[e;,1 —e;] € L([0,1]) birim
elemanli bir uninormdur fakat t-representable degildir.

Bunun i¢in

U((xpxz): (3’1'3’2)) = (min(U(xl, 1-y,), Uy, 1 - xz))» 1-U1—x,,1- 3’2))
seklinde tanimlanan U: (L*)? — L* doniisiimiiniin e = (e;, 1 — e;) € L* birim elemanl1 bir
uninorm oldugu gosterilecektir. Buna gore, L* ve L([0,1]) izomorf oldugundan (15) ile
verilen U: L([0,1])? - L([0,1]) fonksiyonu, e = [e;, 1 — e;] € L([0,1]) birim elemanl: bir
uninorm olur.

i) Degisme 6zelligi: Her (x4, x,),(y,,y,) € L igin

U((xl, XZ), (yli yz)) = U((yll yz), (xl, XZ)) Oldugu géstel‘ﬂecektir.

U((xp X2), ()’1;3’2)) = (min(U(xl, 1-y), Uy, 1 - xz)); 1-U1—x,,1- )’2))
= (min(UG1,1 = %), Ulx, 1= 7,)), 1= UL = 35,1~ %))

= U((yl' 3’2): (xll Xz))
bulunur.

ii) Birlesme ozelligi: Her (x4, x5), (x3,x4), (y1,¥2) € L* i¢in

U (U((xp x2), (Y1, }’2)); (x3, x4)) =U ((xp X3), U(()’l' ¥2), (x3, x4)))

oldugu gosterilecektir.

U (UG x2), 01, 72), G2, %))

= U ((min(UGe, 1=y, U0m 1= 1) 1= U = 23,1 = ), (%))

= (min (U(min(UGry, 1= y2), UG, 1= 1)), 1= x4), U(x5, U(L = 25,1 = 35)) ),
1= UWUA = x31—y,),1—%,))

v ((xl: xZ)' U((Yl' }’2). (X3, x4)))
=U ((xp X2), (min(U(yl, 1—x4),U(x3,1— YZ))' 1-U(1—-y;1- x4)))
= (min (U(xl, Ul —y5,1—x,)),Umin(U(yy, 1 —x,),U(x3,1—¥,)),1— xz)),

1-— U(l — Xy, U(l — Y2 1 —X4)))



55

11U, 1—y,) U, 1—x3) veU(xs, 1 —y,) < U(y;, 1 — x4) oldugu kabul edilirse,
birlegsme 6zelliginin saglandig1 agiktir.

2. Ulx,1-y,)<U(W;,1—x,) ve U(xs,1—y,) =U(y;,1—x,) oldugu kabul
edililirse, 1 —y, = y; bulunur. Buda U(x3,1 —y,) = U(y;,1 — x,) olmasi ile ¢eligir. Bu
nedenle bu durum miimkiin degildir.

3.U(x;,1—vy,) =2 Uy, 1 —x,) veU(xs,1—1vy,) = U(y,, 1 — x,) oldugu kabul edilirse,

x; =1—x, vex3 =1—x, bulunur.
v (U((xp xz); (}71' }’2)); (xs; x4))

= (min (U(U(yl,xl),xg,), U(Xs’ U(xy, 1 - 3’2))) A1=UWUA —x2,1=y,), 1 —x,) )

ve

U (G220, U (01, v2), (3, %)) )

— (min (V0 U = y2x5)), U(U(yl,xg),xl)) 1=U(1=x, U(L —y,,1 - x4)))
elde edilir. U nun birlesme ve degisme 6zellikleri kullanilarak

v (U((xp xz); (}71' }’2)); (X3; x4)) =U ((xl; xz); U((J’L J’z): (Xg; x4)))
elde edilir.
4.U(x,1—y,) 2 Uy, 1 —x3) veU(x3, 1 —vy,) < U(yy, 1 — x,) oldugu kabul edilirse,
y: =1—y,olur. Buda U(x,,1—y,) = U(y;,1— x,) olmasi ile ¢gelisir. Bu nedenle bu
durum miimkiin degildir.
iii) Monotonluk 6zelligi: [xq, X2],[x3, X4],[V1, ¥2] € L([0,1]) igin eger (xy,x;) < (x3,x4)
ise, U((xy, x2), (1, ¥2)) < U((x3,%4), (71, ¥2)) oldugu gosterilecektir.
(xl, xz) < (X3, X4) Oldugundan X1 < X3 ve Xy > X4 dir. Buradan
U((xpxz), ()’1»3’2)) = (min(U(xl, 1-y2),U(y, 1 - xz)); 1-U1 —x,1— 3’2))
< (min(UGrs, 1~ 32, Us,1 =), 1= U~ 3,1~ 1))
= U((x3,x4), (}’1'}’2))
elde edilir.
iv) Birim eleman &zelligi: Her (x;,x;) € L* igin U((xy,x5), (61,1 —e1)) = (x4, x3)

oldugu gosterilmelidir.
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U((xy,x2), (1,1 — 1)) = (min(U(xl, e1),U(e;,1—x3)),1—U(1—xy, el))

= (min(xy, 1 — x3), x3)
= (x1,x2)

Simdi U:(L*)? - L* uninormununun t-representable olmadif1 gosterilecektir.
Gergekten, kabul edelim ki x; = e, x, <x; <1 —x;, x = (x1,%2), x" = (x1,x3) Ve
y = (e, 0) olsun. Buna gore,

priU(x,y) = min(U(xy, 1), U(e;, 1 — x3)) = min(1,1 — x,) = 1 — x,
ve

pryU(x'y)= min(U(xl, 1),U(ey, 1 — xé)) =min(1,1 —x;) =1—x3
olup pryU(x,y) # pryU(x'y) bulunur. pryU(x,y), x, den bagimsiz olmadigindan
U:(L*)? - L* uninormu t-representable degildir. Dolayisiyla U:L([0,1])? = L([0,1])
uninormu t-representable degildir.

Teorem 2.24 {in bir uygulamasi olarak asagidaki 6rnekler verilebilir.

Ornek 2.34.[20]: T:[0,1]? — [0,1] bir t-norm ve S:[0,1]? — [0,1] bir t-konorm olsun. Bu
durumda, Teorem 2.24 kullanilarak T t-normu ve S t-konormu yardimiyla [0,1] birim
elemanl U,: L([0,1])? - L([0,1]) uninormu

f[O;T(leyZ)] eger X1 = Y1 = 0 iSE,
eger (x; =0,y >0vey,=1)

DoV Vyal ol G, = 1,%, > 0ve y, = 0) ise,

Ue([x1, x2], [y1, ¥2]) = 1

1, ¥2] eger x; = 0ve [y;, ] I [0,1] ise,
[, x5] egery; = 0ve [x1,x,] II [0,1] ise,
\[1,1] aksi takdirde.

ve [0,1] birim elemanl Ug: L([0,1])? = L([0,1]) uninormu

([S(x1,y1), 1] egerx, = y, = 1ise,
eger (x; =0,x, <1lvey,=1)

A A
X1 Ny1, X3 A Y,] veya (x, = 1,y, < 1ve x, = 0) ise,

[
[
US([xlﬂxZ]' [yliyZ]) =1 [
[
[

y1, Y2l eger x; = 1ve [y;,y,] II [0,1] ise,
X1, %] eger x, = 1ve [x,x,] I [0,1] ise,
\[0,0] aksi takdirde.

seklinde tanimlanir.
Ornek 2.35.[20]: L([0,1]) iizerinde e = E,g] € L([0,1]) birim elemanli en biiyik

uninorm Ur, ,
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(10, x5 A v,] egerx; = y; = 0,x, € E%] vey, € Eﬂ ise,
eger (1 =05, € [.5] € 5] ve = 1)

V22 Vel veya (xz =1,x, € E’ﬂ'yz € Eé] vey; = 0)’

UT,\([xp x2), [y1, y21) = 1

- 12 1 2],
[y1,72] egerx; =0,x; € [5»5] ve [y, y.1 |l [5@] 1S€,

- 12 1 2],
[xq, x5] egery, =0,y, € [E’g] ve [x1, x,] |l [5’5] ise,
[1,1] aksi takdirde.

ve L([0,1]) tizerinde e = E’%] € L([0,1]) birim elemanli en kii¢iik uninorm Uy, ,

([x; V 1, 1] egerx, = y, =1,x; € E,%] vey, € E,ﬂ ise,
eger (x1 =0,x, € E,%[,yl € E,ﬂ vey, = 1)

[x1 A Y1, x5 Ayl veya (Xz =1y, € E%[yl € Eﬂ vex; = 0),

USV([X1,X2], [y, v2]) =4

[y, ¥, egerx, = 1,x; € E,%] ve [y1,y2] |l E,ﬂ ise,
[x1,x7] egery, =1,y, € E,ﬂ ve [x1, x,] |l E,ﬂ ise,
[0,0] aksi takdirde.

t- representable olmayan uninorm 6rnekleridir.



3. IRDELEME

T-normlar ve t-konormlarin 6zel bir genellestirmesi olan uninormlar, ilk olarak
Yager ve Rybalov [45] tarafindan ele alindi ve Fodor ve arkadaglar1 [13] tarafindan
calisildi. Bu genellestirmede islemin etkisiz eleman1 (veya birim elemani) birim araliktaki
herhangi bir say1 olabilir ki bu da t-normlarda 1, t-konormlarda 0 dir. Uninormlar bulanik
mantik, uzman sistemler, sinir aglari, aggregasyon ve bulanik sistem modeli gibi bircok
alanda yararhiligi kanitlanmis aggregasyon operatorlerinin - 6zel bir  gesitidir
[7,17,39,41,42,44]. Uninormlar, yapilari bir t-norm ve t-konormun 6zel bir birlesimi
olmasi sebebiyle ilgingtirler [13]. Bilindigi tizere bir U uninormu sirasiyla U(0,1) = 0 ve
U(0,1) =1 oldugunda konjanktif ve disjanktiftir. Bu durum bulanik gerektirme
fonksiyonlariin taniminda uninormlarin da kullanilmasini saglar [6,35].

Birlesmeli ikili islemler, genellikle n-1i aggregasyon operatorlerinin ve ¢cok boyutlu
aggregasyonlarin genellestirmesinde kullanilir. Cogu durumda aggregasyon operatdrleri
icin degigsme Ozelligi istenmez.

Uninormlarin ~ ozelliklerinden  degisme  Ozelligi  kaldirilarak  t-normlarin
genellestirmesinde, Mas ve arkadaslari, [31] da [0,1] tizerinde ve [34] de bir sonlu zincir
tizerinde sol ve sag uninorm kavramlarini; Wang ve Fang, [40] de bir tam kafes lizerinde
sol ve sag uninorm kavramlarini ele aldilar. T-normlarin genellestirmesinden hareketle Liu
[27], uninormlarin 6zelliklerinden degisme ve birlesme 6zelliklerini kaldirarak uninorm
kavramini genellestirdi ve bir tam kafes tizerinde yar1 uninorm olarak adlandirilan yeni bir
kavram tanimladi.

Bu tezde bir L sinirh kafesinin herhangi bir alt kiimesi iizerinde lokal internal tanimi
verilerek keyfi e € L elemani ile kiyaslanamayan bir eleman mevcut ise, L iizerinde e
birim elemanli bir lokal internal uninormun mevcut olmadig1 gosterildi. Bir L smirli kafesi
tizerinde e € L birim elemanli ve 6zel bir alt bolge A(e) tizerinde lokal internal olan bir U
uninormu i¢in U(0,1) 1 alabilecegi degerler arastirildi. ikinci kisimda, bir L simirh kafesi
lizerinde e € L birim elemanli verilen bir uninorm yardimiyla her x € L elemani e ile
kiyasaslanabilir olmak iizere L iizerinde bir T t-normu ve bir S t-konormu elde edildi.
Herhangi bir smirli kafes iizerinde her zaman mevcut oldugu bilinen t-normlar ve

t-konormlar kullanilarak keyfi e € L\{0,1} elemani i¢in e birim elemanli bir uninormun
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varligi gosterildi [20]. Bunun bir {irinii olarak uninormlarin insa yontemi verildi ve bu

yontem kullanilarak verilen e birim elemanli en biiyiik ve en kii¢lik uninormlar bulundu

[20].



4. SONUCLAR

Bu tezde elde edilen sonuglar agsagida verilmistir.

Boliim 2.1. de:

1. Bir L smurli kafesinde keyfi e € L elemani ile kiyaslanamayan bir eleman mevcut
ise, L tzerinde e birim elemanli bir lokal internal uninormun mevcut olmadig
gosterildi.(Onerme 2.4)

2. Bir L smirh kafesi {izerinde e € L birim elemanli bir U uninormu verilsin. Buna
gore,

i. (L, <,0,1) smurl bir kafestir.

iiUlL,:L,xL,— L, biruninormdur.

ifadeleri gosterildi. (Onerme 2.5)

3. Bir L Bool kafesi ve e € L verilsin. e*, e nin komplementini gostermek iizere
keyfi x,y € L i¢in U(x,y) = x A (y V e*) ile tamimlanan U fonksiyonunun L iizerinde bir
sag uninorm oldugu gosterildi. (Onerme 2.7)

4. Bir L Bool kafesi ve e € L verilsin. e*, e nin komplementini gostermek iizere
keyfi x,y € L igin U(x,y) = ((x Ay) V €*) A (x V y) ile tanimlanan U fonksiyonunun L
iizerinde bir uninorm oldugu gésterildi. (Onerme 2.8)

5. Bir L sinirh kafesi iizerinde e € L birim elemanli bir U uninormunun sinir
sartlarmi sagladigi gosterildi. (Onerme 2.9)

6. Bir L sinirh kafesi {izerinde e € L birim elemanli bir U uninormu verilsin.
A:=U(0,1) ile tanimlanirsa, herhangi a € [0,4] ve b € [A,1] i¢in U(a, b) = A esitliginin
saglandigi gosterildi. (Onerme 2.10)

7. Bir L smurl1 kafesi {izerinde e € L birim elemanl bir U uninormu i¢in A := U(0,1)
ile tamimlanmak tizere U(A4, 1) = U(4,0) = U(A,1) = A oldugu gosterildi. (Sonug 2.11)

8. Bir L smirl1 kafesi {lizerinde e € L birim elemanl bir U uninormu i¢in A := U(0,1)
ile tanimlanirsa, U(A,e VA) = A, U(4,e A1) = Ave U(e A A, eV 1) oldugu gosterildi.

(Sonug 2.12)

9. Bir L smurli kafesi iizerinde e € L birim elemanli bir U uninormunun idempotent

elemani bulundu. (Sonug 2.13)
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10. Bir L smirh kafesi {izerinde e € L birim elemanli ve 6zel bir alt bolge A(e)
tizerinde lokal internal olan bir U uninormu i¢in U(0,1) € {0,1} oldugu gosterildi. (Teorem
2.14)

Boliim 2.2. de:

1. Bir L smurli kafesi iizerinde e € L birim elemanli verilen bir uninorm yardimiyla
her x € L elemani e ile kiyasalanabilir olmak tizere, L iizerinde bir T t-normu elde edildi.
(Teorem 2.18)

2. Her L smirh kafesi tizerindeki t-normun, L tizerinde verilen e € L birim elemanl
bir uninorm yardimiyla (13) formiilii ile karakterize edilemeyecegi bir 6rnek ile gosterildi.
(Ornek 2.20)

3. Bir L smurli kafesi {izerinde e € L birim elemanli verilen bir uninorm yardimiyla
her x € L elemani e ile kiyasalanabilir olmak tizere, L {izerinde bir S t-konormu elde
edildi. (Teorem 2.21)

Boliim 2.3. de:

1. Bir L sinirli kafesi {izerinde e € L\{0,1} birim elemanl bir U uninormu i¢in

i.(x,y) €A(e)iginx Ay < U(x,y) <xVy,

ii. (x,y) € L x[0,e] i¢in U(x,y) < x,

iii. (x,y) €[0,e] X LiginU(x,y) <y,

iv. (x,y) € L X [e,1] i¢cinx < U(x,y),

V. (x,y) €le,1] X Li¢iny < U(x,y)

esitsizliklerinin saglandig1 gosterildi [20].(Onerme 2.22)

2. Bir L smirh kafesi {izerinde e € L birim elemanli bir U uninormu verilsin. Buna
gore,

i.T*=Ul]J0,e]:[0,e]? - [0,e] bir t-normdur.

ii.S*=U ! [e, 1]:[e,1]?> = [e, 1] bir t-konormdur.

ifadeleri verildi [20]. (Onerme 2.23)

3. Bir L simurl1 kafesi ve keyfi e € L\{0,1} elemani i¢in [0, e] tizerindeki t-normlarin
varligina (benzer sekilde [e, 1] lizerindeki t-konormlarin varligina) dayanilarak L tizerinde
bir uninormun mevcut oldugu gosterildi [20]. (Teorem 2.24)

4. Keyfi bir L sinirli kafesi tizerinde e € L\{0,1} birim elemanli en biiyiik ve en
kiiglik uninormlar elde edildi [20]. (Sonug 2.26)
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5. L sinrl bir kafes olmak tizere e € L\{0} eleman1 L nin bir tek koatomu ise, [0, e]
tizerindeki bir t-norm (benzer sekilde e € L\{1} elemanm L nin bir tek atomu ise, [e, 1]
tizerindeki bir t-konorm) yardimiyla L iizerinde bir uninorm elde edildi [20]. (Sonug 2.27)

6. Bir L sinrh kafesi verilsin. e € L\{0} eleman1 L nin bir tek koatomu ise, U(e)
kiimesinde en biiyik uninorm ve e € L\{1} eleman1 L nin bir tek atomu ise, U(e)
kiimesinde en kii¢lik uninorm elde edildi [20]. (Sonug 2.28)

Bolim 2.4. de :

1. [0,1] tizerinde e birim elemanli bir uninorm yardimiyla L([0,1]) tizerinde [e, e]
birim elemanl1 bir uninorm insa edildi [20]. (Onerme 2.30)

2. L([0,1]) tizerinde e < f olmak tizere [e, f] birim elemanli bir uninormun t-
representable olamayacagi gosterildi [20]. (Uyar1 2.31)

3. L([0,1]) ve L* kiimelerinin izomorf oldugu gésterildi. (Onerme 2.32) [20]

4. L([0,1]) tizerindeki biitiin uninormlarin t-representable olmasi gerekmedigine dair
bir 6rnek verildi [20]. (Ornek 2.33)

5. [0,1] tizerinde bir T t-normu ve bir S t-konormu kullanilarak L([0,1]) tizerinde

[0,1] birim elemanli U, ve U uninormlari tanimlandi [20]. (Ornek 2.34)
6. L([0,1]) tizerinde t- representable olmayan uninormlara 6rnek olarak e = Eﬂ €

L([0,1]) birim elemanli en biiyiik uninorm Uy, ve en kii¢iik uninorm Ug,  verildi [20].

(Ornek 2.35)



5. ONERILER

Bir L sinirh kafesi tizerinde e € L birim elemanli verilen bir uninorm yardimiyla her
x € L eleman e ile kiyasalanabilir olmak iizere, L tizerindeki t-normlarin ve t-konormlarin

karakterisazyonu sirasiyla

_(U(x,y) eger(x,y) €[0,e]?ise,
Teoy) = {x Ay  aksitakdirde.

ve

_(U(x,y) eger(x,y) € [e, 1]%ise,
S@y) = {x Vy  aksitakdirde.

formiilleri ile verilmektedir. Bir L simirli kafesi iizerinde t-normlarin ve t-konormlarin
karakterisazyonunun L {izerinde e € L birim elemanl verilen bir uninorm yardimiyla e ile
kiyaslanamayan bazi x € L elemanlar1 mevcut olmak iizere nasil yapilacagi diisiiniilebilir.
Yapilan galismalarda bir smirli kafes {izerindeki t-normlardan ve t-konormlardan
uninorm elde etme yontemi verilerek en kiigiik ve en biiylik uninormlar bulundu. Benzer
sekilde bir siirli kafes tizerindeki t-normlardan ve t-konormlardan nullnorm elde etme
yontemi iizerinde caligilabilir. Boylece herhangi bir L sinirli kafesi iizerinde en kiiciik ve en

biiyiik nullnorm insa etme problemi ile ilgilenilebilir.
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