KARADENIZ TEKNIiK UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIiM DALI

KOMPLEKS HILBERT UZAYLARINDA (R,+) GRUBUNUN PERiYODIK

SUREKLI UNITER GOSTERIMLERINE GORE DIiK iZDUSUMLER

YUKSEK LiSANS TEZi

Seda OZTURK

HAZIRAN 2013
TRABZON



KARADENIZ TEKNIiK UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIiM DALI

KOMPLEKS HILBERT UZAYLARINDA (R,+) GRUBUNUN PERIYODIK

SUREKLIi UNITER GOSTERIMLERINE GORE DIiK iZDUSUMLER

Seda OZTURK

Karadeniz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisiince

“YUKSEK LISANS (MATEMATIK)”
Unvam Verilmesi I¢in Kabul Edilen Tezdir.

Tezin Enstitiiye Verildigi Tarih  : 22.05.2013
Tezin Savunma Tarihi :17.06.2013

Tez Danismani : Prof. Dr. Abdullah CAVUS

Trabzon 2013



Karadeniz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dalinda
Seda OZTURK tarafindan hazirlanan

KOMPLEKS HILBERT UZAYLARINDA (R,+) GRUBUNUN PERIYODIK
SUREKLI UNITER GOSTERIMLERINE GORE DIiK iZDUSUMLER

bashkh bu calisma, Enstitii Yénetim Kurulunun 28/05/2013 giin ve 1507 sayih
karariyla olusturulan jiiri tarafindan yapilan sinavda
YUKSEK LiSANS TEZi
olarak kabul edilmistir.

Jiiri Uyeleri

Baskan : Prof. Dr. Abdullah CAVUS

oooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Uye : Prof.Dr.Mehmet AKBAS

Uye : Prof.Dr.Ekrem YANMAZ

Prof. Dr. Sadettin KORKMA?Z,
Enstitii Miidiirii



ONSOZ

Bir matematik¢i olmak i¢in kendime sectigim bu uzun ve zorlu yolda; bana farkli bir
bakis agis1 kazandirarak meslek hayatimin temellerini saglam bir sekilde atmami ve bu
yola giiclii bir sekilde baglamami saglayan; 6grencisi olmaktan her zaman onur ve gurur
duydugum kendimi sansl hissettigim kiymetli hocam sayin Prof. Dr. Abdullah CAVUS’ a;
bana ayirdig1 tiim vakitleri ve her zaman gdstermis oldugu sabrr, itina, saygi, sevgi ve
destegi i¢cin kendisine sonsuz tesekkiirlerimi, saygi ve sevgilerimi sunarim.

Uzerimde emedi olan Karadeniz Teknik Universitesi'ndeki biitiin saygideger
hocalarima; tezi hazirlama siirecinde bana her zaman destek olan canim arkadaslarima ve
beni bugiinlere getiren, destegini her zaman arkamda hissettigim beni kosulsuzca seven

sevgili aileme en igten tesekkiirlerimi, saygi ve sevgilerimi sunarim.

Seda OZTURK
Trabzon, 2013
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Danigsman: Prof. Dr. Abdullah CAVUS
2013, 141 Sayfa

Bu tezde; kompleks Hilbert uzaylarinda Ek operatdrler, Hermit operatorleri, Izdiisiim ve
Dik Izdiisiim operatdrleri inceleniyor. Ve bu incelenen temel bilgiler kullanilarak dik

izdiisim operatorlerinin bazi temel 6zellikleri ile yakinsaklik 6zellikleri veriliyor. Ve son

olarak kompleks Hilbert uzaylarinda Riesz-Frechet teoremi yardimiyla (]R, +) grubunun bir
periyodik stirekli liniter & gosterimine gore bir {Pn“ }n ) dik izdiisiim ailesi tanimlaniyor ve

bu ailelerin bazi toplanabilme 6zellikleri veriliyor.

Anahtar Kelimeler: Ortogonal Projeksiyon, Uniter Gosterim, Hilbert Uzaylar1
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Master Thesis
SUMMARY

Seda OZTURK

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematic Graduate Program
Supervisor: Prof. Dr. Abdullah CAVUS
2013, 141 Pages

In this thesis, Adjoint operators, Hermitian operators, Projection operators and Orthogonal
projection operators on complex Hilbert spaces have been investigated.Using these basic
informations, some fundamental and convergence properties of orthogonal projections
have been mentioned and proved. And, finally, according to a periodic continuous unitary

o representation of (R,+) group on complex Hilbert space, an orthogonal projection
family {Pn"f}n _has been determined by means of ‘Riesz-Frechet Theorem® on complex

Hilbert spaces and some summability properties of these families are given.

Key Words: Orthogonal projections, Unitary representation, Hilbert spaces.
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S : Direkt toplam

T . T lineer operatoriiniin eki

P, : H’nin M iizerine dik izdiistimii

P(H) : P operatoriiniin goriinti kiimesi

T<S . T kiiciik esittir S

(B(H),°) : Swnirli lineer operatorlerin bileske islemine gore grubu
RN D {Xx:No>R,x(n)=x,}



1. GENEL BILGILER

Bu boliimiin 1.1,1.2,1.3 ve 1.4 numarali paragraflari [9],[11]; 1.5 numarali paragrafi
[8]; 1.6,1.7,1.8 numarali paragraflari [6],[8],[11],[12] esas olarak hazirlanilmis ve galisma

icin ihtiya¢ duyulan bazi teorem ve sonuglarin ispatlar1 verilmistir.

1.1. Metrik Uzaylar

Tammm 1.1.1: X = bir kiime ve d : X x X — R asagidaki sartlar1 saglayan bir fonksiyon
ise; d’ye X fizerinde tanimli bir metrik ve (X,d) ikilisine bir metrik uzay denir.
. Vx,yeX igin d(x,y) =0,
. x,yeX i¢in d(x,y)=0<=x=y,
. Vvx,yeX i¢in d(x,y)=d(y,X) ,
iv. VX Y,zeX igin d(x,z)<d(x,y)+d(y,z) dir.

. . . X, X=0
Ornek 1.1.2: R reel sayilar kiimesi ve xR igin |X|:= 0 olsun.
—X, X<

e:RxR—>R
fonksiyonu, vx,y eR i¢in e(X,y) = |X— y| olarak tanimlanirsa; €, R {izerinde bir metrik

ve (R,e) bir metrik uzaydir. € metrigine, R iizerinde tanimli Oklid metrigi denir.

Ornek 1.1.3: X = bir kiime ve a: X x X =R fonksiyonu,

1 ,x=y

0 olarak tanimlanirsa; a, X tizerinde bir metrik ve
X=Y

VX, ye X icin a(x,y) ::{

(X,a) bir metrik uzaydir. a metrigine, X tizerinde tanimhi Ayrik metrik denir.

Ornek 1.1.4: X = bir kiime ve B(X,R), X iizerinde tanimli tiim sinirh



fonksiyonlarm kiimesi, yani;

B(X,R):={f|f:X >RvedM, >0..vxe Xicin |f (x)| <M} olsun. Buna gore;
f,geB(X,R) icin &= {| f(x)- g(X)” X e X} — R alt kiimesi iistten sinirl olup
sup{| f(x)-g(x) xe X}vardlr ve d_ :B(X,R)xB(X,R) —» R fonksiyonu,

vf,g e B(X,R) i¢in

d_(f,g) :=sup{|f(x)—g(x)” Xe X}

olarak tanimlanirsa; d_, B(X,RR) iizerinde bir metriktir.
Gergekten; d_ : B(X,R)xB(X,R) » R, Vf,g € B(X,R)igin
d (f,g)= sup{| f(x)- g(x)” Xe X} fonksiyonunun, B(X,R) iizerinde bir metrik

oldugunu gosterelim.

i. Vf,geB(X,R)ve Vxe X icin
0<|f(x)-g(¥)|<sup{|f () —g(x)[ xe X} =d,(f,g) oldugundan d,(f,g)>0 dur.
ii. f,geB(X,R) i¢in d_(f,g) =0 olsun. O halde;

d (f,g):= sup{| f(x)-g(x)] xe X } oldugundan VX e X icin
O£|f(x)—g(x)|£sup{|f(x)—g(x)” XEX}Zdw(f,g)ZO dir. O halde; WxeX icin
| f (X)—g(x)|=0dir. Dolaysiyla; f =g dir.

Tersine olarak; f =gise; Vxe X i¢in | f (x) —g(x)| =0dur.
O halde; d_(f,q) =sup{| f(x)-g(x)|| xe X} =sup{0} =0dur.
iii.  VxeR icin |X =|-X oldugundan f,geB(X R)igin
sup{| f(x)-g(x)| xe X} =sup{|g(x)— f(x)] xe X}

dir. O halde; Vf,geB(X,R)ve vxe X i¢in d_(f,g)=d_(g, f) di.
iv. Vf,g,heB(X,R) ve Vxe X igin

0<[f (x)—h(x)|=[f (x) = g(x)+ g (x) ~h(X)| <[ f (x) g (X)| +|g (x) ~h(x)| (*)



dir. VX € X igin
| ()—g(9)| <sup{|f () —g(¥)] xe X} =d.(f,g)
ve |9(x) —h(x)| <sup{|g(x) ~h(x)|| xe X} =d_(g,h)
oldugundan (*)’dan 0<|f(x)—h(x)|<d_(f,g)+d_(g,h) olur.
O halde; d_(f,g)+d.(g,h)saysi, {| f(x)—h(x)| xe x}kumesinin bir ist smir1 olup
sup{|f () —h(x)| xe X} <d,(f,g)+d,(g,h) dr. Dolayisi ile; Vf,g,heB(X,R) ve

vxe X ic¢in d_(f,hy<d_(f,g)+d,(g,h)dur.

Teorem 1.1.5: (X,d) bir metrik uzay ve @=Y < X bir alt kiime olsun. Bu takdirde;
di«(Y xY):YxY >R fonksiyonu, Y iizerinde bir metriktir ve (Y,d i(Y xY)) bir
metrik uzaydir.

(Y a4 (Y xY )) metrik uzayma, (X,d) metrik uzaymn bir alt metrik uzay1 denir.

Kisalik i¢in (Y a4 (Y xY )) alt metrik uzay1, (Y,d)ile gosterilir.

Tamim 1.1.6: (X,d) bir metrik uzay, ae X ve r >0 olsun.

i. By(ar)= {X| xeX ved(xa)<r } < X alt kilmesine, X ’in d metrigine
gore a— merkezli ve r — yarigapl agik top denir.

ii. B_d(a, r)= {X|X eX ved(xa)<r } < X alt kiimesine, X ’in d metrigine

gore a— merkezli ve r — yarigapl kapali top denir.

Tamim 1.1.7: (X,d) bir metrik uzay, Ac X ve x, € A olsun. By (x,,r,) = Aolacak

sekilde bir r, > 0sayis1 bulunabilirse; X, € A noktasina, A kiimesinin bir i¢ noktasi denir.
A’nin tiim i¢ noktalarindan olusan kiimeye A ’nm i¢i denir ve A° ile gosterilir.

A kiimesinin tiim noktalar1 birer i¢ nokta ise; Akiimesine, (X ,d ) metrik uzayimda bir agik

alt kiime denir.



Teorem 1.1.8: (X,d) bir metrik uzay, ae X ve r >0 olsun. Bu takdirde;

B, (a, r) c X agik topu, (X .d ) metrik uzayinda bir agik alt kiimedir.

Teorem 1.1.9: (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu takdirde;
. &, X birer agik alt kiimedir.
ii. A bir damga kiimesi olmak {izere; {Oﬂ}ae/\ c go(X ), VAeA igin O, c X

acik alt kiimelerinden olusan bir alt kiime ailesi ise; U O, c X alt kiimesi, bir agik alt
AeN

kiimedir.
iii. me N olmak iizere; {01,02,...,Om} c p(X), Vie {1, 2,...,m} icin O, X
acik alt kiimelerinden olusan sonlu bir alt kiime ailesi ise; ﬂOi c X alt kiimesi, bir agik

i=1

alt kiimedir.

Uyan 1.1.10: Yukaridaki teoremde sonlu elemanl bir agik alt kiime ailesinin kesisiminin

acik bir alt kiime oldugu belirtildi. Fakat bu, sonsuz kiime ailesi i¢in dogru degildir.

Ornek olarak; (R, e) metrik uzayini gz oniine alalim.

vneN i¢in O, = (—%,%j cRU, = (—n, n) c R olmak tizere; {On}neN ’{Un}neN c gO(R)

aileleri, (R, 6) metrik uzayinda sonlu elemanli olmayan birer agik alt kiime ailesidir.

Buradan; (U, =(")(-n.n)=(-11)=R agik bir alt kiime oldugundan, {U } . <p(R)

neN neN

acik kiime ailesinin kesisimi bir a¢ik alt kiimedir. Fakat; ﬂ O, = ﬂ (—1 , E) = {0} ve

neN neN

{0} cR bir agik alt kiime olmadigindan {O,} :{(—1 Ej} < p(R)agik kiime
neN

n'n

ailesinin kesisimi, (]R, 6) metrik uzayinda bir agik alt kiime degildir.

Tamim 1.1.11: (X,d) bir metrik uzay ve K < X bir alt kiime olsun.



K®:=X\K alt kiimesi, (X,d) metrik uzayinda bir agik alt kiime ise; K kiimesine

(X,d) metrik uzaymnda bir kapali kiime denir.

Teorem 1.1.12: (X, d) bir metrik uzay, ae X ve r >0 olsun. Bu takdirde;

B, (&, r)c X kapali topu, (X,d) metrik uzayinda bir kapal: alt kiimedir.

Teorem 1.1.13: (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu takdirde;
I. &, X birer kapali kiimedir.
ii. A bir damga kiimesi olmak {izere; {Kﬂ}k/\ c go( X ) , VAe A igin

K, < X kapali alt kiimelerinden olusan bir alt kiime ailesi ise; ﬂ K, c X alt kiimesi,
AeA

kapali bir alt kiimedir.
iii. me N olmak tizere; {Kl, K, ..., Km} c go(X) , Vie {1, 2, ...,m} icin
K, < X kapal: alt kiimelerinden olusan sonlu bir alt kiime ailesi ise; U K, < X alt kiimesi,
i=1

kapali bir alt kiimedir.

Uyan 1.1.14: Yukaridaki teoremde; sonlu bir kapali alt kiime ailesinin birlesiminin kapali

bir alt kiime oldugu belirtildi. Fakat bu, sonsuz alt kiime ailesi i¢in dogru degildir.

Ornek olarak; (R, e) metrik uzayini goz 6niine alalim.

vneN igin K, ::{o,l—ﬂ,En =[-n,n]cR olmak izere; {K | {E} _,<@(R)

sonlu elemanl olmayan iki kapali alt kiime ailesidir. [0,1) c Ralt kiimesi, (R,e) metrik

uzaymda kapal1 bir alt kiime olmadigindan ve U K, =[0,1) oldugundan {Kn}neN c go(R)

neN

kapali alt kiime ailesinin birlegimi, (R,E) metrik uzayinda bir kapal alt kiime degildir.

Fakat; U E, =R kapali bir alt kiime oldugundan {En }neN c go(]R) kapal alt kiime

neN

ailesinin birlesimi bir kapali alt kiimedir.



Tamm 1.1.15: (X,d) bir metrik uzay, Ac X bir alt kiime ve x, € X olsun.
vr >0 igin B (XO, r) NA=J ise; x, € X noktasina, A’nin bir kapanis noktasi denir.

A’nin tim kapanis noktalarindan olusan kiimeye, A’nin kapanisi denir ve A ile
gosterilir.

A Bc Xicin Ac Ave Ac Bise; Ac Boldugu kolayca goriiliir.

Teorem 1.1.16: (X, d) bir metrik uzay ve Ac X bir alt kiime olsun. Bu takdirde;

Ac X alt kiimesi (X, d) metrik uzayinda kapah bir alt kiimedir.

Ispat: (Z\)C c X alt kiimesinin agik bir alt kiime oldugu gosterilirse ispat biter.
I. (Z)c =(J ise; ispat acik.
ii. (Z)C # (J olmas1 hali: X, € (Z)C keyfi fakat sabit alinan bir nokta olsun. O halde;

X, & A oldugundan 3r, >0 ... B, (x,,1,)"A=@ dir. B, (x,,r,) acik bir alt kiime
oldugundan Vx e B, (x,,r,) i¢in 3r, >0.. By (X, 1, )= By (X,.r,) dir.

Buradan; B, (x,r,)nA=Z olup VxeB,(x,r,) icin xgA dir. O halde;
By (%, )NA=Q dir. Buradan; B,(x,I,)c (Z\)c dir. O halde; x, e (Z\)° noktast,
(Z)c c X alt kiimesinin bir i¢ noktadir. X, (K)c noktasi keyfi oldugundan, (K)c c X alt

kiimesinin her noktasi bir i¢ nokta olur. Dolayisiyla, (K)c c X alt kiimesi a¢ik bir alt kiime

olup Ac X kapali bir alt kiimedir.

Teorem 1.1.17: (X,d) bir metrik uzay ve Ac X bir alt kiime olsun. Ac X alt kiimesinin

kapali bir alt kiime olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A= A olmasidur.

Ispat:
i.  Ac X alt kiimesi kapal bir alt kiime ise; A= A dir.



Ac Aoldugu biliniyor. Ac X alt kiimesi kapali bir alt kiime oldugundan A® = X

acik bir alt kiimedir. A° < X alt kiimesi agik bir alt kiime ve A° A= oldugundan

A° N A= dir. (Aksi halde; Ix, € X X, € AN Adrr. X, € A°ve A° c X agik bir alt kiime
oldugundan 3r, >0..B; (X, r,) = A°dir. Dolayist ile By (X,,r,)NA=Dolur ki bu X, e A
olmasi ile geligir.) A° NA=QD oldugundan Ac (AC )c =A olur. AcA ve AcA

oldugundan A= Adrr.

ii. A=Aise; Ac X alt kiimesi kapal bir alt kiimedir.

Teorem 1.1.16’ya gore Ac X alt kiimesi kapali bir alt kiime oldugundan Ac X kapali bir

alt kiimedir.

Teorem 1.1.18: (X , d) bir metrik uzay ve Ac X bir alt kiime olsun. Bu takdirde;

A= () EcX  dr

AcE
E kapal:

Ispat: Teorem 1.1.13°deki ii’ye gore; ﬂ E c— X alt kiimesi kapali bir alt kiime ve

AcE
E kapal:

Ac ﬂ E dir. Dolayisiyla; Ac ﬂ E olup, ﬂ E < X alt kiimesi kapal1 bir alt kiime

AcE AcE AcE
E kapal: E kapal: E kapal:

oldugundan bir 6nceki teoreme gore; ﬂ E= ﬂ E oldugu g6z 6niine alindiginda,

AcE AcE
E kapal: E kapali

Ac ﬂ E dir. Diger taraftan; Ac Ave Ac X kapali bir alt kiime oldugundan

AcE
E kapal:

ﬂ EcA dr. Dolayisiyla; A= ﬂ E c X dr.

AcE AcE
E kapal: E kapal:

Tamim 1.1.19: (X,d) bir metrik uzay, Ac X bir alt kiime ve x, € X olsun,
d (Xo, A) =inf {d (Xo, X)‘ Xe A} >0 genisletilmis reel sayisina, X, noktasmmn A kiimesine

olan uzaklig1 denir.

Teorem 1.1.20: (X,d) bir metrik uzay, K = X kapali bir alt kiime ve x, € K°ise;

d(XO,K)>O drr.



Tamm 1.1.21: (X,d) bir metrik uzay ve {Xn} c X bir dizi olsun. V&> 0 sayisina karsilik
bir N(£)eN sayist bulunabilir dyleki YneN,n>N(&) i¢in d(x,,x)<& olacak
sekilde bir X e X noktasi varsa; {Xn} c X dizisine, (X,d)metrik uzaymda yakinsak bir
dizi ve x e X noktasma, {X,} < X dizisinin bir limiti denir.
Teorem 1.1.22: (X, d) bir metrik uzay ve {x,} < X bir dizi olsun.

{Xn} c X dizisi, (X , d)metrik uzaymda yakimsak ise; limiti tektir.

Teorem 1.1.23: (X, d) bir metrik uzay, {X,} < X bir dizi ve x e X olsun,
d

lim x,=Xx olmas i¢in gerek ve yeter kosul {d (Xn,x)} cR* U{O} dizisinin (R,e)

N—+o00

metrik uzayinda yakmnsak ve lim d(x,,x)=0olmasidur.

N—-+o0

Notasyon: (X,d) bir metrik uzay, {x,} = X bir dizi ve x e X olsun.

d
{Xn}CXdizisi yakisak ve limiti X e X noktast ise; bu durum: lim X =x veya

nN—+o0

d
lim d(x,,x)=0 veya N —+o0 i¢in x, —>x seklinde gosterilir.

N—-+o0

Teorem 1.1.24: (X,d) bir metrik uzay, Ac X bir alt kiime ve X, € X olsun. X, € A

d
olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul lim X, =X, olacak sekilde bir {Xn} c Adizisinin mevcut

n—+o0
olmasidir.

Ispat:

d —
I. lim x, =x, olacak sekilde bir {Xn} c Adizisi mevcut ise; X, € Adr.

n—+o0

lim x, iX0 oldugundan Vr >0 sayis1 igin 3N (I‘)GN.'. YneN,n>N (r) i¢in
d(X,,%,)<r dir. O halde; YneN,n>N(r)igin X, € B,(x,,r) dir. {x,} = Ave
vneN,n=N (I’)i(;in X, € B, (Xo,r)oldugundan X, € B, (Xo,r)mA;«t@dur. vr >0 icin

By (X,,F)NA# oldugundan X, € A drr.



— d —
ii. X, eAise; lim x,=x, olacak sekilde bir {xn} c Adizisi mevcuttur. X, € A

n—+o0

oldugundan Vr >0 igin By (X,,r)NA#Ddir. Ozel olarak;

vneN igin B, (xo,lJm A= dir. O halde; VneNigin X, € B, (Xo,lij;é & olacak
n n
1
sekilde bir {Xn} c Adizisi mevcuttur. Agik olarak; VneNigin 0<d (Xn,XO)S - dir. O

halde; V&> 0 sayisina, N (&)= EKE {£|f eN ve %< 8} karsilik getirilirse;

vn eN,nzN(c‘:)igin d(Xn,X0)<€ dir. Bu ise; {Xn}CAdizisinin yakisak ve

d
lim X, =X, oldugunu gosterir ve ispat tamamlanur.

Teorem 1.1.25: (X, d) bir metrik uzay ve K < X bir alt kiime olsun. K < X alt

kiimesinin kapali bir alt kiime olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K ’nin noktalarmdan olusan

ve yakinsak olan her dizinin limitinin K ’ya ait olmasidur.

Ispat: K < X kapali bir alt kiime ise; K ’nin noktalarindan olusan ve yakmsak olan her

dizinin limiti K ’ya aittir.

d
{x,} =K, (X,d)metrik uzaymda yakinsak ve x € X igin lim x, =x olan bir dizi ise;

N—+o00

X € K dir. Farz edelim ki x ¢ K olsun. O halde; xe K dir. K < X kapali bir alt kiime

oldugundan K°alt kiimesi aciktir. K°® acik bir alt kiime ve Xe K°oldugundan

d
B, (X, I'O)C K® olan en az bir r, >0 sayis1 vardir. lim x,=x oldugundan bu r, >0

N—+o0

sayisina karsihik 3N (ro) eN..VheN,n>N (ro) igin d (Xn, X) <r, dir. Dolayisiyla
vneN,n>N(r,) igin X, € By (x,1,)dir. O halde; YneN,n>N(r)) igin
X, €By(x,r,)NK#Ddr. Fakat; By(xr,)c K oldugundan By(x,1,)NK=& du.

By (x,r,)nK=Dve B,(xr,)"K=0 olmasi bir geliskidir. Celiski; X & K oldugunu
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varsaymaktan ileri geldi. O halde; {x,} = K, (X,d)metrik uzayinda yakinsak ve x e X

d
i¢in lim x, =xolan bir dizi ise; x € K dur.

N—+o0

Tersine olarak; K ’nin noktalarindan olusan ve yakinsak olan her dizinin limiti

K ya ait ise; K < X alt kiimesi kapalidir. K® < X alt kiimesinin, (X .d ) metrik uzayinda

acik bir alt kiime oldugu gosterilirse ispat tamamlanir. Farz edelim ki K¢ < X alt kiimesi

acik olmasin. O halde; K° < X agik alt kiimesinin i¢ noktas: olmayan en az bir x, € K°

noktast vardir. O halde; Vvr >0 igin B, (X,,r) K° dir.O halde;

Vr>0 igin B, (Xo,r)ﬁK;t@ dir. Ozel olarak; VneNigin B, (Xo,ljmK;t@
n

}CK

n

dir. O halde; 3{x,} cK .vneNigin x, € Bd[xo,ijmK # dir. Buradan; {X
n

d
dizisi, yakmsak ve lim x =x, dir. O halde; x, € K olur ki bu x, € K® olmasi ile gelisir.

n—+o0

Dolayisi ile K < X ’in her noktasi bir i¢ nokta oldugundan K° < X agik bir alt kiime ve

K < X alt kiimesi kapahdir.

Tanim 1.1.26: (X,d) bir metrik uzay ve {Xn} c X bir dizi olsun. V&> 0 sayisina kargilik
bir N(€)eN sayis1 bulunabilir dyleki Vp,qeN,p,q>N(€) igin d(x,,%,)<& ise;

{x,} = X dizisine, (X,d)metrik uzaymda bir Cauchy dizisi denir.

Teorem 1.1.27: (X,d) bir metrik uzay ve {x,} < X bir dizi olsun. Bu takdirde;

{Xn} c X dizisi yakinsak ise; bir Cauchy dizisidir.

Uyan 1.1.28: Teorem 1.1.27’nin tersi dogru degildir.
Ornegin; (]R, 6) metrik uzayinin, (R \ {0} : E‘) alt metrik uzaymi goz oniine alalim.

Vvn € Nigin {Xn} = {%} cR\ {0} dizisi, (R \ {0} : 6) alt metrik uzaymda bir Cauchy
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dizisidir; fakat yakinsak degildir. Gergekten;

V&> 0 sayisina karsiik N (&)= EKE {£|17 eN ve %< %} karsilik getirilirse;

vp,geN, p,g=N(€) igin 1 1< ve N(E)E{KMEN ve %<§}oldugundan

p'a N(&)
Niﬁ) <§ drr. O halde: %%<§dir. O halde; ¥p,qeN, p,q=N(&) igin
e(x,.x,)= \xp—xq\z‘%—% <2 § <§+§:5 oldugundan {xn}:{%}cR\{O}

dizisi, (R\{0},e)alt metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir. Fakat; bu dizi, (R \ {0}, e)alt
metrik uzayinda yakinsak degildir. Farz edelim ki {Xn} = {1} c R\ {0} dizisi,
n

(R \ {O} : e) alt metrik uzayinda yakinsak ve X, e R\ {0} noktasi, {X, } = {%

}CR\m}

L - d X
dizisinin bir limiti olsun. Yani; lim x,=x, olsun. O halde; |A:’|

N—-+o0
%
4

1
IN =N (| |) eN..VneN,n>Ni¢in |[——X, dir. Diger taraftan; N dogal sayilar
n

kiimesi tistten sinirli olmadigindan — >0 sayis1 N i¢in bir iist sinir degildir. Dolayisi ile

x|

O<ﬁ<N olan bir N” e N vardur. Acik olarak; ¥vneN,n> N"icin O<ﬁ<N <n
X X,

yani; 0<i<t N |4| dir. O halde; VneN,n>max{N,N"} dogal sayis! igin
n

0<|x,|= XO—E+l < XO—E +—<m M—u dir. Burada; 0<|X,| oldugundan
n n nfn 4 4 2
1<% celiskisi elde edilir. O halde; Vne Nl(;ln {%} c R\ dizisi, (R\{O} : e)

alt metrik uzaymda yakinsak degildir.

Tanim 1.1.29: (X : d) bir metrik uzay olsun. Eger; (X ,d ) metrik uzayinda alinan her
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Cauchy dizisi, bu uzayda yakinsak ise; (X .d ) metrik uzayma bir tam metrik uzay denir.
Teorem 1.1.30: (X, d) bir tam metrik uzay ve &= Ac X olsun. (A d)alt metrik

uzaymm bir tam metrik uzay olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A ’nin (X,d)metrik

uzayinda kapali bir alt kiime olmasidir.

Ispat:
i. Ac X alt kiimesi, (X ,d ) metrik uzayinda kapali bir alt kiime ise; (A, d ) alt metrik
uzay1 tamdir.
{Xn} cA, (A, d ) alt metrik uzaymda alian keyfi bir Cauchy dizisi olsun. O halde;

{Xn} c X olup bu dizi, (X , d)metrik uzaymda bir Cauchy dizisidir. (X , d) bir tam metrik

uzay oldugundan {Xn} c X dizisi, (X ,d ) metrik uzaymda yakmsaktir. O halde; x e X igin

d
limx =x olsun. Ac X alt kiimesi, (X,d)metrik uzayinda kapali bir alt kiime

N—+o00

oldugundan Teorem 1.1.25’den X e A dir. Dolayist ile (A,d)alt metrik uzayinda alinan

her Cauchy dizisi, (A d)alt metrik uzayinda yakmsak oldugundan (A,d)alt metrik uzay1

bir tam metrik uzaydir.

ii. (A d)alt metrik uzay1 bir tam metrik uzay ise; Ac X alt kiimesi, (X, d) metrik

uzayinda kapali bir alt kiimedir.

d
{x,} = A, (X,d)metrik uzaymda yakinsak ve xe X igin lim x,=x olan bir dizi

N—+o0

olsun. O halde; metrik uzaylarda yakinsak olan her dizi bir Cauchy dizi oldugundan {Xn}
dizisi, (X , d)metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir. O halde; {Xn} dizisi, (A, d)alt metrik

uzayinda bir Cauchy dizisidir. Ve (A, d ) alt metrik uzay1 bir tam metrik uzay oldugundan

d
{Xn} dizisi, (A,d)alt metrik uzayinda yakinsaktir. y e A igin nILrIloo X,=Yyolsun. x,yeX

d d
icin lim x, =X ve lim x, =Yy oldugundan Teorem 1.1.22’den x=Yy € A dir. Dolayisiyla,

n—+o00 n—+o0
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Teorem 1.1.25’den Ac X alt kiimesi, (X .d ) metrik uzayinda kapali bir alt kiimedir.

Teorem 1.1.31: X =& olan bir kiime olmak iizere; (B(X,RR),d, ) metrik uzay1 bir tam
metrik uzaydir.
ispat: {f,},(B(X,R),d,) metrik uzaymda bir Cauchy dizisi olsun. O halde; V&>0

sayisina karsilik bir N (5) e N sayisi bulunabilir 6yleki Vp,qeN, p,q=N (5) icin

d,(f,.f,)<€ (1)

p’q
dir.

Xxe X keyfi fakat sabit alinan bir nokta olsun. 0< ‘ f(x)-f, (X)‘ <d ( f, fq)
oldugundan (I)°den ¥p,qeN,p,a>N(€) igin |f,(x)—f,(x)| <& oldugu gorilir. O
halde; {fn (x)} < Rdizisi, (R,e) metrik uzaynda bir Cauchy dizisidir ve (IR,e) bir tam
metrik uzay oldugundan { f, (X)} c Rdizisi, (]R,e)metrik uzayinda yakinsaktir. Boylece;
x e X verildiginde f:X —R fonksiyonu, Vx e X igin f(x):= nlirll f, (x) olarak
tanimlansin.

i.  feB(X,R) dir. Gergekten; {f,},(B(X,R),d,) metrik uzaynda bir
Cauchy dizisi oldugundan 1> 0 sayisina kargilik bir N, (1) e N sayis1 bulunabilir 6yleki
vmneN,mn>N, (1) icin d,(f,, f,) <1 dir. Ozel olarak; ¥neN,n> N, igin

d, (f,, fy, ) <1dir.O halde; vneN,n> N, ve vx e X igin

f, (x)— fy, ()| <d, (. fy,) 2 (X)= fiy (x) <1

dir.Ote yandan; Vx e X i¢in f(x):= lim f (x) oldugundan 1> 0 sayisina karsihk

nN—-+o0

0<

AN, =N, @ eN..VneN,n>N, i¢cin

‘f(x)— fy, (x)‘<1

<[ (%)= i (%) +] i (x) = fi, (X)) +] i, (%))
|

(

dir. xe X verildiginde k e N,k:=max{N,,N,} alnirsa;
0<|f(x) ‘ )= f (X)+ £ (x)— f (X )+fN1(x)‘
(x)

§2+‘le (x)

')
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olur. Burada; f e B(X,[R)oldugundan3M >0 sayis1 dyleki Vue X icin

“MmﬂsM% (nr)

dir. Dolayistyla, (11)ve(1ll) den f € B(X,R)dir.

d,
ii. lim f, =f dir.
Gergekten; {f,},(B(X,R),d,) metrik uzayinda bir Cauchy dizisi oldugundan £> 0
verildiginde §> 0 sayisma kargilik bir N =N (g] €N sayis1 bulunabilir oyleki

vp,geN, p,d>N i¢in

(1)< )

p'q

. &
dir. Diger taraftan; x € X verildiginde f (x):= lim f, (x) oldugundan 3 >0 sayisma

N—-+o0

karsilik 3N, = Nx(gj eN..VneN,n> N, i¢in

F(0-f,(0)<5

dir. k, €N dogal sayisi, k, :=max{N,N,}olarak segilirse; YneN,n>N (&) ve Vxe X

icin
0<[f,(x)= f (%) =|f, (x)= i (x)+ f, (x)=f (x)
< fn(x)—ka(x)‘+‘ka(x)—f(x)‘
L858
3 3 3

dir. O halde; 2% >0 sayis1 YneN,n>N (gj igin{ f.(x)—f (x)‘ Xe X}‘kﬁmelerinin bir
" . £ SR
iist siirt olup (*)ve (**)’dan YneN,n>N i¢in d_(f,, f)< 25 <& oldugu goriliir.

Q.
O halde; lim f = f dir. Dolaysiile (B(X,R),d, ) metrik uzay: bir tam metrik uzaydir.

n—+oo
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Tamm 1.1.32: (X,d)ve (Y, p) iki metrik uzay, @=Ac X, f:AcX >Y ve x, €A
olsun. V&>0 i¢in 35(x,,£)>0..d(x,X,) <(X,,€) olan ¥Vxe A i¢in p(f(X), f(x,)) <&
ise; f "ye x, € A noktasinda siireklidir denir.

Eger; f fonksiyonu, A’nmn her noktasinda siirekli ise; f ’ye Akiimesi {izerinde

sureklidir denir.

Tamm 1.1.33: (X,d)ve (Y, p) iki metrik uzay, @=Ac X, f:AcX >Y ve x, €A

d
olsun. lim x,=x, olan her {x }c Adizisi igin {f(x,)} <Y dizileri, (Y,p) metrik

n—+o0

d
uzayinda yakinsak ve lim f (Xn): f (Xo) ise; f fonksiyonuna, X, € Anoktasinda dizisel

nN—+00

sureklidir denir.

Teorem 1.1.34: (X,d)ve (Y, p) iki metrik uzay, @=Ac X, f:Ac X >Y ve x, € A
olsun. f fonksiyonunun x, € Anoktasinda siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f

fonksiyonunun x, € Anoktasinda dizisel siirekli olmasidir.

Ispat:
i.  f fonksiyonu, x, € Anoktasinda siirekli ise; f fonksiyonu, X, € A
noktasida dizisel stireklidir.

E>0 keyfi alalm. f fonksiyonu, X, € Anoktasinda siirekli oldugundan

35(%,,€)>0 . d(%,%,)<5(x,€) olan vxe A igin p( f(x),(x,))<& (I) du
{X,} = A yakmnsak ve X, € X igin lim xnix0 olan bir dizi olsun. (1) *deki &(x,,€)>0

sayisma karsihk 3N (5(X0,5))E NeN..VneN,n>N i¢in d(Xn,X0)<5(X0,5) (II)

dir. O halde; (1) ve (I1)°den vneN,n>N icin p( f(x,), f(x,))<& elde edilir. Bu ise

bize; {f(Xn)}CY dizisinin, (Y, p) metrik uzayinda yakinsak ve lim f(Xn)if(Xo)

nN—+o00
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oldugunu gosterir.

ii. f fonksiyonu, X, € Anoktasinda dizisel siirekli ise; f fonksiyonu, x, € A
noktasinda stireklidir.

Farz edelimki f fonksiyonu, X, € Anoktasinda siirekli olmasm. O halde;

3€,>0.. r>0 sayist ne olursa olsun d(X,,X,)<r ve p( f(x),f (Xo)) >E,olan en az
bir x, € A noktasi vardir. O halde; VneN igin d(x,,X,) <% (*) ve
p( f(x,),f (XO)) >&, (**) olan bir {x,} < A dizisi vardr. (*) gdsterir kibu {X,} = A

d
dizisi (X,d) metrik uzaymda yakmsak ve lim x =X, dir. Hipoteze gore; f fonksiyonu,

nN—+00

X, € Anoktasinda dizisel siirekli oldugundan; { f (Xn )} cY dizisi, (Y, p) metrik uzayinda

d
yakimnsak ve lim f(x,)=f (x,)dir. O halde; (**)’daki £,>0 sayisina karsilik

IN=N(E)eN-vneN,n2N icin p(f(x,) f(x))<& (***) du.
(**)ve (***)’dan YneN,n>N icin 0<E<p(f(x,), f(x,))<&,geliskisi elde edilir.

Dolaystile f fonksiyonu, X, € Anoktasinda dizisel siirekli ise; f fonksiyonu, X, € A

noktasinda streklidir.

Tamim 1.1.35: (X,d)ve (Y, p) iki metrik uzay, @=Ac X, f: Ac X =Y olsun,
VE>OD igin IFS(AE)>0..d(x,X%,) <I(AE) olan Vx,x, €A icin p(f(x), f(x,)) <&

ise; f fonksiyonuna, A {izerinde diizgiin siireklidir denir.

Tanimdan goriiliiyor ki, &= Ac X, f: Ac X —>Y doniisiimii diizgiin siirekli ise;

f fonksiyonu A iizerinde stireklidir. Fakat; bunun tersi genelde dogru degildir.

Ornek olarak; (R,E) metrik uzaymni goz Oniine alalim. f:R —R fonksiyonu, vxeR

icin f(X) =X’olarak tammlanirsa; f:R —>R fonksiyonu, R {izerinde siirekli fakat;
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diizgiin stirekli degildir. Gergekten; £>0 keyfi alinan bir say1 ve x, € R keyfi fakat sabit

alian bir nokta olsun. §(X,,£) :=min {1, % X— X0| <9(x,,€)

+2|x,|

} >0 olarak alinirsa;

olan ¥x eR i¢in

‘f (X)_ f (XO)

|2 2
_‘x — X

=|X = X,|[X+ X,
=[x =X, |[x =%, +2%,|
<+ 2 e-x,

€ —
<(1+2|X0|)m—5

oldugundan f fonksiyonu, x, € R noktasinda siireklidir. X, € R keyfi alinan bir nokta

oldugundan f fonksiyonu, R iizerinde siireklidir.

Fakat; f fonksiyonu, R {izerinde diizgiin siirekli degildir. Farz edelim ki f fonksiyonu
R iizerinde diizgiin siirekli olsun. O halde; V&>0 igin 30(R,&)>0.. |X1—X2| <o(R,&)
olan Vvx,x, € R i¢in | f(x)-f (X2)| <Edr.

; 1 0o 1 0 o
Ozel olarak ; X1:=E+ZER, X, :ZE_ZER olarak alinirsa; |X1_X2|:E<5

2 5
oldugundan V&> 0 icin|f (x)— f (X,)| =[x =X, ||X +%,| = 557 1< & celiskisi elde edilir.

Dolayisi ile f fonksiyonu, R iizerinde diizgiin siirekli degildir.

Sonug 1.1.36: a,b € R;a <bolan iki reel sayi,

C([a,b],R):={f]| f :[a,b] — Rsireklibir fonksiyon}
ve B([a,b],R):={f| f :[a,b] - Rsmurli bir fonksiyon} olmak iizere;
C([a,b].R) = B([a,b],R) alt kiimesi, (B([a,b],R),d, )tam metrik uzaymda kapalt bir
alt kiime ve (C([a,b],IR),d, )alt metrik uzay: bir tam metrik uzaydir.

Ispat: { fn} c C([a, b] ,R), ( B([a, b] ,R), dw) metrik uzaymda yakinsak ve limiti
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fe B([a, b],]R) olan bir dizi olsun. f eC([a,b],R) oldugu gosterilirse ispat tamamlanir.

Bunun i¢in; X, € [a, b] keyfi fakat sabit alman bir nokta olmak tizere; f 'nin X, € [a, b] "de

stirekli oldugunu gostermek yeterlidir.

d,
E>0 keyfi olsun. lim f =f oldugundan 3N (E)GN:.VHGN,I’]ZN(S) icin
d,(f, f)<§ dir. Ozel olarak; N (€) e Nigin d, (), f)<§ dir. O halde; Vx e[a,b]
igin OS‘fN(g)(X)— f (X)‘<§ dir. fye eC([a,b],R) oldugundan Fuer %o e[a,b]

noktasinda stireklidir. O halde; % >0 sayisina karsilik |[X—X,| <5(X,,€) olan Vxe[a,b]

igin ‘ fue (x)- fue (%) <§ olacak sekilde bir §(x,,&) > 0sayisi vardr.

vxe[a,b], [x—x%,|<5(x,,€)igin
£ ()= ()| =|F (x)- 1y (X)+f ) )= i (%) + Fiye) () = F(x,)
‘(X) ‘+‘fN (x) fN(E)(X0)+‘fN(€)(XO)_f(XO)

<£,2 §_35<5
4 4 4 4

oldugundan  f fonksiyonu, X, € [a,b] ’de  siireklidir. X € [a,b] keyfi fakat sabit
alindigindan f eC([a,b],R) dir. Teorem 1.1.25, Teorem 1.1.30 ve Teorem 1.1.31°¢e gore;

(C ([a, b], R) , doo) bir tam metrik uzaydir.

Teorem 1.1.37: (X,d),(Y, p) iki metrik uzay olsun. Bu takdirde;
o (XY )x(XxY) >R, V(x, Y1), (%, Y,) € XxY icgin

(% ¥): (%0 ¥2)) =0 (% %)+ (Vo ¥a)

fonksiyonu, (X xY ) tizerinde bir metrik ve (X xY, a) bir metrik uzaydir.

Bu (X xY, o) metrik uzayma; (X,d)ve (Y, p) metrik uzaylarmn kartezyen ¢arpim denir.



19

ispat:
i.  (X,d)ve (Y, p)iki metrik uzay oldugundan V(X Y;),(%,,¥,) € X xY igin

d(x, %) =0, p(¥;,Y,)=0dir. O halde; V(X Y;),(X,, Y,) € X xY igin
(% Y )s (X0 ¥2)) =0 (%, %, )+ 2( ¥y, ¥, ) 2 O

i (%)%, Y,) € XxYigin o((X, Y, ):(X,: ¥, )) =0o0lsun. O halde
d(X,%,)+o( Y., Y,)=0dur. Dolaysiyla d(x,X,) >0, o(y;,Y,)=0ve
d (X, %,)+ o(¥;:Y,)=0oldugundan d(x,X,) =0, p(Y,,y,)=0dir. O halde;

X, X% € X5y, Y, €Y ve(X,d)ve (Y,p)iki metrik uzay oldugundan x, =X,ve vy, =Y,dir.
Dolayisiyla; (X, ¥;),(X,,Y,) € X xYicin o((,¥,).(X,,Y,)) =0ise; (X, ¥;)=(X,,y,)dr.
Tersine olarak; (X, Y;),(X,, ¥,) € X xY i¢in (X, ¥;)=(X,, Y, )olsun. O halde;

X, =X, ¥; = ¥, oldugundan d(x,X,) =0, p(V;,Y,)=0dir. Dolaysiyla;
(% ¥2):(%2:2)) =0 (%, %)+ o1, Y, ) =Odr.

iii.  (X,d)ve (Y, p) iki metrik uzay oldugundan Vx, X, € X veVy,, Y, €Y i¢in
d(x,%)=d(X,%) ve p(¥,¥,)=p(¥, %) dir. V (X, ¥, ), (X, ¥,) € X xY igin

(% ¥): (%0 ¥2)) = d (%% )+ 2 (Y1 ¥2) =0 (%0 %)+ 2 (V2 Vo) = 0 (% V2 ) (%0 1))

dir.
iv. (X,d)ve (Y, p)iki metrik uzay oldugundan

V(%0 Y1) (%1 Y2 ) (X5, Y5 ) € X XY igin

(%Y (%5:¥)) =0 (%0 %)+ 2 (Y2, ¥3) <A (%, %) +d (%% )+ o (V0r Yo )+ £ (Y2 ¥3)
<(d (X0 %)+ 2 (Vs Y2 ) )+ (d (X0 %)+ 2( Y20 ¥5))
<o (% 10):(%: ¥2))+ o (% %2). (%, ¥3))

dir. Dolayistyla; p, X xY iizerinde bir metrik ve (X xY, o) bir metrik uzaydur.

Teorem 1.1.38: (X,d)ve (Y, p) iki metrik uzay; (X xY,o),bu iki metrik uzaymn garpimi;

XX {y,} =Y, xeX ve yeYolsun. {(x,Y,)}<XxY dizisinin (X xY,c)metrik
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o d
uzaymda yakmsak ve lim (x,,y,)=(x y) olmasi igin gerek ve yeter kosul lim x,=x ve

N—+o0 N—+o0

P
limy, =y olmasidur.

nN—+0

Ispat: vneN icin O'( (X1 Yn ) ) d (X, X)+2(Y,y) *)

d(x,, ) (% ¥a) s (%Y ))} -
P(YarY) < (X0 ¥a) (%, Y))

d P lod
dir. (*) esitligi, lim x,=x ve lim y, =yise; lim(x,,y,)=(x, y)oldugunu gosterir.

nN—+o0

ve

o d

(**) esitligi, lim(x,,y,)=(x y)ise; lim x,=x ve I|m y = yoldugunu gosterir.

N—>+o0

Teorem 1.1.39: (X,d)bir metrik uzay ve (X xX,o), (X,d)metrik uzaymm kendisiyle
kartezyen ¢arpimi olsun. Bu takdirde; d:(X xX,o)—>(IR,e) fonksiyonu, (X xX,o)
metrik uzayindan, (R,e) metrik uzayina diizgiin siireklidir.

ispat: V(x,y),(u,v)e XxX igin o((u,v),(x,y))=d(u,x)+d(v,y)

oldugundan d(u,x)+d(v,y)< 20'((U,V),(X, y)) dir. O halde;VE>0 sayisma,
o= 5( XxX, S) :zg >0 sayisi karsilik getirilirse;

o((u,v),(xy)) <5 olan V(x,y),(u,v)e X xX igin,
e(d(u,v),d(xy))=[d(u,v)-d(x,y) <d(xu)+d(v.y)<2c((uv).(x,y)) <€

dir. Dolayistyla, d : (X x X, o) = (R,e)fonksiyonu, X x X iizerinde diizgiin siireklidir.

Teorem 1.1.40: (X,d) bir metrik uzay, Ac X bir alt kiime ve x, € X olsun. Bu takdirde;

d(x,A) =d(x,A) du.

ispat: S:={d(x,,a)acAl ve T ::{d(xo,b)| be/K} olsun. Ac A oldugundan ST dir.
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O halde; d(x,, A)=infT <infS=d(x,, A) dir.
Tersine olarak; b cA keyfi alman bir nokta olsun. O halde; lim x =b olan en az

N—+0

bir {x,} = Adizisi vardir. O halde; Teorem 1.1.38’den {(x,,X,)} = X x X dizisi,

(X x X, o) metrik uzayinda yakinsak ve lim (x,, xn)i(x0 ,b) dir. Diger taraftan;
d:(XxX,o0)—>(R,e) fonksiyonu diizgiin siirekli oldugundan siireklidir. Dolayisiyla;
dizisel siireklidir. O halde; lim (x,, xn)i(xo,b) olan {(x,,X,)} = X x X dizisi i¢in
nILrEOd(XO, x,) =d(x,,b)dir. O halde; ¥neN i¢in X, € A oldugundan d(x,, A)<d(x,,X,)
dir. Burada; n— +oo icin limit alinirsa; d (XO, A) <d(x,,b)olur. O halde; d (Xo, A) >0
sayisl, {d (%,.b)|be K} < R"U{0} kiimesinin bir alt smur1 olup

d(x,, A) <inf {d(xo,b)|b < K} =d(x,, A) dir. Dolayisiyla; d(x,, A) =d(x,, A) dir.

Tamm 1.1.41: (X,d) bir metrik uzay ve Ac X bir alt kiime olsun. A= X ise; A alt

kiimesine, (X,d)metrik uzayinda yogun bir alt kiime denir.

Tamm 1.1.42: (X,d) bir metrik uzay olsun. X ’in A= X olacak sekilde sayilabilir bir

A c X alt kiimesi bulunabilirse; (X,d) metrik uzayina bir ayrilabilir metrik uzay denir.

Tamm 1.1.43: (X,d),(Y, p) iki metrik uzay ve f:(X,d)—>(Y,p), Vx,X, € X igin
p(f(x), f(x,))=d(x,X,) kosulunu saglayan bir doniisiim ise; f doniisimiine; (X,d)
metrik uzaymdan (Y, p) metrik uzayma tanimli bir izometri denir.

Tanimdan goriilityor ki f :(X,d) — (Y, p) doniisimii bir izometri ise; f doniistimii

birebir ve diizgiin siireklidir.
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1.2. Lineer Uzaylar

Tanim 1.2.1: X = olan bir kiime ve (F,+,-) bir cisim olsun. X iizerinde tanimli
D:XxX >X, (X, y) — X@y ikili islemi ve (F,+, ) cisminin elemanlari ile X ’in
elemanlarmm ©: F x X — X, (&, X) — a © X skaler ¢arpimi asagidaki kosullar1 saglarsa;
X e, (F +, ) cismi lizerinde bir lineer uzay veya bir F —lineer uzay denir.
I. VX, Y,z e X igin
e (x®y)®z=x®(y®17),
o J0eX. . X®O, =X,
e I eX. .Xx®X =06,
e X®PYy=y®x dr.
. VxeX i¢in 1 ©Xx=x dir. (1.,F cisminin ¢arpmaya gore birim elemanidir.)
iil. VXx,ye X ve Va,fB eF icin
e aO(Xx®y)=(aOX)®(a®Yy),
o (a+B)Ox=(a0OX)®(BOX),
e aO(fOX)=(a®B)OX dr.

X bir F —lineer uzay ise; X ’in elemanlarina vektor ve F ’nin elemanlarina skaler

adi1 verilir.

i aksiyomu ile belirli 8, € X ’e X lineer uzayinin sifir elemani denir. Bir lineer
uzayda sifir elemanin tek oldugu kolayca goriiliir.

Vx e X verildiginde X® X =X @ x =6, kosulunu saglayan X" e X elemaninin tek

oldugu kolayca gosterilir ve —x := X yazilir, X' € X ’e toplama isleminin tersi denir.

0 € F, F cisminin sifir eleman1 ve 6, € X, X lineer uzaymin sifir elemani ise;

VaeF,vxe Xi¢in 00Xx=6, ve a ©68, =06, oldugu iii aksiyomu ile goriiliir.

Ornek 1.2.2: C kompleks sayilar kiimesi, ((C,+,.) cismi lizerinde bir lineer uzaydir.
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R reel sayilar kiimesi, (R,+,.) cismi lizerinde bir lineer uzaydir.

Ornek 1.2.3: abeR,a<bve X =@ olmak iizere; B([a,b],R) ve C([a,b],R), R

iizerinde birer lineer uzaydir.

Tammm 1.2.4: X bir F — lineer uzay ve @ =Y < X olsun. Y, F cismi iizerinde bir lineer

uzay ise; Y lineer uzayma , X lineer uzaynin bir alt lineer uzay1 denir.

Teorem 1.2.5: X bir F — lineer uzay ve &#Y < X olsun. Y ’nin, X ’in bir

alt lineer uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Vy,,y, €Y ve Ve, S € F igin
ay, + Y, €Y olmasidir.
Ornek 1.2.6: C ([a, b] , R) lineer uzayz, B([a, b],R) lineer uzayinin bir alt lineer

uzayidir.

Tamm 1.2.7: X,(F,+,-) cismi iizerinde sifir eleman1 & € X olan bir lineer uzay ve 0e F,

F cisminin sifir elemani olsun. meN, {X,%,,... X, } = X ve {&,@,,....,} = F olmak
lzere;

X+ X+ X, =0 (¥)
denkleminin F ’deki tek ¢oziimii o, =, =...= ¢, =0 iSe; X, X,,..., X, € X vektorlerine,
F cismi lizerinde lineer bagimsiz vektorler denir. Eger; (*) ’daki denklemin en az bir
ie{l,2,...,m}icin; o #0 olanbir e, r,,...,, € F ¢dziimil varsa; X, X, ..., X, € X

vektorlerine, F cismi lizerinde lineer bagimli vektorler denir.

Teorem 1.2.8: X bir F — lineer uzay ve @ =M < X bir alt kiime olsun. Bu takdirde;
(M) ={ax + %, +..+a X |meN,a, ..., € F Ve X, %,,.... %, €M } = X

alt kiimesi, X ’in bir alt lineer uzayidir.

Tamim 1.2.9: X bir F — lineer uzay ve @+« M < X bir alt kiime olsun.
(M) ={ax +a,%, +..+a X |meN,a, ..., € F Ve X, %,,... X, €M } = X alt

lineer uzayma, M < X alt kiimesi tarafindan tiretilen alt lineer uzay denir.
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Teorem 1.2.10: X bir F — lineer uzay ve {A}._ < X bir alt lineer uzay ailesi olsun.

Bu takdirde; ﬂ A c X, X ’in bir alt lineer uzayidir.

iel

Ispat: x,ye[)A Ve a, B eFkeyfiolsun. O halde; Vieligin A = X igin X,y A ve

iel
Vieligin A < X birer alt lineer uzay oldugundan Viel i¢in aX+ Sy € Adir. O halde;
ax+pye ﬂ A dir. O halde; Teorem 1.2.5’e gore; ﬂ A < X, X ’in bir alt lineer uzayidir.

iel iel

Teorem 1.2.11: X bir F — lineer uzay ve M < X olsun.

Bu takdirde; (M > = ﬂ A ve (M > c X, M ’yi igeren en kiigiik alt lineer
AcX ﬂtgrfer uzay
uzaydir.

Tamim 1.2.12: X bir F — lineer uzay olsun. (M) =X olacak sekilde bir &= M < X alt

kiimesi varsa; M alt kiimesine, X ’in bir {iretici sistemi denir.
Tamim 1.2.13: X bir F — lineer uzay ve Ac X bir alt kiime olsun.

I. A c X alt kiimesinde alinan her sonlu vektor aralarinda lineer bagimsiz ise;

Ac X alt kiimesine, X ’in bir lineer bagimsiz alt kiimesi denir.

ii.  Ac X alt kiimesinde aralarinda lineer bagimli olan sonlu elemanli bir takim

secilebilirse; A< X alt kiimesine, X ’in bir lineer bagimli alt kiimesi denir.

Ornek 1.2.14: n e Nolmak iizere; A= {L X, X2, ., X", } cC ([O,l],R) alt kiimesi,

C ([0,1] , R) uzayinda, lineer bagimsiz bir alt kiimedir.

Gergekten; me N i¢in {X”l XM X } c {L X, X2, .., X", } sonhu bir takim olsun.
Genelligi bozmaksizm 0<n, <n, <...<n_ oldugunu kabul edelim. {0{1, ..y am} cF,

o X"+, X"+ o, X =0 (*)



25

kosulunu saglayan m tane skaler olsun. (*) ’daki denklemde;

n, =0 ise; (*)denklemi o1+ a,.X" +...+a, X™ = 0denklemine déniisiir.

Xx=0 i¢in o, =0 oldugu goriiliir. Dolaysiyla, .1+ a,.X™ +...+ ¢, X =0 denkleminde
a, =0 alindiginda VX e [0,1] icin @, X™ +...+ a, x™ =0olur. $Simdi; her iki tarafin n,.
mertebeden tiirevi alinirsa;
nla, +ny (N, —1)...(n;—n, +1) e, x™ ™ +...+n_ (n, —1)...(n, —n, +1) r, x™ ™ =0elde
edilir. Bu esitlikte X =0almirsa; «, =0 oldugu goriiliir.

.1+, X" +...+a, X" =0denkleminde o, =, =0alnirsa; Vx €[0,1] igin

a, X" +...+a, X =0olur. Simdi; her iki tarafin n,. mertebeden tiirevi alinirsa; o, =0
oldugu goriiliir. Benzer islemler tekrarlandiginda o, =, =...= ¢, =0 dir. Eger; 1<n, ise;
o X" +a, X" +...+a,x™ =0 denkleminin her iki tarafinin n,. mertebeden tiirevi alinir ve
elde edilen denklemde x =0 yazilirsa; ¢, =0 oldugu griiliir. (*) denkleminde ¢, =0
yazilir ve elde edilen denklemin n,.mertebeden tiirevi alinir ve X =0yazilirsa «, =0elde
edilir. Bu sekilde devam edilirse; o, =, =...= ¢, =0 oldugu goriiliir. O halde;

A= {L X, X%, X", } cC ([0,1] , R) alt kiimesi, C ([0,1] , R) uzayimnda, lineer bagimsiz bir

alt kiimedir.

Tamm 1.2.15: X bir F — lineer uzay ve @ = B < X bir alt kiime olsun. Eger;

B < X, X ’in bir iiretici sistemi ve lineer bagimsiz bir alt kiimesi ise; B < X alt kiimesine,

X lineer uzaymin bir taban1 denir.

Tanim 1.2.16: M, N iki kiime olsun. Eger; M den N ’ye tanimli birebir ve 6rten bir

f :M — N doniisiimii varsa; M kiimesi, N kiimesi ile esgii¢liidiir denir.

Teorem 1.2.17: X bir F — lineer uzay olsun. Eger; &= B,,B, = X ; X lineer uzaymnmn

birer tabani ise; B, ve B, tabanlar esgiigliidiir.
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Sonug¢ 1.2.18: X bir F — lineer uzay olsun. Eger; X ’in eleman sayis1 h € N olan sonlu

elemanli bir tabani varsa; X ’in tiim tabanlari sonlu ve eleman sayis1 n e Ndir.

Tanmim 1.2.19: X bir F — lineer uzay olsun. Eger; X ’in sonlu ne N elemanl bir B
tabani varsa; X ’e sonlu boyutlu bir lineer uzay, ne N dogal sayisina ise; X lineer

uzaymin boyutu denir ve boy X :=n ile gosterilir. Eger; X lineer uzayi sonlu boyutlu

degilse; X ’e sonsuz boyutlu bir lineer uzay denir ve boy X :=+owoile gosterilir.

Tamm 1.2.20: X bir F — lineer uzay ve K — X olsun. Vx,y e K ve Vte[0,1] igin

tx+(1-t)y e K ise; K < X alt kiimesine; X ’in bir konveks alt kiimesi denir.

Teorem 1.2.21: X bir F — lineer uzay ve A,B < X olan iki alt lineer uzay olsun. Bu

takdirde; A+B = {a+ b| acAbe B} c X alt kiimesi, X ’in bir alt lineer uzay1 ve

A+B= (Au B) dir. A+Bc X alt uzayma; A B c X alt lineer uzaylarmin toplam1 denir.

Ispat: x,y e A+B ve a, 8 € F keyfi olsun. O halde; X,y € A+Boldugundan X =a, +b, ve
y =a, +b, olacak sekilde a,,a, € Ave b,b, € B elemanlar1 mevcuttur.
ax+py=a(a+b)+p(a,+b,)=(aa, + fa,)+(ab + pb,)dir. O halde; A,B< X iki
alt lineer uzay oldugundan (aa, + fa,) € A, (ab, + fb,) € B dir. Dolayist ile;

aX+ pye A+Bdir. X,ye A+B ve «, f € F keyfi oldugundan VXx,y € A+B ve
Va,peFigin ax+ fye A+Bdir. Yani; A+B c X alt kiimesi, X ’in bir alt lineer

uzayidir. Son olarak; A+ B =(AuU B)oldugunu gosterilirse; ispat tamamlanir. X (AU B
y gunu g

keyfi olsun. O halde;

(AUBY={ayx + %, +...+ @, X, |meN,a, ... o, € F Ve X, %,,...,X, e AUB |

oldugundan m € N olmak iizere; 3c,C,,...,c, € Fve Ix,X,,...,. X, e AUB.".
X =CX, +C,X, +...4+C_ X, dir. Burada ii¢ hal s6z konusudur:

o X, X,..., X, €Aise; xe Aoldugundan x=x+6 e A+B dir.
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* X,X%,..,X, €Bise; xeBoldugundan x=60+x< A+B dir.

o {X, % Xy} & A VE{X,X,,..., X, } & B olmast hali. Bu halde;

{x1,x2,...,xm}mAz{xil,...,xil} ve {xl,xz,...,xm}mB:{xim,...,xim}

ise; x=(ci1xi1+...+cilxil)+(cimxim+...+cimxim)eA+Bdir.

Dolayist ile; Vx e (AUB) i¢in x € A+B oldugundan (AU B) < A+ Bdir. Tersine olarak;
x € A+ Bkeyfialalim. O halde; Jae AbeB..x=a+b dir. x=a+be(AUB)
oldugundan A+B < (AUB)dir. Dolayist ile; (AUB) < A+B ve A+Bc(AUB)

oldugundan (AUB)= A+ Bdir.

Tamm 1.2.22: X bir F— lineer uzay ve A,B c X olan iki alt lineer uzay olsun.
AnB= {6’} ise; A+ B c X lineer uzayma; A, B lineer uzaylarinin direkt toplami denir ve

A® B ile gosterilir.

Teorem 1.2.23: X bir F — lineer uzay ve A B c X iki alt lineer uzay olsun. H=A®B
ise; Wx e H igin X =X, + X5 olacak sekilde bir tek (X,, X ) € Ax B ¢ifti vardr.

Ispat: H = A®Boldugundan ANB = {0} dir. x € H keyfi fakat sabit alinsin. H = A+ B
oldugundan x =a-+bolan en az bir (a,b) € AxBgifti vardir. (a",b") e AxB, x=a +b’
olan baska bir ¢ift olsun. Xx=a +b ve x=a+boldugundan a" +b" =a+b dolaysiyla

a —a=b —bolur. a,a” € A; b,b" eBve A B c X iki alt lineer uzay oldugundan

a —acAve b'—beBdir. Ohalde: a"—a=b" —-b oldugundan

a —a=b -beAnB= {6’} oldugu gériiliir. Son ifade; 8" =a ve b” =b oldugunu gosterir.

O halde; Vx e H igin X = X, + X olacak sekilde bir tek (X,, X ) € AxB ¢ifti vardr.
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1.3. Lineer Doniisiimler

Tamm 1.3.1: X,Y ayn1 F cismi {izerinde tanimlanan iki lineer uzay ve T : X —Y bir
doniisiim olsun.
Eger; VX, X, € X Ve Va, B eFicin T(ax +£%,)=aT (x)+BT(X,)ise; T: X >Y

doniisiimiine, X ’den Y ’ye tanimli bir lineer doniisiim denir.

Teorem 1.3.2: X,Y aymt F cismi iizerinde tanimlanan iki lineer uzay ve T : X —Y bir

lineer doniisiim olsun. Bu takdirde;
i. neN, X,X,..X €X Ve &,,,...a, e Figin T [ZaiXiJ: ZaiT (%)
i=1 i=1

dir.
ii. 6, , X lineer uzaymnmn sifir eleman: olmak iizere; T (6, ) =6, dir.

iii. Vx e X igin T (—x)=—T (x)dir.

Ispat: T: X —Y doniisiimii lineer oldugundan Vx;, X, € X ve Va, § € F igin

T (ax + BX%,)=dT (X)+ BT (X,) (*) dur
I. Tiimevarim yoluyla yapilir.

n=1i¢cin dogrulugu acik. O halde; ni¢in dogru, yani; X, X,,....,X, € X Ve a,...,a, € F
icin T [Z X, j =T (x) olsun. n+1ligin dogrulugunu gdsterelim.

i=1 i=1
Xy Xoyeon X, X € X VR 0, Qs &, A, € F igin

T (iaixi ] =T (Zn:ai X + an+lxn+lj
=

i=1

= T (iaixi ] +T (an+1xn+1)
i=1

=D T (% )+ @T (%.1)
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dir.

ii. T : X =Y bir lineer doniisiim oldugundan (*) denkleminde x;,x, € X ve

a = 8 =0alnirsa; 0.x, =0.x, =6, ve 0T (x,) =0T (x,) =6, oldugundan T (6, ) =&, dir.

ii. (*) denkleminde o = =1x, =X,X, =—X alinirsa;
Ix+1.(—X)=x+(-x) =6, LT (X)+1T (—x)=T(x)+T(—x) ve T (6, ) =6, oldugundan
T (X)+T (—x) =6, oldugu goriiliir. Her iki tarafa —T (x) €Y ilave edilir ve toplama

isleminin geg¢isli bir islem oldugu g6z 6niine alindiginda

“T)+(T(X)+T (=x)) =-T(x) +6,

(—T(x) +T (x))+T (—x)=-T(x)
6, +T(—x)=-T(x)
T(=x)=-T(x)

oldugu goriiliir.

Teorem 1.3.3: X,Y aymi F cismi iizerinde tanimlanan iki lineer uzay ve T,S: X —Y iki
lineer doniisiim olsun. L(X,Y):= {T| T:X —Y birlineer dansﬁm} kiimesi iizerinde iki

lineer operatoriin toplami ve bir lineer operatoriin bir skalerle carpimi

VvT,SeL(X,Y)ve Va e Fi¢in
(T+S)(x)=T(x)+S(x) ve

(aT)(x)=aT (x)

seklinde tanimlanirsa; L(X,Y) kiimesi, F cismi {izerinde bir lineer uzaydir.

Ispat: Vx,%, € X ve VaeFigin (T+S)(ax +8%)=T (ax +B%,)+S(ax + £x,)dr.
T,S e L(X,Y) oldugundan VX, X, € X ve Va € Fi¢in
(T+S)(ax, + %) =T (ax +BX%,)+S(ax + BX,)

=aT (%) + BT (X,)+aS(x )+ BS(x,)
=a(T+S)(x)+B(T+S)(x,)
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dir. Dolayistile T +S e L(X,Y)dir. Diger taraftan; Vx,X, € X ve VA eF i¢in
(AT)(ax,+ B%,) = AT (ax, + BX, ) dir. Ve T € L(X,Y) oldugundan
(AT )(ax + Bx,) = AT (ax + BX,)
=A(aT (%) + BT (X))
= 4(aT () + 2 (AT (x,))
= a(/IT (Xi))+,B(/1T (Xz))
= a(AT)(x)+ B(AT)(x,)
dir. Dolayisiile T € L(X,Y)dir. Toplama islemine ve F ’nin elemanlari ile elemanlarinin
skaler ¢carpimina gore kapali olan L(X,Y) kiimesinin, F iizerinde bir lineer uzay olmasi
icin gerekli aksiyomlar1 sagladigi kolayca goriiliir.
Bu lineer uzaym sifir elemani, O: X —Y,Vxe X igin O(X):=8, seklinde

tanimlanan lineer doniistimdyir.

Tamim 1.3.4: X,Y ayn1 F cismi {izerinde tanimlanan iki lineer uzay ve T : X —Y bir
lineer doniisiim olsun.

i. {x eX| T(x)=6, } < X alt kiimesine, T lineer doniisiimiiniin ¢ekirdegi
denir ve CekT ={xe X| T(x)=6, } = X ile gosterilir.

ii. {T (X)| Xe X } Y alt kiimesine, T lineer doniisiimiiniin goriintii kiimesi denir ve

ResT ={T(X)| xe X} <Y ile gosterilir.

Teorem 1.3.5: X,Y ayni F cismi ilizerinde tanimlanan iki lineer uzay ve T € L(X,Y)

olsun. Bu takdirde;

I. CekT < X alt kiimesi, X lineer uzaymin bir alt lineer uzayidur.

ii. ResT Y alt kiimesi, Y lineer uzayinin bir alt lineer uzayidir.

Ispat:
i. T e L(X,Y) oldugundan Vx;, X, € CekT ve Ve, 8 € F i¢in

T (ax +f%)=aT (x)+ BT (x,)
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T (ax +px%,)=a.b, + 6, =6,

T (ax, +£%,)=6,
dir. Dolayisiyla, aX, + £X, € CekT oldugundan CekT < X alt kiimesi X ’in bir alt lineer

uzayidir.

ii. Y, Y, € ResT ve «, e F keyfiolsun. y,,y, € ResT oldugundan
X, %, € XY, =T (%), Y, =T (X, )dir. O halde; y,,y, e ResT ve a, B € Figin
ay, + By, =aT (x)+ BT (x,)dir. Ve T e L(X,Y) oldugundan y,,y, eResT ve o, B F
igin oT (% )+ BT (%) =T (ax,+ Bx,) dir.
Buradan; y,,y, eResT ve «, B eFigin ay, + By, =T (ax + fX,) olmast ax, + X, € X
icin ay, + BY, €Y oldugunu gosterir. Dolayisiyla; VY,,y, € ResT ve Ve, S € F igin

ay, + BY, €Y oldugundan ResT Y kiimesi, Y lineer uzayinn bir alt lineer uzayidir.

1.4. Normlu Lineer Uzaylar

Bu kisimda, (F '+ ) cismi olarak (]R, +, ) reel sayilar cismi veya ((C, +, ) kompleks

sayilar cismi gbz Oniine alinacaktir.

Teorem 1.4.1 (Holder Esitsizligi):

neN, a,a,,..,a €F veb,b,,...b €F olsun. p,geR" ve 1+1=1 ise;
P q

>l ol < (Zlalj @m‘*jé .

Teorem 1.4.2 (Minkowski Esitsizligi):
peR", p>1olanbirsayive neN iin a,4a,,..,.a, €F, b,b,,....b, €F ise;

G e N TN
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Teorem 1.4.3 (Siirekli Fonksiyonlar I¢in Holder Esitsizligi): a,b <R, a<b olan iki reel

say1, f,Q :[a,b] — R siirekli iki fonksiyon ve p,qeR" ve 1+1 =1 kosulunu saglayan
P q

iki say1 ise;

Q|

b

ﬂf(x)\-\g<x>\dxs@\f<x>\”j:’-[j\g<x>\“j ar.

a

Teorem 1.4.4 (Siirekli Fonksiyonlar I¢cin MinkowskKi Esitsizligi): a,b € R,a<b olan iki

reel say1, f,Q :[a, b] — R siirekli iki fonksiyon ve p e R", p>1 olan bir say1 ise;

(i rsstor o <1 )« | ae

a a

o |~
o |~

Tanim 1.4.5: X bir F —lineer uzay olsun. || || X — R fonksiyonu agagidaki sartlari

saglayan bir fonksiyon ise;

|: X >R fonksiyonuna, X iizerinde tanimli bir norm ve
(X.|| |}) ikilisine de bir normlu F — lineer uzay denir.
i.  VxeX igin [x|>0,
ii. xeX icin[X|=0=x=6,
ii. VxeX ve VaeF icin |axX|=|¢||X|,
iv.  Wx,yeX icin [x+Y|<|x|+]y| dur.
F=R ise; (X,| [)normiuF — lineer uzayma bir reel lineer uzay; F=C ise; (X,| )

normlu F —lineer uzayina bir kompleks lineer uzay denir.

Ornek 1.4.6: X =& olan bir kiime ve
B(X,F)={f|f:X >FveaM, >0..|f(x)|<M} olsun,

i. f,0eB(X,F) ve aeF i¢in

o f=g dirr<vxeX igin f(X)=0g(x)
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o WxeX icin (f+9)(x)="f(x)+g(x)
e VxeXve acF igin (af)(x)=af(X)
seklinde tanimlanirsa; f+g,af € B(X,F) ve B(X,F), F iizerinde bir lineer uzaydir.

ii. ||, :B(X,F)>R,vfeB(X,F) iin ||f| :=sup{‘f(x)HXEX} olarak

tanimlanan bir fonksiyon ise; | ||wZB(X,F)—>Ff0nksiy0nu, B(X,F) flizerinde bir

normdur. Gergekten;

i. Vvf,geB(X,F) oldugundan IM(,M >0 .. |f(X)| <M, |g(x)| <M, dir.
vxe X icin |(f+g)(x)|<|fO)[+|g()|<M,+M, oldugundan f+g fonksiyonu, X
iizerinde smirhdir. Ote yandan; VaeF ve vxeX igin |(af)(x) =|a|/f (x)|<|a|M,

oldugundan «f fonksiyonu X iizerinde sinirhidir. Dolayisiyla; Vf,geB(X,F)ve
VaeFigin f+g,af eB(X,F) dir. Fonksiyonlar arasindaki toplama islemi birlesme ve
degisme ozellikli bir islem oldugundan B(X,F) ’nin F iizerinde bir lincer uzay olmasi igin

gerekli aksiyomlarin saglandigi kolayca goriiliir.

ii. ||, :B(X,F)>R,vf eB(X,F) igin|f]_ :=sup{\f(x)HXeX}olarak

| |, :B(X,F) >R fonksiyonunun B(X,F)

tanimlanan bir fonksiyon olmak {izere;

iizerinde bir norm oldugunu gdsterelim.

o vfeB(X,F) ve VxeX igin 0<|f (x)|<|f|, oldugundan Vf € B(X,F) icin
|f]. =0 dur.

e feB(X,F) icin [[f], =0 olsun. | f], :=sup{|f (x)|xe X} oldugundan Vxe X
igin  0<|f(x)|<|f| =0dr. O halde; VxeXigin |f(x)=0oldugundan f=0Odur.
Tersine olarak; Vxe X igin f =0 olsun. O halde; ¥xe X igin |O(x)|=0 oldugundan

sup{‘ f (X)H Xe X} =sup {O(X)‘ Xe X} = sup{0| X e X } =0 ve dolayisiyla ||O] =0dur.

o VfeB(X,F),VaeR ve Vxe X i¢in
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le . :sup{\(af )(x)] xe x} =sup{‘af (x)] xe x}
:sup{|a”f (X)H XGX}
:|a|sup{‘f (X)H Xe X}
=lal]t].
dir.
o Vf,geB(X,F)ve vxeX igin 0<|(f+g)(x)|<|f (x)|+]g)| <] ], +]g|, dr.

O halde; vxe X i¢in || f ||oo +||g||w >0 sayisi, sup {‘(f + g)(X)H X e X} kiimesinin bir st
smir1 olup
supd[(f+g)(x)] xe X <[ f], +[al,

dir. O halde: Vf, g €B(X,F) icin ||f +g|, :sup{\(f +g)(x)] xe x} oldugundan

[f+al. <[f]. +lg]. dir

Teorem 1.4.7: (X, || |)normlu bir F — lineer uzay olsun. Bu takdirde;
vx,y e Xigin [|x|-|lyf|<[x-y| dr.
Ispat: vx,ye X icin
X[ =lx+y=yl<[x=yl+[v]=[x-Iyl<lx=y] ve

IvlI=lly+x=x]|<]ly—x|+|x|
dir.

Ote yandan; ||y — X|| = ||(—1)(X - y)|| = |—]“|X - y|| = ||X - y|| oldugundan
||y|| = ||y +X— X|| < ||X— y|| +||X|| = —||X - y|| < ||X|| —||y|| dir. Dolayisiyla; VX, y e X igin

X1 = Iyl <lx =yl dir.

Teorem 1.4.8: (X, | |) normlu bir F —lineer uzay olsun.d : X x X —R fonksiyonu,
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VX, yeX igin d | =||x—y]|| olarak tanimlanirsa; d: X xX —R fonksiyonu, X iizerinde

bir metriktir. Bu metrige; X iizerindeki | | normu tarafindan iiretilen metrik denir.

Bu teoremin tersi dogru degildir. Ornegin;
X =, en az iki elemanli olan bir F — lineer uzay ve a, X iizerinde tanimli ayrik metrik

olsun. a metrigi, X iizerinde tanimli bir norm tarafindan iretilemez. Farz edelim ki X

iizerinde tanimli ve direttigi d; metrigi d;; =a olan bir | |: X =R normu mevcut olsun.
O halde; Vx,y e X i¢in a(X,y) = dH H (X, y) = ||X— y|| dir. X en az iki elemanli olan
bir F — lineer uzay oldugundan X, # Yy, olan X ,y, € X noktalart mevcuttur. & € F sayis1

|0!| #1 olacak sekilde segilirse; ax, # ay, dir. O halde; buradan

1: a(axo’ayo) = dH H (OCXO, ayo) = ”axo _ayo” = |a|||xo - yo” = |a| dH H (Xo’ yo) = |0£| a(xo7 yo) = |a|
elde edilir ki; bu |0£| #1olmasi ile geligir.

O halde; a ayrik metrigi X iizerinde tanimli hi¢ bir norm tarafindan tiretilemez.

Teorem 1.4.9: X = bir F — lineer uzay ve d: X x X — R fonksiyonu, X fizerinde

tanimli bir metrik olsun. d ’nin X iizerinde tanimli bir tek norm tarafindan tiretilmesi i¢in

gerek ve yeter kosul Vx,y,ze X ve VaeF igin d(x+z,y+z)=d(x,y)ve

d(ax,ay)= |0(| d (X, y) kosullarini saglayan bir metrik olmasidir.
Ispat:

I d metrigi, Vx,y,ze X ve VaeF igin d(Xx+2,y+z)=d(x,y)ve
d(ax,ay) =|a|d(X, y) kosullarmi saglayan bir metrik ise; X iizerinde tanimh bir d = d|
olacak sekilde bir tek || [|: X — Rnormu vardr.
| |: X — Rfonksiyonu, vx € X igin |[X|:=d (X &)degerini alan fonksiyon olsun.
| [: X - R, X iizerinde bir norm ve d =d, | dir. Gergekten;
i.  ¥xeX icin d(x,6)>0 oldugundan |x|=d(x,0)>0 du.

ii. d, X tizerinde bir metrik oldugundan x e X igin ||X|| =d (X, (9) =0 x=40 dr.
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ii. VaeFve vxeX i¢in |ax|=d(ax,0)=d(ax,ab)=|a|d(x,6) =|||x| dir.

iv. VX,yeXicin Xx+Vy,y,0e X ve ve d, X iizerinded (X+ y,0+ y)=d(x,0)
kosulunu saglayan bir metrik oldugundan

[x+y|=d(x+y,0) <d(x+y,y)+d(y,0) =d(x,6)+d(y,0)

dir. Dolayisiyla; VX, y e Xigin ||X+ y||£||x||+||y|| dir. Boylece; d’nin en az bir metrik

tarafindan tretildigi gosterildi. || ||, X > R; d metrigini tireten gibi iki norm olsun.

VX e X icin ||X|| =

X

. oldugu gosterilirse; d *nin bir tek norm tarafindan tiretildigi

gosterilmis olur. || ||, . normlarinin her ikisid metrigini iireten normlar oldugundan

vx,yeX igin d(x,y)=[x-y| ve d(xy)=[x-y | drr.

_dir. O halde; |x-y|=[x-y

y =@ alinirsa; Vxe X igin ||X|| =X

| oldugundan ispat tamamlanir.

1. d,X {izerinde tanimli bir norm tarafindan tiretilirse; d metrigi Vx,y,z e X ve
VaeF igin d(x+2z,y+2z)=d(x,y)ve d(ax,ay)=|a|d(X,y)kosullarm saglar.
Gergekten; || [|: X >R normu, d metrigini iireten norm olsun. O halde; VX,ye X ve
Va e F igin

d(ax.ay) =|ax-ay| lalx- | -aid(x )
ve
d(x+z,y+2z)=|x+z-(y+2)| =[x-y|=d(x y),
yani; vx,y,zeXve VaeF igin d(x+z,y+z)=d(x,y)ve d(axay)=|e|d(xy)

sartlarinin saglandigi goriiliir.

Tanim 1.4.10: (X,” ||) normlu F — lineer uzayi, normun iirettigi metrige gore bir tam

metrik uzay ise; (X , || ||) normlu F —lineer uzayina, bir Banach uzay1 denir.

Teorem 1.4.11:

p>1ligin | (F):= {x:z(xi,x2 ..... Xer)| {X, } = F bir dizi ve i|xk|p <+oo}

k=1
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kiimesi tizerinde X=(X1,X2,...,Xk,...),y:(yl,yz,...,yk,...)elp(F) ve aeF igin x=y
olmasi, X+ Y toplami ve aX skaler carpimi;

e XxX=Yy dir. @VkeN igin x, =y, ise;

o X+Y=(X A Y X+ Vi),

o ax=(aX,..aX,..),

seklinde tanimlanirsa; X+Y,ax el (F) olup 1 (F ), F lizerinde bir lineer uzaydir.

Ispat: X=X, %, Xse), Y = (Vi Yor oo Vs ) € I, (F) oldugundan

' PN (P P P
o Y x| =2 le (x| =3 |ax|" <+
k=1 k=1 k=1

f:|xk|p <+oove§:|yk|p <+oo dir. O halde;
P P

oldugundan aXe Ip(F) dir.

n

Ote yandan; S, :=Zn:|xk|p T :=Zn:|yk|p ve R, =[x +V,|" srastyla i}:|xk|p :
k=1 k=1 k=1

k=1

f]yk ” ve im +Y,|” serilerinin n.kismi toplamlari olsun. X,y €l (F) oldugundan
P =

{Sn} : {Tn} dizileri yakmsaktir. O halde; negatif terimli olmayan {Sn} ve {Tn} dizileri,

monoton artan ve Ustten sinirh dizilerdir. Benzer sekilde; {Rn} dizisi negatif terimli

olmayan, monoton artan bir dizi olup Teorem 1.4.2 g6z Oniine alindiginda;

0<(R )s :@m R m"f’ s[§|xk|pf’+@|yk|pf’ _(8,)F +(T,)s

1

dir. O halde; {( R, )p} dizisi Uistten smirhidir. Bu nedenle; {Rn} dizisi Gstten smirhdir.
Dolayisiyla; {Rn} dizisi monoton artan ve iistten siirli oldugundan yakinsaktir. {Rn}

+00
dizisinin yakinsak olmasi Z|Xk + yk|p serisinin yakmsak oldugunu gdsterir.
k=1

O halde; vx,yel, (F ) igin Xx+yel (F) dir. I, (F)kﬁmesinin toplama islemine ve F *nin

elemanlari ile elemanlarmin skaler ¢arpimina gore kapali olan |p (F)kﬁmesinin F
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iizerinde lineer uzay olmasi i¢in gerekli aksiyomlar1 sagladigi kolayca goriiliir.

Teorem 1.4.12: | (F), peR, p >Ligin| |, 1, (F)— R fonksiyonu,

1
‘v’x:(xl,xz,...,xk,...)eIp(F) icin ||x||p :=(§|xk|pjp olarak tanimlanirsa; ||pfonksiyonu
k=1

l, (F), F —lineer uzay1 lizerinde bir norm ve (Ip (F). || ||p) normlu F — lineer uzay1 bir

F —Banach uzayidir.

Ispat: | ||p :1,(F) >R fonksiyonu, |, (F), F —lineer uzay: iizerinde bir normdur.

i. VX:(xl,xz,...,xk,...)elp(F) icin §|Xk|p <+ove VkeN icin x| >0
k=1

o |~

oldugundan iol|xk|p >0 dir. Dolaysiyla, Vx el (F) igin ||x||p = (§|Xk|pj >0 dir.
k=1 k=1

ii.  I,(F)’ nin sifir elemanm1 6=(0,0,...,0,...)oldugundan ||6’||p =0 dir. Tersine

olarak; X =(%, X, X,-..) €1 (F)icin ||x||p =0 ise; x = dir. Gergekten;

x||p =0

o |-

oldugundan [i 1% |” ]
k=1

=0, §|xk|p =0 dir. VkeN icin |x |° 20ve §|xk|p =0
k=1 k=1

oldugundan Vk € N i¢in |Xk|p =0dir. O halde; Vk e N i¢in X, =00lup x=4@olur.

i, VX=(X, X0 X ) €L(F) Ve F igin ax:=(aX,...ax,..) el (F),
1 1

|05|p Z:|Xk|p :Z:|05Xk|p < 400 oldugundan(|05|p Z|Xk|pJp :(Z|axk|pjpyani;

k=1 k=1 k=1 k=1

1 1

|a|(2|xk|pJp :(Z|axk|"jp dir. Son esitlik, VX e Ip(F) icin ||o¢x||p :|a|||x||p01dugunu

k=1 k=1
gosterir.

iv. WX yel (F)igin x+yel (F) ve VneNigin Teorem 1.4.2°¢ gore;
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1 1 1
(Z]Xk + yk|pjp S(Z|Xk|pjp +(Z|yk|pjp oldugundan esitsizligin
k=1 k=1 k=1
sag ve solunda bulunan dizilerin yakinsak oldugu goz Oniine alindiginda; n — +ooigin

yukaridaki esitsizligin her iki tarafinin limiti alinirsa;

1 1 1
. L R n . n o
!'ﬂl(@xﬁmpj ﬁlm(élm‘)} +Lm[§|yk|pJ ,

[x+yll, <l +1v,

oldugu goriiliir. O halde;

||p AN (F) — R fonksiyonu, |p (F) iizerinde bir normdur.
Son olarak; (Ip(F),” ||p)normlu F — lineer uzaymnin bir Banach uzayi oldugunu
gosterelim. {X(”)}clp(F),(lp(F),” ||p) normlu F — lineer uzayinda bir Cauchy dizisi

olsun. O halde; ¥n e Nigin x(" ::(an),Xgn),...,X£n),...)elp(F) olmak tizere; £>0

verildiginde g >0 sayisma karsihik 3N (g) =N eN..vnmeN,n,m>N i¢in

‘X(n)—X(m) <§d1r.Buradan;Vm,neN,m,n2Ni(;in
p
1
M _ ] [ S _ PP _E
O x\" — x <=
‘ p [;‘k ‘ j 2
dir. O halde; ¥n,meN,n,m> N i¢in
+o0 . T £ p
2 =% <(—j *)
pa} 2

dir.

(*) ifadesi k e N keyfi fakat sabit alindiginda ¥n,meN,n,m> N igin ‘Xl((") - X,Em) < g <&

dir. O halde; {Xé")} c F dizilerinin her biri birer Cauchy dizisi, dolayisi ile yakmsaktir.

VkENi(}in X, = |i||| X(n) Ve X = ,X ,...,X yass ER 0|Sun.
k k 2 k
nN—-+o0
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| e N keyfi fakat sabit alinan bir say1 olsun. O halde; ¥n,meN,n,m> N i¢cin

|
W) _ y(m)
;‘ k Kk

" dizisi, Z\xi”)—x@\pserisinin . kismi toplami olsun. O halde; (*) dan
k=1

|
vn,meN,n,m> N icin Z‘xﬁ”) —x{™
k=1

p
" < (g} olur. O halde; m — +o0 i¢in limit

p
alinirsa; ZI:‘X,E") — Xk‘p < (éj dir.
P 2

Bu esitsizlik, n e Ndogal sayis1 n> N olacak sekilde keytfi fakat sabit alindiginda

—+00

2.

k=1

P . . ' P .
XIE”) —Xk‘ serisinin | e Nigin |.kismi toplami1 olan S, ::Z‘xl((”) —xk‘ kismi toplammin
k=1

istten smirl oldugunu gosterir. {S| } dizisi monoton artan ve tistten smirl oldugundan S,

—+00

dizisi yakmsaktir. O halde; Yne N, n> N igin Z

k=1

P . .
X" — Xk‘ serisi yakinsak ve

X" — xk‘p drr.

limS, =Y

| >+ )
| p E p

O halde; 6zel olarak VneN,n>Nig¢in | —+co limit alinirsa; Z‘X,E") —Xk‘ < (—j
k=1

esitsizliginden Z

i=1

p
XlE") — X, ‘p < (gj dir. Dolayisiyla VneN,n> N i¢in HX(") - XHp < g <&

elde edilir. Bu bize; neN,n> N icin (x(")—x)elp(F) oldugunu ve x(”)elp(F)

oldugundan x = x™" —(X(n) — X) el (F) oldugunu gosterir. Ayrica; YneN,n> N igin

I,
HX(") —XHp < € olmasi {X(n)} < |, (F)Cauchy dizisinin yakmsak ve lim x" = x oldugunu

n—-+o0

gosterir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Uyan 1.4.13: Her normlu lineer uzay bir Banach uzay1 degildir.

Ornegin; || |, :C([-L1],R) — R fonksiyonu, Vf e C((-L1],R) igin
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1
|| f || = J.| f (t)| dt seklinde tanimlanirsa;

-1

||1 fonksiyonu, C([—l,l],]R) lineer uzay1

iizerinde bir normdur. Fakat; (C([—l,l],R),” ||1) normlu lineer uzay1 bir Banach uzayi
degildir. Gergekten;

Eger; (C([—l,l],R),” ||1)n0rm1u lineer uzay1 bir Banach uzayi olsayds; bu uzayda alman
her Cauchy dizisi bu uzayda yakinsak olurdu. {fn}CC([—l,l],R)diziSi vneN igin

f, :[—1,1] —>R,Vxe [—1,1] icin

0 ,-1<x<0
1
f.(X)=<nx ,0<x<=
n
1 ,ESXSl
n

olarak tanimlanursa; { f, } dizisi C([-11],R) bir Cauchy dizisidir fakat; yakinsak degildir.

Gergekten; VneN igin f, € C([—l, 1] ,R) oldugundan { fn} c C([—l, 1],]R) dir. Genelligi

bozmaksizin m,n e N i¢in n<m olsun. O halde; i < 1 oldugundan
m n

|fm (X)_ f, (X)|dX

ot—.g\._‘

It~ = {11 0= £, 0= {11, - 1, (s

+

10 (0= £, 00 1 0~ 1, (o

n

ER e SR

1

0 m n 1
f,— .. =1{0-0dx+ | |mx—nxjdx+ | [1-nxdx+ | [1-1dx
[ o= 1, Ill | {I i+ [ 8-+ 1

| =

(m-n) (1 1 n(l 1) 1
= +| -] —— e < —
2m? n m 2\n> m? n

dir. O halde; V&>0 sayisina, N(E) = EKE{I| leN ve %<5} sayis1 karsilik getirilirse;

vm,neN,m>n>N(¢€) icin | f, - f, ||l <& olur. Dolayssiyla; { f,} = C((-11],R)dizisi
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(C([—l, 1],R),| | 1)normlu lineer uzaymnda bir Cauchy dizisidir.

Farz edelim ki {fn}CC([—l,l],]R)dizisi, (C([—l,l],R),” ||1)n0rmlu lineer uzaymda

Il
yakimsak ve f eC([—l,l],]R) icin lim f = f olsun. O halde; V&> Oigin
AN(£)eN..vneN,n>N(€) igin || f, - f[, <€dir. vneN,n>N(€)igin

0

||fn—f||1=j fn(x)—f(x)\dx+I

-1

f,(x)— f()dx <& (%) dir.

vneN ve Vxe[-1,0]igin f,(X) =0 oldugundan (*) esitsizliginden VE> Oigin

0
0< [|f, ()= f (x)dx=[|f (x)dx <& elde edilir. f e C((~11], R)ve V&> Oigin
-1

0
0< j |f (x)|dx < £ oldugunda Vx&[-1,0] igin (x)=0 oldugu goriiliir. O halde; f(0)=0

-1

dir.

ae (0,1] keyfi fakat sabit alinan bir nokta olsun. O halde; 1 <a,n>=N (&) olan bir neN
n

dogal sayisi vardrr ve (1] c[a,1]c {1 ,1} ve VX e {1 ,1} icin f (X) =1 oldugundan
n

n
1
0< I f(x)-f (X)‘dx oldugundan (*)

f,(0 = f(x)x< || f,00 - f (x)dx < j

S| —

esitsizliginden n € N sayisi, % <a,n>N (S) olarak alinirsa;
1 1
VE>0 igin 0< ﬂl— f (X)‘dx < & oldugu goriiliir. Dolayisiyla _Hl— f (X)‘dx =0olup
VX e [a,l] i¢in f (x) =1 dir. O halde; f(«)=1 dir. Diger taraftan; f :[—l,l] —->R
fonksiyonu siirekli oldugundan Iir?+ f () = f (0) =1dir. Bu ise;
f(0)=0 olmas1 ile gelisir. Dolayisiyla; { fn} c C([—l, l],]R) dizisi, (C([—l, 1],R),|| ||1)

normlu lineer uzaymda yakinsak degildir. O halde; (C([—l, 1],R), || ||1)n0rmlu lineer uzay1

bir Banach uzay1 degildir.
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Teorem 1.4.14: (X|| ||) normlu bir lineer uzay, x, € X,aeF ve {a,} cF , {x,} =X

I
iki dizi olsun. Bu takdirde; lim x =x, ve lim aniaise; {a,x,} < X dizisi, (X,] )

Nn—>-+o N—>+0

I
normlu lineer uzaymda yakmsak ve lim o x, =ax, dir.

N—-+o0

1.5. Normlu Lineer Uzaylarda Yakinsak Seriler ve Sirah Olmayan Damga
Kiimeli Yakinsak Seriler

Tamm 1.5.1.[8]: (X,| [)normlu bir F —lineer uzay ve {x,} = X bir dizi olsun.

S,=xve VneN\{l}i¢in S, :=S_,+Xx, seklinde tanimlanan {S } < X dizisine; (X,| |)

+00

normlu F —lineer uzaynda genel terimi X, € X olan bir sonsuz seri denir ve Zxk ile
k=1

gosterilir.

Tamm 1.5.2.[8]: (X,|| [)normlu bir F —lineer uzay ve > x, bu uzayda verilen bir seri
k=1

n +00
olsun. vneN i¢in S, = Zxk € X elemanina, Zxk serisinin n.kismi toplami denir.
k=1 k=1

I =

Eger; {S,} dizisi bu uzayda x e H noktasina yakmsak yani; lim S =x ise; > x, serisine

N—+00 k=1

+00
yakimsak ve toplam1 x ’dir denir ve bu durum z X, = Xile gosterilir.
k=1

Tamm 1.5.3.[8]: (X,| |)normlu bir F —lineer uzay, | #@bir damga kiimesi ve

{Xi}iel c Xolsun. V& #J clsonlu alt kiimesi igin ij € X elemanlarindan olusan
jed

5

jed

@#J clvedsonlu }c X alt kiimesine; i€ ligin i.genel terimi X € X olan |

damgali bir seri denir ve Z X, < X ile gosterilir.

iel

Tamm 1.5.4.[8]: (X, [)normlu bir F —lineer uzay, | #@bir damga kiimesi ve »_X; bu

iel

uzayda verilen bir seri olsun. V& >O0sayisina karsilik sonlu bir & #J, | alt kiimesi
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bulunabilir dyleki J. < Jolan her sonlu Jclalt kiimesi i¢in < £ olacak

X=X,

jed

sekilde bir X e X eleman: varsa, ZXi serisine yakmsak ve Xe X ’e ZXi serisinin bir

iel iel

toplami1 denir.

Teorem 1.5.5: (X, | |) normlu bir F —lineer uzay, | # bir damga kiimesi ve )_x; bu
iel
uzayda verilen bir seri olsun. ZXi serisi bu normlu lineer uzayda yakmsak ise; ZXi
iel iel

serisinin toplami tektir.

Ispat: x,ye X ,ZXi serisinin yakimsak oldugu iki nokta ve & > 0keyfi alinan bir pozitif

iel

say1 olsun. X € X noktas, ZXi serisinin toplami oldugundan §> Oicin 3T # J. — I sonlu

iel

~¥J; < J < Isonlu J alt kiimesi igin ||Ix—>"x

jed

g *
<E *)

dir. Benzer sekilde; y e X noktasi, Z X; serisinin toplami oldugundan % > 0i¢in

iel

<™

3D #J. clsonlu ..vJ. < J < I sonlu J alt kiimesi igin 5

y=2%

jed

dir. J,:=J;UJ; almirsa; (*) ve (**)’dan

O<|x=y[=lx=2x+> %-y

jed jed

5

jed

&
<_
2

0<|x=y|<x=> x|+

jed

E £
0_ — —_ —_=
<||x y||<2+2 E

oldugu goriiliir. VE >0igin 0< ||X - y|| < & oldugundan ||X - y|| =0dolayisiyla; x =y dir.

Notasyon: (X,| [) normlu bir F —lineer uzay, ) X bu uzayda yakimsak ve toplam1 X € X

iel
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olan bir seri ise; bu durum x = x seklinde gésterilir.

iel
Bu paragrafin geriye kalan kisminda normlu lineer uzaylarda | damga kiimesinin 7Z

tamsayilar kiimesi olmasi halinde, z X, seklindeki serilerin yakinsakligz ile ilgili bazi
keZ

teoremler ve ispatlar1 verilecektir.

Teorem 1.5.6: (X,| [)normlu bir F —lineer uzay, Z tamsayilar kiimesi ve {x} <X

+00 -1 +00 -1
olsun. Zxk, Z X, serileri yakmsak ve u,ve X i¢in u ::Zxk, V= Z X, 1Se; Z:Xk
k=0 k=—o0

k=0 k=—o0 keZ

serisi yakinsak ve Z X, =u+vdir.
keZ

n -1 +o0 -1
Ispat: VneNigin S =) x ve T =) x swasiyla D X, Y X serilerinin n.kismi
k=0 k=-n k=0 k=—00

toplamlar1 olsun. lim S, =u ve lim T, =v oldugundan V& > 0sayisina karsilik bir

nN—+o0 n—-+o0

N (€) e N dogal sayis1 bulunabilir ..VneN,n>N(€) i¢in

X &
Ju=Sll=pu-2xj<5
k=0
—1 8
ve M-Tl=p- 2 %<5
k=-n

dir. J.:=[-N(&),N(€)]Z alnirsa; D= J, =J <Zolan her sonlu J alt kiimesi icin

m, = En kiguk eleman J ve n; := En blytk elemanJ ise; m; <-N(€) ve n, > N(€)

1 n;
oldugundan D X=X+ DX (***)
k=m; k=0

ked

dir. O halde; (*), (**)ve (***)’dan her sonlu J cZ..J#J, < Ji¢in <&

U+v—> X,

ked

oldugu goriiliir. O halde; z X, serisi yakinsak ve z X, =Uu+vdir.

keZ keZ

Teorem 1.5.7: (X,] |)normlu bir F —lineer uzay ve {x,} , <X olsun. > x, serisi
keZ

n
yakinsak ve X € X igin X =)_ X, ise; Vn e Nigin n. genel terimi S = > x, olan
kez k=-n



46

{S,} = X dizisi yakmsak ve lim S, = xdir.

N—-+oo

Ispat: x= z X, oldugundan V& > Osayisina karsilik sonlu elemanli bir &= J. c Zalt

kez

kiimesi vardir dyleki J, «J cZolan VJ c Zigin |x— < £ dir. O halde;

2%

ked

N(€) = max{jm|me J, } +1 olsun. Bu takdirde; J, <[-N(&),N(&)]"Z oldugundan

n>N(€) olan YneNigin J, =[-n,n]NZ dir. O halde; ¥vneN,n>N(€)igin

Zxk X— > %

ke[-n,n]~Z
dir. O halde; {Sn} c X dizisi yakmsak ve lim S = xdir.

N—+o0

<&

=S4l = |x

Uyan 1.5.8: Bu teoremin tersi genelde dogru degildir.

Ornek olarak; (]R,| |) reel normlu lineer uzayinda X, =0 ve Vk e Z\{O} i¢in X, =% olan

Z:Xk serisi goz Oniine almsin. VneNigin S = Z X, =0 oldugundan {S,} R dizisi

keZ k=—n

yakmsak ve lim S, =0dwr. Fakat; ZX serisi yakmsak degildir. Varsayalim ki; ZX

n—>+e0 keZ keZ

serisi yakmsak ve xe R i¢in X = Z X, olsun. O halde; 1> Osayisina karsilik sonlu
keZ

elemanlt bostan farkli bir J; < Z alt kiimesi bulunabilir 6yleki J, = J < Zolan her sonlu

2%

ked

J alt kiimesi i¢in (X — <1dir.

O halde; N = Max{|m”m IS J1}+1 alinirsa; J, C[—N, N]F\Z ve Vn e Nigin

J, <[-N,N+n]NZ oldugundan ¥n e Nigin

N+n 1

= D X=X+ x= DX
ke[-N,N+n]Z ke[-N,N]nZ

% <2+ N oldugu goriiliir ki bu negatif terimli olmayan Zl harmonik serisinin
k=1

< 2 dolayisiyla; ¥n e Nigin

k=N+1 k

M
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raksak olmasi ile ¢elisir. O halde; Z X, serisi yakinsak degildir.

keZ

Teorem 1.5.9: (X,| |) bir F —Banach uzay: ve {X} _ < X olsun. D" x, serisinin

kezZ
+00 -1
yakinsak olmasi igin gerek ve yeter kosul Z Xy s Z X, serilerinin yakinsak olmasidir.
k=0 k=—c0

Ispat:

+00 -1
I kZ:xk , kz X, serileri yakinsak ise; kZ: X, serisi yakisaktir.
=0 =—00 eZ

+00 -1 +00 —1
Zxk, Z X, serileri yakmsak ve U,ve Xigin u= ) X, v= > X ise; ZXk serisi
k=0 k=—o0 k=0 k=—o0 keZ
yakinsak ve Z X, =U+V oldugu Teorem 1.5.6’dan biliniyor.

kez

+00 -1
ii. )X serisi yakisak ise; »_X,, > X, serileri yakinsaktir.

keZ k=0 k=—o0

n
z X, serisinin yakmsak oldugu veriliyor. Xe X i¢gin X = z X, vevVnhneNigin S, = Z X, s
k=0

keZ keZ

-1 400 -1
T, = Z X, sirastyla Zxk, Z X, serilerinin n.kismi toplamlari olsun. X = Zxk
k=-n k=0 k=—0 keZ
oldugundan V& > 0Oigin sonlu elemanli bostan farkli bir J, < Z alt kiimesi vardir 6yleki

X=X,

ked

J. < Jolan her sonlu J — Z alt kiimesi igin <§ dir.

N(E) = Max{|m”m € J5}+1 alimirsa; Vp>q=N(E)i¢in J, <[-N(E), p]NZ ve

Je <[-N(£),9]Z oldugundan Vp,qeN.. p>q=N(£)igin

[ Z X, —xj+(x— Z xkj
ke[-N(€),p]nZ ke[-N (€),q)Z

dir. O halde; {Sn}c X dizisi bir Cauchy dizisidir. Dolayistyla; (X,| [) bir F—Banach

HSD_SQHZ <&

uzay1 oldugundan {Sn} c X dizisi yakinsaktir. {Sn} c X dizisinin yakinsak olmamz X,

k=0
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serisinin yakinsak oldugunu gdsterir. Benzer sekilde; {Tn} < X dizisi bir Cauchy dizisi

-1
oldugundan yakimsak ve dolayisi ile Z X, serisi yakinsaktir.

k=—o0

1.6. Normlu Lineer Uzaylarda Sinirh Lineer Doniisiimler

Tamm 1.6.1: (X, ||, )ve(Y,| |,) ikinormlu F — lineer uzay ve T e L(X,Y) olsun.
Vxe X icin HT(X)HY <M|x|, olacak sekilde bir M >0 says1 varsa; T doniigiimiine

(X, | [l,) normlu’ F —lineer uzaymdan (Y, ||,) normlu F —lineer uzayma bir smirl: lineer

doniisiim denir.

Notasyon: (X,| |,) normluF — lineer uzaymdan, (Y,| |,) normlu F —lineer uzayma
olan tiim sinirl fonksiyonlarin kiimesi B(X,Y) ile gosterilir. Yani;
B(X,Y)={T|T : X —Y smurh bir lineer déniisiim } dir.

Eger; X =Y ise; B(X, X)=B(X) ile gosterilir.
Ornek 1.6.2: T:(C([0,1],R),] |,)—(R.| |) fonksiyonu, vf eC([0,1],R) icin
1
T(f)= j f (t)dt olarak tanimlanirsa; T doniisiimii C([0,1],[R) iizerinde sinirh bir lineer
0
déniisiimdiir. Gergekten; Vvf,g e C([0,1],R), Ve, B €Rigin
1 1
T(af+89)=[(af +pg)M)dt=[af®)+Bg(t)t
0 0
1 1
=a f(t)dt+p[g(t)dt
0 0
=aT (f)+/4T(9)

oldugundan T doniisiimii lineer bir doniisiimdiir. Ote yandan; Vf C([O,l] ,R)i¢in

0<|f(®)|<|f|, oldugundan
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1 1 1
T(F)] =] f @t < [|f @< [|| £ dt<||f], dir. vf eC(0.1],R)igin
0 0 0
[T(f)|<||f|. esitsizligi, T lineer doniisiimiiniin smirl: bir lineer doniisiim oldugunu
gosterir.
Ornek 1.6.3:

CY([0.1],R) = { f| f :[0,1] — Rstirekli bir fonksiyon ve vx €[0,1]icin f'mevcutve f’eC([0,1],R) }
olsun. C*([0,1],R) kiimesi, R iizerinde bir lineer uzay ve C'([0,1],R) = C([0,1],R)

oldugundan (Cl([O,l],R),” ||OO),(C([O,1],R),|| ||OO) ‘nin bir alt lineer uzayidir.
(oA 1) (cou R |
doniigiimii, Vf € C([0,1],R) igin T(f):= f' olarak tammlanirsa; vf,g e C*([0,1],R) ve

Ya,f R igin (af +ﬂg)r =af’'+ g’ oldugundan T (o f +ﬂg):aT(f)+ﬂT(g)d1r.

O halde; T doniistimii lineerdir.

Fakat; T doniisiimii sinirh degildir. Eger; T doniistimii, sinirlt bir lineer doniisiim
olsayd1 vf € C*([0,1],R) i¢in [T(f)| <M |f| olacak sekilde bir M; >0 sayisi
bulunabilirdi. vne N igin f,:[0,1] >R fonksiyonlar: f, (t):=t" olarak
tanimlanirsa, agik olarak VneN icin f, € Cl([O,l],]R) olup fn' (t) =nt"? dir. O halde:
£

n

vneN igin [T (f,)]. =

=n ve ||f,|. =1 dir. Buradan; VneN i¢in

||T(fn)||w <M; || f, ||OO oldugundan VneN igin n < M; olur ki; bu N dogal sayilar

kiimesinin {istten sinirli olmasiyla celisir. Dolayisiyla, T lineer doniisiimii sinirli degildir.

Teorem 1.6.4: (X, ||, )ve(Y.| |,)iki normlu F— lineer uzay ve T e L(X,Y) olsun. Bu

takdirde; asagidaki sartlar birbirine denktir:

i. T,6, € X noktasinda siireklidir.
ii. T,X flzerinde siireklidir.

iii. T,X tzerinde sinirhdir.



50

iv. T,X ilizerinde diizgiin siireklidir.
ispat:
I=ii T,0, € X noktasinda siirekli ise; T, X {izerinde siireklidir.
ae X keyfi fakat sabit alinan bir nokta olsun. T,6, € X noktasinda siirekli

oldugundan V&> 0 i¢in 35 =5(6,,€)>0 .. |[x—-6, |, <& olan ¥xe X igin

[T(x)-T@®)], <€ dir. T(6)=6, oldugundan |x|, <& olan ¥xe X igin |T(x)[, <€

, <oolan vxe X igin [T (x—a)|, =|T(x)-T(@)], <&dur.
Dolayisiyla; T, a e X noktasinda siireklidir. a € X noktasi keyfi oldugundan T, X

uzerinde sureklidir.

il =iii T, X itzerinde stirekli ise; T, X tizerinde sinirhdur.
T, X iizerinde siirekli oldugundan X ’in her noktasinda siireklidir. O halde; 6, e X

noktasinda siireklidir. O halde; 1> 0 i¢in 35 =5(6,,1)>0 .. |lu—6, |, =ul, <& olan
Vue X igin [T (u)-T(@)|, =|T (u)], <1 du.

xe X keyfi fakat sabit alinan bir nokta olsun. x e X \ {6, } ise;

o) bo)
———Xe X i¢in [|[—=——X| =— < oldugundan
2|x], 2, |, 2
Fo) o) fo)
T| ——X || =[———T(X :—T = T <1 dir. O halde;
e J 2, ", =l OOk = 7O
) 2 )
xe X\ {6, }igin T (x|, —||x||x dir. [T (6 )], =l&, :0:5”6?X |, dir. O halde;

M :=§ alinirsa; Vx e X igin HT (X)HY <M ||X||X oldugundan T, X tizerinde smirhdir.

li=iv T,X fizerinde sinirliise; T, X iizerinde diizgiin siireklidir.

X,y € X keyfi fakat sabit alinan iki nokta olsun. Xx—y € X ve T, X iizerinde smirh

oldugundan M >0 sayis1 oyleki HT (x— y)HY = HT (x)-T (y)”Y <M |x- y||x dir. O halde;
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olarak alinirsa;

VE>0 igin & = 1+8M x—Y|, <& ve Vx,y e X igin

<&olur. O halde; T,X iizerinde diizgiin

HT(x)—T(y)HY <M|x-y]|, <M5=M T

sureklidir.

iv=1 T,X iizerinde diizgiin slirekli oldugundan T, X {izerinde siireklidir. O halde;

T,6, € X noktasinda stireklidir.

Tamm 1.6.5: (X, ||, )ve(Y,| |,)iki normlu F —lineer uzay ve T e B(X,Y)olsun.
T €B(X,Y)oldugundan {M|M >0veVvxe Xicin|T (x)], <M ||, } = R* {0} kiimesi

bostan farklidir. Ustelik, 0 € R say1s1 bu kiimenin bir alt siniridir. O halde;

{M M >0veVvxe Xigin HT (X)HY <M x|, } kiimesinin infimumu mevcuttur.
[T||:= inf {M |M >0vevxe Xigin|T (x)], <M|x], } >0

sayisina, T sinirlt lineer doniisiimiiniin normu denir.

Teorem 1.6.6: (X, ||, )ve(Y.| |,)iki normlu F— lineer uzay ve T € B(X,Y)olsun. Bu
takdirde; vxe X icin |[T ()|, <|T[[l], d.
ispat: S = {M IM >0vevxe Xicin|T (x)|, <M x|, } olsun. |T||:=inf S; oldugundan
wneN igin [T|<M, <[||T||+%j olacak sckilde M, €S, sayilari meveuttur. O halde;
Vx e X igin |x|,, 20 oldugundan Vxe X ve VneN igin

I = Ml <( 1 i (4
dir. Ote yandan; M, €S, oldugundan vxe X ve VneN igin [T ()|, <M,[x], (**)
dir. (*)ve (**)°dan wxe X ve vneN icin [T (x)], £(||T||+%j||x||x dir

Son esitsizlikten, x € X noktalar1 sabit tutulup N — 400 i¢in limit alinirsa;

Vxe X igin HT (X)HY < ||T||HT (X)HY elde edilir ve ispat tamamlanur.
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Teorem 1.6.7: (X,| |,).(Y.] ||,) ve (Z,] |,) ti¢ normlu F — lineer uzay olsun.
T eB(X,Y),SeB(Y,Z) ise; ST e B(X,Z) ve |ST||<|S||T] du.
Ispat: Vx,ye X ve Va, S eF icin
ST (ax+By)=S(T (ax+BY))
=S(aT (x)+ 4T (y))
=aS(T(x))+AS(T (x))
=a(ST)(x)+B(ST)(x)
oldugundan ST e L(X,Z)dir. Ote yandan; Vx e X _icin

)OO, =[5(T (O, <Is1IT (9, <[S/ITlId] oldugundan

ST e B(X,Z) ve |ST|<|s]|T] dir.

Sonu¢ 1.6.8: T € B(X) ve VneN icin T" e B(X) ve |[T"| <|T]" dir.

Ispat: 1e Nigin |T||<|T|| oldugundan iddia dogrudur. Tiimevarim hipotezi olarak ne N

icin iddianin dogru yani; T”H < ||T ||n oldugunu kabul edelim.O halde; n+1 i¢in tiimevarim

n+1

T =TT |<[T"|ITI<[T]"T]=|T|"" oldugu goriilir. O

hipotezi ve Teorem 1.6.7’den

T <[T|" dir.

halde; tiimevarim ile ispat metoduna gore; Vn e N i¢in
Teorem 1.6.9: (X[ [, Jve (Y] [, ) iki normlu F — lineer uzay, T e L(X,Y)ve
A= {HT (X)HY ‘ xe X ve |||, Sl} cR*U{0}olsun. T € B(X,Y) olmas i¢in gerek ve yeter

kosul A kiimesinin bostan farkli ve iistten sinirli bir kiime olmasidir. Sartlardan birinin

saglanmas1 halinde ||T || =sup Adr.

Ispat:

i TeB(X,Y)ise; A= {HT(X)HY‘XG X ve [x], 31} cR* U{0} alt kiimesi bostan

farkli , tistten smurli bir alt kiime ve ||T|| =sup Adir.

6, € X icin ||t9x ||>< =0<1 oldugundan A alt kiimesinin tanimndan
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IT(6x)|, =l&]l, =0€ A olup; A= dir. T € B(X,Y) oldugundan Vx e X igin

HT(X)HY <[T]Ixll, dir. Son esitsizlikten;

X|| « 1 kosulunu saglayan Vxe X i¢in

HT (X)HY <|T| oldugu gériiliir. Dolayistyla A kiimesi, |[T||> 0sayis1 ile iistten smirhdr.

J# Ac R istten sinirlt oldugundan sup A vardir ve ||T|| >0 sayisi, A’nin bir {ist sinir1

oldugundan o :=sup A< ||T|| dir. x € X olmak tizere; VE> Osayisi i¢in Xe X ve

1
Xl +€

;X <1 oldugundan T( 1 XJ e Adir. O halde; V&> Osayisi igin ve

Xl +€ 1, Xl +€ 7)),

VX e X igin T{ ! x] <sup A=a, yani; V&> Osayisi igin ve VX € X igin
X, +€ )],

[T O, <e(ix +¢€)
dir. x e X noktalar1 sabit olarak diisiiniildiigiinde HT (X)HY < (Z(”X”x +5) esitliginin her iki

tarafinn  £— 0"icin limiti almwrsa; Vxe X i<;inHT (X)HY <aX|, dir. O halde; |T|’nin

tanimindan ||T || < aolur. Dolayisiyla; T|| <ave a< ||T|| oldugundan SupA = ||T|| dir.
i. A= {HT (X)HY ‘ xe X ve [x|, < 1} < R*U{0} alt kiimesi bostan farkls, tistten smurl
bir alt kiime ise; T € B(X,Y) ve |T||=sup A dr.

A kiimesi bostan farkli ve iistten sinirli oldugundan A ’nin en kiigiik iist smir1

vardir. «:=supAolsun. 0e Aoldugundan «>0dr. Xxe Xolsun. VE>O0Osayisi igin

T (—1 XJ
Xl +€

<a,yani; VE>0 ve VX e X igin

e Adir. O halde; V&E>0

Xe Xve X| <1 oldugundan

Xl +€ [l +& 1,

T(—l x]
Xl +£7 ),

HT (X)HY < a(”x"  TE ) dir. X € X noktalar1 sabit olarak diisiiniildiigiinde

Y

sayist ve VX e X i¢in

HT (X)HY < a(”x”x + 8) esitliginin her iki tarafinin £— 0" igin limiti alinirsa;
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vxe X igin|[T (x)|, <e|x], dir. O halde; T e B(X,Y)dir.

[l ::inf{M M 20..vxe X igin [T (x)|, <M ||x||x}01dugundan IT|I< e dir.

Diger taraftan;

T(X)HY £||T||||X||>< ve ||X||X <loldugundan V x e X i¢in HT(X)HY <|T| dir.
@) halde;||T||20say1s1, Akiimesinin bir ist sinir1 oldugundan aS”T”dir. Dolayisiyla;

||T || <ave a< ||T|| oldugundan a = ||T||dir.

Teorem 1.6.10: (X, || [,)ve(Y,| |,) iki normlu F — lineer uzay olsun. Bu takdirde;
i, B(X,Y) kiimesi iizerindeki toplama ve skalerle carpma islemi
VT,SeB(X,Y) ve VaeF icin
(T+S)(x)=T(x)+S(x) ve (aT)(x)=aT(x) olarak tammlanirsa;

B(X,Y) kiimesi, F cismi tizerinde bir lineer uzaydir.

i. | [:B(X,Y)—>R fonksiyonu, ¥T € B(X,Y) i¢in

[T||:=inf {M M >0veVvxe Xigin HT (X)HY <M x|, } olarak tanimlanirsa;

fonksiyonu, B(X,Y) iizerinde bir normdur.

Ispat:
i. T,SeB(X,Y) oldugundan 3IM;,M; >20..Vxe X i¢in ||T(X)||Y <M; ||X||X ve

ISM)[l, <Mg|x|, dir. O halde; ¥x,ye X ve YaeF igin
[T +8)CN, = [T () +s ()], <[ (9, +s (),
< Mo [ + Mg [x] =(Ms + Mg )],
ve |(@T)(X)], =|eT (x)], =|el|T (X)], <|e|M ||, oldugundan T +S,aT eB(X,Y)

dir. Toplama islemine ve F ’nin elemanlar1 ile elemanlarmin skaler carpimima gore kapali
olan B(X,Y)kiimesinin, F iizerinde bir lineer uzay olmasi i¢in gerekli aksiyomlari
sagladig1 kolayca goriiliir.

Bu lineer uzaym sifir elemani, O: X —Y,Vx e X igin O(X) =6, seklinde
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tanimlanan sinirl lineer doniistimdiir.

ii. | | fonksiyonunun, B(X,Y) iizerinde bir norm oldugunu gosterelim.
e VT eB(X,Y) i¢in [T >0 oldugu agiktr.
e T eB(X,Y) igin |T||=0olsun.
O halde; |T|:=inf {M IM >0vevxe Xicin|T(x)|, <M ||x||X} oldugundan Vx e X igin

Teorem 1.6.6” dan HT (X)HY <|[T[l[Ix], oldugundan 0 < HT (X)HY <|[T[lx], =0.|x]|, =0

oldugundan T (x)[, =0 dir. O halde;
T(x)=8, ise; T =0 dur. Tersine olarak; T =0 olsun. O halde; Vx e X igin

||0(X)||Y =[6,|l, =0=0.|x|, oldugundan O eB(X,Y) ve 0<||O| <0dir. Dolaysiyla;
0| =0 dur.

T(x)|, =0=T(x)=6, oldugundan Vxe X igin

e VaeF ve VT eB(X,Y) ise; ||oT|=«|[T| dir.
a =0 ise ispat agik.
@ #0 olsun. O halde; xe X isin [T (x)], <[[T||}q,, oldugundan [a|T (x)], <|a[T[Ix],
dir. O halde; Vxe X igin |(aT)(x)|, <(|e|[T[)|X], dr. Dolaystile [T <|a|[T| dir.

Tersine olarak; Vx e X i¢in

< 1
IieT)OON, <[l otdugundan T (), <faTllixh = [T (<), < ZllaT i, d

O halde; ||T|| <i||aT || = |a|||T || < ||aT|| dir. Dolayisiyla;

“Ta oT| <[] ve|a|T]<[aT]|

o] =e|T] dir.

e T,SeB(X,Y) keyfiolsun. vxe X icin [T (x)], <[T|lIx], ve [S(X)], <[IS|IXl.
oldugundan vxe X igin |(T+S)(x)|, <[T(X)[, +||S(x)[, <([T]+[SDIx] dir. O halde;
[T+s|<|T]+|s| dir
Teorem 1.6.11: (X,|| [)ve(Y.| [,) iki normlu F — lineer uzay olsun. (Y,| |,) normiu

F — lineer uzay1 bir Banach uzay1 ise; (B(X ,Y),|| ||) siirli lineer doniisiimler uzay1 bir

Banach uzayidir.
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ispat: {T,} = B(X,Y),(B(X,Y).| |[)normlu F — lineer uzaymda bir Cauchy dizisi olsun.
O halde; V&> 0 igin IN(£)=NeN . ¥p,qeN, p,q= N igin [T, ~T,[ <& dir. O halde;

X, € X keyfi fakat sabit alman bir nokta olsun. {T,} = B(X,Y),(B(X,Y),| |)

normlu lineer uzaymnda bir Cauchy dizisi oldugundan &£>0 verildiginde W>O
+11%, X

sayisma karsilik 3N (Lj =NeN .. Vp,qeN,p,q=> N igin HTp T, H < _& (*)
L+ [, L[,

dir. Ote yandan; VneN igin T, € B(X,Y)oldugundan p,qeN igin T,-T, eB(X,Y) dir.

O halde; wxe X igin |(T, =T, )(x)], <[[T, =T, Ixl, . vani;

T2 (0=T, G, <[ =TI,

oldugundan (*)’dan Vp,qeN, p,q>N (ﬁ} igin [T, (%,) =T, (%) | <& dir.Bu
1%, X

bize gosteriyor ki X, € X keyfi fakat sabit alindiginda {T (%, )} <Y dizileri, (Y,| |,)

normlu F — lineer uzayinda bir Cauchy dizisidir. O halde; VN eN ve Vxe X igin

{T.(x)} <Y dizileri, (Y,] |,) normlu F —lineer uzayinda birer Cauchy dizisi ve (Y. |,)

normlu F —lineer uzayi bir Banach uzay1 oldugundan ¥neN igin {Tn (X)} cY dizileri bu

doniisiimii vardir.
I. T : X =Y doniisiimii sinirlt bir lineer doniigiimdiir.
Gergekten; VX, ye X ve Va,f eF igin

T (ax +ﬂy):Y limT, (ax+py)= lim oT, (x)+ AT, (y)
=a limT, (X)+,3n|LrﬂoTn (y)

=aT (X)+ AT (y)

) Iy
dir. O halde; T doniisiimii lineerdir. Ote yandan; Vx e X ig¢in T (X): = limT, (X) idi.

nN—+o0

O halde; x e X keyfi fakat sabit alindiginda X e X \ {9)( } i¢in ”X”x >0 sayisma karsilik
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N, =N, (|x],)eN .. ¥neN,n= N, igin

L(0-T(, <Xl (%) dir. Ayrica
{T,} =B(X,Y) bir Cauchy dizisi oldugundan 1> 0 sayisina karsilik
IN=N(1)eN..vp,qeN,p,q=N igin [T, -T,| <1dir. Ozel olarak; VpeN,p=N igin
[T, —Ty|<1dir. vpeN, p=N icin [T, (x)=Ty (X)], <|T, =Ty JIXly <[¥lx (=*) dir.
VvpeN saystigin p> N, N, alindiginda (*),(**) *dan
T Ol =[T (-7 ()+T( “Tu () +Tu (¥)],

<[, (=T (9, +[T () -Ti( H +[T (),

<[Ixl, +||X||x +||TN 1],

<(2+ [Tl
dir. x=6, ise; [T (6 )|, =0<(2+|T.[)l|éx[, =0 olur. Dolayisiyla; ¥x e X igin
T ()|, <(2+]Tu[)IX] oldugundan dolayr T € B(X,Y) dir.

I
ii.  limT, =T dir. Gergekten;

n—+o0

E> 0 keyfi olsun. { } < B(X,Y) bir Cauchy dizisi oldugundan % > 0 sayisina karsilik

HN(ngN eN..Vp,qeN, p,g>N igin HTP —Tqu<§ (*) dir. XeX\{HX} keyfi

Iy
alalim. O halde; T (X) c=1limT, (X) oldugundan g”x”x >0 sayisina karsilik

AN, =N, [%”x”x j eN-vpeN,p=N, icin [T, (x)-T (x)], —||x|| ) dir.
(*) ve (**) ‘dan Vpe N, p>N, N, olarak segilirse; ¥neN,n>N(&)i¢in
\ T, () +T, (=T (4],

=T, (0, [T (=7 (),

punxnx + 2|,

2
<2,
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olur. 8, € X i¢in 0=

T(6)-T(6,), <§||ex |, =0 dir. O halde; wxe X .. |x], <1ve

vneN,n> N(S) icin

2E 28 .
T,(x)-T (X)HY < ?”X”X <3 dir. Dolay1siyla;
vxe X .. ||X||X <lveVneN,n>N (5) icin
2E
T, -] :sup{H(Tn ~T)(X)], | xe X, Sl} <<€

I
olur. Son esitsizlikten; lim T =T dir.

Tamim 1.6.12: (X,|| ”x) normlu bir F— lineer uzay olsun. f: X — F sinirli bir lineer

dontisiim ise; f fonksiyonuna, X iizerinde tanimli smirli bir lineer fonksiyonel denir.

Teorem 1.6.13: (X.|| [, )ve (Y,] |) iki F— normlu lineer uzay ve T B(X,Y) olsun.

Bu takdirde; CekT < X, X kapali bir alt uzayidir.
Ispat: T eB(X,Y)oldugundan T siireklidir. Dolayisiyla T  dizisel siireklidir.

CekT < X, X ’in bir alt lineer uzay oldugu biliniyor.

x € CekT keyfi olsun. O halde; lim x, =x olan en az bir {x,} =CekT dizisi

N—-+o0

meveuttur. VneN i¢in X, € CekT oldugundan T(x,)=0 ve T eB(X,Y)dizisel siirekli

oldugundan T(x)= limT(x,)= lim &, =6, olur. Son esitlikten; x € CekT igin x € CekT

N—+o0 N—+o00

oldugundan CekT < CekT dir. Dolayisiyla; CekT =CekT oldugundan Teorem 1.1.17’den

CekT < X kapali bir alt lineer uzaydir.

Sonug 1.6.14: (X,| |, ) normlu bir F— lineer uzay ve f eB(X,F) ise;Cekf = X, X ’in

kapali bir alt lineer uzayidir.

Teorem 1.6.15: (X, [, )ve (Y.| [, )iki normlu F —lineer uzay ve T:X — Y bir lineer

doniisiim olsun. T ’nin bir izometri olmasi igin gerek ve yeter kosul Vx e X igin
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”T (X)”Y = ||X||X olmasidir.

Ispat:

i. T lineer déniisiimii bir izometri ise; Wx e X igin [T(x)], =x| dir.
T bir izometri oldugundan ¥x,y e X igin [T(X)=T(y)|, =[x-Y]|, dir. O halde; vxeH
igin [T(X)=T(8,)|, =[x—6], oldugundan [T(x)|, =|x|, dir.

ii.  vxeXigin [T(X)], =|X|, ise; T lineer doniisiimii bir izometridir.
vx e Xigin [T(X)|, =[], oldugundan X,y eH keyfi alindigindan Xx—yeH oldugu goz
oniine  alindiginda;  |T(x—y)|, =[x-y|, dir. O halde; T lineer oldugundan
Tx=y), =TT, =[x—Y], ve dolayist ile; Vx,y e X icin

||T x)-T (y)||Y = ||X - y||X dir. Son esitlikten; T : X — Y lineer doniisiimii bir izometridir.

Teorem 1.6.16: (X[ [, )ve (Y.] [, ). X #{6x} olan iki normlu F —lineer uzay ve

T : X =Y bir lineer doniisiim olsun. T lineer doniisiimii bir izometri ise; T smirl bir lineer
doniisiim olup ||T|| =1dir.

Ispat: X = {9X } oldugundan 3x, € X .. X, # 6, dir. T:X —>Y bir izometri oldugundan

vxe X igin [T(X)|, =X|, dir. O halde; T, =%l

1
T| ——X
[leollx J
1
T| ——X
Lllxollx j

1< Sup{HT (X)HY ‘ xe X, ||X||X Sl} = ||T || dir. Dolayistiyla;

T||£1 dir. Diger taraftan;

=1dir. LXO e X igin

oldugundan
\ %1l

ixo =1ve
%l

=1loldugundan 1e {HT (X)HY‘X e X,|X|, Sl} dir. O halde;

Y

T”§1Ve 1S||T|| oldugundan
IT]| =1 dir.

Uyan 1.6.17: Bu teoremin tersi genelde dogru degildir. Yani; (X A )Ve (Y,|| I, ) iki
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normlu F —lineer uzaylari i¢in ||T|| =1 olan smirh bir T : X —Y doniisiimiiniin daima bir

izometri olmas1 gerekmez.

Gergekten; |2((C)Z={X=(X1,X2 ..... Xk,...)|{xn}c(CbirdiZivei|xk|2<+oo}olmak lizere;

k=1
(I2 ((C),” ||2) kompleks normlu lineer uzaymi goz Oniine alalim. Bilindigi {izere;

Vxel, ((C) icin ||x||2 = Z|Xk| dir. Bu takdirde; e =(10,...,0,...) €l,(C) olmak iizere;
k=1

VX = (X, X o) €L, (C) igin T 21, ((C) -1, ((C) dontigimii T (X) := X olarak tanimlanirsa;

T, smirl bir lineer doniisiimdiir. Gergekten; Vo, S C ve VX, y el, ((C) icin

T(ax+pBy)=T(ax + £Y,,0,...,0,...)
=aT(x,0,..,0,..)+ AT (y,,0,...,0,...)
=aT (X)+4T(y)

oldugundan T :1, ((C) —1, ((C) doniisiimii lineerdir. Ote yandan;

T, =[x|< (f]xdjz = ||, oldugundan T :l,(C)—1,(C)lineer déniisiimii simnirlidir
k=1

ve [T||<1 (*)dir. Diger taraftan; € =(10,...,0,...)€l,(C) icin T (e,)=¢,ve
HT (el)H2 =|ef, =1 oldugundan 1<|T| (**) dir.
(*) ve (**) ile |T| =1 dir. Fakat; T :1,(C)—1,(C)déniisiimii bir izometri degildir.

Gergekten;
x=(i,2,0,..,0,..),y=(i,0,-2,0,..,0,..) e L,(C) i¢in

x—y=(0,2,2,0,..,0,..) €l,(C) ve [x-y|, =22 dir. T(x)-T(y)=(0,0....,0,...)
IT()=T(Y)], =0 272 =|x~y], oldugundan ¥x,y e X icin [T(x=y)|, =[x-Vy],
kosulu saglanmaz. O halde; T :1,(C)— I,(C)doniisiimii bir izometri degildir.

Ote yandan; herhangi bir (X,| ||, ) normlu lineer uzayinda, 1: X — X zdes doniisiimii bir

izometri olup |[I]|=1 dir.
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1.7. I¢ Carpim Uzaylan

Bu kisimda, (F,+,‘) cismi olarak (]R,+,-) reel sayilar cismi veya ((C,Jr,-) kompleks

sayilar cismi goz Oniine alinacaktir.

Tanmim 1.7.1: H bir F — lineer uzay olsun. (,): HxH — F, asagidaki sartlar1 saglayan bir
doniisiim ise; (,) doniigiimiine, H iizerinde taniml bir F —i¢ ¢arpim ve (H ,<,>) ikilisine de

bir F —i¢ ¢arpim uzay1 denir.

i VXxeH igin <X,X>ZO,
ii. xeHigin (x,x)=0 < x=6,

iii.  Vx,yeH igin (x,y)=(y,x),

iv. Va,BeF veVXy,zeH icin (ax+py,2)=a(x,z)+B(y,z) dr.

Ornek 1.7.2: R reel sayilar kiimesi, ne N bir dogal say1 olmak iizere;

R”::{x::(xl,...,xn)

Vie{l,...,n} icin eR} olsun.
VX=X %), Y =(Yire-, Yy ) €R" Ve Va eR igin X+ Y toplami ve ax skaler ¢arpimy;
X+Yi=(X+ Y X, +Y,)

ve

ax:=(ax,...,ax,)
seklinde tanimlanirsa; R", (R,+, ) cismi lizerinde bir lineer uzaydir. Diger taraftan;

() R"xR" - R fonksiyonu,

VX :(Xi,...,xn),y :(yl,...,yn) eR" i(;in<x,y ): = Zn:Xi Yy, seklinde tanimlanirsa; <>

i=1

fonksiyonu, R" itizerinde bir i¢ ¢arpimdir. Gergekten;

i VX=(X,....%,)€R" igin Vie{l,...,n}, x €R oldugundan; x’ >0 drr.
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O halde; (x,x)zzn:xf >0 drr.

i=1

ii. 6=(0,..,0)eR" igin ((9,(9> :202 =0 oldugu agiktir. Tersine olarak; X € R" i¢in

i=1

(x,x)=0 olsun. O halde; (X,X>=anxi2 =0 oldugundan Vie{l,...,n} i¢in x, =0dr.

i=1

Dolayisiyla; x=(0,...,0) € R"oldugundan x =40 dur.
i VX =(X %), Y = (Yo Ye) € R dgin (X,Y) =D %Y, =Dy =(y,x) dir.
i=1 i=1

V. YX=(Xe X, ) Y =(Veree o Yn ), 2=(240002, ) eR" Ve Va, B eR igin;

n

(ax+By.z)=> (ax+BY;)z,

i=1

<“X+ﬂy'z>=§((axi)zi +(BY:)z),
<ax+/3’y,z>:g(a(xizi)+ﬂ(yizi)),

(ax+pBy,z)= _1a(xizi)+iZl:ﬂ(yizi),

(ax+pyz)=ad xz+BY vz,

(ax+py.z)=a(xz)+B(y,z) dr.

Dolayistyla; (,):R"xR" —R fonksiyonu, R" reel lineer uzayt iizerinde bir reel i¢ ¢arpim

ve (R” , <,>) bir reel i¢ carpim uzayidir.

Ornek 1.7.3: C kompleks sayilar kiimesi, n € N bir dogal say1 olmak iizere;

(C”::{z::(zl,...,zn)

Vie{l,...,n}icin z e(C} olsun.
VZ:(Zl,...,zn),Wz(Wl,...,Wn)e(C” ve Va e C i¢in z+W toplam1 ve aZ skaler ¢arpimu;

ZHWi=(Z,+W,,...,Z, +W,)
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) -,azn) seklinde tanimlanirsa;

C", ((C,Jr,.) cismi lizerinde bir kompleks lineer uzaydir. Diger taraftan;

(,):C"xC" — C fonksiyonu, Vz,weC" icin (z ,W)::Zn:ziwi seklinde tanimlanirsa; (,)
=
fonksiyonu, C" {izerinde bir kompleks i¢ ¢arpimdir.
. V2=(2,2,,...,2,)€C" igin Vie{L2,..,n},z eC i¢inzz =|z[ 20
oldugundan; (z,z)= an:|zi F>0 dir.
i, 0=(0,0,...,0)eC" i¢in (6,0) = zn:oz =0 dir. Tersine olarak; z € C" i¢in
=)
(2,2)=0 olsun. O halde; (z,2)= |z =0oldugundan Vi {1,2,...n} icin |z|=0 dr.
=]
Dolaysstyla; z=(0,0,...,0)eC" dur.

iii. Vz=(z,2,

¢, )€C"ve Va,BeC igin;

n

(az+ pw )= (az, + pu)Z,.

i=1

(az+ pws )= ((e2)Z+(pw) ),

i=1

i=1

(az+pwg )= (a(z8)+A(wE)),
(e pwd )= a(2 )+ D p(wE)

a2+ puw g )=ay 25+ Y WE,
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(az+pw,C)=a(z,$)+ B(W,E)
dir. Dolayisiyla, {,):C"xC" — C fonksiyonu, C" lineer uzayi iizerinde bir kompleks i¢

carpim ve ((C” , <,>) bir kompleks i¢ ¢arpim uzayidir.

Ornek 1.7.4: (,):1,(C)x1,(C) >C,Vz=(2,2,,.... Z,...) , W= (W, Wy,..., W,,...) €1, (C)
icin ( Z,W> :=§:ZKWk seklinde tanimlanirsa; <,> fonksiyonu, |, ((C) tizerinde bir i¢
k=1
carpimdir.
Gergekten; z = (Zl, 2y, 2y, ) W= (Wl, W, ..., W,, ) el, ((C) oldugundan

S (2, <400, |w [} < 4o dir. Dolayssiyla; f%(pkr +w ) < 420 dir. vk €N igin

k=1 k=1 k=1

‘Zk VTk‘ :|Zk||Wk| S%(|Zk|2 +|Wk|2) oldugundan negatif terimli olmayan seriler i¢in Birinci

+00 R +00 .
karsilagtirma teoremine gore Z Z, Wk‘ <+ dir. Dolayisiyla, Z z, W, serisi mutlak
k=t k=1

yakinsaktir ve mutlak yakinsak her seri yakinsak oldugundan Z z, Wk kompleks serisi
k=1

yakmsaktir. Dolayistyla; Vz =(2,,2,,...,Z,...), W= (W, Wy,..., W, ... ) €], (C) igin

(z,w):= i z,W, € Cdir. {,):1,(C)x1,(C)— C fonksiyonunun i¢ carpimm tiim

k=1
ozellikleri sagladig1 kolayca goriiliir. Dolayisiyla; (I2 ((C) : <,>)bir kompleks i¢ carpim

uzayidir.

Ornek 1.7.5: (,):1, (R)x1,(R) = R, VX =(X, Xp-s Xgr-)s Y = (Y1, Yarooes Yier o) €1, (R)

i¢in (X, y) :=§:Xk Yy, seklinde tanimlanirsa; <,> fonksiyonu, 1, (R) iizerinde bir i¢

k=1

carpimdir.

Tanim 1.7.6: (H ,<,>) bir F —i¢ ¢arpim uzay1 ve X,y € H olsun. <X, y) € F sayisina;
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XeH elemaniile y e H elemanmin i¢ ¢arpimi denir.

Teorem 1.7.7: (H <>) bir F —i¢ ¢arpim uzay1 olsun. Bu taktirde;

i. VxeH igin (6,x)=0 dr.

ii. Va,BeF ve Vxy,zeHicin (x,ay+pz)=a(x y)+B(xz)dr.
Ispat:

i. ():HxH—>F, Hiizerinde tamml bir i¢ ¢arpim oldugundan Vea,BeF ve

Vu,v,we H i¢in (au+ Bv,w)=a(u,w)+B(v,w) dir. Son esitlikte; xe H i¢in
w=X, a=0, #:=0 almnrsa; (0.U+0v,X)=0(u,x)+0(v,x) = (6+6,X)=0+0 =
(6,x)=0 elde edilir.

ii. Va,feF ve VX, y,ze H i¢in

(x,ay+pBz)=(ay+pz,X)= a(y,x)+B(z,x)=a(y,x)+ B(z,X)

=E<y,x +,§<z,x> =c_r<x, y>+ﬁ<x,z> dir.

-

Teorem 1.7.8 (Cauchy-Schwarz Esitsizligi): (H,(,)) bir F —i¢ garpim uzay1 olsun.
Bu taktirde; V'x,y € H igin [(x, y)[<({x, x))% ({y, y))% dr.
Ispat:
i ((x x))}/2 ({y, y))}/2 =0 ise; (x,X)=0veya (y,y)=0dir. O halde; x=6 veya
y =6 oldugundan (x, y)=0dur. Dolayistyla (X, y)|=0 olup esitsizlik dogrudur.
i ((x, x))}/2 ((y, y>)}/2 #0o0lsun. O halde; (x,x)=0 ve (y,y)=0o0lup;VAeF igin

<X + Ay, X+ /”Ly> >0 oldugundan

= (X, X+AY)+ (Y, X+ Ay) >0

= (X, X)+A(x, y>+/1(<y,x>+z<y, y>)20

= (X, X)+ A(X, ¥)+ A{y, X)+ AA{y,y) =0



66

= (%, X)+ 2(%, YY)+ A, y)+[A[ (y,y) >0

dir. Son esitsizlik; VA € F i¢in dogru oldugundan A :=— é?’ ?/i € F i¢in de dogrudur.
(xy) (x [

O halde; (x, x) (— (y,y)=0dir. Buradan;

J<X, y>+[—MJW+

(y.y)

A% {y.y)

(x, X>_K();yy>l >0 olup |(x, y)|<((x, x))% ((y. y))% elde edilir.

Teorem 1.7.9: (H,(,)) bir F — i carpim uzay olsun. | ||<’> :H > R fonksiyonu, Vx e H

icin ||x||<’> = ((x, x))}/2 olarak tanimlanirsa; ||<’>, H iizerinde bir normdur.
Ispat:
L vxeH igin (xx)20 oldugundan ||, = ({xx))"*20 d.

ii.  0<H icin (6,0)=0 oldugundan |¢], =0 dur. Tersine olarak; X H igin[x], =0
olsun. O halde; ((x, x))}/2 =0 oldugundan (x,x)=0dur. Dolayistyla; x =6 dur.

iii. VAT ve vxeH igin x|, =((4x 2x))* ve
(A%, AX) = A (X, AX) = A1{X, X) =|/’t|2 (x,X) oldugundan VAeF ve VxeH i¢in
12X, =(|/1|2 (x, x>)% =2|({x, x>)% =|2[x]|,, dir. Dolayisiyla; VA€ F ve VxeH igin
2], =121l dir

iv.  Vx,yeH igin |[(x,y)|<((x, x))% ({y. y))}/2 oldugu g6z 6niine alindiginda;

VX, Y € H igin
[+ yIE, =10, + vy + () + v =[] +2Re (0 y) + [l

<X+ 2[(x )|+
< I, +2((x. %)= ((v. ) =+ I,



67

=[x, + 2l vl +

=(Ix, +lt, )

dir. O halde; Vx,y e H igin||x+ y||<’> S”X”<,> +||y||<'> dir. Dolayisiyla;

||<>, H {zerinde bir
normdur ve | ||<>normuna H iizerinde (,) i¢ ¢arpmmmnin irettigi norm denir. Kolayhk

olsun diye; || ||<’> yerine; || || sembolii kullanilir.

Teorem 1.7.10: (H,(,)) bir F — i¢ garpim uzay1 ve || |[:H >R, H iizerinde (,) i¢
carpimmin {irettigi norm ise; VX, y € H icin
4(x, y)=|x+yF =[x =y| +i|x+iy| —i|x—iy| = kzs(;ik Hx+ ikyH2 dir.
Ispat: x,yeH icin
%+ yI =57 + (% v+ (y x)+ Iyl
=y ==X+ )+ (y )=y
iyl =i+ (% y) = (y. x)+ifly
=iy == (xy) = (yox) =iy
oldugundan esitliklerinin hepsini taraf tarafa toplarsak;

40 y) = Y perityf
k=0

elde edilir.

Teorem 1.7.11 (Paralel Kenar Kural): (H,<,>) bir F — i¢ ¢arpm uzayi ve || |:H >R

fonksiyonu, H iizerinde <> i¢ garpiminin irettigi norm olsun. Bu taktirde; V X,y € H i¢in

[+ I +x=yI" =2(|x" +1yI") dir.

Ispat: VX, yeH icin
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[x+ VI =+ 06 v+ o)+ IV ve x=yI =[x (%, ¥)={y, )+ ]y oldugundan

iki esitlik taraf tarafa toplanirsa;

X+ Y[ +x =y =2(] +[}y|) elde editir

Tamm 1.7.12: (H,<,>) bir F— i¢ gcarpim uzay1 ve X,y e H olsun. <X, y> =0 ise; xeH

vektort, Yy € H vektoriine diktir denir ve X Ly yazilir.

Tanmm 1.7.13:(H,(,)) bir F —i¢ ¢arpim uzay1 ve M,N c H iki alt kiime olsun.

i.  VmeM igin (x,m)=0 ise; xe H vektdriine; M alt kiimesine diktir denir ve bu

durum x L M ile gosterilir.

i. VmeM,VneNigin (m,n)=0ise; M < H alt kiimesi, N < H alt kiimesine diktir

denir ve M L N ile gosterilir.

M L Nise; N L M oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 1.7.14 (Pisagor Teoremi): (H,(,)) bir F — i¢ carpim uzayive || [:H - R
fonksiyonu, H iizerinde <,> i¢c ¢arpiminin tirettigi norm olsun. Bu takdirde; X,y € H

x Ly ise; |x+ y||2 =||x||2+||y||2 dir.

Ispat: x,yeH i¢in x Ly olsun. O halde; (x,y)=0dir. Buradan; (y,x)=0 oldugundan

(y,x)=0 dir. O halde; |x+ y||2 = ||x||2 +(X, ¥)+(¥,X) +||y||2 = ||x||2 +||y||2 oldugundan

e+ I = [+ i

Teorem 1.7.15: (H ,<,>) bir F— i¢ ¢arpim uzay1 olsun. {x,},{y,} = H dizileri sirasiyla
X, Y € H noktalarma yakmsak iki dizi ise; lim <Xn, yn> = <X, y> dir.

Ispat: £ >0keyfiolsun. VneN igin
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<Xn'yn>_< >‘

(% =X+X, Y, =y +Y) = (X, Y)|
=0 =% Yo =)+ O =X Y+ (K Yo =)+ (X ) = (% Y)
<[00 =% ¥a = V[0 =% V)% v, = V)
<% = xllyo = i+ %, =]+ Xy = v1
dir. O halde; lim x, = X oldugundan

nN—+o0

aNl({\E}) =N, eN..VneN,n> N,igin|x, — x| < Eve

E
N,———=p)=N,eN..¥VneN,n>N,icin |[X, —X| <

dir. Diger taraftan; lim y =y oldugundan

EINs({\/%}) =N,eN..VneN,n> N3i<;in||yn —y||<\/§ve

£
({ })z N, eN..¥neN,n> N,icin |y, - y| < %)
el “ *+)

dir. O halde; N(&):=max

(*)
(1+||y||)

{Nl,Nz,NS,N4}olarak segilirse; (*) ve (**)’dan VneN igin

&
(X0 Yo )= (X, Y) —||y|| —|x || = elde edilir. Dolayisiyla;
< R
lim (x,,y,)=(xy)dr
Tanim 1.7.16: (H,<,>) bir F— i¢ ¢arpim uzay1 ve M < H olsun.
M+ = {X| xeH vex LM } — H alt kiimesine; M < H ’nin ortogonal biitiinleyeni denir.

vme M igin <0, m> =0oldugundan @ L M dolayisiyla @ M™ dir. Dolayis ile
M* = dir.

Teorem 1.7.17: (H,(,)) bir F—ig garpim uzay1 ve¢ M < H olsun. Bu taktirde; M* < H

H ’nin kapali bir alt lineer uzayidir.
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Ispat: YxeM* ve VmeM i¢in (x,m)=0 dir. Va,BeF ,VX,yeM" ve VmeM i¢in
(ax+py,m)=a(x,m)+B{y,m)=a0+B0=0 oldugundan ax+pByeM™ dir. O halde;

M+ cH, H ’nm bir alt lineer uzayidr.
Diger taraftan; M* < H alt lineer uzaymnm kapali oldugu gosterilirse; ispat tamamlanr.

{x,} ©M*, xeH noktasmna yakimsayan bir dizi olsun. VmeM ve VneN igin

(x,,m)=0dir. meM keyfi fakat sabit alman bir nokta i¢in {(xn,m)}c H x H dizisi

I
yakmsak, lim (x,,m)=(x,m) ve (,):HxH — F fonksiyonu siirekli, dolayisiyla; dizisel

siirekli oldugundan Vme M igin (x,m)= lim (x,,m)=lim0=0 dir. O halde; x LM

oldugundan XxeM™" dir. Teorem 1.1.25°den M c H alt lineer uzay bir kapal alt lineer

uzaydir.

1.8. Hilbert Uzaylan

Tamm 1.8.1: (H,(,)) bir F — i¢ carpim uzay1 ve | ||: H — R fonksiyonu, H iizerinde (,)
i¢ garpimmin iirettigi norm olsun. (H,|| |) normlu F —lincer uzay: bir Banach uzay: ise;

(H,(,)) i¢ ¢arpim uzayma bir F —Hilbert uzay1 denir.

Ornek 1.8.2: neNolmak iizere; R"reel lineer uzayr (,):R"xR" >R, (X,y):= Z X, Y,
k=1

i¢c carpimina gore bir reel Hilbert uzayidir.

Ornek 1.8.3: n e Nolmak iizere; C" kompleks lineer uzay1 <> C"xC" > C,

(Z, W> = Z Zka i¢ ¢arpimina gore bir kompleks Hilbert uzayidir.

k=1

Ornek 1.8.4: |, (R) reel lineer uzayi,
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()1l (R)xL,(R) > R, YX = (X X1 oo Xys e ), Y = (Y1, Yoo eons Yiesooe) €1, (R) igin

(X, ¥)=>_%XY, i¢ carpimina gore bir reel bir Hilbert uzayidur.
k=1
Ornek 1.8.5: I, (C)kompleks lineer uzays,

() L(C)xL(C)>C,Vz=(2,, 2,100 2y, ), W= (W, Wy oo, W) €1, (C) igin

(zw):=> Z,W, i carpimina gore bir kompleks Hilbert uzayidir.

k=1

Teorem 1.8.6 (En Kisa Uzakhk Teoremi): (H ,<,>) bir F —Hilbert uzay1, &= K c H

kapali ve konveks bir alt kiime ve aeH olsun. Bu takdirde; d(a, K)=[la—k| olacak
sekilde bir tek k € K noktasi vardir.

Ispat: d(a K):=inf{a-x|:xeK} oldugundan d’(a K):=inf {||a—x||2:XE K} dur.
O halde; vn e Ndogal sayisi1 icin dz(a,K)£||a—xn||2 <d2(a,K)+% olan bir {x,}cK
dizisi vardir ve bu {x,} = K dizisi YneN i¢in d*(a, K)£||a—xn||2 <d?(a, K)+%

kosulunu sagladigmdan {||a— Xn||2} cR dizisi yakinsak ve lim |a—x, ||2 =d*(a,K) olur.

N—-+o0

Diger taraftan; paralel kenar kuralia gore; Vm,neN i¢in
(%, —a)+(x, - a)||2 +[(%, —a)=(x, —a)||2 = 2(||xn —af +|x, —a||2)

(%, +x0) 22 +x, =, = 2(|x, 2l +[x, ]

2

*)

2 2 2 1 1
=l =2(l,alt s, -l ) -4 35+ 3, )-

dir. K< H konveks ve {x,} = K oldugundan ¥Ym,neN igin (% X +%ij eK dr.

50
=X +=X, |—-a
2 2

O halde; Vm,neN i¢in d (a, K) < oldugundan ve
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2

d*(a,K)<

<-4d*(a,K) dir.

1 1
=X, +=X_ |-a
50

O halde; [x, —aff <d?(a, K)+% ve |x, —alf <d?(a, K)+% oldugundan (%)

2
dir. O halde; —4 (1 X, +1xm)—a
2 2

2 2

s " ,2 2 :
esitliginden Vm,neN igin |[x, —X,[ < /= +—= <=+= dir. O halde;
n m n m

N (8) = EKE{I|| eNve :I_L < %} olarak seg¢ilirse; ¥Ym,n e N i¢in ||Xn - Xm” < &olur. Bu ise;

{x,} = K dizisinin H ’da bir Cauchy dizisi oldugunu gésterir. O halde; {x,} c K dizisi

H *da yakmsaktir. k € H i¢in lim x, :=k olsun. K < H kapali, lim x, =k ve {x,} K

oldugundan k e K dir. d*(a,K)= lim ||Xn —a||2 , lim x, =k ve | ||fonksiyonu siirekli
oldugundan lim |x, —a||2 =||k —a||2 dir. Dolayistyla; d?(a,K) =k —a||2 oldugundan
d(a,K)=|a—k| du.

Son olarak; k e K noktasmnin tek oldugunu gosterelim. k™ e K ,d(a,K)= Hk* —a”

kosulunu saglayan baska bir nokta olsun. K = H konveks ve k, k™ € K oldugundan

(lkjtlk*j—a
2 2

4d*(a,K) < H(k + k*) - ZaH2 (*) dir. Paralel kenar kuralma gore ,

[%kJr%k*je K dir. O halde; d(a,K)<

oldugundan

H(k —a)+(k” —a)H2 +H(k —a)— (k" —a)”2 = 2(||k —a +

k*—auz) dir. (*)°da
her iki tarafa [k —k"[ >0 sayisi eklenirse;

4d? (a,K )+ [k —K[ <|(k +k")~2a +[k K[ olur. O haide;
4d? (a,K)+ [k K[ <|(k—a)+ (k" ~a)| +[(k-a)~(k ~a)|

4d” (a,K)+[k —k"

i 32(||k—a||2+ k*—aHZ) dir. d(a,K)=[k-a| ve d(a,K)=|k"~a]

oldugundan 4d? (a, K ) + Hk — k*Hz <4d? (a, K)dir. O halde; 0 < Hk - k*Hz <0 oldugundan



73

Hk Kk =0 du. Dolayistyla; k =k olup ispat tamamlanr.

Teorem 1.8.7: (H ,<,>) bir F —Hilbert uzay1, &= K — H kapal bir alt uzay,ac H ve

k, € Kolsun. d(a,K)=[la—k,| olmas: igin gerek ve yeter kosul (a—k,) L K olmasidir.

Ispat:
i.  k eKigin d(a K)=[a-k,| ise; (a—k,) LK dur.

k e K keyfi fakat sabit olan bir nokta olsun. k = ise; (a—k,,6)=0 dur.

k=@ise; [k|" >0 ve KcH alt uzay oldugundan k, +$e K olur. O halde;
(a—k, kK[
a
d*(a,K)<fa—k, - i dir.
Ik
(a—ko, K)[ |(a—ky.K)[
d?(a,K)<[la—k| —2h—2-1 L oldugundan
K] [k
(a—ko.)f
d’(a,K)<d?*(a,K)- ||k|(i2 ve buradan (a—k,,k)=0 dir. O halde; Yk eK icin

(a—ky,k) =0 oldugundan (a—k;) LK dir.
i. kyeKigin(a—k,) LK ise; d(aK)=[a—k| drr.
k, €K ve d(a K):=inf{a-x|:x e K}oldugundan d(a,K)<|a—k,|dir. Diger
taraftan; (a—k,) L K oldugundan vk e K igin (a—k;,k) =0 dir. vk e Kigin k; —k e K

a—k, +k —K[" =Ja—ky|" +[k, ~k]

ve (a—k,) L K oldugundan Pisagor teoremine gore;
dir. O halde; Vk e Kigin [Ja—k|| =[a—k, +k, —k|" =[la—k,| +[k, —k| >a—k| yani;
la—k,| <d(a K)dir. Dolayis: ile; d(a K)<[a—k)| ve [a—k,|<d(a K)oldugundan
d(a, K)=|a—kl| dir.

Teorem 1.8.8: (H,(,))bir F— Hilbert uzay1 ve &= M < H kapal bir alt lineer uzay

olsun. Bu takdirde;: H=M ®M™* dir.
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Ispat: x e H keyfi fakat sabit alman bir nokta olsun. M < H kapali bir alt uzay

oldugundan d(x,M) :||X—X,\,I || olan bir tek x,, € M mevcuttur. Teorem 1.8.7” den dolay1
X=X, LM dir. O halde, x—x,, € M*dir. Buradan; x—x,, = X,,. olacak sekilde en az bir
X, €M * mevcuttur. Yani; X=X, +x,.dir. Ote yandan; x=m+n olacak sekilde
meM,neM™* mevcut olsun. x = Xy +X,. Ve X=m+noldugundan X, +X , =m+n dir.
O halde; X, —m=n-x,, Ve (X, —m)eM,(n-x,.)eM've M AM*={6} oldugundan
Xy —M=20, n—X,. = 0 dir. O halde; x,, =m, X, =N dir. Dolayisiyla; ¥xe H i¢in

X=Xy + X, olacak sekilde bir tek (XM Xyt ) e M xM* ikilisi mevcuttur. Dolayistyla;

VxeH igin x=x, +X .veMNM" ={60}oldugundan H =M @& M~ dir.

Teorem 1.8.9: (H,(,)) bir F—Hilbert uzay: ve & M < H bir alt kiime olsun. Bu
—\ L
takdirde; M* =(({M)) " dir.

Ispat: u e<< >)L keyfi olsun. O halde; Yve (M) i¢in (u,v)=0 dir. Ote yandan;
vYmeM igin me(M) ve (M) (M) oldugundan me (M) dir. O halde; (u,m)=0 dr.
¥meM igin (u,m)=0oldugundan ueM"*dir. O halde; ({M) ) =M™ dir.

Tersine olarak; xeM*ise; Yme M i¢in (x,m)=0dur. Dolayisi ile Vue(M )i¢in

<X,u>:Od1r. O halde; i¢ carpim fonksiyonunun stirekliliginden dolay1 VVemigin

.1 — — L
<X,v> =0 olup; Xe(<M >) dir. O halde; M* c(<M >) dir. Dolayisiyla; (<M >) M ve

M* < (<M >)Loldugundan M* = (M)l dir.

Teorem 1.8.10: (H ,<,>) bir F —Hilbert uzay1 ve &= M < H bir alt kiime olsun.

M = H olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul M+ ={6} olmasidur.

Ispat:
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i. (M)=Hise; M* ={6} dir.

xeM™" olsun. O halde; xeH ve xLMdir. YyeM igin X _Ly,dolaysiyla

(X,y)=0 drr. O halde; Yue (M) i¢in (x,u)=0 dir. O halde; x L (M )dir. (M)=H

oldugundan x L x dir. O halde; (x,x)=0dir. Dolayisiyla x =6 dir. Sonug olarak;

(M)=Hise; Vxe M* i¢in x=0 oldugundan M* = {6} du.

ii. M*={6} ise; (M)=H dir. Farzedelimki (M)=H olsun. O halde;

—

Ix, € H..x, e H\ (M) dir. O halde; x, € H i¢in x, (M) dir. (M)<=H bir alt lineer

uzay oldugundan 6 € (M) dir. O halde; X, # @ dir. Ote yandan; (M )< H,H ’da kapali bir

alt lineer uzay oldugundan Teorem 1.8.8” den H = >®(<M >)l dir. Buradan; x, ¢ (M)

oldugundan x, (M)L dir. Diger taraftan; yukaridaki teoremden M " = (M)L

oldugundan (M)L ={6} dir. O halde; x, € (<M >)L icin x, =6 olurkibu x, #6

olmastyla gelisir. Dolayist ileM* = {6} ise; (M)=H dur.

Sonug 1.8.11: (H,(,)) bir F—Hilbert uzay1 ve M < H bir kapah alt lineer uzay olsun.

M* ={6} olmasi igin gerek ve yeter kosul M = H olmasidir.

Ispat: M < H bir kapali alt lineer uzay oldugundan ( >= M dir. Dolayis1 ile yukaridaki

teoreme gore ispat agiktir.

Teorem 1.8.12: (H,(,)) bir F—Hilbert uzay1 ve M,N<H; M LN olan kapah iki alt

lineer uzay olsun. Bu takdirde; M @ N < H kapali bir alt lineer uzaydir.

Ispat: M L N oldugundan M NN = {(9} dir. O halde; M @ N < H tanimhidur.

{Zn} c M @ N yakinsak ve z € H i¢in lim z, =z olan herhangi bir dizi olsun. Her yakisak

N—+0

dizi bir Cauchy dizisi oldugundan {z,} dizisi bir Cauchy dizisidir. z, € M @ N oldugundan
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Vn e Nigin z, = X, + Y, olacak sekilde {x,} = M ve {y,} < N dizileri mevcuttur.

{z,} =M @ N bir Cauchy dizi oldugundan V& >0 i¢in IN(E) eN ..
vm,neN,m,n>N(€) i¢in |z, —z,|| < € dir. Diger taraftan; M L N oldugundan
vm,neNicin ||z, — 2, =%, — .| +]|y, = V| dir. Son esitlik; {x,} =M ve {y,} =N
dizilerinin birer Cauchy dizi oldugunu gosterir. O halde; {x,} =M ve {y,} < N dizileri
yakmsaktir. X,y e H igin nILrPOO X, =X ve nlirpw y, =y olsun. M,N c H kiimeleri kapali
oldugundan x e M ve y e N dir. Diger taraftan; ¥n e Niginz, = X, + Y, oldugundan

Z=X+YyeM @ N dir. O halde; Teorem 1.1.25” den M @ N  H kapali bir alt lineer

uzaydir.

Tanm 1.8.13: (H ,<,>) bir F —Hilbert uzay1 ve @M < H olsun. ¥xeM igin |x||=1ve

X#Yyolan VXx,yeMigin X L yise; M c Halt kiimesine, H ’nin ortonormal bir alt

kiimesi denir.

M < Hortonormal alt kiimesi M®* ={6}kosulunu saglyorsa; M —Halt

kiimesine, H 'nin bir tam ortonormal alt kiimesi denir.

Teorem 1.8.14: (H,(,)) ayrilabilir bir F —Hilbert uzay ve @ =M < Holsun. M < H

bir tam ortonormal alt kiime ise; M < H sayilabilir bir alt kiimedir.

ispat: (H,())) ayrlabilir bir F—Hilbert uzay: oldugundan X =H olan sayilabilir bir
X < H alt kiimesi mevcuttur. J# | < Nigin X ::{Xn|n el CN}O'SUH. X =H

oldugundan X = {Xn|n elc N}dir. @ %M < H oldugundan Yme M igin me X dir. O

N

halde; VE>Oigin By (m, &)X #Pdur. O halde; |[m— x| <720Ian en az bir x, € X

N7

mevcuttur. Ote yandan; & # {I|I eN ve |m-x] < 7} < Ndir. O halde;
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N

n, = EKE{I|I eN ve ||m—x,||<g}cNolsun. N, e{l|l eN ve ||m—x|||<7}cN

2

oldugundan |m—x, <= dr. $:M >N fonksiyonu, ¥m e M igin ¢(m):=n,_ olarak

tanimlansin. Iddia: ¢, birebir bir fonksiyondur.
m,m, e M;m, =m,olsun. ¢(m,)=¢(m,)oldugu gosterilirse; ispat tamamlanr.

m;,m, € M;m, # m,oldugundan m, L m,ve |m,|=1]m,| =1dir. O halde;

Im, —m, |* =|Jm,|* +|m,|* =2 oldugundan |m, —m,||=+2 dir. Ote yandan;

Imy —m, | = Jm, —x, +x, —mZH

[m, —m[ < +

n

m - Xnml

X, — My

dir. Son esitsizlikten;

< % oldugundan g <

ve [m,~m =2 [m~x,

"

n, # N, , yani; g(m;)=g$(m,) elde edilir ve ispat tamamlanir. (n, =n, olsaydi,

N

7 < Hm2 - Xnml

= HmZ - Xnm2

< g celiskisi elde edilirdi.)

Teorem 1.8.15: (H,(,)) bir F —Hilbert uzay: olsun. H *nmn ayrilabilir bir

Hilbert uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul H ’nin sayilabilir, ortonormal bir tam

tabaninin mevcut olmasidir.

Teorem 1.8.16 (Riesz- Frechet Teoremi): (H,(,)) bir F — Hilbert uzayi ve f € B(H,F)

olsun. Bu takdirde; vxeH icin f(x)=(x,a)ve |f|=]|a| olacak sekilde bir tek aecH

noktasi vardir.

Ispat: M :=Cekf olsun. f(6)=0 oldugundan 6eMve M= dr. Ote yandan;
f € B(H, F)oldugundan Sonug 1.6.14’den Cekf < H, H ’nin kapali bir alt uzayidir.
i. M =H ise; VxeH igin f (X) =0oldugundan f =0 dir. O halde; a:=@ olarak

alinirsa; VX e H igin f (X) = <X, (9) ve || f || = ||0|| =0= ||t9|| kosullar1 saglanir.
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ii. M=H olsun. O halde; f(y)#0 olanenaz bir yeH noktas: vardur.

f(y)=0olan yeH igin fly)yeH vef(%yj:l oldugundan f =0 ise; f(z)=1
y

kosulunu saglayan en az bir ze H mevcuttur. f(z) =1loldugundan z# @ dir. O halde;

x e X keyfi fakat sabit alinan bir nokta ve a:= ﬁ zeHolsun. x—f(x)zeH igin
z

f(x—f()z)=f(x)-f(x).f(z)=f(x)— f(x).1=0 oldugundan x— f(x)z e M dir.
O halde; Teorem 1.8.8’e gore; H=M @M™*ve ze Hi¢in f(z)=1 oldugundan zeM",

dolayisiyla a:=——zeM™* dir. YxeH i¢in x—f(x)zeM ve ae M" oldugundan

vxeH igin(x— f(X)z, a) =0dir. Dolaysiyla; Vx e H igin

(x—f(x)z, a)—O
xa —f(x)

”X’< ToF T >

{(x.a)-1(x) <” T
(x,a)—f(x)=0
dir. Yani; WxeH i¢in f(X) =<X, a) dir. Ote yandan; Cauchy Scwhartz Esitsizliginden

| f (X)| = KX, a>‘ < ||x||||a|| oldugundan || f || < ||a|| dir. Diger taraftan; f(a)= <a, a> = ||a||2

f[ﬁaj c

ve ||a||£||f|| oldugundan ||f||=||a|| drr.

oldugundan |a]| = {| f (X)”X eH ,||X||X Sl} oldugundan ||a|| S” f || dir.

Son olarak; aeH ’nin tek oldugunu gosterelim. Farz edelim ki a,be H,vxeH
icin f(x)= (X, a) ve f(X)= (X, b) kosullarin1 saglayan iki nokta olsun. O halde; VxeH
igin (x,a) =(x,b)dir. Buradan; ¥xeH icin (x,a)—(x,b)=0=>(x,a—b)=0dir. O halde;

x:=a—beH alinirsa; 0= (a— b,a— b) oldugundan a—b =46 dolayisiyla a=b dir.
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Teorem 1.8.17: (H,(,)) bir F—Hilbert uzay: ve T:H —H bir lineer doniisiim olsun.
Vx,y € Higin (T(x),y)=0ise; T =0 dur.

Ispat: Vx,yeH icin (T(x),y)=00ldugundan y:=T(x)eH alnirsa; T(x)=6 olur.
VxeH igin T(X) =60 oldugundan T =0 dur.

Teorem 1.8.18: (H,(,)) bir F—Hilbert uzayr ve S,T:H —H iki lineer doniisiim olsun.
Vx,y € Higin (T(x),y)=(S(x),y)ise; T =S dir.
Ispat: Vx,yeH icin (T(x),y)=(S(x),y) oldugundan

(T(X)-S(x),y)= <(T -S)(x), y> =0dir. O halde; yukaridaki teoremden T =S dir.

Teorem 1.8.19: (H,(,)) kompleks bir Hilbert uzay1 olsun. Bu takdirde;

TeB(H),VxeH i¢in <T (%), X> =0 sartin1 saglayan smirh bir lineer operator ise;

T=0 dr.

Ispat: i¢ carpim ve bir lineer doniisiimiin 6zellikleri kullanilarak VX, y € H igin

(T(X+Y), x+Y)+i{T(x+iy), x+iy) =(T (x=y), x=y) =i (T (x—iy), x —iy) =4(T (x), y)

yani,
4(T(x),y) =23:|k<T(x+i"y),x+iky> (*)

oldugu goriiliir. T eB(H),vxeH i¢in (T(X),X>=O sartin1 saglayan smirli bir lineer
operatdr oldugundan (*)’dan dolayr VX,yeH igin (T (x), y) =0 dir. O halde; Teorem

1.8.17den T =0 dur.

Bu teorem reel Hilbert uzaylarinda dogru degildir. Gergekten;(R2,<,>) Hilbert

X X —
uzaymni goz niine alalm. T :R* — R? fonksiyonu, V{ }e R? i¢in T ﬂ D ::{ y}
y y X

olarak tanimlanirsa; T € B(RZ) dir. Fakat;
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Teorem 1.8.20: (H,(,)) bir F—Hilbert uzay1 ve T e B(H) olsun. Bu takdirde; vx,y € H
igin (T(x),y) = <X,T*(y)> kosulunu saglayan ve |T||= HT*HOIan bir tek T" e B(H)

mevcuttur.

Ispat: yeH keyfi fakat sabit alinan bir nokta olmak iizere; f,:H —F fonksiyonu,
vxeH igin f,(x)=(T(x),y) olsun. Vx,Xx, eH ve Va,BeF igin

f, (X + %) =(T (ax + fX,),Y)

=(aT (%)+ AT (%,),Y)
=a(T(%).y)+A(T (x).y)
~af,(x )+ﬁf( )

oldugundan f, doniisiimii lineerdir. Ote yandan; vxeH icin
£, (=K< Iy < (T IyIDIe dir-O haldes £, € B(H, F) di. O halde;
Riesz Frechet Teoreminden Wx e H igin f, (x)=(x,z,)olacak sekilde bir tek z, € H
noktast vardir ve | f,[ =z, | dir. O halde; vxeH igin (T(x),y)=(xz,) dr.
T":H — H déniisiimii; y e H icin z, € H noktasi, ¥x e H igin (T (x),y)=(x,z,)
kosulunu saglayan nokta olmak iizere; T (y):=Z, olarak tanimlanirsa, T~ e B(H) ve
[T]|=|T"| dir. Gergekten; Ve, BeFvevy,,y, eH

(% T"(ay, +BY,)) =(T (x),ay, + BY,)

=a(T(x), %) +B(T(x).,)

=a(x T () + AT (1))
=(xaT( > (AT (1))
<

X, T ( (y2)>

dir. O halde; Va, S e FveVy,,y, eH icin <X,T*(ayl+ﬂy2)—aT*(y1)—ﬂT (v,))=0
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dir. Son esitlikte; X:=T (ozy1 +,8y2) ( ) ﬂT*(yz) € H alinirsa;
)

T*(ayl+ﬁy2)—0!T (y,)-pBT ( Yy, ) =6, dolayistyla;

T (ay,+BY,)=dT (y,)+ BT (y,)oldugu gériilir. Yani; T~ déniisiimii lineerdir.

VX,y e H igin <X T > <T >01dugundan x:=T (y) alinir ve

* y)Hz <

) y)HSIITIIIIVII dir. T*(y) =Oise;

Cauchy- Schwarz Esitsizligi kullanilirsa;

")yl elde

[Tyl dr.

W=y

< ||T|| dir. Diger taraftan; VX,y € H i¢in

<T (x), y> = <X,T* ( y)> oldugundan y =T (x) alinir ve Cauchy- Schwarz Esitsizligi

kullanilirsa; Vx e H icin ||T (X)”2 <|[T”

x)|[IIX] dir. Bu esitsizlikten; yukaridaki gibi

islem yapilirsa; Vx e H igin HT (X)H <|T”

Son olarak; T~ e B(H) ’in tek oldugunu gosterelim. T,S" e B(H); VX,yeH icin

(T(x), y>:<x,T*(y)>, <T(x),y>:<x,S*(y)> ve |

iki sinirli lineer doniisiim olsun. O halde; VX,y e H icin <X,T* ( y)> = <x, S™( y)>

oldugundan <X,(T* —S*)(y)> =0 dir. Dolayisiyla; Teorem 1.8.17°den T~ =S olup ispat

tamamlanir.

Tanim 1.8.21: (H ,<,>) bir F —Hilbert uzay1 ve T € B(H) olsun.
VX,y e H igin <T (x), y> = <X,T* (y)> kosulunu saglayan ve ||T|| = HT*Holan, varlig1 ve

tekligi yukaridaki teorem ile ispat edilen T~ e B(H)smirli lineer doniisiimiine, T € B(H)

smirlt lineer doniisiimiiniin eki denir.
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Teorem 1.8.22: (H,(,)) bir F — Hilbert uzay, T,S e B(H) ve e F olsun. Bu takdirde;

ok

i TT=T
i.  (T+S) =T +S d.
jii.  (TS) =ST" dm.

iv. (aT) =al  dr.
ispat: T,S € B(H)oldugundan Vx,y e H icin (T (x),y)=(xT (y))ve
< S(x), y> = <X, S( y)> kosulunu saglayan T°,S" e B(H )smirli lineer doniisiimleri

meveuttur. T +S,aT,TS,T" € B(H )oldugundan (T +S) ,(aT) ,(TS) , T~ e B(H) ekleri

vardir ve tek turli olarak belirlidir.

i wxyeH igin (T"(x),y)=(y.T"(x)) =(T (v),x)=(x,T(y)) oldugundan
T =T dir.

ii.  VX,yeH i¢in

((T+s5)(x).y)

<T(x)+S(x),y>

(T (%)) +(500.y)
<x,T*(y)>+<x,S*(y)>
<x,(T*+S*)(y)>

oldugundan (T +S) =T +S"dur.

iil. VX,y e H igin
()09 ) ={T(50)).v) =(SC.T" (1) =(x 8" (T (1)) =(x (S T7) ()
oldugundan (TS) =S'T"dr.

iv. VX,y e H igin
<(aT)(x),y>:<aT(x),y>=a<T(x),y>:a<x,T*(y)>:<x,5T*(y)>=<x,(§T*)(y)>

oldugundan (aT )* = ol " dur.



2. YAPILAN CALISMALAR, BULGULAR VE IRDELEME

2.1. Kompleks Hilbert Uzaylarinda Operatorler

Tanim 2.1.1: (H ,<,>) kompleks bir Hilbert uzay1 olsun. T :H — H doniisiimii bir lineer
dontistim ise; T ’ye (H ,<,>)k0mpleks Hilbert uzayinda bir lineer operator denir.

Tanim 2.1.2.[6]: (H , <,>) kompleks bir Hilbert uzayi ve T € B(H) olsun.

T:H — H doniisiimii 6rten bir izometri ise; T ’ye bir tiniter operator denir.

Tanmm 2.1.3.[6]: (H , <,>) kompleks bir Hilbert uzay1 ve T € B(H) olsun.

T :H — H doniisiimii birebir ve 6rten ise; T ’ye bir tersinir operator denir ve T
operatdriiniin tersi T ile gosterilir.

Asagidaki teorem [6: Sayfa 121]’de verilen problemin ¢6ziimii olarak verilmektedir.

Teorem 2.1.4: (H,(,)) kompleks bir Hilbert uzay1 ve T e B(H) olsun. Bu takdirde;

asagidakiler birbirine denktir:

i. T dniterdir.

ii. T 1-1o6rtenve T =T drr.
ii. TT=TT =1 dr.
iv.  T,T birer izometridir.

v. T izometrive T" 1-1 dir.
vi. T initerdir.

Ispat :

i =ii T bir iiniter operatorise; T 1-1,6rtenve T =T dur.
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T bir Gniter operatdr oldugundan 6rten bir izometridir. O halde; T birebirdir ve

dolayisiyla; T, tersinir bir operatdrdiir . Ote yandan; T € B(H) oldugundan Teorem
1.8.20° ye gore; 3T e B(H) . VX, y e H igin (T(x),y)=(xT"(y)) dir. O halde;
y:=T(x) almrsa; (T(x),T(x))=(x,T"(T(x))) oldugundan [T x| = (xT"(T (%)) dr.

T bir izometri oldugundan Teorem 1.4.15” den Vx e H igin |[T(x)|| =] dir. O halde;
vxeHigin (X X) :||x||2 :||T(x)||2 = <x,T*(F(x))>

dir. O halde; Wxe H igin <x,x—T*(T(x))>:<x,x—(r*T)(x)>=<x,(|—T*T)(x)>=o dur.

Teorem 1.8.19° den dolay1r | =TT elde edilir. O halde; esitligin her iki tarafinin T ile
bileskesi alinirsa; T =(TT)T* =T (TT*)=T", yani; T =T" dir.

ii =iii T, birebirortenve T =T ise; TT=TT =1 dur.

T~ =T oldugundan esitligin her iki tarafinin énce sagdan, daha sonra soldan T operatorii

ile bileskesi alinirsa; | =TT =TT ve | =TT " =TT oldugundan TT =TT =1 du.
lii=iv TT =TT =1 ise; T,T birer izometridir.

T e B(H) oldugundan Teorem 1.8.20” den 3T e B(H) .. VX, y € H i¢in

(T(x),y) =(xT"(y)) dr. O halde; y:=T(x) alnirsa, (T(x),T(x)):(x,T*(r(x)))

oldugundan |T (X)||2 = <X,(T*T)(X)> = <X, I (X)> =(X,X) = ||X||2 dir. O halde; VxeH igin

||T (X)” = ||X|| dir. Dolayzst ile; Teorem 1.4.5” den T bir izometridir.
Benzer sekilde, x:=T*(y) alinrsa, Yy e H i¢in HT*(y)H:”y” elde edilir.

iv=Vv T,T birer izometri ise; T bir izometrive T", birebirdir.
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Ispat agik.
v=Vi T bir izometrive T~ birebir ise; T~ bir iiniter operatdrdiir.
T e B(H) oldugundan Riesz-Frechet teoreminden 3T € B(H) .. v, y € H i¢in

<T (x), y> = <X,T*(y)> dir. O halde; y:=T(x) alip, T’ nin bir izometri oldugu kullanilirsa;

VX, y e Higin T'T =1 elde edilir. O halde; T'T = oldugundan T &rtendir.

(beH keyfi alam. T(b)==aeH olarak tanimlanirsa; (T*T )(b) = I (b)oldugundan

T"(T(b))=bve dolayistile; T (a)=b dir. )

T birebir ve drten oldugundan tersinir bir operatordiir. O halde; T~ (T*)_1 =1 oldugu goz
éniine almursa; TT=1 ve T*(T")" =1 oldugundan T =(T")" dir. Yani; T*=T" dir. O
halde; T bir izometri oldugundan ¥xeH igin ||X||:||I(X)||:HT (T‘l(x))H:HT‘l(X)H dir
Dolayisiyla; T~ =T oldugundan VX € H igin HT*(X)H =||x|| dir. Yani; T" iiniterdir.

Vi=i T {initer bir operator ise; T {initer bir operatdrdiir.

T {niter bir operatdr oldugundan drten bir izometridir.

Ayrica; T~ € B(H) oldugundan Teorem 1.8.20’den 3( ) eB(H) .. VX, yeHigin

(T" (00, y) = <x(T) (y)> drr. Biliyoruz ki (T*) =T dur. O halde; W,y € H icin

<T*(X), y> <X,T(y)> dir. Son esitlikte; y:=T (x) alnirsa; TT =1 olur. Buradan

goriiliiyor ki (TT™)(H)=T(T"(H))=1(H)=H dir. T 6rten oldugundan T(H)=H dur.
O halde; T 6rten bir déniisiimdiir. Ote yandan, TT =1 ve T bir izometri oldugundan

VX € H i¢in H TT H HT ))H =HI (X)H :||x|| -
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HT (T* (X))H = HT*(X)H oldugundan T, {initer bir operatordiir.

Tanmim 2.1.5.[4]: (H ,<,>) kompleks bir Hilbert uzay1 ve T € B(H) olsun.

T =T ise; T € B(H) doniisiimiine, bir Hermit operatorii denir.

Teorem 2.1.6.[4]: (H,(,)) kompleks bir Hilbert uzay: ve T € B(H) olsun. Bu takdirde;

T = A+iB olacak sekilde tek tiirlii olarak belirli A,B < B ( H ) Hermit operatorleri vardir.

Ispat: T e B(H)oldugundan T" € B(H )eki mevcuttur. A::%(T +T7),B ::%(T -T°)

olsun. O halde; A BeB(H)olup T =T oldugundan A =A,B" =Bdir. Dolaysi ile;

A, B e B(H)iki Hermit operatorii olup A+iB =T kosulunu saglar.

Son olarak; A+iB =T kosulunu saglayan A,Be B(H) Hermit operatdrlerinin tek oldugu
gosterilirse; ispat tamamlanir. C,D e B(H ) ; C+ID =T olan iki Hermit operatorii olsun.

O halde; A+iB=C+iD (*)
ve (A+iB) =(C+iD) (**)

dir. A =AB =B,C"=C,D" =D oldugundan (**)’dan A—-iB=C—iD (***)dir. (*)
ve (***)’daki esitlikleri taraf taraf toplarsak A=C; (***) denklemini —1 ile ¢arpp (*)

denklemi ile taraf tarafa toplarsak B = D oldugu goriiliir ve ispat tamamlanur.

Teorem 2.1.7.[4]: (H ,<,>) kompleks bir Hilbert uzay1 ve T € B(H) olsun. Bu takdirde;
T ’nin bir Hermit operatorii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul VX € H i¢in <T (x), X> eR
olmasidir.

Ispat:
i. T eB(H)bir Hermit operatorii ise; Vx € H i¢in (T(x),x) e R dir. T € B(H) bir
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Hermit operatorii oldugundan T~ =T dir. O halde; Vx € H igin

(T(x),x)=(x,T(x))=(T(x),x) oldugundan (T (x),x) € R dir.

ii.  VxeHigin (T(x),x)eRise; T e B(H)bir Hermit operatoriidiir.

3
VX, y € Higin 4(T(x),y) =D i <T(x+iky),x+i"y> oldugundan

k=0

3 3

A(T(X),y) = D i (T(x+iy), x+iy) = DIk (x+iy, T (x+i*y))

0 k=0

=~

iik (x+i*y,T(x+i*y)) =4(x,T(y))

k=0
dir. vX,y e Higin (T(x),y)=(x,T(y)) oldugundan T~ =T elde edilir ve ispat tamamlanir.
Tamm 2.1.8.[4]: (H ,<,>) kompleks bir Hilbert uzay1 ve T € B(H) bir Hermit operatdrii

olsun.

i.  VxeHigin (T(x),x)>0ise; T ’ye bir pozitif Hermit operatérii denir.

ii. vxeHigin (T(x),x)<O0ise; T "ye bir negatif Hermit operatdrii denir.

Tanmm 2.1.9.[4]: (H,(,)) kompleks bir Hilbert uzay: ve T,S € B(H)iki Hermit operatérii
olsun. T,S; ¥YxeH igin <T (x), X> < <S(X), x> kosulunu saglayan iki Hermit operatorii ise;

T ’ye S ’den kiigiik veya esittir denir ve T < Sile gosterilir.

Teorem 2.1.10: (H,(,)) kompleks bir Hilbert uzayi, T € B(H)
ve M = sup{‘(T(x), x)Hx eH,[X| :1} cR*U{0} olsun. Bu takdirde; Yu e H igin

(T@u) <M ()

dir.
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Ispat: M = sup{\(T(x), X)||x € H,[x| :1} cR" {0} oldugundan Vx e H ve |x|=1igin

‘(T(x), x)‘ < M dir. O halde; u e H keyfi olsun. u=@ise; O:\(T(e)ﬁ)‘ <M ||6?||2 =0

oldugundan (*) ’daki esitsizlik dogrudur. u = @olsun. O halde; —u e H igin =1

Ju

: . _i uj,u
<T(H“)’M”>“nunz (r.)

1
||

Ly
ul

oldugundan <T (ﬁu),ﬁu> <M dir. Buradan;

oldugundan <T (u),u}‘ <M ||u||201ur. Dolaysi ile Vu € H igin KT (u),u>‘ <M ||u||2 dir.

Teorem 2.1.11: (H,(,)) kompleks bir Hilbert uzayr ve T € B(H )bir Hermit operatorii

olsun. Bu takdirde;
ITl|= sup{‘(T(x), X)||x e H, x| = 1}
drr.

ispat: M = sup{‘(T(x), x)Hx eH, | =1} cR*u{0}olsun. ¥xeH igin Cauchy Schwarz

Esitsizliginden;

(T(x), X>‘ SHT (X)H”X” dir. T € B(H )oldugundan Vvx e H i¢in

709 < T ()] < T = Tl . © s wx < H ve ] =Licin

KT (x), X>‘ < ||T||dir. O halde; ||T || >0 sayisi, { (T (x), X>H xeH, ||X|| :l} kiimesinin bir st

sinir1 oldugundan M S”T” dir. Tersine olarak;

wx,yeHigin  (T(x+Y),x+y)=(T (), X)+({T),y)+(T(¥).x)+(T(y).y)ve T, bir

Hermit operatorii oldugundan VX, y € H igin

<T(x+ y), X+ y> =(T(x),X)+2Re(T(X),Y)+({T(),y) (*)
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elde edilir. Benzer sekilde; Vx,y e H icin

(T(x=y),x=y) =(T(x),x)~2Re(T (0, y)+(T(V,y) ~ (**)
dir. (*)ve (**)’dan Wx,y e H igin

ARe(T(x),y)=(T (x+y),x+y)=(T(x=y),x-y)

[4Re (T (x), y)| = < (X—y) -y>\

ve Teorem 2.1.10 ile Teorem 1.7.11 g6z 6niine alinirsa; VX, y € H igin

‘4 Re(T(x), y>‘ <M |x+ y||2 +M [[x— y||2
[4Re(T(x),y)| <M (||><+ | +[lx— y||2)

[4Re(T().y)| <2M (X +lvF) (=)

dir. O halde; x € H,|x| <1 iginT(x) = @ ise; [T (x)|=0<M dir. T(x) = @ise; x =6 olup

(***) esitsizliginde y = T||><|| ()

T(X)HS M ||x]| dir.

O halde; M >0 sayzst, {HT (x)m xeH,|x|< 1} olan kiimenin bir {ist siir1 oldugundan
||T|| :sup{HT (X)mx eH ,||X|| Sl} <M dir. Yani; ¥xeH icin ||T || <M dir. Dolayst ile;
||T||S M ve M S”T” oldugundan ||T||= M dir.

Teorem 2.1.12: (H,<,>) kompleks bir Hilbert uzayi ve T € B(H) bir pozitif Hermit

operatorii olsun. Bu takdirde; VX,y € H igin

(TEOY (TGO XNT(v)y) (%)
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Ispat: x,y e Hicin <T (x), X> , <T (y), y> >0 oldugundan (T (x),y) =0ise; (*) esitsizligi
dogrudur. X,y e H i¢in (T(x),y)# Ooldugunda (*) esitsizliginin dogru oldugu
gosterilirse; ispat tamamlanur.

T € B(H) nin bir pozitif Hermit operatdrii oldugu gz 6niine alindiginda,

Va eC icin

OS(T(x—ay),x—ay>:<T(x),x>—a<T(x),y>—a<T(y),x>+|a|2<T(y),y>,
0=(T (x),x) e (T (x),y) (T (x),y)+laf (T (y)y) (**)
dir. (T(x),y)# O oldugundan (T (x),x)>0ve (T(y),y)>0dr.

Gergekten;

I (T(x),x)=0 ve (T(y),y)>0 ise; (**)denklemi V& € Cigin dogru

oldugundan « = g 8;: il/i € C i¢in de dogrudur. O halde;
iy AT00Y) o (T3 e [(T(0.)]
0<(T(x),x) <T(y),y><T( ).) <T(y),y><T( ). y) (T(y),y) (T(y).y)

2
oldugundan KT (X), y)‘ <0 olur ki; bu <T (x), y) # 0 olmasiyla gelisir.

1. (T(x),x)=0ve (T(y),y)=0 ise; (**)denklemi Ve e Cigin dogru

oldugundan « = <T (x), y> € C igin de dogrudur. O halde; X,y € H i¢in

0<~{T (x), Y)(T (x),¥) (T (x),y)(T (x). ) ==2|(T (x).y)[ oldugundan
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2
KT (X), y>‘ <0 olur ki; bu <T (x), y) # 0 olmasiyla ¢eligir.
L. (T(x),x)>0ve (T(y),y)=0 ise; (**)denklemi Vo e Cigin dogru

: (T(x).y)
oldugundan o = —(T(X) x) e C igin de dogrudur. O halde; X,y € H igin

‘T X y)

(T(x).y) (T(x).y)
0<(T(x),Xx)— (T (X), x)(T (X - T(X), X
<(T(x),x)— ‘<T(x),y>‘2 x),x)=—(T(x),x
0<(T(x),x) ZKT(X)’MZ(T( ). x)==(T (x),x)

<T (X)’X> < 0elde edilir ki; bu <T (X),X> > 0 olmast ile gelisir. O halde; X,y € H i¢cin
(T(x),y)#0ise; (T (x),x)>0ve (T (y),y)>0olmak zorundadur. Bu halde; (**)

(T(x),y)

e Calinirsa; X,y e Higin (T(x),y)#0ise;
(T y) < )

esitsizliginde a =

(T (), y>‘2 <(T(x),x)(T(y),y) elde edilir.
Sonug 2.1.13: (H,(,)) kompleks bir Hilbert uzay ve T € B(H) bir pozitif Hermit
operatorii olsun. Bu takdirde; VX e H i¢in ||T (X)||2 < ||T||<T (x), X> dir.

Ispat: Teorem 2.1.12° den VX, y e H i(;inKT (%), y>‘2 < <T (X),X> <T (y) y> oldugundan

y:=T(x)eH alinirsa; VX € H i¢in

(T T O <(T (). X)T (T(9).T(x)
[T <[(T () [T (T)). TEA)
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dir. Cauchy- Schwarz Esitsizligine gore;

(T(TM)) ,T(x))\ <[[T (T[T )] oldugundan
T (T0O)|[<|TIT ()] oldugu goz 6niine alindiginda (*)esitsizliginden Vx  H igin
IO <[TI{T (x), X)|T ()| oldugu gorilliir. Son esitsizlikten; ¥x e H igin

ITOY* <[[T[[(T (%), x) elde edilir.

Teorem 2.1.14: (H,(,)) kompleks bir Hilbert uzays, {T,} = B(H) bir pozitif Hermit

operatorleri dizisi ve B e B ( H ) bir pozitif Hermit operatorii olsun. Vn € Nigin

ise; VxeHigin limT, (x)=T(x) ve VneN igin T, <T <B olan bir tek T € B(H)

pozitif Hermit operatorii vardir.

Ispat: VneNigin 0<T, <T,<..<T <T , <Boldugundan VneNve VxeH igin

0 < (T,(%), X) <(T,(¥), X) < .. < (T, (%), X) < (T, (), X) < (B(X), X)  (*)

dir. X € H keyfi fakat sabit alindiginda (*) esitsizligi; {(T, (x),x)} = R* {0} dizisinin
monoton artan ve Ustten sinirli oldugunu gésterir. O halde; {<Tn (x), X>} cR" U{O} dizisi

yakinsak; dolayisiyla bir Cauchy dizisidir. O halde; x € H keyfi fakat sabit alindiginda

VE > 0sayisma karsilik bir N(x,€) € Nbulunabilir . vn,meN..m>n>N(x,&)

icin

(To () %)= (T, (), %) = (T =T ) (), %) < < ] (*) dir

(1+]B-T L+l

Diger taraftan; Vn,meN..m>n>1 ve VXeH i¢in
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0<((T, —T,) (¥, x)<((B-T,)(x), ) oldugundan T, —T, € B(H) Hermit operatdrleri ile
B—T, e B(H) Hermit operatérii pozitif operatérlerdir. O halde;
vnmeN..m2nxN(x,E)ve VxeH icin |(T, —Tn)(x)||2 <|T, =T (T, =T, ) (), x) dir.
O halde; vn,meN..m>n>N(x,&)ve xeH igin

g2
(1 [B-TI)(2+IxI")

52

(1 [B-T) {2+

T =Tl <[ -

[T ()-T,00[ <[,

()

dir. vn,meN..m>n>1icin T, T, e B(H),B~T, € B(H) Hermit operatorleri pozitif
ve Vx e H igin 0<((T, —T,)(%),x)<((B-T,)(x),x) ve Teorem 2.1.11’¢ gre
T =Tl =sup{J((T, =T,) 00X} x € H. x| =1}
ve |B-T,|=sup {K( B-T,)(x), X>H xeH,|x| =1}
oldugundan [T, —T,|<|B—T,] dir. O halde; (***) esitsizliginden Vx € H ve
vnmeN-.m=nxN(x&)igin [T, (x)-T,(X)| <& elde edilir. Dolayistyla; ¥x € H igin
{T.(x)} = H dizileri birer Cauchy dizisidir. O halde; H Hilbert uzay1 oldugundan
{T.(x)} cH dizileri yakinsaktr. T:H — H dniisiimii Wx € H igin T(x):= lim T, (x)

seklinde tanimlanirsa; T doniisiimii istenilen sartlar1 saglar. Gergekten; VX, y € H ve

Va,BeC igin T, (ax+By)=aT,(X)+ BT,(y) ve T(x) = lim T, (x)oldugundan
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T (ax+By)=aT (x)+ ST (y) dir. O halde; T lineerdir. Diger taraftan;
vneNve Vxe H igin 0<(T,(X),X) <(T,(x), X) <...<(T,(x), x) < (T, (x), X) <(B(x), x)

oldugu biliniyor. |[B] =sup {K B(x), X>H xeH,|X| :1} = sup{<B(x), x>‘ xeH,|X| :1} ve

”Tn ” =5Up{ <Tn (X), X>H XxeH ,||X|| =1} =Sup{<Tn (X), X>‘ xeH ,||X|| =1} oldugundan

vn e Nigin |T,||<[B| dir. € H igin [T ()| =0<(1+|B|)|g]| dur.
xe H\ {6} ise; T(x):= lim T, (x)oldugundan

|X| > 0sayisma karsiik 3N, =N, (||x|)eN..vneN,n> N, igin HT (x)-Ty, (X)H <||x| dir.

O halde;

T (%)= HT (X)=Ty, (x)+T,, (X)H < HT (X)-Ty, (X)H+ HTNx (X)H

<[+, Il <l + 1B < (2-+ [B[) x|
dir. Dolayist ile; Vx e H igin HT (X)H <(1+|BJ)[X| dir. Son esitsizlik; T € B(H) oldugunu
gosterir. O halde; T™ e B(H) mevcuttur ve YneNve X,y e H icin

<Tn (x), y> = <X,Tr1 (y)> oldugundan i¢ ¢arpimin siirekliligi g6z 6niine alindigmda n — +oo
igin limit alindiginda Vx,y € H igin (T (x),y)=(x,T(Yy)) oldugu gériiliir. O halde; T =T"
oldugundan T € B(H) bir Hermit operatoriidiir. ne NKkeyfi fakat sabit bir nokta olsun.
vmeN ve WxeHigin 0<(T,(x),x)<(T,,.(x),x) oldugundan m—>-+c0 igin limit
almdiginda; VxeHve VneNigin 0< <Tn (x), X> < <T (x), X>dir. O halde; T eB(H)
Hermit operatorii pozitif olup,VneN i¢in O<T <T dir. Diger taraftan; O<T <B

oldugundan vxeH i¢in 0< <Tn (x), X> < < B(x), X> dir. Son esitsizligin; N — +oo i¢in limiti

alinirsa; VX e H i¢in 0< <T(X), X> < <B(X), X> elde edilir. Yani; T <B dir. Dolayisi ile;
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vneNve VxeH igin 0< <Tn (x), X> <(T(x),x) <(B(x),X) dir. Dolayst ile; ¥neN igin
0<T, <T <B dir. Sonolarak; T ’nin tek oldugunu gosterelim. T,S € B(H)

VxeH igin T(x) = lim T, (x),S(x)= lim T, (x) ve VneN igin 0<T <T<B,

N—-+00

0<T, <S < Bolan iki pozitif Hermit operatorii olsun. Normlu lineer uzaylarda yakinsak

olan dizilerin limitinin tekliginden VX € H igin T(x) =S(x) dir. O halde; T =S olup; ispat

tamamlanir.

Bu teoremin daha genel sekli [7:Sayfa 222]’de verilmektedir. Asagidaki teorem
ispatsiz bir uyari olarak [7:Sayfa 222]’de verilmektedir.

Teorem 2.1.15: (H,<,>) kompleks bir Hilbert uzay1 ve {Tn} cB(H), VneN igin

T, <T,<..<T, <T, kosulunu saglayan bir Hermit operatérleri dizisi olsun. ¥ne Ni¢in

B <T, kosulunu saglayan bir B € B(H) bir Hermit operatorii varsa; Vx e H igin

limT,(x)=T(x) vevneN igin B<T <T olan bir tek T eB(H) Hermit operatorii

n—+o0

vardrr.

Ispat: VneN icin B<T , <T <..<T,<T, oldugundan O<T -T . ve

O<T,-T,<T,—B dir. O halde; {S,} =B(H) dizisi, YneN igin S =T -T olarak
tamimlanirsa; VneNiginS,,,—S, =T —T,,, 20 oldugundan; {S }<B(H), pozitif bir
Hermit operatorleri dizisi olup; T,—B e B(H) pozitif Hermit operatorii olmak {izere;
S, =(T,—B)—(T,—B)oldugundan ¥neN i¢in 0<S <S  <T, —B kosulunu saglar. O

halde; bir dnceki teoreme gore; VxeH igin lim S, (X) =S(x)olanve VneN igin

0<S,<S<T, —-B olan bir tek S € B(H) pozitif Hermit operatorii vardir. Vne N i¢in
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S,=T,—-T, ve VxeH i¢in lim S (x)=S(x)oldugundan VxeH i¢in

lim T, (x) =T,(x)—S(x)dir. O halde; T :=T, =S alnirsa; T € B(H) bir Hermit operatdrii

N—-+o0

olup B<Tve vxeH igin lim T, (x)=T(x)dir. Ote yandan; S, < limS =S ve

S, =T,—T oldugundan T, —T <S dir. O halde; T =T, —S <T_ dir. Dolayisi ile;

vneN i¢gin BT <T_dir. T ’nin tekligi agiktir.

2.2. Izdiisiim ve Dik Izdiisiim Operatérleri
Bu pragraf [4], [5] ve [7] g6z 6niinde bulundurularak hazirlanilmistir.

Teorem 2.2.1: (H,<,>) bir kompleks Hilbert uzay1 ve M — H kapali bir alt lineer uzay

olsun. Bu takdirde; asagidaki sartlar1 saglayan bir B, B(H) pozitif Hermit operatorii

vardrr.

i. B,(H)=Mve VmeM i¢in B, (m)=m
i, CekP, =M",
i. P2=P,,
iv.  vx,yeHigin (B, (x),y)=(xP, (y)) ve (R, (x),x)20,
v. o<|p,|<1,
Vi P =I-P,
vi.  M,N  H kapali alt uzaylar1 icin P, = P, olmas1 icin gerek ve yeter kogul M = N

dir.

Ispat: Teorem 1.7.17°den herhangi bir @ = K < Hicin K* — H kapali bir alt lineer uzay
ve M c H kapali bir alt lineer uzay oldugundan H =M @ M " oldugu biliniyor.
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O halde; VxeH igin x=X,, + X,,. olacak sekilde bir tek (XM X ) e M x M *¢ifti vardir.
P, :H — H doniisiimii, vx e H igin B, (X):= X, olarak tamimlansn. B,, € B(H) dur.
Gergekten; X,y e Hve a, 8 C keyfiolsun. H=M @M " oldugundan X,y e H icin

X=Xy +X,. Ve y=yy+Yy,. olacak sekilde tek tiirli belirli

(xM X ),(yM Y, ) e M x M “ikilileri mevcuttur. O halde;

ax+ By =a(Xy +%,. )+ B(Yu + Yy )= (aXy + BYu ) +(ax,. +BY,,. ) oldugundan
R, (ax+,8y) =axX, + LYy =aPy (X)—l—ﬁPM (y)dir. Dolayisiyla; VX,yeH veVa,eC
icin B, (ax+By)=aP, (x)+ P, (y)oldugundan P,, doniisiimii lineerdir. Ote yandan;

vxeH igin [Py () =[x I <%l +]x,. [ =X oldugundan |, (x)|<|x| du.

Dolayisiyla; P, dontsiimii siirli bir lineer operator, yani; B, € B(H) dir.

I. ¥Yme M icin 8 M™*, m=m+6kosulunu sagladigimdan Vm e M igin

P, (m)=mdir.

vx e H i¢in B, (X) := X,, oldugundan B, (H)< M dur. Diger taraftan; Vme M igin
m="P, (m)eP, (H)oldugundan M = R, (H) dir. Dolayist ile; P, (H)c M ve
M c P, (H)oldugundan P, (H)=M dir.

iil.  xeCekR, keyfiolsun. O halde; x=Xx,, +x . olan (XM ,le)e M x M * ikilisi igin

Py (X) =X, =6 dur. O halde; X, =6 vex=Xx, +X,. oldugundan X=X, € M+ dir.

Dolayist ile; GekP, — M *dir. Tersine olarak; xe M™* keyfi olsun. O halde; Yme M igin

<X, m) =0 dir. vxeH igin X=X, +X . olacak sekilde bir tek (XM Xy ) e M x M *ikilisi



98

mevcut oldugundan son esitlikten; (X, X, ) = <XM + X0 Xy > =[x |+ <XM Xy > ve
(X, %Xy ) =0, <XM X > =0oldugu gdz dniine alindiginda |x,, ||2 =0, dolaysiyla x,, =6 ve
Py (X) =0 yani; x e CekR, ve M+ < CekP, dir. Dolayisi ile; M+ < CekP, ve CekP, = M~

oldugundan CekP, =M ™*dir.

iii. x e X keyfi fakat sabit alinan bir nokta olsun. O halde; x=x,, + X, olan
(. X, )eMxM*ikilisi igin B, (Py (X)) =Ry (X )=%u =Ry (X)dir. Dolayisiyla;

vxeH i¢in Py (x)=P, (X)yani; PZ =P, dir.

V. X yeHVe (X, X, ) (Yu» Yy ) €M xM tikilileri igin X =X, +X,,., Y = Yy + Y,

olsun. O halde; Vx,y € H igin

(P (%), %) =X Xoq +%,,. ) =[x [ = Odir.

V.  Yukarida; VX e H igin HPM (X)H <||x|| oldugu goriildiigiinden 0<||R,, || <1dir.

Vi. M* < H kapali bir alt uzay oldugundan teoremin ilk bes kosulunu saglayan

P,. € B(H) pozitif Hermit operatorii vardir ve VX € H igin
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(1=Py )(X)=x=Py (X)=x—Xy = X, =P, (x) oldugundan P.=1-PR,dir.

vii. M, N c H kapal alt lineer uzaylar1 icin B, =P, ise; M =N dir.

R, = P, oldugundan PM(H)zPN(H)dir.Ohalde; PM(H):Mve PN(H):N

oldugundan M =N dir. Tersine olarak; M, N < H kapal alt lineer uzaylar1 igin M =N
ise; B, =P, dir. M,N < H kapali alt linner uzaylari igin H=M ®M"* ve H=N®N"

dir. O halde; VxeH i¢in X=X, +X, V& X=Xy +X . olacak sekilde tek tiirlii belirli

(X:%,.) €M @M ve (x,,x. )€ N ®N"giftleri meveuttur.

O halde; M =N, B, (x) =x, e M ve B, (x) =x, €N, yani; X,, =X, oldugundan
vxeH igin B, (x) =P, (x) dir. Dolayisiyla; B, =P, dir.

Tanim 2.2.2: (H ,<,>) kompleks bir Hilbert uzay1 ve M < H kapal1 bir alt uzay olsun.

Bu takdirde; yukaridaki teoremde varligi ve tekligi bilinen B, € B(H ) pozitif Hermit
operatoriine; H 'nin M {izerine dik izdiistimii denir.

Tanim 2.2.3: (H ,<,>) kompleks bir Hilbert uzay1 ve P:H — H bir lineer doniisiim

olsun. P> =P ise; P’ye H iizerinde bir izdiisiim operatorii denir.

Kolayca goriilir ki P:H —>Hbir izdiisim operatorii ise; (I - P)2 =1-P

oldugundan | —P:H — H lineer operatdrii de bir izdiisiim operatoriidiir.

Teorem 2.2.4: (H,<,>) kompleks bir Hilbert uzayi, P:H — H bir izdiisiim operatorii ve
M:=P(H),N:=(1-P)(H) olsun. Bu takdirde; ¥xeM i¢in P(x)=xve H=M &N

dir.

Ispat: x M keyfi fakat sabit bir nokta olsun. M := P(H )oldugundan x = P(h) olacak
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sekilde en az bir he H eleman: vardir. O halde; P(x)=P(P(h))=P?(h)=P(h)=xdir.

X € M keyfi alindigindan Vx e M igin P(x) = x dir.
Sonolarak; H =M @ N oldugunu gosterelim.

ueM NNkeyfi alalim. ueNve N:=(I-P)(H)oldugundan JyeH .. u=(1-P)(y)
dir. O halde;

P)=P((1-P)(y))=P(y—P(y))=P(y)-P(P(y))=P(y)-P*(y) =P(y)—P(y) =0
dir. Diger taraftan; ue M oldugundan P(u)=udir. O halde; u=8@dirr. ue M NN keyfi

oldugundan M "N = {0} dir. Ote yandan; Vx e H igin
x=P(x)+x—P(X)+=P(x)+(1 =P)(x) dr. (I-P)(x) e(I1-P)(H)=N ve

P(x) e P(H) =M oldugundan H =M @ N dur.

Tamm 2.2.5: (H,(,}) kompleks bir Hilbert uzay1 ve P:H — H bir izdiisiim operatérii

olsun. vx,yeH igin <P(X), y> = <X, P(y)> ise; P operatdriine, bir dik izdiisiim operatorii

denir.

Tanimdan goriiliiyor ki; P:H — H bir dik izdiisiim operatorii ise; | -P:H —>H

operatori de bir dik izdiistim operatoriidiir.

Sonug 2.2.6: (H,(,))kompleks bir Hilbert uzay: olsun. P:H — H bir dik izdiisiim
operatdril ise; Vx € H igin (P(x),x)eRvevxeH igin (P(x),x)=0dr.

Ispat: P:H — H bir dik izdiisiim operatorii oldugundan Vx,y e H icin
(P(x),y)=(xP(y))dir. O halde; vx e H igin(P(x),x)=(x,P(x)) =W

oldugundan <P(X) : X> eR dir. Ote yandan; Vx,y e H icin <P(X), y> = <X, P(y)>
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oldugundan Vx e H i¢in <P(X), P(X)> :<X, P(P(X))> dir. O halde; VxeH icin
0<|P(x)|" =(x,P(x)) oldugundan Wx e H igin 0<(P(x),x)dir.

Teorem 2.2.7: (H,(,)) kompleks bir Hilbert uzay1 olsun. P:H — H bir dik izdiisim

operatorii olsun. Bu takdirde;

I. P operatori sinirli bir lineer operatordiir ve 0< ||P|| <1 dm.
ii. P=O ise; |P|=1 dir.

Ispat:

i. M:=P(H) ve N:=(1-P)(H) olsun. O halde; Teorem 2.2.4’¢ gére H=M @ N

ve M ={P(x)[ xe H},N ={(1-P)(y)| y € H} oldugundan Vx,y € H igin

()
()

(P(¥).

))=(xP

(x P(y P(y))>
(x.P

(x >

dir. O halde; M L N dir. O halde; VxeH i¢in x=P(x)+(1-P)(x) ve

P(x) L (1-P)(x) oldugundan |x|* =[POO| +|[(1 =P) ()| dir. Agikea goriiliiyor ki
vx e H igin |P(x)||<|x| dir. O halde; P:H —H dik izdiisiim operatdrii sinirh ve

0<||P| <1 dir.

ii. P=0ise; Ix, e H\{6}..P(x,)#0 du.

H (nwx T )]

1 ..
———P(X,)eH i¢in
o))

1

P
oo )

=loldugundan 1€ | {|P(X)|” xeH,|¥| <1} dir.
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O halde;1<||P| dir. |P||<1 ve P =0 igin 1<|P| oldugundan P Qise; |P|=1dir.
Teorem 2.2.8: (H,(,)) kompleks bir Hilbert uzay1 ve P:H — H bir dik izdiisim
operatérii olsun. Bu takdirde; M :=P(H) ve N:=(I —P)(H)ise; M* =CekP ve
CekP = N dir.

Ispat: y e CekP olsun. O halde; P(y) =6 dir. O halde; Yme M =P(H)igin (m,P(y))=0
dir. VxeH igin (P(x),P(y))=0dir. O halde; P bir dik izdiisiim operatérii oldugundan
Vx e H igin (P(x),y) :<P2(x), y> :<P(P(x)), y> =(P(x),P(y))=0dur. O halde; ye M~

dir. Dolayisiyla; CekP — M dir. Tersine olarak; ue M™*olsun. ¥x e H igin

P(x) € P(H) =M oldugundan <u, P(x)> = 0dir. O halde; P bir dik izdiisiim operatorii
oldugundan Vx e H igin (P(u),x) =0 dir. Son esitlikte; X := P(u)alindigindan P(u) =0
oldugu goriiliir. O halde; u € CekP dir. Sonug olarak; Yu e M “igin u € CekP oldugundan

M * < CekP dir. Dolayisiyla; CekP = M*ve M+ — CekP oldugundan M* = CekP dir.

Son olarak; CekP = N oldugunu gosterelim. X € CekP keyfi olsun. O halde; P(x) =&dir. O
halde; x =(x—P(x))+P(x) =(x—P(x))+68=(x—P(x))=( -P)(x) e (1 -P)(H) =N

oldugundan CekP — N dir. Tersine olarak; y € N =(1—P)(H)olsun. O halde;
IxeH ..y =(1-P)(x)=x—P(x)dir. O halde; P(y)= 6 oldugundan y e CekP dir. O
halde; N — CekP dir. Dolayisiyla; CekP — Nve N < CekP oldugundan CekP = N dir.

Teorem 2.2.9: (H : <,>) kompleks bir Hilbert uzay1 ve P:H — H bir lineer operatdr olsun.

P ’nin bir dik izdlisiim operatorii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul P =P, olacak sekilde

bir tek kapali M < H alt lineer uzayinin olmasidir.
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ispat:
I.  P=B, olacak sekilde bir tek kapali M < H alt lineer uzay1 varsa Teorem 2.2.1°¢
gore P =P, operatoriiniin bir dik izdiigiim operatorii oldugu aciktir.

ii. P bir dik izdiisiim operatdrii ise; P =P, olacak sekilde bir tek kapali
M < H alt lineer uzayi vardir. M :=P(H) olsun. Bu takdirde; M < H, H ’nin bir alt
lineer uzayidir. Diger taraftan; M < H kapalidir. Gergekten; {x, } = M yakinsak ve x e H

I
icin lim x, =xolan bir dizi ise; YmeM =P(H)i¢in P(m)=moldugundan ¥ne Nig¢in

n—+o0

P(x,) =x,dir. PeB(H)oldugundan siireklidir, dolayis1 ile dizisel siireklidir. O halde;

nILTO X, H=H X oldugundan nILer P(x, )U P(x)dir. O halde; ¥neNigin P(x,)= X, esitliginden
x=P(x)eP(H)=M oldugu gbriilir. O halde; M cHkapalhdr. Ve H=M®&M"
oldugundan M* =CekP ve CekP =(1-P)(H )oldugu goz Sniine alindiginda; VxeH
igin P(x)eM, (1 -P)(x)e M~ =CekP dir. O halde; ¥xeH i¢in x=P(x)+(I -P)(x)

oldugundan M < H kapali alt uzayinin tanimladigr B, :H — H dik izdiisiim operatorii

igin B, (x)=P(x)dir. ¥xeH igin B, (x)=P(x)oldugundan P =P, olur.

Son olarak; P=PR,olan M c Hkapali alt uzaymm tek oldugu gosterilirse; ispat
tamamlanir. Farz edelim ki P =B, olan baska bir N — H kapali alt uzay1 olsun. O halde;

P, =P, oldugundan Teorem 2.2.1’in vii sikki goz Oniine alindiginda M = N dir.
Sonuc¢ 2.2.10: (H , <,>) kompleks bir Hilbert uzayi ve P € B ( H )bir izdiigiim operatorii ise;

P:H — H bir dik izdiisiim operatoriidiir.

Ispat: M :=P(H)olsun. P € B(H )oldugundan P siireklidir. Dolayst ile dizisel

siireklidir. Ote yandan; P bir izdiisiim operatorii oldugundan Vx € H igin P?(x) = P(x) dir.
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Bu nedenle; Yme M =P(H)i¢in P(m)=mdir. Yme M i¢in P(m)=mve P ’nin dizisel
stirekli olmast M < H alt lineer uzaymin kapali bir alt lineer uzay oldugunu gosterir.

Diger taraftan; P:H — H bir izdiisiim operatorii oldugundan Teorem 2.2.4’¢ gore

H =M @ (1 —P)(H) dur. Ote yandan; 1 —P:H — H sinirli bir izdiisiim operatorii
oldugundan (I —P)(H )< H kapali bir alt lineer uzaydir. Kolayca goriiliir ki
(1-P)(H)=CekP dir. O halde; H =M @CekPdir. H=M ®CekP oldugundan
M < H kapali alt lineer uzay1 i¢in H 'nin M iizerine B, : H — H dik izdiisiim

operatdriinii goz 6niine alalim. H =M @ CekP oldugundan Vx € H igin X=X, + X g

olacak sekilde tek tiirlii belirli (Xy, Xy ) € M x GekP cifti vardir. O halde; P(X,) =Xy,
P(Xcap) = O Ve By (X) = X, oldugundan Vx € H igin P(X) = P(Xy, +Xcqp) =Xy =By (X),
yani; Vx € H i¢in P(x) = B, (x) dir. Dolayis1 ile P =P, olup Teorem 2.2.9°dan P eB(H)
izdiisiim operatorii bir dik izdiisiim operatoridiir.

Teorem 2.2.11: (H,(,)) kompleks bir Hilbert uzay,, M,L < H iki kapal: alt lincer uzay

ve B, P srasiyla H nin M ve Liizerine dik izdiisiim operatdrleri olsun. Bu takdirde;

asagidaki sartlar birbirine denktir:

i. LM |
i. PP =P,
iii. PP, =P ,

iv. VXxeH icin HPL (X)H SHPM (X)H .
v. O<P <P,
dir.
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ispat:
i=ii LcMise;VxeH icin P, (x) €L oldugundan P_(x) € M dir. O halde; ¥xeH

igin (P, PR.)(X)=P, (P.(x))=P.(x) dir. Dolaysiyla; P, R, =P, dir.
i =iii P,P,_=P_ oldugundan (PR,P.) =(P.) icin (P) (P,) =(P,) dir. Dolayistyla,
PP, =P, dir.
lii=iv PR, =P ise; ¥xeH i¢in
IR O =IRRD =[P (R )< IPIPw ()| <[P (x)]  oldugundan
vxeH igin [P (x)|<||R, (x)| dir.

iv=>v WxeH icin |R(x)|<|Ry (X)| oldugundan

OSH (I <[ H

0=(0(x),x)<(R.(x).R.(x)) (R (x). P (x))
dir. O halde; B, , P birer dik izdiisiim operatorii oldugundan Vx e H igin
0= <0(X) : X> < <PL (x), X> < <PM (x), X> dir. Son esitsizlik; O <P, <P, oldugunu gosterir.

V=1 Aksini varsayalim. Yani; Lz M olsun. O halde; 3x, eL.. X, ¢ M dir. x, ¢ M

ve X, € H oldugundan M = H dir. O halde; x, =X, + X, olacak sekilde
Hl(XM X ) eMxM* ve x,. #6 dir. Ayrica; B, (X,) =X, Ve X, € L oldugundan

P.(%,)=X, dir. O halde;
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2
veHXNIL >0 olmasi

dir. Fakat; x, =X, +X,,. oldugundan ||Xo||2 =% ||2 +wa

X [ <[[%" olur ki; bu [|x|* <[%, | olmastyla celisir. O halde; L= M dir.

verilmektedir.

Notasyon: P,Q:H — H iki operatdr ise; kisalik i¢in iki operator arasindaki bileske islemi

PQ=P-Q ile gosterilir.

Tanmm 2.2.12: (H,(,)) kompleks bir Hilbert uzay1 ve P,Q:H — H iki dik izdiisiim
operatorii olsun. PQ =0 ise; P dik izdiisiim operatorii, Q dik izdlisiim operatoriine diktir
denir ve P 1L Q ile gosterilir.

Sonug 2.2.13: (H,(,)) kompleks bir Hilbert uzay1 ve P,Q:H — H iki dik izdiisiim
operatorii olsun. Eger; P 1L Q ise; Q L P dir.

ispat: P L Qolsun. O halde; PQ=0dur. O halde; (PQ) =(0O) oldugundan Q'P" =0

ve Q' =Q, P'=P oldugu goz oniine almirsa; QP =Odir. Dolayisiyla; P LQ ise;
QL P dir.

Teorem 2.2.14: (H,(,)) kompleks bir Hilbert uzayr, M, N  H iki kapali alt uzay ve
Py, Py srrastyla H 'nin M, N alt uzaylari tizerine dik izdiisiim operatorleri olsun. Bu
takdirde; B, L P, olmasi i¢in gerek ve yeter sart M L N olmasidir.

Ispat:

i. M _LNise; B, LPdir. vxeH i¢in B, (x)eM, B (x)eN ve M LN
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oldugundan VxeH igin <PM (x), Py (X)> =0 dir. O halde; P, bir dik izdiisiim operatorii
oldugundan wxeH igin (B, (X),Py (X)) =(x Py (Py (%)) =(x.(RyPy)(x))dir. O halde;
VxeH igin <X,(F’,\,I P )(X)> =0 oldugundan B,P, =Odir. Dolayisiyla; B, L P, dir.

ii. B, LB ise; M LN dr.meM,neNi¢in B,(m)=m, B, (n)=nve B, ,R,

dik izdisim operatorleri i¢in  B,P, =0 oldugundan VmeM,Vne N igin

(m,n)=(R, (M), R, (n))=(m, R, (R (n)))=(m,(P,P,)(n))=(m,0) =0dir.  Dolayistyla;
M LN dir.

Teorem 2.2.15: (H,(,)) kompleks bir Hilbert uzay1 ve P,Q:H — H iki dik izdiisim
operatorii olsun. P 1 Q olmasi i¢gin gerek ve yeter sart P+Q:H — H operatoriiniin bir
dik izdiisiim operatorii olmasidir. Bu halde; P+Q =B, 0. dir.

Ispat:

I. P,Q:H —>H; P _LQ olan iki dik izdiisiim operatdriiise; P+Q:H — H

operatori bir dik izdiisiim operatoridiir.

(P +Q)2 =P?+PQ+QP+Q?=P+Q oldugundan P+Q:H — H operatdrii bir izdiisiim

operatoriidiir. Ote yandan; Vx,y e H igin

(P+Q)(x),y) =(P(X), ) +(Q(x),y)
(X P(Y)+(xQ(Y))
)

(x,(P+Q)(y)

oldugundan P+Q:H — H operatorii bir dik izdiisiim operatoriidiir.

ii. P+Q:H — H operatorii bir dik izdiisiim operatorii ise; P L Q dir.

P+Q:H — H operatorii bir dik izdiisiim operatorii oldugundan (P + Q)2 =P+Qdir.
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O halde; P*+PQ+QP+Q°=P+Q (*) ve P,Q:H — Hiki dik izdiisiim operatorii

oldugundan P*=P,Q*=Q dir. O halde; (*)’dan PQ+QP =0 (**)olur. O halde; (**)

esitliginden
P ( PQ+ QP) =0
P’Q+PQP =0
PQ+PQP =0 (***)
ve

(PQ+PQP)P =0

PQP+PQP? =0
2PQP =0
PQP =0 ()

elde edilir. O halde; (***)ve (****)’ dan PQ=0 yani; P L Q dir.

Son olarak; P L Q oldugundan P(H) LQ(H) dir. P(H)nQ(H)={6} ve P,QeB(H)

oldugundan P(H)®Q(H)={m+n| meP(H),neQ(H)} = H alt lincer uzay: Teorem

1.8.12°den kapali bir alt lineer uzaydir. O halde; VX € H i¢in

x=P(x)+Q(x) +(x—P(X)—Q(x)) , P(x) +Q(x) € P(H) ®Q(H)

ve (x=P(x)-Q(x)) e(P(H)®Q(H)) oldugundan P., oo (X)=P(X)+Q(x) dir.

O halde; P+Q =P, )00 dir.

Bu paragrafin geriye kalan kisminda [4: Paragraf 9.7]’nin sonunda verilen

problemler, birbirini takip eden teoremler olarak ifade edilerek ispatlar1 verilecektir.

Teorem 2.2.16: neN ve B,P,,..., P, € B(H)birer dik izdiisiim operatorleri ve

P=P,+P,+..+P,eB(H) olsun. P ’nin bir dik izdiisiim operatdrii olmasi i¢in gerek ve
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yeter kosul k =l olan Vk,1€{1,2,...,n}i¢in RR =Odir. Bu halde; P =P, )5 op ) dIr-

Ispat:

i. PB,P,...P,eB(H),k=I olan Vk,1€{12,..,n}icin BRR =Okosulunu saglayan

dik izdiistim operatorleri ise; P =P, +P, +...+ P, € B(H) bir dik izdiisiim operatoriidiir.

PP

2 P,,....P, eB(H) dik izdiisiim operatorleri oldugundan Vk €{1,2,...,n}igin P =P ve
R2=P.dr. O halde; (R+P,+..+P,) =P +P, +..+P, =P+P,+..+ P, oldugundan
P =P dir. Ote yandan; k =1 olan vk, e {12,...n}igin BR =0 oldugundan timevarim
yontemiyle P?=(P,+P,+..+P,) =R +P2+..+P?=Poldugu gorillir. O halde;

P=P,+P,+..+P, eB(H) bir dik izdiisiim operatoriidiir.

i. neNveR,P,,..,P eB(H)dik izdiisim operatorleri igin
P=P+P,+..+P,eB(H) operatori bir dik izdiisiim operatorii ise; k=l olan
vk, 1e{12,...,n}igin RR =0 dir. n=2igin Teorem 2.2.15 ile ispat agik. Tiimevarim

hipotezi olarak neN..n>3i¢in iddianin dogru oldugunu kabul edelim ve bu kabul

altmda n+ligin iddiann dogru oldugunu gosterelim. B,P,,..,P,, P, €B(H);
P=P,+P,+..+P,+P,, €B(H)toplami bir dik izdiisiim operatorii olan n+1 sayida dik
izdiisim operatorleri olsun. Bu takdirde; B,P,,..,P,€B(H);nsayida dik izdiisim
operatorii oldugundan Tiimevarim hipotezine gore Q=F, +P, +...+P, € B( H) operatorii
bir dik izdiisiim operatorii olup k =1 olan vk,l€{1,2,...,n}i¢in BPR =COkosulu saglanir
ve Q(H)=(R+P,+..+P)(H)=P(H)®P,(H)®..®P,(H)dr. Diger taraftan;

P=B+P,+..+P,+P,, =Q+P,, bir dik izdiisiim operatorii oldugundan Teorem

2.2.15%e gore; Q L P, dir. O halde; Teorem 2.2.14°¢ gore; Q(H) L P,,;(H) dir. Ayrica;

Q(H)=(R+P,+..+P,)(H)=R(H)®PR,(H)®..®P,(H) oldugundan Vk €{1,2,...,n}



110

i¢in P _,(H) LR (H), yani; P

n+1

L Rdir. k=1 olan vk, €{1,2,...,n}i¢cin BR =0
oldugu g6z 6niine alindiginda k =1 olan vk,l €{1,2,...,n,n+1}i¢in BR =Odur.

P(H)=Q(H)®P,,(H)=R(H)®R,(H)®..®P,(H)®P

n+l

(H) oldugundan Teorem

2.2.1in vii sikki g6z Onitine alindiginda P =P, 16 op ny dir. Dolayistyla; ispat
tamamlanir.

Teorem 2.2.17: (H,(,)) kompleks bir Hilbert uzayr ve P,Q:H —H iki dik izdiisim
operatorii olsun. PQ =QP olmasi i¢in gerek ve yeter sart PQ:H — H operatoriiniin bir

dik izdiisiim operatorii olmasidir. Bu halde; PQ=F, ;) o) dir.

Ispat:

I. PQ:H — H operatorii bir dik izdiisiim operatérii ise; PQ = QP dir.
PQ:H —>H operatorii bir dik izdiisim operatorii oldugundan(PQ)2 =PQ e

VX, y e H igin

{(PQ)(x).y) =(x.(PQ)(Y))
(QM),P(Y)) =(x,(PQ)(Y))

(x.(QP)(¥)) =(x.(PQ)(Y))

oldugundan (X,(QP—PQ)(y))=0dir. O halde; QP — PQ =0 oldugundan QP = PQ dir.

ii. QP=PQ ise; PQ:H — H bir dik izdiisiim operatoridiir.
= = = = = oldugundan PQ:H — H operatori
(F’Q)2 (PQ)(PQ)=PQPQ =PPQQ =P?Q*=PQ oldugund Q p

bir izdiisiim operatériidiir. Ote yandan; Vx,y e H igin

(PQ)(x),¥) =(PQ(X))¥) =(Q(x),P(y)) = (x.(QP)(¥)) = (x.(PQ)(Y))

oldugundan PQ:H — H operatorii bir dik izdiisiim operatdriidiir.
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Son olarak; PQ =P, ) o 0ldugunu gdsterelim. PQ =QP oldugundan VxeH igin
(PQ)(x)=P(Q(x)) e P(H) ve (PQ)(x)=(QP)(x)=Q(P(x)) € Q(H) oldugundan
(PQ)(x)e P(H)NQ(H) dir. Diger taraftan; P(H) "Q(H) = H alt lineer uzay: kapali ve
vxeHicin x=(PQ)(x)+(x—(PQ)(x)) ve (PQ)(x) e P(H) "Q(H)

(x=(PQ)(x)) e (P(H)NQ(H))* oldugundan (Psy, o )(X)=(PQ)(X) dir. Dolaysst ile;

vx e H i¢in (PQ)(x) :(PP(H)QQ(H) )(X) oldugundan PQ=F,, o, dir.
Teorem 2.2.18: (H,(,)) kompleks bir Hilbert uzay1 ve {P,} = B(H) bir dik izdiisiim
operatorleri dizisi olsun. VX € H igin {Pn (x)} — H dizileri yakinsak ve VX e H igin

P(x):= lim P,(x) ise; P:H — H doniisiimi bir dik izdiisiim operatoriidiir.

Ispat: Hipoteze gore; VneN ve Vx,yeHicin P’=P, ,(P(x),y)=(xPR(Yy)),
lim P,(x)=P(x) ve 0<|P,[|<1 dir. O halde; vxeH igin P(x)= lim P,(x) oldugundan
P nin lineerligi agiktir. Ote yandan; i¢ carpim fonksiyonu siirekli oldugundan
(P.(x),y) =(xP,(y)) esitliginin n — oo i¢in limiti alinirsa; Vx,y € H i¢in
<P(X), y> = <X, P(y)> dir. Ayrica; lim P, (x) = P(X) esitligi Vxe H i¢in dogru oldugundan
P(x)eH igin de dogrudur. O halde; lim P,(P(x))=P(P(x))dir. Buradan; vneN ve
VXeH icin
[P2(0=PZ(0)| =[P*(x) =P, (P())+ R, (P(x) - RZ(¥)|

<[P* () =P, (P(0))|+[P.(POO) - PZ ()

P())|+IP.(PC)—R.())]

<|P*(0-P,
<[P2) =R, (PO +IRIIPCO R0

P())|+[P()-P. (x|

e N e N

<|P*(0-P,
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oldugundan VxeH igin lim P?(x) = P?(x)dir. O halde; WX,y € H i¢in
(Pn (x), y> = <Pn2 (x), y> esitliginin her iki tarafinin N — +oo i¢in limiti alinirsa;

(P(x),y)=(P*(x),y)elde edilir. O halde; Vx,y e H icin <(P ~P*)(x), y> =0 oldugundan

(P—P?) =0 yani; P=P? dir. Sonug olarak; P:H — H lineer, P =P’ ve Vx,y e H icin

(P(x),y)=(x,P(y))oldugundan P bir dik izdiisiim operatdriidiir.
Teorem 2.2.19: (H,(,)) kompleks bir Hilbert uzay1 ve {P,} = B(H), VneN igin

0<P, <..<P, <P, <1 olan bir dik izdiisiim operatér dizisi ise; VX H icin

{P.(X)} = H dizileri yakmsak ve P:H —H ,VxeH i¢in P(x):= lim P,(x), H "nin

<U P (H )> < H kapali alt uzayi iizerine dik izdiisiim operatoridiir. Yani; P=P—
-1 <U Pn(H)>

dir.

Ispat: VneN igin 0<P,<..<P <P _ <I oldugundan Teorem 2.1.14’¢ gére; VxeH

n+l —

icin P(x)=lim P,(x) olan ve ¥neN i¢in 0<P, <P<I| kosulunu saglayan bir tek

P € B(H) Hermit operatorii vardir. Bir dnceki teoreme gore; P, bir dik izdiisiim operatorii

olup P(H)cH kapal alt lineer uzayr igin P=FR,,, dr. VneN icin P, =R, , Ve

n

0<P, <P<Ioldugundan VneN i¢in P,(H) < P(H)olup UPn(H) c P(H) dir. O halde;

n=1
<U P (H )> c P(H)dur. <U P(H )> c Hkapali alt lineer uzaymin belirledigi
n=1 n=1

P :H — H dik izdiisiim operatdrii gz Oniine alinirsa; Vn e N igin

<U Py (H )>
n=1
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P.(H)c <U Pn(H)> oldugundan VneN igin 0<P, <P <P _dir. O halde;
n-1 <Upn("')>
vxeH igin P(x)= lim P,(x) oldugundan 0<P, <P <P, dir. O halde;

<U P, (H )>
n=1

P(H)c<[j Pn(H)> dir. Dolayisiyla; <[j Pn(H)>c P(H) ve P(H)c<[j Pn(H)>

n=1 n=1 n=1

oldugundan P(H) :<Lj Pn(H)> dir.
n=1

Teorem 2.2.20: (H,(,)) kompleks bir Hilbert uzay1 ve {P,} = B(H),VneN icin
0<P,, <P, <1 olan bir dik izdiisiim operator dizisi ise; ¥x € H i¢in {P,(x)} = H dizisi

yakmsak ve Vx e H igin P(x):= lim P,(x) ise; P:H — H dik izdiisiim operatdrii, H 'nin

ﬂ P.(H) < H kapal1 alt uzayi iizerine dik izdiisiimiidiir. Yani; P =P, dir.
n=1 (P (H)

Ispat: Her dik izdiisiim operatorii bir Hermit operatdrii ve verilen hipoteze gore VneN

igin 0< P, <P, <1 oldugundan Teorem 2.1.15°den , ¥x € H igin {P,(x)} = H dizileri

n+l

yakimsak ve Vx e H icin P(x):= lim P,(x) ise; P:H ->H ,VneN i¢in 0P <P, <|

kosulunu saglayan bir Hermit operatdriidiir. Ote yandan; Teorem 2.2.18e gore
P:H — Hbir dik izdiisiim operatoridiir. O halde; ¥YneN i¢in 0<P <P, oldugundan

Teorem 2.2.11” e gore; Vne N i¢in P(H) < P,(H), dolayisiyla P(H) ﬂ P.(H) drr.

n=1

Diger taraftan; ﬂ P.(H) < H kapali bir alt uzay oldugundan P., :H — H dik izdiisiim
n=1 ()P (H)
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operatorii Vne Nigin 0<P,_, <P, <P <I kosulunu saglar. O halde; Teorem 2.1.15

(P (H)
n=1

ve Teorem 2.2.18 gbz Oniine alindiginda; Vne Nigin 0<P,, <Q<P <lve VxeH
(P (H)

igin Q(x) := lim P, (x) olan bir tek Q € B(H ) dik izdiisiim operatdrii vardir. Vx € H i¢in

P(x) = lim P,(x) =Q(X) oldugundan P =Q dir. O halde; Vn e Nigin

0<P, <Q=P<P <1 dir. Son esitsizlik; Teorem 2.2.11°e gore; ﬂ P.(H)cP(H)
(P (H) n-1

oldugunu gosterir. Dolaysi ile; P(H) < ﬂ P.(H)ve ﬂ P.(H) < P(H) oldugundan
n=1 n=1

P(H)=("\P,(H) yani; P=P,  olup ispat tamamlanir.

n=1 (P (H)
n=1

Teorem 2.2.21: P,Q e B(H ) iki dik izdiisiim operatorii olsun. PQ = QP ise;

P+Q—PQ e B(H)bir dik izdiisiim operatéridiir ve P+Q—-PQ=P, drr.

(H)+Q(H)
Ispat: P,Q e B(H)iki dik izdiisiim operatdrii oldugundan P? =P,Q*=Qve

P =P,Q =Qdir. O halde; PQ=QPise;

(P+Q-PQ) =P +Q ~(PQ)' =P"+Q —~Q'P =P+Q-QP=P+Q-PQ ve

(P+Q-PQ) =(P+Q-PQ)(P+Q-PQ)
— P2+ PQ - P?Q + QP +Q% —QPQ - PQP — PQ? + PPQPQ
—P+Q-PQ
oldugu goriiliir. O halde; P+Q—PQ € B(H )bir dik izdiisiim operatériidiir. Diger taraftan;

(P+Q—PQ)(H)=P(H)+Q(H) dir. Gergekten; u e P(H)+Q(H) keyfi olsun. O halde;
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3x,y € H..u=P(x)+Q(y) dir. O halde; P(u)=P(P(x)+Q(y))=P(x)+(PQ)(y),

Q(u)=Q(P(x)+Q(¥)) =(QP)(x) +Q(Y) ve
(PQ)(u)=(PQ)(P(X))+(PR)(Q) =(PR) () +(PQ)(Y)

oldugundan u=P(x)+Q(y)=P(u)+Q(u)—(PQ)(u)e(P+Q—-PQ)(H) dir. O halde;
P(H)+Q(H) = (P+Q—PQ)(H) dir. Tersine olarak; we(P+Q—PQ)(H)keyfi olsun.
O halde; 3he H ...w=P(h)+Q(h)—(PQ)(h) dir. O halde;

w=P(h)—P(Q(h)) +Q(h) = P(h—Q(h))+Q(h) e P(H) + Q(H) oldugundan
(P+Q—-PQ)(H) < P(H)+Q(H)dir. Dolaysiyla;

P(H)+Q(H) =(P+Q—-PQ)(H) ve (P+Q—-PQ)(H) = P(H)+Q(H) oldugundan
(P+Q—-PQ)(H)=P(H)+Q(H) dir. (P+Q—PQ)e B(H)dik izdiisiim operatorii
oldugundan (P+Q—PQ)(H) < H alt lineer uzay1 kapalidir. Bu nedenle;

P(H)+Q(H) < H alt lineer uzay: kapalidir. O halde; Teorem 2.2.1” ¢ gore

P+Q—-PQ =Py .o dr.

Teorem 2.2.22: P,Q e B(H ) iki dik izdiisiim operatorii olsun. P—Q e B(H)
operatdriiniin bir dik izdiisiim operatorii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Q < P olmasidir.

Bu halde; P-Q=F, dur.

(H)n(1-Q)(H)
Ispat:
i.  P—QeB(H)birdik izdisiim operatérii ise; Q < P dir.

P—Q eB(H)bir dik izdiisiim operatorii oldugundan (P —Q)2 =P-Qve

(P—-Q) =P-Qdur. O halde; Vx e H icin
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0< <(P -Q) (%), (P —Q)(X)> = (%, (P=Q)(x)) = (x,P(x)) = (x,Q(x))
oldugundan Vx e H igin 0<(x,Q(x)) <(x, P(x)) dir. Dolaysiyla; Q < Pdir.

ii.  Q<Pise; P—QeB(H)bir dik izdiisiim operatoriidiir.

Q < Poldugundan Vvx e H igin (x,Q(x)) <(x, P(x))dir. O halde; ¥x e H igin

Q)| <|P(x)| dir. Teorem 2.2.11°a gére QP =Q, PQ = Q dur. Diger taraftan;

(P-Q)? =P? —PQ—-QP +Q?dir. O halde; (P-Q)? =P —Qoldugu agiktir. Ote yandan;
(P-Q) =P —Q =P-Qoldugundan P-Q e B(H )bir dik izdiisiim operatoriidiir.

P-Q=P

b(H)(1-oyH) 0ldugu gosterilirse; ispat tamamlanir.

P—-Q,P,(I —Q) e B(H)operatérlerinin her biri birer dik izdiisiim operatSriidiir.
Diger taraftan; yukarida gosterildigi tizere; QP = PQ oldugu kullanilarak
P(1 —Q) = (I —Q)P oldugu gbrilir.
O halde; P-Q=P(I —Q)oldugundan Teorem 2.2.17"ye gore; P—Q =Py ;) _o)) dir-

Teorem 2.2.23: {P,} _<B(H), VmneN,m=nigin P,P, =0 olan bir dik izdiisiim

neN

operatorleri olsun. Bu takdirde; VX € H i¢in Z P, (x) serisi yakinsak ve VX € H i¢in
k=1

P(x):= Z P.(x)ise; P:H — H bir dik izdiisiim operatdrii ve P = P<Lj dir.
k=1 Pk(><)>

Ispat: VneN igin E, :=2Pkolsun. Verilen hipotez ve Teorem 2.2.16’e gore;

k=1
E,}=B(H) bir dik izdisim operatér dizisidir. Diger taraftan; VneN igin

0<E <..<E,<E,, <I dir. Gergekten; E,(H) < H alt lineer uzay1 kapal oldugundan
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H= En(H)@(En(H))l oldugu gz Oniine alinirsa; VX e H igin X=Xg ) + . olacak

X
(En(H))

. . 1 P .
sekilde bir ‘[ek(xEn(H),x(En(H))i ) e(En(H)x(En(H)) )glﬂl vardir ve E, (X) = X 4, dir.

O halde; ||E, (x)| :HXEn(H)HZ SHXE,,(H)HZ + 2 =|X|" oldugundan vx e H icin

X
(

En(H))"
|E, ()| <[x| dir. Ote yandan; ¥x e H igin |[I (x)]| =]|x| oldugundan V¥x e H igin

[E, (O <[[1(x)|| dir. Ayrica; ¥x e H igin
0<|Es | =(Epa(X), Eps (X)) = (E, (X) + Py (%), E, () + P,.4(X))

0<|E O =(Epa(X), Er s (X)) =[|[E, QO + [Pz OO +(Eq (%), Py (¥)) + (P, (%), E, (X))

n

0<[E,., 00 =[E, COIF PO + (R0, Prs00) + (R0, P, ()

k=1
0<[E,. (9" =[E, I +[PaCol
elde edilir. O halde; 0<||E,(x)|<|E,..(x)| dir.

Sonug olarak; VX e H i¢in 0< || E, (X)|| < ||En+l(x)|| < ||I (X)|| oldugundan V¥n e Ni¢in
0<E <..<E,<E,, <ldr. O halde; Teorem 2.2.19’¢ gore; VxeH i¢in {E (x)} < H

dizileri yakmsak ve VxeHi¢in P(X):= lim E (x)olan P:H — H operatorii, H ’nin

<U E., (H )>  H kapali alt uzay tizerine bir dik izdiisiim operatoriidiir. Yani;
=1

P=P_ dir. Fakat;, YneNi¢in E, = Zn: P, oldugundan <Cj E, (H )> = <Ej P,(H )>
<U En(H)> k=1 n=1 n=1

dir. Ote yandan; VxeH igin E, (X):= ZPk(X) : Z P.(x) serisinin n.kismi toplamidir. O
k=1 k=1

halde; Z P, (X) serisi yakinsak ve P(X)= Z B, (x) dir.

k=1 k=1
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2.3. Kompleks Hilbert Uzaylarinda (]R, +) Grubunun Periyodik Siirekli Uniter

Gosterimlerine Gore Dik Izdiisiimler

(R,+,.) reel sayilar cismi; (H,(,)) bir kompleks Hilbert uzayi, (R,+),R nin toplama
islemine gore degismeli grubu, (R,e) Oklid metrik uzay1 ve (Rz,ez), (R,e) ’nin kendisi

ile kartezyen ¢arpimi olsun.

Bu takdirde; kolayca gosterilir ki

f:(R*e,)—>(R.e) ve g:(Re)—>(R.e)
(x,y)> f(xy)=x+y X = g(X) :=—X

dontisiimleri siireklidir.

Tamm 2.3.1.[3: Sayfal34]: o:(RR,+) —)(B(H )o) ; a(0)=1ve Vs,teRigin
a(s+t)=a(s)a(t)kosullarini saglayan bir doniisiim ise; o doniistimiine, (IR,+)
grubunun H Hilbert uzayinda bir gésterimi denir.

Tammdan goriliiyor ki; teRigin a(t)a(-t)=a(t+(-t))=a(0)=1 oldugundan
VteRigin a(t)eB(H )operatrleri birebir, orten ve tersleri siirekli olan operatérlerdir.
Bu nedenle; GL(H):= {T|T eB(H),T"mevcutve T eB(H )} ise; GL(H)’nm bileske
islemine gdre bir grup oldugu gdz Oniine almdigmda o ((R,+))=GL(H)dr ve
a:(R,+)—>(B(H),) gdsterimi (R,+)grubundan GL(H)grubuna tammli bir grup

homomorfizmasidir.

Ote yandan; Vs,t € R i¢in S+t =t+soldugundan a(s+t)=a(t+s),
yani; a(s)a(t)=a(t)a(s)dir.

Tamm 2.3.2.[3]: a:(R,+)—(B(H),), (R,+)grubunun H da bir gésterimi ve xeH

olsun. «, :(RR,e) —>(H,<,>), VteRigin o, (t) = a(t)(x)donisimi sirekli ise;
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x € H noktasma «:(R,+) —> ( B(H ),o) gosteriminin bir siireklilik noktas: denir.
Teorem 2.3.3: a:(R,+)—(B(H),°), (R,+)grubunun H *da bir gdsterimi ve
x € Holsun. x € H noktasinim, ¢« gosteriminin bir siireklilik noktasi olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul Itg)] a(t)(x) = x olmasidr.

Ispat:

i. X eH noktasi, o gdsteriminin bir siireklilik noktas ise; Itim a(t)(x)=xdir.

—0

x € H noktasi, o gdsteriminin bir siireklilik noktasi oldugundan «, :(RR,e) —>(H,<,>),
VteRigin a,(t):=a(t)(x)donistimii sireklidir. O halde; a,, 0 R noktasinda siirekli

oldugundan V&> Osayisina karsilik |t—0| < (0, &) kosulunu saglayan Vt € Rigin

v, (t) = 2, (O)] = e (1) (¥) = (0) ()|
= (t) (x) =1 (%)
=l (t)(x)-x| <&

kosulunu saglayan bir §(0,&)>0sayis1 vardir. Son esitsizlikten; 0<[t—0/<5(0,£) olan

Vvt € Rigin Ha(t)(x)— XH <&, yani; ItETO] a(t)(x)=x oldugu goriiliir.

ii. lima (t)(x) = X ise; X € H noktasi, « gosteriminin bir siireklilik noktasidir.

t—0

t, € R keyfi fakat sabit alinan bir nokta olsun. «, : (R, e) - ( H, <,>) fonksiyonunun

t, € Rnoktasinda siirekli oldugu gosterilirse; ispat tamamlanur.

lima (t)(x)=x oldugundan VE> Osayisma karsilik [u—0|<&(0,€)olan Vu e R igin

t—0

olacak sekilde bir §(0,&) > 0sayis1 vardir.
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a(0)(x) = 1(x) = x oldugundan son esitsizlik goz oniine alindiginda

VteR ~jt—t)|<5(0,&)igin

dir. Dolayisiyla; a, doniisiimii t; € R noktasinda siireklidir.
Tamm 2.3.4.[3:Sayfa 134]: a:(R,+)—(B(H),), (R,+)grubunun H ’da bir gdsterimi
olsun. ¥x e H noktas1 o 'nin bir siireklilik noktas ise; o gosterimine, (IR, +)grubunun

H ’da kuvvetli stirekli bir gésterimi denir.

Bu paragrafin geriye kalan kisminda kuvvetli siirekli gdsterim yerine sadece siirekli

gosterim ifadesini kullanacagiz.

Tamm 2.3.5.[3:Sayfa135]: a:(R,+)—>(B(H),°), (R,+)grubunun H da bir gosterimi
olsun. VteRigin «(t)e B(H)operatorleri tiniter ise; o ’ya (R,+)grubunun H ’da bir

liniter gosterimi denir.
Tanimdan goriilityor ki her iiniter gosterim stireklidir.

Ornek 2.3.6: ((C2 : <,>), kompleks Hilbert uzay1 olmak {izere;

a:(R,+)—(B(C?),°), Vz=(§1je(€2igin og(t)(z)::(_u?st ismtj{ij olarak

) isint cost

tamimlanirsa; o, (R,+)grubunun H ’da bir iiniter gosterimidir.
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Ornek 2.3.7: (H,(,)) kompleks bir Hilbert uzay olmak iizere;
a:(R,+) —>(B( H ),o) , VteRigin a(t):= e"l olarak tanimlanirsa; «, (R,+)grubunun
H ’da bir iiniter gosterimidir.

Tamm 2.3.8.[3]: a:(]R,+)—>(B(H),o), (R,+)grubunun H ’da bir gésterimi olsun.

VteR i¢in a(t)=ca(t+T)olacak sekilde sabit bir T >Osayisi varsa; o gosterimine

periyodik ve T >0 sayisina, « gosteriminin periyodu denir.

a:(R,+)—> ( B(H ),o) ,(R,+)grubunun H’da T >0periyodlu bir gisterimi olsun.
Bu takdirde; B:(R,+)—>(B(H),c) doniisimi VteR igin AB(t)=a(Tt) seklinde
tanimlanirsa; kolayca gorilir ki £, (R,+)grubunun H’da periyodu 1 olan bir
gosterimidir. Bundan dolay1 periyodik bir gésterimden s6z edildiginde periyodunun daima

1 oldugunu kabul edecegiz.

Teorem 2.3.9: a:(R,+) —>(B(H),°), (R,+)grubunun, H da periyodik siirekli iiniter

bir gosterimi olsun. Bu takdirde; asagidaki kosullar1 saglayan bir {Pn”’}neZ < B(H)dik
izdiisiim operatdrleri ailesi vardir.
i.  VseRve VneZ igin a(s)P* =P a(s),
ii. VteR veVneZ igin a(t)P* =P a(t)=e""P7,
ii.  Vm,neZicin PP :{P”a’ n=m
O ,nzm

iv. ~n=molan Vm,neZigin P*(H) LP,“(H),

V. VneZve VteRigin a(t)(R"(H))=e""R"(H),

vi. VteR ve VxeP,”(H)igin a(t)(x)zez"”itx,
vii. neZ olsun. @=LcH, Vxelve VteRigin a(t)(x)=e"""xkosulunu

saglayan bir alt kiime ise; L< P,"(H)
dir.
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Ispat: xeHkeyfi fakat sabit alinan bir nokta olsun. «, :(R,e) —>(H,<,>) ,Vt e Ricin
a,(t)=a(t)(x) fonksiyonu ve (,):HxH —>Hi¢c ¢arpim fonksiyonu siirekli
olduklarindan y € H keyfi fakat sabit alindiginda Vt € Ri¢in <y,a(t)(x)> degerini alan

fonksiyon, her kapali aralik {izerinde siirekli dolayist ile; [0,1] kapal1 aralig1 tizerinde

stirekli oldugundan bu kapali aralik tizerinde integrallenebilir bir fonksiyondur.

®,*:H — C fonksiyonu, YneZ ve VyeH igin @ *(y):=

e (y,a(t)(x))dt

O e

seklinde tanimlansm. I¢ carpimin ve integralin 6zellikleri kullanilirsa; Va,b e C ve
vY,, Y, € H icin
@ *(ay, +by,) =a® *(y,)+b® *(y,) ()
dir. Ote yandan; Cauchy-Schwarz esitsizligi ve o gosteriminin iiniter oldugu kullanilirsa;
vy € H igin
[ (y) =[xl 2)
elde edilir. Dolayisiile (1) ve (2)’den VneZ ve VxeH igin @, :H ->C

operatOrlerinin her biri bir sinirhi lineer fonksiyoneldir. O halde; X € H keyfi fakat sabit

alindiginda Riesz- Frechet teoremine gore; Vy € H i¢in @ () :<y, Pn“(x)> ve

|

P (X)H kosulunu saglayan bir tek P,“(X) € H noktas1 vardir. neZ ve xe H

verildiginde; P,“(x) e H ve Vy e H i¢in @ (y)= <y, P (X)> kosulunu saglayan nokta

olmak iizere; P :H — H, ¥xeH igin (P“)(X) = P,%(X)degerini alan doniisiim olsun.

n n

VY € H i¢in ‘dbnx(y)‘ <[ x|y oldugundan Hd)nx

<|x| dir. |®,"

P~ (X)H oldugundan
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H ||X|| dir. Diger taraftan; Vy € H icin

1
J'eant dt ve q) (y) <y’ Pna (X)> Oldugundan Vy eH 1(;111
0

<y, Pn‘"(x)> = [€ (y,r(t)(x))dt dir. O halde; Vy e H igin

O e

7

y,R (%)) = [€"" (y,ar(t)(x))dt dir. Son esitlikte; Vy e H igin

O ey

1 1 1

j iy, o (1)( ))dt=j it (y,a(t)(x ))dt:je—z"”it (a(t)(x).y)dt ve

0 0 0

<y, P (X)> = <Pn“ (%), y> oldugu g6z oniine alinirsa; VX,y € H ve Vne Z igin

1

(P00, y) = e (a(t)(x), y)t (3)

0

elde edilir. VteRigin a(t)eB(H )oldugundan ve integralin 6zellikleri kullamhirsa; (3)

esitliginden Va,beC ve Vx, X, € H i¢in

<Pn“(ax1+bx2),y>:.l[e 2ot (ax, +bx, ), y)dt
0

- j —2“’“‘ >dt + bie‘z””it <a (t)(x,). y>dt

=a(R"(x), y>+b<Pn“(x2>, y)
(P (@, +bx,), y)=a(R (%), y) +b(R(x,),y)
(R (ax, +bx,), y)—a(R (%), y) ~b(R“ (%), y) =0

(P (ax, +bx,), y)+(-aP" () —bR"(x,), y) =0
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<Pna (ax, +bX2)_(aPna (%) +bP* (xz)), y> =0

elde edilir. O halde; y:=P,(ax, +bx,)—(aR“(x)+bP"(x,)) e H alnirsa; Va,beC ve

VX, X, € H i¢cin
I:)noc (axl + bXZ) = aPna(Xi) + ana(XZ)

elde edilir. O halde; P :H — H doniisiimi lineerdir. P* :H — H doniisiimii lineer ve

VX e H i¢in <1 dir.

P, (x)|<[X| oldugundan VneZ igin P,“ e B(H) ve 0<|

P

i.  VseRve VneZ igin a(s)P* =P a(s) dir.
Gergekten; Vs,teR i¢in a(s+t)=a(s)a(t)oldugundan (3)esitligi ve ek operatoriin

tanimi1 géz Oniine alindiginda Vs e R, Vne Zve VX, Yy € H igin

((a(s)R“) 0.y} =(a(s)(R“().y)

oldugundan VseR ve VneZ igin a(s)P,” =P,“a(s) elde edilir.
ii. VteR ve VneZ i¢in a(t)P” =P a(t)=e*"Pdir.

Gergekten; t € Rkeyfi fakat sabit alinsin. Vs € R i¢in ar(s+t)=a/(s)a(t)oldugundan (3)



125

esitligi ve ek operatoriin tanimi goz Oniine alindiginda Vne Z ve VX, y € H igin

((«(t)P) 00y} =(R" (). O(Y))

e (a(s)(x), e (t)(y))ds

e "™ (a(s+1)(x), y)ds (4)

1
dir. I g2 <a (s+t)(x), y>ds integralini hesaplamak igin S =uU—t doniisiimii yapilirsa;
0

1 t+1

.([ez"”‘s (a(s+1t)(x),y)ds = Jt.e‘Z””i(“‘t)<a(u)(x),y>du

= [ e (a(u)(x),y)du  (5)

t

oldugu goriiliir. (4) ve (5)esitliklerinden Vt e R, VneZve VX, Y € H i¢in
t+1

<(a(t) P,) (%), y> = g2t j e (a(u)(x), y)du (6)

t

t+1

elde edilir. x,y e Higin F(t) = j e (a(u)(x), y)du olsun. e (a(u)(x),y)

fonksiyonu siirekli oldugundan Integral Hesabm Birinci Temel teoremi [8] ve [2] Leibnitz

kuralina gore; F(t) fonksiyonu tiirevlenebilir ve

!

F/(t) =2 (ar(t+1)(x), y)(t+1) —e? {a(t)(x), y)(t) |
F(t) =e Y (g (t+1)(x),y)—e ™ (a(t)(x).y).

F'(t) =" (a(t+1)(x)-a(t)(x),y)

dir. Ote yandan; o:(R,+)—(B(H),°), (R,+)grubunun H *da 1periyotlu siirekli iiniter
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gosterimi oldugundan o (1+1t) =« (t) oldugu goz 6niine alnirsa; F'(t) =0dir. O halde; F

fonksiyonu sabittir. Dolayst ile;
FO=FO= [ (o)) =(r (1Y) O
dir. (6)ve (7)’den teR, VneZve Vx y e H icin
()P )00, y) = (B (x), y)= (B (x).3)
((@(t)P—e""R)(),y)=0

oldugu goriiliir. Son esitlikten; teR ve VneZ i¢in a(t)R*=Pa(t)=e*"P"

oldugunu gosterir ve t € R keyfi alindigindan ispat tamamlanir.

iii.  vmneZ,VxyeH igin (3)esitligi ve ii goz Oniine alinirsa;

(PR )00 3)= (R (R ()).9)

_ <Pn“(x) y),n=m,
0 n=m
<Pn‘"(x),y> n=m
(6,y) ,n=m
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oldugundan; n=migin P“P,“ =0 ve P“P* =P,“oldugu goriiliir.

Sonug olarak; Sonug¢ 2.2.10 g6z Oniine alindiginda {Pn“}n , < B(H ) , teoremin sartlarini

saglayan bir ortogonal dik izdiisiim operatérleri ailesidir.

iv. {Pn“ }n ,CB (H) dik izdiisiim operatérleri ailesi n=molan Vm,n € Z igin

P“P.* = O kosulunu sagladigindan Teorem 2.2.14’ye gore; P*(H) L P,“(H) dir.

V. VneZve VteRigin a(t)(R(H))=e""P,“(H)dr. Gergekten; t € R keyfi

fakat sabit alnan bir nokta ve u e c(t)(P,“(H))olsun. O halde;

Jy e P*(H)..u=«(t)(y)dir. Ote yandan; y e P,“(H) oldugundan Ixe H ..y = P,“(X)
dir. O halde; u=ca(t)(P,“ (x))=(a(t)P,*)(x)dir. O halde; teoremin i sikkx ile
u=(a(t)R)(x)=(e"""P")(x)=€""R (x) e®"P,“(H)dir. Dolaysst ile;
a(t)(P“(H))=e*™" P (H)dir. Tersine olarak; vee®™P“(H)keyfi olsun. O halde;
Ixe P (H)..v=e*""xdir. Ote yandan; x € P,“(H)oldugundan 3y e H..x=P"( y)dir.
O halde; v=e""R (y) = (™R )(y) = (a(t)R")(y) =a(t)(R" (¥)) e (1) (R (H))
dir. Dolayss1 ile; €"™R,“(H) = «(t)(P,“(H))dir. O halde; a(t)(P,“(H))<=e*"P(H)
e "R (H) < a(t)(P“(H))oldugundan

VneZ ve VteRicin a(t)(R“(H))=e""R"(H)dir.
Vi. VteR ve VxePR“(H)ic¢in a(t)(x)=e""x dir.
Gergekten; x € P,* (H ) keyfi olsun. O halde; 3y e H..x=P,”(y)dir. x=P,“(y)
oldugundan ii sikk1 g6z 6niine alindiginda Vt € Rigin
a(t)(x)=a(t)(R*(y))=(e""P")(y)=e""xoldugu gorilliir.

Vii. neZolsun. @#LcH, Vxelve VteRigin a(t)(x)=e*"xkosulunu
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2nzit

saglayan bir alt kiime ise; L = P,“ (H) dir. Gergekten; Vx e Ligin a(t)(x)=e*""x

oldugundan (3)’den dolay1 Vy € H ve Vx e Ligin

(P ().y)

e 2 (g (t)(x), y)dt

e—2n7rit <62n;rit X, y>dt

e—2n7z'ite2n7rit < X, y>dt

Il
TN Ot Ot Ot O

x
<
~

dir. O halde; Vy e H ve Vx e Ligin <Pn“ (x)—x, y> =0dir. Dolayisiile X € Ligin
y =P, (x)—xeH alnirsa; P,” (x)—x =6 oldugundan x = P, (x) dur.
O halde; x e P,” (H) oldugundan L < P,” (H)dir,

Teorem 2.3.10: xe Holsun. VneZ i¢in x L B (H)ise; x =@ dur.

Ispat: P“(H) = {Pn“ (y)‘ yeH } ve VneZ igin X L P (H) oldugundan VneZ igin

(P (x),x) =0 dur. O halde; (B, (x),x) =

O L

g2t <a (t)(x), X>dt oldugundan Vn eZ igin

1

_[e’z””“ (a(t)(x),x)dt=0 *)

0

dir. <a(t)(x), X> fonksiyonu siirekli ve 1 periyodlu oldugundan

[0,1] kapali aralig1 lizerinde <a (t)(x) : X> fonksiyonuna diizgiin yakinsak olan bir {Qm (t)} ,
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Q. (1) =D ae®™™, polinom dizisi vardir [10: Sayfa190].
k=—m

[o:] o]

Q,t)= <a(t)(x) : X> oldugundan Q, (t) = <a(t)(x) : X> , dolaysi ile;

[0.4]

Qu®{ex (1) (x), ) = (e (1) () x)er (8) (). ) =[x (£) () )|

oldugu diizgiin yakinsaklik tanim1 ve kapal1 araliklar tizerinde siirekli olan fonksiyonlarin

o]
sinirl oldugu kullanilarak kolayca goriiliir. Q,,(t) <a (t)(x) : X> = Ka (t)(x) , X>‘2 ’

Q. () <a (t)(x), X> fonksiyonu siirekli dolaysi ile integrallenebilir oldugundan

1

a0, = i[OO a0 Kt )

0

dir[10:Sayfa151]. Ote yandan; (*)kosuluna gére VmeNve Vke{-m,..,0,1,..., m}i¢in

jaez'(”“ <a(t)(x) , X>dt =0 oldugundan Vme Nigin j(ﬁ(a(t)(x), X>dt =0 dirr. O

halde; (**)’dan h(a(t)(x),x)‘zdtzo oldugu goriiliir. Ka(t)(x),x)‘zfonksiyonu [0,1]

kapali aralig1 iizerinde siirekli, Vvt e[0,1]i¢in Ka (t)(x), X>‘2 >0ve H(a (t)(x), X>‘2 dt=0

0
oldugundan Vt e [0,1] i¢in Ka(t)(x), X>‘2 =0, dolayisiyla <a(t)(x) , X> =0drr
[10:Sayfa138]. O halde; ((0)(x),x)=0ve a(0)=1 oldugundan (X, x)=0dir. Son

esitlikten X =@ oldugu goriiliir ve ispat tamamlanur.

nez

Sonug 2.3.11: <U P“(H )> =H dr.
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1
Ispat: (<U P (H )>] ={6} oldugu gosterilirse; Teorem 1.8.10°a gore ispat tamamlanur.

nez

1
Xe (<U P (H )>] keyfi olsun. O halde; VneZ igin x L P,* (H ) dir. Dolayisiyla;

nez
yukaridaki teorem ile X =@ olup; ispat tamamlanur.

Teorem 2.3.12: xe Holsun. VneZ igin B“(x)=0 ise; x=0 dur.

n

Ispat: WneZ i¢in P,"(x)=6oldugundan VneZ igin <P “(x), X> =(6,x)=0dir. O

n

1
halde; VneZ icin Ie’zn”it <a(t)(x) , X>dt = <P “(x), x> =0 dir. Teorem 2.3.11 nin
0

1

ispatinda yapilan islemler tekrarlanirsa; I Ka (t)(x),x)‘zdt =0, dolays ile; Vt €[0,1]igin
0

(a(t)(x),x)=0dir. O halde; («(0)(x),x)=0ve &(0)=1oldugundan X =@ dr.

Sonug 2.3.13: X,y e Holsun. VneZ i¢in P,” (x)=P,"(y)ise; x=ydir.

n

Ispat: VneZ i¢in P“(x)=P,“(y) oldugundan VneZ i¢in P,"(x—y)=6dir. O halde;

Yukaridaki teoreme gore; X—Y =6 oldugundan x =y dir.

Teorem 2.3.14: Wxe H igin Y R (X)serisi yakinsak ve » R (x)=xdir.

keZ keZ

N N
Ispat: N e N keyfi fakat sabit alman bir dogal say1, S, = Z P% ve T, = Z R olsun. O
k=t k=0

halde; VkeNigin R“eB(H) birer dik izdiisim operatorleri oldugundan Teorem

2.2.16’ya gore; Sy, T, € B(H) birer dik izdiisiim operatérii olup VN €N igin

0<§, <S,,;=<I ve O0<T, <T,,; < kosullarmni saglar. O halde; Teorem 2.2.19’a gore
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-1 +90
VX e H i¢in NILTOOSN (%), NILerTN (X) limitleri vardir. Dolayist ile; Z R (X) ve Z [ (X)

k=—0 k=0

serileri yakmsaktir.

-1 +00
u,veHigin > R*(x)=u ve > B“(x):=v olsun. O halde; Teorem 1.5.6’ya
k k=0

=—00

gore Z [ (X) serisi yakisak ve Z B (X) =u+vdir. O halde; VN e N i¢in

kez keZ
Ry (X):= i B¢ (x) ise; Teorem 1.5.7°¢ gore {Ry (X)} = H dizisi yakinsak ve
k=—N
NILrEO Ry (X) =u+vdir.
| € Z keyfi fakat sabit alinan bir tamsay1 olsun. N € Ndogal says1 | €[-N, N]olacak

sekilde secilirse; {Pk“}k C B(H) dik izdiisim operatorii ailesinin farkli elemanlar1

eZ

N
birbirine dik oldugundan Ry (x)= > R*(x) esitliginden R“(R,(x))=R"(x) oldugu

k=—N
goriiliir. O halde; R : H — H siirekli oldugundan son esitliginin her iki tarafinin N — 400

icin limiti alinirsa;

lim B“ (R, (x))=R"(x)

N —-+o0

RY( Jim Ry ())=R* ()
R (V) =R (%)
elde edilir. O halde; VleZigin B*(u+v)=R”(x) oldugundan Sonug 2.3.13’¢ gore;

u-+v=xdir. O halde; > R (x)=xolup; ispat tamamlanur.
keZ
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Teorem 2.3.15: VxeH ,VteR igin ZeZk”it R (X) serisi yakinsak ve

keZ

)= ™R (x) dir.

kez

Ispat: Teorem 2.3.14’¢ gére Vx e H igin ) B (X)serisi yakinsak ve » R (X)=Xx

keZ keZ

oldugundan V& >0i¢in sonlu bir J, —Zalt kiimesi vardir dyleki J, = J < Zolan her

D R¥(X)

ked

sonlu J cZigin ||x—

<&dir. J,cJcZ olan her sonlu J cZve VteRigin

a(t)(zpk“(X)J > a(t)(Re(¥) =2 e*"R*(x) ve VteRicin a(t):H —»H

ked ked ked

doniisiimleri tiniter oldugundan J, < J < Zolan her sonlu J — Zigin

a (t) (X) _ Zezknit Pka (X)

kel

t)(x) - («(t)R)(x)

ked

=l (t) () — e ( (z P“(x)j

ked

= a(t)(x—Z Pk“(x)j

ked

=[x=> RE()||<&

ked

olur. O halde; VteR ve J, < J < Z olan her sonlu J — Zigin

a(t)(x) - e™ ™R (x)

kel

< & oldugundan ZGZK”" P (x)serisi yakinsak ve

keZ

)= ™R (x)dir.

kez

Teorem 2.3.16: VX,y € H igin Z(Pk“ (x), Pk“(y)> serisi yakinsak ve

keZ

SR PIW)=(xy) di.

keZ
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Ispat: Teorem 2.3.14’e gbre WxeHigin Y RZ(x)=xdir. O halde; N € N olmak iizere;

kez

-1 +00 +0 -1
D R*(x)ve D R(x) serileri yakmsaktir. u,veH igin Y B (x):=u, > B (x):=
k=0 k=—0

k=—o0 k=0

ve N eN olmak iizere; S, ( Z P (x)ve T, ( Z P“(x) olsun. O halde;
N
JLanS =uve NI|_>rr+1OOT = vdir. Ote yandan; N € Nigin S kZ_(;(Pk (x),y>ve

N
¢ (X)= Z(Pk‘”(x), y>olsun. O halde; N e Nigin

= :‘ZO<Pka (x), y> = <§;, R (%), y> = <SN (X)’ y>

N

ve To (=2 (R“(%).Y) :@Pk“(x), y>=<TN (x).y)

k=-1
dir. O halde; i¢ carpim fonksiyonu siirekli ve dolayisi ile dizisel siirekli oldugundan

lim (S, (), y>:<N|LrpwsN(x), y>:<u,y> ve lim (T, (x),y>:<NIi_)rPOCTN (x),y>:<v, y)dir.

O halde; ’JLerSI,( Jve lim Ty (x)mevcut olup

N —+o0

lim S (x )_JLnjw<SN(x),y>:<JLn3wSN(x),y>:<u,y>

N —-+o0

ve Jim T2 (0= im (T, 00,3) = fim 7,9.) = ()
dir. O halde; i(Pk“(X), y> : i <Pk“ (x), y> serileri yakinsak ve i(Pk“ (x), y> = <u, y> :

-1
Z <Pk“ (x), y> = (V, y) dir. O halde; Teorem 1.5.6’ya gore Z(Pk“ (x), y> serisi yakisak ve

k=-o0 keZ
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z< R (x), y> = <u, y> + <V, y> = <u +V, y> dir. Diger taraftan; N € Nigin

keZ
N

Ry (X):= i Re(x) ve Ry(x)= Y (R“(x),y)olsun. O halde; Ry (x)=(Ry,y)dir.

k=—N

VxeHigin ) R’(X)=Xoldugundan lim Ry (x)=Xx, lim Ry () =(u+v,y) veig

kez —>+0

arpim fonksiyonunun dizisel siirekli oldugu goz oniine alindiginda; Ry (X)=(Ry,y)

esitliginden N — +oolimit alinirsa; (U+v, y) =(X, y)oldugu goriiliir. Vy € H i¢in

(u+v,y)=(x,y)esitligi dogru oldugundan x=u+vdir. O halde; Z(Pk“(x),y>=(x, y)

keZ

dir. Vk € Z i¢in B € B(H) dik izdiisiim operatdrleri oldugundan VX, Yy € H i¢in
a a 2 a a : b
(R (x),y>=<(F>k ) (x),y>=<F>k (x), R (¥)) dir. Dolaysst ile;

> (R, y) = X (RGO RA () = (%, y)

keZ keZ
dir.

Pk”‘(x)H2 =[x dir.

Sonug¢ 2.3.17: VX € H i¢in ZHPK"‘ (X)H2 serisi yakinsak ve Z
keZ keZ

R (X)H2 serisi yakimsak

Ispat: Teorem 2.3.16’da y:=x alinirsa; Z(Pk“(x),Pk“(x)>:z
keZ

keZ

ve ZHPk“ (X)H2 = ||X||2 olup ispat tamamlanur.
keZ



3. IRDELEME

1. Teorem 2.3.9, [13: sayfa 77] de ifade ve ispat edilen asagidaki teoremin

{P “ }n ,<B (H ) ailesine bir benzer genellestirilmesidir.

n

Teorem 3.47: (H,(,)) bir Hilbert uzay1 ve {e,} . < H ortonormal bir dizi olsun.
Bu takdirde; asagidaki ifadeler birbirine denktir:

i e neN}L =1{0}

i, <{en| n eN}>= H

2

i, wxeHigin X =3 [(x.e,)
n=1

iv.  VXxeHigin x:i(x,en>en :

n=1

2. Teorem 2.3.16, [13: sayfa 81] de ifade edilen Parseval esitsizliginin

n

{P“}n , < B(H) ailesine bir genellestirilmesidir.



4. SONUCLAR

Bu tezde elde edilen en 6nemli sonuclar agagida verilmistir.

Bolim 2.1. de:

1. (H ,<,>) kompleks bir Hilbert uzayi, {Tn} c B(H) bir pozitif Hermit operatorleri

dizisi ve B e B(H) bir pozitif Hermit operatdrii olsun. Vn e Nigin

ise; VxeHigin limT, (x)=T(x) ve VneN igin T, <T <B olan bir tek

T € B(H) pozitif Hermit operatorii oldugu gosterildi. (Teorem 2.1.14)

2. (H,(,)) kompleks bir Hilbert uzayi ve {T,} =B(H), VneN igin
T, <T <..<T, <T, kosulunu saglayan bir Hermit operatorleri dizisi olsun. ¥n e Nigin
B <T, kosulunu saglayan bir B € B(H) bir Hermit operatdrii varsa; Vx € H igin
nILrEOTn (x)=T(x) vevneN i¢in B<T<T olan bir tek T eB(H) Hermit operatorii

oldugu gosterildi. (Teorem 2.1.15)

Bolum 2.2. de:

1. neNve B,P,..,P, € B(H)birer dik izdiisim operatorleri ve
P=P,+P,+..+P,eB(H) olsun. P nin bir dik izdiigiim operatdrii olmas1 igin gerek ve
yeter kosul k =l olan Vk,I €{12,...,n}i¢in B,R =0 olmasi ve bu halde; P =P, 110 op )

oldugu gosterildi. (Teorem 2.2.16)
2. (H ,( ,>) kompleks bir Hilbert uzayi ve P,Q:H — H iki dik izdiisiim operatorii

olsun. PQ = QP olmasi igin gerek ve yeter sart PQ:H — H operatoriiniin bir dik
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izdiistim operatdrii olmasi ve bu halde; PQ =R, ;) o, oldugu gosterildi. (Teorem 2.2.17)
3. (H.(,)) kompleks bir Hilbert uzay1 ve {P,} = B(H) bir dik izdiisim operatdrleri
dizisi olsun. ¥x e H igin {Pn (x)} — H dizileri yakinsak ve Vx e H igin P(x) = lim P,(x)

ise; P:H — H donisiimiiniin bir dik izdlisiim operatorii oldugu gosterildi.
(Teorem 2.2.18)
4. (H.(,)) kompleks bir Hilbert uzay ve {P,} = B(H), VneN igin

0<PB <..<P <P, <I olan bir dik izdiisiim operator dizisi ise; VX e H i¢in

{P,(X)} = H dizileri yakmsak ve P:H —H ,V¥xeH igin P(x):= lim P,(x), H "nin
U P (H )>  H kapali alt uzayi iizerine dik izdiisiim operatorii; yani; P = P<+w
= Upn(H)>

oldugu gosterildi. (Teorem 2.2.19)
5. (H.(.)) kompleks bir Hilbert uzay: ve {P,} < B(H),VneN i¢in 0<P,, <P <I
olan bir dik izdiisiim operatdr dizisi ise; Vx € H igin {P,(x)} < H dizisi yakmnsak ve
Vvx e H i¢in P(x):= lim P,(x) ise; P:H — H dik izdiisiim operatorii, H 'nin
ﬂ P.(H) < H kapal1 alt uzay1 tizerine dik izdiigiimii, yani; P =P, oldugu gosterildi.
n=1 P (H)

(Teorem 2.2.20)
6. P,QeB(H)iki dik izdiigiim operatérii olsun. PQ =QPise; P+Q—-PQeB(H)

bir dik izdiigtim operatérii ve P+Q—-PQ=F, . 0ldugu gosterildi. (Teorem 2.2.21)
7. P,QeB(H)iki dik izdiigiim operatrii olsun. P—Q e B(H ) operatriiniin bir dik
izdlisiim operatorii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Q < P olmasi ve bu halde;

P—Q=P;)1-on) oldugu gosterildi. (Teorem 2.2.22)

8. {Pn}neN cB(H), YmneN,m=nigin P, P, =0 olan bir dik izdiisim operatorleri

olsun. Bu takdirde; Vx e H i¢in Z P, (X) serisi yakinsak ve VX € H i¢in P(x) = Z P.(x)
k=1 k=1
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ise; P:H — H bir dik izdiisiim operatdrii ve P = P<W oldugu gosterildi. (Teorem
Upk(x)>
2.2.23)
Boliim 2.3. de:

1L a:(R+) —)(B( H )o) , (R,+)grubunun H ’da siirekli, {initer ve periyodik bir
gosterimi olsun. Bu takdirde; asagidaki kosullari saglayan bir {Pn‘”}n ,<B (H)dik

izdiisiim operatorleri ailesi vardir:

i.  VseRve VneZ igin a(s)P* =P a(s),
ii. VteR ve VneZ i¢in a(t)P* =P a(t)=e"""P,

iii.  vmneZigin PP “ ={P”a’ n=m
O ,nzm
iv. ~ n=zmolan Vm,neZigin P*(H) LP,“(H),
V. VneZve VteRigin a(t)(R(H))=e""R"(H),
Vi. VteR ve VxePR”(H)igin a(t)(x)=e*""x,
viil. neZolsun. I=LcH, Vxelve VteRigin a(t)(x)=e""xkosulunu
saglayan bir alt kiime ise; L < P,“(H),

oldugu gosterildi. (Teorem 2.3.9)

2. xeH olsun. VneZ icin x L P(H)ise; x=6 oldugu gosterildi. (Teorem 2.3.10)

3. <U P (H )> =H oldugu gosterildi. (Sonug 2.3.11)

nez.

4. xeH olsun. VneZ igin P,” (x)=0 ise; x =6 oldugu gosterildi. (Teorem
2.3.12)

5. X,yeHolsun. vneZ igin P“(x)=P“(y)ise; X=Y oldugu gosterildi. (Sonug
2.3.13)
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VxeHigin > R”(X)serisi yakinsak ve » R”(X)= X oldugu gériildii. (Teorem

keZ keZ

2.3.14)
WxeH VEeR isin Y e"RY (x) seris yakmsak vear(t)(x) = YR (x)

keZ keZ

oldugu goriildii. (Teorem 2.3.15)
VX, Y € H i¢in Z< P*(x),R” (y)> serisi yakmsak ve

keZ

> (R, RE(Y))=(xy) oldugu goriildii. (Teorem 2.3.16)

keZ

VX € H i¢in Z:HP‘("‘(X)H2 serisi yakinsak ve Z:HPk”‘(X)H2 :||X||2 oldugu goriildii.
keZ keZ

(Sonug 2.3.17)



5. ONERILER

{a},., =C bir dizi olmak iizere; xeH icin D> aR*(x) seklindeki serilerinin
keZ

yakinsaklig arastirilabilir.
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12.

13.
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