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0ZET

Bu calismanin amaci, birim elemanli bir F-cebir A nin F-gisterimlerinin
T)(A,F) kategorisi ile A-sol modiillerin ;gnkategorisi arasindaki kategorik
denkligin 8zelliklerini A nin Artinian cebir olmasi durumunda derlemektir.
Bu amacimizi iki adimda gergekleyecegiz.

(I) . F~cebir A yaribasittir.

(II). F-cebir A yaribasit degildir.

0. Boliimde galigma ig¢in gerekli olan bazi kavramlar minimal hacimde
verilmeye calisilmistir. Ancak kardiml sayilarin okuyucu igin bilindigi ka-
bul edilmistir.

1. BBliimde A-sol modiil M in A-sol altmodiillerinin A(M) kafesini tanita—
rak bagladik. M in yaribasitligi tanimi olarak A(M) in komplimentlenebilir
bir kafes olmasini aldik. Basit modiillerin Schur karakterizasyonundan sonra
Artinian ve Notherian modiiller tanitildi. Artinian ve Notherian dzellikler
genelde birbirinden bagimsiz oldugundan yaribasit modiiller i¢in Artinian,
Notherian ve sonlu {iretenli olma kosullarinin denkligi verildi.

R-cebir A nin yaribasitligini regiiler A-sol modiil AA nin yaribasit
olmasiyla tanmimladik, D bir b8lme cebiri, n21 olan bir dogal sayi olmak iize-
re, Mn(D) n satir n siitinlu karematrislerin D-cebiri Artinian basit cebir—
lerin izomorfi simiflarinin temsilecisi olarak karsimiza g¢ikar. Wedderburn
Yapr Teoremi yaribasit cebirlerin izomorfi simiflarinin, s21. D; bGlme cebir-

. $ . .
leri niz1, 1£igs olmak iizere ,+1 Mn-(Di) cebirleri oldufunu sdyler,
' i= i

1. b3limii sonlu bir grubun FG grup cebirinin yaribasitligi icin bir
kriter olan Maschke Teoromini vererek kapattik. Bdylece ilk amacimiza ulas-—
mis olduk.

I. adim II, adimin 8n hazirligi nitelifindedir. II adima ikinci bo-
limde bagladik. 11k olarak bir R-cebir A nin tiim maksimal sol ideallerinin
arakesitinin tanimlandig1 kimeyi J(A) ile gosterelim. J(A) A npin bir iki-
yanli ideali olup ona A nin Jacobson radikali denir. A Artinian ve J(A)=0
olmas1 A nin yaribasitligi icin gerek ve yeter olam bir kriter oldugundan

sahiptir. J(A) =0 oldugundan A nin Artinian olmasi halinde A yaribasittir.

fakt8r cebirinin yapisi A nin yapisini tanimakta biiyiikk bir Sneme

Bir R-cebir A nmin Artinian olmasi durumunda; bir k>0 dogal sayisi icin
J(A)k=0 gerceklenir. Buradan G sonlu bir grup olmak {izere; FG grup cebiri
icin M(F)\IGlolmasi durumunda J(FG)=0 ve W(F)=p||G| , H G nin normal



olan p-sylow altgrubu olmak lizere J(FG)= ¥ FG(x-1) oldupu verildi. Yari-
basit cebirler dilinde sdylenenler Artlnlag ceglrlere adapte edilerek,
basit modiillerin ayrigsamaz modiil olduklarini ve Schur Lemmasi ayrigamaz
modiillere tasindifinda, bir ayrigamaz modiilii, endomorfiler cebirin bir
lokal cebir olmasiy durumunda karakterize ettik.

Krull-Remark-Schmidt (2.36) teoremini vererek Artinian cebirler iize-
rindeki sonlu {iretenli modiillerin ayrigamaz modiillerden olusan Remark
ayrigimlarini inceledik. Ikinci b&liimiin sonunda birim elemanli Artinian
F-cebir A nin F gBsterimlerinin T1(A,F) kategorisi ile A-sol modiillerin
AIII kstegorisi arasindaki kategorik denkligin &zelliklerini inceledik.
Bundan yararlanarak sonlu bir G grubunun F gdsterimlerini FG grup cebiri-
nin F-g8sterimleri yardimiyla elde ettik. §

Artinian cebirler iizerindeki ayrigamaz modiiller cebirin yapisini tani-
mada Snemli rol oynar. Ozellikle bu modiiller projektiftir.Bu nedenie son
bSlimde; Artinian cebirler {izerindeki projektif modiillerin yapisini incele-
dik. HomA(P/J(A)P’ Q/J(A)Q)=H°mA/J(A)(P/J(A)P’ Q/J(A)Q) olmasiny kullanarak;
A-sol modiillerin kategorisi ile A/J(A)-sol modiillerin A/J A kategorisi
arasindaki kategorik denklik verildi. A Artinian R-cebir P,QGA projektif
ise kategorik iliski daha da bir Snem kazanir. Dolayisiyla Artinian cebirler
tizerindeki projektif modiillerin yapitaslarini olusturan esas ayrigamaz
A-modiillerin tanimi verilerek projektif modiiller icin yapl‘teoremi verildi.

Idempotent ve primiﬁif idempotent tanimlarindan éonra her Artinian
R-cebir icgin €128y 5eanse primitif idempotentlerin (%) 1=e1+e2+...+en,
eiej=0, i#j olacak bigimde mevcut oldugunu verdik.

Wedderburn Yapi Teoreminin Artinian cebirlere bilinen sekli ile genel-
lestirme; P,QGA?I? esas ayrigamaz JSyleki HomA(P,Q)¢0 ve P=2Q olacak bicim-
de mevcut oldufundan ortadan kalkmigtir. Bu noktada yeni bir kavrama ihtiyac
vardir, O da bir Artinian cebirinin quiver 'idir. V-ie1,e2,...,e }(*), ger-
ceklemek lizere E—{(e.,e )le. J(A)e #0} olsun. I'(A)=(V,E) direkt grdphi A min
quiver*i olarak tanlmlandl. P(A) nin yapisi ile A nin yapisi karakterize
edildi. T'(A) nin baglantili olmasi durumunda A cebirine bir bloktur denir.
Her Artinian A~cebir icin A AZ""’A blok cebir olmak lizere A=A +A2+... AS
olsun. Bu taktirde Fi:=T(A1) 1<i<s olmak lizere T'(A) JJ T'. oldugu verildik—~
ten sonra indirgenmig cebir tanimi verilerek bir Artinian ceblrle indirgenmisg
cebiri arasindaki iligkiyi ele aldlk; Bir Artinian cebirin sonlu ve sonsuz

gdsterim tipi kavramlari tanimlanarak derleme sonuclandirilmistir.
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SUMMARY

The aim of this study is to investigate the properties of categorical
equivalence between the categrary rq(A,F) of F-representations of an
F-algebra A with and the category AZT?of left A-modules whenever A is an
Artinian algebra. We'll do this in two steps.

(I) . F-Algebra A is semisimple.

(I1). F-Algebra A is not semisimple.

In Chapter O, some notions required in the study were given in a way
which comprise minimum volume, but it has been assumed that the Cardinal
Numbers are known by the reader. We started to Chapter I by introducing
lattice A(M) of 1left A-submodules of left. A-module M. As the definition
of semisimplicitiy of M we took the A(M)'s complimentability as a
lattice. After the Schur characterization of simple modules, the Artinian
ond Notherian modules were introduced. The equivalence of conditions for
semisimple modules for being Artinian, Notherian and finitely generated
were given since Artinian and Notherian properties are independent from
each other in general.

We defined the semisimplicity of R-algebra A as regular left A-module
AA'S semisimplicity. Whenever D is a division algebra and n is a natural
number with n21, the D-algebra Mn(D) of matrices with n column and n row is
the representative of isomprphy closses of simple Artinian algebras. The
Wedderburn Structure Theorem states that the isomorphy classes of
semisimple algebras are ,21 Mni(Di) algebras where s21, D{ are division
algebras and nj21, 1gigs. We completed the 1St Chapter by giving Maschke
Theorem which is a criteria for semisimplicity for a group algebra FG of a
finite group. So we completed the first step.

The first step is a preliminary for the second one. We started to the
second stage with Chapters II, First of all let us denote the set determined
by intersection of all maximal left ideals of an R—algebra A by J(A). J(A)
is a two-sided ideal of A and it is called as Jacobson radical of A, The
structure of factor algebra KzA/J(A) of A has a great importance in
detecting the structure of A since being A Artinian and being J(A)=0 is a
necessary and sufficient criteria for A to be semisimple. Since J(K)=6,

A is semisimple if A is Artinian, Whenever A is Artinian for a natural

vii



number k>0, J(A)k=0. From here it has been given that; whenever G is a
finite grup, for a group algebra FG, J(FG)=0 if &KF)A'IGI and, whenever

H is a normal p-sylow subgroup of G and K(F)= p||c| , J(FG)= L FG(x-1).
x6H-{1}
By addpting the notions used in semisimple algebras to Artinian algebras we

showed that the simple modules indecomposable moduleg and, we characte;ized
an indecomposable module, in case endomorphyalgebra is a local algebra,
whenever Schur's Lemma is appiled to indecomposable modules.

We igvestigated the Remark decompositions which consist of
indecompogable modules of finetely generated modules over Artinian algebras
by giving Krull-Remark—-Schmidt Theorem (2.36). At the end of Chapter II we
investigated the properties of categorical equivalence between the category
QFW(A,F) of F-representations of an Artinian F-algebra A with unity and the
category A??zof left A-modules. Using this we obtained the F~-representations
of a finite group G by using the F-representations of group algebra FG.
Indecomposable modules over Artinian algebras play an important role in
studying the structure of algebra. For this reason we investigated the
structure of projective modules over Artinian algabras in the last chapter.
Using the property

Bomy /5 yer Yo = Fmassw Fawer Yawd
we gave the categorical equivalence between the category A of left
A-modules and the category A/J(Ag7? of left A/J(A)

relation gain more importance when A is an Artinian R-algebra and

-modules. The categorical

P,QeA are projective. Therefore structure theorem for projective modules
has been given by giving the definition of principally indecomposable
A-modules which constitute the base of projective modules over Artinian
algebras.

After giving the definition of idempotent and primitive idempotent
notions we showed that every Artinian R-Algebra, the primitive idempotents
€ 28yseeesl exit with the properties 1=e1+e2+...+en, ei.ej=0, iz (%)
The program of generalizing the Wedderburn Structure Theorem to Artinian
algebras breaks down Chiefly because of the existence of principal

indecompoghble modules P and Q that are not isomorphic, but HomA(P,Q)¢0
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At this stage a new concept is required, and it(is the quives of on
Artinian algebra. V={e1,e2,...,en} having satisfied (%), let
E={(ei,ej)leiJ(A)ej¢0} . The direct gr8ph T (A)=(V,E) was degined as the
quiven of A. The structure of A was characterized by the structure T(A).

An A-algebra is called as block whenever I'(A) is connected. For every
Artinian A-algebra, Ai,Az,...,Asbeing the bleck algebras, let A=A14A24...4As.
Then we handled the relation between an Artinian algebra and its reduced
algebra by giving the definition of induced algebra after giving I'(A)= .éyfi,
Fi:=r(Ai)’ 1€i%s. We finished the study by defining finite and infinitel 1

representation type nations for an Artinian algebra.
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BOLUM O

ON BILGILER

I. BOLUMSEL SIRALANMIS KUMELER VE KAFESLER

P bir kiime ve "g"TPxP olsun., " <" P ijizerinde bir b8liimsel

siralamadir denir:=» Her a,b,c€P icin

i) a £a (yansimali)
ii) a b, b<a ise a=b (ters simetri)
iii) a €b, b gc 1ise a £c (gecisgli)
kosullari gercekleniyorsa.
(P,g) ikilisine bdliimsel siralanmis kiime veya kisaca poset
denir. Bir posette keyfi iki eleman kargsilagtirilabiliyorsa

posede dogrusal siralanmistir (zincirdir) denir. P'C P olsun.

A

':= 4P olmak iizere (P',<') posetine (P,<) posetinin bir
altposeti denir.

ACP olsun. e€A en biiyiik eleman (en kiiciik eleman) denir
t=> Her a€GA ic¢in age(ega) dir. Bu durum kisaca
esEBE(A) (:=EKE(A)) ile gdsterilir. bEP elemanina A icin bir
iistsinir (bir altsinir) denir:==> Her a€A icin a<b (Her a€A
icin b £a) gercekleniyorsa.

A*:={b€P|b A nin bir istsiniridair}, A*:={ceP‘é s A nin bir
altsiniridir } yazalim. EKE(A*) mevcutsa ona A nin supremumu,
EBE(Ay) mevcutsa ona A nin infimumu denir ve sirasiyla supA,
infA ile gdsterilir.

- %.e

Yiksekdgretim Kurula
Pokfimantasyon Merkeszi



(P,S) posetine bir kafes (tam kafes)'tir denir:€=> Her
a,b6P (ACP) icin sup{a,b}:=av b, inf{a,b}t=aAb (supA, infA)
mevcutsa.

P bir kafes ve a,bE6P olsun. avb, aAb ile a,b nin P deki
bilesimini ve arakasitini g&sterelim. v ,A :PxP - P

v(a,b):=avb, A(a,b):= aAb tanimlansin. v,A P lizerinde bir
ikili iglemdir. Ayrica her a€P igcin aVa=aA a = a dir.

Bir P kdsesine modulardir denir:=> Her a,b,c€P 1ic¢in a2b
ise aA(bVe)=bV(aAc) dir. P kafesine distriibitiftir denir:
<= Her a,b,c€P icin aA(bVv c)=(aAb)V (aAc) dir.

(P,g), (P'" <") iki poset ve f:P »P' bir d&niisiim olsun.

f sirayi koruyor denir:==> a<b olan her a,b€P icin £(a) s'f(b)
dir; f sirayi tersten koruyor denir:==> a <b olan her a,b€P
icin £(b) <" f(a) dir. £ P ve P' kafeslerinin bir homomorfisi-

dir (kafes antihomomorfisidir) denir:$&==> her a,bEP icin

f(av b)=f(a) vE(b), f(anb)=f(a) Af(b) (f(avb)=£f(a)A £(b)

f(anb) = f(a) v £(b)

dir. Bire-bir 8rten bir kafes (anti) homomorfisine kafes (anti)
izomorfisi denir.

P bir poset olsun. mEP ye bir maksimal (minimal) elemandir
denir:<= x> m(x<m) olan her x6P icin x=m dir. Bir P posetine
indulativdir denir:<= P deki her zincir P de bir {istsinira sa-

hiptir.

ZORN LEMMASI

indiiktiv siralanmis bir posetin enaz bir maksimal elemani

vardir.



II. KATEGORILER VE FUNKTORLAR

€ bir sinif olsun. Her bir A,BGfZigin Morc(A,B) elemanlari
A dan B ye (:=f:A - B) satirlar olan ve baska elemani olmayan

kiime olsun. A ya bdlge, B ye karsi bdlge denir.Her A,B,CefZigin
O:Morc(B,C)xMorc(A,B) > Morc(A,C)

fonksiyonu vardir. Oyleki bu fonksiyon g:B ~——=C , f:A—=B satir-
larin bir ikilisine gof:A -+ C satirini atar.

c = €, Mor

C’O) ficliisiine bir kategori denir:z=s

i) Her h:C +D, g:B » C, f:A » B {i¢clisii icin
ho(gof) = (hog)of dir.
ii) Her bir Ae€ ic¢in It 1,8Mor (A,A) Syleki £:A -B
g:C - A ise fo1A=f ve 1Aog=g dir.
C bir kategori ise € sinifinin elemanlarina kategorinin
objeleri, f:A > B satirlarina morfizimler, "O" d&niiglimiine

bileske ve 1, morfizimlerine kategorinin birimleri denir.

A

C kategorisindeki her bir f:A B morfizimine bir izomorfizm

denir:= 31 guaB + A byleki gof=1,, fog=1, dir.

C=(€1 Mor,,0) bir kategori olsun. € kategorisine diizenli

c’
kategori denir:<= Ju:€ » St (:= Kiimelerin sinifi) 8yleki

her bir A,BE€ icin

MorC(A,B)q; Map(U(A), U(B)), 1,= ve " O"

Tua)
fonksiyonlarin bileskesi olarak kullanilir. Burada bir f:A »B

izomorfizimi bir f:U(A) » U(B) tam eslemesidir.



p=¢0J, Mor,,0) kategorisi. C=({Z,Mor o) kategorisinin bir

D’ c’
altkategorisidir:r::OO(;‘e, her bir A,Bed) icin MorD(A,B) C
Morc(A,B) dir. D deki bileske € deki bileskenin D ye kisitla=
nisidir. Efer her bir A,Bel0 icin MorD(A,B)=MorC(A,B) ise D ye

C nin full altkategorisi denir.

c =(€ ’ Morc,o) ve D=(d),Mor ®') iki kategori olsun.

D,
F=(F1,F2) ikilisine € den D ye bir kovaryant funktordur denir

3 = Fﬁf3+d9 , F :MorC + Mor fonksiyonlar 8yleki her

2 D
A,B,Cefg, feMorc(A,B), gGMorc(B,C) icin asagidakiler gercgek-

lenir.

i) Fz(f) SMorD(F1(A), FI(B))
ii) Fz(gof)=F2(g)5'F2(f)
iii) F2(1A)=1F1(A)
F = (F1,F2) ikilisine € den D ye bir kontravaryant funktor-

dur denir:<=> her A,B,Cefz,feMorc(A,B), gGMorC(B,C) icin agagi-
dakiler gerceklenir.
i) Fz(f)eMorD(F1(B), F1(A))
ii) F,(gof) = F,(£)0'F,(g)
tii) F2(1A) - 1F1(A)
Kovaryant funktorlara kategorilerin homomorfileri, kontra-
varyant funktorlara antikategori homomorfileri g&zii ile baka-

biliriz.



III. GRUPLAR HALKALAR VE CEBIRLER

Gz® olan bir kiime ve "O" G {izerinde tanimli ikili iglem
olsun. Asagidaki kosullarin gerceklenmesi halinde G kiimesine

bir grup denir.

i) Her a,b,c€G icin (aob)Oc=ao(boc),
ii) Her a6G icin Je6G Byleki aoce=ecca=a,
iii) Her a€G icin Jx6C Syleki aox=xoa=e
dir.

Her a,b8G icin aob=boa ise G grubuna Abel grubu denir,.
(6,©) bir grup ve $#HC G olsun. Efer H G deki igleme gidre
bir grup ise H altkiimesine G nin altgrubu denir ve H<G ile
gésterilir.

(G,9) Abel grubu ve H<K G olsun. Her g1,g2€G icin

(gpoH)o(g,0H) = (g,08,)0H

ile tanimlanan isleme gdre
(G/H,0):={goH | g€G}

bir grup olup, bu gruba G nin H a gdre bdliim grubu denir.
(G,0),(H,0) iki grup ve 6:G -+ H bir ddniisiim olsun. © ya bir

grup homomorfisi denir:zx=> Her a,b€G icin

8(aob) = 6(a)oe(b)

dir. Bundan bdyle G den H a olan tiim grup homomorfilerini
Hom(G,H):={f|f:G + H grup homomorfisidir}

ile gdsterelim. 6€Hom(G,H) olsun.

Ker8:={gec|6(g)= OH}(: G, ime6:={6(g)|geG} C H



altkiimelerine ® nin cekirdei ve resmi denir. Acik olarak

Ker® <G ve Im8 <H dir. 66Hom(G,H) olsun.

6 monomorfidir:=> 6 bire-bir (1-1),

© epimorfidir :<= @ 8rten (imé=H),

® izomorfidir :=> 6 monomorfi, epimorfi
dir. 6€Hom(G,H) bir izomorfi ise G=H yazilir. Her 6€Hom(G,H)
2Im6 (Hom. Teoremi) dir.

Lein G/Kere

Bu calismada ele alacagimiz gruplar toplamli Abel gruplar:i
olacaktir,

R#¢ olan bir kiime ve "+, " R {izerinde tanimli ikili

iglemler olsun., Agsagidaki kosullarin gerceklenmesi halinde R

kiimesine bir halka denir.

i) (R, +) Abel grubu,
ii) Her a,b,c€R icin a.(b.c)=(a.b).c,
iii) Her a,b,c€R icin (a+b)c=ac+bec, a(b+c)=ab+ac
dir. Her a€R icin 1.a=a.l1=a olacak bi¢cimde bir 1ER varsa R'e
1 birim elemanli bir halka denir. Her a,bER icin ab=ba ise R
halkasina komutatif halka, ab=0 ifadesinden daima a=0 veya
b=0 elde ediliyorsa R halkasina sifir b8lensiz aksi taktirde
s1fir bdlemlidir denir. Komutatif sifir bSlensiz bir R halkasina
tamlik bdlgesi denir.
R bir halka ve @§#ICR olsun. I ya R in bir althalkasi (sol,

sag, ikiyanli ideali) denir:<=> Her a,b€I, r€R igin
a-b,abeIl(ra6l, ar6Il, ra,ar€I)

dir. Kisalik icin



Az(R):={ JCR |J R in sol idealidir}
AT R):={1CR |I R in saf idealidir}
A (R):= A%R)(}Ar(R):= {LCR | L R nin ikiyanli idealidir}

notasyonlarini kullanacagiz
R bir halka ve I€A(R) olsun, Her r1,r26R icin

(r1+I).(r2+I) = r1.r2 + I

ile tanimlanan igleme gdre

(R/I, +):= (R’+)/ =.{r+I IrGR}

(I,4)°
Abel grubu bir halka olup bu halkaya R in I ya gdre b&liim hal-
kas1 denir,
R, S halkalar ve 8:tR + S bir d&niiglim olsun. 8 ya bir halka
homomorfisidir denir:==» © grup homomorfisi ve her a,b€R icin
8(ab)=6(a)e(b)

dir. Bundan bdyle R den S ye olan tiim halka homomorfilerini

Hom(R,S):={f |f:R > S halka homomorfisidir}
ile gésterelim.

6€Hom(R,S) olsun.
Ker6:= {reR | 6(r)=3CR, imB:={6(r)|reR}C S’

altkiimelerine sirasiyla 6 nin cekirdegi ve resmi denir.

Acik olarak Ker8€A(R) dir.

® bir R-halka izomorfisidir <> 6 monomorfi ve epimorfidir.
0€Hom (R.S) bir izomorfi ise R=S yazilir. Her O6€Hom(R,S)

icin R/Ker® = im® (Hom. Teoremi) dir.

R bir halka ve (M,+) toplamli bir Abel grubu olsun Bir

.:RxM + M ((r,m) - rm,r€R,méM) drs islemi asagidaki kogullari



gerceklemesi halinde (M,+) Abel grubuna bir R-sol modiildiir

denir. Her ToT, T €R, m,m1,m2€M igin

2

i) r(m +m2) = rm,+rm

1 1 2

1+r2)m = r1m+r2m

iii) (r1r2)m = r1(r2m)

ii) (r

dir. R 1 birim elemanli ve her m€M icin 1.m=m ise M e {initer
R-sol modiildiir denir,

Benzer sekilde R-sag modiller tanimlanabilir, R-sol modiil-
ler igcin verilen tiim tanim, teorem ve ifadeler R-sal modiiller
dilinde verilir.

M bir R-modiil olsun. @#=NCM M in bir altmodiiliidiir.

:e=> (N,+) <(M,+) ve her r€R, n€N icin rn€N gercekleniyorsa.

M e devirlidir denir:==> amoGM dyleki M=Rm dir.

M in R-sol altmodiillerinin kiimesini

A¥(M):={NCM [N M in R-sol altmodiliédir}
ile gosterelim,

NeAz(M) olsun. Bu taktirde M/N:={m+N|m€M} b3 1liim grubu

iRx(M/N) > M/ ((r,(m+N)) > rm+N, m€M, r6R) dis islemine
gbre bir R-sol modiildiir. M/N e M in N e gdre bdliim modiilii de-
nir. Notasyonun kisaligi icin A sol (sag) modiillerin ailesini
AHQ (;Zﬁ%) ve A-sol, B-sap bi-modiillerin ailesini ;Zag ile
gbsterelim,

A tiniter R-sol modiil olmak iizere acik olarak
= n 1 1 - 1 - 1i R -
jﬁzB AEQ 2?2B dir. Bir R-halkasi bir R-sol modiil (R ) ola

rak gbz6niine alabilecegimiz gibi bir R-sag modiil (RR) olarakta
gbzbniine alabiliriz. Dolayisiyla her R halkasi bir bi-modiil

(RRR) olarak gbzdniine alinabilir.



M bir R-sol modiil, XC M olsun. X kiimesini iceren M in
biitiin altmodiillerinin arakasitine X ile iiretilen altmodiil
denir.

X sonlu ve X ile {iretilen altmodiil B ise B'e sonlu iireten-~
1i altmodiil denir. {BiliGI} M in altmodiillerinin bir ailesi
ise

r- U,

ierl
kiimesinin lirettigi altmodiile {Bi|i€I} ailesinin toplami denir
ve % B, ile gdsterilir, Eger X sonlu ise B, ,B,,...,B mo -
;jep . 1772 n
diillerinin toplamini B1CBé@..JDBn ile gdsterilir,

X ile tretilen altmodiili <X> ile g8sterecegiz. Acik olarak
| nen* , r.6R, x, 6X}
drr.

M bir R~sol modiil ve {Bi[iGI} M in altmodiillerinin bir

ailesi olsun. M e {Bi[ieI} ailesinin i¢ direkt toplami denir

ve
M=0©® B, yazilir:e=s
i€l
i) M= X B, »
i€l
ii) Her j€I ic¢in B, (\\Z B, =0
17 je1
i#]

dir. M= (® B, ifadesine ayni zamanda M in {Bi|i€I}a1tmodﬁ11eri-
iel
nin toplamina gdre bir direkt parcalanisi denir. I={1,2,...,n}

olmasi halinde

n

n
M= @® B. =B,®B, ®...®Bs
$21 1 1 2

yazilair,
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M bir R-sol modiil olmak iizere x1,x2,...,anM elemanlarina
R-serbesttir (R~lineer bafimsizdir) denir:<=> r,8R (15isn) ol-
i
k i + +.'.+ = i = S.é i
mak {izere r1x1 r2x2 rnxn 0 gercekleniyorsa r, 0 (1%ign) dir.
Aksi halde R-serbest degildir (R—-1lineer bagimlidir) denir. XCM
R-serbesttir (R-lineer bagimsizdir) denir:<=» X in tiim sonlu

altkiimeleri R-serbesttir (R-lineer bagimsizdir)

X 'e M in R-bazidir denir :<=>

i) M = <x>

ii) X R-serbesttir.

R birim elemanli bir halka, V {initer R-sol modiil olsun.
Eger R bir cisim ise V R lizerinde bir vektdr uzayidir,

Zorn Lemmas1i ile her R-vektdr uzayinin bir R-baza sahip
olacagi kolaylikla elde edilir.

A, B R-sol modiil, 6:A + B bir doniisim olsun. 6 bir R-modiil
homomorfisidir t<> Her a1,a26A ve r€R icin

9(a1+a2)=6(a1)+6(a2), 9(ra1)=re(a1)

dir. A dan B ye olan tim R-modiil homomorfilerinin kiimesini

Hom_ (A,B):= {f|f:A > B R-modil homomorfisidir}

ile gdsterelim.
M, ,M R-sol modiil, objezzz= zzz ve Mor M, ,M, )=
1272 R W12

HomR(M1,M2), "0" fonksiyonlarin bileskesi olarak tanimlanirsa
EZZ= (gzz , Morzzz,

bir kategoridir.

0)

eeHomR(A,B) olsun.
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Kero:={acA|6(a)=0}CA , im6:= {0(a) |aBA}C B
altkiimelerine sirasiile © nin cekirdegi ve resmi denir.
Kolaylikla Ker©®€A(A) olacagr gdsterilebilir,

® ya bir R-modiil izomorfisi denir:<= © monomorfi ve epi-
morfidir.

eeHomR(A,B) bir izomorfi ise A B yazilir.Her eeHomR(A,B)

2 Im@(Mod. Hom. Teo.)

igin A/Kere R

N, M1,M2€A2(M) ve NGAZ(MZ) olsun. Bu taktirde

(M1+M2)/M1g MZ/(M1f]M2) (Mod. I. tzo. Teo.)
M/M2 = (M/N){MZ/N) (Mod. II. izo. Teo.)

verilir.

Teorem.,

M iiniter R-sol modiil olsun. Bu taktirde asafidaki kosullar
denktir.

i) M Dbosgtan farkli bir baza sahiptir.

ii) M her biri RR e izomorf olan devirli R-modiillerin bir
i¢ direkt toplamidzir.

iii) ™ RR in kopyelerinin bir direkt toplamina R-izomorf

tur. (Hungerford T.W. 1987 s.181),.

R birim elemanli komutatif bir halka ve A bir halka olsun.
A ya R-cebirdir denir:<== A iliniter R-sol modiil ve her a,b€A ve
T€R icin

r(ab)= (ra)b=(ar)b = a(rb)

dir.
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A bir R-cebir @#BC A olsun. B A nin bir altcebiridir.

:=%=> B A nin bir R-althalkasi ve B A nin bir R-altmodiiliidiir.

IC A bir idealdir:=<== 1 A halkasinin bir ideali ve I
R-modiil A nin bir R—-altmodiiliidiir.

A, B R-cebirler olmak iizere 6i:A+> B doniigiimli bir R-cebir
homomorfisi (izomorfisi) dir :==> 6 halka homomorfisi (izomorfisi)
ve 6 R-modiil homomorfisi (izomorfisi) dir.

A dan B ye olan tiim R-cebir homomorfilerini
HomR(A,B):= {f |f:A + B R-cebir homomorfisidir}
ile gdsterelim.

e€ HomR(A,B) olsun.
Ker6:= {a6A |6(a)=0}CA, im 0:= {6(a) | aBA}CB

altkiimelerine sirasiyla 6 nin cekirdegi ve resmi denir. Acik

olarak Ker8A(A) dir.

Her GGHomR(A,B) icin A/ & im6 (Ceb. Hom. Teo.)

Ker®o
dir.
Aksi sO8ylenmedikce bu caligmada bagtan sona kadars A, 1:1A

birim elemanli trivialden farkli bir R-cebiri gdsterecektir.

I1II. 1. Ormek:

A,B R-cebirler, eGHomR(A,B) olsun. A&Q.; gzz sirasiyla
A-sol, B-sol modiillerin kategorisini gdstersin. Her bir Megﬁz
icin M+ M in kiime olarak toplamli grubu olmak iizere

LtAxM > M (Ca,m) 6(a)m a€A, m6M) tanimlanirsa acik
olarak M+egzz dir. Bunu Me ile gdsterelim.

M, Negzz ve ‘PGHomB(M,N) igin
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Fgt L0 > M, F 00 = n

olsun. a€A ve m€M keyfi olsun. Bu taktirde

or Fo¥) =¥
Y(a.m) = ¥(O(a)m) = 6(a) ¥ (m) = a.¥(m)
dir ve YGHomA(M,N) olup
Fe(HomB(M,N))c;_ HomA(M,N)
dir., Buradan Fe bir kovaryant funktordur.
bzellikle I16A(A):={J |J A nin bir idealidir} ve B=A/

olmak {izere m:A - B projeksiyon ise
a.m = (a+I)m

ile tanimlanan .:AxM > M dig islemi ile M in bir A-sol modiil

oldugu elde edilmisg olur.



BOLUM 1

YARIBASIT MODULER VE CEBiRLER

1.1. Lemma

A, B R-cebirler, eeHomR(A,B) ve M,Negzzolsun. Bu taktirde

i) (M@ N)e= M9® Ny
i) HomB(M,N)g; HomA(Me,Ne). Esitlik im6=B olmasi durumunda

vardir.

M. nin A-altmodiiliidiir.

iii) N,M in B-altmodiilii ise Ngs Mg

6 Srten ise A(M) =A(M6) dir.

1.2, Tanim
MGJZTZZ ve X€ (M) olsun.
Ann(X):={a€A| x€X icin a.x=0}CA
kiimesine X in annilatdri (sifirlayani) denir. Bu tanimin acik

bir sonucu olarak agsagidaki lemma verilir.

1.3. Lemma

M, M' ve {Mi|ie:)}ez&, XCM, YCM olsun.
Bu takdirde agagidakiler gercgeklenir.
1) Ann(x)er¥(a), xeA(M) ise Ann(X)EA(A) dir.
ii) Xe¥(Y) 1ise Ann(Y)C Ann(X)
iii) M=M' ise Ann(M)=Ann(M')

iv) Ann( I W)= () Ann(u,)
iej iej

v) MeEA¥(A) ise Ann(A/M) A nin M de icerilen en biiylik idea-

*
1idir. Diger bir ifade ile A (A):={I€A(A)|IC:M}olmak fizere
Ann(A/M)€MaksA®(A) dir.
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1.4, Onerme

A, B R-cebirler 6€Homp(A,B) epimorfi, Neg?2 olsun., Bu tak-

tirde 3Me§22 dyleki N=Me <> Ker6C Ann(N) dir.

ispat: "=>" aB8A ve a€Ker® ise 6(a)=0 dir. n€N keyfi verilsin,
a.n=06(a).n=0.n=0 dir. Her n€N i¢in a.n=0=> aeAnnA(N)
=>‘Ker9q;AnnA(N) dir.
Me==" Kereq;AnnA(N) olsun. 3@M€gzz 8yleki N=M, dir.
.:BxN=6(A)xN >N((bsn) *a.n, a€A,bEB) olarak tanimlanan
d8niiglim iyi tanimlaidair. BQB ve n6N keyfi verilsin. © &Srten ol-
dupundan Ja6A 8yleki ©(a)=b dir. b.n=a.n ile tanimlansin. b=b'
olsun. 3Ja,a'€A Syleki b=6(a), b'=6(a') dir.
b=b'=> a—a'eKereg;AnnA(N)=$ a—a'eAnnA(N) dir. Buradan her néN
icin (a-a').n=0== a.n=a'.n == b.n=b'.n dir. O halde tanimlanan
doniiglim iyi tanimlidir, M:=N6221,M+=N+ olup b.n=a.n ile MGQ&Q
oldugu aciktir. Acik olarak M9=N dir.

Bu Snermenin ag¢ik bir sonucu olarak, IGAg(A) olmak lizere

B=A/I alinirsa Neggz icin NeA/gzztﬁ IC AnnN elde edilir.

1.5. Tanim

Megjz olsun. M sadiktir :<=> Ann(M)=0 dir.

1.6. Sonucg
I€A(A) ve NeAlgzz olsun, N sadik A/y;-modiildiir.<> AnnN“=I dir.
fspat: a€A igin m(a)=a+I ile tanimlanan T:A >A/; ile Negzz yapi-

1abilir (IIL.1 8rnek).
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Ann, , N:={a+I| néN icin (a+I).n=0}
Alt
={at+1| n€N igin a.n=0}

={a+1|aeAnnN“}=AnnNTr ees (%)

/T

"=>" N gadik A/I modiil olsun. Bu taktirde Ann INéogAnnNﬂ/

A/l I

=3 AnnNﬂ= I dir.
. _ . -nk
Tersine AnnNﬂ—I olsun. Bu taktirde AnnN,"/I 0 AnnA/IN

== N sadik A/y modiildiir.

1.7 ALTMODULLERIN KAFESI

MGA&Q, N{, N2€6A(M) olmak ilizere N1§N2:¢=¢ N{CNy yazalim.
Bu taktirde (A(M),c) bir posettir, Ustelik {Ni|i€J}CIA(M) ise
(ﬁ\Ni ve I N;€A(M) olacagi aciktir. Ustelik fﬁ\kkher bir
i€J i€J i€J
N; nin icerdigi A(M) in enbiiylik elemanidir. Bu durumdan dolay:
inf N; = A Nj= (é\Ni dir. X Nj her bir N; yi igeren A(M) in
ieJ 1ieJ ieJ ieJ
enkiiciik elemanidir. Bu durumda sup Nj = \/ Ni= EN;dir. Buradan
ieJ 1i€eJ ieJ
(A(M),C) bir tamkafestir. Ustelik (A(M) ,) modulardir., Ancak

distriibiitif degildir.

1.8, Tanim

ANeg?z olsun. N basittir: == A(N)={0,N} dir. N yaribasittir.
t1<=> N basit modiillerin direkt toplamidzir.

1er? (a) basittir:ﬁ=¥”IeMin(A2(A)\{0};g;) dir. Oyle A-cebir-
ler vardirki Min(Ag(A)\{O};q;)=¢ dir. Ornegin Z bir Z-cebir
olup Min(A(Z)\{O};g;)=¢ dir., Diger yandan A birim elemanli ise

Maks(Az(A)X{A},q;)¢¢ oldugu Zorn Lemmas: ile hemen elde edilir.
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% , ) )
I6A% (A) maksimaldir: === A®/I basit A-sol modiildir.

Maks (A%(A)):={16A%(A) | AA/I basit A-sol modiildiir}

1.9.

IeAz(A) keyfi olsun. Ai(A):={JeA2(A)|Iq;J} ve AQ(A/I)
A/I nin sol altmodiillerinin kiimesi olsun. Bu taktirde her
JGA%(A) igin Y(J)=J/I ile tanimlanan WEA%(A)-+A2(AA/I)d6nﬁsﬁmﬁ
bir kafes izomorfisidir. Buna gdre (A%(A);q;)g(Ag(AA/I),Q;) dir.
Zorn Lemmasinin acik bir sonucu olarak agsagidakli teoremi

verebiliriz.

1.10 Teorem

A birim elemanli ise A enazindan bir maksimal (sol) ideal
icerir. Gercekte A daki her (sol) ideal bir maksimal (sol)

idealde icerilir.

1.11., Onerme

Negz2 ve N#0 olsun. Bu taktirde asagidaki kogullar birbirine

denktir.
i) N basittir
ii) Her neN\{0} icin N=A.n dir.

11i) 31eMaks (AY(A)) syleki NIEAA/I dir.

tspat : i)=> i) N basit ve n6N\{0} keyfi olsun. Bu taktir-
de 0#n€A.n<N dir. N basit ve N#0 oldupgundan N=A.n elde edilir.
ii)=>i) Her n€N\{0} i¢cin N=An. olsun. Og;LCIN ve 0#1€L olsun.

Bu taktirde N=Al=sN=ALCLCN == N=L dir. N basittir.
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ii)==1iii) Her ne6N\{0} i¢cin N=A.n olsun. Her a€ . A icin ©(a)=a.n

A
ile tanimlanan B:AA-+N donliglimi A-modiil epimorfisidir.
Ker 6=Ann(N)=lolup homomorfi teoremine gbre N 3 AA/Ann(N) dir.

ii)¥¢=> i) oldugundan N basit ve Ni AA/Ann(N) oldugundan
Ann(N)e Maks (A¥(a)) dir.

iii )=>1) Ni AA/I olsun, I€ Maks(Az(A)) oldugundan AA/I basit

dolayisiyla N basittir,

1.12, SCHUR LEMMAST

M,Neg??, I{JeHomA(M,N)\{O} olsun. Bu taktirde
i) M basitse If bire-bir

i) N basitse ‘-P Srtendir.,

ispat : Y#0 oldugundan KerPzM, im\P:,*O dir.

i) M basitse M#Ker(p €A(M)={0,M} oldugundan Kerlyp =0 =Ppire-bir.

ii) N basitse 0#imlp 6A(N)={0,N} oldugundan im =N ==Psrtendir.

1.13. Sonug

M, Nelgz2 basitse NEM veya HomA(M,N)=O dir.

tspat : Her Ye HomA(M,N)\{O} icin 1.12 den Ytameslemedir.

Buradan HomA(M,N)¢O ise MzN dir. Aksi taktirde HomA(M,N)=0 dir,

1.14, Tanim

NGAZZZ ayrigamazdir : <>N#0 ve N sifirdan farkli altmodiille-

rin bir direkt toplami olarak yazilamiyorsa yani N=P®Q ise

P=0 veya Q=0 dir.
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1.15. Sonug
Negzz varibasit olsun. Bu taktirde asagidaki kosullar denktir.

i) N basittir
i) EndA(N) bS8lme cebiridir

ii) N ayrisamazdir.

ispat ¢ i)=»= ii) N basit ve 0¢eeEndA(N) olsun, 1.12 den 6 tameg-
leme olup Endp(N) bdlme cebiridir.

ii)== iii) End,(N) bir bSlme cebiri olsun. End,(N) 0#1, birim
elemanlidir. Buradan N#0 dir. N=P®Q keyfi bir direkt toplam ay-
rigsimi olsun. w:N +PC N projeksiyonunu g8zdniine alalim,
ﬂeEndA(N) dir. w(N)=P ve (1N—H)N=Q ve ﬂ2=7( dir.

n(1N—n)=x—n2=o dir. End,(N) bir bblme cebiri oldugundan

m=0 veya 1N-ﬂ=0 dir. 7=0 ise P=0 ve Q=N dir.

1N—ﬂ=0 = 1N= == P=N ve Q=0 olup bu isg‘N in ayrigamaz oldugunu

sdyler.

iii)== i) N yaribasit ve ayrigamaz oldugundan N basittir.

1.16 Tanim

Megnzt, N, PEA(M) olsun. Bu taktirde P N in A(M) deki bir
komplimentidir: <= M=N+P, N{1P=0 dir. Yani M=N® P dir. Genelde
komplimentler tek degildir ve A(M) deki her eleman bir kompli-

mente sahip degildir.

1,17. Lemma
MG&Q?, J bir kiime ve her i€J icin N;€A(M) basit olmak lizere

M= iéfli olsun.Bu taktirde PEA(M) ise HIcJ 6y1eki‘M=('i(-gI N;)® P dir.
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Ispat : ¢g:={ICZJ| (@ N;)@pP=(1 Ni) + P} osun, P=M ise

i€l iel
I=¢ dir. P#M ise M= % N; oldugundan P=M(1P D I (N;) P), N; ler
ieJ ieJ

basit ve Nif]PCZNi oldugundan Niﬂ P=0 veya Niﬂ P=N; dir. PQ%M
oldugundan 3Ji 68J Byleki Nioﬂ P=0 dir. Buradan Nj +P=Nj ® P
dir., Dolayisiyla {io}eQ§ olup ¢1¢d dir. Her I1,IZS¢§ igin
I1§125%=# I, I, tanimlansin, Bu taktirde @4,§) bir posettir.
Zorn Lemmas1 ile elde edilen maksimal eleman I olsun. Bu taktir-
de (I Nj)+P=(® N;) ®P dir. M;=(® N;) @ P olsun.

iel iel ierl
tddia: M=M, dir. Aksi taktirde Jj 6J\I &syleki M;()Nj =0 ~olup

Nj +M=Nj @ My=N; ® (@ Nj) ®P = @ N;i ®P elde edilirki
iel ied_Hjo!
bu I€Maks (d) olmas1i ile celigsir. 0 halde M=( ® N;) ® P dir.
i€l

1.18, Onerme

Her bir MGJQ? icin asapidaki kosullar denktir.

i) M yaribasittir,
ii) M=I{NeA(M)|N basit},
iii) A (M) komplimentlenebilir bir kafestir. Yani M in her

altmodiilii A(M) de bir komplimente sahiptir.

ispat : i)=»= ii) Acik

ii)=>= i) 1.17 den P=0 alinarak elde edilir.

ii)=s= iii) 1.17 nin acik bir sonucudur.

iii)== i) Her PEA(M) icin A(P) komplementlenebir bir
kafestir. Gercektende M1€A(P) keyfi olsun. M1€A(M) ve A(M)
kompliment lenebilir oldugundan IMp6A (M) Byleki M=M{ ® M, dir.
Pomnp=(M; @ M) N P=u N P @ My N =My @ M,[1 P ve M1 PEA(R) oldu-

gundan A(P) kafesi komplimentlenebilirdir. Q€ AM)\{0,M} keyfi
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olsun. Bu taktirde 3INEA(M) basit modiil 8yleki N[1Q=0 dir,

0#meéM\Q olsun.

z§:={PeA(M)lm¢P}
olsun, Qegﬂ oldugundan.zgié dix. (Qﬁ,q;) bbliimsel siralanmigtir.
Zorn lemmasi ile elde edilen maksimal eleman K olsun. A(M)
komplimentlenebilir kafes oldugundan 3N16A(M) Syleki M=K @ N,
dir. 0¢meM=K.C)N1, m=w+v, W€K, vEN . mgK oldugundan v#0 dir.
Ozellikle N{#0 dar. NZGA(N1)\{0} olsun. Bu taktirde K nin maksi-
malliginden w+v=m€K+N,=K @ N, dir. Bdylece veN, Szellikle N, in
si1firdan farkli iki altmodiili sifirdan farkli arakesite sahiptir.
A(N,) komplimentlenebilir oldupundan bu durum ancak A(Ng)={0,N{]
olmasiyla miimkiindiir.Buradan N4 basittir. M=N1(3 K, Ny basit ve
iddianin her KeA(M)\{0,M} icin dogru oldugunu kabul edelim. Yani

M in her K 6zaltmodiili basit modiillerin toplami olarak yazilsin.

K= ¥ L buradan M=N¢+ I L , Nj basit oldugundan
LEA(K) ,L basit ‘ LeA(R),L basit
M= X N elde edilmis olur.

NeA(M),N basit

t.18 ve yaribasit modiil taniminin acik bir sonucu olarak

agagidaki sonuclar verilebilir.

1.19. Sonug

MG@?Z yaribasit ise her NeA(M)\{O,M} icin N, M/N yaribasittir

1.20. Sonug

Yaribasit modiillerin kategorisi direkt toplama kapalidir,.

1.21., Lemma

&

Her bir i€J icin Niegi? basit olmak {izere M=® N;, N€x
ieJ
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Basit ve I4P€HomA(l'i,I‘l)\{0} olsun. Bu taktirde 3JjeJ syleki

M= P(¥) @ (@ §;) ve N=N; dir.

i#j]

ispat : 1.17 Lemmadan JJ'C J syleki M= P(N) ® (@ N;) dir.
i#j
Sonug olarak @ N ) =P(N) 2N (1.12 lemma)

ieJ\J’
N basit oldugundan |J\J'|= 1 dir. Buradan NENj elde edilir.

N-
(iGJ' 1

®={N€Am|N basit}

olsun. Ny, NZGBolmak fizere N1NN2:§=)-N1§N2:-%-HomA(N1,Nz) bir
bS8lme cebiridir. Bu taktirde ~Biizerinde bir denklik bagintisi-—
dir. Her bir N8B icin

[v] :={Me B3 |N=M:#= Homy(N,M) bir bSlme cebiridir]

B :={[n], |Nel}

yazalim, {N;|i€J} 3 deki siniflarin sinif temsilcilerinin kiimesi
olsun. (J secme oksiyonu ile belirlidir) B8ylece J#¢ olan indeks
kiimesidir. Her bir Ni basittir ve her bir NeAm basit modil igin

J1ieJ Byleki N=N; dir.

MeAm olsun, M(i):= Z N yazalim,
Ne/A(M) ,N=N;

1.22. Lemma

MGAm yaribasit ise M= @ M(i) dir.
ieJ

Ispat : M yaribasit oldujundan M=(® Mj, Mi=® Ni" NijgNi
igJ jex; I

ayrisimi mevcuttur. Acik olarak MjyC M(i) dir. Ispati tamamla-
mak icin M(i) C M. oldugunu gdstermek yeterlidir. NiSNeA(M)

olsun. M:=M; @M'i’ M'l=@ My ve 'rr:M—»M:'.L ayrigimla ilgili
j=i
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projeksiyon olsun. 1.21 den m(N)=0 dir. Yani N M; dir. N M in
N, e izomorf olan keyfi bir altmodiiléi oldugundan M(i) C M; olup
Mi=M(i) dir ve M= (@ M(i) elde edilir.
ieJ

1.22 ve 1.12 nin acik bir sonucu olarak asapgidaki lemma verilir.

1.23 Lemma

M, M'eg?? yaribasit olsunlar, ‘QGHomA(M,M') ise bu taktirde
her i€J icin W(M(i)) ¢ M'(i) dir.

1.24 Onerme

M, M'eAm yaribasit olsunlar. M=® M(i), M(i)=z-® aiNi ve

ieJ
M'=@ M'(i), M' ()2 @ B;N, olduklarini kabul edelim. Bu taktirde
iedJ
MzM' = Her i€J icin o; = B;
dir,

Ispat ¢ Y:M~>M' izomorfi olsun, Bu taktirde 1.23 den her i€J
icin y(M(1))=M"(i) dir.

(1). ai(iel) sonlu olsun. a,=0 ise M(i)=0 dir. Buradan
PYM@i))= Pp(0)=0=M"'(i)

olup Bi=0 dir,

o,=m 21 oldugunu-rkabul edelim,
M(i) = Ni1 ® Ni, ®... ® P
olmak iizere her j, k igin

N'. =zN!', = N., M'"(i) =(® N}
ik ij i kel ik

yazalim. Bi=|1|= {i1,i00004, im} olsun. 1.21 den 31€I 8yleki
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V) @ (@O N =M =UN, )@ PA, ) O Wi @ ,enn, @ YO, )

k%1 im-

dir. Buradan dolay:

Ni1@Niz®... ®ON = (Ni1®Niz®...® N, =M @)Y, )

im—1

= @ N/
21 ik

dir. Timevarim hipotezinden m-1=|1|\{1} dir.
Buradan o, =m = B; elde edilir. Efer Bi sonlu ise ¢-1 ile ispat

aynen yapilir,

(2). ispati tamamlamak icin a,, Bi nin her ikisininde sonsuz

oldugunu kabul edelim, 1,11 den

., |L| = B,

M(i) = @ Au, M'(D)=@ Au, [K] = o :

k€K 1€L
ayrisimi vardir., Her bir keéK icin
1
w(uk)efgkAul
oldugundan 3{11(k), Ly(k)yeecy ls(k)}C: L &yleki
Sk
W(uk)e 521 Auii(k)

dir. Buradan k€K ic¢in

yardimiyla x 3 K~ﬂ5(L):={L'CZL||L'kw} d8niisiimii tanimlayabiliriz.
P drten oldugundan kv)X (k)=L dir. Buradan dolayir L ve K

k€K
sonsuz oldugundan

B; = |Lfs I [x () |s [K[.]N, = |&] = a;
k€K

. . -1
dir. Dolayisiyla Biéai dir. Simetriden qissi oldugu Yy = yardimiyla
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hemen elde edilir. Sonuc olarak her j€J igin ai=6i elde edilir.

Her i€I icin ai=8i ise M=M' oldugu aciktir.

1.25. Tanim

?EZ f
M, N, KGA s M —> N —ge-K modiil homomorfilerinin bir iki-

lisine N de tamdir denir: <= Kerg=Iimf,

, f £, £
222 1 1-1 n
Mo » M1,... . MneA' s My —> M1——§,... —_— Mn_1 ——+-Mn

modiil homomorfilerin dizisine tamdir denir:éﬁimffﬂ@r§“4 i=1.,n-1

fi_ £. i
Mod{iil homomorfilerinin ... —l-; M. e M; -iil

—§oo
i-1 *

Mi+1
sonsuz dizisi tamdir denir:<= Her i€Z ig¢in Kerfi+1=Imfi dir.

(*) 0 su5 v 8 k >0 JEQ bigcimindeki bir tam diziye bir
kisa tam dizi denir. (*) dizisi tam ise f bire-bir g Srtendir.

Bu durumda M/Kerf =imf ve Kerf=0 oldugundan M=imf=Kerg dir.

1.26. Tanim

Megzz Artinian (Notherian) dir:<== A(M) deki her azalan

zincir (her artan zincir) sonludur. Diger bir ifade ile her,

M02M1Q.O.Q’ng LI I (Nog‘N1g ...‘C_ng ...)

zincirlerine sirasiyla azalan zincir (artan zincir) kosulunu

gercekliyor denir: == 3Im€IN &Syleki her i€lN icin

M =M iz20 (Nm=N i 20)

m m+4 m+ i
dirx.

A(M) azalan zincir kosulunu gercekliyor (D.C.C) sa Artinian,

artan zincir kosulunu gergcekliyor (A.C.C) sa Notheriandir.
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M Artinian (Notherian) dir:<=> A(M) in bostan farkli her
altkiimesinin minimal (maksimal) elemani vardir. Genelde
Artinian ve Notherian 8zelliklerin her biri digerinden bafimsiz-

dir.

Ornegin Z 62&2>Notheriandlr. Ancak Artinian degildir.

Z
p€ P olmak lizere

- D p2 ..
Z)pZp?ZP gp“zg.

azalan zinciri sonlu degildir.

Z15™) :={;9; | a6Z né N}/, <Q/y -

Artiniandir, ancak Notherian degildir. Ciinki

PR P N O <L sC
P # 2 #
p p
artan zinciri sonlu degildir.

1.27. Lemma

Me;ﬁ? olmak ilizere N, M1, MZGA(M), M{Q;'Mz olsun. Bu tak-

dirde
—_—
0 —m, ) N/M1n N-—>MZ/M1 — MZ+N/M1+N 0
dizisi tamdair.

tspat : Modiilarlik ve I. ve II., modiil izomorfizim teoremlerin-

den
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=M2/

My*N/y an =M2+(M1+N)/M1+N

1 (My+ (M, +N) ) (] (M, +N)

=M2/M1+(Mzn N) = (M2/M1)/(M1+sz]N)/M1 ve

dir.

——»MZ/M1 ve g:Mz/Mf—aM

N 2* My e

Dolayisiyla f: Mzﬂ N/M1n 1

ddniigiimleri icin £ bire-bir, g 6rten olup Imf=Kerg dir.

1.28 Lemma

f g N b .
0—N— M —P—>0 , bir tam dizi olsun ...... (1)

M Artinian (Notherian) dir => N ve P nin her ikiside Artinian

(Notherian) dir.

fspat : "===" (1) Dizisi tam oldugundan NEA(M) ve P=M/N oldu-
gunu varsaymak herhangi bir kisitlama degildir. A(N) A(M) in
bir altkafesi oldugundan M Artinian (Notherian) ise N Artinian
(Notherian) olacagi aciktir. AN(M) A(P) e kafes izomor§ (1.9)
ve AN(M) A(M) in bir altkafesi oldugundan M Artinian ( Notherian)
ise P Artinian (Notherian) dir.

""" M DM, ...ZDMéD ees A(M) de azalan bir zincir olsun.

1

+ DM, + D... +N/ 2 ...
M N/N M N/N :)Mn N/N

1

M/N in altmodiillerinin azalan bir zinciridir. M/y Artinian
oldugundan 3Jt€ IN Byleki her n 2t icin Mn+N/N=Mt+N/N dir.

Buradan her n 2t igin Mn+N‘= Mt+N dir.,

Moﬂ NDM1ﬂ ND...DMnﬂ ND...
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N in altmodiillerinin azalan bir zinciridir. N Artinian oldugun—-
dan JreN 8yleki her mer icin Mmﬂ N=Mrﬂ N dir.

k:=maks {tyr} olsun. Her nz k icin
(1), M _+N=M +N , (2) MnﬂN = MkﬂN
dir. Ozellikle

NN =M0NN

(1)'. M, ,+N = M +N, (2)' M K

k+1 k k+1

dir. Buradan

= _ (%)
u, =m0 (Mk+N)—Mkﬂ My, ¥ =0em 0 PN (M an )

= M0 00 =y

elde edilir. Dolayisiyla M Artiniandir.

§
N ve P nin her ikiside Notherian olmasi durumunda ispat

benzer sekilde verilir.

1.29. Lemma

Meg?z Artinian ve Notherian olsun, Bu taktirde

0= MCMC..,.CM CM' =M
o) n-1 n

1

altmodiil zinciri Mi+1/M' i <n basit olacak bicimde vardir.
i

ispat : M=0 halinde durum agiktir. M0 olsun. M in Artinian

olmas1 gercefini kullanarak M in

0 =MCMC...CM CM =M, Mi+1/M' i<n

1 i

basit olacak bigcimde bulacagiz. M basit ise 0OC M aranan zincirdir

Ne A(M)\{0} keyfi ve A*(N)=A(N)I\{N} olsun.

At
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OeA*(N) oldugundan A*(N)¢¢ dir. N'GA*(N) maksimal olsun.

N' /N#20 ve basittir. f:A(M) —A(M), £(N)=N' (segme aksiyomuna
gére bSyle bir N' secebiliriz). Y:N—sAM), W(0)=M

Q(n+1) = £(P(R))= P(n)' n 21 tanimlansin. M;:= P(i) olarak
tanimlanirsa bu taktirde M:DM1:)...:3Mn:)... ingsadan dolay:i
azalan zincirdir. M Artinian oldugundan bir n€lN i¢in Mi=Mn i2n,

g | . = . I3
Mo =M —f(Mn) oldugundan Mo =M, f in tanimi ile bu ancak

Mn=0=Mn+1 olmasiyla miimkiindiir. £ bu kosulu gercekleyen minimal

pozitif tamsayi olsun. (Yani M£=0, M£_1¢0)

MODM, D ...0M

; oD e e DMy DM, =0

dir. M, A(Mi_1) in bir maksimal eleman: oldufundan M, /M. (i21)

basittir. Bundan dolayxs

= LN 4 :D = . §.§
M=MDMD...OM) OM, =0, M [, 18igL

1

basit olan dizidir.

1.30. Tanim

O=MCMC..CM ,CM-=M zincirine M in bir esas serisi denir:

1

== M, . . .
1+1/Mi 0si<n basittir. Mi+1/Mi b81liim modiillerine seri-

nin esas faktdrleri demnir.

1.31 JORDAN HOLDER TEOREMI

C...CM .CM=Mve 0=M'C M'C ..CM! < M =M
n- n o k-1 k

1 1 i

0=M C M
o
Megiz modiiliiniin iki esas serisi olsun. Bu taktirde n=kvein€

Sn-1 6yleki
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/ / jen

M [} M .
M. (1l + I bl .

!
i+
dir.
Ispat: n ilizerinden tiimevarim kullanalim. n=0 ise M=0 olup

buradan k=0 dir. n>0 olsun ve agagidaki zinciri g&z®niine alalim.

=M" t ' =] =M" | 4 M =]
0=M'(IM _ MM _ C...CM M _ M MM C MM LG M

1 1 n— n~1 n

1.27 den j <k 1igin

— > 0

-1

1 ]
0—M: 0 Mn-1/MJ! N T Ml My Mg/

MI+M
n-1 i i n

- 4 4 \ ] 4 ] \ ]
dizisi tamdir. Mj+1/Mj basit oldugundan Mj+1/Mj

\i |
W0 /MM, N 4

M /MM
i+ &y

1
j+1

den tam birine izomorftur ve diger faktdrler sifirdir. Ayn:

zamand a Mn/Mn—1 basit oldugundan Jtam bir 1 <k Byleki

Mn-—1 Mi+Mn-1C:Mi+1+Mn~1 Mn
dir. Bdylece ’
~ ' '
Mn/Mn-1_ Mi+1/Mi

dir ve buradan

VR |
0 MonMn 1

e 1 ]
e 1 S =P I Ol S e MINM _,

=M! .M
n—

1 = N
D41 C...CMkﬂMn_1 M

1 n-1 ,

Mo in bir esas serisidir. Timevarim hipotezinden dolayi
n-1=k-1 olup buradan n=k ve 3Im:{0,1,...,i-1, i+1,...,k=-1}~+

{0,1,..., n-2} tam eslemesi &yleki her j#i  icin

] 1 o~
MI /MY EM Ly M)
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dir., T:{0,1,..., i=1,4i+1,. .., k=1} >{0,1,2,...,k=2, k-1}

M(j):= {ﬂ(j), j#i

n-1 j=1i

tanimlanirsa 1 tam esleme olup istenilen iddia gerceklesgmis

olur.
n k
Mem s N., Nlembasit 1isn  1<jgk  Syleki M=® N.=® N!
A 1 j A . 1., h]
i=1 i=1
olsun, Jorden-HB8lder Teoreminden
n k
OCN,CN, ®NC...C®N.=M ve OCN/CN!@®N!cC...c® N!=M
1 1 2 j21 & 1 1 2 521 j

esas seriler olup Nj ENﬂ(j) j=1,...,n dir,

Notasyon: MG&Q? Artinian ve Notherian olsun, 1.29 dan M bir
esas seriye sahiptir ve bu serinin uzunlugu Jordan-HSlder Teoremi
ile bir tek olarak belirlidir. M in bir esas serisindeki esas
faktdrlerin sayisina M in esas uzunlugu denir ve £&(M) ile gdsteri-
1ir. Bu tanimin cok acirk iki sonucu £(M)=0<=> M=0, B(M)=1<e== M

basittir.

1.28 in acik bir sonucu olarak asagidaki sonucu verebiliriz.

1.32. Sonucg

M, N, PGA&Q Artinian ve Notherian modiiller olsun.

0 >N-+M~>P >0 modiil homomorfilerinin bir tam dizisi ise

L(M) = L(N)+ &(P) dir.

1.33. Onerme

MGAHQ yaribasit olsun. Bu taktirde asagidakiler birbirine

denktir.
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i) M sonlu {iretenli A-modiildiir.
ii) Her bir Ni basit olmak tizere (0Zm<®)
M=N, @N, ® ... @ N
dir.
iii) M Artiniandir
iv) ''M Notheriandir.

v) Jd m<o &Gyleki MCMC...C M, A(M) de sonlu kesin azalan

1

bir zincir ise kSm dir.

ispat : M yaribalit oldufBundan 3J indis kiimesi 8yleki her bir

j€J icin Nj basit olmak {izere M = (® N, ayrisimi mevcuttur.

jes 3
i) == ii) Her bir j€J ic¢in Nj basit oldugundan bir uJ.€Nj igin
N.=Au, olup M=(® Ay, dir.

X:={uj|j€J}

kilmesi M i tiretir. M sonlu liretenli oldugundan |X|= |J|<w d1ir.
m

m:=|J|<® alinirsa M=® N, elde edilir.
i=1

ii)==1i) 1.11 den agirktir.
ii)==> iii) ve iii)== iv) 1.28 ve timevarimla elde edilir.
v) gercekleniyorsa M in Artinian ve Notherian olacagi aciktir.

M Artinian ve Notherian ise M in altmodiillerinin azalan bir
dizisi en cok 2(M)+1 uzunluktadir. (1.32 ve Tiime varimla).Onexr-
medeki ifadelerin bazilari keyfi modiiller icin dogrudur, iii) ve
iv) iin esdegeri 'v) dir. Aksine MG&Q? Notherian ve sonsuz {lire-
tenli olsaydi |J|>» olmak lizere {mj | 63} tiretenlere sahiptir.
Bu durumda Au,C Au,C ... kesin artan zinciri elde edilirki bu

1 2

M in Notherianligina aykiridir.
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Simdi sonlu i{iretenli yaribasit modiillerin bir karakterizas-—

yonunu verelim,

1.34, Tanim

Meg22 olsun

ﬂ NeA (M)

NéMaks (A(M), C )

e M in radikali denir ve radM ile g6sterilir. Efer M in
NeéMaks (A(M), € ) olacak bicimde hig¢ bir altmodiilii yoksa

radM=(A\N=M dir.
¢

1.35. Lemma

MGJQ? olsun

i) radMe€A (M),
ii) NeAM), rad(M/N)=0 ise radMC N,

iii) radM/radM)=0 dir.

ispat: i) radM =(ﬁ\N ve (A(M), € ) kafes oldugundan
NeéMaks (A(M) C )
radMe/A(M) dir.

ii) (AN(M), c)=(AM/N), C ) in bir acik sonucudur,

ii1i) (ii) nin bir acik sonucudur.

1.36 Lemma
MGAEQ yaribasit ise radM=0 dir.

ispat: M yaribasit oldufundan I{N;|i€J, N; basit} = A(M) byleki
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M=@® N, dir. M.:= @ N, tanimlanirsa N, =M/M. basit olup
ieJ I 17 j i
radM C m M

j=0 elde edilir. Buradan radM=0 dir.
jeJ

1.37. Onerme

Megzz olsun, M sonlu {iretenli yaribasittir %#=> M Artinian

ve radM=0 dir.

1"

ispat: "= " M sonlu iliretenli yaribasit ise 1.33 den M

Artiniandair. 1.36. dan radM=0 dir,

"e=" M Artinian ve radM=0 olsun, M#0 oldugunu kabul edebiliriz.

radM=0 oldugundan 3{Ni|i€J}6Maks(A(M)£; )2 ¢ Byleki her i6J icin

() x,=0
i

ieJ dir. Artinianlik Bzelligi
{Ni1nNizn ¢ o e nNik |11,i2,oc-’ ikeJ}

ailesinin N1ﬂ Nzﬂ "'[]Nm minimal elemaninin varligini garanti

eder. Buradan
N1ﬂ Nzﬂ ...IWNm =0

olmak zorundadir, Aksine (radM=0) en az bir i6J icgin
fm\N.CZ N,
j=t 17

dir. Buradan

N1ﬂNﬂj...ﬂNmﬂNiglN1ﬂNzﬂ..(m

m

olurki bu N1ﬂ Nzn ...f\Nm in minimdlligine aykiridir, O halde

N1ﬂ Nzﬂ ...erm =0

dir. Her u€M icin

u+N2,..., u+Nm)

P(u) = (u+N1,
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yardimi ile tanimlanan IIJ:M*-»M/I\” ® M/N2 ®@...® M/Nm d 8niig limii~
niin bir A-modiil homomorfisi olduBu aciktir. Ker w=(m\Ni=0 olup

m 1=1
M yaribasit olan (®) M/N{ modiiliniin bir altmodiiliine izomorftur.
i=1

%

1.19 dan M yaribasittir. 1.33 den M sonlu iiretenlidir.

YARIBASIT CEBIRLERIN YAPISI
1.38. Tanim

A bir R-cebir olsun. A yaribasittir:< A yaribasittir.

A
A yaribasit ise her bir NiGMinAz(A)=A(AA) olmak iizere A= C% N,
i€
dir. ,A 1, ile {iretildiginden A-sonlu iliretenli A-modiildiir.

A A

1.33 den |J|<® duir.
A sol Artinian (Notherian)dir: == AA Artinian (Notherian)
dir. Diger bir ifade ile A% (A) kafesi azalan (artan) zincir ko-

sulunu gercekler.

1.37 nin acik bir sonucu olarak asagidaki Snerme verilebilir.

1.39., Onerme

A yaribasittir €= A Artinian ve radAA=0 dir.
F bir cisim A bir F-cebir dyleki | A:F|<w olsun.
Az(A)CZA(FA), IFA:F|<oo oldugundan A Artinian ve Notheriandir.

Bu durumda A yaribasittir: == radAA=0 dir,

1.40, Onerme

A yaribasit R-cebir olsun. Bu taktirde her Me;Q? igin M ya-
ribasittir. Ustelik N6£Q? keyfi basit bir modiil ise BLGAQ(A)

minimal 8yleki N2L ve MinA'Q'(A) kiimesi basit A-modiillerin bir kiimesidir.
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Ispat : Her serbest A-modiil AA nin kopyelerinin bir direkt top-
lamina izomorfiktir. Buradan serbest A-modiiller 1.20 ile yari-
basittir. Her .A-modiil bir serbest A-modiiliin homomorfik resmi
oldugundan 8nermenin ilk kismi - 1.19 ile ‘aglktlr.
. . 222 . . % " . e

1.11 ile her basit NGA icin IT6Maks A7 (A) Byleki N=AA/I dir.

AA yaribasit oldufundan I AQ(A) da bir L komplimentine sahiptir.
Y 2 - » ~ .

IeMaksAz(A) oldugundan Le&MinA" (A) ve N=AA/I= 1 C)L/I =L dir.

Boylece MinAz(A) kiimesi tiim basit A-~modiillerin izomorfi sinifla-

rrnin sinif temsilcilerini olusturur.

1.1, 1.4 ve 1,19 dan asagidaki sonuc aciktar,

1.41 Sonuc

A yaribasit R-cebir olsun. Bu taktirde A nin her homomorfik

resmide yaribasittir.

1.42 Lemma

10 A R-cebirler ve A=A1 + A2 onlarin i¢ carpimi MeAz(A1)

olsun. Bu taktirde asagidakiler verilir.

A

i)y  wmer*)

ay (D)

iii) HomA(M,A)=HomA(M,A1)=Hom

ii) EndA(M) = End
Aq (M,A1)
iv) A(AiM) =A(AM)

v) MeMinAz(A)‘é=% MGMinAz(A1)

vi) mina¥qa) = MinAz(A1)LJMinA£(A2)

ispat 2’ (Pierce Richard S. 1982, s.43)
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1,43, Sonuc

A, A, yaribasit R-cebirler ise A, $A2 yaribasit R-cebirdir.

s e . . .
ispat : MinA (A1 + Az) = MlnAﬂ(A1)LJM1nA2(A2) oldugundan durum

aciktir

1.44. Lemma

A bir R-cebir NeMinAg(A) ve x68A olsun. Bu taktirde Nx=0

veya NxeMinAl(A), Nx% N dir.

Ispat : Her y€N icin
a (y) = yx

ile tanimlanan aX:N—+Nx ddniligimi bir A-modiil epimorfisidir.

1.12 den ispat aciktir.

1.45 Lemma

A bir R-cebir ve NGAQ(A) dyleki Nk=0 olsun., Eger P basit

A-modiil ise, bu taktirde NP=0 ve iistelik NC radAA dir.

fspat : P basit ve NP<P oldugundan NP=0 veya NP=P dir. NP=P

olamaz c¢iinkii,

P = NP = N2P=...=NkP = 0

olurki bu P nin basitligine aykiridir. O halde NP=0 dir. Ozel-
likle IeMaks.A&A) ve AA/I basit olup (AA/I)oN=0 dir. Buradan

NC I dir. Dolayisiyla

N_(;_m]: = rszA
IeMaksA*(A)

dir,
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1.46, Onerme

N GMinAz(A) olsun. Bu taktirde asa-—

A yaribasit R-cebir N1, 9

gi1daki kosullar denktir.

i) N, 2N, ;

1 2
.. . 20
ii) N1 N2 03
iii) 3Ix€A OBSyleki N, = N.x

2 1
dir.

fspat ¢ i) == ii) w:N2~*N verilen A-modiil izomorfisi olsun.

1

2
w(N1N2)—N1w(N2)—N1¢0 (1.45 ve radAA—O) oldugundan N1N2¢0 dir.
ii)=> iii) N1N2¢0 olsun. Bu taktirde 3x€N2 byleki N, x#0 dar.
N, basit ve N1x6A(N2)\{O} oldugundan N,=N;x elde edilir.

iii) = i) 1.44 den acgiktair.

1.47. Lemma

m
A yaribasit R-cebir NiGMinAQ(A) olmak {izere AA= C)Ni
i=1

olsun. Eger NeMinAz(A) ise 3Jie{1,2,...,m} Byleki N=N. dir.

ispat : AA yaribasit oldugundan 1.18 den Az(A) kompliment lene-
bilirdir. aMeAz(A) dyleki AA=N(D M dir. 1.40 dan M yaribasit-
tir. 1.31 den bir ie {1,2,...,m} icin N=N, dir.

Agsagidaki sonug¢ 1.40 ve 1.47 den agiktir,

1.48. Sonucg

A yaribasit R-cebir ise basit A-modiillerin izomorfi sinif-

larinin sayisi sonludur.

Yaribasit cebirler basit cebirlerin bir genellestirmesidir.
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An¢ak basit cebirler genelde yaribasit degildir. §imdi yariba-
sit olan basit cebirleri, basit olan yaribasit cebirleri ka-
rakterize edecegiz.

A bir R-cebir olsun. Bu taktirde A basittir:==A(A)={0,A}

dir.

1.49. Onerme

A basit bir R-cebir olsun. Bu taktirde asagidaki kosullar

birbirine denktir.

i) A yaribasittir,
ii) A sol Artiniandir.

iii) A bir minimal sol ideale sahiptir.
ispat : 1) === ii) 1.37 den aciktair.

ii) = 1iii) A#0 ve AGAQ(A)id dir. A sol Artinian oldugundan

minimum kosulunu gercekler. Buradan Min(Al(A)\{O}'g;) #z¢ dair.

iii)== 1) NeMin(Az(A)\{O},(; ) keyfi olsun. A basit

0#NC NA€A(A) oldugundan NA=A dir. A= £ Nx yazabiliriz.

Nx#0 ise NxGMin(A'Q'(A)\{O}, c) olduguigin 1.18 ile A yaribasittir.
M,NeMinAz(A) olsun. M~N :e=> M =N dir. ~MinA*(A) tzerinde

bir denklik bagintisidir, MinAz(A) ile denklik siniflarinin

kiimesini gdsterelim.

1.50 Onerme

A yaribasit R—-cebir olsun. Bu taktirde agsafidakiler birbi-

rine denktir.
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£) A basittir,

ii)  |minnta)|=1,

iii) Tiim basit A-modiiller izomorftur.

19 NzeMinAz(A) olsun. Bu taktirde
N1A=N2A=A dir. 1.49 ile (N1.N2)A=N1(N2A)=N1A= A#20 oldugundan

N,N, #0 olup 1.46 ile N, =N, dir. Buradan IMinAz(A)|= 1 dir.

Ispat ¢ i)==> ii) A basit ve N

iii)=» i) lMinAz(A)l=1, JeA(A) ve J#0 olsun. A yaribasit oldu-
gundan J yaribasittir. aNeMinAz(A) 6yleki N J dir. A nin
tim minimal idealleri izomorf oldugundan ve 1.46 ile bunlar
0#Nx, x6A bicimindedir., Buradan NxCJx C J dir. A= INxC J,

x€A
A=J ve 1.18 den A basittir.

.. ‘s . AL . .

ii)== iii) |[MinA”(A)|=1 olsun. 1.40 ile her basit A-modiil M

A nin bir minimal sol idealine izomorftur. Buradan tim basit
A-moduller izomorftur.

iii)==> ii) Tiim basit A-moduller izomorf olsun. A yaribasit
oldugundan basit A-modiillerin izomorfi siniflarinin temsilcileri

olarak A nin minimal sol idealleri karsimiza ciktigindan A nin

. . . . . . % .
tim minimal sol idealleri izomorftur. Buradan [MinA"(A) |= 1 dir.

1.51. Sonucg
A basit bir cebir ve NeMinA“(A) olsun. Eer MeA ise 3! o
kardinal sayisi Byleki M= ® aN dir.

ispat : MinAz(A)¢d oldugundan 1.49 ile A yaribasittir. 1.50
ile IMinAz(A)|=1 dir. 1.24 ile M2 ® oN olacak bicimde bir

kardinali wvardir.
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1.52, Sonuc

A sonlu boyutlu basit F~cebir ve M olsun, Bu tak-

tirde M, =M, <= IM1:F|=|M2:F| dir.

Ispat: |A:F|<» oldugundan A Artiniandir. Buradan BNGMinAz(A)
8yleki |N:F|<|A:Fl<°° dir. 1.51 den 3Ja,B kardinal sayilari
8yleki M15 ® aN ve M2“=‘ ® BN olacak bicimde bir tek olarak

belirlidir. 1.24 den M, 2M, =>o0-= B dir., [N:F|<» oldupundan

o=B <= |MgF|= a|N:F|=B|N:F| = |m, : 7|

elde edilir.

1.53 Ornek

D bir bdlme cebiri olmak iizere A=Mn(D) olsun. A nin bir
D-cebir olacagi aciktir, 12is€n icin Ni=A€ii yazalim
. a..nb
i) N, 8MinA™ (A)
n
ii) AA= '@ N,
i=1
iii) 1%i,jSn ic¢in NiENj
iv) AA basit wve yaribasittir.

S < :
v) EndA(Ni) D 1&ign dir.

ispat: eij (i,j) hiicresi 1D her (r,s) #(i,j) i¢in (r,s) hiicresi

s1fir olan nxn 1li matris olmak {izere

{eij | 1gi,jsn }

Mn(D) nin bir D-tabani oldugunu biliyoruz. € € g™ Sjs dir.

NiSAz(A) oldugu aciktir, m=(zjk)EMn(D) keyfi olsun. Bu taktirde

ij

o= & Z,,E.
. k~ik
j.k Jk ]
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dir. Bundan dolayi

!

ae,. = (L z

..E.. )E.. zZ,.€
ii . k ik’ 71ii ji ji
sk J J ] J

dir. Buradan

. = %L De,, = De, . =A= s = .
Ny . ji @ e:31 ve Mn(D) A .@. DEJLL @ Ny
J J 1,1 1
dir. (D-modiil ayrigsimi), Bir zj¢0 olmak iizere fB= I z.sji ise
3

keyfi bir wt€D icin
-1

w2z, € .2,8£,,=
. t 3 t3 3 31

< w zT1€t.)B = I
1 t,]

. % =X w stiGNi

Y we .€.,
t,] t t] j1 & t

yani 0¢B€Ni ise AB= N, dir., 1.11 ile N, basittir.Daha fazla

olarak

N. = Ac,. = A(e..e..) = (Ae,.)e.. = N.€,.
J 3] J1i 1] Jl) 1] 1 1]

dir, 1.46 dan Nig Nj dir. Buradan i-iv elde edilir. 1.50 den

A basittir. Her z€D icin
A (o) = 0.z
Z

yardimiyla tanimlanirsa AZGEndA(Ni) dir. Her bir z€D igin

A(z) = A

z
ile A:D - EndA(Ni) d8niislimii monomorfidir. IPGEndA(Ni) icin
P, ):= Bsii diyelim., Bu taktirde bazi z€D icin

2 = = =

dir. Sonug¢ olarak oLGNi ise

Y(a) =‘W(aeii) = a@(sii) = 0.2E, .= 0.z = OA

11

dir.lp=xé elde edilir., Buradan D SEndA(Ni) dir.
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Simdi Wedderburn teoremine hazirlik amaci ile genellegtiril-
mis matris notasyonunu verelim,

A bir R-cebir ve (M1,M2,...,Mn) A-sol modiillerin bir dizisi
olmak iizere

r -
Hom, (M, M), Hom, (M) M, ),... Hom, (4 ,M )

[HomA(Mj ,Mi)]:= Hom , (M, ,M, ), Hom, (, ,M,) ... Hom, (M_,M,)

Hom (M1 ,Mn) ,Hom A(M2 ,Mn) e e Hom A(Mn ,Mn)J
L

+={( 1pij) | tpijGHomA(Mj M) 18i,j<n}

yazalim. Her ( Q0..),(¥. )€ [ Hom, (M, ,M.) 18i,j%n, A€R ve
ij’ jk A 3%1

n
Xik,=.§1.@ijwjk € HOmA(Mk,Mi) olmak {izere

( q&j)+( lij) = ( q%s+wrs)’ ( qﬁj)(wjk) . (Xik) ve
AR = AP0
yardimiyla [HomA(Mj’Mi)] de toplama, carpma ve skalerle carpma

tanimlansin.

1.54., Onerme

n
EndA(.@ Mi)
1=1

5912

£H°mA(Mj’Mi)]
dir.
ispat : M:=M1 @M2 ®... ® Mn olmak ilizere her bir 15jsn 1ig¢in
Hj:M-+Mj, Kj:Mj-+M sirasy ile bu direkt toplamla ilgili projek-
siyonlar ve injeksiyonlar olsunlar. Bu taktirde
cks i _ K= i
i#j ic¢in Hin o, HJK id

M.
J i
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kosullari gerceklenecegi agiktir. Her bir PgEnd, (M) icin
' A

a () =[Hﬁij]

yardimiyla tanimlanan a:EndA(M)-+[HomA(Mj,Mi)] ddniiglimii bir
R-cebir: izomorfisidir. Gercekten 9, 1, WZGEndA(M) ve z6R keyfi

olmak lizere
i) aC U+ ) = [I, (P+9,) KJ.] =[m, PR, + Hitszj]

[nixp11<j ]+[HilszJ.] = a(P) + alP)

[

n
1) o) = [T9p, ¥ ]=[1,%, (jifjnj) ¥,%y]

n
=§§1(Hi VKD (LY R)] = [ ®] [njlpz K]

=a(%)aﬁ%)
1i1) (z%) =[n X (i)[ K, ]
ii) a(z{ AL P A, T; QK

=2, [niprJ. 1=z a (P). (%41, 8Z(R))

n

a=[m, Qx] , BCY; ) = iz.=11<i 9,51
»]
B:[HomA(Mj,Mi)] > EndA(M) olmak iizere

Bo= id ; .
End, (M) , #B= id
A @omA(Mj,Miﬂ

dir. Dolayisiyla o bir R-cebir izomorfisidir.

1.55 Sonug
A bir R-cebir ve MQAEQ olsun. Bu taktirde

End (® nM)= Mn(EndA(M))

dir.
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Ispat : 1.54 de M=M,=M_= ... =M alinirsa
1 72 n

[HomA(M,Mﬂ = EndA( ® nM)

dir. HomA(M,M)=EndA(M) oldugundan

M, (End, (1)) = [End, ()] 2End (@ nM)

dir.

1.56. Sonuc

A bir R-cebir ve M serbest n— tiretenli A-sol modiil olsun.

Bu taktirde

EndA(M) =M (A)

dir.

tspat : M serbest n- {iretenli A- sol modiil oldugundan M= @ n,A
oldugu aciktir, 1.55 den EndA(M) EMn(EndA(AA)) dir. Diger yandan
v =)
yardimiyla tanimlanan w:EndA(AA)-+A ddniigiimii bir R-cebir izomor-
fisidir. Buradan
End , (1) =¥ (4)

elde edilir.

1.57. Sonucg

A bir R-cebir, M1, MZ,...,MHGAEQ 8yleki itj igin
Hom, (M, ,M.)=0 olsun. Bu taktirde
A 177]
n
EndA(fD M) EEndA(M1)_+EndA(M2)+...+EndA(Mn)

i=1
dir.
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Ispat : 1.54 den
d ha

HomA(M1 ,M1) 0...0

n .
- hip
EndA(szi)—[HomA(Mj ,Mi)] 0. Hom, (M,,4,).0..0

0...0...HbmAﬂMn,Mn)J

dir. Buradan

n
EndA(i(?1Mi)gEndA(M1 )+EndA(M2)+. . .+EndA(Mn)

dir.

1.58 Wedderburn Yapi Teoremi
A sol (veya sag) yaribasit R-cebir olsun.

. * .. L4 .
i) n1,n2,...,nr€IN ve D1,D2,...,Dr R- bSlme cebirleri

dyleki

AgMn1 (D1) +Mn2(D2)+...+Mnr(Dr) e s & & 0 o @ (1)
dir.
ii) (1) kosulunu gercekleyen (ni’Di) (12igr) ikilileri A ile

izomorfi haric¢ tektiirlii olarak tanlmlanmlstlr.((ni,Di)E(nj,Dj):

.o . % o
iii) Tersine n1,n2,...,nrﬂN ve D1,D2,...,Dr R-b8lme ce-—

birleri ise Mn1(D1)+Mn2(D2)+"'+Mnr(Dr) sol (sag) yaribasit

R—-cebiridir.

ispat: i) A sol yaribasit ve AA= <1A> oldugundan A Artiniandzir

ve izomorf olmayan minimal sol ideallerin sayisi sonludur.Bun-

lar N1,N2,..,,Nr olsunlar. Bu taktirde 1.22 den
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n
A=z(® n.N,

A 1=1 i1

dir., 1.23 den i#j ic¢in HomA(Mi,Mj)=O (NigNj) dir. 1.57 ve
1.55 ile devamla
r .
A==EndA(A4)= EndA(fia niNi)==EndA(n1N1)+EndA(n2N2)+...+EndA(nrNr)

gM‘n1(JEndA(N1))J'can(EndA(Nz))i...4Mnr(EndA(Nr))

g - . . R <¢
Mh1(D1)+Mh2(D2)+...+Mnr(Dr), D;: EndA(Ni) 18isr

dir. 1.12 ile Di(1§i§r) R-b81lme cebiridir. Ayni sonug¢ sag yari-

basit cebirler ig¢in kolaylikla elde edilir.

ii) C;, R-bdlme cebiri, A =M (ci) 18iss A=A _+A 4...4AS

ki 1 72

oldugunu kabul edelim. 1.53 ve 1,42 ile Ai A-modil olarak A nin
bir minimal PiGAz(A), P; C A idealinin ke kopyesinin direkt
toplamina izomorf ve CigEndAépi)=EndA(Pi) dir. Her bir A, A
nin P; yi iceren bir ideali oldugundan 1.46 dan acik olarak i#j

igin P1¥Pj dir., Basit modiillerin direkt toplamlarinin ayrigsim-

larinin tekliginden ve 1.24 den s=r ve uygun bir siralama ile

k; = n;, P,=N, ve C, =End,(P;) =End,(N;) =D,

dir.
iii) 1.53 ve onun sag benzeri ile R-cebir Mni(Di) lerin

herbiri sol ve sag yaribasittir, 1.43 ile
Mn1(D1)+Mn2(D2)+"‘+Mnr(Dr)

sol ve sag yaribasittir.

Wedderburn yapi teoremi sol yaribasit, sap yaribasit cebir-
s
lerin izomorfi siniflarinin ayni oldufunu ve + Mn-(Di) lerin
i=1 %
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bu siniflarin temsilcilerini olusturdufunu sdyler. Ustelik ba-
sit cebirler icin sol, sag zincir kosullarinin denk oldufunu

ifade eder.

1.59 Sonug

A sol (veya sap) Artinian R-cebiri basittir % 3Inen ve
D R-b&lme cebiri Syleki A=M (D) dir. Bu durumda n tek ve D
izomorfi haric¢ olmak {izere bir tek olarak belirlidir.

Oyle F cisimleri vardirki F {izerinde sonlu boyutlu b3lme ce-
birleri komutatif olmak zorundadir. Bu durumda yapi teoremi son-
lu boyutlu basit cebirler hakkinda Dj lerin cisim olmasi gerek-
tigi sonucunu verir. Bu sonug¢ F cebirdel kapal:i oldufunda asagi-

daki lemma ile verilir.

1.60 Lemma

F cebirsel kapali bir cisim olsun. Eer D F {izerinde sonlu
boyutlu D b&lme cebiri ise D=F dir.

2,...;tm lineer bagli-

tspat : |D:F|=m olsun. Eger t€D ise 1,t,t
dir. Buradan 3Jind(t,F)=£f(x)6F[%¥] minimal polinom 8yleki
£(t)=0 dair. D bir b8lme cebiri ve f£(x) in derecesinin minimalli-

ginden f(x) F lizerinde indirgenemezdir. F cebirsel kapali oldu-

gundan Ja€F 8yleki f£(x)=x-a dir. Buradan
f(t) = t-a=0, t=a dir. t€F, D=F dir.

i 1.60 ve 1.50 in acik bir sonucu olarak, asagidaki sonucu

verebiliriz.
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1.61. Sonug

F cebirsel kapali bir cisim olsun. Sonlu boyutlu F-cebir
A yaribasittir <= 1§n1§...§nr A nin izomorfi tipi ile bir

tek olarak belirli olmak {izere
AEMn1(F)+Mn2(F)+...+Mnr(F)

dir. Ustelik A basittir <= IA:Fl=n2 olmak iizere
A=M_(F)
n

dir.

1.62, Maschke Teoremi

G sonlu bir grup, F bir cisim olsun. Bu taktirde FG grup

cebiri yaribasittir <= R (F) G dir.

tspat: "===" L(F) \]|C|=n olsun. (n.1 )-16F dir. FG nin yariba-

F

sit oldugunu gdsterebilmek ig¢in A&(FG) nin komplimentlenebilir

oldugunu gdstermek yeterlidir. MeAQ(FG) keyfi olsun,
37 ver*(re) Byleki FG=M @ N

dir. Bunu g8stermek icin,bir peHomFG(FG,FG}, p¥M=id, olacak bi-

cimde mevcut olduBunu gdstermeye denktir. B8yle bir p mevcutsa
N = Kerp = (idM-p)FG, MAN = 0 ve FG=M ® N

dir. M F-vektdr uzay:i FG nin bir altuzay:i oldugu aciktair.

M sMyseee,m M in F-tabani ve B FG nin {m1,m2,...,ms} i igeren

tabani olsun. Bu taktirde

FG = <m ,m,,e..,m > + <x |x6B \{m1,m2,...,ms}> = M+N

dir. FG nin M {izerine F-projeksiyonu olsun.
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1 -1
p= — I Ax

lc | xee
oldugu aciktair. mGMG]\(FG) olmak iizere

W%JFG-*FG tanimlansin. Bu taktirde p€HomF(FG,FG)

"

(= 5 27!

g (m)
lc| xee¢ *

A ) (@) = —— £ A"t @)
x G| x6G x X

-1 z x—1(xm) (%, m(xm)=xm)

= — I x—1(ﬂ(xm))(§) le]

le] xec x€6
=lel™'s = el lem = 1pem = m
x€G

dir, Buradan FuM=idM dir. m6M ve g€G icin

plem)=le| ™! £ "mA ) (gm) = lel™ = o 'moa PIEY
x6G x6G

-lel™" = Q] m P = el . AN "\ "m RICY
xX€G xEG

. @ = el £ a,00 M) @
)” - (xg) t=xg GggG ¢

=le|™" = (A A
xEeG (xg

= lel” Tralimo@ = A @) = P
tec ° &

dir. Buradan p€HomFG(FG,FG) elde edilir.

"ee " k(F)||G|=n oldugunu kabul edelim. Her x€FG icin

nx=x+x+,..+x=0 dir. e:= L x68FG\{0} olsun. Bu taktirde her
e

n defa x€6
y€G icin
ey = L Xy =1L Xy = e
x€G xy€Gy

olup buradan

e = I ey = I e = |G|e ne= 0
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dir., O#N:=FG diyelim. Bu taktirde N2=0 dir, 1.45 den
0#N C radFGFG dir. 1.41 den FG yaribasit degildir. Dolayisiyla
FG yaribasit ise k(F)*|G[ dir,

Sonlu bir G grubunun klasik grup gdsterimlerinde @G grup
cebiri kullanilir. listelik bu teoremin pek cok sonucu F, HWF) *G
olan cebirsel kapali bir cisim olmak iizere FG grup cebirine ge-
nellestirilebilir. Bu hipotez Maschke Teoremi ve 1.61 den uygun

MysDyseeesll dogal sayilari ig¢in

FG = M, (F)+M, (F)+...+M, (F)
1 2 r

dir. Buradaki n; (1Sigr) dogal sayilarina G nin indirgenemez gds-
terimlerinin dereceleri denir.

Diger bir ifade ile ni(1§i§r) ler basit FG-modiillerin
F-boyutlaridir. Bu dereceler G nin yapisi ile belirlidir. Ancak

onlari veren basit formiil yoktur. Diger yandan FG nin basit

fakt8rlerinin r sayisi G nin standart bir Szelligi ile cakisir.

1.63 Sonuc.

G sonlu bir grup, F k(F)‘&IGI olan cebirsel kapali bir
cisim olmak lizere FG grup cebiri F {izerine Nysfyyees,n 1i full
matris cebirlerinin Mn1(F)4Mn2(F)4...4Mnr(F) toplamina izomorf-

tur. Burada r G deki eglenik siniflarinin sayisidir.

Iispat : 1.62 den ve 1.61 ile devamla bir r i¢in n1,n2,...,nr€mr

dogal sayilarinin

FG gMn1(F)+Mn (F)+...+Mnr(F)

2

olacak bigimde mevcut oldugunu biliyoruz. -
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Z (FG) EZ(Mn1(F));Z(MHZ(F));...iZ(Mnr(F))gEiEi%;;iE
»

oldugu kolaylikla elde edilir. Dolayisiyla IZ(FG):F|=r dir.

K1,K1,...,Km G nin farkli eslenik siniflari olmak iizere

_ -1
xiGKi— {y xiy|y€G}

oldugundan ¢#K.C G dir. z.= X x6FG olsun.
1 L
x€Kj

-1, _ -1 -1 .

g tig = X g Xg = % g xg = zi
eK. _1 ._1
R g xg68 K;g=kK

oldugundan Z;6Z(FG) 1%isSm dir.

W= I ax6Z(FG) <=y 'y = we=s.a _q = i
cec ® vxy 1 a_ dir.
m m
W= Xax= Ya (% t)= x ay,%z; dir. Bundan dolavi

X,
xeg ¥ j=1 i CEK;

m
Z(FG)= @ Fz,,y|Z(FG):F[=m
i=1

dir. Buradan m=r dir.
Problem:

Her |GkwinZG yaribasit degildir.

a1 a9 ag . .
¢oziim |G|= P1 P2 o PS (ai> 0 15%ifs) olsun. Bu taktir-

de her bir 12£iss icin

k (Zng)= ¥ ng
Pi gec & g6G

yardimiyla tanimlanan k : ZG *> (Z/p'Z)G doniislimi halkalarin
i 1

bir homomorfisidir.

x= X n gBKerk . === I n_g=0 === n =0, g€G (G.(Z/p;Z)GC
geG g Pl geG g g
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nin Z/p;Z — tabani oldugundan)

L= p.In => n g = x6p,Z G == Ker k = p.ZG
1 g€G & t Pi ot
Buradan
6 = (z/ ) 6=z G & =Zp:)
Z8/ 5.6 Z Pi /pz SEPi

dir. Maschke Teoreminden (k(zp;)= piIIGI) prSf yaribasit
degildir. Dolayisiyla ZG/piZG yaribasit degildir. (Aksi tak-

tirde ZG yaribasit olsayd: ZG/p'ZG’ piZG yaribasit olacaktid.
i



BOLUM 1II

ARTINIAN CEBIRLER VE AYRISAMAZ MODULLER

2.1. Lemma

L Mzeénz olsun.lbeHomA(M1,M2) ise w(radM1)<§ rasz ve

] M1/radM1 den Mz/rasz e bir § homomorfisi tanimlar.

ispat : NGA(MZ) keyfi olsun. Bu taktirde w_1(N)eA(M1) dir,

'

Her x+w—1(N)eM igin

‘/¢'1iN)
Pyt ) = )+

yardimiyla tanimlanan $:M1/ ——aMZ/ donliglimii A-modiil homo-

=1 () N

morfisidir.

1

Pty D) = Y)+N = N = y(x)eN == =xey ' (N)

dir. Kery = ¢_1(N) olup ¥ bir monomorfidir. NeMaksA(Mz) ise

w_1(N)=M veya M,/ =M,/ basittir. Bu iki durumda da

radM1(; w—1(N) olup w(radM1)<; N dir. Buradan

w(radM1)<; f/\ N = radM, elde edilir.
NeMaks A(M,)

Zorn Lemmasi ve 2.1. den agsagidaki Onerme kolaylikla elde

edilir.

2.2, Onerme

A trivialden farkli bir R-cebir ise radAA A nin ikiyanl:

dzidealidir.
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2.3. Sonucg

A sol Artinian R-cebir olsun. Bu taktirde A/radAA yaribasit

R-cebirdir.
ispat : A sol Artinian oldufundan A/ sol Artiniandir. 1.35
radpA

den radA(A/ ) = 0 oldugundan A/

radAA radAA varibasittir, 1.4 den
A/radAAe'A/radAAm modiildiir. 1.35 den radA/radAA(A/radAA)=o
dir. Sonuc olarak 1.39 dan A/rad A yaribasit R-cebirdir.

A

radA€A(A) oldugundan A/ nin R-cebir olacagi aciktir.

radA
Agsagidaki sonuc 2.1 den agiktair,

2.4, Sonuc

MG;EQ ise‘(radAA)M<; radM dir.

2.5. Lemma
Megn? olsunHsu€M icin asagidaki kosullar birbirine denktir.

i) u8radM

ii) NeA(M) Syleki Au+N=M ise N=M dir.
tspat : i)=== ii) ufrad M olsun. Bu taktirde INeéMaks/\(M): 8yleki
u¢N dir. Bu durumda

N g Au+N = M#N

dir. 0 halde u€radM , NEA(M) Syleki Au+N=M ise N=M dir,.

ji)==> i) Bir NEA(M) icin Au+N=M#N oldufunu kabul edelim. Bu

taktirde uéNidir.
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s:={LeAM) |[NC L, ufL}

olsun. N€ES oldugundan S#4 dir. Zorn Lemmasi ile elde edilen
maksimal eleman P olsun. Bu taktirde ufP ve NC P dir. PCQs M
ise u@Q, Q8S olup P=Q dir. u€Q ise M=Au+NC Q, M=Q elde edilir,.

Buradan M/p basit u@¢P ve radM cC P, uradM dir. " . .. e

2.6. Modiiller icin Nakayama Lemmas1

MGA_,PSA(M) 6yleki M in P+N=M olan tiim altmodiilleri icin
N=M gerceklensin ... (1)
Bu taktirde PC radM dir.

Tersine olarak PeA(radM), P veya M sonlu iiretenli ise bu

taktirde (1) gerceklenir,

tspat : Kabul edelimki P@radM olsun. Bu taktirde 3Ju€P 8yleki

ufradM dir. 2.5 den INEGA(M),M/N basit Byleki u@gN dir. Buradan
N#M = Au+N C P+N

olurki bu hipotezle celigir. O halde P C radM dir.
Tersine olarak PeA(radM) 8yleki P+N=M olsun. M sonlu iiretenli
ise P nin sonlu iiretenli bir Q-altmodiilii Q+N=M olacak bicimde

mevcuttur. BSylece P yi sonlu {iretenli kabul edebilirisz.

P = Au, +Au +...+Aun

1 2

olsun. Bu taktirde

M=Au,+Au +...+Aun+N=Au

+,..tAu +N=,..=Au +N = N
1 2 n n

2

dir. Dolayisiyla her NEA(M) icin N+P=M ise M=N dir.
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Bir modiiliin radikali bir grubun Frattini altgrubuna benzer-
dir ve Nakayama LemmasinFrattini altgrubunun standart karakteri-

zasyonunun bir bagska seklidir.

2,.7. Cebirler iIcgin Nakayama Lemmasi

A R-cebir PGAQ(A) olsun. Bu taktirde agagidaki kosullar
birbirine denktir.

i) PC radAA;

ii) Meg?z sonlu iiretenli ve N8A(M), N+PM=M ise N=M;

iii) 6= {1+x|xep}cA°

dir.

fspat ¢ i) == ii) 2.6 ve 2.5 den aciktzir.
ii)=2 iii) x€P, y=1+x olsun. Bu taktirde
1 = y—-xE@Ay+P = A

dir. &A sonlu diretenli oldugundan ii) den Ay=A ve 8zellikle bir

z€A icin

1 = zy=z(1+x) = z +zx

dir, Buradan z=1-zx6G ='{1+x|xSP} dir. (PeAz(A), x€P). Buradan
G nin her elemani bir sol inverse sahiptir. Benzer gsekilde G nin
her elemani bir sag inverse sahiptir. Buradan G bir grup olup

G C A0 dir.

. A
iii) === i) x€P ve x ¢radAA olsun. Bu taktirde 3N€A2(A), AT/N
basit 8yleki x$N dir. Buradan Ax+N PN, Ax+N=A dir. z€A ve yEN

icin 1=zx+y dir. 1-zx=y€EN(zx€P),
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o . A . . P
YE€A" olurki bu A /y in basitligine aykiridir. Bundan dolaya

x€P ise xeradAA dir,

N=0 ve P=radAA alinmasi ile elde edilen asagidaki sonucg

Nakayama Lemmas: olarak bilinir.

2,8. Sonucg

M€2Q2 sonlu {iretenli dyleki (radAA)M=M ise M=0 dir. Diger
bir ifade ile birim elemanli bir R-cebir A nin radikali basit

A-modiillerin sol Annilatdriiniin arakesitidir.

2.9. Lemma

A bir R-cebir ise radAA=radAA dir.

ispat : radAAGA(A) ve {1+x xeradAA}C:Ao oldugu 2.2 ve 2.7 den
agiktir, 2.7 1iii)-1i) nin sonucu olarak radAAq; radAA dir.. (1)

Benzer sekilde radAA(; radAA dir... (2)

(1), (2) den rad, A = radAA dir,

A

2,10. Tanim

A bir R-cebir olsun. A nin J(A) Jacabson radikali
J(A):=radAA idealidir, 2.9 ve 2.7 den agsafidaki 8nerme kolaylik-

la elde edilir.

2,11, Onerme

A bir R-cebir olsun. A nin J(A) Jacabson radikali agafidaki

kogsullari gercekleyen ikiyanli idealidir.
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i) J(A):= (M
M€Maks AT (A)

ii) J(A):= ()N .
NE€Maks A (A)

iii) J(A)={x€A|Y yeA icin 1+xyeA®}

iv) J(A):={x€AlVY yeA icin 1+yxea®}

Bundan sonra R-cebir A nin radikali s&zciiginden Jacabson

radikali anlagilacaktir.

2.12. Sonuc
MeAz(A)L]Ar(A) 6yleki her x€M icin 1+x€A° ise
MC J(A), Eger rad(A/y)=0 ise M=J(A)

dir.

tspat : B:={1+x|xeM}CA® dir. 2.7 den M rad A=J(A) dir.

1.35 den rad (A/M)=0 oldugundan J(A) C M dir. Buradan M=J(A) dir.

2.13. Tanim

A bir R-cebir ve x8A olsun. x nilpotenttir === InenN’ Syleki

xt=0 dir.

2,14, Sonucg

MGAQ(A)U AT (A) 8yleki her x€M nipolent olsun. Bu taktirde

Mc J(A)

dir.

ispat : Her x€M nilpotent ise In€N dyleki x"=0 dir.
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()  (1+x)) = 1

. n .
(1+x) (2 (-x)Y) =
i 0

1=0 i

I ~MpB

dir. Buradan her x6M icin 1+x€A° dir. 2.12 den M J(A) dir.

2.15 Lemma

A, B R-cebirler olsun.

i) 0:A > B Srten cebir homomorfisi ise
6(J(A)) ¢ J(B),
ii) J(A¥B) = J(A)+JI(B)

dir.

ispat ¢ 1) 2.1 ve 1.1 den

e (J(A)) = G(radAA)<; rad B = radBB = J(B)

A
dir.

ii) Her (a,b)EA+B igin

I,((a,b)) = a ve I (a,b)) = b
yardimiyla tanimlanan HA:AiB > A, HB:AiB + B déniigstimleri
R-cebir epimorfisidir. 1) den

I, (J(a+B)) C J(A), T (I(a+B)) ¢ J(B)
olup buradan

J(A¥B) C J(A)+J(B) ... (1)
dir,
Diger yandan x6J(A), y€J(B) keyfi olsun. 2.11 den 1A+x€A0
.\ O
ve 1B+y€A°, (1A+x, 1B+y)=(1A,1B)+(x,y)e(A+B) dir. Buradan

(x,y)€J(a+B) dir. Dolayisiyla
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J(A) +3(B) © J(A¥B) ... (2)

dir. (1), (2) den esitlik aciktir.

2.16, Ornek

MG&EQ yaribasit olsun. Bu taktirde J(EndA(M))=0 dir.

A yaribasit ve M in sonlu iiretenli olmasi halinde EndA(M)
yaribasittir, Bu durumda kesinlikle radikal sifirdir.
eeEndA(M)\{O} olsun. 1.18 den 3INEA(M), N basit Syleki 6(N)#0
dir, 1,12 den N=€(N) dir, 6(N) basit M komplimentlenebilir
oldugundan 3JIM'EA(M) Byleki

M=6(N) ® M'
dir.

M:M >M, II(a+b)s=a, H2=H,H(M) = 8(N)2N olacak bicimde mev-—

1

cuttur. P:=(8¢N) 'I olsun.

weEndA(M), oY= I,I= 0, II(1-6y) = 0

oldugundan 1-68y .sifir bdlendir. Buradan 1—6¢$(EndA(M))°

Dolayisiyla 6¢J(EndA(M)), 2.11 den J(EndA(M))=0 dir.

2717. Onerme
A sol (veya sag) Artinian cebir ise 3Jke6N &yleki .«
s* = o

dir.

ispat : J(A) ;?J(A)2 D... MA(A) da bir zincirdir. Sol(veya sag)

Artinianlik Szellikten JkeN 8yleki
k+1

J¥ = 3
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dir. Eger J(A)k A-modiil olarak sonlu {iretenli ise 2.8 den
J(A)k=0 dir. BSylece A Artinian oldugu gibi Notherian ise &ner-
me Nakayama Lemmasinin kolay bir uygulamasidir. Bir kéN ic¢in
J(A)k=0 oldugunu géstermek ig¢in sol ideallerin azalan zincir

kosulunu gercekledigi varsayimi bazimiz olacaktir.
k
J(A)  #0 olsun.
,d:={MeA9"(A)[M¢0, J(AYM = M}

k
olsun. J(A) €A oldugundanﬁﬂ:té dir. A Artinian oldugundan
minimum kosulludur. Buradan min GA,(; ) #0 dir. LeMian olsun,
L=J (A)L=J (A)2L=...=3 (M) L dir. JxeL syleki J(A)“x#f dir.

J(A)kxeA(L), J(A)kaL dir.
1A @MW = s = sk

dir. L nin minimalliginden L=J(A)kx<§ A.x = L elde edilir,
Dolayisiyla L sonlu liretenlidir. Bu sonuc Nakayama Lemmasi ile
celigir. Cilinkii 0=N alinirsa N+J(A)L=L, N=L elde edilir.

Asagidaki sonuc 2.17 ve 2.14 den agiktir.

2.18,. Sonucg

A sol (veya sag) Artinian cebir olsun. A nin keyfi bir sol

(veya sap) ideali icin asagidaki kosullar denktir.

i) Mc J(A)s

ii) Bir keN icin MF = 03

iii) M in her eleman: nilpotenttir.

Bu sonucla devamla sol veya sag Artinian olan bir cebirin
radikalindeki her elemanin nilpotent olacagi aciktir. Tersi dogru

degildir. Yani nilpotent elemanlar radikalde olmayabilir.
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Ornegin n>1 ve D bir b8lme cebiri ve MQ(D) nxn 1li matrisle-
rin D-cebiri olsun. €ij (i,j) hiicresi 1D diger tiim hiicreler si-
fir olmak lizere i#¥j ic¢in Eij matrisleri nilpotenttir. Ancak
J(Mn(D))=0 dir. Gercekten Mn(D) basit ve birim elemanli oldufun-

dan J(Mn(D))¢Mn(D) dir. Buradan J(Mn(D))=0 dir.

2,19 Onerme

A sol (veya sag) Artinian cebir olsun. Eger MQ@?} Artinian

ise M Notheriandir.

ispat ¢ J:=J(A) olsun. A Artinian oldugundan 2.17 den IkéN

6yleki Jk=0 dir.

s:= {ten|IM=0}
olsun. k€S oldugundan S #¢4 dir. IN iyi siralanmig bir kiime oldu-
gundan minS vardir. n:=minS olsun. Bu taktirde J™"M=0 dir. ispat:
n {izerinden tiimevarimla tamamlayacagiz. n=0 ise

0 = J9M=A.M = M

0 Notherian oldugundan ispat tamamlanir. n=1 olsun. JM=0 olup

Ann(M) D J dir. Buradan MGA/J dir. 2.3 den A/J yaribasit

oldugundan 1.40 dan MGA/JEQ yérlba31tt1r. 1.33 den MeA/Jan

Notheriandir. (A(&Nﬁ )= A(A/JrTL)) n>1 ve n-1 ig¢in iddia dogru
1

olsun. Tiimevarim adiminda 1.28 baz tegkil edecektir. N:=J"7 MéM

olsun. Bu taktirde N Artiniandir ve
N = 3@ ) = "M =0

olup N Notheriandir. M/N Artinian ve Jn_1(M/N)=0 oldugundan

timevarim kabuliinden M/N Notheriandir. N ve M/N Notherian oldu-

gundan M Notheriandir.
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2.19 da M=A€3?20?EQ alinarak asagidaki sonu¢ hemen gdriiliir.

2.20, Sonug

A bir R-cebir Syleki A sol (sag) Artinian olsun. Bu taktirde

A sol (sag) Notheriandir.

2.21. Sonug

A sol Artinian R-cebir ve MGA&Q olsun, Bu taktirde asagidaki

kosullar denktir.

i) M Artiniandar,
ii) M Notheriandir.

iii) M sonlu iiretenlidir.

tspat: i)==> ii) 2.19 dan ii)=== iii) 1.33 den elde edilir.

ii1 i = + +... L] . & o
iii)== i) M=Au, +Au +Au olsun. Her (x1,x2, ,xn)e(D n,A

1 2
icin
n
w((x1,x2,...,xn)) = 121 X, u,

ile tanimlanan ¢: C)nAA-—%M déniiglimi bir A-modil epimorfisidir.

AA Artinian oldugundan 1.28 den C)nAA Artiniandir. Buradan

® nAA/Kerw =M Artiniandir.

2.17 nin diger bir uygulamasi sonlu boyutlu cebirlerin nilpo-
tentliginin bir karakterizasyonudur. Wedderburn Teoreminin ispat:
2.17 {izerine bazdir. Yapi teoremi ve elemanter Lemma matrisler
icin iz ddniistimi kullanilarak elde edilir.

a=(aij)€Mn(F) olmak iizere o nin izi diye tr = g o, 8F elema-

i=1
nina denir. aGMn(F) olmak {iizere
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tr(a) = tra:

yardimiyla tanimlanan tr:Mn(F) > F donlislimliniin F-lineer oldugu
kolaylikla elde edilir. O nilpotentse tro=0 dir. Bu adimlarin
ilki tanimin kolay bir sonucudur. o"=0 ise & nin minimal polinomu
o k e . .
1£k€m olmak {izere x dir. CGinkii bu polinom x" i bbler ve karak-
. . . n n-1 n . . . .

teristik polinom x - (tra)x +.,..=x dir (minimal polinom ve ka-
rakteristik polinom ayni indirgenemez faktdrlere sahiptir). Bura-

*dan tro= 0 divr.

2.22. Lemma

Mn(F) i F-uzay olarak iireten nilpotent matrislerin hig¢ bir
kiimesi yoktur.
ispat : Aksine Oy slyseses afGMn(F) nilpotent matrisler ve
= + +,...% ici .
b1,b2,...,br€F €41 b1a1 bzmz brar olacak bigimde mevcuttur

iz fonksiyonu F-lineer oldufundan

trs11 = tr(b1a1+b2a2+...+brar)

dir. Buradan

r
1 =12 b.(tra,)) = £ b,.0 =0
i=1 * i=1

olurki bu bir geligkidir. O halde Mn(F) nin nilpotent olan bir

F-{iretici takimi olamaz,

2.23 Onerme

A sonlu boyutlu F-cebir ve B A nin nilpotent elemanlar ta-

rafindan tiretilen carpima kapali bir F-altuzayi olsun. Bu taktir-

de bir k€N icin Bk=0 dir.
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Ispat : 1iIspati iki adimda ele alabiriz.

1. Adim: F in cebirsel kapali olduBunu kabul edebiliriz. Bunu
n
k=1cijkxk’ cijkeF olan

bir bazi ve K F in cebirsel kapanisi olsun. K-cebir olan

gérmek igin Xy Xyseees X A nin x,x,

A':=Kx,l ® Kx, ®...® Kx {cijkl 121, ,kSn}yapr sabitleri ile
tanimlidir. Acik olarak.&;{A')” in bir altcebiridir. Buradan
dolayr B, (B')fzﬁéKB)y in bir altcebiridir. B nilpotent ele-
manlar tarafindan F-uzay olarak ﬁretildiginden‘éB‘) nilpotent
elemanlar tarafindan K-uzay olarak {iretilir. BuradanzﬁB')
F-uzay olarak nilpotent elemanlar tarafindan {iretilir. B8ylece
(B')k=0 gercekleniyorsa Bk= 0 dir. Dolayisiyla F in cebirsel

kapali oldugunu kabul edebiliriz.

2, Adim : B€A(A) dir. Bu kosulu A icin elde etmek, A yerine
B+F1A dlmakla aynidir. B carpima kapali oldufundan BG/KB+F1A)

dir. Ispati tamamlamak ig¢in

3. Adim: A yaribasit ise B=0 oldugunu gdstermek yeterlidir.
A yaribasit degilse A/J(A) yaribasittir ve B+J(A)/J(A)€A(A/J(A))

dir. B+J(A)/ B nin bir homomorfik resmi olduBundan nilpotent

J(A)
elemanlar tarafindan tiretilir. Su halde 3. Adim

B + J(A) = J(A)
haline d8niislir, yani BC J(A) dir. 2.17 den bir kéN icin
Bk<; J(A)=0 dir. Dolayisiyla A y1 yaribasit kabul edebiliriz.
1.61 (F-cebirsel kapali) ile AigMn.(F) 1815t olmak lizere

i

Ai=A1+A2+"'+At (Ai basit) yazabiliriz.
II:.L:A--*Ai projeksiyon olsun, Her bir i ig¢in Hi(B)eA(Ai)={0,Ai}

oldugundan Hi(B)=0 veya Hi(B)=Ai dir. Hi(B)=Ai ise
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Ai“=‘Mn (F) nilpotent elemanlar tarafindan {iretilir, Bu ise 2.22

i
ile celigir. Dolayisiyla Hi(B)=0 dir. BC:KerII_‘.L 1€ist dir. Bu-
t
radan BC:!Z} Kerll; = 0, B=0 elde edilir.

F bir cisim ve G sonlu bir grup oldufu zaman FG grup cebiri-
nin radikali hakkinda ne s8yleyebiliriz. Maschke Teoremi
k(F)*IGI ise J(FG)=0 ifadesine denktir. Buradan dolayi R(F)=p#0

ve p| |G| oldugunu kabul edebiliriz.

2.22, Onerme

F bir cisim k(F)=p6P olsun. Kabul edelimki G sonlu ve H G

nin normal p-sylow altgrubu olsun., Bu taktirde

J(FG) = % FG(x-1)
x6H-{1}
dir.

fspat ¢ A:=FG yazalim Her g€G icin

II(g) = gH

ijle tanimlanan II1:G > G/H doniisiimii gruplarin bir epimorfisidir.

I(z.ag)= 5§ A_(gH)
g€G & gHéG/H &

ile tanimlanan I:A=FG =+ F(G/H) d&niiglimiiniin bir F-cebir epimorfi-
si olacagi aciktir,
{y1H, yzﬂ,...,ymH}
H nin G deki solyansiniflarinin bir tam sistemi ise
m
= . 1 = ey =,
G %zgyiH ve y€G ise II(y) H(yi) = yGyiH y=y;x, x€H

dir. Buradan dolayi z= %L a_y€A icin
y€G
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m
1) = 5 a T = 5 (3 a, )Tl;)
yEG y i=1 x€H 1
dir. Ozellikle T](z)=0 ise I a =0 18ism dir.
x€H Vi
Bu gercekleniyorsa a__,= - % a dir. Buradan
1 x# 1 Yi
m m
z= L (L ag, JTI(y;) = % (a, y; + % a_ _y.x)
i=1 x6H YiX * i=t Ji°?t x=1 Ji¥ 1
m m
= X (-1 a y. + L a y.x)= X ¥ a y. (x=1)
i=1 x=1 Ji¥1 xz1 Ji* t i=1 xzl yix© L
m
= Za vy, (2 (x=1))€e I A(x-1)
i=1 Yi x# 1 x#1
dir. )
Tersine z€ % A(x-1) ise
x€H~{1}

f(z) € = M(A) (M(x)-TI(1)) = 0O
x€n-{1}

dir. Buradan dolayi Kerll = & A(x-1)=:J dir. Buradan J A nin
x€H-{1}
A/J 2F(G/H) olacak bigimde bir idealidir.

H G nin bir p~sylow altgrubu olduundan p*|G:H| olup 1.62
den F(G/H) yaribasittir. Buradan J(A) ¢ J dir. JC J(A) oldugunu
gostermek bir k€N icin Jk=0 oldugunu gdstermekle aynidir.
B=LF(x-1) olsun. BCA nin bir F-altuzayidir. Ayni zamanda B carp-

x€H-{1}
ma iglemine kapalidir. Cilinkid (x-1)(y-1)=(xy-1)-(x=-1)-(y-1) dir.

|H|= pt ise MW(F)=p oldufundan her x6H icin
t t
(x-1)P" = (xP -1) =(1-1) =0

dir. Buradan dolay:yr B nilpotent elemanlar tarafindan liretilir.,

2.23 den bir k6N icin Bk=0 dir. J=AB oldugundan

Jk= (AB)k = (AB).(AB)... (AB)CIBk.= 0
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dir., Giinki AB=BA dir. (y(x—1)=(yxy—1—1)&ve yxy~1eH, x€H ye€EG
oldugundan).

k
(AB) = (AB)-(AB).,..., (AB)= AKp® = A¥.0 = 0.
dir. Buradan Jk = 0 dir. Sonuc olarak
J =J(A) = X FG(x-1)
x€n-{1}
dir.

2.25. Sonuc

H sonlu bir p-grup ve F WF)=p6P olan bir cisim ise

J(FH) = I F(x-1)
xen-{1}

dir,
ispat : x,y€H ise y(x-1)=yx-y-1+1=(yx-1)-(y-1) dir. Dolayisiyla

Y FH(x-1) = ¥ F(x-1) oldugundan 2.24 den J(FH)= ¥ F(x-1) dir.
x€H-{1} xefi~{1} xeH-{1}

AYRISAMAZ MODULLER

Buradaki amacimiz yaribasit cebirlerden daha genel olan ce-
birleri incelemektir. Wedderburn Yapi Teoreminin bir genelleg-
tirmesi ile birlikte ayrisamaz modiillerin endomorfiler cebiri
dilinde Schur Lemmasi karakterize edilecektir. Kisaca yaribasit
cebirler icin s8ylenenler Artinian cebirlere adapte edilecektir.
Bundan sonra A-bir R~cebiri gdsterecektir. R in komutatifligi

teoride kiiciik bir dneme sahiptir.
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Neg?? ayrigamazdir: <> A(N) in komplimentlenebilir en
biiyiik altkafesi {0,N} dir: <= N=P ® Q ise P=0 veya Q=0 dir.

Meg?2 ayrigabilirdirie== M MZGA(M)\{O} olmak lizere

1,
M=M1(D M2 dir. B8ylece 66&?2 ne ayrigsabilir nede ayrigamazdir.

2.26, Onerme

Meg?2 Artinian veya Notherian olsun. Bu taktirde M ayrigamaz

A-modiillerin bir sonlu direkt toplami olarak yazilabilir.

ispat : M=0 ise M=f3 M;=0 oldugundan dnerme dogrudur. M?#0
oldugunu kabul edei?firiz.

(1). M in ayrigamaz olan bir direkt toplam faktdrii vardir.
Gercekten de Ne/A(M), N#0, M=N® N' bir N'€/A(M) olmak iizere N
minimal ise N in ayrisamaz olacagi agiktir. BByle bir minimal
elemanin mevcudiyeti ise M in Artinian olmasi durumundan acik-
tir.

M Notherian ise bir maksimal direkt toplam faktdriinilin keyfi

bir komplimenti minimaldir. Bu durumda

A= {NeA(M)| IN'EA(M) :M=N @ N'}

olsun. MinZﬂ:ﬁé dir. N eMin£4 ise 3M1€A(M) byleki M=N C)M1 dir.

1
(1). 1 M1 e ard arda uygularsak her bir Ni ayrigsamaz olmak {lizere
M=N1@M1 —--1\11@)1\12@»/11 =1~11@1\12@)1\13@1%1 =...

elde edilir. M Artinian ise azalan zincir kogulunu gercekler.

Dolayisiyla

D
M1:DM2 L 2 2
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zinciri sonludur. Buradan 3Jk€éN &yleki Mk+i=0 izt dir.

M Notheriam ise

C
0 N1CN1®N2

k k+j
zinciri sonludur. Buradan 3keéN &yleki @ N, = ® N, j=21
i=1 i=1 *
dir. Buradan N, :=0 i21 dir. Dolayisiyla M = N, dir.
k+1 j=1 1

Basit modiillerin ayrigamaz olduklari aciktir., Tersi yariba-
sit cebirler lizerindeki modiiller ig¢in dogrudur. Ancak genelde
dogru degildir. Basit modiillerin Schur Lemmasi ile yapilan ka-
rakterizasyonuna benzer bir karakterizasyonla onlarin endomorfi=-

ler cebiri ile karakterize edecegiz.

2.27. Tanim

Bir R-cebir A lokaldir: === A/ bir b81lme cebiridir:==>

J(A)

J(A)EA(A) maksimaldir. A lokal cebir ise 1A¢0A olacagi aciktir.

Yani A trivialden farklidir.

2.28., Onerme

Trivialden farkli bir R~cebir A ig¢in agsagidaki kosullar

denktir.

i) A lokal cebirdir.
ii) A—Aoq; J(A) dar.

iii) A-A° toplama kapalidir.

tspat: i)==> ii) x€J(A) ise x+J(A)#J(A) dir. Buradan

x+J(A) €A/ dir. i) den A/ b8lme cebiri oldugundan Jy€A

8yleki

J(A) J(4)
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(x+J (AN(y+I(A)) = 1+J(A)
dir. Buradan 1-xy€J(A) ve bz.s. 1-yx€J(A) dir.
xy = 1+(xy-1), yx=1+(yx=-1)

oldugundan xy tersinir, x tersinirdir. Dolayisiyla x¢A-A° olup
A-A° < J(A) dar.

ii)=—2 iii) x,yeA-Ao olsun., Bu taktirde x+yeA—A° olduBunu gés-—
terelim. Aksi halde x+y€A° ise x,y8J(A) nin sonucu olarak
x+y6J(A) olurki bu J(A)(1A®=4 gercegi ile celigir. O halde

x+yeA—A° dir.
iii) = i) x+J(A) #J(A) olsun. Bu taktirde x in tersinir oldu-
gunu gdsterecegiz. x§J(A) ise 2.11 den 3Jy,z€A syleki 1+xy$A°,
1+zx$A° dir. Buradan xy€A®, zx€A® dir. Aksi halde

1 = (1+xy)-(xy)¢Ao

olurki bu bir celigkidir. 0 halde xyeA?, zx€A° oldugundan

x tersinirdir. Dolayisiyla A/J(A) bdlme cebiri olup A lokaldir.

2.29, Sonug

A bir cebir 8yleki her x€A-A° icin x nilpotent ise A bir

lokal cebirdir.

ispat : 0#x6A-A° keyfi ve k>1, xk=0 kosulunu gergekleyen en
kiiciik dogal sayi olsun. Bu taktirde her yBA icin yxeA-Ao dir.
Aksi halde

(yx).xk”'1 = y.xk'=‘0

dir. Buradan xk—1=0 olurki bu k nin minimalligine aykiraidir.
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0 halde Ax in her elemani nilpotenttir. 2.14 den x6Ax C J(A)

‘elde edilir. Buradan A-A° C J(A) dir. 2.28 den A lokaldir.

2.30. Sonucg

Neg?Q R EndA(N) bir lokal cebir olsun. Bu taktirde N ayriga-—

mazdir.
Ispat : EndA(N) lokal oldugundan 1N¢0 olup buradan N#0 dir.

Varsayim. N=P ® Q olsun. [I:N+>P, po:N > Q ilgili projeksiyonlar
olsun. Bu taktirde H+p=idN ve EndA(N) lokal oldugundan 2.28 den
I veya p birimdir. H2= I ve p2=p oldugundan II= idN veya p=idN
yani Q=0 veya P=0 elde edilirki bu N in ayrisamaz oldugunu gbs-

terir.

2.31. Lemma

Me;&& ve '@eEndA(M) olsun. Agagidaki hipotezlerin herbiri-

nin gerceklenmesi halinde IPe(EndA(M))O dir.

i) M Notherian ve P Ortendir.
ii) M Artinian ve P bire-birdir.
Ispat : i) M Notherian ve TP 8rten olsun.
2 : m
0C KerYC RKerP " ... g Rerp "C ...

M in altmodiillerinden olugsan artan bir zincir olup M Notherian

n+1

oldugundan bir ne€N ic¢in Ker‘pn=Kertp dir. Yani

@™ " (kerpy= @ )T (0) =Rer Pt ger@®= @) (0). .. (%)

dir.l érten oldugundan her m>1 icgin Wn drtendir. Buradan dolayi
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" rer) (P @™ (0) = 0

‘Kerlpu= IPn( IPn)--
dir. Buradan KerlY = 0 olup lpe(EndA(M))0 dir.
ii) M Artinian ve Tp bire-bir olsun.

M D inPD tmp? S... DIn®P" 5 ...

M in altmodiillerinden olugsan azalan bir zincir olup M Artinian

oldugundan bir k€N icin i:m\Pk=]".mtfpk+1 dir. a€M keyfi olsun.

(Pk(a)ei:m(pk."1 oldugundan 3JbEM Byleki ka(a)=lpk+1(b) dir.
Ybire-bir oldugundan KerP = 0 dir.
ker®® = (P57 ()= (V¥ HTT YT 0= (p¥HT @ |

olup ({Jk bire-birdir. Buradan

k+1

(P M @) = @ o))

dir. P bire-bir oldugundan a= P(b) dir ve P Srtendir. Buradan

Pe(End, (1))° dir.

2.32, Fitting Lemmasi

MeAm Artinian ve Notherian olsun. EgerlpeEndA(M) ise

AM = P ® Q ayrisimi Syleki

i) wEyc P ve Y Cq,
ii) Pvre(End, (2))°,

iii) Pyqeg (EndA(Q)) nilpotenttir.
tspat: M Artinian, Notherian ve IPSEndA(M) olsun. Bu taktirde
2
MOInpDInP~ ...

azalan zinciri ve
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0 C Kerpc KerTch: ‘o
artan zinciri i¢cin In,me€N OSyleki
. . +
inP? = inP ™ ! , Ker®p™ = Kerfpm+1
- o , K_ . ot k t
dir. t:= maks{m,n} olmak #izere ImQ =imQ Ker Y =Kerlp , k3t
dir. ‘

. t
P:= im ¥ R Q:=Ker19t
olsun., Bu taktirde

\p(P) = Im\pt-” = im t . P, buradan WY(P) C P ve

P = (P(Ker(pt) = (p(Ker(PtH) cC Ker\pt = Q, buradan P(Q) C Q
elde edilir.

YIP:P—>P, P Notherian ve Y Srten oldugundan 2.31 den
qNPe(EndA(P))O dir. Diger yandan

Y@ =P (Rerp®) =9 @) (0= 0Ntmp " = 0
dir. Dolayisiyla lpwlrQeJ(EndA(.Q')) nilpotenttir, WYWP/1 Q nilpotent
ve bire~bir oldugundan P(1Q = O dir.

- 4. -
= 0571 et )= )= @)~ ot ot n)))

=P (M) +Rerpt = P+Q

elde edilir,

2.33. Sonug

MGAER Artinian ve Notherian olsun. M ayrigamazdir <> EndA(M)

lokal cebirdir.

ispat : "Me&==" EndA(M) lokal olsun. 2.30 dan M ayrisamazdir.

"=2" M ayrigamaz olsun, ‘tPeEndA'(M) ise 3P, QEA(M) ©Byleki
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M=P @ Q, np+Pe(EndA(p))° ve P+QeJ(End, (Q)) nilpotenttir. (2.31)
M ayrisamaz oldugundan P=0 veya Q=0 dir. Q=0 ise qnd otomor-
fizimdir ve tPe(EndA(M))0 dir. P=0 ise P¥Q nilpotent 2.29 dan

EndA(M) lokal cebirdir.

2.34. Lemma

¥

Y .
0> N M =>P >0 ;ﬁp bir tam dizisi i¢in agagidaki kosul-

lar denktir.

i) 3 eromA(P,M) 8yleki yX = idP‘

ii) Jee HomA(M,N) dyleki 1 = idN'

Bu durumda M=imxy ® Kery = IimP® Kere dir.

ispat : Dizinin tamligindan P nin bire-bir, § i1n Srten oldugu

acrktir,

v

0O — N ——> M — P —> 0
7
LN // \\X'_ ’ .
o =idy 0 xmidy

i) == ii) Bir X:P—>M A-modil homomorfisi wx=idP olacak

bicimde mevcut olsun. Her m€M icin

m=(X¥) (m)+ (m- (xP) (m))

olup

Y(m-(xP) (m))= (@)= v ((xP) (m)) = ¢(m)—¢(m) =0
oldugundan Kery()imy = Ker ¢ (Y¥im x) = 0 dir. Buradan

M=imy ® Ker{y dzr.

ImP = Kery ve Yhbire-bir oldugundan her méM ic¢in
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0, m€imy
8(m):=

Y (m- (x¥) @), méiny

ile 6:M - N tanimlansin. Her m€M icin

m-(Xy) (m)6Ker ¥= ImP oldugundan qr1(m-(x¢)(m))

iyi tanimli olup eeHomA(M,N) oldugu aciktir. Her n€N icin

@) () =¥ (Pm) = = id ()

oldugundan 6 = idN dir.

id olacak bicimde mev-

ii)=>= i) e€Hom, (M,N) Byleki 69 .

cut olsun. Herm€M icin
m = 6) (m) + (m-(Pe)(m))
olup
8(m-(YPB)m))= 86(m)-6((Po))(m))’

1]

6(m)-8(m) = 0
oldugundan m- (P 8) (m)EKer® dir. Buradan M=imP ® Kere elde
edilir. Her p€P icgin

- -1
x() = v ) -(pe) ()
yardimiyla tanimlanan ¥X:P +M dOniisiimlinin bir A-modiil homomor-—

fisi oldufu agiktir. Her p€P icin
D)) =@ - @ eI
=)@ TN P p = 1a,)  (*, tnp =Kerd)

oldugundan Yx= idP dir.

2.35. Lemma

M = M1(D M, = N1(D N, A-modiil M in iki direkt ayrisimi olsun.

M in bir Y otomorfisi .
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Vi Q2 HomA(M1,N1) HomA(Mz,N1)
Yo g9 HomA(M1,N2) HomA(MZ’NZ)
dyleki q%1 izomorfizim olacak bigimde var olsun. Bu taktirde
M, &N dir.
ispat : Acik olarak

idN1 0 idM

1 '1951 P12

— 1
;. id 0 id;
P21P14 Nyl o, Y,

M in otomorfileridir. P otomorfi oldupundan

ty, O 17911 912 [ty, 27 1912] [ P11 0
-1 . g = -1
202111 My [P21p22 | 0 ldMZ O 2202191 1P12
dir.
L ‘Pzz'-‘PzﬂPI: | 4 8Hom, (M), Ny)
olup ¢ otomorfidir. Buradan Mzi'N2 dir.

2.36. Onerme
A bir R-cebir M,Nejnz dyleki
M=M1®M2@...@Mr , N=N1@N2@...@NS

her i,j icin EndA(Mi), EndA(Nj) lokal cebirler olsun. Eger M=N
ise r=s dir ve 3J0€Sn permiirtasyonu Syleki her 1<isr icin

MigNO(i) dir.
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Ispat : r lizerinden tiimevarim kullanalim. r=0 ise M=0 dir ve
tiimevarim adimindan N=M = 0 oldufundan s=0 dir. (EndA(Nj) lokal

cebir oldugundan acik olarak Nj¢0 dir.,)

r>0 ve 8nerme her biri lokal endomorfi cebiri olan ve r den
az sayida fakt8riin direkt toplami olarak yazilan modiiller igin
iddianin dogru oldugunu tilimevarim hipotezi olarak kabul edelim.
N=M oldugunu varsaymak genelligi bozmaz. Varligi kabul edilen
izomorfi kullanilarak N in her bir ayrisimi M in icine tagsinabi-

lir., Bdylece
= = %
M M1®M2®...@Mr N1@...@NS...()

4 . . . . < * —
dir. Hi.M-+Mi, Ki.Mi-+M, pj.M-+Nj, kj.Nj-+M. M in (*) ayrisim
larr ile ilgili kanonik projeksiyonlar ve injeksiyonlar olsunlar.

Bu taktirde

s

idM=A1p1+A2p2+...+k o, id =H1K1=H11dMK1=H1(.Z

A.p:)K
88 M1 j=1 jti’

|
™M®w

I,x.p.K
5=1 173731
dir. EndA(M1) lokal cebir oldugundan 2.28 den bazi j icin
tp=n1xjpjl<1e(EndA(M))° dir. (Aksi halde her bir T A,p.K,
nilpotent olup EndA(M1)—(EndA(M1))o toplama kapali oldugundan
idM1 nilpotent olurki bu imkansizdir.). Notasyonun uygunlufu

icin N, ® N, @ ...® N, ayrisimi j=1 olacak bigcimde sinirlanirs:
_’] . e
Y= H1x1enomA(N1,M1), X ¢ p1K1GHomA(M1,N1)
syleki ¥y = idM1 dir. 2.34 den N=Ker{y ® im x dzir. EndA(N1) lo-

kal oldugundan 2,30 dan N, ayrisamazdir. Buradan N1=imx, X=p1K1

1

izomorfidir.
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'.= '0-—.
M': M2®M3®...®Mr ve Nt N2®N3®....®Ns

olsun, M=M1(D M' = N1 ® N' e kargilik gelen projeksiyonlar ve

injeksiyonlar

LI M +P{1, T M > M, K1 :M1-* M, K':M' + M,

p':M->N', X N, +M, AT:N' > M

p1:M-+N 1 1

1’
dir. Her (m,,m’)eM()M' ve VEM icin
' = ' -
91((m1,m )) m+m' ez(V) (01(V), pz(v))
ile @, :M, @ M' »M, 6,:M > N, ® N

1

ddniliglimleri tanimlansin.

=N1@N'

6261 in bir A-modiil izomorfisi oldugu aciktair.

] 1
PRy Pk

bir izorfidir. p1K1 izomorfi oldugundan 2.35 den p'K' izomorfi-
dir. Yani

| - ~ L R
M —M2®M3@...@Mr=.N NZ@NB@ _...@NS
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elde edilir. r-1$ r ve EndA(Mi) 2%isr, EndA(Nj) 2¢jgs lokal
cebirler olup tiimevarim kabuliinden r—-1=s-1 ve bir GeSwnG

(§2,3,...,1)) icin Mi"z’Nﬁ(i) 2¢igr dir.

2.37. Sonuc
MG&RArtinian ve Notherian olsun. Bu taktirde
M=M1@M2@...@Mr

dir ve Mi ayrigsamaz A-modiil olmak {izere bu ayrigsim izomorfi

haric tektiirliidiir.

.

ispat : 2.26 dan Mi 1¢i4£r ayrigsamaz olmak iizere

M

M1@M2@... @Mr

dir. 2.33 den Mi hem Artinian hemde Notherian oldugundan

BndA(Mi) lokal cebirdir. 2.36 ile her bir Mi izomorfi haric

tektiirlii olarak belirlidir.

2.37 ve 2.21 den asagidaki sonuc¢ hemen gdriiliir.

2.38. Sonug

A sol Artinian R-cebir ise biitiin sonlu iiretenli A-modiiller
izomorfi haric olmak {izere ayrisamaz A-modiillerin sonlu bir
direkt toplamidir.

Simdi verilen F-cebir A nin F-gdsterimi ile AEQ arasindaki

iliskiyi (kategorik denkligi) aciklayacagiz.
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2,39, Tanim

neN* olmak ﬁzeré Mn(F) nxn li matrislerin F-cebiri ve A
bir F-cebir olsun. A dan Mn(F) e her 8 (8*0) F-cebir homomor-
fisine A nin bir F-cebir g8sterimi denir. n sayisina g8sterimin
derecesi denir ve d°@ = n ile gésterilir.

© g8sterimine sadiktir denir:<=> Ker® = 0 dir. Bu durumda

|a:F|s|M_(F):F] = n?
n

dir. |A:F|== ise A sadik gdsterime sahip olmayabilir. Eleman-
lari F-cebir A nin gosterimleri olan ve bagska elemanlari olma-

yan kiimeyi TW(A,F) ile gdsterelim, Diger bir ifade ile
TW(A,F):={9[6 A nin bir F-cebir gdsterimidir}

dir. pe[|(A,F) keyfi ise IneN" &yleki y:A—N (F) F-cebir
homomorfisidir.

e, ¢e]—kA,F), d®e=n, dow =m olsun. Bir aGmen(F) matrisi

her x€A igin

0ae(x) = w(x?a
dlacak bicimde mevcutsa o matrisine 6, § gdsterimlerini kenet-
liyor denir.

Mor (8,9):= {aeM  (F)| Vxea icin a0 (x)=p(x)a}

:={a] 0,0, ¢ gbsterimlerini kenetler}

olsun. 6, V¥, XGT?(A,F) dyleki d09=D, d°y= m, a°x =k ve

a€Mor (9,9), BGMgr(w,X) olsun. Bu taktirde aGmen(F), 0.€M (F)

kxm

olmak tizere Bo anlamlidir ve her x€A icin

a 8(x) =yY(x)a ve BY(x) = x(x)B
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dir. BBylece x€A igin

(BB (x) = Blos(x)) =B (x)a)=(BY(x)a=(x(x)B)a = x(x)Bo
elde edilir. Buradan Bo6Mor(6,x) dir.

O:Mor{Y,x)x Mor (8,) + Mor(e,x),((B,a) —»0(B,a)= Boa:=Ba)
tanimlansin.

agMor (8,9), BeMor (P,Xx) ve y€Mor (X,6)
olsun.

Yo(Boa) = yo(Ba)= yY(Ba) = (yYB)oa = (yoB)oo

dir. Buradan "o" asosyetiftir,

GGTW(A,F) Syleki d°6=n olsun. Bu taktirde i_=I=(S,.)
(] 11 nxn

alinirsa her €Mor(y,8), B€Mor(6,Y) icin
igoa = Ioo = o ve 801e =RI = B(aGMnxm(F), Bekam(F))

dir. O halde

T1:=(T1(A,F), Morr],o)

bir kategoridir.
e,weTW denktir denir ve 62y yazilir === e,WI“]kategorisin-

de izomorftur:<== 3jaEMor(6,y), REMor(y,6) Byleki
Boa=Ba= ig. s 0oB= aB= 1w

dir. 6,y denktir:==> d°e=d°¢=n ve Jo€GL(n,F) dyleki
a€Mor(e,y) dir.

Diger bir ifade ile her xBA icin
®(x) = P(x)a = o laex)= o (o == 8(x) = oY)

dir. Acik olarakié’FWkategorisinde bir denklik bagintisidzir,
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eéTT, d° = n olsun
t .
My :={{x1,xz,...,xn] | A,eF  15isn}

olarak tanimlanirsa Me bir F-vektdr uzayidir. x6A ve

[A1,32,...,An]teM keyfi olsun.

e

x[l1,A2,...,l ]t:=9(X)[A1’)‘29"°sAn]t (1)

n
ile tanimlansin. Bu taktirde MeegZZ dir ve acik olarak

|Me:F| =d% =n ve Ann(Me) = Ker® (2)

dir. Her eéT7 icin M(Qk= Mo ile M:T1+ gQZ tanimlansin. Bu
taktirde M gasterimlerinT_]kategorisinden A-sol modiillerin
gﬁ? kategorisine bir funktordur. Gercekten aeMor(e,w),e,weTq

keyfi olsun. Bu taktirde her [A1,A2,...,An]teMe icin
t t
pa([x1,x2,...,xn] ) = u[x1,x2,...,xn]
yardimiyla tanimlanan ua:Me > MIP d8niisliimlinin F~lineer oldufu

aciktir. (1) bagintisi kullanilarak g eHomA(Me, Mw) dir. Bura-

dan

M(Mor(8,¥)) = HomA(Me, MW)
dir. Yine (1) bagintisi kullanmilarak Haoa™ HgoMy di1r. Dolayisiyla

M= (M, MG)JF]‘**ng bir funktordur.

2.40, Onerme
A bir F-cebir, w,eeT_kA,F) olsun.

i) o ,BEMor(e,y) Byleki Hy=Hg ise =B dair.

M. ) olsun. Bu taktirde Jo€Mor(e,)) Byleki

ii) PeHom, My, "

‘P=pa dir.
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iii) ngzz 8yleki |N:F|= n>0, neN* olsun. Bu taktirde

axel lea,m) Syleki NsM, = M(X) dair,

Ispat : i% = n, d°P=m olsun. Her x€A icin a8 (x)=yp(R)a,

) ve Bo(x)=yp(x)B, B=(B..)

_ cole a%q= .
) (aij xn i3 lMe.Fl d“e=n dir.

mxn’

i) ug:us olsun. Her [11,K2,..,,ln]teMe icin

t t
ua([)\1,}\2,oc.,)\n] ) = uB([)\1,A2’.ou’An] )
dir, ei:=[0,0,...,i,O,...,O]teMe 1£€i€n oldugundan

5 ;| 18isn >

dir. pa(ei)=p8(ei) ise a.ei = Bei dir. Buradan

£t t
. * - 80 * .'*' = * 13 * o » % . = * & i i g
[a1l,a21, 4 0Ln:.] [811’821’ ’Bnl] aJl 631 151,35n

dir. Buradan o= 8 dir.

ii) IPGHomA(Me, Mw) ise FPeHomF(Me,M¢) dir. Buradan

.HomF(Me, M) =men(F) dir. (F-vektd8r uzayi izomorfisi)

v
Bu taktirde ﬂaemen(F) syleki T(Y)= o dir. Her
. . t t
Ayshyseee,) 6F icin. n@r Ay seeasd 1) = o [Aahyseeesd ]
ve x6A olmak lizere
WV (x[A, 5\ A 15 = PO, A, A 1H=00G) A A ,0 1"
1’ 2,."’ n ‘10 zy’?n 19 zoyo,n
t t
=ax[A A, A T =xafAh), 000 ]
t
=¢(X)G[A 1’>\~2’..-.’>‘n1 .
t 1t
dir. Buradan:08 (x) [A1,)\2,...,)\n] =¢(x)a[)\1,)\2,...,)\n] dar.
Dolayisiyla her [KI,AZ,..,, An]teMe ve her x€A icin a8 (x)=y(x)o

elde edilir. Buradan 06Mor(6,y) olup tanimdan 1P=pa dir.
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iii) Neng ve |N:F|= n >0 olsun. 3{u1,u2,...,un}C:_N
byleki N= <ui| 1$ign.§g've u, F-lineer bafimsizdir. x€A keyfi

n
olsun. xuieN 1<ign icin BlAij(x)eF 6yleki X.u, = %A

(x)u,
j=1 *

ij
dir.
x(x) = (Aij(X))nxn
yardimiyla X:A » Mn(F) tanimlansin. Bu taktirde her x,y6A ve
a6F igin
y(x+y)= x(x)+ y(y), x(a,x) = ax(x), x(x.y)=x(x)x(y)
dir, Bdylece X A nin bir F-cebir gbsterimidir. Her v€N icgin
)\1,)\2’.."’}\‘[1 €F 5yleki
= +
v A1u1AA2u2+...+xnun
yazilimi bir tektir. Her WEN icin
t
£V) = [Agshganeesi]
yardimiyla tanimlanan f£:N » MX ddniisimii bir A-modiil izomorfisi

olup N EMX = M(x) dir.

2.41. Sonug

0,06l 1(4,F) olsun. o=y &= M, % M, dir.

tspat : i)== ii) ©=y ise d°9=d°¢=n ve Ja€GL(n,F) dyleki
- -1 t -
her x€A igin 6(x)=a P(x) dir. Her [%1’A2""’An] Mg igin
t t
pa([l1,}\2,---,)\n] ) = a0[>\1,>\2’0-~,>\n]
yardimiyla tanimlanan pa:Me > Mlp ddniigiimii bir A-modiil izomorfi-

sidir. Buradan Me X M¢ dir.
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o
=" ‘@:Me M, olsun. d 9=|M9:Fl=]Mw:Fl=d0¢ dir.

ATy
2.40 dan Ja€Mor(6,y) BylekiIP=pa dir.Ytersinir oldugundan

08GL(n,F) dir. d06=d°w ve x€A icin
a8 (x) = P(x)oa =% B(x) = a—1w(x)a

elde edilir. Buradan 6 =y dir.

2.42 Sonug

A bir F-cebir ve |A:F|= n<e olsun., Bu taktirde 366T7(A,F)

6yleki d°6=n ve Ker®=0 dir.

ispat : AAegnz‘ve 2.40 (ii) den dee TW(A,F) dyleki AA i ¥y

dir. Buradan

% = |M:F|=|,A:F [=n

dir. Kere = Ann(Me) = Ann(AA) =0 dir.

G sonlu bir grup ve F bir cisim olsun. GL(n,F):=(Mn(F))o
olmak tizere G den GL(n,F) e her grup homomorfisine G nin bir

F-gdsterimi ve n sayisinada gdsterimin derecesi denir.

Tj1(G,F):= {e |e:6 » ¢L(n,F), ® grup homomorfisidir }
olsun. ©, weT71(G,F) ise o O,y gdsterimlerini kenetliyor
deniri<==> her g€G icin

00(g) = v(gla
dir, Cebirlerde oldugu gibi

r71 t= (r11(G,F), Moqj1,0)‘

bir kategoridir.
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T7:=(T—kFG,F), Morrq,O) olsun. $imdi bu iki kategori ara-
sinda bir iligki kuralim. G FG nin bir F-tabani oldugundan

her x€FG icin

x = L Alg
g€G &

olacak gekilde tektiirlii yazilabilir.
GGT-L(G,F) olmak iizere

8(x) += I A_6(g)
g€G &

olarak tanimlanirsa éeT‘hFG,F) dir.

Tersine weT_kFG,F) ise
P,r= Y¥G:C > GL(n,F)
olup ¢1€T-h(G,F) dir. Buradan

vel lwe,r) «= v, 6] (c,m) /

dir. e, wefﬂkFG,F) ve a€MorTj‘(6,w) olsun. Bu taktirde her
x6FG icin a8 (x)=P(x)o dir.U0zellikle her g€G icin a®(g)=Y(gla
dir. Buradan

aeMorf*h(6+G, P+ Q)

dir. Tersine BeMorf—h(e,w) olsun, Bu taktirde her g8G icin

Be(g)=Y(g)B dir. Buradan

A _Be(g) = A Y(g)B == I A BB(g)= I A Y(g)B
g g geG "8 g6G °

=5 B( T A 06(g)) = % x ¢Y(g)B dir. Buradan
geG B g€G ©

BB( X A_g) = Y( X Ag8) B
gec B g€G

olup BeMorrq(é, P) dir.
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R, :) (6,F) » (FG,F), R(8) = 8,
R,: MorTj1 -+ Morrq, R(a) = a ,

R:=(R1,R2):T—h +T_]bir kategori izomorfidir. Kisaca sdy-
lemek istedigimiz G nin F gdsterimi ile FG nin cebir gésterim-

leri tam olarak karakterize edilebilir.

2.43. Tanim

A bir F-cebir ve 6,y6] (A,F) b6yleki d°6=n, d°Y=m olsun.
Her xEA icgin

8 (x) 0
(6 + P)(x):=
0 P(x)

m(F) tanimlansin. Bu taktirde

yardimiyla 6 ® Y:A - Mo,

CEO) l{)eﬂ(A,F) oldugu agiktir. 6 ® P a 8, P 1n direkt toplami

denir ve d° (8 ® Y)=n+m dir.

2.44, Lemma

e, weTW(A,F) olsun. Bu taktirde

Mo @yi Me®@ My
dir.

AssAnsseeshA
[ 10727 ’ n] GMG(D Mw(d°6=n,d°¢=m) icin

ispat : Her m = c
[uystgseeesuy]

t
Ip(m)'—' [)\1,X2,...,)\n, u1,u2,¢.¢,un]

yardimiyla tanimlanan IP:Me(:) Mlp -+ MG(D " d8niigiimii A-modiil

izomorfisidir,
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2.45 Onerme

i) GGTT(A,F) ayrigsamazdir &> MGGgQQ ayrisamazdir,

ii) Her eeT_kA,F) icin 3w1,¢2,...,wr€T_kA,F) ayrigamaz

dyleki 651P1 ® 11)2 @ ... ® IIJr dir.

iii) wi’ Xjer_kA,F) 18isr, 1£jSs ayrigamaz olmak iizere

¢1@¢2@-0-®wrg X1@X2® oo-@Xs
ise r=s wve bir cesr icin

@ <1<
Vi® Xg(py 15T

dir.

ispat : 1)"e==" MGG;QQ ayrigsamaz fakat 6=® X olsun.

2.44 den Me =Mlp ©) MX. din. Me ayrigamaz oldufundan M¢= 0 veya

MX = 0 dir. Bu ise w,XGTW(A,F) olmasina aykiridir. O halde M,

ayrigsamaz olup © ayrisamazdir.

"==" 8 ayrisamaz fakat Mg=N, ® N,, N ,N,#0 olsun. 2.40 dan

22
Jy,xe J(a,F) syleki SN LM, 2N, dir. 2,44 den MezM¢3 MM
dir. 2.41 den 82y ® X dir. Bu ise 6 nin ayrigamaz olmasi ile

celigir, 0 halde © ayrigamaz olup M, ayrisamazdir.

9

*
'ii) ee[ |(a,F), d% = neN, |M:F| = d%6 = n<= oldugundan

My Artinian ve Notheriandir. 2.26 dan NieA(Me) 1Sisr ayrisamaz

olmak lizere
Me=N1®N2®...@ N_
dir. 2.40 dan gwiGFW(A,F) syleki M, = N; 1Sisr dir.

1

Buradan
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Megnw1@ Mw2®...®M¢r§ Mq,{@lpz@ e @Y

r

dir., 2.41 den © .%1])1 ) d)Z@ @wr ve 1) den her 1<isr ic¢in

wi ayrigamazdir.
iii) wi’ XjGT_kA,F) 18igr , 1£jSs ayrisamaz ve
W1@¢2-®"'®wr5 X1®X2®°"®XS
olsun. 2.44 den M . e M =M
%@sz}@ ® b A X DX, ® .. OX
dir

Mq)1 ® sz ®...® erz MX1 ® MX2 @... ® MXS Mq;i,stegn

1€isr , 12j€s ayrigamazdir., 2.36 dan r=s ve 'acesr 8yleki
M, =M = .= - 18ig ir.
" ] Xo(l) isr dir

i O(i) t

2.46. Onerme

ee| |(A,F) icin agsagirdaki kosullar denktir.
1) 30, Vs by e[ J(A,F) Syleki €= ve x€A icin
w1(x) 0

P(x) =
* wz(x)

ii) 3x€e(A,F), a°x ; d°6 ve a#0 ©&yleki o €Mor(e,X) dair.

iii) Me ‘basit degildir.

ispat : i)==+ 1ii) X:= w1€I—kA,F), r=d°¢1, d°e=n ve 0, rx(n-r)
si1fir matrisi ve 1v ilede rxr 1li birim matris olmak lizere

a=[1r,0]eMn(F) olsun.
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w1(X) 0

ap (x) = [1_ 0]

]

L1, ¥, o]=[¥, 0, 0]
* wz(X)

[}

P, (x) [1, o] = b, (x)a
dir. Buradan aeMor(w,w1) = Morkw, X) dir.

62y oldugundan JUEGL(n,F) Byleki her x€A icin

o(x) = u p(x)u

dir. au::u—1au oldugundan

afe(x) = nlawe(x) = pTlan oW = ulapou
= u—1w1(x)uu = 1" () an

dir. Buradan op6(x) = xy(x)op dir. o#0,ue6GL(n,F) oldugundan

o #0 dir.
u .

ii)== iii) oa€Mor(8,Y¥), d°x §d°e olsun. Her[}1,lzp..,%JtGMe

icin
t t
ua([x1x2,...,xn] ) = a.[A 1,x2,...,xn]
yardimiyla tanimlanan Hgy: Me-+ MX d8niisiimii A-modiil homomorfi-
sidir. Me basit olamaz. Aksi taktirde Me basit ise 1.12 den

U, bir-birdir. Buradan Me 2im paeA(MX ) dair.,

o R
[mg:E| = d oz tmy :F|s]| L F| = d°X
olurki bu dOX.§ i°6 olmasi ile celigir. O halde Me basit
olamaz.
iii)=> 1) Mg basit olmasin., NGA(MG)\{Q, Me} Syleki

1$|N:F|é IMe:FI = d% dir. u ,uz',...,ur N in bir F-tabani

1
olsun. Bu taktirde u1,u2‘,...,ur6Me F-liheer bagimsiz
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elemanlardir, u,,u . u ,u
* 12722 "r? rer

F-tabani olsun. Her xEA icgin

Xn

P(x) = (X,.(x))
ij n
yardimiyla Y:A ~ Mn(F) ddniligliimii tanimlansain.

2.40 dan M, =M dir. xuiGM olsun, Bu taktirde Hkij(x)eF

v e e
dyleki
n
xu, = 351 Aij(x)uj
. mn .
dir, xu,= 351hij(x)uj 18ign , w(x)=(lij(x)), NGA(MG) olsun.

18isr ise xu, €N, Aij(x)=0 j>r, 12isr dir. Diger bir ifade
ile ¢1:A = Mn(F), wZ:A - Mn_r(F) olmak {izere
b, (x) 0

Y(x) =
* b, (x)

formundadir,
GGT_kA,F) indirgenemezdir denir == 6 2,46 daki (i), (ii),
(iii) kosullarini gerceklemiyorsa. Ozellikle 6 indirgenemezdir.

3 == Me basittir.

2,47, Lemma

NG/%(A) olsun., N basit ise J(A)Y ¢ Ann(N) ve N ayrisamazdir.
Tersine A sol (sag). Artinian cebir Syleki J(A) ¢ Ann(N) ve N
ayrigamaz ise N basittir.

ispat : Negzz basit olsun. Bu taktirde A(N)={0, N} dir.

2.4 den NJ(A) € radN=0 dir. Buradan J(A) C Ann(N) ve N
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ayrisamazdir. Aksi taktirde 3N1,N26A(N) dyleki N=N, C)NZ’

¢1,¢Zeﬂ(A,F) dyleki M =N, My ENp o is1,2 dir.

Mll) thh ® Mll)z EM¢1®¢2 dir. Buradan 11)'51[)1 ® 11)2 olurki

2.45 ile celigir. Dolayisiyla N ayrisamazdir.

Tersine olarak N6 J(A A A4
g?z y J(A) € Ann(N) ve 1.4 ile NeA/J(A)

dir. A Artinian oldugundan A/J(A) yaribasittir. 1.40 dan
NSA/J(A;zz yaribasittir. N ayrisamaz oldugundan 1.15 ile N

basittir.

2.48. Sonuc

A yaribasit F-cebir olsun. Bu taktirde GGT_kA,F) ayrigamaz-—

dir == © indirgenemezdir.

ispat : A yaribasit olduBundan J(A)=0 dir. SGT—kA,F)

== 3M€;§Q dyleki M M dir. A yaribasit oldugundan Me =M

e A

yaribasittir. 1.15 ile Me ayrigsamazdir == Me basittir

==» O ayrigamazdir <= 06 indirgenemezdir.

2.49., Sonucg

A sol Artinian F-cebir olsun. A nin indirgenemez gdsterim-
lerinin denklik siniflarinin sayis: A/J(A) basit bilegenlerin

sayi1si ile aynidir.

ispat : 2.47 ile basit A-modiillerin denklik siniflari ile basit
A/J(Ay-modﬁllerin denklik siniflariy arasinda birebir bir kargi-
lagtirma vardir. A/J(A) Artinian ve yaribasit oldufundan

Ai(1§i§r) F-cebir olarak basit olmak iizere
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A, & A ¥,..4+A

Ayay ¥ M 2 r

dir. 1.40 ve 1.42 den her basit A/ modiil Ai nin minimal

J(A)
sol idealine izomorftur. A.l de icerilen tiim minimal sol ideal-
ler 1.50 ile izomorftur. i¢¥j 1ise Ai nin minimal sol idealleri

Aj nin minimal sol ideallerine izomorf degildir. 2.46 ile devam-

la sonuc acgiktir,

2.50. Sonug

* .
F cebirsel kapali bir cisim ve |A:F| = n6N ve A bir
F-cebir olsun. A nin denk olmayan indirgenemez gdsterimlerinin

sayis1i |Z(A/ )):Fl dir.

J(A

ispat : 1.61 ile A/

Buradan
= : P F
Z(A/J(A)) Z(Mn1(F)) + Z(an(F))+ + Z(Mnr( ))
= i F+ i, F+.,.+i,  F
n1 nz I).r
2 F+F+...+F

dir. Buradan r=|Z(A/ )):FI elde edilir.

J(A



BOLUM 1III

ARTINIAN CEBIRLER UZERINDEKRI PROJEKTiF MODULLER

Artinian cebirler {izerindeki ayrisgamaz modiiller cebirin
yapisini tanimada Snemli rol oynar. Onlar Regililer sol modiiliin
direkt terimidir. Ozellikle onlar projektiftir. Bunun igin
Artinian cebirler ilizerindeki projektif modiillerin yapisini in-
celemek zorunludur.

BSliim Artinian cebirlerin yapr teoremi verilerek kapatila-—
caktir. Bu yapi teoreminden elde edilen sonuglar Wedderburn

Yapi Teoreminden daha az tatminkardir.

3.1. Tanim

Bir PG&EQ modiiliine projektif modiil denir:<=> anegzz

A-serbest Syleki M=N@ N, N=P dir.

3.2, Onerme

A bir R-cebir olsun.

i) Megnz A-serbest ise M projektiftir.
ii) Projektif modiillerin direkt toplami projektiftir,

iii) Bir projektif modiiliin direkt terimide projektiftir.

ispat : 1) M A-serbest ve M=M® O oldugundan M projektiftir.
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ii) Mi(ieI) projektif ve M:= @ M, olsun. Her i€I icin ELN
% ier
A-serbest Oyleki Ni Ni nin bir direkt terimi olmak {izere
*
Mi gNi dir. Serbest modiillerin direkt toplami serbest oldu-
* *

gundan N:= ® N, modiili serbesttir. M N in N := ® N, bir
. i . i
1€1 161

direkt terimine izomorf oldugundan M projektiftir.

iii) P projektif ve P, P nin direkt terimi olsun. Bu taktirde

3P2< P &yleki
P=P1@P2
dir. Buradan amegzz A-serbest Byleki ?:P1(D P2 =M dir.

M, 2= Y(P1), M,:= T(Pz) ise M=M1(D M, dir ve iddia elde edilir.

3.3, Onerme

A bir R-cebir M, N, Peéﬁ? 8yleki P projektif olsun.
eeHomA(N,M) epimorfi ise, her IQGHomA(P,M) icin HTeHomA(P,N)

dyleki P=6Y¥ dir. Diger bir ifade ile
8(¥) = ov
ile tanimlanan ®: HomA(P,N) > HomA(P,M) d8niiglimii epimorfidir.

ispat ¢ P projektif modiil oldugundan 3JA-serbest modiil Q 8yleki
P yi bir A-modiil olarak icerir, (2, Q nun bir direkt terimine
izomorf oldugundan izomorf resmini gdzoniine aliyoruz). 7Ti:Q >P

syleki TWP=id, dir.
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TP = 1dP
X¥X = X
> 0

X Q nun A-bazi olsun, ® 8rten oldugundan her x€X 1icin

9—1¥717(x) #4 dir. Secme dksiyomuyla 3x:X +*N 8yleki x€X igin
8 X (x) = PTi(x)

dir., Q X ile serbest iiretildiginden X Q dan N e bir homomor-

fiye genisletilebilir., (X( %X a_x):= X axx(x))

xex * x6X
oX( X a x) =06( X a x(x)) = I a_eox(x)
xex * x€x ¥ xex ¥
= I a Pz =P1N( I a_x)
x6X x€6X x

dir. Buradan 6% P dir. ¥:= X¥P diyelim. Bu taktirde
ox¥P =PI P
oldugundan GQY=lpidP=Q) elde edilir. Acirk olarak

8(¥) = ov

ile tanimlanan §:HomA(P,N) > HomA(P,M) d8niisiimii epimorfidir.

3.4, Sonug
N, Pegiz_, P projektif ve @N—P bir A-modiil epimorfisi
ise BQGAEQ dyleki Q=P ve N=Ker® ® Q dar.

ispat ¢ 3.3 den H?GHomA(P,N) homomorfi 8yleki 6T=idP dir

GP:=idP) 2.34 den N=Ker® ® imy dir.
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Q:= ImV¥ =N/Ker6 2imO = P

dir. Buradan P=Q ve N=Kero ® Q dir.

Bu sonucun terside dogrudur. Yani N,P€3?2 ve her
6€HomA(N,P) epimorfisi icin 3Q€£Q2 6yleki Q=P ve N=Ker6 @ Q

ise P projektif modiildiir.

3.3 deki kosulu gercekleyen her Pegnz projektif olacag:
aciktir. NGJQ? A-serbest olmak lizere OXN —>P epimorfisi mev-
cutsa P N in bir direkt terimine izomorftur. 3.3 {in homomorfi-
lerinin indiiklenebilirlik 8zelligi projektif modiilleri karak-
terize eder ve bu 8zellik projektif modiiliin tanimi olarakta

alinabilir.

3.5. Sonucg

A bir R-cebir olsun. Bu taktirde agafidaki kosullar:denktir.

i) A yaribasittir

ii) Her Megzz projektiftir.

ispat ¢ i)=== ii) A yaribasit olsun. 1.40 dan NiGMinAz(A) ol-
mak iizere her Megnz icin M=f£& N, dir. A AA modiil olarak
A-serbest oldugundan 3.2 denlA projektif modiildiir. N.€ Az(A)
direkt terim (A yaribasit) oldugundan her i€I icgin N, projektif
modiildiir. 3.2 den ﬂD N, projektif modiildiir. Buradan M projek-
tif modiildiir., He

ii)==x i) Her Megg? projektif oldufundan 6zellikle AAGJQ?
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R
projektiftir. N6 A€A) keyfi olsun, A/Nﬁgnz oldugundan projek-

&

tiftir. TI:A‘*A/N A-modiil epimorfisi alinirsa 3.4 den QQGA

8yleki

A =FKem® Q = N® Q
dir. N direkt terim oldugundan 1.18 den A yaribasittir,
Sol veya sa yaribasitlik denk kosullar oldugundan ayni

tartigma ile A yaribasittir = her sag A-modiil projektiftir.

Simdi P,QGJQ? olmak {izere P den Q@ ya olan A-modiil homomor-
fileri ile P/J(A)P den Q/J(A)Q ya olan A/J(A)—modul homomorfi-
leri arasindaki iligkiyi arastiralim.

A Artinian R-cebir ve P,Qegzz projektif oldugu zaman aralarin-

daki iliski cok yakindir.

Bslim 1 de (1l.4) P/ ve Q/ A-modiiller veya

J(A)P J(A)Q

Al -modiiller olarak gdzdniine alabilecegimizi biliyoruz.

J(A)

Hom, (B/ 1 yps @ 50ayq) = Bomas5(a) ®/5mre’ Yi(arQ’

oldugundan bunu secme Szglirliigimiiz vardzir.

A bir R-cebir ve JEA(A) olsun, Her Peégz igin
F1(P) = P/JP

yardimiyla tanimlanan F1:gﬁz+ A/}QQ bir funktorun obje doniisli-
miidlir.

Gercekten PP:P +> Q A-modiil homomorfisi olsun. (Q)eMorA(P,Q)=
HomA(P,Q)). Bu taktirde

PIP) = I PE) g IQ

., oldugundan 'ﬂP:P->P/JP, WIQ:Q-+Q/JQ projeksiyonlar olmak iizere
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P (x+JP) =P(x)+JQ

ile P ¢ Q—>Q/JQ tanimlansin. P € HomA/J(P ) olup

T(QIP = i-P'l"(P dir.

F2:=9:Mor(P,Q)=HomA(P,Q) +HomA/J(P/JP, Q/JQ)=M°r(P/JP’Q/JQ)

olmak iizere 6(P)=1 doniisiimii yalniz funktorial degil bir
R-modiil homomorfisidir. (PeAm , AGR, p€P icin KP:=()\4A).P
ile PeRm yapisina kavusur. Dolayisiyla HomA(P,Q)eRm ve

HomA/J (P/JP’ Q/JQ)eRm dir)

- LT =
F = (F1,F2).A-Z-Z‘Z NE; bir funktordur,.

3.6. Lemma
p,qe {U icin 30-6(P,Q):Hom,(P,Q) » Hom,, (s (P/ ,,Q/ )

Syleki nQLp=e(kp)np dir. Eger tpeHomA(P,Q),YeHomA(N,P) ise
8(N,Q)(Po¥)= 6(P,Q)(P) o6(N,P) (V)

dir. bzel olarak 6(?,?):EndA(P) > EndA(P/JP) bir R-cebir homo-

morfisidir.
ispat : IpeﬂomA(P,Q) ve G:HomA(P,Q)'+ HomA/J(P/JP, Q/JQ)

ddniisimleri ig¢in G(KP)TLP=T‘(QIP oldugunu biliyoruz.

P, » P, GHomA(E,Q) igcin

= . @,
( -LP1+ IPZ) (u) .LP1 (1.1) + .LPZ(U) Yﬁl{sekéﬁreﬁm Kurula

Dokiimaniasyor Merkes
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ile tanimlanirsa Y +qa€HomA(P,Q) dir.
e( 1p1+tpz).T‘(p =T(Q.((p1+ 192) =T(Q.tp1 +T(Q-tpz
= G(L_P1)'T(p +9(({)2)'T(p =(6((P1)+9(1P2))'T(p

dir. Buradan 6(W1¥@2) = 6(@1)+9(@E) dir.

Her x€6R ve u€P icin

o (x )Tl ,(uw) = 8(x1) (urIP)=xP (w+JQ = x( P(w)+JQ)

x(8@@)) (u+JP) =x6 (P)TT , (u)
dir. Buradan 6(xP)TC, = x6(P)T(, dir.
8o ¥) T (= T, Po ¥) olmak dzere
S(poIT (@) = @(po¥) (m+IN)= Ty (go¥) (+IN)= (oY) (m)+JQ
=P m))+IQ = 6(P) (Y (n) + JIP)
= 6(Ple) (n+tIN) = e(tp)e(\y)nN(n)

dir. Buradan ©(o¥) T = 6(Pe(¥)T ve 8 (Woy) = e(Pe(y)

elde edilir. Her aeEndA(P) icin

a (u+JP) = g (u)+JP

ile oq:P/ + P/ ile tanimlansin. &eEndA(P/JP) oldugu

JP 4 JP
aciktir. EndA(P), EndA(P/JP) (d8niigiimlerin toplami, bilegkesi

ve T =(r.1A)a skalerle c¢arpima gdre) R-cebir olduklarindan
8 poy) T, = e (Plo 8(NT,
dir. Dolayisiyla 8 carpmay: korur ve PoV¥ = @ o ¥ dir.

3.7. Lemma

3.6 daki hipotezler ve notasyonlar gecerli olmak iizere
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Pegzz projektif ise e(P,Q):HomA(P,Q) > HomA/J(P/JP’ Q/JQ)

dénilisiimi Srtendir.

ispat : T@e Hom (P/JP’ Q/JQ)=HomA(P/ keyfi verilsin.

AT Jp? Q/JQ)
P projektif modiil ise nQ:Q > Q]JQ 6rten oldugundan 3.3 den

APe HomA(P,Q) syleki

P ':P/JP

lp o
P

Q TV

diyagrami komutatif olup P=6(P) dir ve O Brtendir.

(P, =T = 8 (@I, ve® = 6(¥))

3.8. Onerme

A sol Artinian R-cebir, PegZZ projektif olsun. Bu taktirde

6 funktoru bir izomorfi tanimlar ve

EndA(P)/J(EndA(P)) = Endy5a) (B 5eayp)

dir. Ustelik J(A)¥=0 ise her TPSJ(EndA(P)) igin q$=o dir.

e
£

ispat : Notasyonun basitligi icin J:=J(4), Kz:A/J(A)

<

P:=P/J(A)P yazalim. 3.6 ve 3.7 den B:EndA(P)~+EndZ(§) ddniiglimi

srten R-cebir homomorfisidir. P€Ker® olsun.

TP = e(LP)nQ = 0 & Y() g RerTl, = JP

k

dir. Dolayisiyla her k€N icin Tpk(P)q; J°p =8.P=0 dar.
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Buradan‘?k(P) = 0 oldugundan I{’k=0 dir. Dolayisiyla
IpeJ(EndA(P)) dir. Buradan Ker® nin her elemani nilpotenttir.

2.14 den Rer6 ¢ J(End, (P)) dir.

A yaribasit oldugundan 1.40 dan P yaribasittir., 2.16 dan

J(EndA(i))=0 dirr. Yani J(EndA(P)/ ) = 0 dir. 1.35 den

Ker6
J(EndA(P))q; Kere elde edilir.
0 Orten oldugundan

EndA(P)/ = Bnd. (P)
A

J(EndA(P))

dir.

3.9. Sonug

A sol Artinian R-cebir, P,Qegzz projektif olsunlar.

Bu taktirde

Q= 2/ 7)) Yiayg

112

dir.
Ispat : Y:P=Q olsun. © NN funktorial zelliginden

Tersine XzP/J(A)P = Q/J(A)Q olsun. P, Qeg?z projektif oldu~-
gundan 3.7 den JY:P » Q, ¥Y:Q —P Byleki

o(P) = X, o(¥) = X!

. 1y
dir. 8(¥P) = e(¥)e(P) = X X =idy,14yp
dir. Buradan VY{P+ Keér® = id, +Ker® ve

-1 .
XX~ = 1dgr1a)q

1t

olpY) = 6(P)re(y)

oldugundan PVY +Ker6 = idQ + Ker® dir. Buradan
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id -¥Q €J(End, (P)), idQ— P¥es (End, (Q))
dir. 2.11 den
VP = id - (1d,~¥P)e(End , (P))°
. . o]
Py = 1dQ—(1dQ4PY)€(EndA(Q))

dir. Buradan V@G(EndA(P))o, tP‘Pe(EndA(Q))o dir. Bu ise 10 nin
sol ve saf inverse sahip olduBunu gdsterir. Buradan P bir izo-

morfi olup P

Buraya kadar olan veriler, bizi Artinian cebirler ilizerin-
deki projektif modiillerin klasifikasyonuna.: ve yapi teoremle-
rine yol g8sterir. Bundan sonra aksi s8ylenmedikge A sol

Artinian R~cebiri ve PGAEQ projektif olarak kabul edilecektir.

AA nin ayrigamaz direkt terimlerine esas ayrisamaz A-sol
modiiller denir. Esas ayrisamaz A-sol modiiller A nin sol ideal-

leridir ve projektiftirler.

3.10. Lemma

P AA nin bir direkt terimi olsun. P ayrigamazdair.

—n P/J(A)PGA/J(A) basittir,

ispat : A Artinian ve PeAz(A) oldugundan P Artinian ve
Notheriandir. 2.33 den P ayrigamazdir, <> EndA(P) bir lokal

cebirdir, Yani EndA(P)/J(EndA(P)) bir bdlme cebiridir.
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) bir bS1lme

0

1382875 (AS

3.8 den EndA(P)/ = End (p/

J(EndA(P))
cebiridir = 1.12 1ile P/

A/J(A) J(A)P

J(AYP basittir. (P

yaribasittir).

3.11. Onerme

A Artinian R-cebir olsun. K(AA) ile ,A nin esas ayrigamaz

A

A-sol modiillerinizomorfi siniflarini ve A( A/ ) ilede ba-

A/J(AY T T(A)

sit A/ ~so0l modiillerin izomorfi siniflarini g8stersin., Bu

J(A)
taktirde her Pe€ K(AA) icin

F(P) = B/ 3 a)p

ile tanimlanan F: K(AA)-+ e ) dbniligiimii tam esleme-

oA
AjJ(A)'/J(A)
dir. |

ispat : P€322 esas ayrigamaz ise 3.10 ile P/J(A)P basit A/J(A)

modiildir. 3.9 dan devamla

PEXQ==P yp % U 3a)q

J(A)
dir. Buradan F birebirdir.

Ddniislimlin 8rten oldugunu gdsterelim. A Artinian oldugun-

A

dan 2.19 dan AA Notheriandir. 2.26 dan P, (1€ign) ayrigamaz

olmak lizere

AA=P1@P2@...@Pn
esas ayrisamaz modiillerden olusan direkt toplam ayrigimi mevcut-

tur. 3.10 ile

My * Tilswe, @ P2l swe, @ 0 @ False
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A/J(A) nin basit A-modiillerden olugan direkt toplam ayrisimidir.
Simdi NGA/ zzz basit modiillii keyfi verilsin. 1,40 ile

J(A)
SLeMinAg(Al ) Byleki N & L dir. 1.47 ile J1<ign

J(A) A/J(A) o

8yleki L=P, / dir, Acik olarak [N]m= [Pi/J(A)Pi]m ve

J(A)P;
i(Pi) = N dir.

3.12., Teorem (Yapi Teoremi)

A sol Artinian R-cebir olsun., Bu taktirde her projektif
A_sol modiil, esas ayrisamaz A-sol modiillerin bir direkt topla-
mina izomorftur. Bu ayrisim faktdrlerin sirasi ve izomorfi ha-

ric tektiirliidiir.

ispat : Pegzz projektif olsun. A sol Artinian oldufundan A/J(A)

yaribasittir. Buradan P/ P yaribasittir. Yani i€I 1ig¢in

J(4A)

NieA/ basit modiil olmak {izere
J(A)
P/ = ® N;
IR g

dir. 3.11 den HPi(iBI) esas ayrigsamaz A-modiil Syleki

N; ® /J(A)P

dir. Bdylece

P/

smere 2O /J(A)P )E2(® P50 (@ b, )

i€l ier iel
dir. P, P nin direkt terimi oldugundan her i€I igin P, ler

projektiftir. 3.2 den @ P, projektiftir. 3.9 dan PE® P, dir.
iex iel

Tekligi gbstermek igin Qj jéJ esas ayrisamaz A-sol modiiller olmak-

iizere ® P, &2 ® Q olsun. Q., j6J esas ayrigamaz oldufundan
ier T jes ]
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Qj/J(A)Qj (j8J) basittir, Buradan

® (®;/5ayp,) * @ (O )

ier jeg 4 T,
dir., 1.24 den 30:J > I tameglemesi 8yleki

Q./ (jeJ)

. =P ../
3 J(A)Qj o(3) J(A)Pﬁ(j)

dir, 3.9 dan Qj gPO-(J.) jeJ elde edilir.

3.13 Sonug

A sol Artinian R-cebir olsun. Bu taktirde her ayrisamaz A-sol
modiil bir esas ayrigamaz A-sol modiileizomorftur. Ozellikle ayri-

samaz projektif A-modiiller devirlidir.

ispat : A sol Artinian, Pegzz projektif ve ayrisamaz A-modiil
olsun. 3.12 den HPiegn? (16I) esas ayrigamaz 8yleki PEPi dir.

Pi/J(A)PieA/J(A) basit oldugundan 1.11 den Pi/J(A)Pi devir-

1idir. O halde Pi/J(A)Pi=

dir. 2.7 ile Pi= <x> devirlidir. Pi 2P oldugundan P devirlidir.

<x +J(A)Pi> dir. Buradan P.= <x>+J(A)Pi

3.14, Sonug

A sol Artinian R-cebir, PegZZ ayrisamaz ve projektif olsun.

Eger N P nin Szaltmodiilii ise NC J(A)P dir.

ispat :+ N@& J(A)P ise N+J(A)P/ GA(P/J(A)Q“KO})dlr. P ay-

J(A)P

risamaz oldugundan 3.13 den P bir esas ayrisamaz A-modiile izo~

» . . e * * .
morfidir. 3.10 dan P/J((A)P A/J(A;?z basittir Buradan
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N + J(A)P/ = 0 veya N+J(A)P/ =p/

J(A)P J(A)P " TJ(A)P

dir., N& J(A)P oldugundan N+J(A)P = P dir. A Artinian ve
P ayrigsamaz oldugundan P<AA dir. Buradan P Artinian ve
Notheriandir (Pegzz ) 2,21 den P sonlu liretenlidir.
P+J(A)P = P ve P sonlu liretenli oldugundan 2.7 den N=P dir.

Bu ise N in P nin 8z altmodiili olmasina aykiridir. O halde

NCJ(A)P dir.

A bir R-cebir olsun. Bir e€A elemanina idempotenttir.
denir:&=> e2=e dir.

Standart tartigmalarda homomorfileri baz teskil eden ispat-
larda idempotentleri kullanabiliriz. Amacimiz bu iddiamizi

Artinian cebirler lizerindeki projektif modiillerde tartigmaktair.

3.15, Onerme
A bir R-cebir ve‘PeAz(A) olsun.

i) P direkt terimdir.<== He€A idempotent Byleki P=Ae dir.
ii) e€A idempotent P=Ae ve P=Q, ® Q, ®...® Q, ise

aeieA 1£ism idempotentler 8yleki

e 1 2 .0 0 9 3 ( ) (3 . . A k3 = §m
dlrc

iii) P=Ae ayrigsabilirdir.<>= Jf€A idempotent Byleki
02f#2e ve ef=fe=f
dir.
ispat : i) "==" P direkt terim olsun. Bu taktirde

A=P® P
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olacak gsekilde bir P'GAR(A) vardir. Buradan 1A=e+e' olacak

sekilde tektiirli e6P, e'6P' elemanlari mevcuttur. O halde
2
e = e2+ee' ve -e +e = ee'€P(]P' = 0

2 . . . .
olduundan e"=e dir ve e idempotenttir. Benzer sekilde e’
idempotenttir.

x8P keyfi verilsin.
X = x.1A = x(ete')= xe+xe' ve x-xe=xe'€P(]P' = 0

dir. Buradan x=xe ve PCAe, e€P oldugundan AeC P dir. Dolayi-

siyla P=Ae dir.

Yg==" P=Ae (e idenpotent) olsun. A=Ae ® A(1-e) oldugu aciktair.

Buradan P=Ae€A2(A) direkt terimdir.

ii)"=2" e€A idempotent P=Ae ve P= Q1 @ Q2 ® ... ® Qm olsun.

Bu taktirde aeiGQi 1€ism 8yleki

dir. Her 1gism ig¢in e;6Q; oldugundan

AeiCiQi (*)

dir.
x6Q;C Ae ise 3Ix'€A Byleki x = x'e dir. Buradan
xe=x'e2=x'e=x
dir.
= = + L PR .= +xe,+...+xe
X xe x(e1 e, em) xe, +xe, "

oldugundan

n

X - Xe,

L xe.6Q, [ )I Q=0 (1)
i ] T
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oldugund an x—xei=0 di1r, Dolayisiyla x=xe, dir. Buradan
%%
Q;C Ae, (*%)
dir. (%) ve (*%) Qi=Aei 1£ifm elde edilir.

2 g e 2
(1) de x=e. segilirse e;=e;e. = ey oldugundan e.€Q (15igm)

idempotenttir., i#j icin

olup eiejngfﬁ\Qi = 0 dir., Buradan her 1%i,jSm ve i#j igin
i#j
e.e.,=0 dir. Daha fazla olarak e.e=ece,=e, dir,
j i i Ti
iii) "<==" Bir f€A idempotenti f#0, f#e, fe=ef=f olacak
bigimde mevcut oldugunu kabul edelim.

Acik olarak Ae = Af + A(e-f) dir.

0 = xf+y(e-f) ve 0f=xf2+y(ef—f2) = xf+y (f~-£f)
dir. Buradan O=xf olup xf=y(e-f)=0 oldugundan
Ae=Af ® A(e-f), Af#0, A(e-f)#0 oldupundan P ayrisabilir-

dir.

=== " P ayrigabilir olsun. Bu taktirde 3P1,P2€A(P)\{O,P}
dvleki P=P1(D Pz dir., Buradan aeiePi 1€i£2 idempotent &yle-

P=Ae dir.

ki e=e, te dir, e1,e2¢0 oldugundan P=Ae1, 2

i 72

f:=e olsun. e, #0 oldugundan £#0 dir, e1¢0 oldugundan

2
fZze dir, f2=e§=e2=f oldugundan f idempotenttir.
fe = e, (e, te,) = e, e +e2 = e, =f ve
2 1 2 2 1 2
ef = (e ,+e e, = e, e +e2 e e2 = e, = f
1 2772 172 72 2 2

dir. Buradan f#0, f#e, ef=fe=f ve f idempotent oldugu elde

edilmis olur.
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A bir R-cebir olsun. e€A idempotentine pirimitiftir denir: &> Ae ayrisamaz
A-modiildiir. A-sol Artinian R-cebir olsun. e€A idempotentine pirimitiftir denir
= AeeA; 22 esas ayrigamazdir.

Asagidaki sonu¢ 3.15 den hemen elde edilir.

3.16 Sonucg

A bir R-cebir e€A idempotent olsun. e primitiftir.<== Af€A
idempotent 8yleki 0#f#e ve ef=fe=e dir. Diger bir ifade ile
e€A idempotenti primitiftir.<> e=f1+f2 f1f2=f2f1=0 ve

2

£/= £, (i=1,2) ise £,=0 veya £f,=0 duir.

3.17. Lemma
4R . . . 222 . .
PEAY(A) direkt terim olmak {izere her MGA iclin

HomA(P,M):= {Au+P| uéM ve Au(a)= a.u, a€A}

dir.

ispat : Her PTF-UEM icin
A (a) = a.u
u

ile tanimlanan Au:A > M d8niiglimii bir A-modiil homomorfisidir,

Her u€M 1igin Au+P:P > M A-modiil homomorfisi oldufundan

{Xu+P | ueM} C HomA(P,M) (*)

dir.

PeAz(A) direkt terim oldugundan 3.15 den 3Je€A idempotent
eleman1 Syleki P=Ae dir.

6€HomA(P,M) keyfi verilsin. Her x€P icin x=xe oldufundan

8(x)= 8(xe)=x.6(e) = A (x)

6 (e)
dir. Bbylece 6=Ae(e) 4P dir ve buradan
Hom, (P,M) < {A +P | ueM } (%)

dir. (*¥) ve (**%) den
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HomA(P,M):= {A P | uem }
u

elde edilir.

Bl
3.18. Sonug

A bir R-cebir e,fEA idempotent elemanlar olsun. Bu taktirde

HomA(Ae, Af) g eAf, ve EndA(Ae) g ede

dir. A sol Artinian R-cebir ise eAe de sol Artiniandir.
tspat : 3.17 den HomA(Ae,Af)={Axf YAe | x6A } dir.

Xyplae) = (aedxt = A, (a)

exf

YAe = )

£ exf+Ae dir. Buradan

oldugundan XX

HomA(Ae,Af)= {Aexf¢Ae | 64}

elde edilir.

A xf+Ae~= A

. Ae ise exf = Aexf(e) = Aeyf(e) = eyf

eyf

dir. BSylece her z€Af igin
¥(z) = A, tAe

yardimiyla tanimlanan VY :eAf - HomA(Ae,Af) donligiimii bir

R-modiil izomorfisidir. Gercekten z, Z» zzeeAf ve r€R icgin

¥izgrzy) = 2 g VA

Az tg (ae) = ae(z

+z,.) = (ae)z_ +(ae)z
) 2 !

1 2

Az1(ae)+ Azz(ae) = (XZ1+AZ2)(ae)

dir. Buradan T(z1+z2) = T(z1)+ W(Zz) dir.
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Y(rz) = sz,,

Arz(ae) = (ae)rz(i) r(ae)z = rkz(ae) (¥ , RCZ(A))

oldugundan Arz= rAz olup ¥Y(rz)= r¥(z) dir.

Dolayisiyla ¥ R-modiil izomorfisidir. Buradan

HomA(Ae, Af) eAf

R

elde edilir.

e = f ise Y(z1zz) = Xz 2 ve
172
AZ .z (ae)=ae(z1z2)=(aez1)z2=()\2 (ae))zz=(>\z o AZ ) (ae)
1°72 1 2 1
oldugundan A =\ O0A olup ?(z1zz) = W(z1)W(z2) dir,

ZyZ2y 2y 2y

Buradan ¥ R-cebir izomorfisi olup

n

eAe HomA(Ae,Ae) = EndA(Ae)
dir.

NeAz(eAe) olsun. Bu taktirde ANGAQ(A) dir. e€eAe birim

eleman olduBundan eN=N dir.
eAN=eA(eN)=eAeNCN ve N=eNC eAN

oldugundan eAN=N dir. Buradan her NeAg(eAe) icin
Y(N) = AN
ile W:Az(eAe) +A2(A) tanimlansin. Bu taktirde ¥ bir kafes

monomorfisidir. A sol Artinian ise eAe de sol Artiniandir.

3.19. Sonug

e€A idempotent ve P=Ae olsun. Bir Megﬁz icin agapidaki

kogullar denktir.
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i) HomA(P,M) #0;
ii) PM #0;
iii) eM#0
dir. Bu sonug A sol Artinian, P,MejQ? esas ayrigamaz olmasi

halinde biiyiik Sneme sahiptir,

ispat : Agik olarak PGAQ(A) direkt terim ve 3.17 den
Hom, (P,M):={X ¥P|ueM}
A u
dir.
i)=> ii) HomA(P,M) #z0 ise HueM Byleki
AYP 20
u
dir. Au+P:P-+M, (Au+P)(ae)=a(Au+P)e, (ku¢P)¢0 oldugundan
(Au+P)e = eu#0 dir. Buradan PM#0 dar.
ii)==> iii) PM#0 olsun. Ozellikle eM #0 dir (AeM=PM)

iii)=== i) eM #0 olsun. Bu taktirde 3Zu€M 8yleki eu#0 ve

(Au¢P)e #0 dir, Buradan Xu+P #0 olup HomA(P,M) #0 dir,

3.20. Sonug

A sol Artinian R-cebir, e,f6A primitif idempotentler P=Ae,
Q=Af Byleki P i Q olsun. Bu taktirde agagidaki kosullar bir-

birine denktir.
i) HomA(P,Q) 203
ii) PJ(A)Q #0;

iii) eJ(AYE # O

dir.
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Ispat ¢ i = ii) &= iii) == i olduunu gdsterelim. Acgik
olarak J(A)=J(A)A dir. Buna godre

PJ(A)Q = AeJ(A)Af = AeJ(A)E
oldugundan iii)<== ii) aciktir.
Ciy—s ii - . i )
i) ii) P%Q ise 3 11 den P/J(A)P§Q/J(A)Q dir. 3.10 ile

L . .
P,QeA"(A) direkt terim ve ayrigsamaz oldugundan

P/J(A)P’ Q/J(A)QGA/(A) basittir. 1.12 den

(p/ ) =0

J(A)

Hom

A/ sre’ Yiyg

dir. Ozellikle 0%VYe HomA(P,Q) ise‘FeHomA/J(A)(P/J(A)P, Q/J(A)Q)

dir. Buradan V=0 ve ¥(P/ Y=0 dir. O halde

J(A)P

WYW(P)TJ(A)Q elde edilir.
0 #2im Y= VY(Ae) = P ¥ (e)CT PJ(A)Q
oldugundan O0GPJ(A)Q duir.

iii)==1) 0#eJ(A)fCeAf olup 3.18 ile HomA(Ae, Af) = eAf

oldugundan HomA(P,Q) #0 dair.

Wedderburn Yapi Teoremi Artinian cebirlere bilinen sekli
ile genellegtirme programi bu sonugla ortadan kalkiyor. Clinki
izomorf olmayan P,Q esas ayrisamaz modiiller HomA(P,Q)¢0 olacak
bicimde mevecuttur. Bu noktada yeni bakisa ihtiyacimiz vardir.
0 da her bir Artinian cebiri ilgili graph'i ile karakterize

etmek olacaktir.
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3.21, Tanim

A sol Artinian R-cebir olsun, {e1,e2,...,er} A daki primi-
tif idempotentlerin kiimesi Syleki {Pi=Aeil 12igr} esas ayri-
gsamaz A.sol modiillerin izomorfi siniflarininsiniftemsilcilerinin
tam sistemi olsun. A nin quiveri diye

V= {e1,e2,..., er} kdgelerin kiimesi E={(ei,ej)|eiJ(A)ej¢0}

kenarlarin kimesi olmak {izere
I'(aA) = (V,E)
direkt graphdir.

(Vi’Ei) i=1,2 quiverleri verilmis olsun. (V1,E1) g(VZ,EZ)

§ ?:V1 = V2 tameglemesi 8yleki her (ei,ej)eE1 igin

(Y(ei), ‘l’(ej))GE2 ile tanimlanan (T,W):E1'+ E2 d8niisiimii tam eg-
lemedir. Buradan dolayi T (A) nin k8gelerinin obje olarak hicg
bir Bnemi yoktur. Kdgeler icin primitif idempotentleri kullanmak
akla uygun gelir. Ancak bu idempotentlerin secimi i¢in bir kural

yoktur ve onlarin 8zel bir se¢imini kullanma zorunlulufu yoktur.

Zira her bir secim bir quiver verecektir.

3.22, Onerme

I'(A) kdselerin kiimesi icin primitif idempotentlerin sec¢imin-
den bagimsizdir. Ustelik A =B ise I'(A) 2T(B) dir.
tspat : e,e', £,f'6A primitif idempotentler Syleki Ae =Ae',
Af =Af' olsun. Bu taktirde

eJ(A)f # 0 = " J(A)E' 20

dir. AezAe' oldugundan J(A)ezJ(A)e' oldupu agiriktir. Buradan
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HomA(Af,J(A)e)g HomA(Af',J(A)e')

dir. 3.19 dan Af'J(A)e' #0 dir. Buradan £f'J(A)e' #0 elde
edilir.

Y:A =B olsun. A sol Artinian oldufundan onun izomorf resmi
=B/

olan B de sol Artiniandir ve A/ dir.

J(A) J(B)

VA:= {e1,e2,...,em} primdtif idempotentlerin bir tam sis~-
temi ise Vgi= {W(e1), T(ez),..., T(eng} B nin prim4dtif
idempotentlerinin bir tam sistemidir. EAEEB oldugundan tanim-
dan T'(A)= T(B) dir.

I'(A) quiveri A ig¢in bir 8lcii olacaktir. A yaribasit ise
J(A)=0 oldugundan E=¢ olup T(A)=(V,4) dir. Bunun tersi ayni
zamanda dogrudur. T (A) késelerin kiimesi tek elemanli ise

A/ basittir (1.50).

J(A)
BSyle cebirlere Asilimsi (ilkel) cebirler denir. Komutatif
Artinian bir cebirin kenarlarinin kimesi basit bicime sahiptir:

biricik kenarlar (ei,ei) . J(A)ei # 0 olan komutatif Artinian cebir-

lerin yapisi basittir.

Ornek:
A Artinian R-cebir T(A)=(V,4) olsun. Bu taktirde A yariba-
sittir.

Gergekten V={e1,e2,..,,em} olsun. Bu taktirde

= e, +te +,..4
Ty = &y *teyt ®n

dir. J(A)=1AJ(A)1A=(e1+e2+...+em)J(A) (e1+e2+...+eﬁ)g;Z(eiJ(A))e

i3 ]

E=4 oldugundan eiJ(A)ej=0 1¢i,j¢n dir. Buradan J(A)=0 duir.

A Artinian, J(A)=0 oldugundan 1.39 dan A yaribasittir.
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3.23. Tanim

Bir R-cebir A ya Asalimsi (flkel) dir denir:=s> A/ ba-

J(A)

sittir.

3.24., Onerme

A sol Artinian Asd4limsi R-cebir olsun. Bu taktirde tiim
esas ayrisamaz A-sol modiiller izomorftur. Ustelik izomorfi ha-
ric bir tek olarak tanimli sol Artinian lokal B cebiri ve bir

tek olarak tanimla nem*say151 A zMn(B) olacak bigimde vardair.

ispat: A sol Artinian oldugundan A/J(A) yaribasit, A Asalims1

L t * . 4 . (3] * ; »e
I(A) basittir. 1.50 ile tiim basit A/J(A) sol modiiller

izomorftur. 3.11 den tiim esas ayrigamaz A-sol modiiller izomorftur.

oldugundan A/

Bu taktirde izomorfi ve n tektiirli olarak belirli olanPegﬁz

icin AA=(:) nP dir. B=EndA(P) olmak iizere 1.55 ile
A zEndA(AA) zEndA((D oP) gMn(B)

dir. P ayrigamaz oldugundan 2.21 den P Artinian ve Notheriandir.

2.33 den B lokal cebirdir. 3.15 den Je€A idempotent byleki

P=Ae dir. A sol Artinian oldugundan 3.18 den EndA(Ae) sol

Artiniandir. Dolayisiyla B sol Artinian cebir olup AEMn(B) dir.
C bir lokal cebir olmak {lizere AzA'=Mm(C) olsun. Bu taktirde

A'= g A'eii ve 3.18 ile C =¢ )

1=1

A'e

~ 1
11 =End , (A'e,

i1 1

olup buradan A'e11 esas ayrigamaz A'-sol modiildiir. Dolayisiyla

A'e esas ayrigsamaz A-sol modiildiir. Buradan PEA'e11 ve m=n olup

11
B=C dir.

Bu Snermenin terside dogrudur. Yani B sol Artinian lokal
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[ [ * . . » .
cebir ise her n6€N igin Mn(B) sol Artinian As1limsi cebirdir.
Bu (A(B),S) E(A(MH(B))ﬁ) (n€N*) olmasinin acik bir sonucudur.
Simdi bu kafes izomorfiyi gdrelim. Her I€A(B) ig¢in

v(1) = M_(I)

n

ile tanimlanan Y:A(B) ~ A(Mn(B)) d8niisiimii si1rayr koruyan bir
tam eslemedir. I€A(B) maksimaldir <= Mn(I)eA(Mn(B)) maksimal-

dir. Buradan

g8y = ()t

I6MaksA(B)
dir.
2.11 ile
s )= (vw = v o = ¥(3(B))
IeMaksA(B) I€Maks A(B)

= Mn(J(B)) (Y kafes izo. old.)
J(B)eMaksA(B)é=é'J(Mn(B))=Mn(J(B))eMaksA(Mn(B))

dir. Buradan B sol Artinian lokal cebir ise her nelN® ic¢in

Mn(B) sol Artinian As4limsi cebirdir. Cinki

M Bl 5y F M By )y T P s )
dir.

Asalims1i olmayan Artinian cebirler esas ayrisamaz P,Q mo-
diillerine P i Q ve HomA(P,Q)¢ 0 olacak bicimde sahip olabilir.

Bdyle modiiller mevcut oldufu zaman Wedderburn Yap1 Teoreminin

ispati gecersizdir.

Bir Artinian A-cebirin T(A) quiverdii izomorf olarak farkla

olan esas ayrisamaz P, Q modiillerin HomA(?,Q) #20 olacak bigimde
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birlegtirilerek tanimlanir. T(A) nin geometrik Szelliklerinden
A nin yapisini tahmin etme limidini verir. Simdi burada A ile

['(A) arasindaki basit iligkiyi ele alalim.

P1=(V1,E ), P2=(V2,E2), V1ﬂ v, = ¢ quiverler olsun. Bu

1
taktirde F1,F2 nin ayrik bilesgimi

rydr, = (v,uv,, EUE,)
dir. T=(V,E) bir quiver ve v=v, ¢ V, olsun. Bu taktirde I nin

ayrik bilegimi

dir., Bu durumda tam olarak E de V1 in k8gelerini V2 nin kSge-
lerine birlegtiren hi¢ bir kenar yoktur.

Bir I quiveri bogtan farkli iki quiverin ayrik bilegimi
olarak yazilamiyorsa T quiverine baglantilidir denir. F'baglan—
tili bir quiver. ise her u,v k8sesi icin kenarlarin bir dizisi-
ni iceren bir yol ile birlestirilebilir. (y®nlendirilmeye ba-
kilmaksizin). Geometrik olarak her quiverin baglantili quiver-

lerin ayrik bir bilegimi olarak yazilabilecepgi olanaklidir.

3.25 Lemma

A = B¥C Artinian cebir olsun. Bu taktirde

T(A) = T(B) [J r(c)

dir,

1spat:V1={e1,e2,..,,er}., V2={f1,f2,..,,fé} olmak {lizere

F(B)=(V1,E1), F(C)=(V2,E2) olsun., Tanimdan dolayi eiAisiér ve
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fj 1£j$s sirasiyla B ve C nin primitif idempotentleridir.
Ayni zamanda A da primitif idempotentlerdir 8yleki Aei=Bei,
Afj=ij ayrirgamazdir,

Uygun.mi ve nj dogal sayilari igin

r S
gB = @ ® m,Be, , cC = @ ©) ng ij
i=1 i=1
izomorfileri vardir. Buradan dolay:

r s
WA T AP0 0 (@ Omine) © (O @ njar).

1=

dir. Krull-Schmid Teoremi ile her esas ayrisamaz A-sol modiil
Ae, veya Afj lerin birine izomorftur. 2.15 den J(A)=J(B)+J(C)
oldugundan her i,j icin eiJ(A)fj=0=fjJ(A)ei dir. Daha fazla
: # , > . 20 &> f, # .
olarak eiJ(A)ek 0 <=$>elJ(B)ek 0 ve fJJ(A)ft 0 fJJ(C)ft 0 dir

Buradan
ra) = v, Uv,, 8 UE) =T (B)|J I'(c)

elde edilir.

3.26. Lemma
A T(A)= F1EJF2 olan sol Artinian R-cebir olsun. Bu taktir-
de 3Jsol Artinian R-cebirler B, C Syleki A=BiC ve I‘(B)=I’1

r(c)= PZ dir.

ispat : P1=(V1,E1) ve P2=(V2,E2) dyleki F(A)=(V1U Vs E1U EZ)

olsun. m=lV1l, n= |V2], V1=“{e1,e2,..,,em}, Vzﬁ{f1,f2,...,fn}

ve P, EAei 1%ism, szﬁAf 1£isn olmak {izere
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m n
B:= P, C:= . A=
A

olan bir ayrigimi olsun. E - V1 AL E2<§ V2xV2 oldugundan
3.20 den Hom (P.,Q ) =Hom (Q »P )=0 1<ism, i<jsn dir. Buradan

3.19 ile HomA(B,C)= HomA(C,B)=0 ve BC=CB

]
[

dir.
Béylece B,CEA(A) ve A=B+C dir.
e€V1 ise Be=Ae ayrigamaz B-modiildiir. e'ev1 e'#2e Be#Be'! dir.

Benzer gekilde V2 nin elemanlari primitif idempotentler olup

izomorfik olarak farkli olan C-modiilleri {iretir. 3.25 1ile

F(B)=P1, r(c)= rz dir.

Trivialden farkli Artinian B-cebirine bir bloktur denir.

t=> I'(B) baglantili bir quiverdir.

3.27. Onerme
A sol Artinian R-cebir olsun.

i) A tektiirlii olarak belirli bloklarin garpimidzir.

ii) Her bir blok, cebir olarak ayrigamazdir.

ispat : T Toseees r baglant1li quiverler 8yleki

1? t

T(A)= r1 G} FZU ...[jrt olsun. 3.26 ile }31,32,...,}3t R-cebir-

ler 8yleki F(Bi)= Pi 1€igt olup

- POBLE.. .4
A B1 BZ Bt

dir. Ti baglanti1li quiver oldugundan P(Bi) baglantili quiverdir.
Bur ad an Bi 12i4t blok cebirdir. Bu ayrigimin tekligi 2.36 nin
bir sonucudur. 3.25 ile devamla bloklarin ayrisamazligi direkt

olarak elde edilir.
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3.28. Tanim

B bir R-cebir olsun., B ye indirgenmistir denir: e B‘J(B)
b8lme cebirlerinin bir sonlu direkt carpimidir. Bundan sonra
her sol Artinian R-cebir icin bir ilgili indirgenmis R-cebir
B nin A ile pek ¢ok 8zelligi paylasacak bigimde mevcut olduunu
gésterecegiz,

A ile bir tek olarak taniml:i olan indirgenmis B cebirine
A nin temel cebiri denir. Bundan sonra A sol Artinian R-~cebiri

gbsterecektir,

3.29. Lemma

P1,P2,...,Pr esas ayrigsamaz A-sol modiiller ve
P=P, @ P2 .o @ P olsun. Bu taktirde EndA(P) indirgenmis

cebirdir = Her 18i,jsr , i#] 1ig¢in Piﬁ Pj dir.

ispat : 3.8 den

End , (P)/ 2 End (p/ )
A J(EndA(P)) A/J(A) J(A)P
= End e,/ @r,/ ®....®p [
A/J(A) 1 J(A)P1 2°J(A)2, ' J(A)P
1.57 ¢ ,
= 4+ End (P, )
i My 1T IWE
dir. 3.11 den P,/ € zzz oldugundan End ./
i'J(ae, A/J(A) A/J(A) i'J@)F
bdlme cebiridir. Dolayisiyla EndA(P) indirgenmis cebirdir,
~ 3
P1/J(A)P1 ® Pz/J(A)P2 @...0 Pr/J(A)Pr'@1 n, Pi/J(A)P.
1= 1

olsun.
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s
1.55 ile End ®n, P,/ )= @ Mn. (End (p./ )
Al () i Tity)e T A/J(A)TiTI(A)P,
dir. Buradan Mni(EndA/J(A)(Pi/J(A)Pi)) b6lme cebiridir.

G ni=1 l¢igr ise r=s dir.

3.11 den her i#j icin Pi/J(A)Pi* Pj/J(A)Pj == her i#j icin

Pi$ P, dir.

3.30. Lemma

PGAR(A) direkt terim ve her bir P, 1<isr esas ayrisgamaz

A-sol modiller olmak {izere
i = 1% ©) PZ(:)... @ P

olsun. Bu taktirde asagidaki kosullar birbirine denktir.

i) P/J(A)P € A/ zzz sadiktir.

J(A)
ii) PA = A,

iii) Her esas ayrigsamaz A-sol modiil bir veya birden fazla

Pj modiiliine izomorftur,

tspat: A yaribasit olsun.
i == ii) AA=PA(D Q olsun. Q#0 ise NEA(Q)\{0} &y-

leki NP=0 ve N minimaldir. (A sol Artinianm R~cebir) Buradan
her x€N icin xP=0 dir. P sadik oldugundan x=0 olmak zorundadir.
0 halde N=0 dir. Bu ise N in minimal olmasi ile gelisir. O halde

Q=0 olup AA=PA dir.

ii == iii) PA=A ve Mezi2 basit olsun. Bu taktirde 1.40 ile

NeAz(A) minimal 8yleki M=N dir. Buradan NeAz(PA) minimaldir.

P=Ae, P, =Ae, e=e +e +t...+e e.e,=0, i#j e.e=ee.=e., 18%isn
A | i? 1 72 n®* i7j 7°? 1. &y i i

olacak bicimde vardir.
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(PA)N#0 oldugundan 6zellikle eN#0 dir. Buradan 3J1Sisn
8yleki eiN¢0 olup PiN¢0 dir. P, ve N minimal ve PiN¢0 oldugun~

dan 1.46 dan PiSN dir. Buradan MgPi(1§i§n) dir.

iii)== ii) AA=PA(D Q olsun. Q#0 ise ANEA(Q)} {0} Byleki
NEA(A) minimaldir. iii) den J1£isn  ©8yleki N=P. dir. Bura-
dan PiN¢0 olup PN#0 elde edilirki bu bir geligkidir. Dolayisiyla
Q=0 olup A=PA dir.

ii)«<=»= i) PA=A olsun. Buradan acik olarak P A-sadik modiil-
diir. BOylece i)<== ii)e== iii) elde edilir.

Eger J(A)#0 1ise A yerine A/ alinarak ispat tamamlanir.

J(A)
3.31. Onerme

A sol Artinian R-cebir olsun. - BPGAQ(A) byleki
i) P AA nin direkt terimidir.
ii) PA=A dir.

iii) EndA(P) indirgenmig R-cebirdir.

i) ii) iii) kosullarini gercekleyen PGAQ(A) izomorfi haricg

tektirlidiir.

ispat :A sol- Artinian R-cebir oldugundan A/ Artinian yariba-

J(A)
sit R-cebirdir.

{51,52,...,§r} , Min (AR(A/J(A))\{O},(; } nin izomorfi
sin1flarinin sinif temsilcileri olsun. 3.11 ile P1,P2,...,

PrGAR(A) esas ayrisamaz Oyleki Ei =P,/ (1gisr) dir.

i J(A)Pi
P= P1() PZ(D .. ®P_ olsun. Bu taktirde 3.29 ile EndA(P)
indirgenmis R-cebirdir (Zira 3.9 ile i#j icin Eigﬁj oldugundan
i#zj ic¢in Pian dir). 3.30 iii)=== ii) den PA=A ve P A nin
bir direkt terimidir. Acik olarak bdyle bir P, izomorfi harig

tektiirliidiir.
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Onermedeki i) ii) iii) kosullarin: gercekleyen PGAR(A)
olsun, Bu taktirde B:=EndA(P)‘en A nin Temel cebiri denir. P
izomorfi haric tektiirlii olarak belirli oldugundan B izomorfi

haric tektiirltidiir.

Ornek

A yaribasit R-cebir olsun., 1.58 den D, 1£isr bélme cebir-

leri olmak {izere

A= A FA +.L. +A , A= Mni§Di)

dir. Gercekten her bir A, basit ve iMin(Az(Ai)\{O};QQ] =1
oldugundan Pi onun temsilcileri olsun. Bu taktirde Ai &'ni]?i
olup
A, = EndA(Ai) g Mni(EndA(Pi))
dir. 1.12 ile EndA(Pi):=Di bir bSlme cebiridir. Buradan
. . R : .
Ai=Mni(Di)’ D, EndA(Pi)’ PieMln(A (Ai),g; ) 18isr dir.
P = P1(D P2() cee &® P olsun. Bu taktirde P A nin direkt
terimi, AP=A ve

EndA(P) zEndA(P1)+EndA(P2)+...+EndA(Pr)

=D D _¥...+
D1+D2 Dr
dir. Buradan EndA(P) indirgenmigtir. Dolayisiyla EndA(P) A nin

temel cebiridir.

3.32. Onerme

A sol Artinian R-cebir olsun. B A nin temel cebiri olmak

{izere agagidaki kosullar gerceklenir.
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i) B Artiniandir.

ii) Y:ACA) + A(B) kafes izomorfisi 8yleki

Y(3(A)) = J(B),

I1,12€A2(A) olmak tizere

‘11(1112) = l1’(11)\1!(12)
dir.

iii) T(A) = I'(B) dir.

ispat : P1,P2,...,Pr esas ayrisamaz A sol modiillerin izomorfi

sintflarinin sinif temsilcilerinin bir tam kiimesi olmak ilizere
P =P1@B2®...@Pr

olsun. Bu taktirde 3.31 ile PSAQ(A) direkt terim PA=A ve

EndA(P)=B A nin indirgenmis R-cebiridir.

3.15 den 3e,e1,e2,...,er€A idempotentler Byleki

P=Ae P.=Ae, e=e +te +,..+e e.e.=0, i j e,e=ece. =¢e,
’ i? 1 72 r®> "iT3 7°? 3% i i

1€igm dir. 3.18 ile
B = EndA(P) = EndA(Pe) = ele

R-modiil izomorfisi vardir. NeAz(eAe) ise ANGAQ(A) dir. 3.18
ile N +>AN doniigiimi Al(eAe) ile AR(AA) arasinda sirayi koruyan
bir ddniiglimdiir.

0zellikle A sol Artinian ise B 2zeAe de sol Artiniandir.
Benzer sekilde JeA(eAe) ise AJAéA(A) ve I€A(A) ise eIeeA(eAe)
dir.

Daha fazla olarak J(C eAe oldugundan
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eAJAe=eceAeJeAe=BJB=J ve AeleAe=AeATlAeA = AIA=I dir.

Bylece her J€A(eAe) igin

PI) = AJA

ile P:A(eAe) » A(A) ve her I€A(A) igin

Y(I) = ele

ile ¥Y: A(A) > A(eAe) tanimlanirsa

Yy = idA(A) - ve W= idA(eAe)

oldugundan doniisiimi bir kafes izomorfidir. Bdylece her
I6A(A) icin VY(I)=ele vyardimiyla tanimlanan ¥:A(A) > A(eAe)

ddniigiimii bir kafes izomorfidir. Ustelik

W(I112)=e1 I.e = el AeAIze=eI el e= Y(I1)W(Iz)

142 1 1552
dir. J(A):= (M ve J(B):={ N
MeMaksA(A) NeMaks A (B)

olmak iizere ¥ kafes izomorfi oldugundan M maksimaldir === Y(M)
maksimaldir. Buradan “Y(J(A))=J(B) dir.
§imdi T(B)=T(A) oldugunu gdsterelim. B=eP gizliyle

bakabiliriz. Ciinkii BzeP ise T (B) =T (eP) dir.
B=eP=eP ® eP, ®...® eP , eP =ele.=Be;
ayrisamazdir. Clinki
EndB(Bei) =eiBei=eiAei EEndA(Aei)

lokal cebirdir. Eger Beig Bej ise 3.18 den Jx,y€B OJyleki
e.xe,ye,=e, dir., Bu durumda 3.18 ile i=j icin Ae,=Ae, dir.

i i 1 i i
Bundan dolayai Be1,Be2,..,,Ber esas ayrisamaz B-sol modiillerin

izomorfi siniflarinin temsilciler sistemidir. BBylece T'(B) ve
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I'(A) ayni {e1,e2,...,er} kdge kiimelerine sahiptir.
eiJ(B)ej=eieJ(A)eej=eiJ(A)ej oldugundan T (B) ve T (A) ayni

kenar kiimesine sahiptir. Dolayisiyla TI(B)= T'(A) dir.

3.33. Tanim

A sol Artinian R-cebir olsun. A sonlu gdsterim tipine sahip-
tir:<=> Efer sonlu liretenli ayrigsamaz A-sol modiillerin izomorfi

siniflarinin sayisi sonlu ise.

Sonlu g8sterim tipine sahip olmayan bir R-cebire sonsuz

gésterim tipine sahiptir denir.
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