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ONSOZ

Bu ¢alisma I' modiler grubunun @ genisletilmis rasyonel sayilar kiimesi
tizerindeki hareketi gbz oniine alinarak alt yoriingesel graflar, I' nin elemanlarinin kiipleri
almarak elde edilen I'* grubunun olusturmus oldugu graflarin baglantisizliginin yani sira
elde edilen Fibonacci sayilar1 ve I'°(n) kongriians alt grubunun alt yoriingesel
graflarindan elde edilen sonuglar1 sunmak amaci ile Karadeniz Teknik Universitesi Fen
Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim dalinda yiiksek lisans tez c¢alismast olarak
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esirgemeyen manevi abim arastirma gorevlisi Umit ERTUGRUL’a ve ayrica tezimin
hazirlanmasi1 ve yazimi siiresince tecriibelerini ve fikirlerini paylasan, yardimlarini eksik
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cok tesekkiir ederim. Yine Ogrenim silirecimin baslangicindan bugiline kadar lizerimde
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Yiiksek Lisans Tezi
OZET
ALT YORUNGESEL GRAFLAR VE FIBONACCI SAYILARI
Hatice UNAL

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigsman: Prof. Dr. Mehmet AKBAS
2013, 70 Sayfa

Bu tezde amag I' modiiler grubunun ve I'® grubunun alt ydriingesel graflarindan
baglayarak Fibonacci ve genisletilmis Fibonacci sayilarmi ve I'°(n) kongriians alt
grubunun alt yoriingesel graflarini incelemek ve bu konu hakkinda detayl1 bilgi vermektir.

Birinci boliimde esas problemlerde kullanacagimiz temel tanimlar, teoremler
verilmistir.

Ikinci boliimii yapilan calismalar boliimii olusturmaktadir. Burada ilk once I
modiiler grubunun alt yoriingesel graflari ve bu graflarin temel dzellikleri, '3 grubunun en
temel alt yoriingesel graflarindan olan F3 {in baglantisizlig1 incelenerek Fibonacci
sayilarina ve genisletilmis Fibonacci sayilarina ulasildi. Ayrica modiiler grubun kongriians

alt gruplarindan olan I'°(n) grubunun alt yoriingesel graflar1 ve baglantili olup olmadiklar

ile ilgili baz1 6nemli sonuglar verildi.

Anahtar Kelimeler: Modiiler grup, Fibonacci sayilar, Imprimitif hareket, Alt ydriingesel
graflar, Baglantililik, Baglantisizlik
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SUMMARY

SUBORBITAL GRAPHS AND FIBONACCI NUMBERS
Hatice UNAL

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Programme
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet AKBAS
2013, 70 Pages

In this thesis the main aim is to construct the Fibonacci numbers and generalized
Fibonacci numbers by means of the suborbital graphs for the modular group I" and the
group I'3, consisting of the cubes of the elements in I, and furthermore to give detailed
information on the suborbital graphs for the congruence subgroup I'°(n), neN.

In the first chapter we give necessary definitions and theorems for the subsequent
work.

In the second chapter we studied some basic proberties of the suborbital graphs for
the modular group I" and then by using the disconnectedness of the graph F3 we arrive at
Fibonacci numbers and the generalized Fibonacci numbers. And finally we work out the
suborbital graphs for the congruence subgroup I'°(n) , for n natural number. And then we

show when the subgraph E?,, is connected and disconnected.

Key Words: Modular group, Fibonacci numbers, Imprimitive action, Suborbital graphs,
Connectedness, Disconnectedness
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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

19. yiizyilin sonlarina dogru ayrik gruplar teorisine temel teskil edecek bazi onemli
sonuglar ilk defa Henry Poincare tarafindan verilmis ve Ozellikle eliptik fonksiyonlar
teorisinde kullanilmistir. Fuchsian gruplar adi verilen ve sistematik ¢alisilmasini Henry
Poincare’nin gelistirdigi bu ayrik gruplarin invaryant birakti§i fonksiyonlar iizerinde
detayli galigmalar yapilmistir. Lineer kesirli doniisiimler Oklid olmayan geometriler ve
invaryant teorinin kesfi ile birlikte biiyiik 6nem kazanmistir. Eliptik modiiler fonksiyonlar
teorisindeki onemi nedeni ile I' modiiler grubun kongriians alt gruplar1 olan I'(n), I (n),
r°(n) gruplan iizerinde galigilmustir.

Charles C. Sims tarafindan 1967 yilinda yayimlanan “Graphs and Finite Permiitation
Groups” adli calismada graf teorisi ve permiitasyon gruplart incelenmis ve Gareth A.
Jones, David Singerman ve K. Wicks’ in 1991 yilinda yayimlanan “The Modular Group
and Generalized Farey Graphs” adli calismada bizim de takip ettigimiz alt yoriingesel
graflar, devre uzunluklar1 ve orman olma durumlari arastirilmis ve orman olma konjektiirii
2001 yilinda M. Akbas tarafindan “On Suborbital Graphs for The Modular Group” adli
calismada ¢Ozlime kavusturulmustur.

1202 yilinda Fibonacci, Liber Abaci adli kitabinda sua anda bilinen Fibonacci
sayllarinin ortaya ¢iktigr bir problem ortaya atti. Edouard Lucas, Fibonacci’den sonra
sayilara Fibonacci sayilar1 adin1 vermistir. Bu sayilar, 1,1,2,3,5,8,13,21,... dir. 2012 de T.
KOR [8] tezinde alt yoriingesel graflarin 6zelliklerinden faydalanarak Fibonacci sayilarina
ulagmustir.

Tezin ana kismini olusturan ikinci boliimde I” i¢in alt yoriingesel graflar ve Fibonacci
sayilan etraflica incelenmistir. Ayrica, ilk defa I'°(n) kongriians alt gruplari incelenerek;
kenar sartlari, liggen icermeme durumu, baglantililik ve baglantisizlik problemleri

tamamiyla ¢oziildii.



1.2. Gruplar ve Topolojik Gruplar

Tanim 1.1. G # @ bir kiime olsun. G X G den G ye her x:G X G = G, (g1,92) =
g1 * g, fonksiyonuna G iizerinde bir ikili islem ad1 verilir. Uzerinde en az bir ikili islem
tanimlanmis ve bos olmayan bir kiimeye cebirsel yap1 denir ve (G,*) ile gosterilir.

Tamim 1.2. G # @ ve " " G lizerinde bir ikili islem olsun. (G,*) ikilisine,

Gy:Va,b,ceGigin a * (b * ¢) = (a = b) * ¢ (birlesme Ozelligi)

G,: Je;eG Oyleki VaeG igin a * e; = e; * a = a (birim eleman 6zelligi)

(Ancak kolaylik olmasi agisindan e yerine e yazacagiz.)

G3: VaeG icin 3a’eG Oyleki a * a’ = a’ * a = e (ters eleman 6zelligi)
sartlar1 saglaniyor ise,bir grup adi verilir.

Tamim 1.3. G bir grup, @ # H c G olsun. Eger H G iizerinde tanimlanan ikili isleme
gore bir grup ise H ye G nin bir alt grubu denir ve H < G ile gosterilir. H < G ise egeH
dir. Dolayisiyla {e} ve G, G nin alt gruplaridir. Bu alt gruplara trivial (asikar) alt gruplar
denir. Bir grubun trivialden farkli alt gruplarina 6z alt grup adi verilir.

Onerme 1.4.[10] G bir grup @ # H < G olsun. Bu takdirde;

H < G & Va, beH igin;

(i) abeH

(i) a~leH dir.m

Onerme 1.5.[10] G bir grup, @ # H c G olsun. Bu takdirde;

H < G © Va,beH i¢in ab™1eH dir.m

Tamm 1.6. G bir grup, H ve M, G nin iki alt grubu olsun. M = gHg ™ olan bir geG
varsa H ve M alt gruplarina G de eslenik alt gruplar ad1 verilir.

Tanmm 1.7. G bir grup olmak iizere; Z(G) = {aeG:Vge G i¢in ag =ga}c G
kiimesine G grubunun merkezi denir.

Teorem 1.8.[10] Z(G) < G dir.m

Tamm 1.9. G bir grup, @ # M < G olsun. G nin M yi igeren alt gruplarinin arakesiti
bir gruptur. Bu gruba M ile iretilen grup adi verilir ve (M) ile gosterilir. Eger G = (M)
olacak sekilde G nin bos olmayan bir alt kiimesi mevcut ise G ye M ile iretilen bir grup
denir.

(i) M = {my,m,, ..., m,.} ise, (M) ye sonlu iiretenli grup denir.



(ii) M = {a} tek elemanli bir kiime ise (M) ye a ile tretilen devirli grup denir ve
G = (a) ile gosterilir.
Uyari: G = (a) devirli bir grup olsun.
(i) Eger (G,*) carpimli bir grup ise, {a) = {a™: neZ}
(i) Eger (G, +) toplaml bir grup ise, (a) = {na: neZ} ile verilir.
Uyari: G = (a) devirli grubunu g6z oniine aldigimizda iki durum s6z konusudur:
(i) Vn,meZ*, n # migin a™ # a™ dir. Bu durumda G ye sonsuz devirli grup denir.
(i) In,meZ, n # m ve a™ = a™ dir. Bu durumda G ye sonlu devirli grup denir.
Onerme 1.10.[10] G bir grup H < G olsun. G iizerinde " = " bagmtisi a = b(H) :&
a~lbeH olarak tammlansin. Bu bagmti G iizerinde bir denklik bagmtisidir ve bir a
elemaninin denklik sinifi @ = {ah: heH} := aH alt kiimesidir. aH kiimesine aeG nin sol
yan sinifi denir.m
Onerme 1.11.[10] G bir grup H < G olsun. G iizerinde " = " bagmmtisia = b(H) <
ab~leH olarak tanimlansm. Bu bagnti G iizerinde bir denklik bagmtisidir ve bir a
elemaninin denklik simifi @ = {ha: heH} := Ha alt kiimesidir. Ha alt kiimesine aeG nin
sag yan sinifi denir.m
Teorem 1.12.[10] G bir grup H < G olsun. H < G alt grubuna gore sag ve sol yan
siniflarin sayisi aynidir. Bu sayiya H nin G i¢indeki indeksi denir ve [G: H] ile gosterilir.m
Tammm 1.13. (G,*) ve (H,*) iki grup ve f: G — H bir fonksiyon olsun. Va, beG i¢in
f(a.b) = f(a) = f(b) ise f ye G den H ye bir grup homomorfizmast denir. G den H ye
tiim grup homomorfizmalarinin kiimesi Hom(G, H) ile gosterilir. Bu tanima gore;
f:G - H, f(eg): = ey ile taniml fonksiyon bir grup homomorfizmasi olup Hom(G, H) #
@ tur.
feHom(G, H) keyfi olsun.
e f birebir ise f ye monomorfizma,
e f Orten ise f ye epimorfizma,
e f birebir ve Orten ise f ye izomorfizma denir.
Ayrica; f: G = G izomorfizmasina bir otomorfizma adi verilir.
Tamm 1.14. A # @ bir kiime, S(A) = {f |[f: A - A birebir ve orten} olsun. (S(A),°)
bileske islemine gore bir gruptur ve bu grubun elemanlarina permiitasyonlar denir.
(S5(A),°) grubunun alt gruplarina permiitasyon gruplari adi verilir. |A| = nise S(4) = S,

ile gosterilir ve |S,,| = n! dir.



Tamm 1.15. X # @ verilen bir kiime, 7 € g (X) olsun.  ailesine;

(i) Qet ve Xet,

(i) vU, Vet igin U N Ver,

(iii) V{Oi}ia C 7 i¢in U O;€T sartlart saglaniyor ise X iizerinde bir topoloji adi
verilir. X e de bir topolojik uzay denir ve (X, 7) ile gosterilir.

Tanmmm 1.16.[2] (G,») bir grup ve ayni zamanda bir topolojik uzay olsun. Bu
takdirde;

(Ym:GxXG - G,m(g,h)=g.h

(ii)n:G - G,n(g) = g1
doniistimleri siirekli ise G ye bir topolojik grup denir.

Tamm 1.17.[2] G bir topolojik grup, X herhangi bir topolojik uzay olsun.

AGXX =X, a(g,x) =gax = gx ile tanimlanan A donlisimii sirekli ve
Vg1, 92€G, VxeX igin;

(1) g1(g2x) = (9192)x

(i) eax = x
sartlar1 saglaniyor ise (G, X, A) ticliisline bir topolojik doniisiim grubu ad verilir.
Yukaridaki (i) ve (ii) sartlar1 saglaniyorsa G ye X iizerinde hareket ediyor veya G X
tizerinde bir hareket grubudur denir. Cogunlukla bu yapiy1 (G, X, A) yerine kisaca (G, X) ile
gosterecegiz.

Tamm 1.18. (G, X) bir topolojik doniisiim grubu ve x, yeX olsun.

x~y & IgeCG : y = gx olarak tanimlanirsa "~" bagmtist X tizerinde bir denklik
bagintisidir. Bu bagintinin X {izerinde ayirdig1 denklik siniflarina hareketin yoriingeleri adi
verilir ve xeX noktasini igeren yoriinge Gx = {gx: geG} kiimesidir. Eger bir tek yoriinge
mevcut ise yani IxyeX Oyleki X = Gx, ise (G, X) e transitiftir denir.

Tammm 1.19. (G, X) bir topolojik doniisiim grubu olsun. S(x) = {geG: gx = x} alt
kiimesine xeX noktasiin G grubuna gore sabitleyeni denir.

Lemma 1.20. (G, X) bir topolojik doniisim grubu ve y = gx, geG (veya yeGx)
olsun. Bu takdirde; S, = gS,g~" dir yani bir yoriingedeki farkl1 iki elemann sabitleyenleri

G nin eslenik alt gruplardir.



ispat:
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go€Sy keyfi olsun. = goy = y dir. y = gx oldugundan gogx = gx = g 'gogx = x =
97 "90g€eSx Ve go = g(g7'gog)g ™" oldugundan S, < gS,g~" dir.

6‘37’
9909 '€gSyg™" keyfi olsun. ggog~'y = ggox = gx =y oldugundan ggog~'eS,
oldugundan gS,g~* c S,, dir.

“c” ve “D”dan Sy, = gS,g~" oldugu goriiliir.

1.3. Hiperbolik Geometri

Geometri Euclidean ve non-Euclidean olmak iizere iki sinifa ayrilir. Bu iki tip
geometri arasindaki temel farklar dogrularmin paralellik 6zelliklerinden kaynaklanir.
Eucledian geometrinin dayandigi bes aksiyom vardir.

(1) iki noktadan bir dogru geger.

(2) Dogru pargalari iki ucundan sonsuza dogru bir dogru boyunca uzatilabilir.

(3) Merkezi ve yarigap1 verilen ¢ember ¢izilebilir.

(4) Tim dik agilar denktir.

(5) Bir dogruya disindaki bir noktadan bir tek paralel dogru cizilebilir (Euclid’in
Paralellik Aksiyomu). Bu aksiyom Euclid’in “The Elements” adli kitabindaki ifadesiyle
bire-bir ortlismese de daha anlasilir olmasi sebebiyle boyle de ifade edilebilir [7].

Hiperbolik geometri alanindaki ilk arastirmacilar Euclid’in paralellik aksiyomu
cevresinde bir tutarsizlik bulmaya calisanlardan olusuyordu. Matematikgiler tarih boyunca
Euclid’in ilk dort aksiyomunu kullanarak yukarida paralellik aksiyomu denilen Euclid’in
besinci aksiyomunu ispatlamaya calismislardi. Euclid’in paralellik aksiyomuna gore, “bir
dogruya disindaki bir noktadan yalniz bir paralel dogru cizilebilirdi” ve bu aksiyom pek
cok matematik¢iye gore cok karmasikti ve ilk dort aksiyomdan elde edilebilmeydi. Bu
thtimal iizerine matematikg¢iler, Euclid’in besinci aksiyomunun dogru olmadig: varsayimlar
tizerine calistilar. 1700 {in ortalarinda Girolamo Saccheri’nin Onciiliik ettigi gibi,
Hiperbolik Paralel Aksiyomu olarak bildigimiz, bir dogruya disindaki bir noktadan en az
iki paralel cizilebilecegi varsayimindan yola cikanlar Hiperbolik Geometrinin ortaya

cikmasini sagladilar. Diger taraftan, bir dogruya disindaki bir noktadan hi¢ bir paralel



dogru c¢izilemeyecegi varsayimi ile yola ¢ikanlar da Eliptik Geometrinin gelistirilmesine
onciiliik ettiler [11].

Euclid’in besinci aksiyomunun dogru olmadigi geometrilerin de bulunabilecegi
diisiincesiyle Proclus, Omer Hayyam, Nasir al-Din al-Tusi, ve sonradan Giovanni
Gerolamo Saccheri, John Wallis, Lambert, ve Legendre caligsmislardir. On dokuzuncu
yiizyilda Janos Bolyai ve Nikolai Ivanovich Lobachevsky’nin ¢aligmalar1 bu alanda ¢ok
etkili oldu. Oyle ki Hiperbolik Geometrinin bazi pargalar1 onlarm isimleriyle anilir.
Sonrasinda Eugenio Beltrami Hiperbolik Geometri i¢in modeller sagladi ve bu modelleri
kullanarak, “Eger Euclid Geometrisi tutarliysa, hiperbolik geometri de tutarlidir”
onermesini kanitladu.

Hiperbolik diizlemin dikkate deger bir 6zelligi de bu geometride verilen her paralel
dogru ¢ifti icin, her iki dogruya da dik olan yalnizca bir dogru ¢izilebiliyor olmasidir.
Bunun bir sonucu olarak hiperbolik diizlemde dikdortgenlerin olamayacagi Lambert ve
Saccheri’nin ¢alismalarinda yer almistir.

Girolamo Saccheri ve Lambert, Euclid’in besinci aksiyomunun yanlis oldugu
varsayimi altinda bir c¢eliski aramak amaciyla Hiperbolik Paralel Aksiyomu olarak bilinen
coklu paraleller hipotezini kabul ederek dikdortgeni tanimlamaya ¢alisti.

Lambert Saccheri’nin ardindan ¢oklu paraleller hipotezi altinda asagidaki sekildeki
gibi 3 acis1 dik olan bir dikddrtgenin dordiincii agisinin dik olup olamayacagini merak etti.
Lambert dordiincii ac1 icin ii¢ olasiligr (dar, dik, genis) inceledi. Hiperbolik iiggenin i¢
acilar1 toplami m radyandan kiiciik oldugundan hiperbolik doértgenin tiim acilarinin
toplaminin 27 radyandan kii¢iik olacagini, dolayisiyla hiperbolik diizlemde dikddrtgenlerin
olamayacagin ilk olarak ortaya koydu. Yani, ¢coklu paraleller hipotezi altinda paralel iki

dogruya ayn1 anda dik olan en fazla bir tane dogru ¢izilebilirdi.

Sekil 1. Ug acis1 dik olan hiperbolik dértgen



Paralellik aksiyomunun aksi iizerine ¢alisan Karl Friedrich Gauss, Janos Bolyai ve
Nikolai Ivanovich Lobachevsky yaklasik olarak ayni zamanlarda Sekil 1 deki dérdiincii
acinin dar oldugunu gosterdiler ve simdilerde Hiperbolik Geometri olarak bilinen konular
tizerinde ¢alistilar [12].

Hiperbolik Geometride (hiperboloid geometrisi -saddle geometry- ya da
Lobachevskian geometri olarak da adlandirilir) paralellik terimi yalnizca hiperbolik
diizlemde kesismeyen ancak sonsuzda kesisecek olan bir dogru ¢iftini anlatmak igin
kullanilir. Eger bu dogru ¢ifti ne hiperbolik diizlemde ne de sonsuzda kesisirse (yani her iki
durumda da kesismezse) asir1 paralel (ultra paralel) olarak adlandirilirlar. Iki dogru sadece
sonsuzda kesisirse bu iki dogruya paralel (hyper paralel) dogrular denir. Hiperbolik
geometride; bir € dogrusu ve dogrunun disinda bir P noktasi verildiginde P’den gegen ve
£’ye paralel olan yalniz ve yalniz iki tane ultra olmayan paralel dogru gecerken sonsuz
sayida ultra paralel dogru gecer [7].

Kisa bir siire sonra Fransiz matematik¢i Poincare ve Italyan matematik¢i Beltrami
hiperbolik geometriyi gorsel hale getirmeye yardimci gesitli modeller gelistirdiler. Her
ikisine atfedilen bir model Beltrami-Poincare iist yar1 diizlem modelidir. Bu model
hiperbolik paraleller postiilatin1 destekler ve digerleri tarafindan gelistirilen sonuglari
resimlemek i¢in degerlidir. Bu st yari diizlem modeline gore hiperbolik dogrular reel
eksene dik yar1 dogrular ve yar1 ¢emberlerdir. Asagidaki sekilde bu modele ait dogru

ornekleri verildi.

N
O O

Sekil 2. Ust yar1 diizlem modeline gore hiperbolik dogrular

Yukaridaki sekilde a ve b dogrular1 c’ye paralel, d, e, f dogrulart ise c’ye ultra
paraleldir.



Oklid diizlemi ve hiperbolik diizlemde uzaklik ve ag1 kavramlarini benzer sekilde
tanimlanir. Her iki geometride de ayni1 olan temel 6zellikleri asagida ki gibi siralayabiliriz
[13].

e iki farkli P ve Q noktas: verildiginde, her ikisinden gegen sadece bir dogru vardir.

e iki farkli P ve Q noktas: verildiginde P ve Q nun her ikisinden ayni uzaklikta olan
biitiin noktalar kiimesi bir dogrudur.

e Her £ dogrusu diizlemi iki baglantili bilesene boler. P ve Q, € dogrusu iizerinde
olmayan iki nokta olsun. PQ dogru pargasi ¢ ile kesismesi veya kesismemesine gore, P ve
Q nun € nin zit taraflar {izerinde veya aym taraf iizerinde oldugunu sdyleyebiliriz. € nin
ayni tarafi iizerinde olan iki noktanin bagntisi, iki denklik sinifi ile birlikte bir denklik
bagmtisidir.

¢ Benzer sekilde, £ dogrusu iizerindeki her P noktasi £ nin diger noktalarini iki sinifa
ayirir: P nin bir tarafi izerinde olanlar ve P nin diger tarafi tizerinde olanlar.

e Bir £ dogrusu iizerinde bir P noktast ve d > 0 pozitif gergel sayisi verildiginde, £
tizerinde P den d uzakliginda tam iki nokta vardir, bunlardan her biri P noktasinin farkli
taraflarindadir.

e iki iicgenin ayn1 uzunlukta olan karsilikl1 kenarlar1 varsa, iki iiggen benzerdir ve bir
ticgeni digerine resmeden (ve karsilikli kenarlar1 koruyan) bir diizlem izometrisi

mevcuttur.

1.3.1. Hiperbolik Geometrinin Ust Yar1 Diizlem Modeli

Burada U := {zeC: Imz > 0} st yari diizlemini gz Oniine alalim. Buradaki agi
kavrami C deki ac1 kavrami gibi tanimlanir ve tanimlayacagimiz hiperbolik dogrular1 Oklid
cemberleri veya Oklid dogrular cinsinden verecegiz.

Tamm 1.21. C de R ye dik Oklid dogrularmin U ile arakesiti olan yar1 Oklid
dogrularina ve R ye dik bilinen Oklid ¢emberlerinin U ile arakesitlerine hiperbolik
dogrular adi verilir. Kisaca hiperbolik dogru reel eksene dik U da kalan yar1 cemberlerdir.
Tabiki burada reel eksene dik U da kalan yar1 dogrular1 sonsuz yarigapli ¢gemberler veya

merkezi sonsuzda olan ¢gemberler olarak aliyoruz.



Py

1% O

Sekil 3. Ust yar1 diizlemde hiperbolik dogrular

Onerme 1.22. p, qeU farkli noktalar olsun. Bu takdirde; p ve q yu birlestiren bir tek
hiperbolik dogru vardir.m
Tamim 1.23. U da L, ve L, dogrular paraleldir denir:< U da L; N L, = @ tur.

L
Ly

L,

Sekil 4. Paralel hiperbolik dogrular

Teorem 1.24.[7] I bir hiperbolik dogru ve a & [, aeU olsun. Bu takdirde; a dan
gecen [ ye paralel sonsuz tane hiperbolik dogru vardir.m

Tamm 1.25. C de bir ¢gember ya bilinen Oklid ¢emberi ya da C de bir dogruya oo u
ekleyerek elde edilir.

Biliyoruzki C de (a,b) merkezli r yarigaplh ¢ember denklemi (x —a)?+
(v — b)? = r? dir. Buradan kompleks notasyona gegilirse a,yeR ve BeC olmak iizere
azz+ Bz+ fZ+y =0 denklemi elde edilir. Burada dikkat edilmelidirki boyle bir
denklemin her zaman ¢ember vermesi gerekmez ama g¢ember bu bigimdedir. [, C de bir
dogru oldugunda [ U {0} C de bir ¢emberdir. I dogrusunu, aeR ve BeC olmak iizere,
Bz + Bz +y = 0 ile verebiliriz.

Onerme 1.26. @ #0 ; a,yeR ve BeC olmak iizere; azZ+ fz+fz+y =0
denklemi bir Oklid gemberi belirler & |B]? > ay du.
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ispat:
oy
azZ+ Bz+ fZ+y =0 denklemi bir Oklid ¢emberi belirtsin. z = x + iy ; x,yeR ve
B =pB1+iB2 ; Bi,P2€R olsun. Bu degerler denklemde yerine konuldugunda; a(x +
iy)(x —iy) + (B + iB)(x +iy) + (B — iB)(x —iy) +y =0

= a(x? +y?) + Prx +ifry + ifox — By + Prx — if1y — ifox — By + ¥ =0

s> a(x?2+y3)+20x—2B,y+y =0

+*
A + y2 +2B1 2%y+£=0
B1 B2 ﬁzz Yy _
=>—5+(y—;) T te=0
>(x+ ﬁ)z +(y- &)2 St e 11
Ty y T a? a  a? 1.1
: ﬁl B2 |ﬁ|2—a]’ 2
(1.1) denklemi M = ) merkezli r yarigapli bir gember belirtmesi i¢in —— =r
< 1B1*-ay 2
olacagondan — > 0 olmalidir. = |£|* > ay olmalidir.
65;”

|B1? > ay olsun. azz+ fz+ fz+7y =0 denkleminin bir Oklid ¢emberi belirttigini
gosterelim.
z=x+iy ; x,yeR ve B=p+if, ; P1.f€R olsun. azz+pz+pz+y =0

denkleminde S ve z yerine konulur ve ayni islemler yapilirsa;

2 2_
(x +’31) +(y—£)" =T eige edilir. Hipotezden |£]% > ay oldugundan |8|? -
a0 |p)’—a ) _ —_— B,
ay > 0= — Y'>0 dir. Boylece azzZ+pfz+fz+y=0 denklemi —3)

merkezli ’ Z¥ yarigaph bir Oklid gemberi belirtir.m

Onerme 1.27.[7] peU, geR olsun. p ve q yu birlestiren U da bir tek hiperbolik dogru
vardir.m

Tanmim 1.28. z # o, U (2): = {weC: |z — w| < €} kiimesine z nin € komsulugu ve
Ug(00): = {z€C: |z|>e}U{o0} oo un & komsulugu adi verilir.

Tamm 1.29. f: C — C fonksiyonu zeC noktasinda siireklidir denir:& Ve > 0 igin
f(Us(2)) € U (f(2)) olacak sekilde & > 0 sayist vardir.
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Onerme 1.30.[7]

1/z,zeC\ {0} L ~
J(2) = { o, z=0 iletanimh J: C - C fonksiyonu C de siireklidir.m
0, z=o

Onerme 1.31. g(z) derecesi en az 1 olan bir polinom olsun. Bu takdirde;

fey= {92z

0.7 = oo ile taniml1 f: C —» C fonksiyonu siirekli bir fonksiyondur.m
Tamm 1.32. f: C — C fonksiyonu bir homeomorfizmadir :< f birebir drten, f ve
f~1 siirekli.
Onerme 1.33.

1/z,zeC\ {0} L
J(2) = { o, z=0 ile tanimli J: C —» C fonksiyonu bir homeomorfizmadir.m
0, z=o

Onerme 1.34.
£(2) ={ az+ b, zeC

(o] ,Z = 00
resmeder.m
Onerme 1.35.

1/z,zeC\ {0} L
J(2) = { o, z=0 ile tanimh J: C - C homeomorfizmasi1 ¢emberleri ¢emberlere
0, z=o

ile taniml1 f: C » C homeomorfizmas1 ¢emberleri cemberlere

resmeden bir homeomorfizmadir.m

1.3.2. Genel Mobiiis Grubu

az+b

Tamm 1.36. PGL(2,C) :={m:: C-> C; m(z) =

; a,b,c,deC; ad — bc # 0}

cz+d’
kiimesi bileske islemine gore bir gruptur bu gruba genel mébitis grubu adi verilir.

Teorem 1.37.[7] Her me PGL(2,C), m(z) = 2 mébiiis doniisiimii f(z) = Az +
Bve](z) = i fonksiyon tiplerinin bir bileskesi olarak yazilabilir.

Ispat:

az+b a b .
cz+d_EZ+E_AZ+BdIr'

c=0ise;m(z) =
c # 0ise;
g(2) = c?z+dc(= Apz + By) ve h(z) = —(ad — bc)z + % (= A1z + B;) olmak iizere;

m(z) = (ho]o)(z) dir.
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Gergekten;
1 a —ad+bc+acz+ad az+b .
m(Z) - f (czz+dc) _(ad bC) 2z+dc + c c2z+dc T cz+d dir.m
Sonug 1.38. PSL(2,R):= {m:: € C; m(z) =22, q,b,c,deR ; ad — be = 1

kiimesi PGL(2, C) nin bir alt grubudur.m
Tamm 1.39. mePSL(2, R), m(z) = % olsun. Bu takdirde,

(i) |a + d| < 2 ise m ye bir eliptik eleman,

(ii) |a + d| = 2 ise m ye bir parabolik eleman,

(iii) |a + d| > 2 ise m ye bir hiperbolik eleman ad1 verlir.
Sonug¢ 1.40.[7] PSL(2,R) grubu

(1) U iistyar1 diizlemi U tistyar1 diizleme,

(ii) Geodezikleri geodeziklere;

(iii) Cemberleri gemberlere resmeder.m

1.3.2.1. Mobiiis Doniisiimlerinin Matris Gosterimleri

Burada iki mobiiis doniisiimiin bileskesini gbz Oniine alacagiz ve her bir mdbiiis
doniistimiiniin 2 X 2 tipinde bir matrise karsilik geldigini gorecegiz.

b
m(z) = jlz-—:dl n(z) = 5t L2422 ii mobiiis doniisiimi ise;

(m o TL)(Z) — (aja;+b1c3)z+(a by by dy) dir.
(c1az+dicz)z+(c1by+dzdq)

b .
1) katsayilar matrisini,

a,
m ye karsilik <C1 d,

b,
n ye karsilik (az ) katsayilar matrisini,
c; dy

gdz Oniine aldigimizda mon ye karsilik gelen matrisin katsayilar matrisinin

a,a, + b1C2 a1b2+b1d2 ) _ (‘11 bl) (az bz) 5 o
<C1a2 +dic, cib,+dydi)  \c; di)\c, d, oldugu goriiliir.

m(z) = % mobitis doniistimii verildiginde (Ccl Z) matrisine m ye karsilik gelen matris

diyecegiz, detm = |a b| = ad — bc, m nin determinant1 olarak géz 6niine alinacaktir.

az+b _ kaz+kb
cz+d  kcz+kd

k # 0 olmak iizere; =m(z) oldugundan farklt matrislere aym

doniistimler karsilik gelir. Buradan agikg¢a goriilityorki sonsuz sayida matris bir tek mdbiiis
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doniisiimiinii  verir. Ancak; detm = ad — bc =1 alirsak bu durumda; (Ccl Z) ve

—a —b . . _ az+b v e ee o :
(—c —d) matrislerine m(z) = — dontistimii karsilik gelir.

Tamim 1.41. Herhangi bir m(z) = 224D ébiiis doniistimii verildiginde determinant

Z+
cz+d

a b
. tee +b _ Jagpl Vaipe
1 den farkli ise pay ve payda Vad — bc ye boliiniir: m(z) = Ccl;d = Yad-bc vad-he /g
\/ad—ch+\/ad—bc

boylece detm = 1 olmasi saglanir. Bu sekle gelen mdbilis doniisiimiine normalize

olmustur denir.

aztb |a, b, c,deZ ve ad — bc = 1} kiimesi PSL(2,R) nin bir

cz+d

Lemma 1.42. {T:z -

alt grubudur.m

az+b

Tammm 143. 1 ={T:z -
cz+d

|a, b, c,deZ ve ad — bc = 1} alt grubuna modiiler

grup adi verilir.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Modiiler Grup

az+b
z+d

PSL(2,R) = {T:Z - |a,b,c,deR ve ad — bc = 1} grubunun I'={T:z >

az+b
cz+d

|a,b,c,deZ ve ad — bc = 1} alt grubunu goz 6niine alalim.

d

matris negatifi ile es olarak alinacak, bdylece matrisle doniisim arasinda bir ayrim

A= (Ccl b), detA =1, A ve -A aym doniislimii temsil ettifinden s6z konusu

yapilmayacaktir.

Teorem 2.1.[1] T modiiler grubu X% = Y3 = I bagintist ile verilen X = (_01 (1)) Ve

Y = ((1) _01) elemanlar tarafindan Uretilir. Yani; I’ = (X,Y) dir.m

2.1.1. T nin Q Uzerindeki Hareketi

Q = Q U {0} genisletilmis rasyonel sayilar kiimesinin her bir eleman, x, yeZ ve

(x,y) =1 olmak iizere, § indirgenmis kesri olarak yazilabilir. §= :—i oldugundan bu

gosterim tek degildir. oo u, % = %1 ile temsil edecegiz.

~ .. . .fa b\ x _ax+b . . .
I' nin Q tizerindeki hareketi ( ) 2 2T seklindedir. Tel’ olmak lizere;
c d/ y cx+ady
x ax+by
4% ci+d Ei%ﬂl cx+dy
—-X —ax—by
7,(—x) _atb ———  _ax_by _ ax+by
-y _-c;§+d ToZexmdy T _ex—dy  cx+dy
- y

oldugundan T (3) =T (:—;) dir. Bu da I modiiler grubunun Q iizerindeki hareketinin iyi

tanimli oldugunu ifade eder.

ax+by

Z indirgenmis kesri verildiginde ve ad —bc =1 oldugunda kesri de
y cx+dy

indirgenmis formdadir. Gergekten;
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% indirgenmis formda verilen bir kesir oldugundan x,yeZ ve (x,y) =1 dir.

ax+by

X
cx+dy

Varsayalimki indirgenmis formda olmasin yani (ax + by,cx +dy) =n > 1, neZ

olsun.

=>nlax+byven|cx+dy
=3keZ dyleki ax + by = kn (2.1)

AleZ dyleki cx +dy = In (2.2)

(i) (2.1) esitliginin her iki tarafi - c ile, (2.2) esitliginin de her iki tarafi a ile
carpilirsa;

—cax — cby = —ckn ve acx + ady = aln esitlikleri elde edilir. Bu esitlikleri toplarsak;

(ad — bc)y = (al — ck)n E y = (al —ck)n=mn|yolur.

(i) (2.1) esitliginin her iki tarafi —d ile, (2.2) esitliginin de her iki tarafi b ile
carpilirsa;
—dax — dby = —dkn ve bcx + bdy = bln esitlikleri elde edilir. Bu esitlikleri toplarsak;

(be — ad)x = (bl — dl)n === x = (dk — bl)n = n | x olur.
(i) ve (ii) den goriliiyorkin | xven |y = n | (x,y) = 1 geliskisi elde edilir. Bu geliski
(ax + by,cx +dy) =n>1 oldugunu varsaymamizdan kaynaklandi. O halde
varsayimimiz yanlistir, yani (ax + by, cx + dy) = 1 dir.

Teorem 2.2.

(i) I’ min Q iizerindeki hareketi transitiftir.

(ii) Q nin herhangi bir noktasinin sabitleyeni sonsuz devirlidir.

ispat:

(i) Vv = %, w = 26@ elemanlar i¢in T (%) =§ olan Tel' déniisiimiiniin varligim
gosterelim. Bunun i¢in Vv = %e@ elemanimin I'(0) = {g():gel'} da, o un

yoriingesinde, oldugunu goéstermemiz yeterli olacaktir. Clinkii; s(o) = % ve m(o0) = 2

olan s, mel’ meveutise T := ms~lile T (%) = gdir.



16

v =%e@ (Indirgenmis formda) olsun. (a,b) = 1 oldugundan 3Ix,yeZ oOyleki

ax —by =1 dir. Boylece, g = (Z ;) el dir ve (Z ;) ((1)) = (Z) oldugundan

g(o) = % dir. Dolayis1 ile, %, o un yériingesindedir. Yani; I’ nin Q iizerindeki hareketi
transitiftir.

(i) Lemma 1.20 den Q@ nin herhangi iki elemaninin sabitleyenleri I' da eslenik

olduklarindan co un sabitleyeni olan I, u goz oniine almak yeterlidir.

I, = {((1) i’) : beZ} = (((1) 1)) dir. Gergekten;

=6 e oin= T = an = (¢ 2)()= ()=

()= () = a=1

P)er, © I' oldugundan ad — be = 1 dir. = 1.d —b.0 = 1=

ve ¢ = 0 dir ve ayrica (? d

1 b
0 1

1 b

d=1d|r.:>T=( 0 1

), beZ formundadir. Yani; [, = {( ) : bEZ} dir. Boylece I,

z= ((1) D eleman ile iiretilen sonsuz devirli bir gruptur. Dolayisiyla Q da herhangi bir

noktanin sabitleyeni sonsuz devirli bir gruptur.m

2.1.2. Modiiler Grubun Kongriians Alt Gruplari

a b

Tamim 2.3. n pozitif bir tamsay1 olmak tizere, I’ nin I'(n) = {(c d) € F| a=d=

1modn, b = ¢ = 0mod n} alt grubuna temel kongriians alt grubu adi verilir. I’
grubunun I'(n) temel kongriians alt grubunu igeren herhangi bir alt grubuna kongriians alt

grubu denir. Uzerinde en ¢ok galisilan baz1 kongriians alt gruplar

I(n) = {(CCL Z) € F|a =d = 1modn,c = 0 mod n}

Ih(n) = {(Ccl Z) € F| ¢ = 0mod n}

) := {(Ccl Z) € Fl b = 0 mod n}

IR(n) = {(c Z) € I‘| b =c=0mod n} gruplaridir. Buradan kolaylikla;

Q

rm)<nn) <) <r,n)<r ve TM<LnSILM)<T°M)<T
oldugu goriiliir [1].

Teorem 2.4.[1] [T:To(n)| = v (n) = n ]y, (1 + %) ..
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2.1.3. impirimitif Hareket

Tammm 2.5. G, X in bir transitif hareket grubu ise, (G,X) ikilisine bir transitif
permiitasyon grubu adi verilir.

Tanmm 2.6. (G, X) bir transitif permiitasyon grubu ve "=" X iizerinde bir denklik
bagintist olsun. Eger @, B € X i¢in a = 8 oldugunda, Vg € G i¢in, g(a) = g(f) oluyorsa
~ denklik bagintisina X iizerinde G invaryant denklik bagintis1 adi verilir. Bu bagmntinin
denklik siniflarina da bloklar denir.

Burada, X iizerinde her durumda tanimli olan iki tane G invaryant denklik bagintisi
vardir. Bunlar;

(i) Ozdeslik Bagmtis1 : “Va,f € Xicina~f & a=p"

(if) Evrensel Baginti : “Va,f € Xigina = ”
bagmtilaridir.

Eger X tizerinde 6zdeslik bagintisindan ve evrensel bagintidan farkli bir G invaryant
denklik bagintis1 daha varsa G nin X iizerindeki hareketine imprimitif hareket, aksi halde
primitif hareket denir.

Onerme 2.7.[14] (G, Q) transitif permiitasyon grubu olsun. Bu takdirde; (G, Q)
primitiftir & Her aeQ i¢in, aeQ noktasinin sabitleyeni olan G, G nin bir maksimal alt
grubudur.m

Onerme 2.8. (G, Q) transitif olsun. Bu takdirde; (G, Q) imprimitiftir & 30eQ ve
H < G oyleki G, = H = G dir.

Ispat:

“=” Onerme 2.8.den asikardur.
“<” G, = H = G olsun. G, Q tizerinde transitif olarak hareket ettiginden Q kiimesinin her
elemani bir geG igin g(a) bigimindedir. Yani Q:={g(a): geG}=[a] bi¢imindedir ( yani tek

bir yoriinge vardir.).Gergekten; G, Q iizerinde transitif olarak hareket ettiginden V a,f3 € Q

icin AgeG dyleki g(a) = B dir. Yani, B € [a] dir. Boylece Qc[a] dir. (2.3)

[a]cQ oldugu agiktir. Ciinkii; s: GxQ — Q, s(g, @) = ga = g(a) dir. = VgeG igin

g(@)eQ dir. = [a]cQ dir. (2.4)
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(2.3) ve (2.4) ten Q=[a]={g(a): geG} dir.
Q lizerinde g(a) = g'(a) & g'egH ile tamimlanan “~” bagmtisi iyi tammh bir G
invaryant denklik bagintisidir. Gergekten,

(i) H <G oldugundan egeH dir. VgeG igin g = ge; oldugundan gegH dir. &
9(a@) = g(a) dur.

G,n1
(i) g(a) = g'(a) & g'egH < g' = gh olan heH3. p g=ghte

geg'i = g'(a) = g().
(iii) g(a) = g'(a@) ve g' (@) = g"'(a) olsun. g(a) = g" (a) oldugunu gostermeliyiz.
g@) = g'(a) & g'egH < g' = gholan heH3.

'=gH H<G.hh'eH
g (@=g'(a) & g'eg’'H & g" =g'h' olan h'eH3 . PN g' = ghh' =5

g9"egH < g(a) = g''(a) dir.
(1),(11),(i11) den “=” bir denklik bagintisidir. Simdi gosterelimki; “~” G invaryanttir.

vmeG

g ~g'(@) & gegi = mg'emgl < mg(a) ~mg'(a) = m(g(a))~
m(g’(a)) elde edilir.
Boylece “~” nin iyi tanimli bir G invaryant denklik bagintis1 oldugu gosterilmis oldu.
“~” nin ne 6zdeslik bagintis1 ne de evrensel bagint1 olmadigini gosterelim.
Farzedelimki “=” evrensel bagint1 olsun.
H = G oldugundan 3geG: g, & H dir. “~” evrensel baginti oldugundan e(a) = go(a)
dir. = goeeH = H dir. Bu ¢eliski bize “~” nin bir evrensel bagint1 olamayacagini sdyler.
Farzedelimki “~” 6zdeslik bagintist olsun.
Bu durumda; g(a) = g'(a) © g(a) = g'(a) dir. g~ 1g(a) =g 1g'(a) &g 1g'eG,
< g'egG, dir. G, = H oldugundan 3hyeH dyleki hy & G, dir. = hy(a) # a = e(a) dir.

[T 1)
~

Ote yandan hoeeH = H oldugundan e(a) =~ hy(a) dir. Bu celiski bize nin 6zdeslik
bagintis1 olamayacagini soyler.
Boylece G nin Q tlizerindeki hareketi imprimitiftir.

Not: BeQ ise transitiflikten Q = {g(a): geG} oldugundan B = g(a) olan bir geG
vardir. Boylece B y1 igeren [B] blogu [B] = {gh(a): heH} bigimindedir. Gergekten; B yi

iceren [B] blogu, B nin denklik simifi oldugundan, [B] = {yeQ:y = B} dir. yeQ ve Q =

simetri 6z.

{g(a): geG} oldugundan AmeG Oyleki y = m(a) dir. y=p &— P~y & g(a) = m(a)
< megH & m = gh olan heHl & m(a) = gh(a) & y =gh(a) dr. & [B] =
{gh(a):heH} = gHa oldugu goriiliir. Ozel olarak o y1 iceren [a] blogu; [a] =
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{h(a):heH} = Ha := H(a) yoringesidir. Gergekten; [a] = {0eQ:0 = a} , 6eQ ve

simetri 6z.

Q = {g(a): geG} oldugundan IheG Oyleki 8 = h(a) dir. O~a &——— a = 6 & o~h(a)
= e(a) = h(a) © heeH =H < 6 = h(a),heH < [a] = {h(a):heH} = H(a) dir. H
nin G igindeki sol yan siniflarinin temsilcilerinin kiimesi {[;:iel} ile gosterilsin. Boylece
(G, Q) hareketinin bloklar1 (denklik siniflari) [;H () (iel) lardir. Gergekten; weQ, [o]
blogunu goz Oniine alalim. G nin Q {izerindeki hareketi transitif oldugundan w = k(a)
olan keG3. Boylece, [w] = [k(a)] = {kh(a): heH} = kH(a) dan k = l;h, olan h,eH3.
Dolayis1 ile, kH(a) = [;H(a) dir. Boylece bloklar sol yan siniflarindan yalniz birine
karsilik gelir.

H < G ise G =U;¢ [;H oldugundan bloklarin sayisi sol yan siniflarin sayisina, yani
H nin G deki |I|=|G: H| indeksine esittir.

G nin Q /=~ ={[B]: BeQ} denklik smiflar1 ilizerinde de bir hareketi vardir. Bu
hareket; a: GxQ /=— Q /=, A(g,[B]) = galB] = [gB] dir. “A” nin Q /~ lizerinde bir
grup hareketi oldugunu gosterelim:

() ga(ha[B]) = ga([hB]) = [ghB] = gha[p]

(i) ea[B] = [eB] = [B]

(1) ve (i1) ile “A” bir harekettir. Bu harekete G nin denklik siniflar1 lizerindeki hareketi
denir. [a] blogunun sabitleyeni olan G, = H dir. Gergekten; geGry) < galal = [a] &
[gal=[a] & gH(a)=H(a) < geH < Gjq) = H oldugu goriiliir.

Simdi burada G yerine I' modiiler grubu, 2 yerine Q alarak islem yapacagiz. Burada

oo un sabitleyeni olan I, , I' modiiler grubunun bir alt grubudur ve I, = {((1) 11)) : beZ} =

(((1) i)) dir. Q iizerinde bir I' invaryant denklik bagmtisim asagidaki sekilde elde

edebiliriz.

Biliyoruzki, Iy(n) = {(Ccl Z

alindiginda VneN igin I, < Iy(n) <T ve n>1 ise I, < I[(n) < T dir. Béylece I' , Q

)eF: c=0 modn} kongruans alt  grubu

tizerinde imprimitif olarak hareket eder. v =§ , W= % € Q olmak iizere, v = g() ve

*

X *
w = g'() olan g, g’el’ vardir. Boylece, g = (: ) ve g' = (y *) formundadilar.

*
*

vew © glge H=ILn) (—*s :)(; :):(ry—sx I)eHzFO(n) S

ry — sx = 0 modn dir. Boylece, E ~ % © ry — sx = 0 modn dir.
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> Imprimitifligin genel tartismasi ile, " =, " altindaki denklik smiflarinmn

sayist Y (n) =|I':T(n)| dir.
Lemma 2.9.1] peP, $(n) = [Ty (1 + %) dir.m

2.1.4. T min Q Uzerindeki Alt Yoriingesel Graflari

(G,0) bir transitif permiitasyon grubu olsun. Bu takdirde, G 2 X £ iizerinde
g:(a,B) » (g(a),g(B)) ile hareket eder. Bu hareketin yoriingelerine G nin alt
yoriingeleri denir ve (a,f) y1 igeren alt yoriinge O(a,B) ile gosterilir. O(a, ) alt
yorlingesinden bir G(a, ) alt yoriingesel grafini1 agagidaki gibi elde edebiliriz:

o Koseleri {2 nin elemanlar1 ve

e (y,6)e O(a,p) ise y dan & ya yonlendirilmis bir kenar vardir denir ve y — ¢ ile
gosterilir.

Acik olarak, O(B, a) da bir alt yoriingedir ve O(a, B) ile O(B, a) alt yoriingeleri ya
esittir ya da ayriktirlar. Eger bu alt yoriingeler ayrik iseler G(f, @) alt yorlingesel grafi
G(a, B) alt yoriingesel grafinin sadece ters yonlendirilmisidir ve bu durumda G(a, B) ile
G(B,a) ya eslesmis alt yoriingesel graflar denir. Eger O(a, B) ile O(B, a) alt yoriingeleri
esit iseler bu durumda G(a, f) = G(B, a) alt yoriingesel grafi ¢ift tarafli yonlendirilmis
kenarlardan olugur. Bu durumda bu alt yoriingesel grafa kendi eslesmistir denir.

Onerme 2.10. G bir (G, 2) transitif permiitasyon grubu igin bir alt yoriingesel graf
olsun. Bu takdirde;

(i) G, G nin otomorfizmalarinin bir grubu olarak hareket eder.

(i) G, G nin koseleri tizerinde transitif olarak hareket eder.

(iii) G kendi eslesmis bir graf ise; G, G nin ardisik koselerinin sirali giftleri tizerinde
transitif olarak hareket eder.

(iv) G, G nin kenarlari tizerinde transitif olarak hareket eder.

Ispat: geG keyfi olmak iizere;

(i) Ly:G(a,p) = G(a,B) , Ly(x > y)=g(x) > g(y) , geG doniisiimiiniin bir
otomorfizma (birebir, orten, yapt koruyan doniisiim) oldugunu gosterirsek G grubunun G

nin otomorfizmalarinin bir grubu olarak hareket ettigini gostermis oluruz.
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Yap1 Koruma:

x—-y G de bir kenar olsun. (x,y)eO(a,B) dir. O(a,B) ={g(a,B):geG}
oldugundan 3heG Oyleki (x,y) = h(a,B) dir. Boylece geG olmak iizere g(x,y) =
g(h(a, B)) = gh(a,B) ve boylece gh(a,B) = g(x,y) = (g(x),g(»); yani, g(x) -
g(y) G de bir kenardir. Dolayisiyla L, doniisiimii yap1 koruyan bir doniisiimdiir. (Burada
x — y G de bir kenar yerine kisaca x — y € G yazacagiz.)

Birebirlik:

x =y, a—beG kenarlart igin Ly(x - y) = Ly(a - b) olsun. Buradan; g(x) -

G grup old.g~teG3

9») = g(a) - g(b) > 9 'g(x) = g7 g(y) =g 'g(a) » g~ g(b) elde
edilir. Boylece; x = y = a — b dir. Yani, Lg birebirdir.
Ortenlik:

Vx — yeG kenar i¢in g7 (x) » g~1(v)eG kenari vardir dyleki

Ly(g7*(x) » g7'(») = g(97'(x)) » 9(g7*(»)) = x > y dir. Dolayist ile L,
orten bir doniistimdiir.

Boylece G grubunun G nin otomorfizmalarinin bir grubu olarak hareket ettigi
gosterilmis oldu.

(i) (G, ) bir transitif permiitasyon grubu oldugundan asikardir.

(iii) G kendi eslesmis olsun. Bu durumda O(a, 8) = 0(B, a) dir.

x ile y ardisik koseler ise (x,y) veya (y,x)eO(a, B) dir.

Dolayisi ile; x ile y ve a ile b ardisik koseler ise (x,y)eO(a,B) ve (a,b)eO(a,B)
oldugunu farzedebiliriz. O(a, B) = {g(x,y): geG} oldugundan 3g,, g,€G oyleki (x,y) =
g1(a, B) ve (a,b) = g,(a, B) dir. Boylece; g1 (x,¥) = (, B), yani (a,b) = gg1 " (x,¥)
ve G grup oldugundan h:= g,g;'eG dir. Bdylece G nin G grafimn ardisik koseleri
tizerinde transitif olarak hareket ettigi gosterilmis oldu.

(iv) x >yvea—-b G(a,B) da iki kenar olsun. Bu takdirde, (x,y)eO(a, B) ve
(a,b)e0(a, B) oldugundan T, (a,B) = (x,y) ve T,(a,B) = (a,b) olan T}, T,eG vardir.
Buradan T, *(x, y) = T, *(a, b) dir. Béylece, T,°T; *(x,y) = (a, b) elde edilir. Bu da bize
G nin G alt yoriingesel grafinin kenarlari {izerinde transitif olarak hareket ettigini sdyler.

Ornek 2.11. O(a, @) = {(y,7):yeQ} QxQ nin kosegenidir. Buna karsilik gelens,
trivial graf diye adlandirilan, G(a, a) grafi kendi eslesmistir: Her bir yeQ kosesine bagh
olan bir diigimden olusur. Biz genel olarak trivial olmayan altyoriingesel graflarla

ilgilenecegiz.
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D
Sekil 5. Diigiim

Simdi I nin Q tizerindeki hareketi ile olusan altyoriingesel graflari inceleyelim:
I' Q iizerinde transitif olarak hareket ettiginden veQ olmak iizere g(a, §) = (o, v) olan
bir geG vardir. Dolayisiyla her bir O(a, ) alt yoriingesi bir (oo, v) ¢ifti igerir. Yoriingeler
ya esit ya da ayrik olduklarindan O(a, §) ile O(oo,v) ayn1 yoriingeyi temsil eder. Yani
0(a, B) = 0(0,v) dir. veQ oldugundan v =% , n=>0, (wn)=1 bicimindedir.
0 (o0, v) = 0(oo, %) alt yoriingesini O(u,n) ile ve buna karsilik gelen altyoriingesel grafi
da G(u,n) ile gosterecegiz. v =0 = % = %1 oldugu durumda G;o = G_;, trivial alt
yoriingesel grafi elde edilir. Biz trivial olmayan alt yoriingesel graflart incelemek
istedigimiz i¢in veQ varsayalim.

Teorem 2.12. v,v'eQ olmak {izere; O(oo,v) = 0(o0,v') & v ve v' I, un aym
yoriingesindedir. (Yani; 3gel, oyleki g(v) = v’ diir.)

Ispat: 0(oo,v) = 0(o0,v") olsun. (o0,v")e0(00,v") = 0(o0,v) = {g(o0,v): gel'}
oldugundan Jgel’ oyleki g(oo,v) = (oo,v") diir. Boylece; (g(OO),g(v)) = (oo, v") .

(1 k

g(c0) = o ve g(v) = v’ oldugundan g = + ( 0 1), keZ, seklindedir. Dolayisi ile gel,

dur. Yani; v ve v' I, un ayni1 yoriingesindedir.

Tersine;
v,v'€Q I, un ayni yoriingesinde olsunlar. Dolayisi ile; 3gel;,, Oyleki g(v) = v’ diir ve
g€l oldugundan g(oo) = oo dur. Boylece; g(oo,v) = (oo, v") olan gel,, < I' bulunur.
Yani; 0(oo,v) = 0(oo,v") diir.m

Not: v, v'eQ oldugundan v = % ,n>0, (u,n)=1vev' = % ,n' >0, w,n")=1

ve gely, = (((1) 1)) = {((1) li):beZ} oldugundan g = ((1) I;), keZ formundadir.

o, 1 k\u\ _ (u u+kn\ _ (u o o .
gw)=v :>(O 1)(n)—(v,)=>( " )—(n,):>u+kn—u ven=n". Yani
u = u'modn ve n = n' diir. Boylece kolaylikla asagidaki sonug elde edilir.

!

Sonug¢ 2.13. 0 (OO%) =0 (00, %) Sn=n"veu=u modndir. m
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Dolayist ile; O(oo, %) ve O(oo, %) alt yoriingelerine karsihk gelen G, , Ve G, alt
yoriingesel graflari igin de; Gy, , = G/ v © n =n've u = u' modn, vn > 1 dir.
Gosterim: ¢(n) n den kiiciikk veya esit n ile aralarinda asal olan pozitif sayilarin

sayisini ve U,, de ilgili sayilarin kiimesini gostersin. [9] dan ¢(n) = n[[pn (1 — %) dir.
peP

Sonug 2.14. VueU, i¢in ¢(n) (¢ Euler fonksiyonu) tane farkli G, , alt yoriingesel

grafi vardir.m

. . r X r X . . o
Gosterim: (;, ;) €0, olmasini 575 ile gosterecegiz. Bazen bu durumu

r X . . . oy
bl Gun 1le de gosterebilecegiz.

Teorem 2.15. g - igu_n de bir kenardir &

(@) x = ur modn, y = us modn, ry — sx = nveya

(b) x = —ur modn, y = —us modnvery —sx = —n.

Ispat:
o
S % Gun de bir kenar olsun. Bu bize (gg) €0, ,, dir. Dolayis ile 3g = (? Z) el :
g(0) = gve g (%) = gdir. Bu bize;
C D6 =073 @25)
¢ D6 W=C ) 26)
¢ DG W= 3) @)
¢ D6 =G 3) 28)

matris esitliklerinden birini verir.

(2.5) esitligini ele alalim:
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r X
(Ccl ZZ-—'I—_ZZ)Z(S y) esitliginden a=r, c=s,au+bn=x, cu+dn=y =
ru+bn=xve su+dn=y = x =urmodn ve y = us modn elde edilir ve (2.5)

ad—-bc=1
esitliginde iki tarafin determinanti alinirsa (ad — bc).n =ry —sx —— ry—sx =n

elde edilir. Benzer sekilde (2.6) esitliginden de x = ur modn, y = us modn ve ry —

sx = n elde edilir. (2.7) esitligini ele alalim:

a au-+ bn) (—7” x)
= >a=-r,c=-s,au+bn=x,cu+dn=y=>
(c cu+dn -s Yy Yy
—ru+bn=xve -su+dn=y = x =—ur modn ve y = —us modn elde edilir ve
ad—bc=1

(2.7) esitliginde iki tarafin determinanti alinirsa (ad — bc).(—n) = ry — sx ——
ry —sx = —n elde edilir. Benzer sekilde (2.8) esitliginden de x = —ur modn, y =
—us modn ve ry — sx = —n elde edilir. Boylece bu dort durumdan gordiikki ya (a) ya da

(b) saglanir.

=

Farzedelimki (a) saglansin yani x = ur modn, y = us modn ve ry — sx = n olsun.
2 - % nin G, ,, de bir kenar oldugunu yani (g,g) € 0y, oldugunu gosterelim.

x = ur modn = 3AbeZ : x = ur + bn ve

y = usmodn = 3ceZ : y = us + cn dir.

Simdi; g = (Z lg) matrisinin I’ nin eleman1 oldugunu gosterirsek istenen elde
edilir.

_(r b\(1\ _ (7 w\ _ (r b\ w\ _ (ru+bn\_ (¥ e
g(oo) - (s c) (O) - (S)’ g(n) - (5 c) (n) - (su + cn) - (y) Very—sx=mn
oldugundan ry —sx =r(us + cn) —s(ur + bn) =n=>rus +ren —sur —shn =n=
ren—shn=n=rc—sb=1 =>det(r b) =1=g= (r b)eFeldeedilir.

s ¢ s c
Benzer sekilde (b) nin saglandig1 varsayilip g - % nin G, ,, de bir kenar oldugu elde

edilir.m

Sonu¢ 2.16. u? # —1 modn ve uv = —1 modn olsun. Bu takdirde; G, ,, ile G,
eslesmistir.

Ispat:

X 5 L g, ,, de bir kenar olsun. Teorem 2.19 dan
y N ’

(@) r = ux modn, s = uy modn, xs — ry = n veya
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(b) r = —ux modn, s = —uy modn, xs — ry = —n dir.

(a) nin saglandigin varsayalim.

uv=—1modn

e r = ux modn oldugundan vr = vux modn ———— vr = —x modn. Yani;
x = —vr modn elde edilir. (2.9)
e s = uy modn oldugundan vs = vuy modn dir. M vs = —y modn .
Yani; y = —vs modn elde edilir. (2.10)
OSX—TYy=MN=>ry—SX=-n (2.11)

r X

(2.9), (2.10) ve (2.11) den 575 Gy n de bir kenardur.

Benzer sekilde (b) nin saglandigi Varsayllarakg —>§ nin G, ,, de bir kenar oldugu
gosterilir.

Simdi gosterelim ki O (00, %) no (%, 00) = @ tur.

Varsayalim ki O (oo, %) no (% oo) + o olsun. Bu durumda 0 (oo, %) = 0(%, ) (alt

yorilingeler ya esit ya da ayriktirlar.) dur. Dolayisi ile; 3g = (Ccl Z) el’ dyleki g (00, %) =

(G,e0) dur. Buradan; (? Z) (é Z):(z _01) esitliginden (Ccl ZZIZZ):

(Z _01) elde edilir. Boylece, a = u,c =n,au+ bn = —1, cu + dn = 0 dur.

= 0
cu+dn=0 = nui+dn=0=>n(u+d)=0 = u+d=0 = d=—u. Boylece,

u b - 5 u b _
g= (n —u) elde edilir ve gel’ oldugundan det (n —u) =1 dir. Buradan, —u? — bn =

1 = u?=-1—-bn = u?=-1modn celiskisi elde edilir. Bu celiski 0(00,%)0

0 (%, 00) # @ oldugunu varsaymaktan geldi. O halde O (00, %) no (%, 00) = @ tur. Sonug

olarak G, , ve G, alt yoriingesel graflar1 eslesmistir.

Sonug 2.17. G, , kendi eslesmistir & u? = —1 modn dir. m

Tamim2.18. U U R de sonlu tane hiperbolik dogrunun birlesimine bir geodezik yol
ad1 verilir.

Tamim2.19. B ¢ Q kiimesinin herhangi iki eleman1 bir geodezik yolla baglanabilir

ise B ye (graf anlaminda) baglantilidir denir.
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Tamm 2.20. Bc Q kiimesine Q@ da bir bilesen (veya baglantili bilesen) adi
verilir:<B nin herhangi iki elemani bir geodezik yolla baglanabilir ve B nin disinda higbir

nokta B de bir noktaya baglanamaz.

Daha once; Q iizerinde Vn > 1 iging Ay g & ry — sx = 0 modn ile verilen bir I’
invaryant denklik bagintis1 oldugunu gostermistik. Teorem 2.15 e géreg —>§ Gun de bir
kenar ise ry — sn = +n dir. Dolayisiyla ry — sx = 0 modn dir. Bu da g A, % oldugunu

soyler. Boylece; Gy, ,, nin her bir baglantili bileseni, ~,, denklik bagntis1 i¢in, bir tek blokta
bulunur.

Sonug 2.21. G, , nin en az ¥ (n) tane baglantili bileseni vardir. Ozellikle de n > 1
ise Gy , baglantili degildir.

Ispat: G, , nin her bir baglantili bileseni, ~, denklik bagimtist i¢in, bir tek blokta
bulunur ve " =,, " altindaki denklik siniflarinin sayis1 y(n) tanedir. n > 1 igin (n) > 1

olacagindan G, , baglantili degildir.m
2.1.5. Farey Grafi

G11 koseleri Q olan bir alt yoriingesel graftir. Burada Gun = G11 oldugundan
u =n=1dir ve Sonug 2.17 geregi (1> = —1 mod1 oldugundan) G, ; kendi eslesmistir.
Bu yiizden G, ; i yonlendirilmemis bir graf olarak diisiinebiliriz. Teorem 2.15 ileg ileg

ardisik koselerdir & ry —sx = ¥1 (n = 1) dir. Ornegin o ile ardisik olan koseler

tamsayilardir. Gergekten;

“ I

, 00 = %ardlsﬂ( koselerolsun. 2 r.0 —s.1=F+1=>s=+1= E = +reZ dir.

G1,1 alt yoriingesel grafina Farey dizileriyle olan baglantisindan 6tiirii “Farey grafi”
diyecegiz ve F ile gosterecegiz. Ym > 1 i¢in F,, Farey dizisi, terimleri artan sirada
diizenlendiginde, |y| <m olan %6@ elemanlarindan ~ olusur.  Ornegin  F, ;

-1 -1 .11123 _,5 4
——0=-==2=== 22 . cF cF,c-- =
3 ,0,4,3,2,3,4,1,4,3, dir. Acik¢a goriiliirki F; € F, C F; Ve Ums1 Fn

Q dur. Gergekten;
(1) i, jeN, i <j olmak iizere; F; € F; oldugunu gosterelim:

2eF; olsun. =|b| < i < j = %cF; >F; c F; elde edilir.
b b
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(il) Ums1 Fn € Q oldugu asikardir. (2.12)

Simdi Q € U,;;»1 B, oldugunu gosterelim:
SGQ olsun. N dogal sayilar kiimesi tstten sinirli olmadigindan I3meN oyleki |q| < m dir.
Dolayist ile; SEFm dir. Boylece; se Ums1 By, elde edilir. Yani;
Q © U1 Ey, dir. (2.13)
(2.12) ve (2.13) ten Up»1 B = Q dur.

Lemma 2.22.[14] E ve 56@ indirgenmis rasyonel sayilar olsun. Bu takdirde
asagidakiler denktir:

(1) E ve % F de ardisik koselerdir.

(ii) ry — sx = +1 dir.

(iii) Bir meN igin g ve 5 E,, de ardisik koselerdir.m

(W
e | W2
—
L | e

e | =
L | e
b | =
A | Ln

1.1
3 4

Sekil 6. Farey grafi

Sekil 6 daki rasyonel sayilar F, iin elemanlaridir. Kolaylikla gosterilebilir ki Sekil 6
periyodiktir ve periyodu 1 dir.

F nin kenarlarim1 U = {zeC: Imz > 0} iist yar1 diizleme dik hiperbolik geodezikler,

yani yar1 Oklid cemberleri veya R ye dik yar1 dogrular olarak gz 6niine aliyoruz.
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Sonug 2.23. F nin kenarlar1 U da kesismezler.

ispat:

T I, = T(ky)

kq
Z
0 Ky

Sekil 7. T donilistimii

F nin iki kenarinin U da kesistigini varsayalim. F = G; ; kendi eslesmis bir alt
yoriingesel graf oldugundan Onerme 2.10 (iii) geregi I, F nin ardisik kdselerinin sirali
ciftleri tlizerinde transitif olarak hareket eder. Dolayisi ile; oo — 0 kenarmi [; ile
gosterirsek, transitiflikten T'(k,) = [, olan Tel" vardir. T (k,) = [, sekildeki gibidir. Bu
yiizden iist yar1 diizlemde kesistigini varsaydigimiz bu kenarlardan birinin 0 ve oo u
birlestiren Rez = 0 kenar1 oldugunu varsayabiliriz. Boylece bu kenarlardan digeri v < 0 <

w olacak sekilde v ve w rasyonellerinin birlesmesiyle olusan kenar olmalidir.

V= g, r<0,s>0vew= 5, x > 0, y > 0 indirgenmis formunda yazilabilirler.

r<o0 . .

y> 0} = ry < 0 ve r, yeZ oldugundan ry < —1 dir. (2.14)
s>0 - .

> 0} = sx > 0 ve s, xeZ oldugundan sx > 1 = —sx < —1dir. (2.15)

(2.14) ve (2.15) esitsizlikleri toplanirsa ry — sx < —2 elde ederiz. Oysaki Lemma 2.22 (ii)
geregi ry — sx = +1 olmali idi. Bu geliski F nin herhangi iki kenarmin U st yari
diizleminde kesistigini varsaymaktan geldi. Dolayisiyla varsayimimiz yanlistir, F nin

kenarlar1 U da kesismezler.m
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2.16. G, , ve F,, Graflan

Bu béliimde F = G, ; Farey grafinin 6zelliklerini diger G,, ,, altyoriingesel graflarina
nasil genisletebilecegimizi gorecegiz.

Sonu¢ 2.21 un oOncesindeki agiklamamizda gordiigiimiiz gibi S - g € Gun ©
ry—sx =4+n < ry —sx = 0modn & g R % dir ve her bir G, ,, ¥ (n) tane alt grafin

ayrik birlesiminden olusur. Bu, =, I" invaryant denklik bagintisina gore, her bir alt grafin

koseleri bir tek blok olusturur. Bloklarm kiimesini B = {By, By, ..., By ()} ile gosterirsek,

(', Q) transitif permiitasyon grubu ve Q = Uieq1,2,..,w )} Bi oldugundan, I bu bloklari

transitif olarak permiite eder. Bu da alt yoriingelerin her birinin birbirleriyle izomorf

olduklart anlamma gelir. G, , nin, koseleri co u igeren [oo] = {f: izl} = {f:y =
’ yy 0 y

0 modn} blogunda olan alt grafini F, ,, ile gosterelim. Dolayisi ile; Gy, , F, , nin ¥ (n)

tane ayrik kopyasindan olusur. Teorem2.15 ten,

Teorem 2.24. g - § E, » de bir kenardir &

(@) x = ur modn ve ry — sx = n veya

(b) x = —urmodnvery —sx = —n.m

Teorem 2.25. I[4(n) F,, nin koselerini ve kenarlarin transitif olarak permiite eder.
Ispat: ilk 6nce I(n) nin E,, nin koselerini transitif olarak permiite ettigini

gosterelim:

E, », nin koseleri o u igeren [oo] = {% eQ:y=0 modn} blogunun elemanlar1 oldugundan

v, we[oo] F, ,, grafinin iki kosesi ve v = ba—ln vew = ba—zn olsun. I nin Q tizerindeki hareketi
1 2

b

. . a;
d) el oyleki w =T(v) dir. Bdylece; (bzn) =

transitif oldugundan 3T = (Ccl

a by(\ _(aa,+ bbn _ _
(c d) (bln) = <ca1 + db1n> . Buradan a, =aa; + bbyn ve b,n =ca; +dbn .

(a1,m)=1 .
Boylece; ca; = b,n —dbyn = (b, — dby)n. Dolayisi ile; n | cay = | c. Yani,

Tely(n) dir. Boylece Io(n) F,, nin koseleri iizerinde transitif olarak hareket eder.
T:[o] » [o0] doOniisimii, [j(n) € I' nin eleman1 oldugundan, birebir Orten bir
doniistimdiir dolayisiyla T kdseler tizerinde bir permiitasyondur.

Simdi gosterelim Ki I[(n) F, ;, nin kenarlarini transitif olarak permiite eder.
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X1 = Y1 Ve x; = ¥, E, , de iki kenar olsunlar. Onerme 2.10 (iv) den I' E, ,, nin kenarlar

p
q

y2) dir. Yani; S(x;) = S(y1) = S(x;) = S(y,). boylece; S(x;) = S(xp) ve S(y,) =

502 2(q ) (gm) = (g 5)(gan) e (g 5) () = (g ) () buracen

0 (ppl + Tfhn) (Prz + TCIzn)

r
lizerinde transitif olarak hareket ettiginden 35 = ( s) el 6yleki S(x; = y1) = S(x, —

qp: tsqun qpz + sqzn
L DTy TSN DTy + TSNy
(i) (qu + SSlTl) o (qrz + sszn) d

(i) den qry +ss;n=qr, +ss;n => qry—qry =(ss; —ss;)n = q(rp—n) =
(ss;,—sspn=>nlq(rL—1,) M n | q elde edilir. Bu da bize Sel,(n) oldugunu
soyler. Boylece [5(n) F,, nin kenarlar: iizerinde transitif olarak hareket eder. F,, nin
kenarlarinin kiimesi K ile gosterilirse S: K — K dir ve Sely(n) € I' oldugundan birebir
orten bir doniisimdiir yani S bir permiitasyondur. Bdylece; Iy(n) nin F, ,, nin kenarlarini
transitif olarak permiite ettigi gosterilmis oldu.

Graflar goz oniine alindiginda F; ; = G, ; = F Farey grafi en basit graftir. Sonraki
en basit graf G, , grafidir. Bu graf késeleri [o] blogunda olan F, ,, grafinin ¥ (2) = 3 tane

izomorfik kopyasindan olusur. Bunlar koseleri;

x =~ _ _[x _3A. .
[oo] = {; eQ:y=0 modZ} = {y €Q: x tek,y (;Lft}

x =~ 0 X X = _ _[* 5. .
[0] = {;EQ. i ;} = {;eQ.x =0 modZ} = {ye(@.x cift,y tek}

x ~ 1 X X = —
[1] = {;EQ I = ;}— {;EQ)/ —x=0 modZ}

X =~ _ _[x _=.

= {; €Q:y = x mod2}= {y eQ:xvey tek}

bi¢iminde olan graflardir.

Gy 2 grafi igin n = 2 oldugundan u? = ¥1 mod2 dir. Bylece Sonug 2.17 den G, ,
kendi eslesmis bir graftir ve dolayisiyla bunun bir alt grafi olan F; , de kendi eslesmistir.

Bu da bize G;, ve F;, graflarinin yonlendirilmemis alt yoriingesel graflar oldugunu

sOyler.
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2 4 6 8 10 0 8 [ 1 10 g 2 & 10 1 6 ﬁ

Sekil 8. F; , Grafi

Sekil 8 de gosterilen bu grafin koseleri, [co] blogunda olduklart i¢in, s ¢ift olmak

lizere; 2 indirgenmis formdadirlar. Teorem 2.27 den g - § €F, , © ry —sx = +2 dir.

Lemma 2.26.

(i) F,n nin tim v késeleri i¢in, F, , = F_,,,, ye T(v) = —v ile verilen fonksiyon bir
izomorfizmadir.

(if) Eger m | nise F,, nin tim v koseleri i¢in, F, ,, den F,,, nin bir alt grafina
T(v) = "W/, ile verilen fonksiyon bir izomorfizmadir.

Ispat:

(i) F, , nin koselerinin kiimesi [o0],, = {% €Q:y = 0 modn} ve F_, , nin kdselerinin
kiimesi [o0]_,, = {g eQ:y=0 mod(—n)} = {5 €Q:y = 0modn} oldugundan [oo], =

[0]_p, == [oo] dur. T(v) = —v fonksiyonunun [oo] uzerinde birebir 6rten oldugu agiktir.
Simdi T doéniisiimiiniin yap1 koruyan oldugunu gosterelim.
a

P d_CnEFu,n olsun. Teorem 2.24 (i) veya (ii) saglanir. Farzedelimki teoremin (i) sikki

saglansin. Bu durumda, ¢ =uamodn ve ad—bc=1 dir. Boylece, (—c) =
u(—a)modn = —(—u)(—a)modn ve (—a)d — (—b)c = —1 dir. Dolayis1 ile, Teorem
2.22 (ii)) ye gore = ;—Z - ;—;eF_u,n dir. Benzer sekilde Teorem 2.24 {in (ii) sikkinin
saglandig1 varsayilip Teorem 2.24 (i) ye gore ;—Z - ;—:l €F_,, » oldugu gosterilebilir. Boylece

T birebir ve orten ve yap1 koruyan bir doniistimdiir yani T bir izomorfizmadir.
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(if) F, ,, nin koselerinin kiimesi [oo],, = {5 €Q:y = 0 modn} ve E, ,, nin kdselerinin
kiimesi [o0],, = {§ €Q:y = 0 modm} dir. T: [0],, = [©],, , T(¥) = ™"/, doniisiimiiniin

birebir oldugu aciktir ( Bu doniisiimiin orten olmasi1 gerekmez ¢iinkii; m =5 ve 5| 20

20v

2 1 .
- = olur ve buradan v = = olurki bu [eo],

oldugundan n = 20 icin § €[00 igin = = =

nin elemani degildir.). Simdi gosterelimki T doniisiimii yap1 koruyan bir doniistimdyiir:
r X

T X - o H
V=W e E,, olsun. T(v) = o T(w) € E,;, oldugunu gosterelim.

Farzedelimki teorem 2.24 (i) saglansin. Bu durumda, x = ur modn ve ry — sx = 1 dir.

m | n oldugundan x = ur modm dir. Dolayisiyla x = urmodm ve ry—sx =1

oldugundan Teorem 2.24 (ii) geregi # - yim F, m de bir kenardir. Benzer sekilde teoremin
(i1) sikkinin saglandig varsayilip # - yx—m F, m de bir kenar oldugu gosterilebilir. Bu bize

T nin bir F,, den F, ,, ye bir monomorfizma oldugunu sdyler. Ancak F,,, nin bir alt
grafina izomorftur.m

Lemma 2.26 (ii) de m = 1 oldugu durumda asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc¢ 2.27. F, ,, nin tiim v koseleri i¢in F, , den F(= G, ; = Fy ;) in bir alt grafina
f:v - —v ile verilen bir izomorfizma vardir.m

I nin transtifliginden, ayn1 durum G, , de igerilen F,, nin geriye kalan ¥(n) — 1
tane kopyasi i¢in de dogrudur.

Teorem 2.28. F; , baglantilidir.

ispat: F; , nin her bir v késesinin F; , de bir yol ile oo ile birlestigini gdstermek
yeterlidir. ve F;, ise v = %; a,beZ; b =1 ve (a,2b) = 1 indirgenmis formundadir. b
tizerinden indiiksiyon uygulayalim:

b=1lisev = % dir ve% - %F1,2 de bir kenardir (¢linkii; (a, 2b) = 1 oldugundan a
tektir buradan 1 = 1.a modn ve a.0 — 2.1 = =2 dir.)

b = 2 ve F;, nin paydas1 2b den kiigiik olan biitiin koselerinin oo ile birlestigini
varsayalim. v = % nin paydast 2b den kiiciik olan bir w kosesine birlestigini
gosterirsek v - w — o olacagindan ispat tamamlanir.(a, 2b) = 1 oldugundan (a, b) =1

dir. Boylece; 3c, deZ oyleki ad — bc = 1 dir. 0 < d < b oldugunu varsayabiliriz. Aksi

durumlari inceleyelim:
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(i) d = b olsun. ad — bc = 1 oldugundan ab — bc = 1 den (a — ¢)b = 1 olurki bu
b > 2 olmasi ile celisir. Bu celiski d = b oldugunu varsaymaktan geldi. Varsayimimiz
yanlistir yani d # b dir.

(if) d < 0 olsun. Bu durumda d + kb yi pozitif yapan en kiiciik k := k,€Z tamsayisi
icin d yerine d + k;b yazarak 0 < d + kb < b olur ve bu durumda c yerine de c + k.b
yazarsak  a(d + k.b) — b(c + kia) = ad + ak,b — bc —ak,b =ad —bc =1 elde
edilir. Boylece, 0 < d < b oldugunu farzedebiliriz.

Simdi ¢ nin tek ve ¢ift olma durumunu géz 6niine alalim:

c ¢ift ise; ((a,2b) = 1 oldugundan a tek) a — c tektir ve 0 < d < b = —b < —d <

0 = 0<b-—d<b oldugundan w =

2-0) kosesi istenen kosedir ( d(a—c) —

c(b—d)=da—dc—cb+cd=da—cbhb=1 ve (a—c,b—d)=1 oldugundan

a—c a—c

W= indirgenmis bir kesirdir.). Yani Py -0

a.2(b—d)—2b.(a—c) =2ab —2ad — 2ab + 2bc = —2(ad —bc) = -2 ve a—c =

F; , de bir kenardir. Gergekten;

—1.a mod2 oldugundan F; , de kenar sartlar1 saglanir.

c tek ise;, w= i istenen  kosedir ( ad —bc=1 oldugundan

(c,d)=1 Ct=ek (¢,2d) = 1 oldugundan w = % indirgenmis bir kesirdir.). Yani % - i
F, , de bir kenardir. Gergekten; a.2d — 2b.c = 2(ad — bc) = 2 ve c ve a ikisi birden tek
oldugundan ¢ = 1.a mod2 ve F, , de kenar sartlar1 saglanur.

Boylece b lizerinden indiiksiyon ile F; , nin baglantili oldugu gosterilmis oldu.m

Teorem 2.29. n < 4 ise F, ,, baglantilidir.m

Teorem 2.30. n = 5 ise F, ,, baglantili degildir.

Ispat: Fis, Fp5, F35 ve F,s alt yoriingesel graflarmim baglantililiklarim
inceleyelim. Lemma 2.26 (i) den Fy 5 = F_; 5 ve —1 = 4 mod5 oldugundan F; 5 = F, 5
tir ve boylece F;s baglantisiz oldugu gosterilirse F,s de baglantisiz olur. Benzer
sekilde Fp5 = F35 oldugundan F,5 in baglantisiz oldugu gosterilirse F3s5  de
baglantisiz olur.
F; 5 1 g0z Oniine alalim:
Teorem 2.24 geregi

s X
——cF,: &
s yEhLs

(@) x = r mod5 very — sx = 5 veya
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(b) x = —r mod5 ve ry — sx = =5 tir.
Boylece r = F1mod5 olan g kdseleri x = F2 mod5 olan 3 koseleri ile asla

birlestirilemezler. Bu ylizden bu koseler farkli baglantili bilesenlerde bulunurlar ve
boylece F; 5 baglantili degildir.

F, 5 i g6z 6niine alalim:

1
o0 Re(z) = 2 Re(z) =1 fo'e)

A AN I

9 2 11 11 3 7 11 4 13 9 17 6 13 34 7

25 5 25 20 5 0 15 5 15 10 15 5 10 25

T TEMEL BOLGE

Sekil 9. F, 5 Grafi

Fys5in %ile 1 araligindaki higbir kosesi bu araligin disindaki higbir kose ile

ardigik degildir. Varsayalimki F, 5 in % ile 1 araligindaki herhangi bir kdsesi bu araligin
disindaki bir kose ile ardisik olsun. Bu durumda séz konusu ardisik koselerin
olusturdugu bu kenar ya Rez =% dogrusunu ya da Rez =1 dogrusunu kesmek
zorundadir.

e Bu kenar Rez = % dogrusu ile kesisen bir kenar olsun:

Bu kenar v < = < W,V = — —¢ F, 5 olmak iizere; Z 5= seklindedir. Sonug 2.25 ile
2 5b’ 5d ' 5b  5d

S5v = %ve 5w = gkéseleri F de ardisik koselerdir.
2 <1< < oldugundan £ < 2 < £ dir. 2.2 — 1.5 = —1 oldugundan Lemma 2.20 den
5b 2  5d b "2 d

2=2ve g F de ardisik koselerdir; bu yiizden% = 2 dirve 5.1 — 2.3 = —1 oldugundan

ve

N | Ul
Rlw =

= 3 F de ardisik kdselerdir bu yiizden 2 = 3 tiir. Buradan v = Eve w = %tir ama

3 # —4 mod5 oldugundan E - % nin F, 5 te bir kenar olamayacagi ¢eliskisi elde edilir.
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e Bu kenar Rez = 1 dogrusu ile kesisen bir kenar olsun:
a4 <
5b’ 5d

a

Bu kenarv<1l<w,v= P

€ F, 5 olmak tizere; — — é seklindedir. Sonug

2.28. ile 5v = %ve 5w = gkéseleri F de ardisik koselerdir.

% <1< é oldugundan% <5< % dir. co - 5 F de bir kenardir. Dolayisi ile F
de% - 2 ile 0 — 5 kenarlar kesisir. Bu geliski hipotezi dogrular. Yani; F, s in % ilel
araligindaki higbir kosesi bu araligin disindaki higcbir kose ile ardisik degildir. Boylece;
F, 5 grafi en azindan iki bilesene sahiptir yani F, 5 grafi baglantili degildir.

Boylece n = 5 oldugu durumda F, ,, alt yoriingesel grafinin baglantisiz oldugu
gosterilmis oldu.m

Teorem 2.31. F, ,, baglantihdir & n < 4 .m

Tamm 2.32. vy, v, v lic kése olmak iizere vy » v, = v3 - v; seklinde , yani
kenarlarin hepsi ayni yonde ise buna yonlendirilmis liggen ; v; = v, « v3 = v; gibi
farkli yonde kenar varsa buna da ters yonlendirilmis iicgen denir. Kendi eslesmis bir alt
yorilingesel grafta bu iki kavram birbirine denktir.

Teorem 2.33.

(i) ., yonlenmis bir iiggen igerir & u® ¥ u + 1 = 0 modn.

(if) n > 1 ise, F, ,, ters yonlii liggen igermez.

ispat:

(i) £, nin yonlendirilmis bir iiggen icerdigini varsayalim. Teorem 2.25 ten [5(n)

F, », nin koseleri lizerinde transitif olarak hareket ettiginden bu ii¢ggenin oo — % >V >0

bi¢ciminde oldugunu varsayabiliriz. v = & olmak tizere é =v o= % kenarina Teorem
2.24 1 uygularsak v < oo oldugundan r.0 —sn.1 = —n dir. Buradan s = 1 elde edilir.
Yani v = %bigimindedir. % - % kenarina Teorem 2.24 i uygularsak;

(@) r = u?modn,u —r = 1veya

(b) r = —u? modn, u —r = —1 elde edilir.

5 u-r=1oldr=u-1 2 2
@danr =u*modn —u—1=u"modn=>u*—u+ 1= 0modn ve

2 u—-r=-1old.r=u+1 2 2
(b) den r = —u” modn > u+1=-u*modn = u*+u+1=0modn

dir.
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Tersine; u? ¥ u + 1 = 0 modn. ise Teorem 2.27 geregi % - uT’_Ll F, » de bir kenardir

P u ut1 .. u
ve transitiflikten E, ,, de oo — = ve — — oo kenarlar1 vardir. Boylece; F,,, de 0 - — —
’ n n ’ n

u+1 " - .
—— yonlenmis tiggeni bulunur.

ii) Aynen (i) de oldugu gibi bir r€Z icin v = - bi¢iminde olmak iizere; 00 — = «
n n

« kenarina Teorem 2.24 i

%—»oo un FE,, de bir iiggen oldugunu varsayalim.

S
S =

uygularsak,

@ r =1modn,r —u =1 veya

(b) r = —1 modn, r —u = —1 elde ederiz.
Her iki durumda da u = 0 modn olurki bu n > 1 i¢in u nun modn ye gore bir birim
olmasi ile gelisir. O halde varsayimimiz yanhstir. Yani; n > 1 ise F,, grafi ters

yonlendirilmis bir liggen icermez.m

2.2. '3 Modiiler Alt Grubu

I'3 ile T modiiler grubunun elemanlarinin kiipleri alinarak elde edilen grubu

a b

gosterecegiz. [10] dan goriilebilecegi gibi, I3 = {(C d) €ET:ab+cd=0 mod3} tiir.

I3 grubunun elemanlari; a, b, ¢, d birer tam sayr olmak iizere, (3Ca 3bd),

(3ac 3db

Teorem 2.34.[3]

X = (0 _1), y = (O _1)olmak1’jzere;

) ve (Ccl Z) matris gosterimlerinden birine sahiptir (Kesicioglu, 2011).

1 0 1 1
I =T3+ yI'® + y2T3, T3 =(x, yxy? y*xy)veayrica|l': I'3| = 3 tiir.m
Lemma 2.35.

(i) I'® grubunun Q tizerindeki hareketi transitiftir.

(ii) Q@ nin elemanlarmin sabitleyeni sonsuz mertebeli devirli bir gruptur.m
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2.2.1. F3,, Alt Grafi

(@,f) e QxQ ve g €T3 olmak iizere T grubu g: (a,B) = (g(a), g(B)) ile
Q x Q kiimesi tizerindeki hareketini ve bu hareketin yoriingeleri olan alt yoriingeleri gz

oniine alalim. I'3, @ iizerinde transitif olarak hareket ettigi icin her alt yoriinge, >
g y ge, =

u, (u,n) = 1) noktalar igin (00, %) ciftini igerir. Bu durumda alt yoriingesel grafi kisaca
E2, ile gosterecegiz.

I'3, bloklar1 gegisli olarak permiite ettigi igin, [6] da oldugu gibi bloklara karsilik
gelen tiim alt graflar izomorfiktirler.

Boylece, G, nin koseleri, [co] = {% €Q:y=0(mod n)} blogunu olusturan F,

alt grafin1 goz oniine alacagiz.
Teorem 2.36. F2,=F., » < n=n'veu = u'mod 3n dir.

Ispat: Egn=Fy, <0 (oo,%) =0 (oo,Z—:) & 3T €T3:T() = oo Ve T(%) = Z—:

1 3
0 1

1 3k

tir. T(o0) = oo oldugundan T € (( 0 1

)) =T2 tiir. Buradan T = ( ) dir. Ayrica

u u’ . 1 3k\ u u’ u+3kn u’ ;L g
T (Z) = — oldugundan (O 1 ) (n) = (n’) = —== olup (u',n") = 1 oldugundan
n=n" ve u' =u+3kn=u' =umod3n dir. Boylece F,, =F, S n=n" ve
u = u' mod 3n dir.m

X

Sonu¢ 2.37 [4] . g -3 F3(= F},) grafinda bir kenardir

(@) r = 0mod3ise,y = +smod 3, ry — sx = +1,

(b) s = 0mod3ise, x = +r mod 3, ry — sx = +1,

(c)r,s #0mod3ise,x #+rmod 3, y # tsmod3, ry—sx =+1.m

Lemma 2.38. F3te- — = dir & F3 te= - = dir.

s y y s

Ispat: F3 te E - % olsun. Sonu¢ 2.37 deki iic durum benzerlik gosterdigi icin

r=0mod3 ,ry—sx =1 ( bu durumda y = s mod 3 tiir. ) oldugunu varsayip %—)E

oldugunu gosterecegiz. Diger tiim durumlar tamamen benzerlik gostereceginden burada
ispat edilmeyecektir.

r = 0mod3 ve ry — sx = 1 oldugundan Sonug 2.37 (a) geregi x,y,s # 0 mod 3

tiir. Bu durumda 5 - g oldugunu gosterirken Sonug 2.35 (€) yi g6z 6niine almaliyiz.
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ry —sx =1 oldugundan xs—ry=-=1 dir. O zaman gostermeliyiz ki;
y # —smod3 ve x Z —r mod3 tir. y,s # 0 mod3 ve y = s mod3 oldugundan y #
—s mod3 kolaylikla elde edilir. Benzer sekilde; r = 0 mod3 ve x Z 0 mod3 oldugundan

x # —r mod3 elde edilir. Boylece Sonug 2.37 (c¢) geregi, 5 - E F3 te kenardir. m

Onerme 2.39.T = (Ccl Z) € I3, TG) = % >1,(c+d)—(a+b) =-1olsun.

Bu takdirde; % - % F3 tebirkenardir & a=b =c =2mod3, d =1mod3 tir.
ispat :

15 2
=

% - % F3 te bir kenar olsun. Bu durumda, Sonug 2.35 (c) den,a + b % 2 mod3 ve

c+d %2 mod3 oldugu gorilir. Diger taraftan, (¢ + d) — (a + b) = —1 oldugu da
g0z Oniline almirsaa+b =1 mod3vec+d =0 mod 3 oldugu elde edilir.a +b =
1 mod3 ve ¢c+d =0 mod3 denkliklerinin yam sira T € [ gere§i ab +cd =
0 mod 3 oldugundan a? + b? + ¢? + d?> = 1 mod 3 oldugu kolaylikla gériiliir. c +d =
0 mod 3 gergeginden yola ¢ikarak asagidaki ii¢ farkli durum igin a® + b? + c¢? + d? =
1 mod 3 denkligini saglayan a, b, ¢ ve d ¢oziimlerini elde edecegiz.

1.Durum: ¢ =d =0 mod 3 olsun. Buradan, a®+ b%* = 1mod 3 elde edilir.
a+b =1 mod 3 oldugunuda g6z Oniine alirsak ab = 0 mod3 oldugu goriiliir. ab =
0mod3 ise, a=0 mod3 veya b =0 mod3 dir. a=0 mod 3 igin, ¢ =0 mod 3
oldugundan ad — bc = 0 mod 3 elde edilir ki bu ad — bc = 1 ile gelisir. b =0 mod 3
icin de d = 0 mod 3 oldugundan ad — bc = 0 mod 3 elde edilir ki bu ad —bc =1 ile
celisir. Boylece, c = d = 0 mod 3 i¢in ¢dziim yoktur.

2Durum: c=1mod3 ve d=2 mod3 olsun. Buradan, kolaylikla
a’ + b? = 2mod 3 elde edilir. a+ b =1 mod 3 oldugunuda goz oniine alirsak ab =
1 mod3 ve dolayisiyla a = b = 2 mod 3 elde edilir. Ancak bu durumda ad — bc =
2 mod 3 c¢eligkisi elde edilir. Boylece, c =1 mod 3 ve d = 2 mod 3 i¢in de ¢6ziim
yoktur.

3.Durum: ¢ =2 mod 3 ve d =1 mod 3 kongriianslarin1 kabiil edelim. Buradan,
a’ 4+ b? =2mod 3 elde edilir. a+b =1 mod 3 oldugunu da goéz Oniine alirsak
ab = 1 mod3 ve dolayisiyla a = b = 2 mod 3 elde edilir ki ad —bc =1 esitligi ile
birlikte a = b = ¢ = 2 mod3, d = 1mod 3 istenilen ¢o6ziimdiir.

[Tt}
&=
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1

Tersine, T = (Ccl b) ers, T(—

d 1
2mod3, d =1mod 3 olsun. Bu durumda, TG) = % olup % - % nin F3 te bir

a+b B B
)_m>1’(c+d)—(a+b)——1ve a=b=c

kenar oldugunu gorelim. Sonug 2.37 (c) yi goz Oniine aldigimizda, r =s=1very —

sx = —1 durumlar1 s6z konusudur. Burada, x =a+b=1mod3vey =c+d = 0olup

Sonug 2.37 (¢) ye gore % - g F3 te bir kenardir.m

Yukarida verdigimiz Onerme 2.37 ile % - TG) i F3 te kenar yapan T

doniisiimlerinin bir smifin1 belirlemis olduk. Bu 6nermenin bir sonucu olarak simdi

N . 3 1. . . .4 y N
verecegimiz Onerme ile F*° te - in gidecegi en uzak kdsenin 3 olacagini gorecegiz.

0 _(a b 3 (1) _ atb .
Onerme 2.40.T = (c d) er:T (1) =——> 1 olsun. Bu takdirde;
. l l 3 . . l _a+b i .

(1) -—T (1) F° te bir kenar ise T (1) =g =5t

(ii) %—>§ F3 te bir kenardir ancak ve ancak, n € Z* U {0} olmak {iizere T € I'3

—14+12n 5-—12n

1497 4—on ) bi¢imindedir.

déniisiimii T = (

—1+4+12n 5-12n

+ 11 =
(iii) n€Z* U {0} olmak iizere T = (—1+9n 4 —9n

) €T3 bicimindeki
dontigiimler hiperbolik doniisiimlerdir.

ispat:

. 1\ _ a+b 1 1\ . -3 . . _

(i) T(I) =—> 1veI—>T(I) i F* te bir kenar ise Sonug 2.35ten a+b =c+

d+ 1 dir. B(iylece,TG) = %z 1 +$Olup %—> 1 +$ F3 te bir kenardir. ¢ +d =

0 mod 3 oldugundan ¢ + d nin en kii¢lik pozitif degeri 3 olur. Dolayis1 ile T G) =1+

1 4 _—
— < -elde edilir.
d 3

(i) T(;)=3=2" olsun. a+b=c+d+1 oldugundan T =

: a 4—a)

c 3-c¢
bicimindedir. T € I' oldugundan, 3a—4c=1 ve dolayisiyla a=-1+4k ve

—1+4k 5-—4k
—1+3k 4-3k

yandan T € I'® oldugundan (=1 + 4k)(5 — 4k) + (—1 + 3k)(4 — 3k) = 0 mod 3 dir.
Bu son denklikten k = 0 mod 3 elde edilir. Boylece, k = 3n, n € Z bigimindedir. Sonug

—1+12n 5-12n
—14+9n 4 —9n

c=—-1+3k, k€Z dir. Dolayisiyla, T = ( ) bigiminde olur. Ote

olarak; T donisimi T = ( )bigimindedir. Onermenin tersi agiktir.
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. (—1+412n 5-12n
(i) T_(—1+9n 4—9n

|3n + 3| >3 > 2 oldugundan bu tip doniisimler hiperboliktirler. Bu sekildeki T

) déniisimiiniin izi 3n+3 olup Yn =0 igin

doniisiimlerinin sabit noktalar;

(21n—5)+V9n2 +18n+5 (2.16)
“1/2 = 18n—2 '

dir.
_r
[(On—-1)z+4-9n]?

)2 <1 ve |T'(z)| = (

Ote  yandan; T'(z) = olup, Vn=0 tamsayis1 icin

2
3n+3+Von2+18n+5

2
3n+3-von2+18n+5

—1+12n 5-12n
—14+9n 4 —-9n

dir. Boylece, T(1) - T?(1) kenan goz

'z = ( ) > 1dirm

Onerme 2.39 (i) ile belirlenen T=( ) déniisimi  icin
12n+11
In+8

T2(1) =

olup, T?(1) —T(1) =

27n+24

oniine almirsa T(1) ve T2(1) koseleri arasindaki en uzak mesafe; n = 0 icin elde edilen

1
— olacaktir.
24

Ornek 2.41. Onerme 2.40 de n = 0 igin, T = (:1 i) € I'® doniisiimii ile% - % -
a1 seklinde en uzak koseler olusur. Ayrica, T = (_1 5) ile elde edilen T(z) = Z=3
8 - Ayrica, 1 4 =)
doniisiimiiniin sabit noktalar1 z; = %g ve z, = 5+2\/§ dir.

Simdi, bizim c¢alismamizin ana problemi olan F3 grafinin baglantililik &zelliklerini
irdeledigimiz teoremi ifade ve ispat edecegiz. Teoremi burada ifade ettikten sonra ispati
sekillendirmek i¢in yeni bir dizi lemma, Onerme ve teorem ispatla paralel bir sekilde
verilecektir.

Teorem 2.42. F3 grafi baglantisiz bir graftir.

Ispat: Sonug 2.37 den kolayca gériiliir ki F3 periyodu 3 olan periyodik bir graftir.
Yani, F3te a — b ise yine F3 te Vm € Z igin a + 3m — b + 3m dir. Bdylece, bir m € Z
bulunabilir dyle ki a + m ve b + m den sadece biri o dur veya a + m ve b + m nin her
ikiside [ 1,4 ] kapali araliginin i¢indedir. Bu yilizden asagida Sekil 10 da goriildiigii gibi

hesaplamamizi yalnizca [ 1,4 | aralig1 i¢in yapabiliriz.
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o ]
[

Ml'

E
=

4
3

Sekil 10. F3 Grafi

1 :5 € I'3 hiperbolik déniisiimiinii géz oniine alalim. Bu elemana karsilik

T=(1

gelen T(z) = z

wv

doniisimi agik olarak [1,4] N Q lizerinde kesin artandir ve sekilde

RS

5-V5 5+V5
2\/_ ve V5

gosterilen noktalar1 doniistimiin sabit noktalaridir ( T doniisimii

hiperboliktir). Ustelik, T™ () —» T™ G) kenarinin negatif olmayan tiim m tamsayilari
icin F3 te bir kenar oldugu kolayca gosterilir.

Gergekten; tiimevarim yontemiyle,

m=1igin, T(0) =T (%) = % - % =T G) olup 6nerme dogru.

m = k icin, T*(o0) » T* G) olsun. Bu durumda gostermeliyiz ki, m = k + 1 i¢in
de T**1(o0) - Tk*? G) dir. Gergekten;

T*+1(00) = T(T*(e0)) - T(T*(3)) = T¥** (1) elde edilir ki boylece, her m € N
igin T™(00) - T™ (3) oldugu goriildi.

Buradan, Vvm  igin, T™(1) =T™(T()) > T™(T(1)) =T™1(1) ve

T™(00) - T™ G) = T™(T(0)) = T™*(c0) yani,
T™(00) - T™*!(00) (2.17)

oldugu goriiliir. Boylece eger;

%::Tm(%) N Tm“(%) < ise %=1+ﬂ ve

et (§) =7 (7 (9) = 7€) = 2= 1+ 5 g
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a_
1+—— -1

b 3B —(a-b) (219)

F3 te bir kenardir.

IS

11 ,

. " 1 A
Ornek olarak; F3te "o — riind-indi-e sonlu yolunu elde edebiliriz.

w

Bu teoremin ispatin1 tamamlayabilmek i¢in asagida bir dizi teorem, Onerme ve

lemmay1 verelim.

Lemma 243.T = (1 :2) € I3 olsun. Bu takdirde, {T™(1)} dizisi kesin monoton
artandir ve
r(Q) - TR =) () - - e19

dizisi F3 te artan sirada sonsuz bir yoldur.
Ispat: Sonu¢ 2.37 ve T(z) = S dontisiimiiniin [1, 4) N Q tizerinde kesin artan
olmasi goz Oniine alinirsa sonug agikardir. m

Lemma2.44. abeNvel< % < %ﬁ olsun. Bu takdirde, % <T (%) < S_T‘/g dir.

Ispat: % < %g oldugundan 2a — 5b < —/5b elde edilir. Bu esitsizligin her iki

tarafinin karesini alirsak, —a? + 4ab < —ab + 5b? esitsizligi elde edilir ve dolayisiyla

—a+5b

buradan = < =
b —a+4b

T (%) elde edilir. Diger taraftan, a? — 5ab + 5b% > 0 oldugundan,

5(a — 4b)? < (3a — 10b)?

(2.20)

dir. % < 2 oldugundan (2.20) esitsizliginin her iki tarafin karekdkiinii alirsak,
V5(a — 4b) > 3a — 10b (2.21)
elde edili. (221) den V5< 32:1(:’ =5+ 12@;2‘1 elde edilir ve buradan,

V5—-5< (—2)% olur. Yani, T(%) < s_z—ﬁ dir. m
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5-v5
2
5b—V5b2+4
2

Lemma 2.45. T yukaridaki gibi olmak iizere a ve b dogal sayilar i¢in 1 < % <

olsun. Bu takdirde %—> T(%) F3 te bir kenardir & u? =5b%>+4vea=
olacak sekilde u dogal sayis1 vardir.
Ispat: %—) T(%) F3 te bir kenar olsun. Sonu¢ 2.37 ve Lemma 2.44 den
a’? —5ab +5b? —1=0 elde edilir. Bu ikinci dereceden denklemi a ya gore
5-V5 5b—V5b2+4

¢ozdiiglimiizde %< — oldugunu da goz Oniline alirsak a = — elde edilir.

Buradan, a ve b tam say1 oldugundan v5b? + 4 sayisinin bir u tamsayist oldugu goriliir.

Boylece gerek sart gosterilmis olur. Simdi yeter sart1 gosterelim.

—5b+V5b2+4 5h
_ 2
M=, s (2.22)

2

a

elemaninin '3 te ve M (%) ==, M G) =T (%) oldugu kolaylikla goriiliir.

b
Gergekten; (2.22) ile verilen matrisin determinantindan
—5b+ 25b2+4 Nl 25b2+4 — (5b) - (=b) = 1o0lup M €T dir. Ayrica,

—5b +V5b2 + 4 5b + V5b2 + 4
z +5b — b~ > = —15b2 + 2b+/5b2 + 4 (2.23)

esitliginden ve her b igin bvV5b% + 4 = 0 mod 3 denkliginin dogru olusundan M € I'3
elde edilir. Ote yandan,

5b—/5b2+4
1 —5b+V5b%24+4  —, — _a a 5b—a _ 5b+V5b2+4 1\ -
M(=-)= = == ve T(-)= = =M (=) dir.
0 -2b b b b 4b—a  3b+V5b2+4 1

Buradan, M (%) =% ve M G) = T(%) dir. Boylece, F 3 te kenar olma tanimindan

a

=T (%) F3 te bir kenardir.m

1

0) :me N} kiimesindedir <

Teorem 2.46. % pozitif rasyonel sayist 4 = {Tm(
5y—/5y2+4
2

5y2+4=u?ve x = olacak sekilde bir u dogal sayis1 vardir.

Ispat:
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15 2
=

Lemma 2.45 ten gerek sart agiktir. Ciinkd; 56 A ise, Am, € N oOyle kif = T™o (%)

2.6 —./
! (%) =T (5) olup, Lemma 2.45 ten 5y2 + 4 = u® ve x = SYTW olacak

sekilde bir u dogal sayis1 vardir.

(13 2
&=

Tersine hipotez altinda biz; 5y2 + 4 = u? ve x = 2> *4 ‘;yZH olacak sekilde bir u dogal
o qrw x 1 . . -

sayis1 bulunabildiginde ,  saysmm A= {Tm (5) :meE N} kiimesinde olacagini

gosterecegiz. lim,y, o T™ (%) = 5_2—\/3 ( {Tm (%)} dizisi monoton artan ) oldugundan,

y=>1liginl < % < 5_2—\/3 oldugu aciktir. 1 < § < 5—7\/3 icin eger, gelemanl A da degilse,

Tk (%) < % < Tk+1 (%) olacak sekilde k € N mevcuttur. Buradan, Vk € N icin

() = R (2.24)

a

seklinde yazilabileceginden ve (2.18) i de goz 6niine alirsak;

5a —V5a2+4 5y —45y*+4
2

1
) — <
Y (2.25)
<1+ ¢
3a —Vv5a?+ 4
3a — 5
elde edilir. Kolaylik agisindan, v := v5a? + 4 ve u = /5y? + 4 yazilirsa,
S5a—v 5y-—u 5a +v
2 2 a 2
a < y <1+3a+v_3a+v (2.26)
2 2

elde edilir. Biliyoruz ki,
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5y —u 5y —u
2 7| —2—|=1+ gy —
y y 3y — >
F3 te bir kenardur.
5y —u 5y+u 5S5a+v
2 _ 2 2
T y B 3y+u< 3a+v (2.27)
2 2
5a-v 5y—-u

dir ve % < ; oldugundan, 5ay — vy < 5ay — au esitsizligi dogrudur. Dolayisiyla

< elde edilir.

buradan vy > au elde edilir. Diger taraftan (2.16) esitsizliginden Iy < ars

5y+u 5a+v
+

Bu son esitsizlikten vy < au elde edilir ki bu, daha 6nce dogruladigimiz vy > au ile
celisir. Boylece ispat biter.m

Sonug¢ 2.47.

bn
3bp—an

(2.28)

l—>O+l—>1+l—>1+3—>---—>1+a—"—>1+
0 1 3 8 by

F3 te sonsuz bir yoldur ve bu yolun tiim koseleri 5—7\/3 den kiictliktiir. Ayrica, 1 +§
kosesindeki x ve y dogal sayilar icin 5x% +4 ve 5y% +4 tam karedir. Ustelik,
3bn—+/5(bp)2+4 a

@y = 2P e Timy (1 +52) =

my = 555 g,
by

Ispat: Lemma 2.45 ten (2.28) F3 te sonsuz bir yoldur. Lemma 2.44 ve Teorem 2.46
dan bu yolun tiim koseleri %g sayisindan kiigiiktiir ve 1 + % kosesindeki x ve y dogal

sayilar1 i¢in 5x%+4 ve 5y%?+4 tam karedir. Yine Teorem 246 ya gore,
3bp—/5(by)2+4

a, = . olup,
3bp—_|5(bn)2+4
(g pm) o () gy (1 2 2
n— oo b,/ b, o by)  by-ow by T2
elde edilir.m
Teorem 2.48. T = (:1 i) ve 5_2—\/3 < % < 2 olsun. Bu takdirde;



46

i) =C<r(8) <2 di.

(ii) % ->T (%) F3 te bir kenardir © 5b% — 4 tam karedir ve a = @ dir.

Ispat:

(i) T donisimii géz Oniine alinirsa S_T\/g < % < 2 igin S_T\/g <T (%) < % oldugu
agikardir.

(i)

=T (%) = === F3te bir kenar olsun. Buradan, a? — 5ab + 5b% + 1 = 0 elde edilir

5b—V5b2—4

ve% < 2 oldugunu da goz Oniine alirsak, a = elde edilir. Boylece, V5b? — 4

ifadesi tam say1 olacagindan, 5b% — 4 ifadesi bir tam karedir.

&=
a 5b—v5b%2—4 a 5b+y5b2-4 X
51 - __2 AN_ 2 _* g3 .
Sonug 2.46 geregi, = p - T (b) = e F~ te bir kenardir. Acikca

2

burada, b #0mod 3 olmak durumundadir. Ciinki; b =3t, t € Z oldugunda

V5b2 — 4 = /45t2 — 4 olur ki bu durumda, 45t?> — 4 = 2 mod 3 yani, u?> = 2 mod 3
elde edilir. u?> = 2 mod 3 kongriiansmin ¢dziimii olmadigindan b = 0 mod 3 olamaz. Bu
yiizden, Sonug 2.37 deki (a) veya (c) durumlarindan biri s6z konusu olabilir.

(@) Sonug¢ 2.37 (a) da ki gibi a = 0 mod 3 durumunu ele alalim. Yukaridan,
b=1mod3 veya b =2mod3 elde edilir. b =1mod 3 durumunda a = 2 mod 3
olacagindan b = 1 mod 3 olamaz. b = 1 mod 3 igin ise, u = 1 mod 3 ve a = 0 mod 3

olur ve dolayistyla b = y = 2 mod 3 elde edilir. Diger taraftan T doniistimiiniin tanimi
geregi ay — bx = 1 oldugunu da goz oniine aldigimizda Sonug 2.37 (a) geregi, % ->T (%)
F3 te bir kenardur.

(b) Sonug 2.37 (c) de ki gibi a, b 0 mod 3 durumunu ele alalim. Yukarida oldugu
gibi b = 1mod 3ise,a = 2mod 3, u = 1 mod 3,y = 2mod 3, x = 0 mod 3 elde edilir
ve buradan b # y mod 3 ve x # a mod 3 oldugu goriiliir. Bu durumda da Sonug 2.37 (C)

geregi, % -T (%) F3 te bir kenardir. Béylece ispat tamamlanmis olur. m
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Sonug 2.49.

(2.29)

yolu F3 te azalan sirada sonsuz bir yoldur. Ayrica bu yolun tiim kdseleri, %ﬁ sayisindan

biyiiktiir ve 1 + % kosesindeki x ve y dogal sayilari igin 5x% — 4 ve 5y — 4 tam karedir.

Ustelik, a, = 22205002y fim,,_ (1 +22) =5‘Tﬁ dir. Burada T yukaridaki
gibidir.m
Teorem 2.50. k bir dogal sayr ve vy, vy, === , vy koseleri  F3 grafinin [1,3]

- . .. 5-V5 - . . 5=V5
araligindaki en azindan biri — sayisindan kiicik ve en azindan biri — sayisindan

biiyiik olan koseleri olarak verilsin. Bu takdirde, F3 te o0 - v, > v, > - > v,
bi¢iminde bir yol yoktur.
ispat:

©0

L ]

V1 "k
/—\ L m
1 4 2 3

5

ﬁ

o

3

N|

Eger yukaridaki sekilde de gosterildigi gibi F3te o0 - v; » v, > - > v, yolu

mevcut ise %g, F3 te kose olmadig igin v, < S_T\/g < VUpm4q olacak sekilde 1 <m <k

vardir ve v,, = V41 F3 iin bir kenaridir. Sonu¢ 2.45 ve Sonug 2.479 daki kenarlarin

(2.28) ve (2.29) dizileri biri artarak biri de azalarak %g sayisina yakinsadigi icin,

™ <—) =Up 2D Uper =T" (—) (2.30)

olacak sekilde m ve n dogal sayilart mevcuttur.
Varsayalim ki, n > m olsun. O halde; (2.30) ifadesi T~™ ile ¢arpilirsa ve Teorem

2.48 goz Oniine alinirsa en azindan bir b € N ig¢in,
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b7 a
1, pn-m (E) — = (2.31)
0

elde edilir. Boylece Sonug 2.37 den b = 1 elde edilir. Yani; % > % F3 iin bir kenaridir. Bu

durum yine Sonug 2.37 nin (b) sikki ile gelisir.
Varsayalim ki, n < m olsun. Bu durumda yukaridakine benzer sekilde (2.30)

ifadesini T~™ ile carparsak,
_n (1 3
T (3) - 2 (2.32)

elde edilir. Bu durumda, T™™™ > 2 olur. Fakat Sonu¢ 2.49 a gore her durumda

7™ (1) <22 olup bu bir geliskidir.

O halde, geriye sadece m = n durumu kaliyor. Bu durumda agikca F3

(=N

—_

=l w

grafinin bir kenar1 olmak zorundadir. Bu ise bir c¢eliskidir ve dolayis1 ile ispat
tamamlanir. m

Not: Buradan itibaren [3,4] araliginda grafin seyrini gérmek i¢in T doniisiimii yerine

4

S=T‘1=(1

) W PO <
) doniistimiinii g6z Oniine alacagiz.

Sekil 11. [3,4] arahigindaki F3 grafi

Lemma251.S=T"1= (4 _5) ve3<ic 5+/8 olsun. Bu takdirde,
1 -1 b

N a a 54+V5 .

(1) ;< S(Z) < > dir.

(i) % ) (%) F3 iin bir kenaridir & V5b2 — 4 ifadesi bir dogal sayidir ve
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5h+V5b2—4 .
Ispat:
(i) z € R olmak {izere, (5_2—\5, 5+2\/§) araliginda ki her z i¢in z < S(z) esitsizligi
saglanir. Ote yandan [3, 5+2\/§) (- (5_2\5, 5+2\/§) oldugundan 3 <2 > < 5+\/_ icin — < S ( )

5+\/_

5+\/§) _ 5+/5

)N Q kesin kiimesinde monoton artan ve S ( > >

dir. S doniisimi [3,

oldugundan S (—) < 5+\/_ dir. Boylece, 3 <2 L < 5+‘/— (;m 2« S( ) 5+\/— oldugu

b
gosterilmistir.
(i) % -S (%) = 4Z:Sb F3 {in bir kenar1 olsun. Bu durumda % <S§ (%) ve Sonug
2.2.4 ten,
a* —5ab+5b*+1=0 (2.33)

elde edilir. 3 < % oldugunu da g6z oniine alarak (2.33.) denklemini a igin ¢ozersek,

5b +V5bZ — 4
2 (2.34)

a =

dir. a, b € N oldugundan (2.34) esitligindeki 5h? — 4 ifadesinin tam kare olmas1 gerekir.

Tersine, 5b% — 4 bir tam kare ve a LA jb olsun. 5b% — 4 bir tam kare ve

= 2 (mod 3) kongriiansinin ¢oziimii olmadigindan b = 0 mod 3 olamaz. Bodylece,
Sonug 2.37 (b) durumunu ele almaya gerek yoktur. Diger iki durumu ele alalim:

a = 0mod 3 olsun. Bu durumda, b # 0 mod 3 tir. Bu da a—»b # 0mod 3
anlamma gelir ve buradan b = +(a — b) mod 3 elde edilir. Boylece, Sonug 2.37 (b)
durumu saglanir.

Simdi, a, b # 0 mod 3 durumunu ele alalim.

b =1 mod 3 ise, (2.31) den a = 2 mod 3 elde edilir ve Sonug 2.37 ( ¢ ) den

a a 4a-5b . .
- -5 (;) = 5 F3 {in bir kenaridir.
a—

b =1 mod3ise, (2.31) den a =1 mod 3 elde edilir ve Sonug 2.37 ( ¢ ) den

a a 4a-5b . .
=) (;) = 5 F3 {in bir kenaridir. m
a—
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Sonug 2.52.
1S LS , S S 3b—V5b2%+4
3=4—--">4—--">4—- > - 54 —-—2L— > .. (2.35)
1 2 5 b

4

seklinde S =T71 = (1

:i) doniisiimii ile elde edilen (2.35) yolu F?3 grafinin artan

: , - /- S
sirada sonsuz bir yoludur ve bu yolun kdse noktalarinin dizisinin limiti +T\/— dir.

5++/5
2

Ispat: S doniisiimii [3, )n Q kiimesinde kesin monoton artan oldugundan

(2.35) ile verilen yol artandir. Bu yolun kose noktalarinin dizisinin limitinin

3b—V5b2+4 S4vE
gim <4 - ; ) = +2 oldugu kolaylikla goriiliir.m

Lemma 2.53. 5+2@ < % < 4 olsun. Bu durumda,

N oa a 5+v5 .

(i) > S(E) > = dir.
5b+V5b2+4 .
2OTNOOTT dir.

i) £ 5 5(2), F3 iin bir kenaridir & 5b? + 4 tam karedir ve a =
b b 2

Ispat:

(i) R-— [5—2_\/3’%31 kiimesi tizerinde z > S(z) esitsizligi saglanir. Dolayisiyla

SJ;\/E < % <4 i¢in % >SS (%) dir. Ote yandan, S doniisiimii [5+T\/§ ,4) N Q kiimesinde
monoton artan ve S (5+‘/§) =8 ldugundan S (g) > 55 i
2 b 2
(i) Once 6nermenin gerek sartin1 gosterelim. Bunun igin, % ) (%) = 42:?] F3 iin
bir kenar1 olsun. % > S (%) oldugundan ve Sonug 2.37 den,
a’? —5ab+5b*—-1=0 (2.36)
elde edilir. 4 > % oldugunu da g6z 6niine alarak (2.36) denklemini a igin ¢ozersek,
_ 5b+V5b2 +4 (2.37)

a 2
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elde edilir. Diger taraftan a, b € N oldugundan (2.37) esitliginden 5b% + 4 sayisinin tam

kare oldugu sonucuna varilir. Boylece gerek sartin ispati biter. Simdi, yeter sartin ispatini

verelim.

Tersine, 5b2 + 4 bir tam kare ve a = %%WH esitlikleri gbz Oniine alinarak daha
once yaptigimiz gibi Sonug 2.37 de verilen kenar kosullar ile % -5 (%) = 4Z:zb nin F3
tin bir kenar1 oldugu kolaylikla elde edilir.m

Sonug 2.54.

0 S LS _— s 3b—V5b%+4
4 —-o54—->54-—>>5 - 54— — > .. (2.38)
1 3 8 b

.. . . . . 1. .. 5+/5 .
F3 {in azalan sirada sonsuz bir yoludur ve bu dizinin limiti — dir.

Ispat: S déniisiimii [%ﬁ ,4) N Q kiimesinde kesin monoton artan oldugundan

(2.38) ile verilen yol azalan siradadir. Bu yolun kdse noktalarinin dizisinin limiti

3b —/5b2 + 4
. B )
jim | 4 b
_5+45
2

dir.m

Teorem 2.55. k bir dogal say1r ve vy, v,, -, v, koseleri  F3 iin [3,4] deki en

azindan biri # sayisindan kii¢iikk ve en azindan biri 5+T\/§ sayisindan biiytlik olan kdseler

olsunlar. Bu durumda, F3 grafinda v; » v, — -+ > v, — oo yolu yoktur.
Ispat: Teorem 2.54 de [1,3] araliginda yapilan ispatin bir benzerini [3 , 4] aralig1 igin

yapacagiz.

vy, Uy, , Vg kOseleri  F3 iin [3,4] deki en azindan biri 5+T\/§ sayisindan kiiciik ve

en azindan biri 5+2—\/§ sayisindan biiyiikk olan koseleri olsun. 5+T\/§ noktas1 F3 te kose
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olmadigindan v, < %ﬁ < V41 olacak sekilde 1 < m < k vardir ve vy, = Vpy4q, F3 iin

bir kenaridir. (2.38) ile verilen koseler dizisi, 5+T\/§ irrasyonel sayisina yakinsadigi i¢in,

sm G) — oy, > . = ST(4) (2.39)

olacak sekilde m ve n dogal sayilart mevcuttur.

Varsayalim ki, n > molsun. O halde; (2.28) ifadesi S~ ile ¢arpilirsa Lemma

s . 5b+y/5b2+4
2.57 geregi meveuttur en az bir b € N dyle ki - sn-m (I) = + F3 iin bir
kenaridir. Buradan Sonug 2.37 ye gore, 3b — SD%SI)ZH = —1 ve dolayisiyla b = 1 olmak

zorundadir. Yani; §—> % F3 iin bir kenaridir. Bu ise yine Sonug¢ 2.37 nin (a) sikki ile

celisir.
Varsayalim ki, n < m olsun. Bu durumda yukaridakine benzer sekilde (2.39)

ifadesini S~ ile ¢arparsak Lemma 2.52 geregi, S™ " G) - % elde edilir ve dolayisiyla

5b +V5b% — 4 4
12) -7 F3 {in bir kenaridir. Buradan Sonug 2.37 ¢ gore,
5b + V5b% — 4
z —4b = -1 (2.40)

elde edilir. (2.40) in ¢éziimiinden b = 1 veya b = 2 bulunur. Sonug 2.37 ye gore; b =1
icin, %—» > eliskisi, b = 2 igin, 2 = celiskisi elde edilir.
Son olarak m = n oldugunu varsayalim. Bu durumda da %—) % F3 iin bir kenari

olmak zorundadir. Bu ise bir ¢eligkidir ve ispat tamamlanir.m
Daha once ifade etmis oldugumuz gibi Teorem 2.42 nin ispatin1 asagida

tamamlayalim.
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Teorem 2.42 nin ispatinin devami:

Teorem 2.51 ve Teorem 2.56 geregi, (5_2—‘/g 5+2‘/§

) araliginda F3 grafinin kdseleri oo’a

baglanmaz ve dolayisiyla F3 grafi baglantisizdir. Bdylece Teorem 2.42 nin ispati
tamamlanmigtir. m

Buraya kadar yaptiklarimizla calismanm ana problemi olan F3 grafinin
baglantisizligin1 gostermis olduk. Simdi, sayilar teorisi agisindan Onem arz eden
sonuglarimizi verelim. Ilk olarak asagidaki teoremle, her m € Z igin (9m? — 4)b? + 4
sayisini tam kare yapan b dogal sayilarini elde edecegiz.

Teorem 2.56. Tiim m dogal sayilar i¢in (9m? — 4)b? + 4 sayisim tam kare yapan b
dogal sayilari

0, 1, 3m, 9m? -1, 3m(9m?-1)-3m, -, a, b, 3mb—a, -
seklindedir.

Ispat: Ispat icin yukarida yapildigi gibi yalmizca [1,4] arahgm kullanmamiz

-1 3m+2
-1 3m+1

Diger taraftan Sonug 2.35 ile,

yeterlidir. M = ( ) matrisine karsilik gelen doniisiimiin I'3 te oldugu agiktir.

1 1\ 3m+1
AN M(_> _omt (2.41)
1 3m

F3 te bir kenardir.

xhIm2 doniisimi i¢in M'(x) = oldugundan M doniigiimii

—-x+3m+1

M(x) =

(—x+3m+1)2
[1,4] araliginda artan bir donisimdir. Ayrica (2.30) dan Vk €N igin
M¥ G) < Mk+1 G) oldugunu kolayca gorebiliriz. Yani, {M*(1)} dizisi [1, 4] kiimesinde

artan bir dizidir. Ustelik, M*(1) = [1 ; 3m,3m, -+, 3m| veya baska bir gosterimle;

k tane

ME(1) =1+

3m — 1
3m — 3 = (2.42)

w
3~
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dir.

. . . .. . .. . 3m+2-vom?—4
siirekli  kesir gdsterimine sahiptir. Ayrica, limy_,, M*(1) = m++

3m+2—-vom2—4

Boylece, VkeN icin M) < >

esitsizligi gecerlidir.

3m+2-Vom?-4 ()<% oMt oldugu kolayca goriiliir.  Ustelik,

a - a
Eger, < Ise T 5

a a __ —a+(Bm+2)b 3 . . .. k(1
> T(b) = ZarGmiDb F° te bir kenar ise Sonu¢ 2.35 ten Vk € N i¢cin M (1) -

Mk+1 G) F3 te bir kenardir. Buradan,

1 M 1 M 2 (1 M M 4 M a M
P omM() s (5) S s g S mM(G) S (2.43)
F3 te sonsuz uzunluklu bir y yoludur. (2.32) ile verilen bu y yolunun % koselerinin

paydalarindaki b tam sayilar1 (9m? — 4)b? + 4 sayisin1 tam kare yapar. O halde, (2.32) ile

verilen y yolunu yeniden;

2_ !
1+ 5 14— > 1+ 32” Sl L LS 1+L Sy
1 3m Im2z-1 3m(9m2-1)-3m b’
bl
seklinde yazabiliriz. Ayrica,
0, 1, 3m, 9m? -1, 3m(9m? -1) - 3m, ---,a, b, 3mb —a, - (2.45)

tam sayilar, (9m? — 4)b? + 4 sayisini tam kare yapar.
Simdi rahatlikla soyleyebiliriz ki sadece yukarida (2.34) ile verilen negatif olmayan
b tam sayilar1 icin (9m? — 4)b? + 4 tam say1s1 bir tam kare olur.

Tersine, (9m? —4)b? + 4 sayisim tam kare yapan t dogal sayilari var olsun.

Bm+2)t—_|(9m2-4)t2+4

O halde; %z i rasyonel sayisi
1

3m+2—Vom2—4
2

sayisindan daha

a

> ) F3 {in bir kenaridir. Varsayalim ki baz1 k
1

kiigiiktiir ve Sonug 2.37 geregi, % - T(
1

dogal sayilar1 igin M"(%) < % < Mk+? G) olsun.

1
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™ G) < ‘;—i < Tm+1 (Z—i) < Mk+? G) (2.46)

elde ederiz. Buradan baz1 y ler i¢in asagidaki esitsizlik dogrudur.

Bm+2)y—_[(9mZ-4)y2+4

k(1 — 2 e
Me(3) = 1+ y < (2.47)
Diger taraftan asagidaki esitlikler de dogrudur.
Bm+2)t—_|(9m2-4)t2+4
aq ai
o1+ ; - T(3) (2.48)
T(2)=1+ - (2.49)
b mt— |(om2—a)¢2
1 st 3mt- [(9 i 4)t2+4
MK (2) =1+ 2 2.50
(1) iy 3my-— 9,22_4)y2+4 ( )
aq k+1 1 . . ee . - .
(2.48)ve (249)dan T (—) < M (—) esitsizligi dogrudur. Yani,
by 1
1+ : <1+ Y (2.51)

3mt— /(9m2 -4)t2+4
t

2

3my—_[(9m2-4)y2+4

3m
2

3my

esitsizligi dogrudur. (2.47) esitsizliginden t/(9m? — 4)y2 + 4 > y,/(9Im2 — 4)y? + 4

elde edilir. (2.51) esitsizliginden de t,/(9m2 —4)y2 + 4 < y,/(9m? — 4)y2 + 4 elde
edilir. Bu ise agik bir celiskidir. Boylece, % sayist {M k G) tk € N} kiimesinde olmak
1

zorundadir. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar. m

Sonug 2.47 ve Sonug 2.49 u gz Oniine alirsak asagidaki iki sonucu ispatsiz olarak
verebiliriz. Bu iki sonug ile 5b? F 4 formundaki tam sayilar1 tam kare yapan b pozitif tam
sayilar elde edildi.

Sonug 2.57. 5b2 + 4 sayisin1 tam kare yapan negatif olmayan b tam sayilari,
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0,1, 3, 8, 21, 55, 144, - , a, b, 3b—a, - (2.52)

seklindedir.m

Sonug 2.58. 5h? — 4 sayisini tam kare yapan negatif olmayan b tamsayilari,

1,2, 5 13, 34, 89, -, a, b, 3b—a, - (2.53)

seklindedir.m
Tanim 2.59. Fibonacci dizisi,
fi=1f,=1vef, = fn_1+ fu_2, n = 3 seklinde tekrarli olarak tanimlanir. Bu dizinin
terimlerine Fibonacci sayilari denir.
Buna gore Fibonacci sayilarinin ilk birkag tanesi sOyle siralanir:
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,987,1597,2584,4181,6765,10946...

1+/5
2

Teorem 2.60. n bir pozitif tamsayl, a = , B = %g olsun bu takdirde; n.
Fibonacci sayisi f,, = \/ig (a™ = ™) dir.

Ispat: Ispati n iizerinden ikinci matematiksel indiiksiyon prensibini kullanarak

yapalim:
1 ((1+VE)" 1-vB\! 1 . .. <
f1=\/_§<(+2 ) _( _ )):\/—g\/§=11c;1nn=11<;1nd0grudur.

n ye kadar olan tiim tamsayilar i¢in dogru olsun.

n + 1 i¢in dogru oldugunu gésterelim:
1 1 _ _ -
fo=7@" = B"), fao1 = 7 (@™ = ") oldugundan;

fas1 = fat far = (@ + a1 = pr = ") = Z (@ Ha+1) - BB + 1)
dir. a? = @ + 1 ve % = B + 1 oldugundan;
fass = fu+ faor = (@ 1a? = BT1B%) = (@™ — B™*) elde edili.

Yukaridaki iki sonugtan, Fibonacci dizisiyle iligkili olarak asagidaki 6nemli sonucu
elde ederiz.

Sonu¢ 2.61. {a,} ve {b,} dizileri sirasiyla; (0,1,3,8,21,55,144,---,a, b, 3b —
a, - )ve(1,2,513,34,89, ---,a, b, 3b —a,---) olsun. Bu iki dizinin elemanlarindan

elde edilen (aq, by, a,, by, -+, a,, by, , -+ ) dizisi Fibonacci dizisidir.
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Ispat: Tiimevarim yontemiyle her n € N* icin a, + b, = ap4q V€ by + apyq =
b,y1 oldugunu  gostermeliyiz. n=1 1i¢in a+b;=0+1=1=a, ve
by +a, =1+ 1= 2= b, olup iddia dogrudur. Varsayalim ki k € N* i¢in iddia dogru

olsun. Yani;
ay + by = A1 Ve Dy + Agi1 = Dy (2.54)

olsun. Bu durumda gostermeliyiz ki; ajyq + bry1 = Qraz V€ Dbry1 + Arin = by dir.
Oncelikle ay,1 + bgy1 = ax4p oldugunu gosterelim.
{a,} ve {b,} dizilerinin tanmimindan a,,, = 3a, —ay_, Ve by, = 3by — by_4

oldugunu elde ederiz. Buradan (2.54) esitsizligini goz oniine alirsak,
Q1+ by = 3(ag + by) — (ag—1 + br—1) = 3ax41 — Ak = Ay (2.55)

elde edilir. Benzer sekilde,
by + ary1 = 3bg—q — bz +3ax —ag_1 = 3(bg—1 + ap) — (@g-1 + br—2)
= 3by — by_q = by, dir. Bdylece bp,q + agyp = bry, oldugu da

gosterilmis olur. Bu ispati bitirir.m

2.3. I'°(n) nin Alt Yériingesel Graflar

Bu son kisimda yine modiiler grubun cok caligilan

r‘tn) = {(CCL b;) :a,b,c,d, neZ ve ad — ben = 1} kongriians  alt grubunun alt

yoriingesel graflarinda devreler ve graflarin baglantililiklar1 g6z oniine alinacaktir. Bunun

i¢in I'°(n) nin transitif oldugu en biiyiik kiimelerden birinin alinmas: gerekir.

00eQ alindiginda 2 = I'’°(n)() = {(Ccl bdn) ((1)) = (Z) : (Ccl b;) eFO(n)} kiimesi Q

da I'°(n) nin transitif olarak hareket ettigi en biiyiik kiimelerden biridir. '°(n) nin 2
tizerindeki hareketinin transitif oldugu asikardir. Ciinkii Vv, wef2 igin T (0) = v, M () =
w olan T,Mel'°(n) vardir. Bu durumda; Mo T~1(v) =w dir. Yani, I'°(n) nin 2

lizerindeki hareketi transitiftir. Boylece, (I'°(n), £2) bir transitif permiitasyon grubudur.

Onerme 2.62.neN olmak iizere, I'°(n) = ((é 711)) dir.
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e ={G D (¢ D0 =0)
z{(ccl d)er ()= ()}
={(5 "M):ra-bno=1}
={(o De=1={( 7)rer)

n > 1ic¢in, I2(n) < I'(n) < I'°(n) dir. Bdylece, v = Zw= geﬂ ve g(o) = v ve

S
h(x) = w olan g, hel'°(n) mevcut oldugundan; v ~ w :< hegl'°(n) ile tanimlanan
bagint1 énerme 2.8. geregi " ~ " bagmtis1 £ iizerinde I'°(n) invaryant imprimitif denklik

bagmtisidir.

Onerme 2.63. g, heI'°(n) olmak iizere, g(0) = Eve h(w) = iolsun. Bu takdirde,

[0 B

zi(:)x = r modn ve y = s modn dir.
Ispat:

G‘i”

vaw = g(wo) = h(o)

= g tgel(n)
r ronyTl,/x  xon

= (s SO) (y Yo )er e
So —Ton\ /X Xoh

= (—s T >(y Yo )ef(n)

(Sox - Toyn Soxon - royon) ['
Ty — SX v — Sxon )€ ()

= SgXoN — TyYon =1y — sx = 0 modn ve
SpX —Toyn = 1y, — Sxon = 1 modn

= ry —sx = 0 modn ve syx = ryy = 1 modn dir. *)

T TN , X XN 0 .
g= (s 5o ),g (y Yo )EF (n) cI' oldugundan 7rsy—srogn=1 ve xy,—
yxon = 1 dir. Buradan rsy = 1 modn ve xy, = 1 modn elde edilir. (**)

(*) daki sox =1 modn kongriiansin1 r ile c¢arparsak rsox =r modn olur. (**) dan

rSy = 1 modn oldugundan x = r modn elde edilir ve (*) dan ry —sx = 0modn

X=r modn (rm)=1
oldugundan ry = sx modn ———= ry = sr modn —— y = s modn elde edilir.
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CGc,’
X = rmodn ve y = s modn olsun. 26 0 oldugundan (r,sn) =1 dir. Boylece, rsy —

snx, = 1 olan ry, so€Z vardir. Benzer sekilde, ge 2 oldugundan (x, yn) = 1 dir. Boylece,

T Tony /X Xoh
Xyo — ynx, = 1 olan x,, yy€Z vardir. O halde, ( ), (

s 5 ) G yo)eFO(n) dir.  Simdi

r ronm\l,x  Xxon
gosterelimki (g ;’0) (y "

(26 = TG 5= (e e )

® SoXon — 1Ny = N(SeXy — 79Yo) oldugundan syxyn — ryny, = 0 modn dir.

)er(n) dir.

X=r modn
o sy —snxy =1 oldugundan rsy = 1 modn =—— xs, = 1modn = xs; —

rony = 1 modn dir.

X = ymodn = sx = sr modn _ .
o« _ }ry—sx:Omodndlr.
y =smodn = ry =rsmodn
, roromyTlx Xon ST x
Boylece, (s So ) (y Yo ) el'(n) yani T ;dlr.l

Lemma 264. (a,n)=1, (a,b) =c>1 olsun. Bu takdirde, 3IkeZ oyleki
(a,kn + b) = 1 dir.

Ispat: a ve b nin asal ¢arpanlarina ayrilis1 asagidaki sekilde yazilabilir.

ay,, a2 Ae+1

a=p;'p, ...pf‘tpt+1 DT pi€P , a;eN | ie{1,2, ..., 7}
b= pflpzz...pftqfff qlﬁl , q;€P , BjeN , je{1,2,..,1}
Bu durumda, ¢ = (a,b)= pl*pl?...p}* dir. 1ddia ediyoruzki; k = py11Prss - Py OlMak

lizere,

Q. Qe a a Pri1

(@ kn +b) =(p'py? ... Df Py o P PeaaPerz PN+ Pips® . pftqlet gl =
1 dir. Gergekten;
Varsayalimki: (a, kn + b) = m > 1 olsun. Boylece; 31 < i < r dyleki p; | m dir.

ar P+

o ie{1,2,..,t} ise, Pl ( Pes1Pesz DN+ DI Py o PyiGrsy Ve pilb =

. (ppm)=1 .
P1Dy% ... Dp tqfi“il ---qf " oldugundan p; |( Pes1Pe+2 - Pr)t == DP; | Pr11De+2 - Py dir.

Oysa, i € {1,2, ..., t} oldugundan p; # P;4q P42, -, Dy dir. Bu bir geliskidir.

e ieft+1,t+2,...,7} ise, p; | ( Des1Prsz - Pr)N + D1 Dy ... pftqfff ve p; |
Des1Desz Py oldugundan  p; | b =p{ip;? ... pftqfﬁl ...qlﬁ’ dir.  Oysa,

(Pi» 9t +19¢42 - q;) = 1 dir. Bu bir geliskidir.
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Bu bize m = 1 oldugunu verir.m

Teorem 2.65. Yukarida tanmimlanan " = " bagntisina gore bagintisina gore 2

tizerindeki bloklarin(denklik smiflarinin) sayisi, ¢ Euler fonksiyonu olmak iizere, ng(n)
dir.
Ispat: U, = {a;eN: (a;,n) = 1,a; <n} = {al,az, ...,a(p(n)} A E A, LF]
b, =1,b, =2, ... , b, =n olmak iizere a;eU,, ye karsilik gelen bloklar; [%], [% y e s
1 2

|| dir. Bu bloklarmn her biri farkl bloklardur. Giinkii, 1 < j < n olmak iizere, (a;, by) > 1

ise Lemma 2.64 geregi 3k;€Z dyleki (ai, kin + bj) = 1dir. Yani b; yerine b; yi temsilen
kjn + b; yazilir. Bu bize gosterirki her bir (ie{1,2,...,9(n)}) a; ye karsilik birbirinden
farkli n tane blok vardir. Boylece toplam n¢(n) tane blok vardir.m

Sonug 2.66. |[I'°(n): I'(n)| = np(n) dir.m

2.3.1. I'°(n) nin 2 Uzerindeki Alt Yoriingesel Graflari

2.1.2 paragrafi altinda verilmis olan alt yoriingesel graflar dogrultusunda G yerine

r'°(n) alalm. Bu durumda, her bir O(a, B) alt ydriingesi, vef2 olmak iizere, (oo, v) ¢ifti
igerir. v = %e 0 alirsak (oo, %) yi igeren alt yoriingeyi yine O, ,, ile ve ilgili alt yoriingesel
grafi G, , ile gOsterecegiz.
Onerme 2.67. 0y = Oyr oy & g(5) = Z—: olan gerd(n) meveuttur.
Ispat: 0,, = 0,/ olsun. Bu durumda, g(e) = ve g (%) =Z—: olan ger®(n)
mevcuttur. g(o) = o oldugundan gel,2(n) dur.
Tersine g (%) = Z—:ve gel°(n) olsun. Zaten g(c) = oo oldugundan Oy, = 0,7 ./

dir.m

Onerme 2.68. G, ,, = G,/ v < u = u' modn? ve n = n’ diir.

Ispat: G, ,, = G,/ olsun. Onerme 2.66 dan g(%) = % olan gelld(n) vardir. Bu

durumda, gel'3(n) Onerme 2.59 geregi g = ((1) bln ) formundadir.
g (%) = ((1) bln) (Z) = (u +nbn2) = (Z) = u =u modn ven = n' diir.

Tersi asikardir.m
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Sonug 2.69. uelU 2 olmak iizere, toplam ¢(n?) tane farkl G, , vardir.m
Teorem 2.70. g - ggu,n de bir kenardir =
(@) x = ur modn?, y = us modn , ry — sx = n veya
(b) x = —ur modn?,y = —us modn ,ry —sx = —n.
Ispat:
oy

£—>§ Gun de bir kenar olsun. Bu durumda, (g,g)eou,n = 0(oo,%) dir. Dolayist ile;

39 = (¢ ") ero(n): g(e0) = Zve g (%) = Z dir. Bu bize;

d y
(Ccl b;)((l) Z):(Z ;C/) (2.56)
(Ccl b; )(é Z):(:Z :;Cz) (2.57)
(Ccl b; )(é Z):(:Z ;) (2.58)
(Ccl bc? )((1) $)=(§ :;) (2.59)

matris esitliklerinden birini verir.
(2.56) esitligini ele alalim:

(a au + bnz)

r o x
=( ):>a=r,c=s,au+bn2=x,cu+dn=y:>ru+bn2=
c cu+t+dn

sy
x Ve su+dn =y = x = ur modn? ve y = us modn elde edilir. (2.56) esitliginde iki

ad—bc=1 .
tarafin determinanti alinirsa, (ad — bc).n =ry —sx ——— ry —sx = n elde edilir.

Benzer sekilde (2.57) esitliginden de x = ur modn?, y = us modn , ry — sx = n elde
edilir.

(2.58) esitligini ele alalim:

a au+bn2) (_7” x) 2
= > a=-r,c=—-s, au+bn“=x, cut+tdn=y =
(c cu+dn =5 Yy Y
—ru+bn®=x ve —su+dn=y = x = —ur modn? ve y = —us modn elde edilir.
ad—bc=1

(2.58) esitliginde iki tarafin determinanti alinirsa, (ad — bc)(—n) =ry — sx ——
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ry —sx = —n elde edilir. Benzer sekilde, (2.59) esitliginden de x = —ur modn? ,
y = —usmodn , ry —sx = —n elde edilir. Béylece bu dort durumdan (a) ya da (b)
saglanir.

PR

Farzedelimki; (a) saglansin yani x = ur modn?, y = us modn , ry — sx = n olsun. E - f

nin G, , de bir kenar oldugunu yani G, 5) € Oy oldugunu gostermeliyiz.
X = ur modn? = 3beZ : x = ur + bn? ve
y = us modn = 3ceZ : y = us + cn dir.

Simdi (

Z bcn) matrisinin I'°(n) nin elemani oldugunu gosterirsek istenen elde

edilir.

0@ =0 Q)= 9@ =C )= (L) = () very—sx=
n oldugundan r(us+cn) —s(ur+bn?)=n = rus+recn—sur—shn*=n =

_ 2 _ _ _ r bn) _ _(a bn 0
ren —shn®=n = rc sbn—1:>det(s C)—l :>g—(c d)eF (n) elde

edilir. Benzer sekilde (b) nin saglandig1 varsayilip E - 5 nin G, ,, de bir kenar oldugu elde

edilir.m

Sonug¢ 2.71. u* # —1 modn® ve uv = —1 modn? olsun. Bu takdirde, G, , ile G, ,
eslesmistir.

Ispat:

; N g Gun de bir kenar olsun. Teorem 2.66 dan

(@) r = ux modn? , s = uy modn , xs — ry = n veya

(b) r = —ux modn? , s = —uy modn , xs —ry = —n dir.
a) nin saglandigini varsayalim:
(a) glandig y

uv=—1 modn?

e 7 = ux modn? oldugundan vr = vux modn?> ——— vr = —x modn yani,
x — vr modn? elde edilir. (2.60)
es = uy modn den vs = vuy modn dir. M vs = —y modn yani, y =
—vs modn elde edilir. (2.61)

esx —ry = n oldugundan ry — sx = —n dir. (2.62)
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(2.60), (2.61) ve (2.62) den g - § Gyon de bir kenardir. Benzer sekilde (b) nin saglandigs

varsayilarak £—> % nin G,, de bir kenar oldugu gosterilebilir. Simdi gosterelimki,
0 (00, %) Nno (%, 00) = @ tur. Varsayalimki O (00, %) Nno (%, 00) # @ olsun. Bu durumda

0( ::) 0( ) (Alt yoriingeler ya esit ya ayriktirlar.) dur. Dolayist ile, 3g =

(Z b;) el'°(n) dyleki g( —) = (— o) dur. Buradan;
(‘; b;) ((1) M=t ) dir. Yani, (a ‘Z‘;Z’;‘l ) (® _01) elde edilir. Boylece,
a=u,c=n,au+bn*=-1,cu+dn=0dir.

= 0
cu+dn=0 = nu+dn=0=>n(u+d)=0 = u+d=0=d=—u. Boylece,

g=(" ") elde edilir ve ger®(n) c I oldugundan det (* ") =1 dir. Buradan

w2 —bn2=1 = u?=-1modn? celiskisi elde edilir Bu celiski O (oo, g) N
0 (g, 00) # @ oldugunu varsaymaktan geldi. O halde, O (00, %) no (%, 00) = @ tur. Sonug
olarak G, ,, ve G, ,, alt yoriingesel graflar1 eslesmistir.m

Sonug 2.72. G, , kendi eslesmistir & u? = —1 modn* m

Uyar1: I modiiler grubunun Q iizerindeki hareketi ile olusan alt yoriingesel graflari

olan G, ,, lerde herhangi bir baglantili bilesenin kdseleri " =~ " bagntisina goére bir tek

blokta idi. Ancak burada bu durum s6z konusu degildir. Gercekten;

3 44 g 3., 44 et
u=2,n=>5 alinrsa , STl € 98’5 Olmasina ragmen - ile Top dymi blokta degildirler.

Yani, % % % dir. Ciinkii, 44 % 3 mods5 tir.
E2, ile G2, nin [oo] = {% eN:a=1 modn} blogunu kose kabul eden alt yoriingesel
grafin1 gosterelim. Buna gore;

Teorem 2.73. — > = € F?, &

sn yn ’

(@) x = ur modn? ve ry — sx = 1 veya

(b) x = —ur modn? ve ry — sx = —1 dir.m

Teorem 2.74. I'(n) grubu E2,, nin kenarlarin1 ve koselerini transitif olarak permiite

eder.m
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Lemma 2.75.

(i) E2nnin tiim v késeleri i¢in, F), - F%, , ye T(v) = —v ile verilen fonksiyon bir
izomorfizmadir.

(i) Eger m | nise E2, nin tiim v kdseleri igin, K, den FEJ,, nin bir alt grafina
T(v) = Y/, ile verilen fonksiyon bir izomorfizmadir. m

Teorem 2.76. F, baglantilidur.

Ispat: % > 0 olsun ve b iizerinden indiiksiyonla hareket edelim:

b=1 igin% oo ile birlestirilebilir.

Farzedelimki 2b den kiigiik biitiin paydalar i¢in elde edilen kesir bir yolla oo ile
birlestirilebilsin. Amacimiz % kesrinin paydast 2b den kiigiik bir kesirle bir kenar
olusturmasidir. (a,b) =1 oldugundan ad —bc =1 olan ¢ ve d tamsayilar1 vardir.
Genellikten bir sey kaybetmeden 0 < d < b alabiliriz ¢ilinkii 0 < d < b degil ise bir keZ
igin ¢ yerine ¢ + ka ve d yerine d + kb alarak 0 < d < b yi olusturabiliriz. Simdi ¢ nin
tek ve ¢ift olma durumunu goz oniine alalim:

c tek ise,

% € Fy, aranan kesirlerden biridir. Ciinkii, a.2d — ¢.2b = 2 dir ve bu durumda

4 ,c £ ,2 fpo ' .
= 7 V&Ya o=y F;), de bir kenardir. Gergekten;

>
%e% ise 2ad — 2bc = 2 dir. ¢ = a mod2 ancak farzedelimki ¢ £ a mod4 olsun. Bu

durumda, ¢ = a mod2 oldugundan a — c = 2k, k tek, olan bir keZ vardir. Buradan,
a+c=2c+ 2k =2(c+k) =0mod4 tir. Boylece, i i% elde edilir. Ciinkii bu
durumda, a = —c mod4 ve 2bc — 2ad = —2 F7, de kenar olma sartlar1 saglanur.

c ¢ift ise,

Bu durumda, a — c tek ve 0 < b — d < b dir. Dolayisi ile, yukaridaki tartigma ile
a—c a—c¢

2(b—d)

- -~ veya — —
y 2b

o3 2 € Fy, dir. Bu bize F, baglantili oldugunu sdyler.m

Teorem 2.77. n = 3 igin F2,, baglantisizdir.
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n+1 :
+ 2n [

k+% k+1 u+n

I8 @

Sekil 12. n > 3 igin F2,, baglantisizdir

Ispat:
n = 3 ve u = 1 modn ve uelU,2 oldugundan u = kn + 1 bigimindedir ve ayrica ZRZ—H ve
k + 1 [oo] blogunda degildirler. Gosterecegizki Rez = k +% ve Rez = k + 1 dogrulari
arasinda F, nin koseleri, £, nin bu seridin diginda kalan bir kosesi ile kesismezler.

Tabiki bu seritte F,, nin bir kdsesi olmalidir ki vardir. Ornegin, k + nz—;l bu seritte olup

mn+1 2k+1 in+1 mn+1 In+1

E%, nin bir kosesidir.farzedelimki < < olan bir - —— (veya
’ sn 2 yn yn
In+1 +1 o e +1 2k+1) _ In+1 .
— = ) kenari vardir. Esitsizligi n ile ¢arparsak mntl o R o I Gir,
yn sn s 2 y
o cift ise;
n(2k+1) mn+1 In+1

T € Z dir. Boylece, F° da — 75 kenari ile o0 — @ kenar kesisir. Oysa

FO nin kenarlari iist yar1 diizlemde kesismezler.
o n tek ise;

n = 2t + 1 bi¢imindedir. Buradan, n(2k + 1) = 2t + 1)(2k+ 1) =4tk + 2(t + k) + 1

dir. Boylece, n(ZZH) =2tk +t+k) +% elde edilir. Farey grafi goz Oniine alinirsa,

s=y=1 ve dolayis1 ile, mn+1=2tk+t+k ve 2tk+t+k+1=1In+1 elde
edilir. Ikinci esitlikten n | (2tk + t + k) dir. Bdylece birinci esitlikten n | 1 geligkisi elde

edilir. Bu bize Rez = k + % ve Rez = k + 1 seridinde F, nin hicbir kdsesi bu seridin
disindaki higbir kdse ile baglanamaz bu da bize F?,, nin baglantisiz oldugunu sdyler.m
Teorem 2.78. neN, n > 1 ve ueU,,z olsun. Bu takdirde, E2,, de iiggen yoktur.
Ispat: I'°(n) nin [o] blogu iizerindeki hareketi transitif oldugundan E?,, de bir
yonlii tiggen varsa o — % - dc—n — oo bigiminde alinabilir. Teorem 2.70ten b = d = 1 dir.

%,ﬁe[oo] oldugundan a = c = 1 modn dir. o —>% oldugundan a = u modn? dir.
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BoOylece a = u alinabilir. Dolayisiyla %—>§ kenarindan u — ¢ = F¥1 dir. Buradan,
c=u+1 dir. Sonu¢ olarak oo — % - uTil — oo elde edilir. Ancak u =1 modn
oldugundan uTH ve uT_l [0] blogunda kenar olamaz. u+ 1 =2modn ve u—1=
0 modn dir. Yani, uTH ve uT_l E?,, de kdse olamazlar. Bu bize herhangi bir yonlii iiggenin
olamayacagini soyler. Uggen oo — % « uTI-l — oo bi¢iminde ise, % « uTT-l oldugundan
u = u(u + 1)modn? elde edilir. Buradan, u + 1 = 0 modn , yani u = —1 modn elde

edilir. Oysa, u = 1 modn idi. Bu geliski F,, de liggen olamayacagini verir.m



3. IRDELEME

Ust yar diizlemi iist yar1 diizleme resmeden PSL(2,R) lineer kesirli déniisiimler
grubu 6zellikle 1980 yillarinda ortaya atilan en biiylik sonlu mertebeli basit gruptan dolay1
baz1 Ozel alt gruplarin Onemi artmistir. Bu gruplarin en onemlilerinden biri [(n)
kongriians alt grubu olmustur. Bu grubun normalleyen grubunun yapisini belirlemede graf
teoride yerini bulan alt yoriingesel graflara olan talep artmis; bu alt yoriingesel graflarin
devre uzunluklari ile PSL(2, R) nin baz1 alt gruplarinin iiretici elemanlarinin mertebeleri
arasindaki iliski 6nem kazanmustir.

Diger taraftan graflarla, sayilar teorisi ile ilgili bazi temel sonuglarin o6zellikle
Fibonacci sayilarinin elde edilmesi graf teorinin 6nemini daha da artirmistir.

Bu tez calismasinda bazi temel kavramlarin verilmesi I' modiiler grubu igin alt
yorlingesel graflarin incelenmesi ve bir 6nemli sonu¢ olarak Fibonacci sayilari elde
edilmistir. Ek olarak I'°(n) kongriians alt grubunun alt ydriingesel graflari incelenmis,
baglantililik ve baglantisizlik durumlari ortaya konmustur.

Esas itibari ile [14] ve [8] referansimiz olmustur.



4. SONUCLAR

Bu ¢alismada I' modiiler grubun alt yoriingesel graflar ile ilgili tanim ve teoremler
verildi ve asagidaki c¢iktilar elde edildi.

(1) I' modiiler grubu i¢in verilen graflarda devre uzunluklari incelendi.

(2) I'3 iin hareketi ile olusan graflardan hareketle Fibonacci sayilarma ulasilds.

(3) I'°(n) kongriians alt grubunun alt yoriingesel graflar1 olusturuldu, ilgili bloklarin

sayis1 bulundu ve graflarin baglantili olup olmadiklar1 verildi.



5. ONERILER

a bM

(1) ' min mevcut olan I;(L, M) = {(CL d

)eF } alt grubunun alt yoriingesel

graflar1 ve temel ozellikleri incelenebilir.
(2) Genellestirilmis Fibonacci sayilarinin temel 6zellikleri incelenebilir.
(3) Graflarda bir koseyi en yakin koseye gotiiren grup elemanlarinin ozellikleri

arastirilabilir.
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